
Matematická analýza 2

Zpracoval: Patrik �nauko

1 V¥ty o p°ír·stku funkce

1.0.1 V¥ta 1 (Rolleova v¥ta)

Nech´ f je RFRP spl¬ující:

• f ∈ C(〈a, b〉)

• f(a) = f(b)

• f ∈ D((a, b))

pak ∃ c ∈ (a, b); f ′(c) = 0.

D·kaz:
Zimní semestr.

1.0.2 V¥ta 2 (Lagrangeova v¥ta)

Nech´ f je RFRP spl¬ující:

• f ∈ C(〈a, b〉)

• f ∈ D((a, b))

pak ∃ c ∈ (a, b); f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

D·kaz:
Zimní semestr.

1.0.3 V¥ta 3 (Cauchyova v¥ta)

Nech´ f, g jsou RFRP spl¬ující:

• f, g ∈ C(〈a, b〉)

• ∀x ∈ (a, b); g′(x) 6= 0

• f ∈ D((a, b)) ∧ g ∈ D′((a, b))

pak ∃ c ∈ (a, b);
f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

D·kaz:

• Najd¥me takovou funkci, kterou bychom podobn¥ jako v d·kazu Lagrangeovy v¥ty p°evedly na takovou, na
kterou lze aplikovat Rolleovu v¥tu.

� P°ír·stek funkc9 g : g(b)− g(a); f : f(b)− f(a).

� Aby p°ír·stek obou funkcí byl stejný za°ídíme tak, ºe funkci do d·kazu zvolíme následovn¥:
F (x) = [g(b)− g(a)]f(x)− [f(b)− f(a)]g(x).

• Ov¥°me p°edpoklady Rolleovy v¥ty, zejména, zda F (a) = F (b), zkoumejme tedy rozdíl F (b)−F (a) = [g(b)−
g(a)]f(b)− [f(b)−f(a)]g(b)− ([g(b)−g(a)]f(a)− [f(b)−f(a)]g(a)) = 0. Tím jsme ov¥°ili spln¥ní p°edpoklad·
Rolleovy v¥ty.

• Dostáváme tedy: F ′(x) = 0 = [g(b)− g(a)]f ′(c)− [f(b)− f(a)]g′(c)

• Provedeme tedy:

[g(b)− g(a)]f ′(c) = [f(b)− f(a)]g′(c) (1)

[g(b)− g(a)]
f ′(c)

g′(c)
= f(b)− f(a) (2)

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(3)
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• Diskuze provedených úprav

(1) Lze, protoºe víme, ºe g ∈ D′((a, b)) ∧ c ∈ (a, b). Z rovnosti tedy víme, ºe na obou stranách musí být
kone£né hodnoty.

(2) Lze, jelikoº ∀x ∈ (a, b); f ′(x) 6= 0 ∧ c ∈ (a, b).

(3) Lze, jelikoº: Kdyby g(b) − g(a) = 0 ⇔ g(b) = g(a) - tím by byly spln¥ny p°edpoklady Rolleovy v¥ty,
a tedy: ∃ c ∈ (a, b); g′(c) = 0. Z p°edpokladu ale víme, ºe ∀x ∈ (a, b); g′(x) 6= 0. Taková situace tedy
nem·ºe nastat.

�

2 l'Hospitalovo pravidlo

2.0.1 V¥ta 4 (l'Hospitalovo pravidlo)

Nech´ f, g jsou RFRP, pro které je spln¥no:

• lim
x→b

f(x) = lim
x→b

g(x) = 0 ∨ lim
x→b
|g(x)| = +∞

• ∃ H(b);H(b)− {b} ⊂ D f
g
∧ H(b)− {b} ⊂ D f′

g′

• ∃ lim
x→b

f ′(x)

g′(x)
pro pozd¥j²í ú£ely ji ozna£me L.,

potom lim
x→b

f(x)

g(x)
= lim
x→b

f ′(x)

g′(x)
.

D·kaz:

• Pro b ∈ R

• Je spln¥no, ºe: lim
x→b

f(x) = lim
x→b

g(x)

• Rozepi²me:
f(x)

g(x)
=
f(x)− f(b)

g(x)− g(b)

� Zde jsme jen p°i£etli v £itateli a jmenovateli nulu. Limitu totiº �nezajímá� , jak se funkce chová v daném
bod¥, ale na jistém okolí, dode�nujme proto: f(b) = 0 ∧ g(b) = 0.

• v intervalu (b, x) tedy podle Cauchyovy v¥ty o p°ír·stku funkce jist¥ existuje c = c(x) :
f(x)− f(b)

g(x)− g(b)
=

f ′(c(x))

g′(c(x))
; ∀x ∈ (b, cokoliv) .

• Cíl: lim
x→b

f(x)

g(x)

?︷︸︸︷
= lim

x→b

f ′(c(x))

g′(c(x))

?︷︸︸︷
= L

� Ze sev°ení: ∀ x; b < c(x) < x plyne lim
x→b

c(x) = b.

� Z Cauchyovy v¥ty dále víme, ºe c(x) 6= b. Tím je spln¥na podmínka prstencového okolí pro VLSF

� VLSF (P): lim
x→B

F (x) = C ∧ lim
x→A

G(x) = B ∧ ∃ H(A);∀x ∈ H(A);G(x) 6= B : lim
x→A

F (G(x)) = C.

∗ G(x) := c(x), F (x) :=
f ′(x)

g′(x)
; b := A = B.

• Touto volbou pro aplikaci VLSF dostáváme o£ekávanou rovnost.
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3 Stejnom¥rná spojitost

3.0.1 De�nice (spojitost v bod¥)

f ∈ C({a})⇔ ∀ ε > 0; ∃ δ > 0; ∀ x ∈ Df ; |x− a| < δ; |f(x)− f(a)| < ε.

3.0.2 De�nice (spojitost na intervalu)

Nech´ I je interval. f ∈ C(I)⇔ ∀ a ∈ I; ∀ ε > 0; ∃ δ > 0;∀ x ∈ I; |x− a| < δ; |f(x)− f(a)| < ε.

3.0.3 De�nice (stejnom¥rná spojitost)

f ∈ C∗(I)⇔ ∀ ε > 0; ∃ δ > 0; ∀ x, a ∈ I; |x− a| < δ; |f(x)− f(a)| < ε.

D·sledek de�nic spojitosti na intervalu (mnoºin¥) a stejnom¥rné spojitosti

f ∈ C∗(I)⇒ f ∈ C(I).

3.0.4 V¥ta 5 (Cantorova v¥ta)

f ∈ C(〈a, b〉)⇒ f ∈ C∗(〈a, b〉).

D·kaz:

• SPOREM

• P°edpokládejme:

1) f ∈ C(〈a, b〉)⇔ ∀ y ∈ 〈a, b〉; ∀ ε′ > 0; ∃ δ′ > 0;∀ x ∈ 〈a, b〉; |x− a| < δ′; |f(x)− f(a)| < ε′.

∧
2) f /∈ C∗(〈a, b〉)⇔ ∃ ε > 0; ∀ δ > 0; ∃x, y ∈ 〈a, b〉; |x− y| < δ; |f(x)− f(y)| ≥ ε.

• ε je pevné. δ := 1;
1

2
; . . . ;

1

n
; . . . - odtud dostaneme:

∀n ∈ N; ∃ xn, yn ∈ 〈a, b〉; |xn − yn| <
1

n
; |f(xn)− f(yn)| ≥ ε

• Jelikoº (xn) je omezená, m·ºeme z ní vybrat konvergentní podposloupnost (xkn) :
lim

n→+∞
xkn := L ∈ 〈a, b〉.

• (yn) je také omezená, tedy z ní m·ºeme vybrat konvergentní podsposloupnost. Chceme ukázat, ºe platí:
lim

n→+∞
ykn = L.

� máme tedy: 0 ≤ |ykn − L| ≤ |ykn − xkn |︸ ︷︷ ︸
< 1
kn

+ |xkn − L|︸ ︷︷ ︸
v limit¥ nula

� odtud máme sev°ení: 0 ≤ |ykn − L| <
1

kn︸︷︷︸
(kn)↗ ⇒ limn→+∞

1
kn

=0

� Z tohoto sev°ení máme lim
n→+∞

ykn − L = 0⇔ lim
n→+∞

ykn = L.

• f ∈ C(〈a, b〉)⇔ lim
x→L

f(x) = f(L)

• Podle Heineovy v¥ty: lim
n→+∞

f(xkn) = f(L) = lim
n→+∞

f(ykn)⇒ limn→+∞

(
f(xkn)− f(ykn)

)
= 0

• Poslední implikace uº nás p°ivádí ke sporu s tím, ºe ∀n ∈ N; |f(xkn)− f(ykn)| ≥ ε, tento rozdíl tedy nem·ºe
mít za limitu nulu.

�
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4 Aproximace funkce polynomem

4.1 Taylor·v polynom

4.1.1 V¥ta 6 (o Taylorov¥ polynomu)

Nech´ f : R −→ R ∧ n ∈ N0 ∧ a ∈ R : f (n)(a) ∈ R. Pak existuje jediný polynom Tn stupn¥ nejvý²e n takový, ºe
platí: ∀ k ∈ n̂; f (k)(a) = T (k)

n (a).

D·kaz:

• Nech´ p je polynom takový, ºe deg(p) ≤ n, tedy p ∈ Pn+1.

• Berme bázi tohoto vektorového prostoru: X = (1, x− a, (x− a)2, . . . , (x− a)n).

• X je báze Pn+1 ∧ p ∈ Pn+1 ⇒ ∀ x ∈ R; p(x) = α0 + α1(x− a) + α2(x− a)2 + · · ·+ αn(x− a)n.

• Hledejme tedy derivace tohoto polynomu v bod¥ a.

� p(0)(a) = α0 = f(a)

� p′(a) = α1 = f ′(a)

� p′′(a) = 2α2 = f ′′(a)⇔ α2 =
f ′′(a)

2
...

� p(k)(a) = k(k − 1)(k − 2) . . . αk = f (k)(a)⇔ αk =
f (k)

k!

• Koe�cienty daného polynomu jsou dány jednozna£n¥ a tím je tedy i polynom dán jednozna£n¥.

�

4.1.2 De�nice (n-tý Taylor·v polynom)

Polynom Tn z p°edchozí v¥ty daný následovn¥: Tn(x) =

n∑
k=1

f (k)

k!
(x− a)k. Nazveme n-tým Taylorovým polynomem

funkce f v bod¥ a.

4.1.3 Poznámka (zbytek po Taylorovu polynomu)

Funkci lze tedy aproximovat polynomem jistých vlastností a chceme zkoumat, jak dob°e tento polynom funkci
aproximuje. Proto zavádíme zbytek po Taylorovu polynomu:

Rn(x) = f(x)− Tn(x).

4.1.4 V¥ta 7 (o zbytku po Taylorov¥ polynomu)

Nech´ n ∈ N ∧ f : R −→ R : ∃ H(a); f ∈ D(H(a)) ∧ f (n) ∈ C({a}), potom:

lim
x→a

Rn(x)

(x− a)n
= 0.

D·kaz:

• P°edpoklady l'Hospitalova pravidla jsou spln¥ny, proto k ukázání této rovnosti pouºijeme práv¥ tuto v¥tu

lim
x→a

Rn(x)

x− a
=︸︷︷︸
l′H

lim
x→a

R′n(x)

n(x− a)n
=︸︷︷︸
l′H

. . . =︸︷︷︸
l′H

lim
x→a

R
(n)
n (x)

n(n− 1)(n− 2) . . . 2
= 0.

• pozn.: to, ºe R(n)
n (x) = 0 víme proto, ºe na Taylor·v polynom klademe poºadavek, aby pro n¥jaký bod a bylo

spln¥no: ∀ k ∈ n̂; f (k)(a) = T (k)
n (a).

�

4



4.1.5 Poznámka (Pean·v tvar zbytku)

ozna£me ωn :=
Rn(x)

(x− a)n
, dosa¤me do de�nice zbytku a vyjád°eme funkci, kterou aproximujeme - tím dostaneme

tvar:

f(x) = Tn(x) + (x− a)nωn(x)︸ ︷︷ ︸
Pean·v tvar zbytku

∧ lim
x→a

ωn(x) = 0.

4.1.6 V¥ta 8 (o nejlep²í aproximaci)

Nech´ n ∈ N ∧ f : R −→ R : ∃ H(a); f ∈ D(H(a)) ∧ ∃ f (n)(a) ∈ R. Nech´ Q je polynom takový, ºe:
degQ ≤ n ∧ ∀ x ∈ R; Q(x) 6= Tn(x). Potom:

∃ J (a); ∀ x ∈ J (a)− {a}; |f(x)− Tn(x)| < |f(x)−Q(x)|.

D·kaz:

• Vyjád°eme si polynomy Tn, Q v jisté bázi prostoru Pn+1.

� Tn(x) =

n∑
k=0

ak(x− a)k

� Q(x) =

n∑
k=0

bk(x− a)k

• Jelikoº platí ∀ x ∈ R; Q(x) 6= Tn(x), tak ur£it¥ existuje n¥jaký index i takový ai 6= bi. Berme tento index
nejmen²í moºný.

• f(x)− Tn(x) =︸︷︷︸
Peano

(x− a)nωn(x).

• f(x)−Q(x) = Tn(x) + (x− a)nωn(x)−Q(x) =

(
n∑
k=1

(ak − bk)(x− a)k

)
+ (x− a)nωn(x)

• Zade�nujme si funkci F (x) =
|f(x)−Q(x)|
|x− a|i

=

∣∣∣∣∣(ai − bi) + (ai+1 − bi+1)(x− a) + (ai+2 − bi+2)(x− a)2 · · ·+

(x− a)n−iωn(x)

∣∣∣∣∣.
� lim

x→a
F (x) = |ai − bi| ∧ ai 6= bi ⇒ |ai − bi| > 0.

• Zade�nujme si funkci G(x) =
|f(x)− Tn(x)|
|x− a|i

= |(x− a)n−iωn(x)|.

� lim
x→a

G(x) = 0

• Dostáváme tedy: |ai − bi| = lim
x→a

F (x) > lim
x→a

G(x) = 0 z v¥ty o nerovnostech mezi limitami pro funkce tedy

dostáváme, ºe existuje jisté okolí K(a); ∀ x ∈ K(a);
|f(x)−Q(x)|
|x− a|i

>
|f(x)− Tn(x)|
|x− a|i

⇔ |f(x) − Q(x)| >

|f(x)− Tn(x)|.

�
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4.2 Odhadování chyby v Taylorov¥ vzorci

4.2.1 V¥ta 9 (Taylorova)

Nech´ existuje okolí H(a) bodu takové, ºe funkce f má kone£nou (n + 1) -ní derivaci a nech´ x ∈ H(a). Potom
zbytek v Taylorov¥ polynomu f(x) = Tn(x) +Rn(x) má tvar:

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1; ξ ∈ (min{x, a},max{x, a}).

Tento tvar zbytku nazýváme Lagrange·v.

D·kaz:

• Spole£ná £ást

� Víme, ºe f(x) = Tn(x) +Rn(x)

� Zvolme n¥jaké pevné a, x. BÚNO: a < x.

� De�nujme funkci ψ : ψ(z) =

n∑
k=0

f (k)(z)

k!
(x− z)k

� ψ(a) = Tn(x); ψ(x) = f(x) ∧ dψ(z)

dz
=
f (n+1)(z)

n!
(x− z)n

• Cauchy·v tvar zbytku

� Rn(x) = f(x)− Tn(x) = ψ(x)− ψ(a) =︸︷︷︸
podle Lagrangeovy v¥ty o p°ír·stku funkce

= ψ′(ξ)(x− a)

� po dosazení derivace funkce ψ dostáváme: Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− ξ)n(x− a)︸ ︷︷ ︸

Cauchy·v tvar zbytku

• Lagrange·v tvar zbytku

� De�nujme dal²í, zatím blíºe nespeci�kovanou funkci ϕ

� Platí:
Rn(x)

ϕ(x)− ϕ(a)
=
ψ(x)− ψ(a)

ϕ(x)− ϕ(a)
=
ψ′(ξ)

ϕ′(ξ)

� Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)nϕ(x)− ϕ(a)

ϕ′(ξ)

� Odtud vidíme, ºe pokud doposud nespeci�kovanou funkci ϕ budeme de�novat takto: ϕ(z) = (x−z)n+1,
dostaneme:

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n

� Coº je p°esn¥ výsledek, který jsme cht¥li.

�
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5 �íselné °ady

5.1 Zavedení £íselných °ad

5.1.1 De�nice (£íselná °ada, sou£et °ady, konvergence, divergence £íselné °ady)

Nech´ (an)+∞n=1 je £íselná posloupnost. Nech´ n-tý £leb posloupnostu (sn)+∞n=1 vznikl následujícím zp·sobem: sn =

a1 + a2 + · · ·+ an. Uspo°ádanou dvojici
(

(an), (sn)
)
nazveme £íselnou °adou. Budeme ji zna£it takto:

+∞∑
n=1

an.

• Posloupnost (sn) budeme nazývat posloupností £áste£ných sou£t· °ady
+∞∑
n=1

an.

• Sou£tem °ady budeme rozum¥t lim
n→+∞

sn

• Je-li lim
n→+∞

sn ∈ R °íkáme, ºe °ada konverguje. V opa£ném p°ípad¥ °íkáme, ºe diverguje. Je-li tato hodnota

nekone£ná mluvíme o podstatné divergenci, neexistuje-li, mluvíme o oscilaci.

5.1.2 V¥ta 10 (nutná podmínka konvergence)

+∞∑
n=1

an K ⇒ lim
n→+∞

an = 0.

D·kaz:

•
+∞∑
n=1

an K ⇔ lim
n→+∞

sn = c ∈ C

• z de�nice limity: lim
n→+∞

sn − sn−1︸ ︷︷ ︸
= an

= 0

�

5.1.3 V¥ta 11 (Bolzano-Cauchyova podmínka konvergence)

+∞∑
n=1

an K ⇔ lim
n→+∞

sn ∈ C⇔ ∀ ε > 0; ∃ n0 ∈ N; ∀ n,m ∈ N : m,n ≥ n0; |sn − sm| < ε.

D·kaz:
Okamºit¥ plyne z BCP pro limitu posloupnosti.

5.1.4 V¥ta 12 (o konvergeci °ady z absolutních hodnot)

+∞∑
n=1

|an| K ⇒
+∞∑
n=1

an K .

D·kaz:

• podle BCP
+∞∑
n=1

|an| K ⇔ ∀ ε > 0; . . . ;

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

|an|

∣∣∣∣∣ < ε

• z trojúhelníkové nerovnosti:

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

an

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

|an|

∣∣∣∣∣ < ε

�
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5.2 �ady s kladnými £leny

5.2.1 V¥ta 13 (srovnávací kritérium)

Nech´ (an), (bn) jsou °ady s kladnými £leny takové: ∃ n0; ∀n ≥ n0; 0 ≤ an ≤ bn. Potom platí:

+∞∑
n=1

bn K ⇒
+∞∑
n=1

an K

D·kaz

• Sta£í si uv¥domit, ºe to, ºe °ada
+∞∑
n=1

bn K ⇔ lim
n→+∞

s(b)n ∈ R ∧ ∃ n0; ∀n ≥ n0; 0 ≤ an ≤ bn

⇒︸︷︷︸
podle v¥t¥ o nerovnostech mezi limitami posl.

lim
n→+∞

s(a)n ≤ lim
n→+∞

s(b)n ∈ R

• P°ípad, ºe by limita £áste£ných sou£t· °ady
+∞∑
n=1

an vy²la −∞ nem·ºe nastat z toho d·vodu, ºe posloupnost

(an) je kladná.

�

5.2.2 V¥ta 14 (srovnání podílu po sob¥ jdoucích £len·)

Nech´ (an), (bn) jsou °ady s kladnými £leny takové: ∀ n ∈ N;
an+1

an
≤ bn+1

bn
. Potom platí:

+∞∑
n=1

bn K ⇒
+∞∑
n=1

an K

D·kaz:

• pro k = 1, 2, . . . , n z podmínky
ak+1

ak
≤ bk+1

bk
dostáváme sadu nerovností:

a2
a1
≤ b2
b1

a3
a2
≤ b3
b2
...

an+1

an
≤ bn+1

bn

• pozn.: pro kladná £ísla platí:

A ≤ B
C ≤ D

⇒ AC ≤ BD

• na²e posloupnosti jsou ob¥ kladné proto mezi sebou n nerovností vynásobíme a dostaneme:

an
a1
≤ bn
b1
⇔ an ≤

a1
b1
bn ∧

+∞∑
n=1

bn K

(
⇒ C

+∞∑
n=1

bn K

)

• tím jsme tedy naplnili p°edpoklady p°edchozí v¥ty - z té plyne, ºe
+∞∑
n=1

an K

�
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5.2.3 V¥ta 15 (limitní srovnávací kritérium)

Nech´ (an), (bn) jsou °ady s kladnými £leny. Nech´ existuje lim
n→+∞

an
bn

:= L. Potom

1. L < +∞ ∧
+∞∑
n=1

bn K ⇒
+∞∑
n=1

an K

2. L > 0 ∧
+∞∑
n=1

bn D ⇒
+∞∑
n=1

an D

3. L ∈ (0,+∞), potom:
+∞∑
n=1

an K ⇔
+∞∑
n=1

bn K

D·kaz:

1. � L < +∞⇒ ∃ n0 ∈ N;∀ n ≤ n0;
an
bn

< L+ ε⇔ an ≤ (L+ ε)bn ∧
+∞∑
n=1

bn K

(
⇒ C

+∞∑
n=1

bn K

)

� tedy podle srovnávacího kritéria
+∞∑
n=1

an K

�

2. � L ∈ R+ ⇒ ∃ n0 ∈ N;∀ n ≥ n0;
an
bn

>
L

2

� tedy dostáváme divergenci ze srovnávacího kritéria

� L = +∞⇒ ∃n0 ∈ N;∀ n ≥ n0;
an
bn

> 1⇔ an > bn ∧
+∞∑
n=1

an D

� tedy dostáváme divergenci ze srovnávacího kritéria

�

3. je d·sledkem p°edchozích dvou bod·

�

5.2.4 V¥ta 16 (Cauchyovo odmocninové kritérium)

Nech´ ∀ n ∈ N; an ≥ 0. Potom:

• ∃ q < 0; ∃ n0 ∈ N; ∀ n ∈ N : n ≥ n0; n
√
an <≤ q ⇒

∞∑
n=1

an K .

• ∃∞n ∈ N; n
√
an ≥ 1⇒

∞∑
n=1

an D .

D·kaz:

• Podle prvního p°edpokladu platí, ºe ∀ n > n0; an ≤ qn ∧ q ∈ (0, 1)
podle SK⇒

∞∑
n=1

an K ;

∞∑
n=1

qn je totiº

konvergentní geometrická °ada.

• Podle druhého p°edpokladu je pro nekone£n¥ mnoho index· an ≥ 1⇒ není spln¥na nutná podmínka konver-
gence.

�

5.2.5 V¥ta 17 (d'Alembertovo podílové kritérium)

Nech´ ∀ n ∈ N; an > 0. Potom:

• ∃ q < 0; ∃ n0 ∈ N; ∀ n > n0;
an+1

an
≤ q ⇒

∞∑
n=1

an K .
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• ∃ n0;∀ n; n ≤ n0;
an+1

an
≥ 1⇒

∞∑
n=1

an D .

D·kaz:

• Vyuºijeme kritéria o srovnání podílu po sob¥ jdoucích £len·, kde bn := qn, q ∈ (0, 1) ⇒ an+1

an
≤ qn+1

qn
=

q ∧
∞∑
n=1

qn K ⇒
∞∑
n=1

an K .

• pro druhé tvrzení vyuºijeme totéº, ale q = 1.

�

5.2.6 V¥ta 18 (Raabeovo kritérium)

Nech´ ∀ n ∈ N; an > 0. Potom:

• ∃ α > 0; ∃ n0; ∀ n > n0; n

(
1− an+1

an

)
≥ α⇒

∞∑
n=1

an K .

• ∃ n0; ∀ n > n0; n

(
1− an+1

an

)
≤ 1⇒

∞∑
n=1

an D .

D·kaz:

• ozna£me ε := α− 1 > 0 a uvaºujme konvergentní °adu:
∞∑
n=2

bn =

∞∑
n=2

1

(n− 1)1+
ε
2
.

• Cílem je ukázat, ºe
an+1

an
≤ bn+1

bn
od jistého indexu. Tvrzení potom bude plynout z kritéria o srovnání dvou

po sob¥ jdoucích £len·.

• bn+1

bn

Taylor
= 1−

1 + ε
2

n
− 1

n
ω(− 1

n
)

• n

(
1− an+1

an

)
≥ α⇔ an+1

an
≤ 1− α

n
= 1− 1 + ε

n
.

• Sta£í tedy ukázat, ºe od jistého indexu platí:

1− 1 + ε

n

?

≤ 1−
1 + ε

2

n
− 1

n
ω(− 1

n
)⇔ 1 + ε ≥ 1 +

ε

2
− 1

n
ω(− 1

n
)

/
lim
∞

ε >
ε

2

nerovnost tedy od jistého n0 nastává a tvrzení proto plyne z jiº zmín¥ného porovnání podílu po sob¥ jdoucích
£len·.

• Druhé tvrzení n

(
1− an+1

an

)
≤ 1⇔ an+1

an
≥ 1− 1

n
=
bn+1

bn
. Berme tedy bn =

1

n− 1
. Tvrzení poté vyplývá z

drobn¥ modi�kovaného kritéria o porovnání podílu po sob¥ jdoucích £len·.

�

5.2.7 V¥ta 19 (Gaussova kritérium)

Bu¤
(
an
)
kladná posloupnost, ke které existují q, α ∈ R, ε > 0,

(
cn
)
omezená. Nech´ ∀ n ∈ N platí:

(∗) an+1

an
= q − α

n
+

cn
n1+ε

,

potom:

• (q < 1 ∨ q = 1) ∧ α > 1⇒
∞∑
n=1

an K .
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• (q > 1 ∨ q = 1) ∧ α ≤ 1⇒
∞∑
n=1

an D .

D·kaz:

• pro q 6= 1 dostáváme z (∗) lim
n→∞

an+1

an
= q a tvrzení dostáváme z podílového kritéria.

• q = 1 ∧ α 6= 1, pak dostáváme z (∗) lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
= α a tvrzení dostáváme z Raabeova kritéria.

• Nech´ q = 1 ∧ α = 1. Bereme tedy takové posloupnosti, ºe ∀ n ∈ N platí:

an+1

an
= 1− 1

n
+

cn
n1+ε

• Berme kalibra£ní divergentní °adu
∞∑
n=3

bn =

∞∑
n=3

1

(n− 1)ln(n− 1)

• Cílem je ukázat, ºe platí
an+1

an
≥ bn+1

bn
tvrzení potom bude vyplývat z modi�kovaného kritéria srovnání

podílu dvou po sob¥ jdoucích £len·.

• bn+1

bn
=

(n− 1)ln(n− 1)

nln(n)
=

(
1− 1

n

)(
1 +

ln(1− 1
n )

ln(n)

)
= 1− 1

n
+

(
1− 1

n

)
ln(1− 1

n )

ln(n)

• Máme tedy:

an+1

an
≥ bn+1

bn
⇔ cn

n1+n
≥

(
1− 1

n

)
ln(1− 1

n )n

nln(n)
⇔ cn ≥

nε

ln(n)︸ ︷︷ ︸
→∞

(
1− 1

n

)
︸ ︷︷ ︸
→1

ln

(
1− 1

n

)n
︸ ︷︷ ︸

→−1︸ ︷︷ ︸
→−∞

•
(
cn
)
je omezená, tudíº nerovnost od jistého indexu ur£it¥ platí.

�
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5.3 �ady s obecnými £leny

5.3.1 V¥ta 20 (Dirichletovo kritérium)

Nech´ (an) je reálná a (bn) komplexní. Dále nech´ je sou£asn¥ spln¥no:

1. (an) je monotonní.

2. lim
n→+∞

an = 0

3. ∃ K > 0; ∀ n ∈ N;

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

bk

∣∣∣∣∣ ≤ K
⇒

+∞∑
n=1

anbn K .

D·kaz:

• Vyuºijeme BCP, tedy chceme ukázat: ∀ ε > 0; ∃ n0 ∈ N; ∀ n > n0 ∧ ∀ p ∈ N;

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ < ε

• lim
n→+∞

an = 0⇔ ∀ ε′ > 0; ∃ n′0 ∈ N; . . . ; |an| < ε′

• Bn := b1 + b2 + · · ·+ bn ⇒ bn = Bn −Bn−1

•

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

akBk −
n+p∑
k=n+1

akBk−1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

akBk −
n+p−1∑
k=n

ak+1Bk

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣an+pBn+p
n+p−1∑
k=n+1

Bk(ak − ak+1) + an+1Bn

∣∣∣∣∣ ≤︸︷︷︸
viz pozn1

K|an|+K|an|+K

n+p−1∑
k=n

|ak − ak+1| =︸︷︷︸
viz pozn2

2K|an|+

K|an+1|+K|an+p−1| ≤ 4K|an| < 4Kε′ = ε⇒ ε′ =
ε

4K
∧ n′0 := n0

pozn1 V této nerovnosti jsme vyuºili prvních dvou p°edpoklad·, jelikoº (an) je monotonní posloupnost jdoucí k
nule, musí platit |an| ≥ |an+1|. Dále jsme vyuºili p°edpokladu omezenosti posloupnosti £áste£ných sou£t·.

pozn2 V trojúhelníkové nerovnosti |A+B| ≤ |A|+|B| nastává rovnost práv¥ tehdy, kdyº A,B mají stejná znaménka.
To, ºe pro v²echny £leny sumy platí, ºe mají stejná znaménka, vyplývá z p°edpoklad· 1 a 2. Proto tedy platí:
n+p∑
k=n+1

|ak − ak+1| = |an+1− an+2|+ |an+2− an+3|+ · · ·+ |an+p−2− an+p−1| = |an+1− an+2 + an+2− an+3 +

· · ·+ an+p−2 − an+p−1| = |an+1 − an+p−1|

�

5.3.2 V¥ta 21 (Abelovo kritérium)

Nech´ (an) je reálná a (bn) komplexní. Dále nech´ je sou£asn¥ spln¥no:

1. (an) je monotonní.

2. lim
n→+∞

an = a ∈ R

3.
+∞∑
n=1

bk K

⇒
+∞∑
n=1

anbn K .

D·kaz:

•
+∞∑
n=1

anbn =

+∞∑
n=1

(an − a)bn +

+∞∑
n=1

bn︸ ︷︷ ︸
K

12



• (an− a)→ 0 ∧ (an− a) monotonní ∧ ∃ K > 0; . . . ;

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

bk

∣∣∣∣∣ ≤ K ⇒
+∞∑
n=1

(an− a)bn konverguje z Dirichletova

kritéria.

• Sou£et konvergentních sum konverguje.

�

5.3.3 V¥ta 22 (Leibnizovo kritérium)

Nech´ (an) je klesající ∧ lim
n→+∞

an = 0⇒
+∞∑
n=1

(−1)nan K .

D·kaz:

• Jedná se o p°ímý d·sledek Dirichletova kritéria. V p°edpokladech v¥ty máme první 2 body Dirichletových
p°edpoklad·.

• Za posloupnost (bn) klademe (−1)n - ta má omezenou posloupnost £áste£ných sou£t·.

�

5.3.4 V¥ta 23 (Gaussovo modi�kované kritérium)

Nech´
(
an
)
je kladná posloupnost spl¬ující pro n¥jaké q, α ∈ R, ε > 0,

(
cn
)
omezenou, ºe podíl jejích po sob¥

jdoucích £len· lze pro kaºdé p°irozené n zapsat následujícím vztahem:

an+1

an
= q − α

n
+

cn
n1+ε

.

Potom platí:

• (q > 0 ∨ q = 0) ∧ α ≤ 0⇒
n∑
n=1

(−1)nan D .

• (q < 0 ∨ q = 0) ∧ α > 1⇒
n∑
n=1

(−1)nan KA .

• q = 1 ∧ α ∈ (0, 1〉 ⇒
n∑
n=1

(−1)nan KN .

D·kaz:

13



5.4 Uzávorkování °ady

5.4.1 De�nice (uzávorkování °ady)

Nech´
+∞∑
n=1

an je £íselná °ada. Nech´ (kn)+∞n=1 je ost°e rostoucí posloupnost celých £ísel a sou£asn¥ nech´ k0 = 0.

De�nujme ∀ n ∈ N; An := Akn−1+1 + · · · + Akn . �adu
+∞∑
n=1

An nazýváme uzávorkováním °ady
+∞∑
n=1

an podle

posloupnosti (kn)+∞n=1.

5.4.2 Poznámka

Ozna£me posloupnosti £áste£ných sou£t·. Posloupnost £áste£ných sou£t· °ady sn a uzávorkování Sn. Z de�nice
je z°ejmé, ºe mezi nimi platí vztah: Sn = skn . Posloupnost £áste£ných sou£t· uzávorkování je tedy vybraná z
posloupnosti £áste£ných sou£t· °ady. Z toho lze usoudit:

+∞∑
n=1

an K
(

PD
)
⇒

+∞∑
n=1

An K
(

PD
)
.

"D·kaz"

•
+∞∑
n=1

an K ⇔ lim
n→+∞

sn ∈ C ∧ skn je vybraná z sn ⇒ lim
n→+∞

sn ∈ C = lim
n→+∞

skn ∈ C.

• Obdobn¥ pro lim
n→+∞

sn =∞
(
±∞

)
�

5.4.3 V¥ta 24 (°ada a její uzávorkování)

Bu¤te
+∞∑
n=1

an; (kn) stejných vlastností jako v de�nici. Nech´ dále platí:

1. lim
n→+∞

an = 0.

2. ∃ M ∈ N; ∀ n ∈ N; kn − kn−1 ≤M .

Potom mají °ady
+∞∑
n=1

an,

+∞∑
n=1

An mají stejný charakter.

D·kaz:

• Cílem bude tvrzení dokázat pomocí pokrývací v¥ty.

• De�nujme posloupnosti:

(Sn) . . . (skn)

(Sn + akn+1) . . . (skn+1)

...

(Sn + akn+1 + · · ·+ akn+M+1) . . . (skn+M )

• Nech´
+∞∑
n=1

An K ⇔ lim
n→+∞

Sn = L ∈ C

Skn+1 = Sn + akn+1︸ ︷︷ ︸
→0

→ L

Skn+2 = Sn + akn+2︸ ︷︷ ︸
→0

→ L

...
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• V²echny námi vygenerované posloupnosti mají tedy za limitu £íslo L ∈ C.

• Pro zakon£ení d·kazu pokrývací v¥tou sta£í ukázat, ºe {kn} ∪ {kn + 1} ∪ · · · ∪ {kn +M − 1} = N.

� To je ur£it¥ spln¥no, protoºe kaºdé dva indexy jsou od sebe vzdáleny nejvý²e o M , takºe kaºdý z index·
za kn zahrneme do n¥které z dal²ích nagenerovaných posloupností. N¥které budou zahrnuty i víckrát,
proto jsme tím pokryli celou mnoºinu p°irozených £ísel.

�

5.5 P°erovnání °ady

5.5.1 De�nice (p°erovnání °ady)

Nech´
+∞∑
n=1

an je £íselná °ada. Nech´ ϕ : N→ N je bijekce. Pak °adu
+∞∑
n=1

aϕ(n) nazveme p°erovnáním °ady.

5.5.2 V¥ta 25 (charakter °ady a p°erovnání)

1.
+∞∑
n=1

an KA ⇒
+∞∑
n=1

aϕ(n) KA .

2. (Riemannova)
+∞∑
n=1

an K ; ∀n ∈ N; an ∈ R. Potom ke kaºdému s ∈ R∗ existuje p°erovnání
+∞∑
n=1

aϕ(n) mající s za sou£et.

Rovn¥º existuje p°erovnání
+∞∑
n=1

aψ(n), které osciluje.

D·kaz:

1. Konvergence

�
∑

an KA ⇔
∑
|an| K

� Chci ukázat:
∑
|aϕ(n)| K

� s′n := |aϕ(1)|+ · · ·+ |aϕ(n)| ⇒ (s′n)+∞n=1 je ost°e rostoucí ⇒ lim
n→+∞

s′n existuje. - chceme ukázat omezenost

� sn := |a1|+ · · ·+ |an| ≤
∑
|an|

� volme kn = max{ϕ(1), . . . , ϕ(n)}

� potom platí: s′n ≤ skn ≤
∑
|an| ∈ R

� tím jsme ukázali, ºe °ada konverguje

2. Stejný sou£et - ∀ n ∈ N; an ≥ 0

� Z p°edchozího bodu víme, ºe
+∞∑
n=1

aϕ(n) ≤
+∞∑
n=1

an

� Dále víme, ºe ϕ je bijekce, proto tedy existuje inverzní zobrazení a platí
+∞∑
n=1

an =

+∞∑
n=1

aϕ−1(ϕ(n))

� Celkem tedy:
+∞∑
n=1

an =

+∞∑
n=1

aϕ−1(ϕ(n)) ≤
+∞∑
n=1

aϕ(n) ≤
+∞∑
n=1

an ⇒
+∞∑
n=1

aϕ(n) =

+∞∑
n=1

an.

3. Stejný sou£et - ∀ n ∈ N; an ∈ R

� Nade�nujme: a+n =
an + |an|

2
≥ 0; a−n =

|an| − an
2

≥ 0; ∀ n ∈ N.
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� Uvaºujme °ady
+∞∑
n=1

a+n ,

+∞∑
n=1

a−n . Ob¥ tyto °ady jsou konvergentní, protoºe jsou sloºeny kaºdá z nekone£n¥

mnoha £len· absolutn¥ konvergentní °ady, a navíc kladné, tedy z 2. bodu d·kazu víme:

+∞∑
n=1

a+n K ⇒
+∞∑
n=1

a+ϕ(n) =

+∞∑
n=1

a+n

+∞∑
n=1

a−n K ⇒
+∞∑
n=1

a−ϕ(n) =

+∞∑
n=1

a−n

� odtud tedy:

+∞∑
n=1

a+ϕ(n) −
+∞∑
n=1

a−ϕ(n) =

+∞∑
n=1

a+ϕ(n) − a
−
ϕ(n)︸ ︷︷ ︸

aϕ(n)

=

+∞∑
n=1

a+n − a−n︸ ︷︷ ︸
=an

�

Riemannova v¥ta bez d·kazu.

5.6 Sou£in °ad

5.6.1 De�nice (sou£in °ad)

Bud´e
∞∑
n=1

an,

∞∑
n=1

bn £íselné °ady. Nech´ ϕ : N × N → N je bijekce. ∀ n ∈ N; cn := aibj ; n = ϕ(i, j). Pak °adu

∞∑
n=1

cn nazýváme sou£inem °ad
∞∑
n=1

an,

∞∑
n=1

bn. Sou£in °ad zna£íme
∑
i,j∈N

aibj .

5.6.2 V¥ta 26 (Sou£in absolutn¥ konvergentních °ad)

Nech´
∞∑
n=1

an,

∞∑
n=1

bn absolutn¥ konvergentní £íselné °ady. Pak jejich libovolný sou£in je také absolutn¥ konvergentní

a platí:

∑
i,j∈N

aibj =

( ∞∑
n=1

an

)( ∞∑
n=1

bn

)
.

D·kaz:

5.6.3 De�nice (sou£inová °ada)

Bud´e
∞∑
n=1

an,

∞∑
n=1

bn £íselné °ady. Sou£inovou °adou t¥chto dvou °ad nazveme °adu de�novanou následovn¥:

∞∑
n=2

(
n−1∑
k=1

akbn−k

)
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6 Mocninné °ady

6.1 Vlastnosti mocninných °ad

6.1.1 De�nice (mocninná °ada)

Nech´ (an)+∞n=1 je £íselná posloupnost. Nech´ a ∈ C, potom
+∞∑
n=1

an(x− a)n nazýváme mocninnou °adou se st°edem

v bod¥ a. Oborem konvergence mocninné °ady nazveme mnoºinu de�novanou takto:

O :=
{
x ∈ C;

+∞∑
n=1

an(x− a)n K
}
. ∀ x ∈ O; s = s(x) nazýváme sou£et °ady.

6.1.2 V¥ta 27 (o charakteru mocninné °ady)

Nech´
+∞∑
n=1

an(x− a)n je mocninná °ada. Potom ∃ ρ ∈ R∗ : ρ ≥ 0; takové, ºe platí:

1. |x− a| < ρ⇒
+∞∑
n=1

an(x− a)n KA .

2. |x− a| > ρ⇒
+∞∑
n=1

an(x− a)n D .

D·kaz:

• De�nujme M :=
{
|x− a|;

(
an(x− a)n

)+∞
n=1

je omezená
}
6= ∅ ⇐ 0 ∈M

• ozna£me: ρ := supM

• Tvrzení 2

� Nech´ |x−a| > ρ ⇒︸︷︷︸
z 1. vlastnosti supréma

|x−a| /∈M ⇒
(
an(x−a)n

)+∞
n=1

není omezená⇒ lim
n→+∞

an(x−a)n 6=

0⇒ není spln¥na nutná podmínka konvergence.

• Tvrzení 1

� |x− a| < ρ ⇒︸︷︷︸
z 2. vlastnosti supréma

∃ |x0 − a|︸ ︷︷ ︸
=:ρ′

∈M ; |x− a| ≤ |x0 − a| ≤ ρ

�
+∞∑
n=1

|an(x− a)n| =
+∞∑
n=1

∣∣∣∣∣ an(x0 − a)n︸ ︷︷ ︸
≤K

(
x− a
x0 − a

)n
︸ ︷︷ ︸

=q<0

∣∣∣∣∣
� Jelikoº se jedná o °adu s kladnými £leny dostáváme ze srovnávacího kritéria:

+∞∑
n=1

K|q|n K ⇒
+∞∑
n=1

|an(x− a)n| K ⇒
+∞∑
n=1

an(x− a)n KA

�

6.1.3 De�nice (polom¥r konvergence)

�íslo ρ ∈ R∗ z p°edchozí v¥ty nazýváme polom¥rem konvergence mocninné °ady.

6.1.4 V¥ta 28 (o polom¥ru konvergence mocninné °ady)

Bu¤
+∞∑
n=0

an(x− a)n mocninná °ada. Potom pro polom¥r konvergence této mocninné °ady platí:

ρ =
1

lim sup n
√
|an|

.

P°i£emº pro lim sup n
√
|an| = +∞ klademe ρ = 0 a pro lim sup n

√
|an| = 0 klademe ρ = +∞.
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D·kaz:

• Z p°edchozího d·kazu víme, ºe: ρ = supM , kde M =

{
|y| :

(
any

n
)+∞
n=1

je omezená

}
6= ∅ ⇐ 0 ∈M

• Berme tedy y 6= 0

• Za tohoto p°edpokladu jist¥ platí: lim sup n
√
|an||y|n = |y| lim sup n

√
|an|

• Berme lim sup n
√
|an||y|n > 1 ⇒ ∃ ε > 0; ∃∞ n ∈ N; n

√
anyn > 1 + ε ⇔ any

n > (1 + ε)n︸ ︷︷ ︸
→+∞

⇒
(
any

n
)
není

omezená.

� celkem tedy: |y| lim sup n
√
|an| > 1⇒ |y| /∈M

• Berme lim sup n
√
|an||y|n < 1⇒ ∃ n0;∀ n ∈ N : n > n0; |anyn| < 1⇒

(
any

n
)
je omezená.

� celkem tedy: |y| lim sup n
√
|an| < 1⇒ |y| ∈M

• Záv¥rem:

� lim sup n
√
|an| = +∞⇒M = {0} ∧ ρ = 0

� lim sup n
√
|an| = 0⇒M = R ∧ ρ = +∞

� lim sup n
√
|an| = L⇒M = 〈0, 1

L
) ∨ M = 〈0, 1

L
〉 ∧ ρ =

1

L

�

6.1.5 V¥ta 29 (derivování mocninné °ady £len po £lenu)

Nech´ ρ > 0 je polom¥r konvergence mocninné °ady
+∞∑
n=0

an(x− a)n. Na vnit°ku oboru konvergence platí:

+∞∑
n=1

nan(x− a)n−1 =

(
+∞∑
n=0

an(x− a)n

)′
D·kaz:

• Berme n¥jaké x0 ∈ (a− ρ, a+ ρ)

• Chceme ukázat: lim
x→x0

(
s(x)− s(x0)

x− x0
−

+∞∑
n=1

nan(x0 − a)n−1

)
= 0

• s(x)− s(x0) =

+∞∑
n=0

an(x− a)n −
+∞∑
n=0

an(x0 − a)n =

+∞∑
n=0

an
[
(x− a)n − (x0 − a)n

]︸ ︷︷ ︸
=(x−x0)

∑n−1
k=0 (x−a)k(x0−a)n−1−k

=︸︷︷︸
a0=0

=︸︷︷︸
a0=0

(x− x0)

+∞∑
n=1

an

n−1∑
k=0

(x− a)k(x0 − a)n−1−k

• s(x)− s(x0)

x− x0
−

+∞∑
n=1

nan(x0− a)n−1 =
(x− x0)

∑+∞
n=1 an

∑n−1
k=0(x− a)k(x0 − a)n−1−k

x− x0
−

+∞∑
n=1

nan(x0− a)n−1 =

+∞∑
n=1

an

n−1∑
k=0

(x− a)k(x0 − a)n−1−k −
+∞∑
n=1

n︸︷︷︸
=
∑n−1
k=0 1

an(x0 − a)n−1 =︸︷︷︸
a1=0

=︸︷︷︸
a1=0

+∞∑
n=2

an

n−1∑
k=0

(x−a)k(x0−a)n−1−k−(x0−a)n−1 =

+∞∑
n=2

an

n−1∑
k=0

(x0−a)n−1−k
(
(x− a)k − (x0 − a)k

)︸ ︷︷ ︸
=(x−x0)

∑k−1
i=0 (x−a)i(x0−a)k−1−i

=

=

+∞∑
n=2

an

n−1∑
k=0

(x0 − a)n−1−k(x− x0)

k−1∑
i=0

(x− a)i(x− a)k−1−i

• Berme τ < ρ tak, aby: x0 ∈ (a− τ, a+ τ). Na²e snaha te¤ bude ukázat, ºe suma za posledním �rovná se� je
konvergentní °ada a vyuºít v¥tu o limit¥ sev°ené funkce. Tím bude tvrzení dokázáno.
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• (x − x0)

+∞∑
n=2

an

n−1∑
k=0

(x0 − a)n−1−k︸ ︷︷ ︸
≤τn−1−k

(x − x0)

k−1∑
i=0

(x− a)i︸ ︷︷ ︸
≤τ i

(x0 − a)k−1−i︸ ︷︷ ︸
≤τk−i−1︸ ︷︷ ︸

≤τk−1

≤ (x − x0)

+∞∑
n=2

an

n−1∑
k=0

τn−1−kτk−1k =

(x− x0)

+∞∑
n=2

an
n(n− 1)

2
τn−2

• Nyní ukáºeme, ºe °ada
+∞∑
n=0

an
n(n+ 1)

2
τn konverguje. Podle srovnávacího kritéria potom bude konvergovat i

p·vodní °ada. (Zde jsme pouze posunuli meze.)

�
1

ρ
= lim sup n

√
|an|

�
1

ρ̂
= lim sup

n

√
|an|

n(n+ 1)

2
=

1

ρ
∧ τ < ρ⇒

+∞∑
n=0

an
n(n+ 1)

2
τn KA ∀ x ∈ (a− ρ, a+ ρ)

� Sou£et této °ady ozna£me S.

• Máme tedy sev°ení: 0 ≤

∣∣∣∣∣s(x)− s(x0)

x− x0
−

+∞∑
n=1

ann(x0 − a)n−1

∣∣∣∣∣ ≤ |x− x0||S|
• vezmeme-li v p°edchozím bodu lim

x→x0

dostáváme tvrzení v¥ty.

�

6.1.6 V¥ta 30 (Abelova)

Mocninná °ada je spojitá na celém oboru konvergence.

D·kaz:

• Nech´ ρ = 0⇒
+∞∑
n=0

an(x− a)n K na {a} ∧ a je izolovaný bod ⇒ spojitost.

• Nech´ ρ > 0 ⇒
+∞∑
n=0

an(x− a)n K na n¥jakém intervalu (〈a, b〉) ∧ na svém oboru je diferencovatelná podle

p°edchozí v¥ty (dokonce nekone£n¥krát) ⇒ spojitost.

�
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7 Primitivní funkce, neur£itý integrál

7.1 Existence primitivní funkce, per partes, substitu£ní metoda

7.1.1 De�nice (primitivní funkce)

Nech´ f : (a, b)→ R. Funkci F : (a, b)→ R nazveme primitivní funkcí k f ⇔ ∀ x ∈ (a, b); F ′(x) = f(x).

7.1.2 V¥ta 31 (o primitivní funkci)

Nech´ G : (a, b)→ R je primitivní funkcí k f na (a, b)⇔ ∃ C ∈ R;G(x) = F (x) + C.

D·kaz:

Tvrzení je z°ejmé.

7.1.3 De�nice (neur£itý integrál)

Neur£itým integrálem - zna£íme
∫
f - rozumíme mnoºinu v²ech primitivních funkcí k f na intervalu (a, b). Je-li

neprázdná zapisujeme
∫
f(x)dx = F (x) + C.

Úmluva: Konstantu C nebudeme se z°etelem na p°edchozí v¥tu uvád¥t.

7.1.4 V¥ta 32 (posta£ující podmínka existence primitivní funkce)

Nech´ f ∈ C((a, b))⇒ existuje primitivní funkce k f na (a, b).

D·kaz:

bude proveden v dal²í kapitole

7.1.5 V¥ta 33 (metoda per partes)

Nech´ jsou funkce f, g ∈ D′((a, b)). Nech´ H je primitivní k fg′. Potom fg −H je primitivní k f ′g.

D·kaz:

• Chceme: (fg −H)′ = f ′g

• Provedeme: (fg −H)′ = f ′g + fg′ − fg′ = f ′g.

�

7.1.6 V¥ta 34 (substituce v neur£itém integrálu)

Nech´ F je primitivní k f na intervalu (a, b). Nech´ ϕ : (α, β) → (a, b) takové, ºe ϕ ∈ D′((α, β)). Pak F ◦ ϕ je
primitivní k (f ◦ ϕ)ϕ′ na (α, β).

D·kaz:

• Chceme: (F ◦ ϕ)(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t)

• Provedeme: (F (ϕ(t)))′ = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t)

�

7.1.7 Poznámka (ekvivalence ve v¥t¥ o substituci)

p°edchozí v¥ta zapsána symbolicky:
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = G(t) + C ⇒

∫
f(x)dx = G(ϕ−1(x)) + C

Nech´ ϕ je prostá, potom: t = ϕ−1(τ), tedy:
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt =

∫
f(ϕ(ϕ−1(τ)))︸ ︷︷ ︸

=f(τ)

ϕ′(ϕ−1(τ))ϕ−1
′
(τ)︸ ︷︷ ︸

=1⇐ϕ(ϕ−1(τ))=τ

dτ =

∫
f(τ)dτ .

Pro ϕ prosté tedy dostáváme v p°edchozí v¥t¥ ekvivalenci.
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7.2 Integra£ní metody pro speciální t°ídy funkcí
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8 Ur£itý integrál - Riemannova-Cauchyova de�nice

8.1 Zavedení Riemannova integrálu

8.1.1 De�nice (základní pojmy)

Nech´ −∞ < a < b < +∞.

• Rozd¥lením intervalu 〈a, b〉 nazveme kaºdou kone£nou mnoºinu σ = {x0, . . . , xn}, kde x0 = a, xn = b.

• ∆i := xi − xi−1.

• Normou rozd¥lení nazveme £íslo ν(σ) := max{∆i; i ∈ n̂}.

• Zjemn¥ním rozd¥lení σ′ intervalu 〈a, b〉 nazveme kaºdé σ′ spl¬ující, ºe σ ⊂ σ′.

8.1.2 Poznámka (ekvidistantní rozd¥lení)

Ekvidistantním rozd¥lením intervalu 〈a, b〉 nazveme rozd¥lení spl¬ující: ∀ i, j ∈ n̂; ∆i = ∆j .

P°íklad.

σ =

{
a, a+

b− a
n

, a+ 2
b− a
n

, . . . , a+ n
b− a
n

}
.

8.1.3 Úmluva

V celé kapitole: 〈a, b〉 = J .

8.1.4 De�nice (horní a dolní sou£et funkce p°i rozd¥lení)

Nech´ f je omezená na J . Nech´ je σ rozd¥lením J . De�nujme:

• Mi := sup{f(x) : x ∈ 〈xi−1, xi〉 : i ∈ n̂} = sup
〈xi−1,xi〉

f(x)

• mi := inf{f(x) : x ∈ 〈xi−1, xi〉 : i ∈ n̂} = inf
〈xi−1,xi〉

f(x)

• Horní sou£et funkce p°i rozd¥lení S(σ) :=

n∑
i=1

Mi∆i.

• Dolní sou£et funkce p°i rozd¥lení s(σ) :=

n∑
i=1

mi∆i.

8.1.5 Poznámka (odhady dolního a horního sou£tu funkce p°i rozd¥lení)

Funkce f je na J omezená ⇔ ∃ K > 0; ∀ x ∈ J ; |f(x)| ≤ K

∀i ∈ n̂; −K ≤ mi ≤Mi ≤ K ⇒ −K(b− a) ≤ s(σ) ≤ S(σ) ≤ K(b− a)⇐
n∑
i=1

∆i = b− a

8.1.6 Lemma (odhad horního a dolního sou£tu funkce p°i rozd¥lení)

Bu¤ f omezená konstantou K na J . Nech´ σ je rozd¥lení intervalu J a σ′ je jeho zjemn¥ní. Potom platí následující
nerovnosti:

S(σ)− 2Kpν(σ) ≤ S(σ′) ≤ S(σ)

s(σ) ≤ s(σ′) ≤ s(σ) + 2Kpν(σ),

kde p = card(σ′ − σ).

D·kaz:
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8.1.7 V¥ta 35 (vztah mezi sou£ty funkcí p°i dvou rozd¥leních)

Nech´ je f omezená na J . Bu¤te σ1, σ2 r·zná rozd¥lení intervalu J . Potom platí:

s(σ1) ≤ S(σ2)

D·kaz:

• Berme σ := σ1 ∪ σ2

• σ je zjevn¥ zjemn¥ním rozd¥lení σ1, σ2.

• z p°edchozího lemmatu tedy máme: s(σ1) ≤ s(σ) ∧ s(σ) ≤ S(σ) ∧ S(σ) ≤ S(σ2)⇒ s(σ1) ≤ S(σ2)

�

8.1.8 De�nice (horní a dolní integrální sou£et)

Nech´ je f omezená na J .

• Dolní integrální sou£et
∫ b

a∗
f := sup{s(σ);σ ↔ J}

• Horní integrální sou£et
∫ b∗

a

f := inf{S(σ);σ ↔ J}

8.1.9 Poznámka (vztah mezi horním a dolním integrálním sou£tem)

sup {s(σ);σ ↔ J}︸ ︷︷ ︸
:=Q

=

∫ b

a∗
f ≤

∫ b∗

a

f = inf{S(σ);σ ↔ J}

Berme libovoln¥ σ2. ∀ σ; s(σ) ≤ S(σ2)︸ ︷︷ ︸
jedná se o horní závoru pro mnoºinu Q

⇒ supQ ≤ S(σ2)

8.1.10 De�nice (Riemann·v integrál)

Nech´ je f omezená na J . Nech´
∫ b

a∗
f =

∫ b∗

a

f . Pak °ekneme, ºe má funkce f na intervalu J Riemann·v integrál

a spole£nou hodnotu dolního a horního integrálního sou£tu zna£íme
∫ b

a

f .

8.1.11 V¥ta 36 (nutná a posta£ující podmínka existence Riemannova integrálu)

Nech´ je f omezená na J . Potom platí:∫ b

a

f existuje⇔ ∀ ε > 0; ∃ σ ↔ J ; S(σ)− s(σ) < ε.

D·kaz:

⇒ � p°edpokládáme existenci Riemannova integrálu, tedy
∫ b

a∗
f =

∫ b∗

a

f

� Chceme ukázat: ∀ ε > 0; ∃ σ ↔ J ; S(σ)− s(σ) < ε. Nech´ je tedy zadáno ε > 0 libovoln¥.

� ∀ ε̂ > 0; ∃ σ1;

∫ b

a∗
f − ε̂ <︸︷︷︸

z 2. vl. sup

s(σ1) ≤︸︷︷︸
lemma

s(σ)

� ∀ ε > 0; ∃ σ2;

∫ b∗

a

f + ε >︸︷︷︸
z 2. vl. inf

S(σ2) ≥︸︷︷︸
lemma

S(σ)

� Poloºme σ := σ1 ∪ σ2, coº je zjevn¥ pro ob¥ rozd¥lení zjemn¥ní.

� Máme tedy soustavu nerovností: ∫ b∗

a

f + ε > S(σ)∫ b

a∗
f − ε̂ < s(σ)
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� vynásobením druhé nerovnosti (−1) a se£tením nerovností dostaneme díky existenci Riemannova inte-
grálu nerovnost:

ε+ ε̂ > S(σ)− s(σ)

� Sta£í tedy ε :=
ε

2
=: ε̂ - tím dostáváme tvrzení v¥ty

�

⇐ � zde p°edpokládáme platnost výroku: ∀ ε > 0; ∃ σ ↔ J ; S(σ)− s(σ) < ε

� a chceme ukázat, ºe uº musí být nutn¥ spln¥no, ºe
∫ b

a∗
f =

∫ b∗

a

f

� Z první vlastnosti in�ma a suprema dostáváme soustavu nerovností:

S(σ) ≥
∫ b∗

a

f

s(σ) ≤
∫ b

a∗
f

� vynásobením druhé nerovnosti (−1) a se£tením nerovností dostáváme:

ε > S(σ)− s(σ) ≥
∫ b∗

a

f −
∫ b

a∗
f ≥ 0

� Tato nerovnost má být podle p°edpokladu spln¥na pro libovolné ε > 0⇒
∫ b∗

a

f =

∫ b

a∗
f ⇔

∫ b

a

f existuje.

�

�

8.1.12 V¥ta 37 (spojitost a Riemann·v integrál)

Nech´ f je omezená na J . Potom platí:

f ∈ C(J)⇒
∫ b

a

f existuje.

D·kaz:

8.1.13 V¥ta 38 (monotonie a Riemann·v integrál)

Nech´ f je omezená na J . Potom platí:

f monotonní na J ⇒
∫ b

a

existuje.

D·kaz:

• P°edpokládejme, ºe f je na J ost°e rostoucí.

• Chceme:
∫ b

a

f existuje⇔ ∀ ε > 0; ∃ σ; S(σ)− s(σ) < ε

• Odhadn¥me tedy rozdíl S(σ)− s(σ):

S(σ)− s(σ) =

n∑
i=1

(
f(xi)− f(xi−1)︸ ︷︷ ︸

díky f OR

)
∆i︸︷︷︸
≤ν(σ)

≤ ν(σ)

n∑
i=1

f(xi)− f(xi−1) = ν(σ)(f(b)− f(a)) < ε

• Sta£í tedy rozd¥lení σ volit takovým zp·sobem, aby: ν(σ) <
ε

f(b)− f(a)

�
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8.1.14 V¥ta 39 (d¥di£nost Riemannova integrálu)

Nech´ f je omezená na J . Nech´ 〈c, d〉 ⊂ J . Potom platí:∫ b

a

f existuje⇒
∫ d

c

f existuje.

D·kaz:

• Chceme: ∀ ε′ > 0; ∃ σ′ ↔ 〈c, d〉; S(σ′)− s(σ′) < ε′

• Máme: ∀ ε > 0; ∃ σ ↔ J ; S(σ)− s(σ) < ε

• poloºme ε′ := ε odtud dostaneme rozd¥lení intervalu J − σ.

• De�nujme σ∗ := σ ∪ {c, d} - to je zjevn¥ zjemn¥ním rozd¥lení σ

• z lemmatu máme:

S(σ∗) ≤ S(σ)

s(σ∗) ≥ s(σ)

• vynásobením druhé nerovnosti (−1) a jejich se£tením dostaneme nerovnost:

S(σ∗)− s(σ∗) ≤ S(σ)− s(σ) < ε

• De�nujme σ̂ = σ∗ ∩ 〈c, d〉

• pro toto rozd¥lení bude ur£it¥ platit: S(σ̂)− s(σ̂) < S(σ)− s(σ) < ε

�

8.1.15 V¥ta 40 (existence Riemannova integrálu na sousedních intervalech)

Nech´ f je omezená na J . Nech´ a < c < b. Potom platí:∫ c

a

f existuje ∧
∫ b

c

f existuje⇒
∫ b

a

f existuje.

D·kaz:

• Máme:

� ∃ σ1 ↔ 〈a, c〉; S(σ1)− s(σ1) < ε1

� ∃ σ2 ↔ 〈c, b〉; S(σ2)− s(σ2) < ε2

• Chceme ∃ σ ↔ J ; S(σ)− s(σ) < ε

• Poloºme σ = σ1 ∪ σ2

�
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8.1.16 V¥ta 41 (nespo£etn¥ mnoho bod· spojitosti riemannovsky integrovatelné funkce)

Nech´ f je omezená na J . Potom platí:∫ b

a

f existuje⇒ ∃nesp.∞ y ∈ J ; f ∈ C({y}).

D·kaz:

• Chceme ukázat pro pevn¥ zvolený bod c : f ∈ C({c})

• Berme posloupnost
(
εn
)∞
n=0

takovou, ºe ∀ n ∈ N; εn > 0 ∧
(
εn
)
↓ 0.

• Konstruujme posloupnost interval·
(
〈an, bn〉

)∞
n=0

následujícím zp·sobem:

� Chceme, aby ∀ n ∈ N; an < an+1 ∧ bn+1 < bn ∧ a0 = a ∧ b0 = b

� Dále víme, ºe
∫ b0

a0

f existuje ⇔ ∀ ε0 > 0; ∃ σ ↔ 〈a0, b0〉; S(σ) − s(σ) =

n∑
i=1

(
sup f − inf f

)
∆i <

ε0(b0 − a0)

� Odtud sup f − inf f < ε0 pro supremum a in�mum z intervalu 〈a0, b0〉 .
� Kdyby ne:

∗ dostali bychom opa£nou nerovnost - spor s nutnou a posta£ující podmínkou existenci Riemannova
integrálu

� Obdobným postupem bychom pro interval 〈a1, b1〉 dostali, ºe sup f − inf f < ε1.

� a0 < a1 < a2 · · · < bn < . . . b0

� c := lim
n→∞

an ⇒︸︷︷︸
an OR

an < c < bn

• Chceme tedy ukázat: ∀ ε > 0; ∃ δ > 0; ∀ x ∈ (c− δ, c+ δ); |f(x)− f(c)| < ε

• lim
n→∞

εn = 0⇒ ∃ n ∈ N; εn < ε - k tomu dostaneme interval 〈an, bn〉.

• zvolme δ := min{c− an, bn − c}, potom dostaneme |f(x)− f(c)| < sup f − inf f < εn < ε

�
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8.2 Riemann·v ur£itý integrál jako limita posloupnosti

8.2.1 De�nice (normální posloupnost rozd¥lení)

Nech´
(
σn
)∞
n=0

je posloupnost rozd¥lení intervalu J .
(
σn
)∞
n=0

nazveme normální ⇔ lim
n→∞

ν(σn) = 0.

8.2.2 Poznámka (banalita)

P°ipome¬me, ºe
∫ b

a∗
f := sup{s(σ);σ ↔ J}, proto z druhé vlastnosti suprema:

∀ ε∗; ∃ σ∗;
∫ b

a∗
f − ε∗ < s(σ) ≤

∫ b

a∗

8.2.3 V¥ta 42

Nech´ f je omezená na J . Potom platí:

∀ ε > 0; ∃ δ > 0; ∀σ ↔ J : ν(σ) < δ;

∫ b

a∗
f − ε < s(σ) ≤

∫ b

a∗

D·kaz:

• ε > 0 zvoleno libovoln¥, pro n¥j hledáme δ > 0.

• platí �banalita� , proto ∀ ε∗ > 0;∃ σ∗;
∫ b

a∗
f − ε∗ < s(σ)

• f je omezená na J ⇔ ∃ K > 0; ∀x ∈ J ; |f(x)| < K

• pro libovolné zjemn¥ní σ ⊂ σ′ podle lemmatu platí s(σ) ≤ s(σ′) < s(σ) + 2Kpν(σ), kde p = card{σ′ − σ}

• p∗ := card(σ∗)

• zvolme libovoln¥ σ ↔ ν(σ), de�nujeme: σ′ := σ ∪ σ∗. P°i takto de�novaném rozd¥lení je z°ejmé, ºe po£et
bod· v σ′ je oproti po£tu bod· v σ v¥t²í nanejvý² o p∗.

• Celkem tedy dostáváme:

s(σ) = s(σ)− s(σ′)︸ ︷︷ ︸
>−2Kp∗ν(σ)

+ s(σ′)− s(σ∗)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ s(σ∗)︸ ︷︷ ︸
≥
∫ b
a∗ f−ε∗

>

∫ b

a∗
f − ε∗ − 2Kp∗ν(σ)︸ ︷︷ ︸

je-li <ε∗

>

∫ b

a∗
f − ε

• Nyní tedy sta£í: ν(σ) <
ε∗

2Kp∗
=: δ

�

8.2.4 V¥ta 43 (horní a dolní sou£et funkce p°i normálním rozd¥lení)

Nech´ je f omezená na intervalu J . Nech´
(
σn
)∞
n=1

je normální posloupnost rozd¥lení intervalu J . Potom platí:

lim
n→∞

s(σn) =

∫ b

a∗
f ∧ lim

n→∞
S(σn) =

∫ b∗

a

f.

D·kaz:

• Chceme ukázat lim
n→∞

s(σn) =

∫ b

a∗
f ⇔ ∀ ε > 0; ∃ m0 ∈ N; ∀ n > n0;

∣∣∣∣s(σn)−
∫ b

a∗
f

∣∣∣∣ < ε

• Máme:

�
(
σn
)∞
n=1

je normální posloupnost rozd¥lení intervalu J ⇔ ∀ ε′ > 0; ∃ n0; . . . ; |ν(σn)| < ε′

⇔ lim
n→∞

ν(σn) = 0

� z v¥ty 43: ∀ ε′′ > 0; ∃ δ > 0; ∀ σ; . . . ;

∫ b

a∗
f − ε′′ < s(σ)
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• ε > 0 je dáno libovoln¥. Vezm¥me tedy ε′′ −→ δ := ε′ −→ n0 tak, ºe platí:

∀ ε′′ > 0; ∃ n0; . . . ;

∫ b

a∗
f − ε′′ < s(σn) <

∫ b

a∗
f + ε′′ ⇔

∣∣∣∣ s(σn)−
∫ b

a∗
f

∣∣∣∣ < ε′′

• Sta£í tedy ε := ε′′ a tedy m0 := n0.

�

8.2.5 De�nice (Integrální sou£et)

Nech´ f je omezená na intervalu J a nech´ σ je rozd¥lení tohoto intervalu.
Integrálním sou£tem funkce f p°i rozd¥lení σ nazveme £íslo de�nované:

I(σ) :=

n∑
i=1

f(ξi)∆i,

kde ξi ∈ 〈xi−1, xi〉 ∧ σ = { x0︸︷︷︸
=a

, x1, . . . , xn−1, xn︸︷︷︸
=b

}.

8.2.6 Poznámka (dal²í banalita)

Uº víme, ºe platí:

mi ≤ f(ξi) ≤Mi

odtud plyne:

s(σ) =

n∑
i=1

mi∆i ≤ I(σ) ≤
n∑
i=1

Mi∆i = S(σ)

8.2.7 V¥ta 44 (ZLIP - základní lemma integrálního po£tu)

Nech´ je f omezená na J . Potom platí:∫ b

a

f existuje⇔ ∀
(
σn
)∞
n=0

normální; lim
n→∞

I(σn) ∈ R.

D·kaz:

⇒ �
∫ b

a

f existuje⇔
∫ b

a∗
f =

∫ b∗

a

f ∧ (σn) normální⇒ lim
n→∞

s(σn) = lim
n→∞

S(σn)

� navíc podle dal²í banality platí: s(σn) ≤ I(σn) ≤ S(σn)

� Odtud uº limitním p°echodem a podle v¥ty o limit¥ sev°ené posloupnosti dostáváme: lim
n→∞

I(σn) =

∫ b

a

f

�

⇐ 1. fáze: p°edpokládejme, ºe pro v²echny normální posloupnosti rozd¥lení jsou lim
n→∞

I(σn) stejné. (bude doká-

záno ve 2. fázi)

� (σn) je normální posloupnost rozd¥lení. σn = {x0 = a, x
(n)
1 , . . . x

(n)
kn

= b}
� Víme, ºe mi = inf

〈x(n)
i−1,x

(n)
i 〉

f ∧ Mi = sup
〈x(n)
i−1,x

(n)
i 〉

f

� Z vlastností suprema a in�ma dostáváme:

(1) m
(n)
i ≤ f(ξi) ≤ m(n)

i +
1

n

(2) M
(n)
i − 1

n
≤ f(ηi) ≤M (n)

i
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� Vynásobením obou nerovností ∆i a vys£ítáním obou nerovností dostaneme z (1):

kn∑
i=1

m
(n)
i ∆i︸ ︷︷ ︸

=s(σn)

≤
kn∑
i=1

f(ξi)∆i︸ ︷︷ ︸
=Iξ(σn)

≤
kn∑
i=1

m
(n)
i ∆i︸ ︷︷ ︸

=S(σn)

+
1

n

kn∑
i=1

∆i︸ ︷︷ ︸
= b−a

n

� Jelikoº se (σn) je normální posloupnost rozd¥lení, platí pro ni, ºe lim
n→∞

s(σn) =

∫ b

a∗
f . Provedeme-li tedy

v diskutované nerovnosti limitní p°echod, pak z tohoto faktu a z v¥ty o limit¥ sev°ené posloupnosti

dostáváme, ºe lim
n→∞

Iξ(σn) =

∫ b

a∗
f

� Z (2) potom dostáváme:

kn∑
i=1

M
(n)
i ∆i︸ ︷︷ ︸

=S(σn)

− 1

n

kn∑
i=1

∆i︸ ︷︷ ︸
= b−a

n

≤ Iη(σn) ≤
kn∑
i=1

M
(n)
i ∆i︸ ︷︷ ︸

=S(σn)

� Ze stejných d·vod· platí, ºe lim
n→∞

S(σn) =

∫ b∗

a

f ∧ lim
n→∞

Iη(σn) =

∫ b∗

a

f

� Podle na²eho p°edpokladu platí, ºe lim
n→∞

Iξ(σn) = lim
n→∞

Iη(σn)⇔
∫ b

a∗
f =

∫ b∗

a

f ⇔
∫ b

a

f existuje.

⇐ 2. fáze: Ukázat, ºe v²echny limity z p°edpokladu jsou si rovny. (SPOREM)

� Bu¤te (I(σ(1)
n )), (I(σ(2)

n )) dv¥ r·zné, normální posloupnosti rozd¥lení takové, ºe (I(σ(1)
n )) → l1 ∧

(I(σ(2)
n ))→ l2 ∧ l1 6= l2

� Vygenerujeme posloupnost (I(σn)) = (I(σ
(1)
1 ), I(σ

(2)
1 ), I(σ

(1)
2 ), I(σ

(2)
2 ), . . . ) - to je normální posloupnost

rozd¥lení (je nakombinována ze £len· normálních posloupností rozd¥lení)

� lim
n→∞

I(σn) neexistuje ⇐ I(σ(1)
n ) → l1 ∧ I(σ(2)

n ) → l2 ∧ l1 6= l2 tedy z v¥ty o limit¥ vybrané posloup-

nosti. Jelikoº limita integrálního sou£tu pro normální limitu posloupnost neexistuje, je to spor s na²ím
p°edpokladem.

�

�

8.2.8 V¥ta 45 (sou£et ur£itých integrál·)

Nech´ f, g jsou omezené na J . Pak platí:∫ b

a

f,

∫ b

a

g existují⇒
∫ b

a

(f + g) existuje.

D·kaz:

• berme libovoln¥ (σn) normální posloupnost rozd¥lení, potom:

If+g(σn) =

n∑
i=1

(f + g)(ξ
(n)
i )∆

(n)
i =

n∑
i=1

(f(ξ
(n)
i ) + g(ξ

(n)
i )∆

(n)
i =

n∑
i=1

f(ξ
(n)
i )∆

(n)
i +

(n)∑
i=1

g(ξ
(n)
i )∆

(n)
i = If (σn) + Ig(σn)︸ ︷︷ ︸

konvergují

�

8.2.9 V¥ta 46 (existence Riemannova integrálu na sousedních podintervalech)

Bu¤ f omezená na J . Bu¤te a < c < b, nech´ existují
∫ c

a

f,

∫ b

c

f . Potom existuje také
∫ b

a

f ∧
∫ b

a

f =

∫ c

a

f+

∫ b

c

f .

D·kaz:

• Bu¤
(
σn
)
normální posloupnost rozd¥lení intervalu 〈a, b〉

• Vytvo°me σ∗n = σn ∪ {c} - ta je ur£it¥ normální.
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• Dále generujme: σa,cn = σ∗n ∩ 〈a, c〉, σc,bn = σ∗n ∩ 〈c, b〉 - normální posloupnosti rozd¥lení podinterval· intervalu
J .

• Dále platí: I(σ∗n) =

kn∑
i=1

f(ξi)∆i = I(σa,bn ) + I(σc,bn ) =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f

�

8.2.10 V¥ta 47 (nerovnosti v ur£itém integrálu)

Nech´ existují
∫ b

a

f,

∫ b

a

g, potom:

1. ∀ ∈ J ; f(x) ≤ g(x)⇒
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

g

2. ∀ ∈ J ; f(x) < g(x)⇒
∫ b

a

f <

∫ b

a

g

D·kaz:

1 � Chceme ukázat, ºe: 0 ≤
∫ b

a

g −
∫ b

a

f =

∫ b

a

g − f :=

∫ b

a

h

� podle p°edpoklad· víme, ºe: ∀ x ∈ J ;h(x) ≥ 0, berme tedy n¥jaké rozd¥lení intervalu J a k n¥mu dolní
sou£et funkce p°i rozd¥lení: s(σ) =

∑
mi∆i ≥︸︷︷︸

in�ma z nezáporné funkce

0

�
∫ b

a

f,

∫ b

a

g existují ⇒
∫ b

a

h =

∫ b

a∗
h = sup{sn(σ);σrozd¥lení J} ≥ 0

�

2 � Berme
∫ b

a

h, kde h p°edstavuje tutéº funkci jako v bod¥ 1, tentokrát budeme chtít:
∫ b

a

h > 0

� Zde obdobný postup nezabere, jelikoº in�mum z kladné funkce m·ºe být i nula, proto:

�
∫ b

a

h existuje ⇒ ∃ x0 ∈ (a, b);h ∈ C({x0}) ⇔ lim
x→x0

h(x) = h(x0) > 0 ⇒ h(x0) >
1

2
h(x0) ∧ h ∈

C({x0})⇒ ∃ δ > 0; ∀ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ); h(x0) >
1

2
h(x0)

� odtud:
∫ b

a

h =

∫ x0−δ

a

h︸ ︷︷ ︸
≥0

+

∫ x0+δ

x0−δ
h︸ ︷︷ ︸

>
∫ x0+δ

x0−δ
1
2h(x0)

+

∫ b

x0+δ

h︸ ︷︷ ︸
≥0

> δh(x0) > · · ·+ δh(x0) + · · · > 0

�

�

8.2.11 V¥ta 48 (Riemann·v integrál a absolutní hodnota)

Nech´ f je omezená na J . Nech´ existuje
∫ b

a

f , pak existuje také
∫ b

a

|f | a platí, ºe
∫ b

a

|f | ≥

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f

∣∣∣∣∣.
D·kaz:

• 2. tvrzení: ∀ x ∈ J ; |f(x)| ≥ f(x) ∧ |f(x)| ≥ −f(x) ⇒
∫ b

a

|f | ≥
∫ b

a

f ∧
∫ b

a

|f | ≥ −
∫ b

a

f . Máme tedy:

�A ≥ B ∧ A ≥ −B ⇔ A ≥ |B|� . Sta£í tedy ukázat, ºe
∫ b

a

|f | existuje.

• Ukaºme pomocí nutné a posta£ující podmínky:

• Chceme ukázat, ºe ∀ ε > 0; ∃ σ; S|f |(σ)− s|f |(σ) <︸︷︷︸
chci

Sf (σ)− sf (σ) <︸︷︷︸
mám

ε

• odtud:
∑

(sup |f | − inf |f |)∆i ≤
∑

(sup f − inf f)∆i
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• Sta£í tedy ukázat, ºe sup |f | − inf |f | ≤ sup f − inf f Rozd¥lme na n¥kolik p°ípad·:

� pro f(x) ≥ 0 triviáln¥ nastává rovnost

� pro f(x) ≤ 0 : sup |f | = − inf f ∧ inf |f | = − sup f , op¥t tedy triviáln¥ nastává rovnost.

� ∃ x0, y0 ∈ J ; f(x0) > 0 ∧ f(y0) < 0, potom sup|f | = max{sup f,− inf f} ∧ inf |f | ≥ 0. Odtud
sup |f | − inf |f | ≤ sup |f | ≤︸︷︷︸

maximum z kladných sou£et je men²í neº jejich sou£et

sup f − inf f

�
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8.3 Integrál jako funkce horní meze

8.3.1 De�nice (horní a dolní mez)

Nech´ f je omezená na intervalu J.
∫ b

a

f existuje, potom platí, ºe
∫ a

b

f := −
∫ b

a

f . �íslo a nazýváme horní mez,

£íslo b nazýváme dolní mez.

8.3.2 V¥ta 49 (integrál jako funkce meze)

Nech´ f je integrovatelná na intervalu J . Nech´ F : J → R je ∀ x ∈ J ;F (x) :=

∫ x

a

f . Potom:

1. F ∈ C(J)

2. Je-li x0 bodem spojitosti funkce f , potom F ′(x0) = f(x0)

D·kaz:

1 Chceme: ∀ x0 ∈ J ; ∀ ε > 0; ∃ δ > 0; ∀ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ); |F (x)− F (x0)| < ε

� 0 ≤ |F (x)−F (x0)| =

∣∣∣∣∣
∫ x

a

f−
∫ x0

a

f

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ x0

a

f+

∫ x

x0

f−
∫ x0

a

f

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ x

x0

f

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ x

x0

|f |

∣∣∣∣∣ ≤︸︷︷︸
f omezená

∣∣∣∣∣
∫ x

x0

K

∣∣∣∣∣ =

K|x− x0|
� po limitním p°echodu x → x0 dostáváme z v¥ty o limit¥ sev°ené funkce: lim

x→x0

F (x) − F (x0) = 0 ⇒
lim
x→x0

F (x) = F (x0)⇔ F ∈ C({x0})⇒ F ∈ C(J) - kv·li libovolnosti volby x0.

�

2 Nech´ x0 je bodem spojitosti f ⇔ ∀ ε > 0; ∃ δ > 0; ∀ t ∈ (x0 − δ, x0 + δ); f(x0)− ε < f(t) < f(x0) + ε

� ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ); ∫ x

x0

f(x0)− ε <
∫ x

x0

f <

∫ x

x0

f(x0) + ε

(f(x0)− ε)(x− x0) < F (x)− F (x0)︸ ︷︷ ︸
=
∫ x
x0
f

< (f(x0) + ε)(x− x0)

−ε < F (x)− F (x0)

x− x0
− f(x0) < ε

� celkem tedy

∣∣∣∣∣F (x)− F (x0)

x− x0
− f(x0)

∣∣∣∣∣ < ε⇔ lim
x→x0

F (x)− F (x0)

x− x0
= f(x0)⇔ F ′(x0) = f(x0)

�

�
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8.4 Výpo£et ur£itého integrálu

8.4.1 V¥ta 50 (Newtonova formule pro výpo£et ur£itého integrálu)

Nech´
∫ b

a

f existuje a sou£asn¥ nech´ je spln¥no:

1. ∀x ∈ (a, b);F ′(x) = f(x),

2. F ∈ C(J),

potom: ∫ b

a

f = F (b)− F (a) := [F ]ba

D·kaz:

• Berme σ rozd¥lení intervalu J . Víme, ºe platí: a = x0 < · · · < xn = b

• F (b)− F (a) = F (xn)− F (xn−1) + F (xx−1) + . . .− F (x1) + F (x1)− F (x0) =

n∑
i=1

F (xi)− F (xi−1)

• podle p°edpoklad· je F spojitá na uzav°eném intervalu J a na vnit°ku tohoto intervalu má derivaci. Proto
aplikujeme Lagrangeovu v¥tu o p°ír·stku funkce, podle té existuje ξi ∈ (a, b) takové, ºe:

∗ F (b)− F (a) =
n∑
i=1

F (xi)− F (xi−1) =

n∑
i=1

F ′(ξi)(xi − xi−1) =
n∑
i=1

f(ξi)∆i = I(σ)

• Pro kaºdé rozd¥lení σ intervalu J tedy naleznu ξi ∈ (a, b) takové, ºe F (b)− F (a) = I(σ)

• podle ZLIP:
∫ b

a

f existuje⇔ ∀ (σn) normální; lim
n→∞

(σn) ∈ R ∧ lim
n→∞

I(σn) =

∫ b

a

f

• Berme tedy σ normální. Limitním p°echodem n→∞ v ∗ dostáváme:

F (b)− F (a) = lim
n→∞

I(σn) =

∫ b

a

f

�

8.4.2 V¥ta 51 (metoda per partes pro ur£itý integrál)

Nech´ f, g ∈ C(J) ∧ f, g ∈ D′(J0). Nech´
∫ b

a

f ′g,

∫ b

a

fg′ existují. Potom platí:

∫ b

a

f ′g = [fg]ba −
∫ b

a

fg′

D·kaz:

•
∫ b

a

(fg)′ = [fg]ba =

∫ b

a

f ′g +

∫ b

a

fg′ ⇔
∫ b

a

f ′g = [fg]ba −
∫ b

a

fg′

• Existence integrálu
∫ b

a

(fg)′ je zaru£ena tím, ºe platí:
∫ b

a

(fg)′ =

∫ b

a

f ′g +

∫ b

a

fg′ a oba tyto integrály z

p°edpoklad· existují.

�

8.4.3 V¥ta 52 (metoda substituce pro ur£itý integrál)

Nech´ ϕ ∈ D′(J0) ∧ ϕ ∈ C(J) ∧ f ∈ C(ϕ(J)). Potom:∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x)dx

D·kaz:
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• Berme n¥jaké c ∈ ϕ(J), de�nujeme ∀ x ∈ ϕ(J) : F (x) :=

∫ x

c

f(x)dx. F je funkce horní meze, proto platí

F ′(x) = f(x)⇔ F je primitivní funkce k f ∧ F ∈ C(ϕ(J)).

• F (ϕ(t)) je ∀ t ∈ J0 primitivní k funkci f(ϕ(t))ϕ′(t)

• Platí tedy:∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x)dx = F (ϕ(b))− F (ϕ(a)) =

∫ ϕ(b)

c

f(x)dx+

∫ ϕ(a)

c

f(x)dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x)dx (∗)

∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(b))− F (ϕ(a)) = . . . (∗∗)

• Celkem tedy: (∗) = (∗∗)

�

8.4.4 V¥ta 53 (integrální tvar zbytku v Taylorov¥ vzorci)

Nech´ f ∈ Cn+1(Ha), potom platí:

Rn(x) =
1

n!

∫ x

a

(x− t)nf (n+1)(t)dt

D·kaz:

• Matematickou indukcí

• pro n = 0

f(x) = T0(x)︸ ︷︷ ︸
=f(a)

+R0(x)⇒ R0(x) = f(x)− f(a) =

∫ x

a

f ′(t)dt

• pro n+ 1

f(x) = Tn+1(x) +Rn+1(x)⇒ Rn+1(x) = Tn(x)− Tn+1(x)︸ ︷︷ ︸
=
−f(n+1)(a)

(n+1)!
(x−a)n+1

+Rn(x)

Rn+1(x) =︸︷︷︸
IP

−f
(n+1(a)

(n+ 1)!
(x− a)n+1 +

1

n!

∫ x

a

(x− t)nf (n+1)(t)dt

• na poslední integrál aplikujeme metodu per partes pro ur£itý integrál tak, ºe u′(t) = (x−t)n ∧ v(t) = f (n+1)(t).
Odtud:

Rn+1(x) = −f
(n+1)(a)

(n+ 1)!
(x− a)n+1 − 1

n!

([
− (x− t)n+1

n+ 1
f (n+1)(t)

]x
a︸ ︷︷ ︸

=0+
f(n+1)(a)

(n+1)!
(x−a)n+1

+

∫ x

a

(x− t)n+1

n+ 1
f (n+2)(t)dt

)

• Celkem tedy:

Rn+1(x) =
1

(n+ 1)!

∫ x

a

(x− t)n+1f (n+2)(t)dt

�
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8.5 V¥ty o st°ední hodnot¥

8.5.1 V¥ta 54 (1. v¥ta o st°ední hodnot¥)

Nech´ f : ∀ x ∈ J ; f(x) ≥ 0 ∧ g je omezená na J . Nech´
∫ b

a

fg,

∫ b

a

f existují. Potom existuje µ ∈
〈

inf
〈a,b〉

g, sup
〈a,b〉

g
〉

takové, ºe: ∫ b

a

fg = µ

∫ b

a

f

pozn.: Je-li g ∈ C(J); ∃ c ∈ J ; µ = g(c)

D·kaz:

• ∀ x ∈ J :

inf g ≤ g(x) ≤ sup g

inf gf(x) ≤ f(x)g(x) ≤ sup gf(x)

inf g

∫ b

a

f ≤
∫ b

a

fg ≤ sup g

∫ b

a

f

• je-li
∫ b

a

f = 0⇒
∫ b

a

fg = 0

• je-li
∫ b

a

> 0⇒ inf g ≤
∫ b
a
fg∫ b
a
f︸ ︷︷ ︸

:= µ

≤ sup g

�

8.5.2 V¥ta 55 (2. v¥ta o st°ední hodnot¥)

Nech´ g je monotónní na J . Nech´ existují
∫ b

a

fg,

∫ b

a

f . Potom existuje c ∈ J takové, ºe:

∫ b

a

fg = g(a)

∫ c

a

f + g(b)

∫ b

c

f

Pro d·kaz p°idáme následující p°edpoklady: g′ ∈ C(J) ∧ f ∈ C(J).

D·kaz:

• ∀ x ∈ J ; F (x) :=

∫ x

a

f ⇒ F ′(x) = f(x) ∧ F ∈ C(J)

• Budeme se snaºit pouºít 1. v¥tu o st°ední hodnot¥ na integrál
∫ b

a

Fg′. P°edpoklady v¥ty jsou jist¥ spln¥ny,

protoºe g je na J monotónní, a tedy g′ na J nem¥ní znaménko. F ∈ C(J)⇒ F omezená na J .

• Odtud dostáváme:

[Fg]ba −
∫ b

a

fg =︸︷︷︸
per partes

∫ b

a

Fg′ = µ

∫ b

a

g′ =︸︷︷︸
F∈C(J)⇒∃ c∈J

= F (c)

∫ b

a

g′ = F (c)[g]ba

∫ b

a

fg = g(a)[F (c)− F (a)] + g(b)[F (b)− F (c)] = g(a)

∫ c

a

f + g(b)

∫ b

c

f

�
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9 Aplikace ur£itého integrálu

9.1 Délka grafu funkce

9.1.1 De�nice (délka £áry aproximující graf funkce p°i rozd¥lení intervalu)

Nech´ f ∈ C(〈a, b〉), potom délku £áry ... p°i rozd¥lení σ nazveme £íslo de�nované:

l(σ) :=

n∑
i=1

√
(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2

9.1.2 Poznámka

Nech´ σ ⊂ σ′ ⇒ l(σ′) ≥ l(σ)

9.1.3 De�nice (délka grafu funkce)

Nech´ f ∈ C(〈a, b〉), pak délkou grafu funkce nazveme £íslo de�nované:

L := sup{l(σ);σ ↔ 〈a, b〉}

9.1.4 Poznámka

Podle de�nice m·ºe být délka grafu funkce i nekone£ná. P°idáme-li p°edpoklady: f ∈ D′((a, b)), f ′ omezená na
〈a, b〉.

l(σ) =

n∑
i=1

√√√√1 +

(
f(xi)− f(xi−1
xi − xi−1

)2

(xi − xi−1) =

n∑
i=1

√
1 + (f ′(ci))2∆i = I√

1+f ′2
(σ) ≤

√
1 +K2

n∑
i=1

∆i =

=
√

1 +K2(b− a) < +∞; ∀ σ ↔ 〈a, b〉

Za t¥chto p°edpoklad· je tedy délka grafu funkce £íslo kone£né.

9.1.5 V¥ta 56 (výpo£et délky grafu funkce)

Nech´ f ∈ C1(〈a, b〉). Potom platí:

L =

∫ b

a

√
1 + f ′2

D·kaz:

• (σn) normální

• f ′ ∈ C(J) ⇒
√

1 + f ′2 ∈ C(J) ⇒
∫ b

a

√
1 + f ′2 existuje ∧

∫ b

a

√
1 + f ′2 =︸︷︷︸

ZLIP

= lim
n→∞

I√
1+f ′2

(σn) =

lim
n→∞

l(σn) =︸︷︷︸
?

L

• ∀ n ∈ N; ∃ σ∗n; L− 1

n
≤ l(σ∗n) ≤ L⇒ lim

n→∞
l(σ∗n) = L

• berme σn = σ∗n ∪
{
a+

b− a
n

i; i ∈ n̂
}
tj. zjemn¥ní σ∗n a také se jedná o normální rozd¥lení, odtud:

• L− 1

n
≤ l(σ∗n) ≤ l(σn) ≤ L⇒ lim

n→∞
l(σn) = L

�
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10 Riemann·v zobecn¥ný integrál

10.1 Zavedení, vlastnosti

10.1.1 De�nice (vlastnost R1, R2)

�ekneme, ºe funkce f má na intervalu (a, b) := J0 vlastnost R1⇔ ∀ x ∈ J0; (R)

∫ x

a

f existuje. Obdobn¥ de�nujeme

vlastnost R2.

10.1.2 De�nice (Riemann·v zobecn¥ný integrál)

M¥j f vlastnost R1 na J0. �ekneme, ºe f je na J0 riemannovsky integrovatelná ⇔ ∀ x ∈ J0; lim
x→b−

(R)

∫ x

a

f ∈ R.

Riemann·v zobecn¥ný integrál potom de�nujeme takto:

(R) lim
x→b−

∫ x

a

f :=

∫ b

a

f.

10.1.3 De�nice (vhodné rozd¥lení)

τ = { x0︸︷︷︸
=a

, x1, . . . , xk︸︷︷︸
=b

} : x0 < x1 < · · · < xk nazveme vhodným rozd¥lením pro funkci f na J0 ⇔ ∀ in ∈ k̂; f ↔

〈xi−1, xi〉 je vlastnosti R1 (R2). Pokud ∀ i ∈ k̂;

∫ xi

xi−1

f existuje ⇔
∫ b

a

f =

k∑
i=1

∫ xi

xi−1

f .

10.1.4 Pozorování (vlastnosti Riemannova zobecn¥ného integrálu)

•
∫ b

a

f,

∫ b

a

g existují ⇒
∫ b

a

αf + g = α

∫ b

a

f +

∫ b

a

g

(plyne z v¥ty o aritmetice limit)

•
∫ b

a

f,

∫ b

a

g existují ∧ ∀ x ∈ J0; f(x) ≤ g(x)⇒
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

g.

(plyne z v¥ty o nerovnosti v limitách)

10.2 Výpo£et Riemannova zobecn¥ného integrálu)

10.2.1 V¥ta 57 (zobecn¥ná Newtonova formule)

Nech´ f má vlastnost R1 na intervalu J0. Nech´ F je na J0 primitivní k f . Nech´ lim
x→b−

F (x), lim
x→a+

F (x) ∈ R.

Potom
∫ b

a

f existuje a platí:

∫ b

a

f = [F ]ba := lim
b−

F − lim
a+

F.

D·kaz:

• f je vlastnosti R1 ⇔ ∀ y ∈ J0;

∫ y

a

f existuje.

• Dode�nujme F (a) := lim
a+

F ⇔ F ∈ C(〈a, y〉) - tím jsou spln¥ny p°edpoklady pro pouºití klasické Newtonovy

formule:

• (R)

∫ y

a

f = F (y)− F (a) - aplikujeme limitní p°echod lim
y→b−

•
∫ b

a

f = lim
y→b−

(R)

∫ y

a

f = lim
y→b−

F (y)− F (a)︸ ︷︷ ︸
=lima+ F

�
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10.2.2 V¥ta 58 (zobecn¥ná metoda per partes)

Bu¤te f, g ∈ C1(〈a, b)). Nech´ lim
b−
∈ R. Potom:

∫ b

a

f ′g = [fg]ba −
∫ b

a

fg′,

pokud alespo¬ jeden z integrál· existuje.

D·kaz:

• pouºijme klasickou metodu per partes na interval 〈a, y〉:∫ y

a

f ′g = [fg]ya −
∫ y

a

fg′
/

lim
b−∫ b

a

f = lim
y→b−

(R)

∫ y

a

f = lim
y→b−

[fg]ya − lim
y→b−

(R)

∫ y

a

fg′∫ b

a

= [fg]ba −
∫ b

a

fg′

• Podle p°edpoklad· jeden z integrál· existuje a díky rovnosti vý²e musí existovat i druhý.

�

10.2.3 V¥ta 59 (zobecn¥ná substitu£ní metoda)

Bu¤ φ ∈ C1(〈α, β)), ost°e monotónní na 〈α, β). Bu¤ f ∈ C(φ(〈α, β))). Ozna£me a := φ(α), b := lim
β−

φ. Potom

platí: ∫ β

α

f(φ(t))φ′(t)dt =

∫ b

a

f(x)dx.

Pakliºe alespo¬ jeden z integrál· existuje.

D·kaz:

• V d·kazu vyuºijeme následující dv¥ v¥ty:

� φ ∈ C(〈α, β〉), φ ∈ D′((α, β)) ∧ f ∈ C(φ(〈α, β〉)⇒
∫ β

α

f(φ(t))φ′(t)dt =

∫ b

a

f(x)dx

� VoLSF: a ∈ R∗ ∧ a ∈ der(Df◦g), b, c ∈ R∗ ∧ lim
b
f = c ∧ lim

a
g = b ∧

(
S ∨ P

)
⇒ lim

a
f ◦ g = c

• BÚNO berme φ ost°e rostoucí. Potom platí: φ(〈α, β)) = 〈a, b) ∧ φ−1 je ost°e rostoucí na 〈a, b).

• Navíc platí, ºe lim
b−

φ−1 = β ∧ ∀ z ∈ 〈α, β); φ(z) < b ∧ ∀ y ∈ 〈a, b); φ(y) < β

• Spojitost φ, φ′, f zaru£uje spln¥ní p°edpoklad· pro v¥tu o substituci v ur£itém integrálu na intervalu 〈α, z〉.
Tedy podle té ∀ z ∈ 〈α, β) platí:

(∗∗∗)
∫ z

α

f(φ(t))φ′(t)dt =

∫ φ(z)

φ(α)

f(x)dx =

∫ φ(z)

a

f(x)dx

• Nech´ existuje
∫ b

a

f ⇔ lim
y→b−

∫ y

a

f ∈ R VoLSF⇒ lim
z→β−

∫ φ(z)

a

a platí:

lim
z→β−

∫ φ(z)

a

f = lim
y→b−

∫ y

a

f =

∫ b

a

f

pro VoLSF jsme vyuºili toho, ºe ∀ z; z 6= β;φ(z) 6= b.
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• Nech´ existuje
∫ β

α

f(φ(t))φ′(t)dt⇔ lim
z toβ−

∫ z

α

f(φ)φ′dt ∈ R VoLSF⇒ lim
y→b−

∫ φ−1(y)

a

f(φ(t))φ′(t)dt a platí:

lim
y→b−

∫ φ−1(y)

a

f(φ(t))φ′(t)dt = lim
z→β−

∫ z

α

f(φ(t))φ′(t)dt =

∫ β

α

f(φ(t))φ′(t)dt

• Po dosazení z (∗∗∗) do levé strany máme

lim
y→b−

∫ φ−1(y)

a

f(φ(t))φ′(t)dt = lim
y→b−

∫ φ(φ−1(y)))

a

f = lim
y→b−

∫ y

a

f =

∫ b

a

f

�
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10.3 Konvergence Riemannova zobecn¥ného integrálu

10.3.1 V¥ta 60 (integrální kritérium)

Nech´ f mající vlastnost R1 je klesající na 〈1,∞) ∧ lim
∞
f = 0. Potom platí:

∫ ∞
1

f K ⇔
∞∑
n=1

f(n) K .

Poznámka: f klesající a navíc lim
∞
f = 0 ⇒ ∀ x ∈ 〈1,∞); f(x) > 0. De�nujme F pro kaºdé y ∈ 〈1,∞); F (y) =∫ y

1

f(x)dx. Tato funkce je ur£it¥ rostoucí, tj. ∀y1, y2 ∈ DF : y1 < y2; F (y1) < F (y2) ⇐
∫ y2

1

f =

∫ y1

1

f +

∫ y2

y1

f

p°i£tením druhého integrálu jsme první ur£it¥ zv¥t²ili, jelikoº integrál z kladné funkce je kladné £íslo. Jelikoº F je

monotónní ⇒ lim
x→b−

∫ y

1

f existuje.

D·kaz:

• Víme tedy uº, ºe lim
x→b−

∫ y

1

f existuje.

• Odhadn¥me
∫ n+1

1

f(x)dx

• dolní odhad: ∫ n+1

1

f(x)dx
aditivita

=

n∑
k=1

∫ k+1

k

f(x)dx
f kles

≥
n∑
k=1

∫ k+1

k

f(k + 1)dx =

n+1∑
k=2

f(k)

• horní odhad ∫ n

1

f(x)dx
aditivta

=

n∑
k=1

∫ k+1

k

f(x)dx
f kles

≤
n∑
k=1

∫ k+1

k

f(k) =

n∑
k=1

f(k)

• celkem tedy:

n+1∑
k=2

f(k) ≤
∫ n

1

f(x)dx ≤
n∑
k=1

/
lim
∞

s− f(1) ≤
∫ ∞
1

f(x)dx ≤ s,

kde s =

∞∑
n=1

f(n)

• p°i£emº ze sev°ení je z°ejmé, ºe integrál a p°íslu²ná °ada musí mít nutn¥ stejný charakter.

�

10.3.2 V¥ta 60 (srovnávací kritérium pro konvergenci integrál·)

Nech´ f, g mají na (a, b) vlastnost R1. Nech´ je dále spln¥no: ∀ x ∈ (a, b); 0 ≤ g(x) ≤ f(x). Potom platí:∫ b

a

f K ⇒
∫ b

a

g K .

D·kaz:

• z nerovnosti v integrálech máme: 0 ≤
∫ y

a

g(x)dx ≤
∫ y

a

f(x)dx, odtud limitním p°echodem lim
b−

0 ≤ lim
y→b−

∫ y

a

g(x)dx ≤ lim
y→b−

∫ y

a

f(x)dx

0 ≤
∫ b

a

g(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)dx
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• p°i£emº jsme
∫ b

a

g(x)dx sev°eli mezi dv¥ reálná £ísla, musí tedy být také reálné £íslo, a proto konverguje.

�

10.3.3 V¥ta 61 (limitní tvar srovnávacího kritéria pro integrály)

Bu¤te f, g kladné s vlastností R1. Nech´ existuje L := lim
x→b−

f(x)

g(x)
. Potom:

L <∞ ∧
∫ b

a

f(x)dx K ⇒
∫ b

a

g(x)dx K .

D·kaz:

• Ur£it¥ existuje H−b takové, ºe
f(x)

g(x)
< L+ 1, a proto:

0 < f(x) < (L+ 1)g(x)

/∫ b

a

0 <

∫ b

a

f(x)dx < (L+ 1)

∫ b

a

g(x)dx

• Op¥t se nám
∫ b

a

f(x)dx sev°ít mezi dv¥ reálná £ísla. Nezbývá tedy, neº aby bylo také reálné.

�
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