Matematickid analyza 2

Zpracoval: Patrik Snauko

1 Veéty o prirtstku funkce

1.0.1 Véta 1 (Rolleova véta)
Necht f je RFRP spliujici:

o feC((a,b))

o fla)=f(b)

o feD((a,b))
pak 3 ¢ € (a,b); f'(c) = 0.
Diikaz:
Zimni semestr.
1.0.2 Véta 2 (Lagrangeova véta)
Necht f je RFRP spliujici:

o feC((a,b))

o f€D((a,b))

pak 3 ¢ € (a,b); f'(c) =

Dikaz:
Zimni semestr.
1.0.3 Véta 3 (Cauchyova véta)
Necht f, g jsou RFRP spliujici:

e f,9€C(a,b))

e Vz € (a,b);g'(z) #0

e f€D((a,b)) N geD'((a,b))
) _ F(b) - fla)

g(b) —

pak 3 ¢ € () 1) ()g@‘

Dikaz:

e Najdéme takovou funkci, kterou bychom podobné jako v dukazu Lagrangeovy véty pievedly na takovou, na
kterou lze aplikovat Rolleovu vétu.

— Piirastek funke9 g : g(b) — g(a); f: f(b) — f(a).
— Aby prirtastek obou funkci byl stejny zafidime tak, Ze funkci do dikazu zvolime nasledovné:
F(z) = [g(b) — g(a)]f(z) — [f(b) — f(a)]g().

e Ovéfme piedpoklady Rolleovy véty, zejména, zda F'(a) = F(b), zkoumejme tedy rozdil F'(b) — F(a) = [g(b) —
g(a)]f(b) = [f(b) — f(a)]g(b) — ([9(b) — g(a)] f (a) — [f(b) — f(a)]g(a)) = 0. Tim jsme ovéfili splnéni predpokladi
Rolleovy véty.

o Dostavame tedy: F'(z) = 0 = [g(b) — g(a)]f'(c) — [f(b) — f(a)lg(c)

e Provedeme tedy:

o) — gfa)lF(€) = [5) ~ F(a)]g'(© )

9(6) — 9(@)| 25 = 1) - ) @
Fle) _ )~ f(a

70~ 9®)—g(a) ©



e Diskuze provedenych tuprav

(1) Lze, protoze vime, ze g € D'((a,b)) A ¢ € (a,b). Z rovnosti tedy vime, Ze na obou stranéch musi byt
konec¢né hodnoty.

(2) Lze, jelikoz Vz € (a,b); f'(x) #0 A c € (a,b).

)
(3) Lze, jelikoz: Kdyby ¢(b) — g(a) = 0 < ¢(b) = g(a) - tim by byly splnény predpoklady Rolleovy véty,
a tedy: 3 ¢ € (a,b);¢'(c) = 0. Z piedpokladu ale vime, Ze VYV € (a,b); ¢'(z) # 0. Takova situace tedy
nemize nastat.

2 I’Hospitalovo pravidlo
2.0.1 Véta 4 (I"'Hospitalovo pravidlo)
Necht f, g jsou RFRP, pro které je splnéno:

e lim f(z) =limg(z) =0 V hir%)|g(m)| =400

r—b z—b

. HH(b);H(b)—{b}CDg A H(b)—{b}CDL:

!
e 7 lim f/< pro pozdéjsi ucely ji oznacme L.,
z—=b g (SC)
!/
potom lim ﬂ = lim (@)
a—b g(z)  z—b g'(x)

Diikaz

e ProbeR

e Je splnéno, zZe: glglg%, flx) = ilg})g(m)
f@) _ @) - 1)
g9(x)  g(x) —g(b)

— Zde jsme jen pficetli v Citateli a jmenovateli nulu. Limitu totiZ ,nezajima“ , jak se funkce chova v daném
bodg, ale na jistém okoli, dodefinujme proto: f(b) =0 A g(b) = 0.

Rozepisme:

— f(b
e v intervalu (b,z) tedy podle Cauchyovy vty o pfirastku funkce jisté existuje ¢ = c(x) : M =
f'(e(x)) ,
; Va € (b, cokoliv) .
Flela)’ € Breokeli)

o T@) @)
Cil: I ) = I @)

— Ze sevieni: V z;b < ¢(z) < z plyne lirr%) c(x) =b.
T—

— Z Cauchyovy véty dale vime, Ze c¢(x) # b. Tim je splnéna podminka prstencového okoli pro VLSF
— VLSF (P): lim F(z) =C A lim G(z) =B A 3H(A);Ve € H(A);G(z) # B : lim F(G(z)) =C.
r—B z— A —A

f'(@)
* G(z) = c(x), F(x) := ;b= A=B.
(@) = elo). Fla) = L2

e Touto volbou pro aplikaci VLSF dostavame ocekivanou rovnost.




3 Stejnomérna spojitost
3.0.1 Definice (spojitost v bodé&)

feC{a}) ©Ve>0;36>0;, Vz&Dy; |z—al < |f(z)— fla)] <e.

3.0.2 Definice (spojitost na intervalu)

Necht I jeinterval. f e C(I) & Vaecl; Ve>0;, 3d>0Vael; |z—a| < |f(z)— fla)] <e.

3.0.3 Definice (stejnomérna spojitost)

feC*I)evVe>0,36>0; Va,acl; |x—a|l <d; |f(x)— fla)| <e.

Diisledek definic spojitosti na intervalu (mnoZing) a stejnomérné spojitosti
fec ()= feC().
3.0.4 Véta 5 (Cantorova véta)
feC{a,b)) = feC*((a,b)).
Dikaz:

e SPOREM

e Predpokladejme:

1) feC{a,b) &Vyelab); Ve >0 35 >0;Vaxeadb);|r—al <d; |f(x)- fla)] <.

A
2) fEC"((a,b)) & Fe>0; V6 >0; Iz,y € (a,b); [z —y| <8 [f(z) - f(y)] =&
1 1
e ¢ jepevné. §:=1; 5; el ﬁ;”' - odtud dostaneme:

1
Vn e N; 3z, yn € (a,b); |20 — yn| < o |[f(xn) = flyn)| > €

e Jelikoz (z,,) je omezend, muZeme z ni vybrat konvergentni podposloupnost (xy, ) :
lim zp, =L € (a,b).

n—-+4oo

e (yn) je také omezend, tedy z ni muZeme vybrat konvergentni podsposloupnost. Chceme ukazat, Zze plati:

lim = L.
n—-+oo Yk

— méme tedy: 0 < |y, — L| < |y, — @k, [+ |2k, — L]
—_———  ———
<% v limité nula

) o 1

— odtud méame sevieni: 0 < |y, — L| < .

n

~—~
(kn) /" = limp s oo 5-=0

— Z tohoto sevieni mame lim y,, — L =0« lim y,, = L.
n—+00 ) n—+o0

/€ Clia,) & lm f(z) = (L)

e Podle Heineovy véty: lim f(op,) = f(L) = lim _f(yk,) = limn o ( Flaw,) - f(ykn)) —0

+o0 n—-+oo

Posledni implikace uz nas privadi ke sporu s tim, ze Vn € N; | f(xg, ) — f(yk, )| > €, tento rozdil tedy nemuze
mit za limitu nulu.

X



4 Aproximace funkce polynomem

4.1 Taylortiv polynom
4.1.1 Véta 6 (o Taylorové polynomu)

Necht f:R—R AneNy A aeR: f(n)(a) € R. Pak existuje jediny polynom T, stupné nejvyse n takovy, ze
plati: V k € #; f®(a) = T (a).

Diikaz:
e Necht p je polynom takovy, ze deg(p) < n, tedy p € Pri1.
e Berme bazi tohoto vektorového prostoru: X = (1,z —a, (x —a)?,..., (z — a)").
e Xjebaze Ppy1t A pEPpi1 =V eR; p(z)=ag+ai(z—a)+ax(z—a)?+- - +a,(z—a)"
e Hledejme tedy derivace tohoto polynomu v bodé a.

— pa) = ag = f(a)
— p'(a) = a1 = f'(a)

f(k)
K

e Koeficienty daného polynomu jsou dany jednoznac¢né a tim je tedy i polynom dan jednoznac¢né.

= p®(a) = k(k = 1)k =2)...ax = fP(a) & o =

X

4.1.2 Definice (n-ty Tayloriv polynom)

f(k)

1 (z —a)*. Nazveme n-tym Taylorovym polynomem

n
Polynom T, z pFedchozi véty dany nasledovné: T,,(z) = Z
k=1

funkce f v bodé a.

4.1.3 Poznamka (zbytek po Taylorovu polynomu)

Funkci lze tedy aproximovat polynomem jistych vlastnosti a chceme zkoumat, jak dobie tento polynom funkci
aproximuje. Proto zavadime zbytek po Taylorovu polynomu:

R () = f(2) = Tn(2).

4.1.4 Véta 7 (o zbytku po Taylorové polynomu)
Necht ne N A f:R—R:3H(a); feDH(a) A f™ e C({a}), potom:

lim 7Rn(ac)

w—)a(l‘—a"

=0.

Dikaz:

e Predpoklady I’Hospitalova pravidla jsou splnény, proto k ukizani této rovnosti pouzijeme pravé tuto vétu

/ (n)

lim B (2) = lim M = ... .= lim B (2)

z—a T — Q \/’x%an(x—a)"v N~~~ z—a n(n—l)(n—Q),_,Z
U'H I'H U'H

=0.

e pozn.: to, Ze R () = 0 vime proto, Ze na Tayloriv polynom klademe pozadavek, aby pro n&jaky bod a bylo
splnéno: ¥V k € ni; f®)(a) = T (a).

X



4.1.5 Poznamka (Peaniiv tvar zbytku)

R, (z , . Lo : L )
oznatme wy, := ("(;n, dosad'me do definice zbytku a vyjadieme funkci, kterou aproximujeme - tim dostaneme
T —a

tvar:
fl@)=T(z)+ (xr—a)"wy(x) A lim w,(z)=0.
%/_/ r—a
Peantiv tvar zbytku
4.1.6 Vé&ta 8 (o nejlepsi aproximaci)

Necht n € N A f:R — R : 3 H(a); f € D(H(a)) A I f™(a) € R. Necht Q je polynom takovy, ze:
deg@Q <n A VzeR; Q(x)# Th(x). Potom:

3 J(a); Vo e J(a)—{a}; [f(x) = Tu(z)| <|f(z) - Q)|

Dikaz:

e Vyjadireme si polynomy T,,,Q v jisté bazi prostoru P, ;.

- T,(x) = Zak(x —a)*
k=0

- Qz) =) br(w—a)"
k=0

e Jelikoz plati V z € R; Q(x) # T,,(z), tak urcité existuje né&jaky index ¢ takovy a; # b;. Berme tento index
nejmensi mozny.

o f(z)—Ty(x)

NP (x — a)"wp(x).

Peano
o [(@) = Q&) = Tulw) + (¢ — a)"wn(x) - Q(a) = (Z(ak —bi)(w — a)’f) + (2 = a)"wn (@)
k=1

f(2) — Q)] _

e Zadefinujme si funkci F(x) = | i
T—a

‘(ai —b;) + (aip1 — big1)(@ — a) + (aip2 — biga)(z —a)? - +

(x — a)"wn(z)].

T—a
_T ,
e Zadefinujme si funkci G(z) = W = |(z — a)""wn(x)].
- ;l_r}r(ll G(z)=0

e Dostavame tedy: |a; — b;| = lim F(z) > lim G(x) = 0 z vty o nerovnostech mezi limitami pro funkce tedy
r—a

o @) =@l | @) =L@l )~ 0@ >

|z —al’ |z —af’

dostavame, ze existuje jisté okoli K(a); V = € K(a);
[/ (z) = Ta(2)].
X



4.2 Odhadovani chyby v Taylorové vzorci
4.2.1 Vé&ta 9 (Taylorova)

Necht existuje okoli H(a) bodu takové, ze funkce f méa kone¢nou (n + 1) -ni derivaci a necht x € H(a). Potom
zbytek v Taylorové polynomu f(z) =T, (z) + R, (z) ma tvar:

_ )

R, (z) = CE] (x —a)"™Y; ¢ € (min{z, a}, max{z,a}).

Tento tvar zbytku nazyvame Lagrangetiv.
Dikaz:

e Spoleéna ¢ast

— Vime, 7e f(x) = T, (x) + Rp(x)

— Zvolme n&jaké pevné a,z. BUNO: a < z.

n (k)
— Definujme funkci ¢ : ¢(z) = Z / k'(z) (z —2)k
k=0 '
d (n+1)
~ (a) = T i) = fla) n BE_TTE
e Cauchytv tvar zbytku
~ R(@) = @) ~ Tu(x) = v(@) - ¥(a) = ~ () —a)
podle Lagrangeovy véty o piirdstku funkce
Co s Fr©)
— po dosazeni derivace funkce ¢ dostavame: R, (z) = m(x -9 (r—a)

Cauchytiv tvar zbytku

e Lagrangetv tvar zbytku

— Definujme dalsi, zatim bliZe nespecifikovanou funkci ¢

_ plagy. (@) v(@) —la) _ ¥(E)

o(x) —p(a) o) —pla) @&
FoE) L ae(e) —e(a)
n! @=¢) ©'(§)

— Odtud vidime, Ze pokud doposud nespecifikovanou funkei ¢ budeme definovat takto: p(z) = (z—2)" +1,
dostaneme:

- Ru(x) =

_ )

Ry (z) = E) (z—a)"

— Coz je pfesné vysledek, ktery jsme chtéli.



5 |Ciselné Fady

5.1 Zavedeni ¢iselnych rad

5.1.1 Definice (éiselna fada, soudet fady, konvergence, divergence &iselné fady)

+oo

+21 vznikl nasledujicim zptisobem: s, =

—+o0
a1 + as + - - + a,. Usporadanou dvojici ((an), (sn)) nazveme Ciselnou fadou. Budeme ji znacit takto: Z an,.

n=1

Necht (a,,); 29 je ¢iselna posloupnost. Necht n-ty ¢leb posloupnostu (s,,)

+oo
e Posloupnost (s,) budeme nazyvat posloupnosti ¢asteénych soucta rady Z Q.

n=1

e Souctem fady budeme rozumét lim s,
n—-+00

o Je-li hr_"l_l sn € R fikdme, ze fada konverguje. V opa¢ném piipadé fikime, ze diverguje. Je-li tato hodnota
n—-+oo

nekone¢na mluvime o podstatné divergenci, neexistuje-li, mluvime o oscilaci.

5.1.2 Véta 10 (nutna podminka konvergence)

+oo
;anéngr_&oan = 0.

Dikaz:

“+oo
° gggchllil¢$niggwsn =ceC

e 7 definice limity: lim s, —s,-1 =0
nﬁ+m\__v__/
= aTL

X

5.1.3 Veéta 11 (Bolzano-Cauchyova podminka konvergence)

400

Zlan@ngrfoosne(C@V5>0; IngeN; Va,meN:mn>ng; s, — sm| <e.
n=

Dikaz:

Okamzité plyne z BCP pro limitu posloupnosti.

5.1.4 Véta 12 (o konvergeci Ffady z absolutnich hodnot)

+oo +oo
Z\an\ :Zan .
n=1 n=1

Diikaz:
+o00 n+p
opodleBCPZ\an|@V6>0;...; Z lan|| <€
n=1 k=n+1
n+p n-+p
e 7 trojuhelnikové nerovnosti: Z an| < Z lan|| <€
k=n-+1 k=n-+1

X



5.2 Rady s kladnymi ¢leny
5.2.1 Véta 13 (srovnavaci kritérium)

Necht (a,,), (by) jsou fady s kladnymi ¢leny takové: 3 ng; Vn > ng; 0 < a,, < b,. Potom plati:

“+o0 “+o0o
Z by, = Z an
n=1 n=1

Dikaz
—+oo
e s s . : b ) .
e Stadi si uvédomit, Ze to, ze fada Z bn, & nkrfw sgﬂ eR A dng; Vn>ng;0<a, <b,
n=1
= lim 55:’) < lim sSf’) eR

~~~ n——+o00 ~ n—+oo
podle vété o nerovnostech mezi limitamsi posl.

“+o0
e Piipad, ze by limita ¢asteénych souctu rady Z a, vysla —oo nemuze nastat z toho divodu, ze posloupnost

n=1

(an) je kladna.

X

5.2.2 Veéta 14 (srovnani podilu po sobé jdoucich ¢lenti)

Ant1 _ bng1

Necht (a,,), (by) jsou fady s kladnymi ¢leny takové: V n € N; <

an by

. Potom plati:

+oo +oo
Z b, = Z an,
n=1 n=1

Dikaz:

A1 br41

dostavame sadu nerovnosti:
Qg bk

e pro k=1,2,...,n z podminky

ag bo

IN

a1 ~ by
a b
s 03
a2 bo

e pozn.: pro kladné ¢isla plati:

A<LB
c<D
= AC < BD

e nase posloupnosti jsou obé kladné proto mezi sebou n nerovnosti vynasobime a dostaneme:

a, _ by a = =
7<—©an§b—ibn/\ ;m(:cgbn)

+oo
e tim jsme tedy naplnili pfedpoklady ptedchozi véty - z té plyne, Ze Z an

n=1

X



5.2.3 Véta 15 (limitni srovnavaci kritérium)

Necht (a,,), (by) jsou fady s kladnymi ¢leny. Necht existuje lirf dn . . Potom
n—-+oo n
“+o0 “+o0
1. L< 400 A aniz:an
n=1 n=1
+oo +o0
2. L>0A Y b, [D]= a,[D]
n=1 n=1
+o00 +o00
3. L €(0,+00), potom: Zan & Z b,
n=1 n=1
Diikaz:
a +oo +o00
1. — L<+oco=3dng EN;VnSnO;b—" <L+esa, <(L+e)b, A an<:>C’an )
n n=1 n=1
—+oo
— tedy podle srovnavaciho kritéria Z an,
n=1
X
+ an L
2. —LeR ﬁHnOGN;VnZnO;b—>§
— tedy dostavame divergenci ze srovnavaciho kritéria
+oo
— L =400=dnp € N;V n>ng; Z—n>l<:>an>bn A Zan@
n n=1
— tedy dostavame divergenci ze srovnavaciho kritéria
X

3. je dusledkem predchozich dvou bodi
X

5.2.4 Véta 16 (Cauchyovo odmocninové kritérium)

Necht V n € N; a,, > 0. Potom:

e 3¢g<0; dngeN; VneN:n>ng; {l/ﬁ<§q:>2an.

n=1

o0
e I°neN; va,>1= Z an @
n=1
Dikaz:

oo o0
e Podle prvniho predpokladu plati, ze V n > ng; a, < ¢" A ¢q € (0,1) podlg SK Zan ; Z q" je totiz
n=1 n=1

konvergentni geometricka rada.

e Podle druhého piedpokladu je pro nekone¢né mnoho indexi a,, > 1 = neni splnéna nutni podminka konver-
gence.

X

5.2.5 Véta 17 (d’Alembertovo podilové kritérium)
Necht V n € N; a, > 0. Potom:

o0
a
e dJg<0; dng €N; Vn>ng; ntl <qg= E an.
a

n

n=1



o0
a
e dnyVn; n<ng; LRSS N E an@.
QA

n=1
Dikaz:
e clas L. - « - . + o n An41 qn+1
e Vyuzijeme kritéria o srovnani podilu po sobé jdoucich ¢lend, kde b, := ¢",q € (0,1) = < — =
a
- - n q
S WAIRES SIS
n=1 n=1

e pro druhé tvrzeni vyuzijeme totéz, ale ¢ = 1.

X
5.2.6 Véta 18 (Raabeovo kritérium)
Necht V n € N; a, > 0. Potom:

a (o)
e 3a>0; dng; Vn>ng; n(l— n+1> 20[:>Zan.
n n=1
a o0
e dng; Vn>ng;, n ik §1:>Zan@.
an n=1
Dikaz:
oo oo 1
e oznafme € := o — 1 > 0 a uvazujme konvergentni fadu: Z b, = Z 3T
_1)+5
n=2 n=2 (Tl 1) 2
a b
e Cilem je ukazat, ze -l < Z—H od jistého indexu. Tvrzeni potom bude plynout z kritéria o srovnani dvou
an n

po sobé jdoucich clenii.

bn+1 Taﬂlorl_l‘i’%_l 1

(=)

b, n n n
a a « 1+e¢
on(l— "+1>za<:>"+1§1—:1— .
an, an, n n

e Staci tedy ukézat, Ze od jistého indexu plati:

1+e 2 1+£ 1 1 e 1 1
-t <1- 2 w(-—)el+te>1+-— —w(--) /lim
n n n n 2 n n oo
g > °
2
nerovnost tedy od jistého ng nastava a tvrzeni proto plyne z jiz zminéného porovnani podilu po sobé jdoucich
Clenu.
, , Ap+1 An+41 1 bn+1 1 . , .
e Druhé tvrzenin|(l— — | <1 —>1—— = . Berme tedy b, = ——. Tvrzeni poté vyplyva z
an an n b, n—1

drobné modifikovaného kritéria o porovnéani podilu po sobé& jdoucich ¢lent.

X

5.2.7 Veéta 19 (Gaussova kritérium)

Bud (a,) kladna posloupnost, ke které existuji ¢, € R, > 0, (¢,,) omezena. Necht V n € N plati:

(%) Ap41 - « Cp,
o 4 T
Ay, n n

potom:

e (<1 VvV g=1) /\a>1:>Zan.

n=1

10



o (¢g>1Vqg=1) A aﬁl#Zan@.
n=1

Duikaz:

a s
e pro g # 1 dostavame z ) lim —ntl q a tvrzeni dostdvame z podilového kritéria.

n—oo Ay

An+1
an

n—roo

g=1 N a#1, pak dostavame z ) lim n (1 — ) = « a tvrzeni dostdvame z Raabeova kritéria.

Necht g =1 A «a = 1. Bereme tedy takové posloupnosti, ze V n € N plati:

Ap41 1 Cn
an n nlte
o0 o0 1
e Berme kalibra¢ni divergentni fadu b, = -_
& LD (n— Dln(n — 1)
n=3 n=3
a b . , s -
e Cilem je ukdzat, ze plati —- > ““*L tyrzeni potom bude vyplyvat z modifikovaného kritéria srovnani

podilu dvou po sobé& jdoucich ¢lent.

.bn+1_(n—1)ln(n—1)_ 1 In(1-14) .1 1 In(1-14)
b, nln(n) B (1 n) (1 * In(n) ) ! n * (1 n) In(n)

e Mame tedy:
In(1 — L)n e "
an+1>bn+1<:> Cn o 1,3 M@CTQL 1—l In 1—l
an bn nl+n — n n]n(n) - ln(n) n n
—00 51 ——1
——00

e (cn) je omezena, tudiZ nerovnost od jistého indexu urcité plati.

X

11



5.3 Rady s obecnymi éleny

5.3.1 Véta 20 (Dirichletovo kritérium)

Necht (a,) je redlna a (b,,) komplexni. Déle necht je sou¢asné splnéno:
1. (a,) je monotonni.

2. lim a,=0
n—+oo

3. 3K >0; VneN; <K

L

k=1

+oo
= Z anby .
n=1

Dikaz:
n+p
e Vyuzijeme BCP, tedy chceme ukdzat: Ve >0; 3ng e N; Vn>ng A VpeN; Z apbi| < e
k=n+1
e lim a,=0&Ve >0; InieN;...; Ja,| <€
n—-+4oo
e B:=bj+bs+:---+b,=b,=D8,— B
n+p n-+p n+p n+p n+p—1
J Z apby| = Z ap By, — Z arpB_1| = Z ax By — Z ag1Bi| =
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1 k=n
n+p—1 n+p—1
= |Gn1pBntp Z By (ar — ag11) + ant1By < Klag|+ Klap|+ K Z lak — ag11 =  2Kla,|+
k=n+1 viz poznt k=n viz pozn2
€
Klapi1]| + Klapip-1| < 4Klap| < 4AKe' =e = &' = = ngy = no

poznl V této nerovnosti jsme vyuZili prvnich dvou pfedpokladu, jelikoZ (a,) je monotonni posloupnost jdouci k
nule, musi platit |a,| > |ap41|. Déle jsme vyuzili pfedpokladu omezenosti posloupnosti ¢astecnych souctii.

pozn2 V trojuhelnikové nerovnosti |A+ B| < |A|+|B| nastava rovnost pravé tehdy, kdyz A, B maji stejné znaménka.
To, ze pro v8echny ¢leny sumy plati, ze maji stejnd znaménka, vyplyva z pfedpoklada 1 a 2. Proto tedy plati:

n-+p

Z |ak - ak+1| = |an+1 - an+2| + |an+2 - an—&-S‘ + -4 |an+p—2 - an+p—1| = |an+1 —Qpio+Api2 — Apy3+
k=n-+1
et Qp4p—2 — an+p—1| = |an+1 - an+p—l|

X

5.3.2 Véta 21 (Abelovo kritérium)
Necht (a,,) je redlna a (b,,) komplexni. Déle necht je sou¢asné splnéno:
1. (a,) je monotonni.

2. lim a,=a€R

n—-+o0o
+oo
3.3 b
n=1
—+oo
= Z anby .
n=1

Dikaz:
“+o0 +oo “+o0
o > anby =) (an—a)by+ > b,
n=1 n=1 n=1

g
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+oo
<K= Z(an — a)b,, konverguje z Dirichletova

n=1

e (a,—a)—0 A (a, —a) monotonni A 3 K > 0;...;

kritéria.
e Soucet konvergentnich sum konverguje.

X

5.3.3 Véta 22 (Leibnizovo kritérium)

“+ o0
Necht (a,) je klesajici A nll)rfoo ap =0= Z(—l) an .

n=1

Dikaz:

e Jedna se o pfimy diisledek Dirichletova kritéria. V ptredpokladech véty mame prvni 2 body Dirichletovych
predpokladi.

e Za posloupnost (b,,) klademe (—1)" - ta m& omezenou posloupnost ¢astecnych soucti.

X

5.3.4 Véta 23 (Gaussovo modifikované kritérium)

Necht (a,) je kladna posloupnost spliujici pro ngjaké q,a € R,e > 0, (c,) omezenou, Ze podil jejich po sobé
jdoucich ¢lenii 1ze pro kazdé pfirozené n zapsat nasledujicim vztahem:

Gp41 o « Cn

G, n  nlte’

Potom plati:

¢ (qg>0V g=0) A ago:i(—l)"anﬁl

n=1

n=1

eg=1A a€(0,1>:>2(71)"an .

n=1

Dikaz:

13



5.4 Uzavorkovani fady

5.4.1 Definice (uzavorkovani fady)

+oo

Necht Z a, je Ciselna rada. Necht (kn)flg je ostie rostouci posloupnost celych éisel a sou¢asné necht ky = 0.
=1
" —+oo —+oo
Definujme V n € N; A, := A, _,+1 + -+ + Ag,. Radu ZA” nazyvame uzivorkovanim Fady Zan podle
n=1 n=1
posloupnosti (k).

5.4.2 Poznamka

Oznacme posloupnosti ¢astecnych souctu. Posloupnost ¢asteénych souctu fady s, a uzavorkovani S,. Z definice
je ziejmé, Ze mezi nimi plati vztah: S,, = s, . Posloupnost ¢astecnych souctii uzdvorkovani je tedy vybrand z
posloupnosti ¢astecnych soucti fady. Z toho lze usoudit:

+oo +oo
> [X] ([PD]) = 3= 4. [x] ([rD]).
n=1 n=1

"Diikaz"

“+o0
° ap | K|< lim s,€C A s, jevybrandzs, = lim s,€C= lim s, €C.
Z n oo o™ kn ) y n e iy kn,

n=1

e Obdobné pro lim s, = oo (i oo)

i
1—>+00

X

5.4.3 Véta 24 (fada a jeji uzavorkovani)
+oo

Budte Z an; (k) stejnych vlastnosti jako v definici. Necht déle plati:
n=1

1. lim a, =0.

n—+4oo
2.dMeN; VneNk, —k,_1 <M.
+oo “+o0
Potom maji fady Z Qs Z A, maji stejny charakter.
n=1 n=1
Dikaz:

e Cilem bude tvrzeni dokdzat pomoci pokryvaci véty.
e Definujme posloupnosti:

(Sn) .- (Sk,)
(Sn + @k, +1) - - - (Sk,+1)

(Sn + @k, 41+ + aryymr41) - - (Sky401)

“+oo
e Necht Y 4, [K] & lm 5,=LeC

n=1

Skn—&-l =5, + Ak, +1 — L
——
—0
Sknt+2 =Sn +ap, 42 = L
——

—0

14



e Vsechny nami vygenerované posloupnosti maji tedy za limitu &islo L € C.
e Pro zakonceni dikazu pokryvaci vétou staci ukazat, ze {k,} U {k, +1}U---U{k, + M —1} =N.

— To je urcité splnéno, protoze kazdé dva indexy jsou od sebe vzdaleny nejvyse o M, takze kazdy z indexi
za k, zahrneme do nékteré z dalsich nagenerovanych posloupnosti. Nékteré budou zahrnuty i vickrat,
proto jsme tim pokryli celou mnoZinu ptirozenych ¢isel.

X

5.5 Pfrerovnani rady

5.5.1 Definice (pferovnani Fady)

+o0 foo
Necht Z a, je Ciselna fada. Necht ¢ : N — N je bijekce. Pak fadu Z G,(n) Nazveme pierovnanim rady.
n=1 n=1

5.5.2 Véta 25 (charakter fady a pferovnani)

“+o0 “+oo
LS 0 [KA] = Y o [KA)
n=1 n=1

2. (Riemannova)

+oo +oo
Zan ; Vn € N; a, € R. Potom ke kazdému s € R* existuje pferovnani Zagp(n) majici s za soucet.
n=1 n=1
+oo
Rovnéz existuje prerovnéani Z ay(n), které osciluje.
n=1
Dikaz:
1. Konvergence
= an [KAJ& ) fa|
— Chci ukézat: Z lagm)l
— sh = |agm) |+ + |apm) | = (5,125 je ostre rostouci = lim s/, existuje. - chceme ukdzat omezenost
n—-+oo
— Sp = lar| 4+ -+ |an| éZIanl
— volme k,, = max{p(1),...,¢o(n)}
— potom plati: s, < sp, < Z lan| € R
— tim jsme ukézali, Ze fada konverguje
2. Stejny soucet - Vn € N;a,, >0
+oo +oo
— 7 predchoziho bodu vime, zZe Z Ap(n) < Z an
n=1 n=1
+oo +oo
— Daéle vime, Ze ¢ je bijekce, proto tedy existuje inverzni zobrazeni a plati Z Ap = Z A p=1(p(n))
n=1 n=1
+o00 400 +o00 400 +o0 +oo
— Celkem tedy: Z Op = Z Ap=1(p(n)) < Z Apn) < Z Gp = Z Ap(n) = Z .
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
3. Stejny soucet -V n e€N; a, € R
. +_an+|an| . 7_|an|7an .
— Nadefinujme: a; = — >0; a, = —a >0; VneN.
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+o00 +oo
— Uvazujme fady Z al, Z a,, . Obé tyto fady jsou konvergentni, protoze jsou slozeny kazd4 z nekonecné

n=1 n=1
mnoha ¢lenii absolutné konvergentni fady, a navic kladné, tedy z 2. bodu dikazu vime:

+oo +oo +oo

+ + _ +
> an [K|= D =D _an
n=1 n=1 n=1
+oo +oo +oo
ITITNED SRS ot
n=1 n=1 n=1

— odtud tedy:
“+oo “+oo “+o0 “+o0
at | — a .\ = at —a_, | = a;‘;—a;
2T T e = L oy = 2

=an
Ap(n)

X

Riemannova véta bez dikazu.

5.6 Soudin Fad

5.6.1 Definice (soudin Fad)

Budte Zan, an Ciselné fady. Necht ¢ : N x N — N je bijekce. V n € N; ¢, := a;bj; n = ¢(i,7). Pak fadu

n=1 n=1
oo oo oo
E ¢p Nazyvame soucinem fad E Ay, E b,,. Soucin Fad znacime E a;b;.
n=1 n=1 n=1 i,jEN

5.6.2 Véta 26 (Soucin absolutné konvergentnich fad)

oo oo
Necht Z G, Z b, absolutné konvergentni ¢iselné fady. Pak jejich libovolny soucin je také absolutné konvergentni

n=1 n=1
Zaibj:<§:an>< S bn>
i,jEN n=1 n=1

a plati:

Diikaz:
5.6.3 Definice (souéinova rada)

oo o0

Budte Z Qs Z b,, ¢iselné fady. Soucinovou fadou téchto dvou fad nazveme Fadu definovanou nésledovné:

n=1 n=1
0o n—1
E akbn—k
1

n=2 k=
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6 Mocninné rady

6.1 Vlastnosti mocninnych fad

6.1.1 Definice (mocninna fada)

+oo
Necht (a,)}25 je ¢iselna posloupnost. Necht a € C, potom Z an(z — a)™ nazyvame mocninnou fadou se stiedem

n=1
v bodé a. Oborem konvergence mocninné fady nazveme mnozinu definovanou takto:

+oo
0= {x € C; Z an(z —a)® } V x € O; s = s(x) nazyvame soucet rady.
n=1

6.1.2 Vé&ta 27 (o charakteru mocninné f¥ady)

+oo
Necht Z an(z — a)" je mocninné fada. Potom 3 p € R* : p > 0; takoveé, Ze plati:
n=1
+oo
1. |z —al <p:>Zan(:r—a)" .
n=1
“+ o0
2. |z — al >p:>Zan(x—a)”@.
n=1
Dikaz:

e Definujme M := {|:c —al; (an(z— a)")jbz je omezend} #0<=0eM
e oznafme: p :=sup M

o Tvrzeni 2

> +o0 . . N
— Necht |[z—al > p = lz—a| ¢ M = (an(z—a)") _ neniomezend = nll)rfm an(z—a)" #
z 1. vlastnosti supréma
0 = neni splnéna nutna podminka konvergence.
e Tvyrzeni 1
—|lz—al<p = I lzg—al € M|z —a| <|zg—al <p

z 2. vlastnosti supréma =:p’

“+oo +o00 —a n
EDICEDEEDY an@o—“)"( - )
1 oyt T i) a

=g<0
— JelikoZ se jedna o fadu s kladnymi ¢leny dostavame ze srovnavaciho kritéria:

“+o00 +oo +oo
ST K" [K]= Y an(@ - o) [K]= Y an(z —a)"
n=1 n=1 n=1

X

6.1.3 Definice (polomé&r konvergence)

Cislo p € R* z predchozi véty nazyvame polomérem konvergence mocninné fady.
6.1.4 Véta 28 (o poloméru konvergence mocninné fady)

+oo
Bud Z an(x — a)™ mocninné fada. Potom pro polomér konvergence této mocninné fady plati:
n=0

1

limsup /|an|

Pii¢emz pro limsup {/|a,| = +oo klademe p = 0 a pro limsup {/|a,| = 0 klademe p = +o0.

17



Dikaz:
e 7 predchoziho dikazu vime, ze: p = sup M, kde M = {|y : (any"):z je omezend} #P0<=0eM
e Berme tedy y # 0
e Za tohoto piedpokladu jist& plati: lim sup {/ |* = |y|limsup V/|a,|

Berme limsup {/|an|ly[* > 1 =3 e >0; I n € N; {a,y" > 1+¢e & apy” > (14+¢€)" = (any”) nenf
———

—+o0

omezena.

— celkem tedy: |y|limsup V/|an| > 1= |y| ¢ M

Berme limsup V/|an|ly|* < 1= 3 ng;Vn e N:n>ng;lay"| <1= (any") je omezena.

— celkem tedy: |y|limsup V/]a,| <1=|y|e M

o Zavérem:
— limsup V/|an| =4+c0c=M ={0} A p=0
— limsup V/]an|=0=M =R A p=+©

1 1 1
— limsup V/|a,|=L= M = <O7f) vV M = (0,

=V A —
NPT
=

6.1.5 Vé&ta 29 (derivovani mocninné fady €len po €lenu)

“+o0
Necht p > 0 je polomér konvergence mocninné fady Z an(z — a)". Na vnittku oboru konvergence plati:
n=0

oot (St o)

Dikaz:

e Berme néjaké x € (a — p,a + p)

Tr—rxo

e Chceme ukazat: lim (S( Znan To — a) 1) =0
T — X0

+o00 400
o s(x) — s(xp) Z an(x —a)" — Z an(zo —a)" = Z an [(x —a)" — (xg — a)”] NP,
n=0 n=0

—(z-20) Spod (r- )t (o —ayn 1k 07

“+00 n—1
_ (x_fo)ZanZ(x—a)k(xo—a)” 1—k
ao=0 n=1 k=0
+ —1 k —-1-k I
o 5(x) — s(xo) Znan g —a)" ! = (& = 0) 3021 an D imo (@ — @) (z0 — )" onan(xO—a)”71 -
.'L'_.TO r — X9 n=1
o0
S 00 S w0 — a3 NG AN
n=1 k=0 n= 1—2” 11 a1 =0

{
Mg

i xo—a)”*lfk—(:vo— Zan Z zo—a)" " k ((x — a)k — (zo — a)k)
k=0

n=2 - - |
=(z—z0) X F ) (z—a)i(zo—a)k—1-1

5
=
I
o
3
I|
N

n—1 k

ZQ"Z (ro —a)" (@ —m0) ) (z—a)(z—a)lf '

3

|
—

I
=)

e Berme 7 < p tak, aby: zp € (a — 7,a + 7). Nage snaha ted bude ukazat, Ze suma za poslednim ,rovna se“ je
konvergentni fada a vyuZit vétu o limité seviené funkce. Tim bude tvrzeni dokazano.
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- +oo n—1
o (z — x9) Eang (zo —a)" 1Rz — x0) g T —a) xo—a)k1’<(a:—x0Eangq-"lkklk
%/—/ —_—————— —
n=2 =0 k=0

<pn-l-k <gk—i-1 n=2
S,Tk—l
= n(n —1)
(x — g Z apy ————27"2
C - nn+1) , : o :
e Nyni ukizeme, ze fada Z Un——5—T konverguje. Podle srovnéavaciho kritéria potom bude konvergovat i
n=0
puvodni fada. (Zde jsme pouze posunuli meze.)
1
— — = limsup {/|ay]
o
—+o0
1 n n(n+1 1 n(n+1
— — = limsup |an|% =-AT<p= Zan¥7" V:EG (a—p,a+p)
p p

n=0
— Soucet této fady oznacme S.

s(x) — s(zo)
Tr — X9

—+oo
- Zann(xo —a)" Y < |z — x0|S]

n=1

e Mame tedy sevieni: 0 <

e vezmeme-li v pfedchozim bodu lim dostavame tvrzeni véty.
T—xT0

X

6.1.6 Véta 30 (Abelova)

Mocninng fada je spojita na celém oboru konvergence.

Diikaz:

+oo

e Necht p=0= Z an(x —a)® na {a} A a je izolovany bod = spojitost.
n=0
+oo

e Necht p > 0= Z an(z —a)" na néjakém intervalu ({a,b)) A na svém oboru je diferencovatelna podle
n=0

piedchozi véty (dokonce nekonetnékrat) = spojitost.
X
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7 Primitivni funkce, neurcity integral

7.1 Existence primitivni funkce, per partes, substitué¢ni metoda

7.1.1 Definice (primitivni funkce)

Necht f: (a,b) — R. Funkci F : (a,b) — R nazveme primitivni funkci k f < V z € (a,b); F'(z) = f(x).

7.1.2 Véta 31 (o primitivni funkci)

Necht G : (a,b) — R je primitivni funkei k f na (a,b) &3 C € R;G(z) = F(x) + C.

Diikaz:

Tvrzeni je zrejmé.

7.1.3 Definice (neuréity integral)

Neurcitym integrélem - znacime / f - rozumime mnozinu vSech primitivnich funkei k f na intervalu (a,b). Je-li
neprazdna zapisujeme /f(m)d:z: =F(x)+C.

Umluva: Konstantu C nebudeme se zietelem na predchozi vétu uvddet.

7.1.4 Veéta 32 (postadujici podminka existence primitivni funkce)

Necht f € C((a,b)) = existuje primitivni funkce k f na (a,b).
Dikaz:

bude proveden v dalsi kapitole

7.1.5 Véta 33 (metoda per partes)
Necht jsou funkce f,g € D'((a,b)). Necht H je primitivni k fg'. Potom fg — H je primitivni k f’g.
Dikaz:

e Chceme: (fg— H) = f'g

e Provedeme: (fg— H)' = f'g+ fg'— fg' = f'g.

X

7.1.6 Véta 34 (substituce v neuréitém integralu)

Necht F je primitivni k f na intervalu (a,b). Necht ¢ : (o, 8) — (a,b) takové, 7e ¢ € D'((a, 8)). Pak F o ¢ je
primitivni k (f o )¢’ na (a, B).

Dikaz:
e Chceme: (Fop)(t) = f(p(t))¢'(t)
e Provedeme: (F(¢(t))) = F'(o(t)¢'(t) = f(o(t)¢'(t)
X

7.1.7 Poznamka (ekvivalence ve v&té& o substituci)

pfedchozi véta zapsana symbolicky: /f(go(t))cp’(t)dt =Gt)+C = /f(x)dx =G(p Hx)+C

Necht @ je prostd, potom: ¢ = (), tedy: / (B (Dt = / Fele () ¢ (e ()Y (7) dr = / f(r)dr.
=/(r)  =lep(eim)=r

Pro ¢ prosté tedy dostavame v piredchozi vété ekvivalenci.
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7.2 Integrac¢ni metody pro specidlni tiidy funkci
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8 Urcdity integral - Riemannova-Cauchyova definice

8.1 Zavedeni Riemannova integralu

8.1.1 Definice (zakladni pojmy)

Nechf —0co < a < b < +00.
e Rozdélenim intervalu (a,b) nazveme kazdou kone¢nou mnozinu o = {xq, ..., z,}, kde g = a,z, = b.
o A, :=x;, —x;_1.
e Normou rozdéleni nazveme ¢islo v(o) := max{A;;i € n}.

e Zjemné&nim rozdéleni o’ intervalu {(a,b) nazveme kazdé o’ spliwjici, ze o C o’.

8.1.2 Poznamka (ekvidistantni rozdéleni)

Ekvidistantnim rozdélenim intervalu (a, b) nazveme rozdéleni spliwjici: V 4,j € n; A; = Aj.

Priklad.

{ b—a b—a ba}
c=<a,a+——,a+?2 N L .
n n n

8.1.3 Umluva
V celé kapitole: (a,b) = J.

8.1.4 Definice (horni a dolni soucet funkce pf¥i rozdéleni)

Necht f je omezena na J. Necht je o rozdélenim J. Definujme:

o M, :=sup{f(x):x € (wi_1,2;):i€n} = sup f(z)

(Ti—1,%4)

o m; :=inf{f(z):z € (x_1,2;):i€n} = inf f(z)

(Ti—1,%4)

n
e Horni souéet funkce pf¥i rozdéleni S(o) := X:MzAZ
i=1
n
e Dolni soucet funkce pfi rozdéleni s(o) := ZmiAi-
i=1

8.1.5 Poznamka (odhady dolniho a horniho sou¢tu funkce p#i rozdéleni)

Funkce f je na J omezend < 3 K >0; Vz e J;|f(z)| < K

Vien; —-K<m; <M;<K=-K(b-a)<s(0)<S(0)<Kb-a)<)Y Aj=b-a
i=1

8.1.6 Lemma (odhad horniho a dolniho sou¢tu funkce p#i rozdéleni)

Bud f omezena konstantou K na J. Necht o je rozdéleni intervalu J a o’ je jeho zjemnéni. Potom plati nasledujici
nerovnosti:

S(o) —2Kpv(o) < S(o') < S(0)
s(0) < s(0”) < s(0) + 2Kpv(o),

kde p = card(¢’ — o).

Dikaz:
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8.1.7 Véta 35 (vztah mezi sou¢ty funkci p¥i dvou rozdélenich)

Necht je f omezena na J. Bud'te o1, 09 ruzné rozdéleni intervalu J. Potom plati:
s(o1) < S(02)
Diikaz:
e Berme 0 := 07 U o>
e o je zjevné zjemnénim rozdéleni o1, os.
e 7 piedchoziho lemmatu tedy mame: s(o1) < s(o) A s(o) < S(o) A S(o) < S(o2) = s(o1) < S(o2)

X

8.1.8 Definice (horni a dolni integralni soudet)
Necht je f omezené na J.
b
e Dolni integralni souéet / fri:=sup{s(o);o < J}
ax
bx*

e Horni integralni soudet fi=inf{S(0);0 « J}

a

8.1.9 Poznamka (vztah mezi hornim a dolnim integralnim soudtem)

b b
Sup{s(o).;_aQH J}:/a*fg/a f=if{S(0);0 + J}

Berme libovolné as. V o; s(o) < S(o2) = sup @ < S(o2)
——

jednd se o horni zdvoru pro mnoZinu Q

8.1.10 Definice (Riemanniv integral)

b b*

Necht je f omezena na J. Necht / f= f. Pak fekneme, ze mé funkce f na intervalu J Riemanniv integral
a* a

b
a spole¢nou hodnotu dolntho a horniho integralniho souctu znac¢ime / f-
a

8.1.11 Véta 36 (nutna a postacujici podminka existence Riemannova integralu)

Necht je f omezena na J. Potom plati:
b
/ f ezistuje &V e>0; 3o J; S(o)—s(o) <e.

Dikaz:

b b
=  — predpokladame existenci Riemannova integralu, tedy / f= / f
a* a

— Chceme ukizat: Ve > 0; 30 < J; S(0) — s(0) < e. Necht je tedy zadéno € > 0 libovolng.

b
- VE>0; Joy; - < <
5 o1 /a*f 5 s(o1) < s(o)
z 2. vl. sup lemma
bx
—VE>O0; doy; ’ f+g > S(o2) > S(o)
z 2. vl. inf lemma

— Polozme o := 01 U 09, coZ je zjevné pro obé rozdéleni zjemnéni.
— Mame tedy soustavu nerovnosti:

bx
f+2> S(0)

zzf—§<4@
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— vynasobenim druhé nerovnosti (—1) a seCtenim nerovnosti dostaneme diky existenci Riemannova inte-
gralu nerovnost:

g+&> S(o) — s(o)

o — € ~ . foz P
— Stadi tedy € := 5= € - tim dostavame tvrzeni véty

<  — zde pfedpokladame platnost vyroku: Ve > 0; 3o« J; S(o) —s(o) <e¢
b bk
— a chceme ukazat, Ze uz musi byt nutné splnéno, ze / f= / f
a* a

— Z prvni vlastnosti infima a suprema dostavame soustavu nerovnosti:

bx*
Se)= | f

o= s

— vynasobenim druhé nerovnosti (—1) a se¢tenim nerovnosti dostavame:

€>5(0)—5(0)2/ab*f—/aifzo

b b b
— Tato nerovnost mé byt podle piredpokladu splnéna pro libovolné ¢ > 0 = / f= / fe / f existuje.
a a* a

X

8.1.12 Véta 37 (spojitost a Riemannav integral)

Necht f je omezena na J. Potom plati:
b
fecy) :>/ f existuje.
a
Diikaz:

8.1.13 Véta 38 (monotonie a Riemanniv integral)

Necht f je omezena na J. Potom plati:

b
f monotonni na J = / ezistugje.
a

Dikaz:

e Piedpokladejme, Ze f je na J ostie rostouci.
b

e Chceme: / [ existuje <V e >0; o; S(o)—s(o) <e
a

e Odhadnéme tedy rozdil S(o) — s(0):

=t diky f OR  <w(0) =t
€
e Staci tedy rozdéleni o volit takovym zpusobem, aby: v(o) <
)< -

X
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8.1.14 Véta 39 (dédi¢nost Riemannova integralu)

Necht f je omezena na J. Necht (c,d) C J. Potom plati:

b d
/ [ existuje :>/ [ existuje.
a C

Dikaz:
e Chceme: V&' > 0; 30’ « (c,d); S(o’) —s(o’) <&
e Mame:Ve>0; 3o+ J; S(o)—s(o)<e

e polozme &' := ¢ odtud dostaneme rozdéleni intervalu J — o.

Definujme ¢* := o U {¢, d} - to je zjevné zjemnénim rozdéleni o

z lemmatu mame:

S(c*)

s(o™)

N IA

S(o)
s(o)

vynéasobenim druhé nerovnosti (—1) a jejich se¢tenim dostaneme nerovnost:

S(c*) —s(c*) < S(o) —s(o) < ¢

Definujme ¢ = o* N (¢, d)
e pro toto rozdéleni bude urcité platit: S(c) — s(0) < S(o) — s(o) < ¢

X

8.1.15 Véta 40 (existence Riemannova integralu na sousednich intervalech)

Necht f je omezena na J. Necht a < ¢ < b. Potom plati:

c b b
/ [ existuje A / f existuje = / f existuje.
a C a

Dikaz:
e Mame:

— 30! & (a,c); S(o') —s(o!) < &
- 3 0% & (c,b); S(0?) —s(0?) < &2

e Chceme 3o« J; S(o0) —s(o) <e
e Polozme o = o' Uo?

X
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8.1.16 Véta 41 (nespocetné mnoho bodu spojitosti riemannovsky integrovatelné funkce)

Necht f je omezena na J. Potom plati:

b
/ f ezistuje = 5P y e J; f e C({y}).

Diikaz:
e Chceme ukézat pro pevné zvoleny bod ¢ : f € C({c})

e Berme posloupnost (En)zozo takovou, ze Vn e N; g, >0 A (En) 4 0.

o0
e Konstruujme posloupnost intervali ((an, bn>) nasledujicim zptisobem:

n=0

— Chceme, aby Vn € N; a, < apg1 A bpr1 <by AN ag=a A bg=0b

bo
— Dale vime, Zze f existuje & ¥V g9 > 0; 3 0 < (ag,bo); S(o) —s(o) = Z (supf — inff)Ai <
ap i=1
€o(bo — ao)
— Odtud sup f —inf f < &¢ pro supremum a infimum z intervalu (ag, by) .
— Kdyby ne:
x dostali bychom opa¢nou nerovnost - spor s nutnou a postacujici podminkou existenci Riemannova
integralu

— Obdobnym postupem bychom pro interval {(a1,b;) dostali, ze sup f —inf f < &;.
—aqgp<a;<ag---<b, <...by
—c¢:=lima, = a,<c<b,

n— oo
a, OR
e Chceme tedy ukézat: Ve >0; 35> 0; Vo € (c—0d,c+9); |f(x)— flc) <e

e lim £, =0=3neN;e, <e -k tomu dostaneme interval (a,,b,).
n— o0

e zvolme 0 := min{c — ay, b, — ¢}, potom dostaneme |f(z) — f(c)] <sup f—inf f <e, <e

X
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8.2 Riemanniv urcity integral jako limita posloupnosti
8.2.1 Definice (normalni posloupnost rozdéleni)

Necht (O’n)zozo je posloupnost rozdéleni intervalu J. (Jn):; nazveme normalni < lim v(c,) = 0.

0 n—oo

8.2.2 Poznamka (banalita)

Pripomenme, Ze / f:=sup{s(o);o + J}, proto z druhé vlastnosti suprema:

b b
e*; 3o% / f—6*<5(0)§/
a* ax

8.2.3 Véta 42
Necht f je omezené na J. Potom plati:

b b
Ve>0; 3§>0; VU<—>J:V(0)<6;/f—5<S(U)§/

*

Duikaz:

e ¢ > 0 zvoleno libovolné, pro néj hledame § > 0.
b
e plati ,banalita®, proto V * > 0;3 a*;/ f—e" <s(o)

o fjeomezenana J < I K >0; Vo eJ; |f(x)] < K
e pro libovolné zjemnéni o C ¢’ podle lemmatu plati s(o) < s(0’) < s(o) + 2Kpv (o), kde p = card{c’ — o}
e p* :=card(c™)

e zvolme libovolné o <+ v(o), definujeme: ¢’ := o U o*. Pii takto definovaném rozdéleni je ziejmé, ze pocet
bodi v ¢’ je oproti poétu bodii v ¢ vétsi nanejvys o p*.

e Celkem tedy dostéavame:

5(0) = 5(0) — 5(0") + 5(0") — s(6™) + 5 / L ) / foe

>—2Kp*v(o) >0 2]‘;’* f—e* je- lz <e*

*

3

Nyni tedy staci: < =
e Nyni tedy staci: v(o) SRy

X

8.2.4 Vé&ta 43 (horni a dolni souéet funkce pfi normalnim rozdéleni)

Necht je f omezené na intervalu J. Necht (an) _, Je norméln{ posloupnost rozdélenf intervalu J. Potom plati:

bx
lim s(op) / f A lim S(op) = f.

n—oo n— oo a

Dikaz:
e Chceme ukizat lim s(o,) = /f(:)VE>0 Imo eN; Vn>ng; [s(on) — f’<€
n—oo
e Méame:
- (‘7")le je normaln{ posloupnost rozdéleni intervalu J < V &' > 0; 3 ng;...;|v(o,)| < €

& nlgrgo v(op) =0

b
—zvéty43: Ve’ >0; 35> 0; Vo;...;/ f—€" < s(o)
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e ¢ > 0 je dano libovolné. Vezméme tedy &’ — § := &/ — ng tak, Ze plati:

1"

b
Ve >0; Elno;...;/ f—¢e"<s(on) <

s(on) —/ f‘ <ée”
e Staci tedy € := " a tedy mg := ny.
X

8.2.5 Definice (Integralni souéet)

Necht f je omezené na intervalu J a necht o je rozdéleni tohoto intervalu.
Integralnim souc¢tem funkce f pfi rozdéleni o nazveme ¢islo definované:

U) = Z f(gz)Ala

kde €¢€<a)‘i,17.’lﬁi> A\ O'Z{.’EQ s Llyee ey Ty—1y, Ty }
~— ~—
=a =b

8.2.6 Poznamka (dalsi banalita)

Uz vime, Ze plati:

odtud plyne:

8.2.7 Vé&ta 44 (ZLIP - zikladni lemma integralniho poétu)

Necht je f omezené na J. Potom plati:

b
/ [ existuje &V ((Tn):O:O normdlni; lim I(o,) € R.

n—oo

Dikaz:

n— oo n— oo

b b bx
= f/ f existuje@/ f:/ f A (on) normdini = lim s(o,) = lim S(o,)

— navic podle dalsi banality plati: s(o,,) < I(0,) < S(on)

— Odtud uz limitnim pfechodem a podle véty o limité seviené posloupnosti dostavame: hm I(on) / f
X

< 1. faze: pfedpokladejme, Ze pro vSechny normalni posloupnosti rozdéleni jsou lim I(o,) stejné. (bude doka-
n—oo

zano ve 2. fazi)

() () _

— (0,) je normalni posloupnost rozdéleni. o, = {zg = a,z;"’,... 7} ° = b}
— Vime, ze m; = inf f AN M;= sup f
(z (n)1 (n)> (x(n) x(n)>
o i i—1%4
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— Vynasobenim obou nerovnosti A; a vys¢itanim obou nerovnosti dostaneme z (1):

kn
S mMA, FE)A; <Zm")A+ ZA
=1

=s(on) =I¢(on) =S(on) =b=a

uMw

b

Jelikoz se (o0,,) je normalni posloupnost rozdéleni, plati pro ni, Ze lim s(c,) = / /. Provedeme-li tedy
n—oo ax

v diskutované nerovnosti limitni pfechod, pak z tohoto faktu a z véty o limité seviené posloupnosti

dostavame, Ze hm I¢(op) / f
— 00

— Z (2) potom dostavame:

kn kn kn
PPUARYNES % STA < o) <3 MA

= i= i=
=S(o4) :b%@ =S(on)
bx bx
— Ze stejnych duvoda plati, ze lim S(oy,) = A lim I(on) = f
n—oo

a

bx
Podle naseho piedpokladu plati, ze lim I¢(oy) = hm I,(on <:>/ / f <:>/ [ existuje.
n—oo

< 2. faze: Ukazat, Ze vSechny limity z pFedpokladu jsou si rovny. (SPOREM)

— Budte (I(c (")), (I(c?)) dvé rizné, normélni posloupnosti rozdéleni takové, ze (I(c(M)) — Iy A
(@) =12 A L #1

— Vygenerujeme posloupnost (I(0y,)) = (I(Uil))7 1'(052))7 I(aél)), I(aéz)), ...) - to je normélni posloupnost
rozdéleni (je nakombinovana ze ¢lent normalnich posloupnosti rozdéleni)

— lim I(0,) neezistuje <= I(c\V) = 11 A I(6?) =1y A Iy # Iy tedy z véty o limité vybrané posloup-

n—oo
nosti. Jelikoz limita integralniho sou¢tu pro norméalni limitu posloupnost neexistuje, je to spor s nas§im

predpokladem.
X

X

8.2.8 Vé&ta 45 (soudet urcitych integrali)

Necht f, g jsou omezené na J. Pak plati:
b b b
/ f,/ g e;m'stujz':>/ (f + g) existuge.
a a a

e berme libovolné (o,,) normélni posloupnost rozdéleni, potom:

Dikaz:

n

Iig(on) =Y (f +g)(€M)aM = i(f(&“”) +g(eM)AlM = Zf GRIVNE +Zg (EMAT = Ip(0,) + Iy(0)

=1 i=1 =1 =1
konverguji

X

8.2.9 Véta 46 (existence Riemannova integralu na sousednich podintervalech)

c b b b c b
Bud f omezena na J. Budte a < ¢ < b, necht existuji / f,/ f. Potom existuje také/ A / f= / f+/ f-
Dﬁkaz, a (& a a a C

e Bud (O’n) normalni posloupnost rozdéleni intervalu (a, b)

e Vytvoime o), = 0, U {c} - ta je ur¢ité normalni.
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e Dale generujme: 0%¢ = o N (a,c), 0° = o N (¢, b) - normalni posloupnosti rozdéleni podintervali intervalu

J.
kn c b
e Dale plati: I(0}) = Zf(fi)Ai =I(c®") + I(c%) = / f +/ f
X

8.2.10 Veéta 47 (nerovnosti v uré¢itém integralu)

b b
Necht existuji/ f,/ g, potom:
a a

b b
1.VGJ;f(x)§g(x)j/f§/g
b b
2.V€J;f(x)<g(:17):>/f</9

Dikaz:

1 — Chceme ukazat, 7ze: O</ / / g—1Ff _/

— podle pfedpoklada vime, Ze: V x € J;h(x) > 0, berme tedy né&jaké rozdéleni intervalu J a k nému dolni

soucet funkce pii rozdéleni: s(o) = Z miA\; > 0
~—

infima z nezdporné funkce

b b b b
- / f,/ g existuji :>/ h :/ h = sup{s, (0);orozdéleni J} > 0
X

b b
2 — Berme / h, kde h predstavuje tutéz funkci jako v bodé 1, tentokrat budeme chtit: / h>0

— Zde obdobny postup nezabere, jelikoZz infimum z kladné funkce muze byt i nula, proto:

—>$0

b
1
/ h existuje = 3 29 € (a,b);h € C({xo}) & lim h(x) = h(zg) > 0 = h(z) > gh(xo) A h e

CH{zo})=35>0; Ve (xg—0d,z0+9); h(zg) > §h(x0)

T+ b
70dtud/ / h+ / h +/ h > 6h(zg) > -+ h(xg) +--- >0

76 0+d

>f”’+5 Lh(zo) 20
X
X

8.2.11 Véta 48 (Riemanntiv integral a absolutni hodnota)

b b b b
Necht f je omezena na J. Necht existuje / f, pak existuje také / |f| a plati, ze / lf] > / f’.
a a a a
Dikaz:
b b b b
o 2 tvizent: V z € Ji|f(2)] > f() A |f@)] > —f(@) j/ 1f] 2/ £ A / ] > —/ f. Mame tedy:
b a a a a
2A>B N A>—B & A>|BJ“ Stadi tedy ukazat, ze / |f] existuje.

e Ukazme pomoci nutné a postacujici podminky:

e Chceme ukazat, 7e V ¢ > 0; 3 o5 Sjf(0) — s7/(0) < Sp(0) —s5(0) < e

chci mdm

e odtud: Z(sup |f|—inf|fDA; < Z(supf —inf f)A
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e Staci tedy ukazat, ze sup |f| — inf | f| < sup f — inf f Rozdélme na nékolik pFipadi:

— pro f(z) > 0 trivialné nastava rovnost

— pro f(z) <O0:sup|f|=—inf f A inf|f| = —sup f, opét tedy trividlné nastava rovnost.
— dzo,y0 € J; flzo) >0 A flyo) < 0, potom sup|f| = max{sup f,—inf f} A inf|f| > 0. Odtud
sup | f| — inf | f| < sup|f]| < sup f — inf f

mazimum z kladnych soudet je mensi nezZ jejich soudet
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8.3 Integral jako funkce horni meze

8.3.1 Definice (horni a dolni mez)

b a b
Necht f je omezena na intervalu J. / f existuje, potom plati, ze / f=- / f. Cislo a nazyvame horni mez,
a b a

¢islo b nazyvame dolni mez.

8.3.2 Véta 49 (integral jako funkce meze)

Necht f je integrovatelna na intervalu J. Necht F': J - R jeV z € J; F(x) := / f. Potom:

1. FeC(J)
2. Je-li zp bodem spojitosti funkce f, potom F'(xq) = f(x0)
Diikaz:
1 Chceme: Vg€ J; Ve>0; 3d>0; Ve (xg—06,20+9); |F(xr)— F(zg)| <e

o< IF@-Fan)l=| [ 1~ [ 1 /ff+/:f—/:°f‘: INE

/f|

<
~~—

x
[
g

f omezend

K|z — x|
— po limitnim pfechodu z — xo dostavame z véty o limité seviené funkce: lim F(z) — F(zg) = 0 =
r—rxo
lim F(z) = F(xg) < F € C({zo}) = F € C(J) - kvuli libovolnosti volby zg.

T—xTo

X
2 Necht z( je bodem spojitosti f < Ve >0; 35>0; Vte (xg—0,x0+9); flxg) —e< f(t) < f(zg) +¢

— Vo € (xg— §,20 +9);

/:f(fco)é‘</:f</;f(xo)+€
_F = (Flao) +

(f(z0) — &)(z — 20) () = F(z0) f(z0) +&)(z = 20)
e F@ = F@o) gy o
Xr — X
— celkem tedy %50(1‘0) —flxg)| <e& xlgr;ﬂ w = f(zo) & F'(x0) = f(xo)

X
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8.4 Vypocet urcéitého integralu

8.4.1 Vé&ta 50 (Newtonova formule pro vypoc&et ur¢itého integralu)

b
Necht / f existuje a soucasné necht je splnéno:
a

L. Vz € (a,b); F'(z) = f(2),
2. FeC(J),

potom:

b
/sz@—me=wm

Dikaz:

e Berme o rozdéleni intervalu J. Vime, ze plati: a =z < --- <z, =b

L] F(b) - F(a) = F(Sﬁn) - F(xn—l) + F($x_1) +...— F(l‘l) + F(ZZ?1) - F(.Z‘()) = ZF(Z}) - F(l‘i_l)

i=1

podle predpokladu je F' spojitd na uzavieném intervalu J a na vnitfku tohoto intervalu méa derivaci. Proto
aplikujeme Lagrangeovu vétu o prirtstku funkce, podle té existuje &; € (a,b) takove, Ze:

n

*F(b)—F(a):ZF(%‘)— (zi-1) ZF’@ zi—xii1) =Y f(&)A; =1(0)

i=1

Pro kazdé rozdéleni o intervalu J tedy naleznu &; € (a,b) takoveé, ze F'(b) — F'(a) = I(0)

b
podle ZLIP: / [ existuje &V (o,,) normdlng; 1Lm (on) ER A hm I(oy) / f

Berme tedy o normalni. Limitnim pfechodem n — oo v * dostévame:

n—oo

F(b) — F(a) = lim I(o,) / f
X

8.4.2 Véta 51 (metoda per partes pro urcity integral)

b b
Necht f,g € C(J) A f,g € D'(J%). Necht / f’g,/ fg' existuji. Potom plati:

lefg=:um2—3lbf¢
Diikaz:

/(fg (9]} /fg+/ fq' @/fg—fg /fg

e Existence integralu / (fg) je zarutena tim, 7e plati: / (fg / f'g +/ fg' a oba tyto integraly z
predpokladi existuji.

X

8.4.3 Véta 52 (metoda substituce pro urdity integral)
Necht ¢ € D'(J°) A o € C(J) A f € C(p(J)). Potom:

b »(b)
/f@@W@ﬁ=/ f(x)dz
a »(a)

Dikaz:
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e Berme né&jaké ¢ € o(J), definujeme V z € ¢(J) : F(x) := / f(z)dz. F je funkce horni meze, proto plati
F'(z) = f(x) & F je primitivni funkce k f A F € C(p(J)).

F(p(t)) je ¥V t € J° primitivni k funkei f(p(t))¢'(t)

Plati tedy:
»(b) w(b) w(a)
/ f(@)dz = F(p(b)) — F(p(a)) = / f(z)da + / f(x)de = / f(z)dz @

b
Fle®)¢' (t)dt = F(p(b) = F(p(a)) = ... *

a

Celkem tedy: (x) = ()
X

8.4.4 Vé&ta 53 (integralni tvar zbytku v Taylorové vzorci)
Necht f € C"T1(H,), potom plati:

Rale) = = [ =07 s ar

Dikaz:
e Matematickou indukci

e pron=20

@) = Tole) +Role) = Role) = £(2) ~ £(0) = | " P
et ‘

pron—+1

f(@) = Tht1(2) + Rogi(2) = Roy1(2) = Th(x) — Taga(z) +Ra(2)

_f ) (a .
_ f(nill)!( ) (z—a)n+
f 1 (a) n [ n ¢(n
Rpyi(z) = ,—m(ﬂf—@) +1+m ) (x — )" f D ()dt
P

na posledni integral aplikujeme metodu per partes pro urcity integrél tak, ze u/(t) = (z—t)" A v(t) = fFH(¢).

Odtud:
() np1 L (@ =" vy ] /I (=" e
Ruale) = e oyt = (| - S|+ [T e
R
e Celkem tedy:
1 ’ n n
Rpy1(x) = m/ (@ — )"+ 2 ()t

34



8.5 Véty o stfedni hodnoté
8.5.1 Vé&ta 54 (1. véta o stfedni hodnotg)

b b
Necht f:Vz € J; f(x) >0 A ¢ je omezend na J. Necht / fg,/ f existuji. Potom existuje p € <<inf g, sup g>

a,b) " (a,b)
b b
/fg=u/ f

takoveé, ze:

pozn.: Jelige C(J); ce J; u=g(c)
Dikaz:
eVrelJ:

infg < g(z) <supg
infgf(z) < f(z)g(z) < supgf(z)

infg/abfé/abfgésupg/abf
oje—li/abf=0:>/abfg=0

Ja fg
L

——
=

b
oje—li/ >0=infg <

X
8.5.2 Vé&ta 55 (2. véta o stfedni hodnotg)

Necht g je monoténni na J. Necht existuji / fag, / f- Potom existuje c € J takové, ze:

/fg—g ) [ 40 /f

Pro diikaz priddme ndsledugict piedpoklady: ' € C(J) A f e C(J).
Dikaz:
eVzelJ, Flx /f:>F =f(z) N FeC(J)

b
e Budeme se snazit pouzit 1. vétu o stfedni hodnoté na integral / Fg'. Predpoklady véty jsou jisté splnény,

a
protoZe g je na J monoténni, a tedy ¢’ na J neméni znaménko. F € C(J) = F omezend na J.

e Odtud dostavame:

[Fgl} /fg = /:Fg’zu/abg’ = =F()/b9’=F()[9]Z

per partes FeC(J)=3 ceJ

b
/ f9 = 9(@)[F(c) — F(a)] + g(b)[F(b) — / ftglb / i
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9 Aplikace urcitého integralu

9.1 Délka grafu funkce

9.1.1 Definice (délka ¢ary aproximujici graf funkce pfi rozdéleni intervalu)

Necht f € C({a,b)), potom délku ¢ary ... pii rozdéleni o nazveme &islo definované:

(o) == Z V(@i —xim1)? + (f(2:) — f(wio1))?

9.1.2 Poznamka

Necht o C ¢’ = I(c') > I(0)

9.1.3 Definice (délka grafu funkce)

Necht f € C({a,b)), pak délkou grafu funkce nazveme ¢islo definované:
L :=sup{l(o);0 < {(a,b)}

9.1.4 Poznamka

Podle definice muZe byt délka grafu funkce i nekonecnd. Pridame-li predpoklady: f € D’((a,b)), f' omezena na
(a,b).

n

o) = |1+ (f(m”) — f(xi‘1> (i — i) = Z T+ (F@)?Ai =1 jga(o) S VI+ KD A=

Ti — Ti—1 =1
=V1+K2%(b—a) < +o0; ¥V 0 <> (a,b)

Za téchto predpokladi je tedy délka grafu funkce ¢islo konecéné.

9.1.5 Véta 56 (vypocet délky grafu funkce)
Necht f € C'({a,b)). Potom plati:

L:/:W

Dikaz:

e (0,) normalni

b b
e cl) = J1i+f? e Ccl) = / V1+ f? existuje A / \/1+f’2\:’, = lim I 1+f'2(0") =

n—00
ZLIP

lim l(c,) = L
n— o0 ~~~
2

1
VneN; Jo; L—ggl(a;)gL: lim I(0}) =1L

n—oo

a ~ .. * . . . £1ons « .
berme o,, = o) U {a + 131 € n} tj. zjemnéni o, a také se jednd o normalni rozdéleni, odtud:

o L——<l(o}) <l(op) <L= lim l(0,,) =L

n n— 00
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10 Riemanntv zobecnény integral

10.1 Zavedeni, vlastnosti

10.1.1 Definice (vlastnost R1, R2)

Rekneme, Ze funkce f mé na intervalu (a,b) := J vlastnost R1 < V2 € JO; (R)/ f existuje. Obdobné definujeme

a

vlastnost R2.

10.1.2 Definice (Riemanniiv zobecné&ny integral)

Mgj f vlastnost R1 na J°. Rekneme, ze f je na J riemannovsky integrovatelna < V x € JY; hI{l (R)/ feR
Tr—r a

Riemanniiv zobecnény integral potom definujeme takto:

z—b_

(R) Tim f*/f

10.1.3 Definice (vhodné rozdé&leni)

T={ 129 ,21,..., T } : ¥p < x1 < -+ < x nazveme vhodnym rozdélenim pro funkci f na JPevVinek f+
~— ~—
=a =b

x; b k T4
(xi—1,2;) je vlastnosti R1 (R2). Pokud V i € k;/ / existuje & / f= Z/ I
Ti—1 a i=1"Y%i-1

10.1.4 Pozorovani (vlastnosti Riemannova zobecnéného integralu)

/f,/gemstup:/af—i—g—a/ f+/

(plyne z véty o aritmetice limit)

/f,/gemstujl/\VxEJof ) < g(z :>/f</

(plyne z véty o nerovnosti v limitach)

10.2 Vypocet Riemannova zobecnéného integralu)
10.2.1 Vé&ta 57 (zobecndna Newtonova formule)

Necht f mé vlastnost R1 na intervalu J°. Necht F je na J° primitivni k f. Necht lim F(z), lim F(z) € R.
r—0_

T—a4

b
Potom / f existuje a plati:
a
b
/ f=[F]’ :=limF —lim F.
a b_ ay
Dikaz:

y
e fje vlastnosti R1 &V y € JY; / f existuje.
a

e Dodefinujme F(a) :=lim F < F € C({a,y)) - tim jsou splnény pfedpoklady pro pouZiti klasické Newtonovy
ay

formule:

y
R)/ f = F(y) — F(a) - aplikujeme limitni pfechod lim

y—b_

/f— lim (R) yf: lim F(y)— F(a)

y—b_ y—b_ ——
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10.2.2 Véta 58 (zobecnéni metoda per partes)
Budte f,g € C'({a,b)). Necht lli)m € R. Potom:

/abf’g= [fg]Z—/abfg',

pokud alespoii jeden z integrali existuje.

Dikaz:

e pouzijme klasickou metodu per partes na interval {a,y):

/fg—fg /fg /hm
/abf:yILW >/ f= Jim [fglz — lim ( /fg
/a=[fg]§—/a 1o

e Podle predpokladu jeden z integrali existuje a diky rovnosti vySe musi existovat i druhy.

X

10.2.3 Vé&ta 59 (zobecné&na substituéni metoda)
Bud ¢ € C'((a,3)), ostie monoténni na (a, 8). Bud f € C(¢({a, B))). Oznacme a := ¢(a),b := lémgb. Potom

B b
/ fo(t)d' (t)dt = / f(x)da.

Paklize alespoi jeden z integrald existuje.

plati:

Dikaz:

e V dukazu vyuzijeme nésledujici dvé véty:
b
— 6Ol ). €D (@.8)) A [ CB((a.B) = / Fo0)¢ (0t = [ fla)de
— VoLSF: a € R* A a € der(Dyoq),b,c € R* A lilr)nf:c Alimg=b A (S \% P> =limfog=c

e BUNO berme ¢ ostie rostouci. Potom plati: ¢({c, 3)) = (a,b) A ¢~ ' je ostfe rostouci na (a,b).

Navic plati, ze lli]mqﬁ_l =BAVze{ap); ¢(z2) <b A Vyeab) ¢(y) <p

Spojitost ¢, ¢’, f zarutuje splnéni piedpokladii pro vétu o substituci v uréitém integralu na intervalu («, z).
Tedy podle té V z € («a, §) plati:

z o(z) ¢(z)
(k) / _ 2)dx = 2)dx
/a F(6(0)8 (H)dt = /¢ @ / f(x)d

b y ]
Necht existuje / f e lim / feR VT qiy a plati:
a y—=b_ J,

z2=B- Ja

) o(z)
i (i = [

pro VOoLSF jsme vyuzili toho, 7e V z; z # ; ¢(z) # b.
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B z ()
e Necht existuje / Fo))g Bdt < lim [ f(@)gdt e R "E lim / ’ F(6(t)¢/ (t)dt a plati:

z tof— [, y—b_

" (v)
lim FOENE Ot = tm [ F6@)e (1) = /f

y—=b- J, 2=B- Jqo

e Po dosazeni z ***) do levé strany méme

o~ (v) I y)))
lim flo(t)d' (t)dt = lim = hm/ /f

y—=b_ J, y—=b_ S, y—>b
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10.3 Konvergence Riemannova zobecnéného integralu
10.3.1 Vé&ta 60 (integralni kritérium)

Necht f majici vlastnost R1 je klesajici na (1,00) A lim f = 0. Potom plati:

JREES WIS
1 n=1

Poznamka: f klesajici a navic imf = 0=V x € (1,00); f(x) > 0. Definujme F pro kazdé y € (1,00); F(y) =
Y2

Y Y2 Y1
/ f(z)dz. Tato funkce je ur¢ité rostouci, tj. Vyi,y2 € Dp : y1 < y2; F(y1) < F(y2) < / f= / f+ f
y

1
pri¢tenim druhého 1ntegralu jsme prvni urcité zvétsili, jelikoz integral z kladné funkce je kladné &islo. Jelikoz F' je

monoténni = lim f existuje.
z—=b- Jq
Dikaz:
y
e Vime tedy uz, 7e lim f existuje.
z—b_ [

n+1
Odhadnéme / f(z)dx
1

dolni odhad:

i adzthta k+1 f kles k+1 n+1
/ f(r)d Z/ Z/k f(kJrl)d;p:Zf(k)
' k=1 h—2

horni odhad

" adztwta k+1 f kles " k+1
() z)dr < f(k) = (k)
[ e 2 [Ty

celkem tedy:

k) - /1n f(m)dﬂf < ; /lgﬂ
< /1 f(a)ds <5,

kde s = " f(n)
n=1

e piiCemz ze sevieni je ziejmé, Ze integral a pfislusnd rada musi mit nutné stejny charakter.

X

10.3.2 Vé&ta 60 (srovnavaci kritérium pro konvergenci integrali)

Necht f, g maji na (a,b) vlastnost R1. Necht je dale splnéno: V x € (a,b); 0 < g(x) < f(x). Potom plati:

[ 1= [l

Duikaz:

y y
e z nerovnosti v integralech mame: 0 < / g(x)dx < / f(z)dz, odtud limitnim pfechodem lli)m

Y
0 < lim dz<hm/f

y—=b_ J, y—b

0< / gw)dz < / f(a)da
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b
e piiemz jsme / g(z)dx sevieli mezi dvé realna Cisla, musi tedy byt také realné ¢islo, a proto konverguje.
a
X

10.3.3 Véta 61 (limitni tvar srovnavaciho kritéria pro integraly)

Bud'te f, g kladné s vlastnosti R1. Necht existuje L := lim M Potom:
z—b_ g(x)

L<oo/\/f dx-:>/ dx.

Dikaz:

f(z)
g9(z)

e Urdité existuje H, takové, Ze < L+ 1, a proto:

0< f(z) < (L+1)g //

0</f dx<(L+1)/a o(z)dz

e Opét se nam / f(x)dx sev¥it mezi dvé redlna ¢isla. Nezbyva tedy, nez aby bylo také realné.
a

X
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