Otazky pro test zakladnich znalosti z
Matematické analyzy 1

1. a) Necht f je zobrazeni mnoziny A do B, tj. f: A — B.
Pomoci kvantifikatora zapiste:

e zobrazeni f je prosté;
e zobrazeni f je na mnozinu B.

b) Definujte, co znamena, Zze mnozina A je ekvivalentni s mnoZinou B (tj. A ~ B).

c¢) Napiste konkrétni priklad dvou mnozin A a B, které maji soucasné nasledujici tii vlastnosti:
A C B, A #+ Ba A ~ B.Zdavodnéte, pro¢ vami zvolené konkrétni mnoziny A, B jsou skute¢né
ekvivalentni.

2. a) Definujte pojmy: posloupnost, vybrana posloupnost, skorovybrana posloupnost.
b) Pro posloupnosti (a,) , (b,), kde a,, =7 a b, =7 (v kazdém testu bude néjaké konkrétni
zadani) rozhodnéte, zda

e jedna z téchto posloupnosti je vybrana z druhé;
e jedna z téchto posloupnosti je skorovybrana z druhé.

Své odpovédi zdtivodnéte.
c¢) Vyslovte vétu, ktera pojednava o vztahu limity posloupnosti a limity posloupnosti z ni
vybrané.

3. Necht (a,,)en je redlna posloupnost.
a)BudceR .

e Definujte pojem okoli bodu c.

e Zapiste pomoci kvantifikatord definici vyroku lim a, = c.
n—-+0o

(Upozornéni: zkontrolujte, zda vas zapis definice funguje univerzalné jak pro konecné, tak i
nekoneéné hodnoty c.)

b) Vyroky A, B, C' a D znéji takto:

A: (a,) je omezena (shora omezen4, zdola omezena),

B: (a,) je konvergentni (divergentni, podstatné divergentni),

C": (a,) ma limitu (kone¢nou limitu, nekone¢nou limitu),

D: (a,,) je monotonni (ryze monoténni).

Rozhodnéte, zda pro libovonou posloupnost (a,,),cn plati implikace ? =7 Své tvrzeni
zdivodnéte vyslovenim prislusné véty, definice nebo konkrétnim protiprikladem. (V testu budou
misto ? uvedeny néteré z konkrétnich variant vyroka A, B,C, D,—A,—~B,~C,—D, kde — znaci
negaci vyroku.)

4. a) Vyslovte vétu o vztahu limit posloupnosti (a,,) a (b,,) k limité posloupnosti (a,,?b,,). (V
testu bude misto znaku ? zadana jedna z operaci soucet, rozdil, soucin, podil a umocnéni.
Poznamka: v ptipadé umocnéni piedpoklejte, Ze (a,,) je kladna.)

b) Napiste vSechny pary hodnot a,b € R , pro které vyraz a?b neni definovan. (Poznamka: v
pripadé umocnéni predpokladejte, ze a > 0.)

c¢) Pro jeden vami zvoleny par ¢isel a, b z ptedchoziho bodu otazky vysvétlete vhodnou volbou
nékolika konkrétnich dvojic posloupnosti (a,,) a (b, ), pro¢ viraz a?b nedefinujeme.



5. a) Definujte hromadnou hodnotu posloupnosti (a,,).
b) Dejte piiklad posloupnosti, jejiz pocet hromadnych hodnot je ? (V testu bude misto znaku ?
uvedené prirozené ¢islo nebo +o00.)

c¢) Napiste, které dvé vlastnosti charakterizuji ¢islo @ = lim inf a,,/5 = lim sup a,, (v testu bude
n—-+400 n—+00

jedna z téchto dvou variant).

6. Je dané posloupnost (a,,) a dvé posloupnosti (ay, ) a (ay,) z ni vybrané.

a) Z jakych vlastnosti posloupnosti (ay, ) a (ap, ) plyne, Ze limita (a,,) neexistuje? Vyslovte
prislusnou vétu.

b) Z jakych vlastnosti posloupnosti (ay, ) a (ay,, ) plyne, Ze limita (a,,) existuje? Vyslovte
prislusnou vétu.

7. Jsou dany dvé realné posloupnosti (a,,) a (b, ), které maji limity lir+n a, =aa
n——+oo

lim b,, = b. Rozhodnéte, které z nasledujicich implikaci NEJSOU pravdivé.

n—-+00

a) Pokud a,,7b,, pro kazdé prirozené cislo n, pak a?b.

b) Pokud a?b, pak pro nekone¢né mnoho ptirozenych cisel n plati a,,7b,,.

¢) Pokud a?b, pak pro kazdé prirozené ¢islo n plati a,,7b,,.

(V testu budou misto znaki ? uvedeny nékteré ze symbola <, <, >, >, #, =.) U kazdé implikace,
kterou prohlasite za nepravdivou, uvedte konkrétni dvojici posloupnosti (a,,) a (b,,) prokazujici
jeji neplatnost.

8. a) Definujte Eulerovo ¢islo e jako limitu jisté posloupnosti.
b) Odivodnéte, z jaké vlastnosti této posloupnosti plyne, Ze limita existuje. Pfislusnou vétu o
existenci limity vyslovte.

9. a) Definujte hromadny bod mnoziny A C R.
b) Dejte ptiklad mnoziny A, ktera ma praveé ? hromadnych bodi. (V testu bude misto ? uvedeno
celé nezaporné ¢islo nebo plus nekonecéno).
c¢) Uvedte definici vyroku lim f = c. (Nezapomente nejprve uvést, co je f, a, c.)
a

10. a) Vyslovte Heineovu vétu, ktera dava do souvislosti limitu funkce s limitami posloupnosti.
b) Predved'te na vami zvoleném prikladé funkce f a bodu a, jak 1ze Heinovou vétu vyuzit k
odtivodnéni toho, Ze lim,, f neexistuje.

11. a) Vyslovte vétu o limité sevirené posloupnosti.
b) Vyslovte Bolzanovu-Cauchyovu podminku pro existenci kone¢né limity posloupnosti.

12. a) Vyslovte vétu o limité slozené funkce.

b) Na zakladé této véty odvod'te, cemu jsou rovny limity funkci liH(l) @ =7a lin% 67_1 =7.
Tr—r T—r

(Nezapomente pti pouZiti véty o limité sloZzené funkce ovérit vSechny predpoklady!)

13. a) Definujte spojitost funkce v bodé€.

b) Definujte, co znamena pojem izolovany bod defini¢niho oboru funkce.

c¢) Uvedte, jak je to se spojitosti funkce v izolovaném bodé defini¢niho oboru této funkce. Svou
odpovéd radné zdavodnéte.

14. a) Definujte spojitost funkce na intervalu.

b) Definujte, co se mysli pojmem obraz intervalu [ funkei f (j. mnozina f(7)).

c¢) Napiste, jakou vlastnost mnoziny f([) garantuje spojitost funkce f na uzavieném intervalu
1.

d) Na zvolené funkci f ukazte, Ze tato vlastnost neni zarucena, pokud je interval I =7 (v testu
bude misto znaku ? uveden konkrétni interval, ktery nebude uzavieny).



15. a) Definujte pojem derivace funkce v bodé€.

b) Uvedte ptiklad funkce f a bodu a tak, aby derivace f v bodé a byla rovna ? (v testu bude misto
znaku ? uvedeno kokrétni realné ¢islo nebo +o0o nebo —oco)/neexistovala. (Zdivodnéte, pro¢ ma
f vbodé a tuto vlastnost.)

c) Napiste, za jakych podminek a jak Ize ze znalosti derivace funkce f v bodé a spocitat derivaci
funkce % v bodé a.

16. a) Definujte pojem diferencovatelnost funkce v bodé.

b) Je dana funkce f a bod a. Vyroky A, B, C znéji takto:

A: funkce f je spojita v bodé a,

B: funkce f je diferencovatelna v bodé a,

C'" funkce f ma derivaci v bodé€ a.

Rozhodnéte, zda plati 7 =7 (v testu budou ? nahrazeny jednim z vyroka A, B, C,—A, =B, —=(C).
Své odpovédi zduivodnéte.

17. a) Napiste, kdy lze k funkci f definovat inverzni funkei, a definujte ji.
b) Za jakych podminek a jak lze ze znalosti derivace funkce f v bodé ? uréit derivaci funkce f ! v
bodé€ a. (Za otaznik ? dopliite vhodny bod.)

18. a) Kdy iikame, Ze funkce f ma v bodé a lokalni maximum? Napiste prislusnou definici.
b) Co znamen4, Ze funkce f nabyva na intervalu I svého supréma? Zapiste pomoci
kvantifikatord.

c) Vyslovte vétu, ktera dava do souvislosti derivaci funkce f s prvnim bodem této otazky.

19. a) Na prikladé zvolenych funkei f a g ukazte, Ze skladani funkei neni komutativni.

b) Vyslovte vétu, ktera ze spojitosti funkce g a funkce f ve vhodnych bodech zaruci spojitost f o g
v bodé a.

c¢) Analogickou vétu vyslovte pro derivaci slozené funkce a uvedte vzorec pro jeji vypocet.

20. a) Kdy tikame, Ze funkce f ma svislou asymptotu o rovnici x = a?

b) Kdy rikame, Ze funkce f ma asymptotu v bodé —oo? Jak uré¢ime parametry této asymptoty?

c) Uvedte pfiklad funkce f, pro kterou plati lim f(x) = +oc a f nema asymptotu v bodé —oc.
Tr——00

21. a) Kdy rikdmze, Ze funkce f je ostie rostouci na intervalu I resp. funkce f je rostouci na
intervalu /? Napiste prislusné definice.

b) Uvazujme funkeci f, ktera je spojita na intervalu / a ma konec¢nou derivaci v kazdém bodé
z € I°. Jsou dany nasledujici vyroky A, B, C, D:

A: funkee f je rostoucina I,

B: funkce f je ostie rostouci na I,

C: f'(x) > 0 vkazdém bodé = € 1Y,

D: f’(z) > 0vkazdém bodé z € I°.

Rozhodnéte, zda plati 7 =7 (v testu budou ? nahrazeny jednim z vyrokt

A, B,C,D,—A,-~B,—~C,—D). Svoji odpovéd zdivodnéte.

22, a) Kdy rikame, Ze funkce f je konvexni na intervalu /? Napiste piislusnou definici.
b) Vyslovte vétu, ktera dava do souvislosti konvexnost funkce a prvni derivaci funkce f.
¢) Vyslovte vétu, ktera dava do souvislosti konvexnost funkce a druhou derivaci funkce f.



