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Polynomy

1. Dokazte tvrzeni: ma-li polynom p kofen xy s nasobnosti A > 0, ma derivace p' kofen xy s
nasobnosti A—1.

Diikaz. Je-li p(x) = (x—x0)*q(x), kde g(xp) #0, pak
#'(0) =A(x—x0)*"1g(x) + (x=x0) ¢’ () = (x=x0)* " (Ag () + (x—x0)¢' (x)).
()
Protoze r(xp) =Ag(xp) #0, je xp pravé A—1-nasobnym korenem p'.
2. Jedan polynom p(x) =x(x—1)(x—2)(x—3)(x—4). Ukazte, ze derivace p’' ma 4 redlné koreny,
a separujte je.

Reseni. p je 5. stupné, p' je stupné 4. Podle Rolleovy véty ma ' pravé 4 realné koteny, a to v
intervalech (0,1), (1,2), (2,3), (3,4).
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3. Legendrovy polynomy. Ozna¢me
d" 2 n
P = = (G2 -1)).
Pak P,, n=1,2,... jsou polynomy n-tého radu a vsechny koreny P, jsou realné, jednonasobné a lezi
v intervalu (-1,1).

Diikaz. Polynom ¢(x) = (x*~1)" je polynom stupné 2n. Polynom ¢ je stupné 2n—1, ¢” je stupné
2n-2, ... atd. az ¢™ je stupné n.

NapiSme pro zajimavost Py, Py, Ps:

Py (x) =2x,
Py(x) =12+ -4,
Ps(x) =120x3 —72x.

Polynom ¢(x) = (x*~1)" = (x—1)"(x+1)" m4 za koteny ¢&isla 1 a —1, kazdy s ndsobnosti n. Podle
Rolleovy véty alemmatu 1 bude mit ¢’ kofeny 1 a —1, kazdy s nasobnostin—1 a dale alespon 1 koren
%o z (—1,1). (To je dohromady 2n—1 kofeni, jsou to tedy vSechny koreny ¢', jiné mit ¢’ nemuze.)
Podobn¢ ¢” bude mit za koreny 1 a —1, kazdy s nasobnosti n—2 a dale jeden koren z intervalu
(—1,xp) ajeden z (xp,1). To je celkem 2n—2 kotent, jiné mit ¢” tedy nemiize. Indukci se dostaneme
az k tomu, Ze ¢™ bude mit pravé n kotent a viechny z (-1,1) (koteny -1 a 1 v poslednim kroku
zmizi).

4. Dokazte tvrzeni: bud p realny polynom, ktery ma vSechny koreny realné. Pak p’ ma také
vSechny koreny realné.




Diikaz. Necht x; < x9 < ... < x; jsou vSechny koreny p stupné n s ndsobnostmi Ay, ..., A¢. Je
Z/C:Aj =n, vSechna x; jsou redlna ¢isla. Podle lemmy 1 p’ bude mit za koten ¢islo ; jist¢ v pripadé, Ze
;\jl> 1. Dale z Rolleovy véty plyne, Ze p' bude mit za koteny Cisla yq,...,5:—1, kde y; € (xj,%;41). Celkem
tedy bude mit p' kofeny x; s ndsobnostmi A;-1, j = 1,....,ka y;, j = 1,....,k—1. To dava dohromady
i(kj—l)-{—k—l :ikj—l =n—1 kofend, jsou to tedy vSechny koreny p' a jsou realné.

g Poznamka: Lej;endrovy polynomy tvori OG bazi v prostoru kvadr. integrab. funkcina (-1,1).
1

Plati pro n¢ JPm x) Py (x)dx = CySpn (kde G, je néjaky normalizacni koeficient).
-1
5. Dokazte tvrzeni: bud p realny polynom, ktery ma vSechny koreny realné. Ma-li p' vicena-
sobny koren A, je A i kofenem p.
Diikaz. Bud x; < ... <x; vSechny koreny p (jsou realné) s nasobnostmi Ay, ..., Ar. Bud p stupné

k
n, pak p’ je stupné n—1. Je ij =n. Pokud by A nebyla kotenem p, tj. byla riizna od vSech x;, pak
j=1
by musela byt maximalné jednonasobnym kotenem p', nebot jaké ma p' pouze kofeny: jsou to x;
s ndsobnostmi A;—1 a dale jednonasobné koteny y1,...,y;_1 lezici v (x;,%11) (jeden z y; je roven A).
To jsou vSechny koteny p', nebot soucet jejich nasobnosti je n—1.

6. Jak odhadnout, kam koteny polynomu padnou? DokaZte tvrzeni: bud p(x) =x"+a, 15" ' +...+acl}

polynom s nejvyssim koeficientem znormovanym na jednicku. Ozna¢me 4 =max |ay|,...,|a,_1|. Pak
pro vSechny koteny x,...,x; polynomu p plati |x;| < 1+4.
Diikaz. Je
B 2 |~ [ay 10+ g Z 7] = (1@ 1 [+ laol ) Z 7 =A (Il 41 =
%" -1 |x]" %!
=|x"-A——"F 2 |x"-A—— =|x|" (1 -—— ).
bl A= =M A T = ( |x|—1>

Bud |x| >1. Je-li nyni x takové, Ze vyraz v zarovce kladny, tj.

1—i >0&|x|>A+1,
|x[ -1

pak [p(x)| >0, tj. x nemuze byt kofenem p.
7. Bud p(x) =2x*+x—6. Odhadnéte maximdln{ interval, ktery obsahuje koteny 4.

1
‘5 N —3|} =3, koreny jsou proto vSechny z intervalu (—4,4).
8. Mirna modifikace Rolleovy véty. Dokazte tvrzeni: Bud a € R. Bud f spojita na (a,+o0),
f(a)=0, lJirmf=0 a necht f ma derivaci na (a,+00). Pak existuje ¢ € (a,+0) takové, ze f'(¢) =0.

Diikaz. Podle lemmatu 6 A =max {

Diikaz. Pokud je fidenticky nulova, tvrzeni plati trivialn€. Necht f neni na (a,+o0) konstantni.
Pak existuje b € (a,+0) takové, ze f(b) # 0. Z definice limity najdéme takové d € (b,+0), pro

které plati |f(d)| < @ Na intervalu (a,d) je funkce f spojita, proto zde nabyva svého maxima a

minima. Diky volbé 4 se alespori jeden z téchto extrémt nemuze nachdzet v bodech a,d. Tedy se
bude nachazet v néjakém bodé ¢ € (a,d), kde diky existenci derivace bude platit f'(¢) =0.
Poznamka: véta plati pochopiteln¢ i zleva, pro —oo.

9. Dokazte tvrzeni: Oznaéme
n

d n,—X
L,(x) :exdx” <x ¢ )
Pak L,, n=1,2,... je polynom n-tého stupné a ma vSechny koreny realné a kladné.
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Diikaz. NapiSme pro zajimavost prvni tfi polynomy:
Li(x)=—x+1,
Ly(x) =2 —4x+2,
L3 (x) = —x3+9x2 —18x+6.

Plati L,(x) = ¢) (Z) (B () ™h_ proto je polynom n-tého stupné. Koeficient u nejvyssi
£=0

mocniny x" je zfejmé (—1)".
Pro pevné n € N ma funkce 4(x) =x"¢"* na (0,+o0) jediny nulovy bod x =0. Pritom lim 4(x) =

X—-+o00

= 0. Proto podle lemmatu 8 ma 4’ téz nulovy bod x; € (0,4+00). Pritom polynom ¢*A'(x) =
= e"(nx"‘le"‘—x"e‘”> = nx""!—x" m4 ¢&islo 0 za n—1-ndsobny kofen. Proto 4’ bude mit kromé

nulového bodu 0 dva nulové body xy € (0,x1) a x3 € (x1,+00). 2” bude mit kromé nuly tfi kladné
nulové body atd. Po n-tém zderivovani se objevi u polynomu ¢*(%(x))™ poprvé nenulovy absolutni
¢len o velikosti n! a tento polynom tedy nebude mit za koren nulu, bude v§ak mit » kladnych
realnych korenda.

10. Cebysevovy polynomy. Oznaéme

T, (x) =cos (narccos x).

Pak 7,, n = 1,2,... jsou polynomy n-tého stupné ztzené na (—1,1) majici u x* koeficient -1 g
vSechny koreny jednoduché.

Diikaz. Je

cosnz=Re (cosnz+isinnz) =Re (cosz+isinz)" =Re Z (Z) cos" *z(isin2)f =
k=0
(5] (5]
= <2nk) cos" %z(=1)tsin*z = Z (271/6) cos" 2z (~1)*(1 —cos?)*.
k=0

(5]
cos (narccos x) = Z <2nk> x"=2(x2 —1)*,
£=0

Jde tedy skute¢né o polynomy n-tého stupne.
Pro zajimavost: plati

T (x) =x,
To(x) =221,
T5(x) =4x%—3x.
[5]
Koeficient u nejvyssi mocniny x" je roven Z <2n /c) = 2! (soudet ¢isel na n—1-nim fadku
k=0
Pascalova trojuhelniku).
Protoze
T T 2k+1
cosmz=0en=—+krez=—- R
2 2 n

koreny polynomu 7,, jsou pravé ¢&isla cos 7—T-2k—+1, k=0,...,n—1. Jsou z (-1,1), je jich n, tedy jsou
y poly J p 2 n J¢J yJ

vSechny (a to redlné a jednonasobné).

Pozndmka: 7, mize nabyvat pouze hodnot z intervalu (—1,1), nebot obor hodnot cos je (-1,1).
Jedné nabyva T, v bodech, které dostaneme fesenim rovnice

2km

cosm=1emn=krec;=—-1,
n



tj. v bodech cos %T, k=0,...,[5].
Obréazek Cebysevovych polynomi je zde:
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Cebysevovy polynomy 7,

Stejnomérna spojitost
11. Dokazte, ze f(x) =x je stejnomérné spojita na R.

Diikaz. Je tfeba ukazat, ze
Ve>0)35>0)(VxyeR)(Ix—y|<d=|x—y| <e).

Staci volit §=e.
1 . . v v oo, s
12. Dokazte, ze f(x) =  Je stejnomérné spojita na (1,4 00).

Diikaz. Je tfeba ukazat, ze

11
> - -z
(V5>O)(36>0)(Vx,y=1)<|x y|<6=>‘x y‘<s>.
Zvolme lib. € >0. Pak pro lib. x,y21 je

1 1) |x-
5 A <oy,
x ) Xy
staci proto volit §=e¢.
1
13. Dokazte, ze f(x) = p neni stejnomérné spojita na (0,1).

Diikaz. Je tteba ukazat, ze

(Fe>0)(V8>0)@3 x,ye(O,l))<|x—y| <8 A );7] gg).
) libovolné¢, y =2x. Pak

N —

Volme e =1. Pro libovolné § >0 pak volme x <min <5,

IE_E 2%~
14. Dokazte tvrzeni: Pokud je f stejnomérné spojita na (a,b), kde a,b € R, pak lirﬁp \f a libm f

existuji a jsou konecné. (Tj. flze spojit¢ dodefinovat na (a,b).)
Diikaz. Z BCP plyne, Ze liIP €eRe
(v e)(38>0)(V xy € (4, +8) (f(x) /()] <&).

To ovSem plyne ze stejnomérné spojitosti na (a,b). Podobné pro libm.

15. Dokazte pomoci predchazejictho lemmatu, ze f(x) = o neni stejnoméerné spojita na (0,1)



|
Diikaz. Neni lim — eR.
x—0+ X

16. Dokazte tvrzeni: Bud f'spojita na (a,0), kde a,b e R. Necht lineR a libmfe R. Pak fje na

(a,b) spojita stejnomerne.

Diikaz. Dodefinujeme-li fna celé (a,b) pomoci hodnot jednostrannych limit, je f spojita na (a,b).
Podle Cantorovy véty je na (a,b) stejnomérné spojita, tedy je stejnomérné spojita i na (a,b).

17. Ukazte, Ze sin je stejnomérné spojita na R.

Diikaz. Je tfeba ukazat, ze

(Ve>0)35>0)(VxyeR)(Ix—y| <5=[sinx—siny| <e).

Pro z 2 0 plati nerovnost sinz £ z (nebot pro funkci f(z) = z—sinz je f(z) = 1—cosz 2 0, tedy f je
rostouci, a f(0) =0). Pro libovolné x,y €R je proto

|sinx—siny| = |2cos wsin%‘ §2-1~‘%’ =|x—y|.

2
Stadi proto volit §=e.
Lepsi zptisob: pouzijeme Lagrangeovu vétu, z ni
|sinx—siny| =|(cosz)(x—y)| < |x—y|.
18. Dokazte tvrzeni: Pokud ma funkce f na intervalu I omezenou derivaci, je na ném ste-
jnomérn¢ spojita.
Diikaz. Necht pro vSechna zel je |f(z)| K. Bud x,yel, x<y. Pak
V) ~El=lf Q-] = Kly—x|.
Odtud jiz plyne podminka

(¥ £>0)(3 6>0)(¥ xp € D (Ix—y| < 5= [f0) ()] <e).

Zkoumejme, zda plati opa¢na podminka:

19. Dokazte, nebo vyvratte tvrzeni: Funkce stejnomérné spojitd a diferencovateind na I md na I
omezenou derivaci.

Reseni. Tvrzeni neplati. Polozme f(x) = v, I =(0,1). Pak l%rf /=0, lilm /=1, funkce je tedy na /

1
podle lematu 16 stejnomérné spojita. Pritom f'(x) = NG neni omezena na (0,1).

20. Dokazte, ze f(x) =xsinx neni na R stejnomcrné spojita.
Dikaz. Ukazme, Ze

(3&>0)(¥6>0)@ xp, lx—31 <& (If) )] 2¢).

Volme napt. x, =2n’m, y, =2n27r+% pron=1,2,.... Pak

. . ™
I On ) = i =0

a pritom

) \/51_\/577271
2 4n ’

JfOn) —f(xn) | = 51N 2, +2,COS 2| [y —Xn| 2 2,CO8 2 (Y — %) 2 20° 1

kde z, € (xy,y») jsme ziskali z Lagrangeovy véty o prirtstku funkce, takze

Tim [f(y) ()| = +oo.

Staci tedy volit e = @

21. Dokazte, ze soucin dvou stejnormérné spojitych funkci na intervalu I nemusi byt na 1
stejnomérné spojity.
Diikaz. Plyne z prikladu 20.



Krivky zadané parametricky

22. Dokazte tvrzeni: Necht p,: I — R jsou dvakrat diferencovatelné na intervalu 7, necht
0'(®) #0 na I. Pak funkce f(x) =¥ (p~(x)) m4

2) v bod& xg = p(t) derivaci f/(xp) = .0

@' (to)
b) v bodé xy = ¢ (&) druhou derivaci f'(xp) = G/g? , kde G je funkce definovana vztahem
Pl
(40,
G = .
=00

Diikaz. ¢ je na I ostfe monoténni, ¢(I) =7 je interval a f je tedy korektné definovana na 7.
a) Derivace funkce ¢ v bod¢ ¢ €1 je podle vzorce pro derivovani slozené funkce

(%) = (fe@)) =/ @' ®.

40,
Odtud f(p(8)) = ()
b) Oznacme G(¢) = :f:gg pro viechna ¢el. Pak derivace
GO=(r (@) =/ (@) O,
: _G@O
odkud f"(p(9)) = o)

23. Parametrizujte Descarttv list x3+y° = 3axy, a > 0 pomoci parametrizace y = xt. Vy3etiete
takto parametrizovanou krivku.

ReSend. Zajiméa nas mnozina M = {(x,y) € R?|x*+y° =3axy}. Bod (0,0) € M. Pokud x #0, pak pro y,
pro které (x,y) e M, jisté existuje € R tak, ze y=xt. Proto lze pouzit (pro x #0) tuto parametrizaci.
Zajimaji nas pak (x,£), pro které x #0 a vyhovuji rovnici

x3 4+ (xt)3 =3axxt © x(14+2) =3at. €Y
Pro ¢t = -1 je leva strana nulova, ale prava nenulova, tj. takova (x,f), kde ¢ = —1, nevyhovuji
podmince. Proto je podminka (1) ekvivalentni podmince

3at

Pro y dostaneme
3at*

Vidime, ze x = 0 je pouze pro ¢ = 0, pro tento bod je ale y =0, a protoze (0,0) € M, mtzeme ¢ =0
ponechat. Je tedy celkové

3at  3ai
N { <1+t3’1+t3> ’tER_{_l}}’
Nacrtneme nyni v roviné body, které nalezi do M. Vypocteme
) Bat \' , 1+£-t382 1-268
0=(15) =3 arée lasee
Je

x’(t)=0<:>t=\3/g,

zkoumame tedy intervaly ¢ € (—o0,—1), —1,31 , (7 1,+oo zvlast. Je
y y D) D)
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2A(1+8)-3¢+ ,  2-8

YO =3 g e =3 ey
Odtud
t(2-8
saw="272. @
Dale je
( %~ ) (2-4£)(1-26) — (2t~ (=6¢%)
oy M =28/ (1-263) _2+6)*
S () = T—oF 197 = 5a(1-26)° 3)
a(1+t3)2 8d(1+tf’>)2

Zam¢rime se na interval (—oo,—1). Zde dostaneme:
[lim x(t) =0, tlim y(6) =0, linll x(t) =+ o0, linll y(t) = —oo0.
——00 ——0od t——1- t——-1-

Pro ¢ € (—o0,—1) je prvni derivace (2) zaporna, druha derivace (3) kladna, je tedy f ostre klesajici,
ryze konvexni:
3ar

2ar

-3a a 2a 3a

-3at

Na intervalu <—1,</g> dostaneme:

. . . _ 31 s 31 .
Jim x(0)=~co,  lim y(§) =+oo, x(\@)_ﬂa, y(\@_ﬁa,

Prvni derivace (2) je zde zaporna pro ¢ € (—1,0), kladna pro ¢ € (O,i/g) , nulova pro ¢ =0. Druha
derivace (3) je kladna vSude. Proto f ma pro ¢ =0 lokalni minimum; je v bodé x(0) =y(0) =0:



3ar

2ar

-3a a 2a 3a

—3at

Na intervalu <\S/g ,+ oo) dostaneme:
[Lllgloox(t) =t1—1>IJPooy ©=0,

dale prvni derivace (2) je zde zaporna pro ¢ € (i/g,?/ﬁ) , kladn4 pro ¢ € (¥/2,+00), nulové pro

t = /2. Druha derivace (3) je zdporna viude. Proto f mé pro ¢ = /2 lok4lni maximum; je v bodé

(V/2) = /24, y(V/2) = V4a:

3ar

2ar

2

-3a a 2a 3a

—3at
24. Vysetfete kfivku zadanou v polarnich souradnicich rovnici p = a(l+cos¢), ¢ € (0,m)
(kardioida).
Reseni. Pouzijeme parametrizaci v polarnich souradnicich:
x=pcost=a(l+cost)cost, y=psint=a(l+cost)sint.

Je
M0 =a(—sin tcos t+(1+cos £)(—sin t)) — _asin#(14+2cos 1),

Yy =a (—sin2t+ (14cos?)cos t) =a(2cos’t+cost—1) =a(cost+1)(2cost—1).

¥ =0st=0vi=mvV t=2?ﬂ, proto zkoumame zvlast intervaly ¢ e (0,%) ate (%,w). Je



3t

3t t
(cost+1)(1-2cost)  —cost—cos2t 2cos 9 €085 ~ cos 5

siné(1+2cost)  sini(1+2cost)

S&@®) =

. bt Tt '
2sin 5085 (14+2cost) sin (142cost)

Pro druhou derivaci dostaneme

cost4cos2t \’ 1
S @)=~ (sin t(1+2cos ) ) "—asin {(1+2cos ) -
(—sin¢—2sin 2£)(sin ((1+2cos£)) —(cos t+cos 2t) (cos t(1+2cos ) +sin t(—2sin¢t))
o —asin®t(1+2cos £)3 B
(sin (44sin tcos £) (sin t+2cos tsin £) + (cos t+cos2t—sin’f) (cos t42cos?t—2sin>f)
o asin’t(1+2cos £)3 ’

citatel zlomku je po roznasobeni roven

9sin*t+sin’t+2cos*t+3cos3 i+ cosi+4sintcos?i+3sin®tcos t =
=1+2(sin*t+ 9sin’tcos?i+ cos*t)+3cost(cos?t+ sinzt) =14+2+3cost=3(1+cos?),

takze
, 3(1+cost)
) =-— .
S10) asin®t(1+2cos £)3
Mame
2 2 V3
%(0)=2a, y(0)=0, x<§>=—%, y(§)=T“, x(m) =0, y(r)=0.

Zkoumejme nejprve funkci pro hodnoty ¢ € (O,%). Prot e (O,g) jef(x(®)) > 0, zde f ostre

roste; pro te (g,%) jef (x(®)) <0, zde je f ostre klesajici. Je
m™ 3a m™  3v3a
«(3)=% )"
Na celém intervalu ¢ (0,2?”) je ptitom f'(x(£)) <0, tj. f je zde konkavn:
2ar
-a a 2a

—ab
,w) jef (x(®) <0, f"(x(£) >0, f je tedy ostre klesajici a konvexni:

2m

Pro hodnoty te ( 3



2ar

—at
95. Vysettete kiivku x5 +y5 =43, kde a >0 (asteroida).
Reseni. Kiivka je symetricka podle os «x i y, staéi vySetfit 1. kvadrant. Vidime, Ze neni tfeba

parametrizovat, nebot zde lze explicitné vyjadrit
3

)= (a% —x%)i.

Pro x€(0,a) je
Yoy
f(x)z_ﬂd),
JIx
1 \/ﬁ 1
— Vai x5 ——
f’(x)=— Sx/a%—x% 3\3/)6_2_ (l% > 0.

W - 3V as —x5 W
Je zde tedy f ostre klesajici a ryze konvexni:

ar

Ze symetrie snadno dokreslime zbytek krivky:

10



—a
26. Vysetrete v prvnim kvadrantu krivku #’ =y*.

Reseni. Pohybujeme se v prvnim kvadrantu, méizeme tedy predpokladat x >0, y>0. Pouzijeme
napf. parametrizaci y =xt, ¢ >0. Dosazenim do rovnice kfivky dostaneme rovnici

=) ex" = ex(t-1)Inx=xlnt (¢t—1)Inx=Int
Pro t=1 je rovnost splnéna pro kazdé x, pro ¢ #1 dostaneme
In¢ 1
Iny=— ox=t.
t—1
Pro y mame
Y=tteT =i,
Pro t=1 je tedy grafem polopiimka:

6

Pro ¢ #1 dostaneme:

, A 1 1 1\ ¢m1(=dne+e-1)
YO =(t") ‘t'l(_(t_1)2lnt+t—1'?> D%

y (= (tH)I:tt—l (- (t_11>21nt+t_11) _ ’*“ll(;}fi;t—l).

¥({t) =0« —-tlnt+t—1=0.

11



Oznacme g(t) = —tInt+¢t—1=¢t(1-1n¢)—-1. Tato funkce ma derivaci

40 =1—1nt+t<—%> —1-In¢t-1=—Int.

Proto g ostre roste na (0,1), ostre klesa na (1,+o0) a g(1) =0. Je tedy g(¢) <0 pro vsechna ¢ #1, tim
padem ¥'(£) <0 pro véechna ¢ #1. Podobné y'(¢) >0 pro vsechna ¢ #1, nebot funkce 4(¢) = —In¢+¢-1

ma derivaci /' (¢) = —%-l—l zapornou na (0,1) a kladnou na (1,+0), tedy % je ostre klesajici na (0,1)
a ostre rostouci na (1,+o0) a £(1) =0. Z uvedeného plyne, ze

Y@ £2(t-1-1nd)
SEO) =0 = —T—dn

je zaporna pro t #1, f tedy pro t€ (0,1) i pro ¢ € (1,4 c0) ostre klesd. Mame

lim x(¢) = lim (77 =+ oo, hmy(t) =lim 71 =1,

-0+ =0+ 10+

hnllx(t) _lll'llltt T —hn’llg; 1]n[ hn(}gln(lt“) =¢! =e, hm))(t) —llmtt 1 —11Hll€i1 =¢,
t— [— [— [— [—

lim x(¢ —hm t71 = lim eL1=eO=1, hrn t —hm ei1=+oo.

t—+o00 t—+o0 y

Pro druhou der1vac1 dostaneme
, t-1)% 2t-1-Ind\" =12 (¢
py = CDH (e @O
tri(—fdnt+¢-1) N t—1-dni (71 (¢—1-tln )3
kde

hi(0) =3(—1)2-2(-DIn¢+nt.
O znaménku rozhoduje 4;(£), nebot ¢initel ve jmenovateli g(£)® = (¢.—1-An¢)® je viude zaporny,
ostatni Cinitelé jsou kladni. Ukazeme, zZe 4;(¢) <0 pro vSechna ¢ #1: postupné zderivujeme

ho(6) =K, (6) = 2 S —6+4t+(2-4)ln t+1n’¢,

By () == (t 1+ (- 2t2)lnt>
h3 ()
ha(£) =h5 () = 2 —2t+(1-4)Int,

hs () =h, (t)———6 —4Int,

WO=HO=-5".

Postupné dostaneme, zZe: /6 je vSude zaporna, takze 45 je vSude ostre klesajici. Pritom ovsem
lirgl hs(£) =400, hs5(1)=-5<0,
t—0+

proto existuje pravé jeden nulovy bod ¢ € (0,1) takovy, ze 45(¢y) =0. Dale

tli%lfh; (If) = —00, tl—i>I-Elooh4 (t) =—00
proto /4 ma v bod¢ ¢ lokalni maximum. Protoze /4(1) =0, je £4(¢y) >0, tedy existuje bod ¢ € (0,4)
tak, ze hy(t1) = 0. Vném A;(t) > 0. Funkce 23 ma v bodé ¢ lokalni minimum, v bod¢ 1 lokalni
maximum (je /5(1) =-5), dale

lim A3(t)=-1, h3(1)=0, lim A3(t)=-o0

t—0+ t—+o00

hs je tedy pro ¢ #1 zaporna, odtud plyne, Ze %9 je vSude ostre klesajici, pritom
li%l ho(£) =+ o0, tligrn ho(t) =—o0, he(1)=0.
=0+ —+00

Odtud vidime, Ze A; ostfe roste na (0,1) a ostte klesa na (1,+00), 21(1) = 0. Z toho konecné
dostaneme, ze 41 () <0 pro vSechna ¢ #1. Krivka je tedy vSude ryze konvexni, jeji obrazek (vcetné
asymptot) je zde:

12
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27. Vygsetfete kiivku (x> +y%)? =a*(x® —y%), kde a >0 (lemniskata).

Reseni. Protoze je kfivka symetricka podle os x i y, sta¢f ji vySetfit v prvnim kvadrantu, tj.
predpokladat x,y > 0.

Prejdeme k polarnim souradnicim x =rcos¢, y =rsint¢, t € <0,7§T>, r=0. Bod (0,0) lezi na krivce,
predpokladejme proto r>0. Dosazenim dostaneme
* =a2(rPcos?t—sin’t) = a®r2cos 2 <12 = a®cos 2t.

Tuto rovnost je mozné splnit jen tehdy, je-li cos2¢ 20, tj. te <O,£>, staci proto uvazovat ¢ z tohoto

intervalu. Pak je rovnost ekvivalentni rovnosti

r=a+/cos2t.

Dosazenim dostaneme
x(f) =ay/cos2tcost, y(t)=a+/cos2tsint.

Na vnitrku intervalu pro ¢t e ( ) dostaneme

"4
V(D) =a ( —2sin 2t cos/—+/cos Usin t) 4 —sin 2tcost—cos 2tsint p sin 3¢
2\/cos2t \/cos 2t \/COSQL"
—sin 2¢sin{+cos 2¢cost cos 3¢

s1n t4++/cos 2tcos t) =

y=a <2\/ \/cos 2¢ _d\/COSQI’

plati tedy x'(¢) #0 pro vSechna ¢t e <0 4> Na celém intervalu tedy

SeO = cogn, -2
n3t asin’3t¢

Mame

x(0)=a, y(0)=0, x<g>=0, y(g)zo,
dale

SE@)=0e1=7,

prote ( ) jef (x(®) <0, zde je funkce ostre klesajici; pro ¢ € (g,g) jef (x(®)) >0, zde je funkce

ostfe rostouci. Je
V6
(D) ()35

13



Pro vSechna ¢t € (O,g) jef"(x(8)) <0, funkce je vSude ostfe konkavni. Z vySe uvedenych informaci

muzeme vérné zobrazit krivku v prvnim kvadrantu:

a
4
Ze symetrie doplnime ostatni ¢asti:
a
2v2
|
\/E a a

Taylorovy polynomy

28. K funkci f(x) =6x"+x°+3x+1 odvodte Taylorovy polynomy tfetiho a osmého fadu v bodé
0 a trettho radu v bod¢ 2.
Reseni. Je
f(x) =6x7+5° +3x+1 =14 3x+x3 («®+61%),
——
w(x)
kde
lirr(l) w(x) =0,

proto 1+3x je Taylorovym polynomem tfetiho fadu funkce f v bod¢ 0. Podobné
f(x) =6x"+x04+-3x+1+48.0,
proto piimo f je Taylorovym polynomem osmého radu v bodé 0. Co se tyce Taylorova polynomu
S tietiho radu v bod¢ 2, bud miizeme pocitat
F(x) =42x045x4+3, f'(x) =252x°+20x3, f"(x) =1260x* 46042,
odkud
S(2)=807, f(2)=2771, f'(2)=8224, [f"(2)=20400,

takze

)
T =) o (x—2)* =807+2771(x—2) +4112(x—2)%+3400(x—2)3.
k=0 ’

14



Nebo miizeme pouzit tento postup: nejprve urcime koeficienty o, ..., og z rovnosti
S =0t7(x~2)"+016(x~2)°+... + a0,
neboli z rovnosti
Sf(x+2) = azx” + xS+ ...+ oy x+ -
Leva strana je rovna
Fx4+2) =6(x+2)"+(x+2)5+3(x+2)+1,
takze dostaneme
g =6-27+2°+3-2+1=807,
oy =6-7-20+5-20+3=2771,

ar=6-(1) 2+ (3) 22 =112,

s =6-()-21+(3) 22 = 3400,
odkud
T(x) =3400(x—2)3+4112(x—2)%+2771(x—2)+807.
29. K funkci f(x) =¢** odvodte Taylortiv polynom 4. ¥4du v bodé 0.
Resend. Vime, Ze

‘Texp,n,O (X) = Z E .
k=0

Tedy

4

4 3
e2x=1+2x+2x2+%+2§

+x*¢(x),

+xtw(x),

4
9 X
e =1-x24+"
2

kde
lin(l) w(x) = lin(l) &(x) =0.

Proto

3 4 4
62x—x2 =€2x,e—x2 _ <1+2x+2x2+4% 2%4—964(4)(96)) (1 —X2+x—+x4£(x)) =

+
2
3 g4
=1+2x+x2 —2% —5%+x4 (E(x) +w(x) —§+2x£(x)+...> )

N J/

(%)

3 4
kde lin& 7(x) =0. Hledany Taylortiv polynom je proto roven 7(x) =1+2x+x?— 2% - 5%

30. K funkci f(x) =In (56 -3x) odvodte Taylortv polynom n-tého radu v bodé 0.
Reseni. Vime, Ze pro g(x) =In (14x) je

n —1)k-1
YJg,n,O (X) = Z ( /C) .
k=1

Protoze
3 3
In(56-3x) =Inb (1—§x> =In5+In <1—§x> ,
je hledany

7,9 —In5+ 3 0 (—gx)k=ln5—zn:k3—;x/“.
k=1 k=1

15



31. K funkci f(x) =sinsinx odvodte Tayloriv polynom tfetiho fadu v bodé¢ 0.
Reseni. Vime, ze

1
sm 2n+1 o(X) 7_;m 2n+2, 0( ) Z(z(k-i-)l)' 2k+1.

x3

Polozme p(x) =x— 3',pak
3 (x x3>3 3 X6 49 3
S0 DU TP Y % LA
ppE) = (X v) 3 6 6( -3¢ 6 362 63>_x g T
odkud dostaneme hledany Taylortiv polynom:
Tt <
(x)zx—g.

32. K funkci f(x) = (x2—6x)v/1-x3 odvodte Taylortiv polynom n-tého 4du v bodé 0.
Resend. Pro g(x) =(14+x)* je

Tono =3 (1)
k=0

odkud pro A(x) = (1-2%)3 je

(3]
Tino@ =Y (3) "
k=0

proto hledany polynom je tvaru

[n2:| nl n—2 nl:l

T(x) x2z< )( 1)/c 3k 6xz< )( 1)/c 3k _ i(2>( 1)/c 3k+2 62( )( 1)/c 3k+1
k=0

33. K funkci f(x) =arcsinx odvodte Taylortiv polynom n-tého radu v bodé¢ 0.

. 1 1
Resent. Je f(x) = =(1-x%)"2, proto
V1-x2
[3] [5]
~/_1 (—1)*(2k- 1)n 2k
YJJ”ﬂO(x) =kz< /f) Z 9k k! — ) :Z 9k x.
-0 —

Odtud je hledany Taylortv polynom roven
[3]
(2k-1)11 x2+1
Do) = Z %R 241
(Absolutni clen je nulovy, nebot arcsin(0=0.)

34. K funkci f(x) =

1
3vih odvodte Tayloriiv polynom n-tého radu v bodé 0.
Resend. Je

TR

proto hledany Taylortv polynom je roven

O S U SRR
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35. K funkle(X) = m

odvodte Tayloriiv polynom n-tého radu v bodé 0.
Resent. Je

1 x5 /1 1
SO =4 G~ 8 (w3 5w

takze prislusny polynom je pro n <6 nulovy a pro n26 je roven

1095 (32 () 3 4 (D) (5)) -3 (G i)

36. Spoctéte limitu funkce

. . _ 3 _ 2
lim sin (sinx) —xy/1 x

x—0 X5

Reieni. Protoze ve jmenovateli je x°, rozvineme ¢itatel do patého ¥adu. Je

X3
sinx = x——+ +x5w(x)

3 40

kde lir% w(x) =0, oznacime-li p(x) = x—%—k 3k dostaneme slozenim
X3 x0\3 X3 K05
¢ 0y bogtg) bogts) @
PoeN = (=545 -2 2 e e
odkud
sin (sinx) = —£+£+ S 7(x)
WETE T

kde lim () =0. Ddle

2 9 .4
V1-a2=(1-2)% = Z (%) (—2)r +x0p(x) =1 —% —%+x5p(x),
k=0
kde lin(l) p(x) =0. Odtud

PR x% oyt
. sin(sinx)—xv/1—x2 . ¥~ g"‘ 10 +2°7(x) —X<1 -3 —g—i-xsp(x))
lim =lim =
x—0 P X0 X0
. 90x 5 40 7(x) —x8p(x) Q

%0 x5 90

37. Spoctéte limitu funkce

xﬁglw<<x3—x2+g>ei—\/xe—l).
Resent. Je
1 1 1 1 /1 1 %_ 3 1 1 1
€X—1+ +2x2+W+x_3w<9_c>’ VX —1=x (1 > =X <1————T(——)>,
kde limw(y) =lim 7(y) =0. Pak
y=0 »=0

17



lim ((ﬁ-%%)&—%ﬂ) _

X——+00

-t (2-3) (1+ho oo o) 2 gk 3 ) -

-t (b oo (e (D)) 0o (8) -4

X——+00
38. Spodctéte s piesnosti 107> hodnotu In1,1.
Reseni. Ozna¢me f(x) =1n (1+x). Pak
SO _ =D

nl n(l4x)n’

takze

In1,1=In(140 1)=§n:(‘1)k_10 prp CDY g qen
’ U= kT (DA

kde 0 < £ < 0,1. Aby Lagrangefiv zbytek byl mens{ nez 10~°, musime n volit tak, aby spliiovalo
nerovnost

(=D" 0.17+1
(+D(A+H™! 7
kterd bude jisté splnéna, pokud 0,1"*! <1075 & n+1>5 < n > 4. Hodnota In1,1 je tedy s chybou
mens{ neé 1075 rovna

(1)k1 (¢ 285931
Z 0,1F = 255500 = -09531-

39. Spoctéte s presnosti 1075 hodnotu ¥/4000.

Resent. Je

<1073,

3

VA000 = %/212-96 =21 212)12 2(1—7)12.

1
Staci ted ocitat ¢islo 1—i ¥ s presnosti 5-10~°. Pro kazdé n ie
y vyp 97 P J

(-3) =3 (B) ()« (Jaror ()™

kde —% <& <0 Proto pozadujeme, aby n splnovalo nerovnost

1 3\ n+l
19 g-n=-1( _ 2
(1) a0t ()
Protoze

1 1 1
(#1) <qp AHOh<L,

staci splnit nerovnost

11_2<W8+€)>n+1 <5-1O‘6¢><

<5-1075,

n+1 . -6
) ! <60-10—6<:>n>h160—y)—1.
Ingr—

3
27-3

2 k
Konkrétn¢ lze volit n=2, &slo ¥/4000 je tedy s pfesnosti 107 rovno 2 <%) (—23—7> :
£=0

18



40. Jaké maximalni chyby se dopustime, kdyz pfi vypoctu hodnoty sinx pouzijeme pfiblizné
x> 11
7/ v 7 _ p

vyjadreni x ay Proxe€ < 9 2>

Resent. Je

x> cosé .
sinx=x— g + TX 5

kde £ lezi mezi 0 a x. Chyba je tedy mensi nebo rovna ¢islu

sin - 5
2(3) <055 =50
5! \2 120 32 3840
41. Z jak velkého okoli nuly mGzeme brat hodnoty x, abychom se pri pocitani hodnoty cosx

2

pomoci vyjadreni 1—% dopustili chyby mens{ nez 10~4?

Reseni. Je
X2

:1——
COS X 9 + 41

COS
En

kde £ lezi mezi 0 a x. Chyba 5 x* bude jisté mensi nez 10~*, pokud bude platit

4 v
-4
y} <10 & |x| < — 0
V4!
Hodnoty x lze tedy brat z okoli nuly o poloméru 0

42. Jak velké n e N je potreba vzit, pokud chceme hodnotu expx pocitat pomoci sumy ZE
k=0

. 4p
na intervalu < ok 2> s chybou mensi nez 10~

Resent. Je

expé_
xpx= Zk‘ IR
kde & lezi mezi 0 a x. Chyba bude jist¢ mensi nez 10~*, pokud bude platit
n+1
ve (1) T <107 & (n4 11271 > 104/,

(n+1)'\2
Vyzkousenim prvnich prirozenych ¢isel dostaneme, Ze nerovnost je splnéna uz pro n=>5.

Rady

+o00 (n')2
43. Vysetrete konvergenci rady .
— (2n)!
y 1?2
Reseni. Oznacme a, = g )) - Je
lim @ _ g (n+1)? 1

it @y neteo Q0 1)(2042) 47
z podilového kritéria plyne, ze rada konverguje.
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.y 1
44. Vysetrete konvergenci rady E
n=1

Vinn’
Reseni. Pro vSechna pfirozena n plati Inn < n, proto lim vInn = 1. Neni splnéna zakladni
n—-+00

podminka konvergence rady, fada diverguje.
+o00
v v o v 1
45. Vysetrete konvergenci rady n;m

Reseni. Pro vSechna prirozena n plati Inn <n; podle srovnavaciho kritéria fada diverguje, nebot
harmonicka rada diverguje.

1
/n!’

+oo
46. Vysetrete konvergenci rady Z
n=1

Resent. Je v/n! <n (nebot n! <n"); fada je podle srovnavaciho kritéria diverguje.

+o0

. 2+cosn\n

47. V v tv t k 4 d .
ysetrete konvergencl rady n;<3+cosn>

l 24cosn

5 v 7 3 A 4 7 : 7.2 : !
Reseni. Je < 1 proto fada podle srovnavaciho kritéria konverguje, nebot geomet-

2~ 3+4cosn —
sy 3\" .
ricka rada Z (Z) konverguje.

+o00
v v e v Tl—l n(n—l)
48. Vysetrete konvergenci rady ngzl (m)

Resend. Jelikoz je

lim ("‘1)"= lim (1+_—2>"=e—2<1,

n—-+oo n—|—1 n—+oo n—|—1
existuje np e N a ¢p € (0,1) tak, ze pro vSechna n 2ny je (%) "< qo. Proto rada podle srovnavaciho
kritéria konverguje.
+o0o
49. Vysetrete konvergenci rady 2(2 —x)(2—¥x)(2—/x)...(2—/x), kde x> 0.
n=1

Reseni. Pokud je x mocnina dvou, je a, od jistého ¢lenu nulovy, suma je kone¢na a rada kon-
verguje.

V ostatnich pripadech od jistého n mame /x < 2, jedna se o fadu bud s kladnymi nebo za-
pornymi ¢leny (az na koneény pocet vyjimek). Oznaéme a, = (2—-x)(2—¥x)(2—¥/x)...(2—/x).
Pak

n<1—d2+1> =n<1—(2— m) —n( Ya-1),

n

proto
. » o n n+1 x_l
Jim n(*yE-1)=lim --m—5—1Inx.
n+1

Proto pro x > ¢ fada podle limitntho Raabeova kritéria konverguje, pro x < ¢ diverguje. Pro x =e¢
fada diverguje podle nelimitntho Raabeova kritéria, nebot

n("ye—1)S1ees (1+%>n+1,

1\ 1\ T
pritom posloupnost ((1 +ﬁ> ) konverguje k ¢ shora.
n=1

20



+o00
50. Vysetrete konvergenci rady 2(2 —x)(2—Yx)(2—/x)...(2—/x), kde x > 0, pomoci Gaussova
n=1
kritéria.
Reseni. Oznacme a, =(2-x)(2—/x)(2—/x)...(2—/x). Pokud je x mocnina dvou, je a, od jistého
¢lenu nulovy, suma je konecna a fada konverguje. V ostatnich pripadech

an

Inx Inx In®x In’x /lnx Inx In’x In’x /lnx
=2 yx=2-e _2_<1+ n o2 +2n2w( ))_1_ n 2n2 _2n2w( )

Proto pro Inx £1 & x <¢ rada diverguje, pro Inx>1 < x >¢ konverguje.

Ap_1 n n

+oo 1 n
51. Vysetrete konvergenci rady Z%, kde p eR.
n=1
S Y nle"
Reseni. Oznacme a, = el Pak
an+1_ n n+p
a_n_€<n+1>
Odtud
Gt _ L\ LV anas (o L)
a, _€<1 n-l—l) (1 n—l—l) =¢ 1 <1 n-l—l) )
Je
1 1 1 ¢ 1 n 11 P
l14nln(1-— ) =1 - - 2 )=1-1 - S R
+ln n+1> +”( nt1 2(n+1)2+n3) Tl 2D W a2
o
9 n2’

kde ¢ oznacuje omezené posloupnosti, jejichz konkrétni tvar neni dulezity. Dale

1

Z Gaussova kritéria plyne, zZe prop—% >lep> ; rada konverguje a pro[)—% Sleps ; diverguje.

+oo 4
52. Vysetrete konvergenci fady an—:;l
n=1

Reseni. Ztejmé existuje ng €N tak, Ze pro vSechna n>njy je

4
n*+1 SL.
3‘/ﬁ _gn%
+oo
v v . v ]. v ]_
Vysetfeme konvergenci rady Z -. Ozna¢me a,=—. Pak
el 371? 3n§
n<1—a"+1> =n<1—3\3f‘\/3 ”“) =Tl<1—€ln3(‘3[_\/3 ”“)).
an
Je
_ JIn3(¥m-3/n+1)
lim n(1-61n3<3f-~/3 "+l>) ~ fim n——* In3-({n—/n+1) =
n—+00 n——+00 lng(\fy*_ 3/n+1)
nln3
= lim nln3-(v/n+1-yn) = lim =+ oc0.
n—r+oo =400 3/t )24/ n(n+ 1) +3/n?

Podle limitntho Raabeova kritéria rada konverguje. Tedy i ptivodni fada konverguje.
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Vysetfeme konvergenci ptivodni fady srovnanim s konvergentni radou E —

nt+1
3vn

n——+oo 1

-0,

n?
proto i ptivodni fada konverguje.
+oo
53. Vysetrete konvergenci fady ans, kde ¢€(0,1) ae>0.
n=1
Resend. Je g% =¢™4™, dale n=¢"", odkud

Ing e

an = nm”
Protoze Ing <0, je

lim ln_q

_w,
n—>+001nn

odkud plyne, zZe existuje ng tak, ze pro vSechna n > n je exponent

srovnavaciho kritéria konverguje.

+o0o
— . 1. =
54. Vysetrete konvergenci rady E —sin —
noon
n=1
Reseni. Jedna se o fadu s nezapornymi ¢leny. Protoze je

1.
—sin —
lim " _1
n—-+oo 1 i
n2
rada podle limitniho srovnavaciho kritéria konverguje

55. Rozhodnéte o konvergenci rady Z(\/ n+1 f)pln —, peR.

n=2

w21
w2
n=1

ng . o x
an ™ < 2. Rada tedy podle

Resent. Jednd se zfejmé o fadu se zapornymi ¢leny. Vzhledem k tomu, Ze

st = (g

1_11< il)

+o0

srovname uvedenou radu s radou E 7 , ktera konverguje < p>0. Je
7

n—l

V- yipin (—1 y
(Vntl=ymfin. - nt+1+/n

lim — = lim - lim

w1,

= 2 —e]RJr

n—+o00 1 n—+o0 1 n—+o0o 1
- _
2

5+1 n

n n

takze podle limitniho srovnavaciho kritéria i ptivodni fada konverguje < p > 0.

1 1 1
+oo 142 9 +5 3 +.. +—
56. Vysetrete konvergenci rad

7 8 Y ; nln®(n+1)

Reseni. ProtoZe podle Stolzova vzorce je
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42 m ot 1 !
lim —2-5 T fim L i T,
n—+oo nn n—+oln(n+1)—Inn n—toon+ In (1+_>
+oo
rada v zadani ma stejny charakter jako rada Zm Tato rada diverguje, tedy puvodni rada
diverguje.
+oo
1
57. Vysetrete konvergenci rady ;(\%— In %)
Resent. Je
In n+l 1 1 Lo
n n 22 ¥’
+oo
kde (¢,) je omezena posloupnost. Rada ma stejny charakter jako rada Z—S, nebot
n=1 n2
1 1 n+1 1 1 ¢ 1
VT 972 3 9% 5 1
lim " " _ fim 2 n = lim n____ 2 _°
n—+o0 1 notoo 11 S A TR Y 1+1 4
Aannss) ey (5

Zadana rada proto konverguje.

+00
/n—1
58. Vysetrete konvergenci fady Z \/Z“ , kde e eR.
n=1
Resent. Je

e L™ 114 lnn In? (lnn>_1=lnn In? <1nn>,

odkud
2

X/Inn In* /lnn Xlnn Inn
Z Zl(nl+ol+n2+ol < )) Zn”"‘ Zn2+a < )

Poslednl upravu je mozné provést, nebot se jedna o rady s nezapornymi ¢leny. Pro o« > 0 rfada
+o0
n . / O
Z T konverguje, jak plyne ze srovnani s konvergentni fadou Z =g Ze stejného divodu
n= 1 n= 1
konverguje i druha rada.

n2 n n n? n

+o0o
Naopak, pro « £0 rada Z% diverguje, proto diverguje bez ohledu na druhou radu i jejich
n=1
soucet.

+oo
59. Vysetrete konvergenci rady Ztg” (d+§) ,kde we <0
n=1

).

N

ReSeni. Pro o€ (O,g) je tgo <1, proto

@ge @M@ n>m)(ig(a+2) <o),

rada proto konverguje. Pro o € < je tgo>1, proto

i2)
(3ge(1,+00))(3 ny)(¥ n>np) (tg <a+§) >q>,
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v . . y V% ™ v . . ’ 7 v 7
fada proto diverguje. Necht kone¢n¢ o = h Pro =0 fada diverguje, nebot neni splnéna nutna

podminka konvergence. Pro #0 dostaneme

B n B\ Luixeh o,
1+tg= 2tg = \ b 1w
lim tgn<f+é) - lim 2 im | 14+—2 —e2,
n—+o0 4- n n—+oo 1—t é n—+oo 1—t é
5 5%
nebot
gl gl
lim n-.p=lim 2B-—;L. =92B8-1-1=28.
n—»-{-ool_tgé n—+o00 E 1—tgé
n n n
Cislo ¢% #£0, opét tedy nenf splnéna nutna podminka konvergence, fada diverguje.
2" 41’
60. Rozhodnéte o konvergenci rady Zn =0
Resent. Je
9n 43 - (%)n _ (z)n
n=(=3)"|= &y \8/
rada konverguje absolutné.
+00 n
61. Rozhodnéte o konvergenci rady Z (_n}’) , kde peRR.

n=1

Resent. Pro p <0 je lll}rl — >0, proto neni spln¢na zakladni nutna podminka pro konvergenci

1\ +eo 1
fady a rada diverguje. Pro p >0 je posloupnost (ﬁ) B monoténni (klesajici) a liril s =0. Proto

podle Leibnizova kritéria fada konverguje. Pritom pro p € (0,1) konverguje neabsolutné, pro p >1
konverguje absolutné¢.

+00 n
62. Rozhodncte o konvergenci fady Z%, kde peR.
Resend. Je hI—P vn=1. Proto pro p £0 je llrll W > 0, takze neni splnéna nutna podminka

konvergence a fada diverguje.

+o00
Uvazme p >0. Posloupnost <\/ﬁ> ) je od trettho clenu ostre klesajici, nebot
n=

"Wn+l<ynem+1)" <nl o <1+%)n <n&n23.

+00 +o0
, (-1 (-1
Rada ; 7 ; YT
konverguje.
+00 (_1)71
63. Rozhodncte o konvergenci fady ;W, kde peR.

ReSeni. Pro p <0 nenf splnéna nutna podminka konvergence, fada diverguije.
Uvazujme p >0. Pak

-t Dt DD D _ D
(n+(-Dmr <1+ n ) oo <1+(_‘b+w") n )_ W
Tedy
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D" ~(=D" wa—p
Z(n—l—( Dry Z +Z 1’

ob¢ dvé rady konvergujl (prvnl podle Leibnizova kritéria), tedy i piivodni fada konverguje. Pritom
pro p €(0,1) fada konverguje neabsolutné, pro p >1 absolutné.

Resme ulohu (pro p >0) pomoci uzavorkovani. Ozna¢me

(-Df
ZUH( Dk’
Pak

B (_1)2k 1 (_1)2 B n -1 n 1 B
o ‘g @k-1+(-D%1y +; @k+(-1)%) ‘%(2/:—2)@ +; @k+1)F ~

- 1 1 1 . 1 1 1
=Z((2/c+1)ﬁ _(2k)ﬁ>+(2n+1)ﬁ =Z‘m<(1+ﬂ>[]‘1>+m -

pt+wi (p+wp) 1
(” 2% 1>+(2n+1)l’ Z(2/c+1)1’(2/c)Jr(2n+1)f"

_Z (2/c+1)ﬁ

Vidlme ze od jistého indexu plati

({7+wk) < p+1
QQk+1)2(2k) | = (2k)p+1°

rada proto konverguje pro p >0.

64. Hromadné hodnoty posloupnosti (sinn)’ a (cosn) %) vyplnuji cely interval (-1,1).
Dokazte.

Reseni. Vezméme napr. posloupnost (cosn). Zvolme libovolné x € (—1,1). Staci najit ostre
rostouci posloupnost piirozenych cisel (£,) tak, aby nl_igloocos ky = x. OznaCme o = arccosx. Je

o €(0,m). Protoze cos je spojita funkce, staci nalézt (,) tak, aby lirp (k, mod 27) = o.

Takovou posloupnost bude snadné nalézt, pokud ukazeme, ze pro libovolné ¢ > 0 existuje
neN tak, ze [nmod 27—«| <€, neboli ze

nmod27r o

or 2r <en
kd681=2iﬂ_-
Je
nmod2r n—[g]2m n [ﬂ] _{ﬂ}
or 2 97 27) 27 )

kde {x} zna¢ime zlomkovou ¢ast x, tj. ¢islo x—[x] (kde [x] je cela ¢ast x).
Najdeme nejprve p €N, g € Z takova, aby

£ g|<er

To lze udélat napt. nasledujicim zptisobem: pro £=1,2,... je jisté splnéna nerovnost

k k k
0<{ 5.} =27 27) <1

takze museji existovat dvé prirozena cisla £;,k9 tak, ze rozdil

{ar {2 <o
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(Pro k = 1,2,... &sla {2%

libovolné blizko sebe.) A protoze
(ool =lar 2 [ar+ 3]
lze volit p=Fk1 —kq, g=— [5—;} + [;J (pripadné opacné, aby p eN).

. : tbud {2\ P _q_
Nyni nastane jedna ze dvou moznosti: bud {27T} =g9 nebo {27r} =1-g9, kde g9 <é£7.

} totiz ,,plni“ postupné interval (0,1), takze po jisté dob¢ lze nalézt dvé

V pripad¢, Ze nastane prvni moznost, je
b _ 2
{277_} =g9, {277_} 2e9, atd.,
az pro jisté £eN je
kp o
{an)—2al <=
Z toho plyne, Ze
|kpmod 27— «t| < 27e; =¢,
tj. klademe n==£p.
Podobn¢ Ize postupovat i v druhém pﬁpadé

65. Rozhodncte o konvergenci fady Z st

n=1
Reseni. Pro p>1 tada konverguje absolutné, nebot |sinn| < 1.

n—-+oo

sinn
Pro p < 0 rada diverguje, nebot lim —— neexistuje (neni splnéna nutna podminka konver-
guj " y P p

gence, hromadné hodnoty posloupnosti (sinz)’% vyplnuji totiz cely interval (-1,1), viz lemma
64).
+ 00
Pro p € (0,1) pouzijeme Dirichletovo kritérium. Rada Zsinn ma omezenou posloupnost
n=1
¢astecnych soucti, pomoci vzorce

COS o/ —Cos f=—2sin 0l-2|—ﬁsin d;ﬂ resp. cos (x+y) —cos (x—y) = —2sinxsiny
totiz dostaneme
sinksin L cos L cos (n—l— 1)
;smk—kz—; Sinl = e 1 4 (cos (/c+2> cos (/c 2) = 2cosl
- B 2 2 2
an = % je monoténni a hl}rl a,=0. Proto Z podle Dirichletova kritéria konverguje. Konver-

, , . sinn
gence je neabsolutni, nebot rada Z%

n=1

diverguje, coz lze ukazat pomoci odhadu

1—cos2n
|sin n| S sin’n B 9 1 cos2n
o T omt o ot 2

+00 +oo
pritom fada Z% diverguje a fada Z COZ[)Q” podle Dirichletova kritéria konverguje.

n=1 n=1
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- (- 1)"
O

Reseni. Jedna se o radu se stfidavymi znaménky. Oznac¢me 4, =

+
66. Vysetrete konvergenci rady Z( , kde geR.
n=1

2n-1)N
2n)!nd

. Z Taylorova rozvoje

je

(- 18 TR (),

n n o2 n
kde 1irr(1) w(x) =0. Pomoci tohoto Vyjédfeni dostaneme, Ze
X—

D (150) (1) = (1) () e

bp_1 2n-nd n n 2n n  n?
kde (wy) a (¢,) jsou jisté omezené posloupnosti, jejichz konkrétni tvar nds nezajima. Z modifiko-

7 L. s/ s v v . v 1
vaného Gaussova kritéria tedy dostavame, ze fada konverguje absolutné pro g+ >1 & ¢ > &

2 2’
neabsolutné pro q+% €(0,1)eqe ( 2 2> a diverguje pro ostatni 4.
- RLYE
67. Vysetrete konvergenci rady nzz;ln D)’

Resent. Je

((-1)(3))“’: _

(1,-1,-1,1,1,-1,-1,1,1,...),

tj. znaménka se sttidaji vzdy po dvou ¢lenech. Rada konverguje, nebot pro jeji posl. &¢aste¢nych
souctu (s,) plati

. B <4k—3> _ <4k—2> B <4k—1) _ (4/c>
GONE (Dt 2 GONE (=1)*2
o -

In(@—3+1) T In(@—2+1)  In@k-141)  In(d+1)

L 1 -1 -1 1 (DM (- DD
_Z(ln(4/c—2)+ln(4/c—1)+ln(4/c)+ln(4/c+1)> ‘;( In(2%) " In (2/c+1)) w o

kde (s5) resp. ) j jsou posloupnosti ¢astecnych souctti konvergentnich tfad (konverguji podle
Leibnizova kritéria)

= (=D G0k
nz:;ln(Qn) resp- Z1n(2n+1)

+ o0
Pivodni fada konverguje neabsolutné, nebot rada Zln(—-l—l) je divergentni (coz lze ovérit napf.
n
=1

+ 00
. . . 1
srovnanim s divergentni harmonickou fadou E ).
n
n=1

( )n+l

68. Urcete soucet rady Z prerovnané tak, ze vezmeme vzdy jeden kladny sc¢itanec a

pak dva zaporné.

Reseni. Pro posloupnost ¢aste¢nych souctti (s,) prerovnané rady plati
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~/ 1 1 1y &1 1& 1 1
on = ;(216 1‘@‘&) ;%—_1—52%—_1—;
‘E(gzgﬂ)‘zgr
1 /X1 1 /=1 1 /<=1 1 11
_5(;%—1n2n—§<kz%—lnn)>—z( E—lnn>+§ln2n—é—llnn—zlnn.

k=1
Odtud plyne, ze

lim sgnzl(c—%c) —%C+%ln2=¥.

Soucet rady je roven 1n_2,

2

jsou stejné jako limita posloupnosti (s3,), plati totiz

1
k) =53, + = S = _—
3n+1 —93n In+ 1’ 3n+2 3n+1 4n+9

nebot limity posloupnosti (s3,+1) a (s3,4+2), které spolu s (s3,) pokryji (s,),

1+cos2x y Condnd v ;
2x=-"——""""tak, Ze vynésobite Taylorovu fadu pro funkci cos x samu

2

69. Dokazte vzorec cos
se sebou.

Resent. Je

cos?

B _+°° (_1)nx2n +oo (_1)nx2n_+°° " (_l)chQk (_1)n—/cx2(n—/c) B
x—cosx.cosx—z @0 > oL _Z(); T G

2 DS () ~ (D
—Z( D"x 22(2@,(% 251 Z n)! Z(Q/C)l(Qn 2%)! Z (2n)! ;(2/:)

Nyni vyuzijeme toho, ze soucet ¢isel na n-tém radku Pascalova trojihelniku, tedy Z (Z) , je roven
n=0

2" a ze soucet ¢isel na radku, pokud pric¢itame pouze kazdé druhé, je roven souctu vsech na pred-

chozim radku, tzn. pron21 je

n 2n—-1
(3 -5 (o)

Pron=0je

0
2n\ _
% (38)=1-
Odtud dostaneme

+oo (—1)mx2n & (=) . 2 (=1)" (Qx)2n 1 cosxt1
; (2”)' ;(2&') 1 Z (272)] 22 1_ 22 (2”)' = +§<COSX—1>= 2 .

70. Vysetrete obor konvergence mocninné rady ZM( +1)".
n=1
Reseni. Polomér konvergence je
1 1 1 1
p= = =——=c.
n _9\n u N 3.1
lim o SHEDT 1D
1=+ o0 n 3lim ———
n—+oo \Vﬁ
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Vysetfime konvergenci v krajnich bodech intervalu: pro x= _§ je

+o0

Z3n+( 2)( ) Z( " Zl —

n=1

coz je soucet dvou konvergentnlch rad.

Proxz—gje
SXBL (=) 1y <21 X (=)
2 (3) R0 S

coz je soucet podstatné divergentni a konvergentni fady, ptivodni rada tedy podstatné diverguje
do +oo0.

4
Zavér: mocninna rada konverguje pro x € < 2)

3”3

+00 n(n1\2
71. Vysetiete obor konvergence mocninné rady Z(—l)” (22n(-7ll— 1)),

n=

Reseni. Podle Cauchyova vzorce

2@ 2n+1)? 1
nl_l,Too (Qn D! n1—1>r-{loo(27l+3)(2n+2)_2’

polomér konvergence je tedy 2. Vysetfime konvergenci v krajnich bodech intervalu konvergence.

AN (1) 2
Pro x = 2 se jedna o ¢iselnou radu Z%

, 0 jejiz konvergenci rozhodne modifikované

Raabeovo kritérium:

e y n((2n+3)(2n+2)—4(n+1)2)_1. wism 1
( _(2n+3)(2n+2)):nirfm (2n+3)(2n+2) Tt (2n43)(214+2) 2

proto rada konverguje. Pro x = —2 mlizeme vyuzit tento vypocet a podle Raabeova kritéria rada
diverguje. Obor konvergence ptivodni mocninné rady je proto interval (-2,2).
+o0
72. Vysetiete obor konvergence mocninné rady 22”96”2
n=1

lim n
n—-—+oo

>0,

Reseni. Polomér konvergence je roven

1
" lim sup v/ 2
n—+00
kde ¢, =/n pro ne{1,4,9,16,...} a ¢, =0 pro ostatni n. Je tedy
1 1 1 1 1
p= = =— = — =59 =1
lim ¥/2v% oVl lim 9VeHI-vE L ovena 20
n—+oo 71H3m QV% n—-+o00 n—+ 00

V krajnich bodech rada diverguje, nebot neni splnéna ani v jednom pripad¢ nutna podminka

+oo
konvergence: pro x=1 u fady 22" a pro x=—1 u rady
n=1

D 2D =) 2= ("
n=1 n=1 n=1

Piivodni mocninnd rada tedy konverguje na intervalu (-1,1).
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v v : L M (3+(_1)n)n n
73. Vysetiete obor konvergence mocninné rady Z—x
n=1 "
Reseni. Polomér konvergence je roven

1 1 1

p= = = —,
_1\m\n n 4
limsup " M hm 2n 4_
notoo V n notoo \ n

V krajnim bodé x = ~ fada diverguje, nebot fad i(gﬂ_l)n)nl"l 4 kladné &l
rajnfm bodé x = ; fada diverguje, nebot fadu T(Z) ze (ma kladné ¢leny)
pferovnat
(3+( nm"
; ( ) Z(Qn 1) 22 1+22

pricemz prvni fada konverguje a druha podstatné diverguje.
. 1 . . .
V krajnim bod¢ x = 1 fada také diverguje, nebot pro jeji posloupnost ¢astecnych soucti (s,)

plati

(3+( DHF
Z ( ) Z% 2(2/: 1)22“’

coz je (po provedem limitniho prechodu) rozdil podstatné divergentni a konvergentni rady.
74 V bor k ay S (=)'
. Setfete obor konvergence mocninné ra (—) .
y : Y2 \Ginn
n=

ReSeni. Podle lemmatu 64 existuje vybrana posloupnost (k,) z (n) tak, Ze Iil}rl sink, = 0. Pro

polomér konvergence rady plati
1 B 1 B 1 1

( sin n) sin kn
fada konverguje v jediném bod¢ x =0.

75. Rozvinte do mocninné fady f(x) =In (2+3x) v bod¢ a=1.
Resend. Je

b
lim

limsup |—
n—-+oo

n—+oo

limsup '
n—+oo

sinn

Jx) =In(2+3x) =In (5+3(x— 1))—1n5+1n(1+ (x— 1))—1n5+z( D™ 1(%(x—1)>n=

n=1
n—19n
=1n5+2%(9€ .
n=1

76. Rozvinte do mocninné rady f(x) =arcsinx v bod¢ a =0 pomoci derivovani.
Reseni. Pro xe (-1,1) je
1 =

1 1
S === 2=n§=%(—n§) )",
Protoze
1y (EDER D (e D) (DM@e-D (D) (2n-1D)!
<n2>= 7l T w2 T @
je
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X (@n- 1)
09 z s
Proto pro xe(—l,l) je

B @D,
f(x)_;(Qn)!!(2n+1)x2 G

kde C=0, nebot f(x) =0=C.
2n-1)N

OznacCme ay = m Protoze
. Ani1\ 5. @Cn+1)(2n+1)N . 4n® +4n+1 L 6n24-5n B

nliToo”(l @ ) ‘Jf&n(l (2n+2)(2n+3)> ‘nll‘Poo”<1 4n2+10n+6> T e dn2 110046

_6_3

1=
fada Z (Zn-DN x**1 v krajnich bodech +1 podle Raabeova kritéria konverguje, diky spoji-

(2n)”(2n+1)
tosti mocninné rady v celém oboru konvergence tedy plati rovnost
&2 (@2n-1) el

pro vSechna x e (—1,1).

77. Rozvinte do mocninné fady f(x) = ———5 v bod¢ a=0.

(1- )

Resend. Vime, Ze
Zx =1 x proxe( 1,1).
Proto

+0o0 1
an"‘l =9 pro xe(-1,1).
n=1

(V krajnich bodech +1 tada diverguje.)

78. Rozvinte do mocninné rady f(x) = 1 v bod¢ a=0.

(1-2x)(1+x)
Reeni. Racionalni funkci f rozloZ{me na parcialni zlomky:

1 1 2
JO= 20T ~30+0 T30-29"

Proto podle vzorce pro soucet geometrické rady je

n n+1
) = Z( 1) +2

proxe ( Ok 2) (V krajnich bodech i§ fada diverguje.)

79. Rozvinte do mocninné rady f(x) =1ln (x++/x2+1) v bodé¢ a =0.
Resend. Je f(x) = argsinhx a

1

na celém R. Tedy
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+o0

S =1+a2)"2 =Z (_n%)x% :Z (—1)("2(5)72”—1)1gx2n
n=0 n=0 H

pro xe(—1,1). Proto

XD,
f(x)—; 2n+1)2n)!! w4,

(-D"(2n-!!
Qn+ 1) (2!

+o0

Rovnost plati i v krajnich bodech, tj. na celém intervalu (-1,1), nebot rada Z

n=0

2n-1)N .
@ni D)2’

i Api1 ) 4n2+4n+1 . 6n2+5n 3
1 1-%1) 2 [ AAERE LN o 2 S
niToo”< a,,) niToo”< 4n2+10n+6> ot dn2 110046 2

absolutné konverguje podle Raabeova kritéria; pokud oznacime a, =

Integraly

80. Vypodtéte neurdity integral J(2+3x2)3dx.

Reseni. Integrand ma za definiéni obor mnozinu R. Je zde spojity, proto primitivni funkce na
této mnoziné jisté existuje. Pri vypoctu vyuzijeme linearity integralu.

5 7 4 5 7
x—+27”7=8x+12x3+5Tx+2%

3
J(2+3X2)3d9€=J(8+36x2+54x4+27x6)dx=8x+36%+54 :

—93/42
81. Vypoctéte neurdity integral J%dx

7

ReSeni. Integrand ma za definiéni obor R*. Je zde spojity, proto primitivni funkce na této
mnoziné jisté existuje. Vyuzijeme linearity integralu.

VEA=2V/52+1 _J - J 5 J_l Cdxi 24x1 Ay
J—\W dx=[xtdx—2|xizdx+ [x"sdx= 5 7 T3
v,V Ve, s » , X2
82. Vypoctéte neurdity integral J 2 dx.

Reseni. Integrand ma za defini¢ni obor mnozinu R. Je zde spojity, proto primitivni funkce na
této mnoziné jist¢ existuje. Pri¢tenim a odectenim c¢isla 1 v Citateli dostaneme

x? x2+1-1 1 1
dex—Jde=J<l _m>dx=de_Jl+x2 dx=x—arctgx.

83. Vypoctéte neurdity integral Jcothxdx.

Resend. Integrand ma defini¢ni obor R—{k7|k € Z}, zde mame

2 ain?
Jcothxdx=Jcos xdx=J1 s xdx=Jde—de=—cotgx—x.

sin’x sin’x sin’x
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84. Vypoctcte neurdity integral Jsin 3xsinbxdx.

Reseni. Integrand ma defini¢ni obor roven R. Ze vzorce

. o+f . o—
cos o—cos f=—2sin +ﬂsm 4
2 2
., ot ol—
dostaneme substituci x = 9 b =7 b vztah

sinxsiny = —% (cos (x+y)—cos (x—y)> .
Plati tedy

Jsin 3xsinbxdx = —%J <cos 8x—cos (—2x)) dx= —%Jcos 8xdx+ %Jcos 2xdx,

v poslednim integralu jsme vyuzili sudosti funkce cos. Pro vSechna x € R plati
(sinax)’ =acos ax,
proto

) ) 1 . 1.
Jsm 3xsinbxdx = 16 sin 8x+ 1 sin 2x.

85. Vypoctéte neurdity integral Jx|x|dx.

Reseni. Integrand mé za defini¢ni obor mnozinu R. Najdeme nejprve primitivni funkce na
intervalech (—o0,0) a (0,+00) zvlast.
Na (0,4 00) mame

3
Jxlxldx = Jx2dx =7 na R*.

Na (—00,0) mame

X3
Jx|x|dx = J(—xQ)dx =-gm R-.

Proto celkové

LK _
x|x|dx = 3 na R™URT.

Poznamka: misto predchozich vypoctt na kazdém intervalu zvlast 1ze vyhodné vyuzit znaménkovéj
funkce sgn, ktera je konstantni na R~ i na R*, proto jde na obou téchto intervalech z integralu vyt-
knout. Protoze |x| =xsgnx, dostaneme

X3 | x|3

Jx|x|dx = Jx-xsgn xdx=sgn xede =sgnxo ="5-na R-UR™.

Integrand x|x| je spojita funkce na R. Proto musi existovat primitivni funkce na mnoziné R,
ktera je na celé této mnozin€ spojita. Jelikoz

Jof? Jof?

My =iy =0
3

funkce % je spojita v bodé 0. Proto podle (P?) mame
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3
Jxlxldx = % na R.

86. Vypoctéte neurdity integral Jmax {1,x2}dx.

Reseni. Pro nazornost nacrtnéme graf integrandu:

Integrand je spojita funkce na R, proto na této mnozin¢ existuje primitivni funkce. Mame

3
Jxﬂdx=% na (—o0,—~1)U(1,4 )

de:x na (—1,1).

Znazornéme do grafu primitivni funkce na uvedenych intervalech:
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SN

Je

X3 1 o1
lim >~ lim x=-1, limx=1, lim > -,
g Ty AT TS IpEh M3 T3

Proto

X3

3 3 Pro x € (—o00,—1),
Jmax{l,xQ}dsz(x) na R, kde F(x) = < X pro xe(-1,1),
3

x> 2
§+§ pro xe(1,+00).
Funkce Fje jiz spojita na R, jak ukazuje obrazek.

87. Vypoctcte neurdity integral J\/ 1—sin 2xdx.

Reseni. Pod odmocninou v integrandu je vzdy nezaporné ¢islo, nebot pro vSechna x e R plati
sin2x<1.
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Integrand je proto spojity na R, na celém R proto existuje primitivni funkce. Protoze je integrand
periodicky s periodou m, staci nalézt primitivni funkci na libovolném intervalu (a,6) délky 7 a
dodefinovat ji pomoci periodicity a vhodného posunu na celé R.

Protoze

/1—sin 2x = V/sin%x+cosx—sin 2x = \/(sinx—cosx)? =|sinx—cos x|,

vidime, Ze nejvhodnéjsi interval délky 7 bude takovy interval, kde se nebude ménit znaménko
vyrazu sin x—cos x stojiciho uvnitt absolutni hodnoty. Jak je zfejmé i z nasledujiciho obrazku,

cosx
_ —_
7
7/
7/
7/
z g
7 s 2
7/
7/
- “sinx
sinx—cosx
’ . . v/ . ™ 5 . 7
takovym intervalem je napriklad interval a7 Na tomto intervalu mame
. . . ozn.
Jlsmx—cosx|dx=J(smx—cosx)dx= —cosx—sinx = Fy(x).
Funkce Fj je zobrazena na obrazku nize:
7 -7 ~
N N
4 N -1 N
N \
N \
h \
\ h < \ \ z \ A\ |
— T \
m \ 1 mogm . 2

Oznacme nyni

—cosx—sinx

Fi(x) = Fy(x—km) = (=1)**1(cos x+sinx) pro x € <g+/€ﬂ,%ﬂ+kﬂ> ,kEZ.

Funkce F; vypada takto:
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-~ —COSX—sinx
N

NS

Z periodicity integrandu 1/1-sin2x vyplyva, ze funkce F; je primitivni funkci k tomuto inte-

grandu na R—{g+lm‘ /ceZ}.
Abychom sestrojili spojitou primitivni funkci na R, je tfeba k F; pfi¢ist vhodné konstanty na
jednotlivych intervalech délky 7, které zjistime vypoctem rozdilu kone¢nych jednostrannych limit:

lim Fl—lirg+F1=\/§—(—\/§)=2\/§.

. 7 V7 */ / . 7T 5 . v vYevs / Ve
Jednotlivé posuny se scitaji, v £-tém intervalu <Z+/cw,17r+k7r> je tfeba pricist £-nasobek rozdilu

21/2. Jako vysledek dostaneme
J\/ 1-sin2xdx =F(x) na R,

kde
F(x) =(-1D)**!(cos x+sin x)+2/c\/§ pro xe <£+/€7r,%7r+/c7r> .

Funkce F'je znazornéna na nasledujicim obrazku:

88. Vypoctcte neurdity integral Jln xdx.
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Reseni. Defini¢ni obor integrandu je R*. Pouzijeme metodu per partes, na integrand se divame
jako na soucin 1-Inx.

Jlnxdx=Jl-lnxdx=xlnx—de=xlnx—x na R*.

w=1v=Ilnx

vy oo s 4 [sinx
89. Vypoctcte neurdity integral Je—xdx.

Reseni. Defini¢ni obor integrandu je R. Pouzijeme integraci per partes.

sinx sinx [cosx sinx cosx (sinx
dx=— dx=- - - dx.
e* e e ex e* e
uy=¢* vy=sinx Uy=¢"* vy=COSX
Uy =—¢" v; =cosx Ug=—¢* vh=—sinx

Pro primitivni funkci
J%Cdx =F(x)

plyne z vyse uvedeného vypoctu rovnice

) === =22 ~F(),
odkud (na R)
sinx+cosx
F(x) = B T

2x+3
x2—1

90. Vypoctcte neurdity integral J dx.

ReSend. Primitivni funkci hleddme na R—{-1,1}. Integrand rozloZime na parcialni zlomky:
2%+3 A B
1 x1 atl
Hodnotu ¢isel 4, B dostaneme bud nasobenim spole¢nym jmenovatelem
2x+3=A(x+1)+B(x-1) 0
a srovnanim koeficienti u odpovidajicich si mocnin, tj. fesenim soustavy
3=4A-B, 2=A+B.

Mame
5 1
A=-, B=—-.
2 2
Nebo alternativné nasobime korenovym cinitelem x—1,
2x+3 B
=A+——(x-1
x+1 * x+1 (r=1) ®)
a dosazenim x=1 dostaneme pfimo
2143 5
=70 Ty
podobné
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1
B= 5"
(Poznamka: Tento postup zjiSténi hodnot konstant 4, B je korektni. Plati-li totiZ rovnost (4)
pro nekonec¢né mnoho realnych ¢isel x, plati pro vSechna realna ¢isla, tedy i pro zakazané hodnoty
x==1. Vztah (4) Ize po této uvaze opét vydélit x+1 a dostat vztah (5), ktery jiz plati i pro x=1.
Alternativné 1ze korektnost postupu odivodnit tak, Ze ze vztahu (5) plyne rovnost limit
. 2x+3 . B
lim o1 = lim (A D),
které mizeme vy¢islit dosazenim, nebot na jejich argumenty se mtizeme divat jako na spojité
funkce v bod¢ 1.)
Pro primitivni funkci dostaneme
J2x+3d _SJ dx lJ‘ dc« 5

=g |x—1|—%1n x+1] na R—{-1,1}.

x%—1 x—2

x—1 2

dx
(x+1D)(x+2)2(x+3)%"

91. Vypoctéte neurdity integral J

Resent. Integrand ma za defini¢ni obor mnoZinu R—{-1,-2,-3}. Rozklad na parcialni zlomky
bude mit tvar
1 A B C D E

p—ty . 6
GADGAD2GA3)? a1 T D2 a2 T a3 x4 3 ©
Konstanty 4, B, D uréime postupné nasobenim jmenovateli x+1, (x+2)% a (x+3)? a dosazenim
hodnot korenu -1, -2 a —3. Tak dostaneme
1 1 1 1 1
A= =—,B= =-1,D= =——.
(-1+2)2(-1+3)2 4 (—2+1)(—2+3)2 (-3+D(-3+2)2 2
Konstanty C a E uré¢ime napft. nésledujicim postupem. Vyndsobme vztah (6) vyrazem (x+2)°.
Dostaneme
1 _A(x+2)? D(x+2)? E(x+2)?
(x+D(x+3)2 x+1 (x+3)2 x+3
Derivujeme-li nyni tuto rovnost podle x, dostaneme
1 " Ax(x+2) 2D(x+2) E(x+2)(x+4)
= 0+C . 7
((x+1)(x+3)2> D2 T ) T (x4 3)? @
Vidime, Ze ve vSech s¢itancich na pravé strané¢ (7) kromé C figuruje Cinitel (x+2) alespon v prvni
mocniné. Dosazenim x=-2 do (7) proto dostaneme

+B+C(x+2)+

O ( 1 )’ _ —3x%—14x—-15 _1
x+1D)(x+3)2) |oy +1D2(x+3)* |9
Stejnym postupem mame
1 ' —3x%-10x-8 5
E=|——— = =——.
((x+1)(x+2)2) e (HD2(x+2)* |, 4
Rozklad ma tedy tvar
1 1 1 1 1 5
GADG+D24+3)2 4(+1) (422 x+2 2x+3)? 4(x+3)’
Mame
J(x+1)(xf;)2(x+3)2 =;Lln |x+1|+$+ln |x+2|+2(xl—+3)—%1n |x+3| na R—{-1,-2,-3}.
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dx
92. Vypoctéte neurdity integral J—
P yntes x%+2x+3
Reseni. Integrand je spojity na R, nebot diskriminant jmenovatele je zaporny. Jmenovatel u-

pravime na ctverec a provedeme vhodnou substituci:

dx 1 dx = \/EJ d _ \/Qarctgz=£arctgﬂ na R.

dx
Jx2+2x+3 =J(x+l)2+2 =§J (ﬂ)QH 2 J2+1 2 2 V2

V2
el

V2

dx

—F =dz

V2

Yo x oy , x+2
93. Vypoctcte neurdity integral dex

Refeni. Integrand je spojity na R, nebot diskriminant jmenovatele je zaporny. Citatel napi$eme

jako soucet derivace jmenovatele a konstanty:

J x+2 dx_lJ(2x+2)+2 x_lj 2x+2 dx+J 1 &
2+2%+3 " 2) x2+2%+3 2] x24+2x+3 x242x+3

Na prvni integral pouzijeme prvni substitu¢ni metodu.

1[ 2x+2 _1fde 1. 1.,
ﬂm x_2j = Jlnz=gIn (7 +2e+3).
X2+2x+3 = 2
(2x+2)dx = dz

Druhy integral jsme vypocitali v pt. 92. Celkem

_ a2 1 2 V2 x+1
Jx2+2x+8dx_ an (x +2x+3)+7arctg% na R.

dx
94. Vypoctcte neurdity inte rélJ—.
P YIS | (21 2x13)?
Reseni. Defini¢ni obor integrandu je R, nebot diskriminant trojélenu v zavorce je zaporny.
Jmenovatel upravime na ¢tverec a provedeme vhodnou substituci:
dx 1 J dx V2 J dz

dx 3 B B
J(x2+2x+3)2 - J (x+1)2+2)?2 4 Z2+1)?%

R

ﬂ—z
V2
ﬂ=d.z

V2
7 7 b4 v Y7 . / z
Posledni integral spoc¢teme tak, ze budeme pocitat integral Jm =arctgz metodou per partes:
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aret Z=J dz _ 2 +2J P2dz oz J(z2+1—1)dz_ z sz _QJ dz
8T T A T @2 T 241 @E@+D?2  2+1 7241 T) @+

4 dz
= m+2aretgz—2jm.

Z rovnosti vyjadrime

dz _1( 2 +arct )
J(z2+1)2_§ 241 78S

Proto
r+1
J 2 dx 32=\é§ \1/52 +arctgx+1 =7 2x+1 3 +\g§arctgx+1 na R.
(x*+2x+3) (ﬂ) 1 V2 (¥2+2x+3) V2
V2
95. Vypoctéte neurcity inte rz’lljxSi
- YYP y mteg (x—1)100°

Reseni. Defini¢ni obor integrandu je R—{1}. Lepsi nez rozkladat integrand na sto parcialnich
zlomkd je provést substituci x—1=¢

J x3dx J(H—l)gdt J(t‘97+3t‘98+3t‘99+t‘100>dt—— 1 B 3 B 3 B 1

(=110 ] a0 96/% 9757 98 99499
x—1 =t
dx = d¢
1 3 3 1
" T96G-D® 9717 98— 99G—1o " R
y,x veos s , c+1
96. Vypoctcte neurcity integral J Ny dx.
Resent.

J o+l J @+De J t+1
(er=1)(e*—e?) e (e*—1) (€% —¢2) K- 1)(t2—62)
&=t
¢'dx = dt

rozlozime:
t+1 A B ¢ D
-D@-) 1 1=t

vyndsobenim spole¢nym jmenovatelem ¢(¢—1)(¢*—¢*) a dosazenim hodnot kotfenti dostaneme

1 2 e+1 e—1
A:— = — e —————] P —
¢’ B 1-¢%’ ¢ 2¢2(e—1)’ b 2¢2(e+1)’
odtud
t+1 1 2 e+1 -1
Jm 6—21nt+rg21n|t—l|+262(€_ )1 |t 6’|+22( )ln(H-e)
X 2 e+1 -1
—6—2+1T621n|e"—1|+2€2(€_1)1n|e" e\+22( )ln(e"+e) na R—{0,1}.
97. Vypoctéte neurcity inte rélJL
© P ymntes 1+cos2x’
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ReSeni. Integrand je spojita funkce na R, periodicka s periodou 7. Nejprve uréime primitivni

funkci na (—7—T T

9 2) . Pfi vypoctu vyuzijeme vztahu

sin*x+cos?x=1=tgx+1=——.
cos2x

Mame

J dx _J dx _J dx _J dt_lJ de J\/_dz
2y - 2 2 239 "9 2 952 =

1+cos2x coszx< 12 +1> cos?x(tg?x+2) J£2+2 2 ( ¢ ) 41 2) 2+1
0s2x tgx _ ﬂ

dx = d¢

; V2
COS“X dt
V2

V2
2

arctgz— arctg \é_arctg Fozn. Fx).

t
2 V2 V2
Abychom obdrzeli primitivni funkci na celém R, vypocteme velikost skoku v bodech g+/c7r:
. . \/§ T \/_ 27
lim F-lim P= 0~ (G45) =5

Primitivni funkce na R ma tedy tvar

V2 otgx 7T
J & 9 tgﬁ—i-/c proxe< 5 +km, o +k7r> keZ,
1+cosx

@T prox—g+/c7r keZ.

14sinx
98. V tét t tegral
ypOC C c neurCI y 1n egra J +COSDC

Reseni. Funkce v integrandu je periodicka s periodou 27, defini¢ni obor je R—{m+2krlk € Z}.
Proto staci integral pocitat na (—m,m):

2t
. 1+——
1+sinx 1+2 2 J 2t
= : t=|(1+-—"= )dt=t+In(Z+1) =
Jl-l—cosxdx J 1-£2 1+t2d ( +1+1,‘2>d +n(@+1)
1+ ——=
1+£2
t X t=>cosx—1;t2 sinx—i
59 = 142 142
x = 2arctgt
2
=tg;+ln (tg2g+1> na R—{m+2knlkecZ}.
99. Vypoctéte neurdity integral J%

Reseni. Defini¢ni obor integrandu je (0,+c0), primitivni funkci hleddme proto na R*. Protoze

JG{%Q Jx2(1+x3) 2dx,
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jedna se o Cebyseviiv integral pro p = %, qg= %, r=-2.Je Pl _ g, proto k prevedeni integralu na

2

1
integral z racionalni funkce pouzijeme substituci y =xs.
8

Jxé (14x3)2dx = 6Jy3(1 +) 2 dy = GJ 0,2)_),_ 1?2 dy

x =55
dx = 6)°dy
Stupen polynomu v (Citateli je vétsi nez stupen polynomu ve jmenovateli, proto délime:
4943
(y2+ 1)2 :
Rozklad zbytku na parcidlni zZlomky je (diky tomu, Ze zlomek je funkce y*) mozno hledat ve tvaru
4°+3 A LB

02+D?2 y2+1 2+
Nasobenim dostaneme rovnost

4y’+3=A4(*+1)+B,
odkud plyne

A=4, B=-1.
Proto

6| o2y 81)?‘” 6] (243, : @2i1>2)

Pripomenme vysledek z prikladu 94:

dz 1/ 0z ‘
J(z2+1)2 _§<z2+1 +arc gz).

Odtud

)0+ 2P+ D) =yt -2+ 3~

J b d 65 —4y34+18y—21arct +3—y
Gy =5 Y 1 2aretgy+

Pro piivodni integral proto dostaneme

Vxdx § 3/x
J—(1+€/@2 5 —4/x+18/x— 21arctgf+\[+1.

100. Vypoltéte neurcity integral Jx\/ 6+x—x2dx.

Resend. Integrand je funkce definovana na (—2,3), primitivni funkci proto hledame na (-2,3).
Integral upravime na tvar

Jx\/ 6+x—x2dx= Jx\ /(3—x)(x+2)dx = Jx(S —X) gdx

a pouzijeme substituci, kterou odvodime feSenim rovnice

42
3—x
vzhledem k x. Dostaneme
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322
=P 0=

Prvni derivace ¢ je rovna

10¢
PO @y

Protoze ¢'() >0 pro¢>0a
p(0)=-2, lim p(5)=3,

jako defini¢ni obor ¢ volime R*, nebot ¢ pak zobrazuje bijektivné (0,+o0) na (-2,3). Dosazenim
¢ do integrandu dostaneme

312 -2 312 -2 10¢ (3222
Jt2+1 '(3_ 2+1 > v (t2+1)2dt 50J (E2+1)4 dt.

Rozklad na parciélni zlomky diky tomu, Ze integrand je funkce %, vypada takto:
3B2-2 A B C D
@+DF 2 @D @ @D
Hodnoty konstant uré¢ime nasobenim spole¢nym jmenovatelem a srovnanim koeficienti u moc-
nin:
3¢+ 202 =A(+ 34432+ 1)+ B(t*+22+1)+ C(£2+1) +D;
0=4, 3=34+B, -2=34+2B+C, 0=A4A+B+C+D.

Odtud postupné

4=0, B=3, C=-8, D=b.
Mame

Be-DE J 1 J 1 J 1

SOJ—(FH)‘* dt=150 cn 1)th 400 cn 1)3dt+250 (t2—|—1)4dt

Rekurentni vztah pro integraly I; = Jﬁdt dostaneme pomoci integrace per partes:
t £24+1-1 t
I, = m-l—QkJ (If2+1)k+l di= (If2+1)k +2/f(1/c_lk+l)

1 ¢
= I/c—i—l =2—k (m+(2/€—1)lk> .

Odtud dostaneme:

1/ ¢
Iy= 5 <t2 1—|—arctgt>
1, 0 3t 1 /¢(3245)
13_4_1<(t2+1)2 2(t2_|_1)+2ar tgt) §<—(t2 17 +3arctgt)
1 t t(3t2+5) (156444062 +33)
=5 (s (e +oee)) 3 (g )

Proto
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(32 -2)¢
5ojmdt — 15015400734 2507, =

2 4 2
= t27it1—l—75.a1rctg1f——E)()(Ifgglf 1_;25) —150arctg¢ 125t(§22t;f?;3+33) + 655 arctgt=
_ 24754 +1)° ~24-504(3£+5) (¢ +1) +125¢(15¢* +40¢°+33) _ 25¢(3¢*~402-3) | 25
2R +1)} U1 g et
Odtud mame
25 ﬁ(s(ﬁf—ztoﬁ—?))
Jx\/6+x—x2dx: S 5% 3 57x +§arctg +2_
24(x+2 1) 8 3—x
3—x
_25V/6+x- x2(3(x+2)2—40(6+x—x2)—3(3— x)z) 25 x+2
94.53 M
_ V/6+x—-x2(8x2—2x—51) 25 et x+2
N 24 TR 3y

Priklad miizeme pocitat i alternativnim zptisobem. Vnitfek odmocniny upravime na ctverec:

o )

Nyni pouzijeme substituci druhého druhu

= sin¢, kde ¢ € <— ,72—T> Na tomto intervalu je

NIy

5
cost kladny, proto V/1-sin’=+/cos2=cos’a integral prejde na

Jx, /6+x—x2dx =J531r12t+1 g\ /1 —sin%t- SC;S tdt: %J(Bsin t+1)costdt =

_ Ssint+1
B 2

5cost
dx = 9 d¢

125 cos t+25J‘1+cos2t 125 cos t+25 <t+ sith) B
8 3 8 2 -8 3 16 B

_ 125 [ . 9 25 2
= ?Jsm tcos tdt—l—@JCOS tdt=——— dt= 2

25 . 2x-1 25 2x— 12
3422 2/ 2 _
6+« x)+163r(:1 3 +16 55 6+x—x

_—8x2—2x—51 6+x —9c2+§arcsm2 -1
B 24 16 5

Poznamka: dosazenim hodnoty x—% do obou vysledk vidime, Ze se lisi o konstantu 3 27T
101. Pomoci Newtonovy formule a zakladni véty integralniho poctu vypoctéte limitu posloup-j

nost111m< " + k +...+ k )
notoo\n24+12  n2422 77 n24n2/”

Reseni. Nejprve vypoéteme pomoci Newtonovy formule integral

1

SE

1 1
J T dx =[arctgx],=arctg1—arctg0=
0
Z vyjadieni Riemannova integralu jako limity integralniho souctu plyne, ze
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n

1

1 n . n n n
[rttemim 3oy =t = i e )
0

ot —— ).
— n?+12 " n2422 n?+n?

Hodnota limity je tedy g

102. Pomoci Newtonovy formule a zdkladni véty integralniho poc¢tu vypoctéte limitu posloup-
T T 4
nosti lim

Jlin o , kde p>0.

Reseni. Z Newtonovy formule vyplyva, Ze

Z vyjadreni Riemannova integralu jako limity integralniho souctu plyne, ze
1

7 2V 25 U V) ey’
prdx=nlj)1$1m;(5> -~ = lim .

N n—o+oo np+1
0

Hodnota limity je tedy g

V3
103. Vypoctéte urcity Riemanniv integral Jxarctgxdx.

0
Reseni. K vypoétu pouzijeme metodu per partes.

V3 V3 V3
X2 V31 [ & 371 1(x241-1 T 1

Jxarctgxdx=[§arctgx}o _§de Q-g—QJde=§—§[x]o +2 [alrctgx]0 =
0 0

W' =x, v=arctgx,

1

R W
T 1 17 2 V3
—3 3333 3

1
104, Vypoétite urdity Riemanniy integral | 0
. u av ——.
P Y & x24+x+1
-1
Reseni. Protoze diskriminant polynomu ve jmenovateli je zdporny, ¢itatel upravime na soucet

derivace jmenovatele a zbytku, potom upravime jmenovatel na ¢tverec a pouzijeme linearni sub
stituci.

1 1
J xdx 1 J (2x+1-1)dx 1
"2

1 1
1 dx 1 1 dx
_— = — 1—— —_—_— —_— _— =
x2+x+1 x24+x+1 2[ln(x2+x+1)]‘l Jx2+x+1 21n3 QJ 1\2 3
21 21 1 1 <x+§> +Z
1
1n_3_gJ dx _lnS_E[Earct 2x+1}1 _ln3_£<7_r+z> 1n_3_f7r
2 73] 121‘2 sl 3179 T3 \376) T2 6
7 (Gal)) +
i
105. Vypoctéte urcity Riemanniv integral J \C/%dx.

-
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Reseni
gCosgx g1—sm2x M= [/ 5 38 3811 3 3 9
| Gy~ | i comsde | i | (=)= [ ] =55 =5
o 2 ) )
sinx = ¢
cosxdx = d¢

n+1
J In[x]dx, kde n € N; hranaté zavorky oznacuji
1

106. Vypoctéte urcity Riemanntv integral

celog cast.
Reseni.
n+1 n k+1 n k+1 n k+1 n
| nBgar=3" [ n[xgar=3" | inkdv= Ink | dx=3 nb 1-Inn
] =1 Y =1} =1 ' 1
Jcos 2d¢

107. Vypottéte limitu lim
x—0 X
X
Reseni. Ozna¢me F(x) = Jcos t2dt. Jak plyne piimo z definice derivace, uveden limita je rovna

0

lim =lim
X x—0 x—0

x—0

Jcos 2dt
0 FOO=FO) _ p0) =cos02=1.

Jarcth tdt

108. Vypodtéte limitu lim & ————.
ypP x—+o00 /x2+1
Resent. Protoze lim /2241 =400, k vypoétu limity lze uzit 'Hospitalovo pravidlo:

X—+oo
)-lim ¥ st (g>2.1 =§.

X—+00 X

X
Jarcthtdt
2
) arctg’x )
=lim —=2—= ( lim arctg?x
X X——+ 00 g

lim &
X—+00 /X2—|-1 X—+o00 %V
Vx2+1
+o00

109. Rozhodnéte o konvergenci zob. Riemannova integralu J xX*arccos lex, kde o €R.
0

+o0

Resent. V zévislosti na parametru o miize byt 0 kritickym bodem, +co je kritickym bodem vzdy

1
: /Y L / o x x
Studujeme zvlast konvergenci integralu Jx"‘arccos x—i-_ldx a J X*arccos x+—1dx.
0 1
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1

X . L4 v m X 4 . 7
Funkce arccos ~rpJespojitav bodé 0 a arccos0 = 9 proto Jx"‘arccos ?dx ma stejny charak-
X X
0

1
ter jako Jx“dx. Konverguje tedy pro o> —1.
0

+00
7 v . 7 X . v . .
Co se tyce integralu J X*arccos ?dx, nejprve vypocteme derivaci
X

1
-1

X\ 1
arccos = = .
( x+1) D 1 X2 (x+1)\/1+2x
(x+1)2
1

Odtud vidime, Ze je uzite¢né srovnat zkoumany integral s integralem J "
X972
1

+o0

. Podle'Hospitalov

pravidla je totiz

1
X
x*arccos —— arccos —— -
) ) ) D/
11111 R E— x+1_ hrJlrn i xt+l 111}_1 (x+ )1 1+2x =\/§,
X—+ 00 X—+ 00 X——+ 00
x~ots X1 oxd

+ 00
. / s/ . Vd 7 X . 1
a proto integraly maji stejny charakter. Integral J X*arccos x—i-_ldx proto konverguje pro —ol+§ >
1

1 -,
>leoa< 9

+00
Zavér: ptvodni integral J x*arccos Hildx konverguje pravé tehdy, kdyz « € (—1,—%).

0
+o0

110. Rozhodnéte o konvergenci zob. Riemannova integralu J arctg x;j_ 1 In®xdx, kde « €R.
1

Reseni. Kritickym bodem je +oo a miize jim byt bod 1, proto zkoumame zvlast konvergenci

2 “+ oo

. 770 X o X o
integralt Jarctg 1 1ln xdx a J arctg 1 In*xdx.
1 2
2 2 )
7/ ‘x ol 7/ . 7 . ol 1] _ -
Integral Jarctg P11 In®xdx ma stejny charakter jako Jln xdx, nebot arctg TR =arctg 5> Oa
1 1
2 2
arctg x;j_ 1 je spojita v bod¢ 1. Jln"‘xdx ma pritom stejny charakter jako J(x—l)"‘dx, nebot
1 1

In“x (1- Inx )d: <lim ln(yﬂ))d:ld:l.

lim im —
x—14+X— Jy—0+ y

x—1+ (X—l)d

To znamena, ze

2
X 1y .
Jarctg R In®xdx konverguje pro —o <1 o> -1.
1
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+o0

1 ol
Integral J arctg xzj_ 1ln"‘xdx ma stejny charakter jako J nx xdx, nebot podle 1'Hospitalova
2 2
pravidla
arct L i

lim ﬂ= lim X +3x24+1 _ ¢

x—-+o00 1 x—+00 _l
X x2

Dale po provedeni substituce ¢ =Inx integral piejde na

+o0 +o00

J "X 4= Jt"‘dt,
X

2 In2
posledni integral pritom konverguje pravé tehdy, kdyz o < —1.
+o00

X
x2+1

Zavér: integral J arctg In®xdx diverguje pro véechny hodnoty «.

1

111. Rozhodnéte o konvergenci (resp. absolutni konvergenci) zobecnéného Riemannova
+oo . 2
. . sinx sin 2x
integralu J ———dx, kde ¢ €R.
xol
0

1 . . +m . .
sinx sin 2x sinx sin 2x
— " dxa | ———

Resent. Kritické body jsou 0 a + oo, proto zkouméme integraly J o o= dx
0 1
zvlast.
1
. : sinx sin 2x
Zkoumejme nejprve Jx—ddx. Je

0
1 . L. 9
sin x sin 2x 2sin“xcos x
— dx=| —«—
X X
0 0

dx,

1
Vv Vv 7 * / 7 . /7 . 1 7
pricemz posledni integral ma stejny charakter jako JF’ nebot cos0=1a
0

92sin’x
. ol . sinx 2
lim —% =21lim <—> =2.
x—0+ 1 x—0+ X
xa—Q

1
J sin x sin 2x

Proto integral dx konverguje pravé tehdy, kdyz «—-2 < 1 & o < 3. (Konvergence je

0
absolutni, nebot integrand je nezaporny.)
+ o0

J‘ sin x sin 2x

Co se tyce integralu dx, pro « >0 Ize pouzit Dirichletovo kritérium: je totiz

1

Jsin tsin 2tdt = J%(cos t—cos3t)dt= %(sin x—sin 1+4sin 3 —sin 3x),
1 1
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odkud

Jsintsithdt < S(A41+141) =2.
1

No| =

Funkce f(x) = 9% je klesajict, lil}_l - 0, proto podle Dirichletova kritéria integral pro o > 0
konverguje.

+ 00
. . [ sinx sin2x
Pro o £0jeintegral J _
ol

1
podminky:

X9

sin x sin 2x
— —dx

1\%

xot

(Fe>0) <V ce (1,+00)> <5| X1,X9 € (Ca+0°)> (

X1

dx divergentni, nebot je spInéna negace Bolzanovy-Cauchyo
/ v . 2
Konkrétné lze volit e = =

3, nebot pro kazdé x; =2k, x) = 2/m+721 ,kde k€Z, je sinxsin2x>0a

X2 5 3
1 1 sin3x1z 1 1 2
sinxsin 2xdx = | sin xsin 2xdx = J— cosx—cos3x)dx = [sinx— ] == (1 - (——)) =_.
J J 2( ) 2 3 Jlo 2 3 3
X1 0 0
+m . . 2
rx § . . sinx sin 2x . ,
Co se tyce absolutni konvergence, integral J |—d|dx pro «>1 konverguje, nebot
X
1
|sin x sin 2x| < 1
x° =x’
+w . . 2
o g . . sinx sin 2x :
konvergence plyne ze srovavaciho kritéria. Naopak pro « € (0,1) integral J de diver-
xol
1
guje, nebot
sinx sin2x| 2sin2x|cos x| > 2sin’xcos?x 1 4sin®xcos®x 1 sin2x _ 1 1-cos4x
X< - X2 - x 2 X< 2 x4y
+ 00

+o00
: . 1 L . cos4x . . , . o
a integral J @dx je divergentni, zatimco J e dx je konvergentni (z Dirichletova kritéria).
1

1
+ 00

. . .. , sin x sin 2x . Y .
Zavér: pavodni integral J de konverguje absolutn¢ pro « € (1,3), neabsolutné pro
0

o €(0,1) a diverguje pro ostatni o.

+o0

2
112. Vysetrete konvergenci integralu J Y

u tgxd
——arccotg xdx.
x+1 5
-1
Reseni. Integrand je nezaporny, proto lze pouZit srovnavaci kritérium. Kritické body jsou —1
0 +o0

| x* | x>
, . X o
a +o00. Zkoumame proto konvergenci J y x_l_—larccotgxdxa J y x_l_—larccotgxdx zvlast.

-1 0

2
;. ’ X . ’ 4 . 7 . . 4
Prvni integral J v/ H—larccotgxdx konverguje, nebot ma stejny charakter jako integral
-1
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; 1 1
J dx=J—dx,

1(x+ 1)3
protoze
v/ _x2 arccotgx
3
lim Y+ =—T.
x——1+ 1 47T
(x+1)3
+o0 9 +o0 1
Druhy integral J Y ?arccotgxdx diverguje, nebot ma stejny charakter jako integral J —dx,
X3
0 1
protoze je
Y _x2 arccotgx v/ —xQ arccotgx Y _x2 1
. : . . arccotgx . 1442
lim Y+ = lim Y*+1 = lim x1+1-11m 8% _1. lim 1% _
Xx—+00 1 X—+00 x% 1 X—=+00 43 X—+00 1 X—400 1
x5 X X x2

=1.
+0oo 9
Celkov¢ tedy integral J v/ ;j_—larccotgxdx diverguje.

-1
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