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1 Matice a linearni zobrazeni

Zatimco zimni semestr (déle jen ZS) byl z velké ¢dsti zasvécen linedrnim zobrazenim, o letnim se-
mestru se da Tici, ze je vénovan predevsim maticovému poctu. Cilem této kapitoly bude presveédcit
vés, jak tizce spolu pojem matice a linearni zobrazeni souvisi, a dokonce ukézat, ze v prostorech
T™ matice a linedrni zobrazeni jedno jest.

Piedpoklady: V celé kapitole uvazujeme vyluéné vektorové prostory kone¢né dimenze a téleso
vzdy pouze realné nebo komplexni, tj. T'= R nebo T'= C.

1.1 Linearnimu zobrazeni je prifazena matice v bazich

To je fakt, ktery zname ze ZS. Piipomenme definici matice zobrazeni v danych bazich.

Definice 1. Necht P, Q.. jsou vektorové prostory nad télesem T (indexy znaci dimenzi). Necht
A€ L(Py,Qm) a necht X = (F1,Ta,...,Zn) je bdze P, a Y je bdze Q,,. Pak matici *AY typu
m X n, jejiz j-tyj sloupec je definovdn jako [*A¥]e; = (AF;)y, nazjvime matice zobrazeni A v
bazich X a ).

Piiklad 1. Necht A € L(R? R3) je definované ndsledovné

A2 = (QJ“)

[e5]

Najdéte *AY | kde X = (€5,€1) a Y = (€1,€1 + €, E +€3). (Uvédomte si, Ze jednou je € vektorem
2 R? a podruhé z R3!)

Definice ikd, Ze pro j-ty sloupec plati [YAY].; = (AZ;)y. Protoze Aéy = A(9) = (é) a
(%) = €1 + éa, tj. (i)y = <§), mdme uréensj proni sloupec matice YAY. Podobné spocteme

druhy a dostaneme vijsledek.

Zaveér:
0 2
YA¥=11 -1
0 1

1.2 Matici je prifazeno linearni zobrazeni
Nasledujici véta tiké, ze také kazdé matici odpovida linedrni zobrazeni a v urc¢itém smyslu je
jediné.

Véta 1 (O zobrazen{ uréeném matici pii bazich). Necht A je matice typu m X n s proky z télesa
T, necht P, a Qp, jsou vektorové prostory nad télesem T (indexy vyjadiugi dimenzi) a necht X je
baze P, a Y je bdze Q,,. Pak existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni A : P, — Q,, jehoZ matice
zobrazeni v bdzich X a ) splriuje

YAY = A

Takové zobrazeni A nazyvdme zobrazeni urcené matici A pii bazich X a ).
Diikaz. Naznacime, co je tfeba dokézat.

1. Existenci:
To znamend, ze musime definovat zobrazeni, které spliiuje podminky z véty, tj.

(a) A: P, — Qm,
(b) A je linedrni,
(c) *AY = A.



Ovéite sami, ze kdyz pro kazdé & € P, definujeme AZ pomoci jeho soufadnic v bazi ) jako
(Af)y = A (f))(,
ziskame zobrazeni splnujici vyse uvedené tii pozadavky.

2. Jednoznacnost:
Necht B € L(P,, Q) spliuje *BY = A. Pak ze ZS vime, ze pro kazdé ¥ € P, plati

(BD)y =" BY(F)x = A(@)x =" AY(?)x = (AT)y.
Pak ale pro kazdé ¥ € P, také plati A¥ = BZ, a tedy A = B.
O
Disledek 1. V prikladech byjvd ¢asto zaddno linedrni zobrazeni pomoci své matice v bdzich. Prdavé
jsme se dozvédéli, Ze takové zaddni skuteéné urcuje dané linedrni zobrazeni jednoznacné.
Shrnuti
Jsou-li X baze P, a ) baze Q,,. Pak
e kazdému linedrnimu zobrazeni A : P, — Q,, je piifazena matice *AY typu m x n,
e kazdé matici A typu m X n je pfitazeno pravé jedno linedrni zobrazeni uréené matici A pii
bézich X a ).
1.3 V prostorech T™ matice a linearni zobrazeni jedno jest
Véta 2 (Matice a linedrni zobrazeni v T"). Necht T je téleso.

1. Pro kazdé linedrnd zobrazeni A € L(T™,T™) existuje matice A typu m xn s proky z T, kterd
spliiuje AZ = A - & pro kazdy vektor £ € T™.

2. Naopak, je-li A matice typu m x n s proky z T, pak uréuje vztahem AZ := A - T linedrni
zobrazeni A : T™ — T™.

Diikaz. 1. Snadno sami ovéfite, ze hledanou matici A je matice &» A%m.

2. Jesté snéze ovéfite, ze takto definované zobrazeni A je skutetné z T™ do T™ a je linedrni.
O

Piiklad 2. Jiz v ZS jsme uvddeéli nejzndméjsi priklady linedrnich zobrazeni A : R? — R2. Sami
si rozmyslete, Ze operdtor A € L(R?) je uréeny matici A pri standardni bdzi Eo prostoru R?, tj.
AZ = A - & pro kazdé & € R?.

1. A = ( (1) _(1) ) (A je zrcadlent podle osy x),

2. A= ( (1) (1) > (A je zrcadlent podle osy x = y),

3. A= ( cosa sma ) (A je rotace o thel a po sméru hodinovijch rucicek),
—sina  cosa

4. A= ( _(1) _(; > (A je stFedovd soumérnost),

5 A= ( % ? ) (A je prodlouzeni (zkrdceni) ve sméru x, kde pro o > 1 jde o prodlouZent a

pro 0 < a < 1 o zkrdcend).



Zrcadleni podle osy Rotace o thel O

:"1 o
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(- a

Stfedova soumérnost ProdlouZeni ve sméru x

F

Obrézek 1: Cervené vyznaceny vektory a modfe jejich obrazy.

1.4 Hodnost matice
Vime ze ZS, co je hodnost linearniho zobrazeni. Nyni si zavedeme tento pojem i pro matice.

Definice 2. Necht A je matice typu m xn s prvky z télesa T. Hodnost matice h(A) je definovina
jako
h(A) = dim [A.l,A.g, PN ,A%b\,

kde A.; znaci j-ty sloupec matice A.
Slovy: ,h(A) je pocet linedrné nezdvislych sloupci matice A.“

Vysetfovani hodnosti matice je tedy podobné vysSetfovani LZ a LN souboru vektoru. Matici
upravime do hornfho stuprtiovitého tvaru (z definice je jasné, ze ekvivalentni fddkové tpravy hod-
nost matice neménf). Pak pocet hlavnich sloupcu je roven hodnosti matice.

1 1 -2 1 -1
. i . 2 2 —4 -1 1
Piiklad 3. Spoctéte hodnost matice 1 1 —9 0 0
1 -1 1 1 -2
Reseni:
1 1 -2 1 -1 1 1 -2 1 -1 1 1 -2 1 -1
2 2 —4 -1 1 N 0 0 0 -3 3 N 0 -2 3 0 -1
1 1 -2 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 -1 1
1 -1 1 1 -2 0 -2 3 0 -1 0 0 0 0 0

V horném stupriovitém tvaru jsou prond, druhy a cturty sloupec hlavnd, tedy h(A) = 3.

1.4.1 Vztah hodnosti matice a hodnosti linearniho zobrazeni

Ukazme, jak tzce spolu hodnost matice a hodnost linedrniho zobrazeni souvisi.



Véta 3 (Hodnost zobrazeni a hodnost matice). Necht P, a Q.. jsou vektorové prostory nad
stejngm télesem. Necht A € L(Pyn,Qm), X je bdze P, a Y je baze Q,,. Pak h(A) = h(¥4Y).

Diikaz. Stagi, abychom rozepsali, co je h(A) (zndme ze ZS) a co je h(¥AY). Oznacme X =
(Z1,Z2, ..., Zn).

h(A) = dim A(P,) = dim A[F1, @, ..., Znlx = dim [AF1, A, ..., AZn]y = dim V,
kde V = [AZy, A, ..., AZo]x.
h(XAy) = dim [(A‘fl)ya (AfQ)JU SRR (Afn)yb\ = dim W,

kde W = [(Afl)y, (Afg)y, ey (Afn)y])\

Je snadné nahlédnout, ze soutadnicovy izomorfismus: @Q,,, — T, ktery vektoru ¢ € Q,,, prifadi
vektor (y)y, je bijekel: V. — W, proto W = V (W je izomorfni s V). Ze ZS z Véty o alternativni
definici izomorfismu vime, Ze pro prostory W,V s dim < coplati W 2V < dim V =dim W. O

Dausledek 2. Zobrazeni A urcené matici A pri bazich X a Y spliiuje h(A) = h(A).

Poznamka 1. Nechtf A je matice s proky 2T a A € L(T™, T™) takové, e AT = A - T pro kazdé
Z € T™. Pak z predchoziho dusledku plyne, zZe h(A) = h(A). Tedy napriklad vSechny operdtory
z Prikladu 2 maji hodnost 2.

1.4.2 Regularni a singuldrni matice

Nyni zavedeme velmi dulezity pojem regularni matice, ktery se bude objevovat ve vétsiné nasledujicich
kapitol. Postupné si budeme vyslovovat tvrzeni, kterd budou regularni matice charakterizovat po-
moci ruznych vlastnosti (soustava LAR s jedinym feSenim, inverzni matice, nenulovy determinant,
nenulovd vlastni ¢fsla atd.)

Poznamka 2. Matici typu n X n nazyvdme také €tvercova matice fadu n.

Definice 3. Ctvercovd matice A Fddun se nazjvd reguldrni, pokud h(A) = n. V opacném pripadé
se A nazyjvd singularni.

Uvedme vétu, kterd vysvétli, jak souvisi pojem reguldrni operdtor a reguldrni matice.

Véta 4 (Reguldrni operédtor a reguldrni matice). Necht A je étvercovd matice ¥ddu n s proky z
télesa T a necht P, je vektorovy prostor nad T s bdzi X. Pak A je requldrni matice, prdvé kdyz
zobrazeni A uréené matici A pri bdzi X je requldrni operdtor.

Dukaz. Dukaz je hotovy, pokud si uvédomime, ze pro A € L(P,) ze ZS z Véty o jednodussim
ovéfeni izomorfnosti zobrazeni vime, ze A je ,na“ P, (tj. h(4) = n) pravé tehdy, kdyz A je
izomorfismus, tedy reguldrni operdtor. Pak uz stac¢i aplikovat Vétu 3, kterd ddva rovnost h(A) =
h(*AY) = h(A). O

Poznamka 3. Vsechny matice z Prikladu 2 byly requldrni. A tedy i vSechny operdtory z Prikladu 2
byly reguldrni (prosté a ,na“).

1.4.3 Frobeniova véta

Uz ze ZS umime zjistit, zda m4 soustava linedrnich algebraickych rovnic (LAR) Feseni, zda m4 vice
feSeni, a jedno feSeni umime najit. Frobeniova véta zformuluje elegantné pomoci pojmu hodnost
matice podminku fesitelnosti soustavy LAR s pravou stranou. Déle se dozvime, jak uréit pocet
LN feseni homogenni soustavy, a nau¢ime se najit véechna reSeni soustavy LAR. Frobeniovu vétu
budeme umét dokdzat pomoci znalosti feSeni rovnice Ax = l_;, kde A je linedrni zobrazeni.

Obvykle tecku - pfi nasobeni ¢isel i vektort vynechavdme. Ve Frobeniové vété a jejim dikazu
nokoliv, protoze tak zduraznujeme rozdil mezi souc¢inem matice a vektoru A - ¥ a pusobenim
zobrazeni na vektor AZ.



Véta 5 (Frobeniova). Nechf A je matice typu m x n s proky z télesa T. Necht beTm. Pak pro
soustavu LAR

plati:

3. Necht h(A) = h(A|b). Pak mnoZina véech fesend soustavy (1), tj. S = {Z € T"|A - T = b},

A-Z=b (1)

1. Soustava (1) md Feseni < h(A) = h(A|b), tj. hodnost matice soustavy je stejnd jako hodnost

roz§irené matice soustavy.

2. Oznac¢me Sy mnoZinu Feseni homogenni soustavy s matici A, tj. So = {Z € T"|A - Z = 0}.

Pak Sy CCT™ a dim Sop =n — h(A).

-

mda tvar S =ad+ Sy, kde A -d = b. Vektor @ nazyvdme partikuldrnim feSenim.

Dikaz. K dikazu 1. tvrzeni ndm staci znalosti ZS. K dukazu 2. a 3. tvrzeni navic vyuzijeme vztahy
mezi maticemi a linedrnimi zobrazenimi, které jsme si v této kapitole vysvétlili.

1. V nasledujicich ekvivalencich vyuzivame mimo jiné teorie LZ a LN.

(1) mé feseni & existuje & € T™ takovy, 7e A - T = b e existuje a1, ao,...,a, € T tak,
7e anhy +agho+ -+ A, = b b e [Ag,Ag.. . Anly © [Ag,Ag,. . AL =
[Aq,Ag,... A, by < dim [Aq, Ao, ..., Ay = dim [Aq,As,..., A, b\ & h(A) =
h(A\g) V predposledni ekvivalenci jsme vyuzili znalosti ze ZS: Je-li P CC Q a dim P =
dim @, pak P = Q.

. Nechf A :T™ — T™ je linearn{ zobrazeni uréené matici A pfi bazich &, a &,,, tj. pro kazdé

Z € T™ plati AZ = A - Z. Pak pro Sy plati:
So={T € T"|A-7 =0} = {¥ € T"|AZ = 0} = kerA.

Ze 7S vime, ze jadro linedrniho zobrazeni tvoii podprostor, tj. Sg CC T", a z 2. véty o
dimenzi vime, ze dim Sy = d(A) = n — h(A) = n — h(A), kde posledn{ rovnost plyne
z Poznamky 1

. Uvazujme opét A : T™ — T™ linedrni zobrazenf ur¢ené matici A pri bdzich &, a &,. Jelikoz

z predpokladu h(A) = h(Alb) plyne, ze A - ' = b m4 FeSeni, plati také, ze AT = b m4 Fesent.

Ze 7S z Véty o feSeni rovnice AT = b vime, Ze mnozina vsech reSeni A7 = b m4 tvar a—+kerA,
kde b = Ad. A tedy S =a+ So, kde b = A

O

Poznamka 4. Podle definice hodnosti matice Tikd vlastné 2. tvrzeni Frobeniovy véty, Ze pocet
LN teseni homogenni soustavy je rToven poctu wvedlejsich sloupcti v matici soustavy v hornim
stupniovitém tvaru.

Z Frobeniovy véty lze odvodit ekvivalentni definice regularni matice.

Disledek 3. Homogenni soustava se ¢tvercovou matici A 7ddu n md pouze trividlni Tesent, tj.
pouze nulovy vektor je resenim, prdavé kdyz A je reguldrni.

Disledek 4. Necht b € T". Soustava AT = b se ¢tvercovou matici A Fddu n s prvky z T md
pravé jedno tesent, prave kdyz A je requldrni.

Piiklad 4. Najdéte vsechna teseni ndsledugicich soustav.

a)

QZin:iifl’;ifg u 4 v o+ 2w+ oy + 32 =

Y B b) 5u + 3v — 4z + 3y — 6z =
L =5 v + v — 8z + - 12z =
u — v + = + y — 22 =0 Y B



3z — y + 7 =0

6 — 2y + 14 = 0

¢ 2z + y + 1 =0
xr + Sy — 3 =0

5 + y + 9 = 0

1.4.4 Hodnost souéinu matic

Na zékladé znalosti hodnosti slozeného linedrniho zobrazeni budeme umét dokézat, ze pro hodnost
sou¢inu matic plati nésledujici véta.

Véta 6 (Hodnost sou¢inu matic). Nechf A je matice typu m x n, B je matice typu n X p s proky
z télesa T'. Pak plati

1. h(AB) < min{h(A), h(B)},
2. je-lim =mn a A reguldrni, pak h(AB) = h(B),
3. je-lin = p a B reguldrng, pak h(AB) = h(A).

Dukaz. Pro kazdé Z € T™ definujme AZ = A - T (tedy A je zobrazen{ urcené matici A pii stan-
dardnich bézich &, a &), pak h(A) = h(A). Pro kazdé ¥ € TP definujme BZ = B - Z, pak
h(B) = h(B). Potom ABZ = (AB) - Z, a tedy h(AB) = h(AB).

Ze 7S vime:

1. h(AB) < min{h(A), h(B)},

2. h(AB) = h(B), je-li A izomorfismus (< n = m a A je reguldrni operator na T", coz je podle
Véty 4 ekvivalentni s regularitou A),

3. h(AB) = h(A), je-li B izomorfismus (< n = p a B je reguldrni operdtor na T™, coz je podle
Véty 4 ekvivalentni s regularitou B).

Ptimo z definic zobrazeni A, B, AB ziskdme tvrzeni véty. Vlastné v predchozich vztazich vSude
nahradime zobrazeni A, B maticemi A, B. U

Poznamka 5. Nerovnost v 1. bodé Véty 6 muize byt ostrd. Necht A = (39), B = (§9), pak
AB = (89). Tedy 0 = h(AB) < min{h(A),h(B)} = 1.
1.4.5 Hodnost transponované matice

Velmi zajimavym netrividlnim vysledkem je, ze v kazdé matici je pocet LN sloupcu stejny jako
pocet LN fadku. K precizni formulaci tohoto tvrzeni je tfeba nejprve zavést pojem transpono-
vand matice a k dukazu tohoto tvrzeni budeme potiebovat také pojmy komplexné sdruzend a
hermitovsky sdruzend matice.

Definice 4. Necht A je matice typu m x n s proky z télesa T,

1. pak matice transponovana k matici A je typu nxm, znaci se AT a je definovand AiTj =Aj;,

2 1
napr. A = 2 Lo JAT =1 -1 |,
1 -1 1 0 1

2. pak matice komplexné sdruzend k matici A je typu m X n, znaci se A a je definovand

Aij = Ayj,
napf.A(? _} ?),AA

(2 14i 0\ — [ =2 1—i 0
IB%<1 —¢1>’B( 1 il)’




3. pak matice hermitovsky sdruzZena k matici A je typu n x m, znaci se AT q je definovand
AT = AT ). Ag = A

ji-

2 1
napr. A = 2 Lo JAF=AT =1 -1 ],
1 -1 1
0 1
‘ . 2 1
g 2 1FT 0N gu_ [ 1
1 — 1

0 1

Véta 7 (Vlastnosti transponovanych, komplexné sdruzenych a hermitovsky sdruzenych matic).
Necht A je typu m x n, B je typu n X p, pak

LAT =R, (AT)T = A, A=A, (AH)H = A,
2. (AB)T = BTAT,

3. AB=A B,

4. (AB)H = BHAH.

Drikaz. ponechdn ¢tendii. O

Piiklad 5. Oveérte si predchozi vétu a vlastnosti na maticich A = < ? 1—’__11 (1) ), B =
3

1
—1

Véta 8. Necht A je typu m x n s prvky z T. Pak h(A) = h(AT).
Slovy: ,Kazda matice obsahuje stejnij pocet LN sloupcu jako LN radku.“

Lemma 1. Necht A je typu m x n s prvky z T. Pak h(A"A) = h(A).

Diikaz. Oznacme
So={zfeT" | A"AZ =0} a Sy = {FeT" | Az = 0}.
Ukéazeme, ze Sy = So.
e Sy C Sy: Tato inkluze plati, protoze spliuje-li Z, ze AZ = 0, pak AFAZ = AH( = 0.

e Sy D So: Necht Z € Sy, pak AHAZ = 0. Vyndsobime obé strany rovnosti zepiedu opruho-
vanym a transponovanym vektorem & (jde tedy o fadek). Potom & A7 A% = 0. Podle Véty 7
méme F7AH = (AZ)H, odkud plyne (AZ)? A% = 0. Jelikoz AT € T™, oznaéme jeho slozky

21
z2

AZ= | . |.Pak (A?)" = (z1 z3...%,). Dostdvdme
Zm
Z1
z2
ADFAZ =T 7. .. Zm) | - | =l + |2+ + |za|* =0,
Zm
odkud plyne, 7e 2, = 29 = - -+ = 2z, = 0, a tedy AZ = 0, coz znamend, ze T € Sp.

7Z Frobeniovy véty vime, ze dim Sy = n — h(A7A) a dim Sy =n-— h(A). Jelikoz Sy = So, méme
n—h(ATA) =n — h(A). O



Lemma 2. Pro libovolnou matici B s prvky z T plati h(B) = h(B).
Drikaz. ponechdn ¢tendrfi. O

Diikaz Véty 8. Na jednu stranu mame h(A) = h(ATA) < h(AH) = h(AT) = h(AT), kde bylo v
prvni rovnosti vyuzito Pomocné lema 1, v nerovnosti Véta 6 o hodnosti souc¢inu matic, v dalsi
rovnosti definice hermitovsky sdruzené matice a v posledni rovnosti Pomocné lema 2. Na druhou
stranu plati h(AT) = h(AT) = h(AAT) < h(A), kde bylo v prvnf rovnosti vyuzito Pomocné lema 2,
ve druhé rovnosti Pomocné lema 1 (misto A jsme v ném uvazovali A¥) a v nerovnosti Véta 6
o0 hodnosti sou¢inu matic. Dostali jsme tedy h(A) < h(AT) < h(A), proto h(A) = h(AT). O



2 Inverzni matice a tiplna Gaussova eliminace

Pripomenme, Ze I znac¢i jednotkovou matici, tedy ¢tvercovou matici s jednickami na diagonéle a
nulami vsude jinde.

Definice 5. Nechf A je matice s proky z T. Pokud existuje matice B tak, Ze AB = BA =1, pak B
nazveme inverzni matici k A.

Pozorovani 1.

o A musi byt nutné ctvercovd (plyne z pravidel pro ndsobeni matic).

e Pro singuldrni matici inverzni neexistuje (plyne z Véty 6 o hodnosti souc¢inu matic).
Véta 9. Necht A je requldrni matice ¥ddu n. Pak k ni existuje prdvé jedna inverzni matice.
Diikaz. Je tteba dokazat existenci a jednozna¢nost.

e Existence:
Najdeme podobu inverzni matice B k matici A. Uvazujme linedrni operator A ureny matici A
pii standardnich bazich. Takovy operator je podle Véty 4 reguldrni, a existuje tedy operdtor k
nému inverzni A~!. Polozime-li B :="(A~!), pak snadno ovéiime, ze spliuje A-B = B-A = I.
(Staci si uvédomit, ze A =%~ A.)

e Jednoznac¢nost:
Necht C je také inverznf matice k A, tedy CA = AC = I. Pak

C =CI = C(AB) = (CA)B = IB = B.

O

Nyni, kdyz vime, ze pro reguldrni matici A existuje pravé jedna inverzni matice, ma smysl ji
né&jak oznacit. Obvyklé je znacenf A=1.

Z Véty 9 a z faktu, ze singuldrni matice nelze invertovat, plyne nova ekvivalentni definice

regularni matice.

Disledek 5. Ctvercovd matice A je requldrnd, prdvé kdyz existuje AT,

Véta 10 (Vlastnosti inverznich matic). Necht A,B jsou ctvercové matice stejného rddu.
o Pokud AB =1, pak A i B jsou requldrni a B = A~".
o Pokud BA =1, pak A i B jsou requldrni a B = A~".
o Plati T-! =1.
o Necht A je reguldrni matice. Pak (aA)™" = LA™ proa #0 a (A71)71 = A,

e Jiz vime (Dusledek 4), Ze soustava AT = b se ctvercovou matici A Fddu n md pravé jedno
Fesend, pravé kdyz A je requldrni. ReSenim je pak vektor & = A~'b.

Drikaz. ponechén Gtenéri. O

Véta 11 (Inverzni matice k souc¢inu matic). Nechtf A a B jsou reguldrni matice Fddu n. Pak také
matice AB je requldrni a (AB)™! =B 1AL,

Diikaz. Jelikoz AB(B1A~!) = ABB1)A~! = AIA~! = AA~! = [, dostdvdme podle 1. bodu
Véty 10, 7e AB je reguldrnf a (A -B)~! =B 1AL O
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2.1 Prakticky vypoéet A™!B — iplnd Gaussova eliminace

Abychom pochopili, pro¢ funguje uplnd Gaussova eliminace, musime si nejprve uvédomit, ze
tfadkové upravy v matici odpovidaji ndsobeni vhodnou matici zleva.

Lemma 3. Necht C je matice typu m x n. Provedeme-li ekvivalentni rdédkovou tpravu, je vyslednd
matice rovna matici TC, kde T je ctvercovd matice radu m, kterd vznikla z 1 stejnou tddkovou
UPTavoU.

Diikaz. Ctenaf snadno ovéid, ze je tvrzeni pravdivé pro viechny ekvivalentni fadkové tpravy:
1. zdména radku,
2. vynasobeni fadku nenulovym c¢islem,
3. pficteni linearni kombinace ostatnich fadku k vybranému Fdadku.

O

Véta 12 (Ekvivalentni fadkové tpravy a ndsobeni matici). Nechf C je matice typu m x n.
Provedeme-li konecény pocet ekvivalentnich rddkovych uprav, je vyslednd matice rovna matici TC,
kde T je ¢tvercovd matice fadu m, kterd vznikla z 1 stejngmi adkovymi dpravami (ERU) ve stejném
poradi.

Diikaz. Provedeme-li v C k ERU, je vyslednd matice rovna podle Pomocného lematu 3

Tg ... ToT:C,

kde T; je matice vznikla z jednotkové i-tou ERU. Oznaéme T = Ty .. .V']I‘,g’]I‘l, pak T =Ty ... ToT,I
a podle Pomocného lematu 3 vidime, ze T vznikla z I stejnymi & ERU provedenymi ve stejném
poradi. O

Piiklad 6. V matici C providime ER U: ziména 1. a 2. radku, prictend 1. radku k 2. rddku,
vyndsobeni 3. rdadku cislem 2. Ovérte, zZe vznikld matice je rovna TC, kde T wvznikla stejnymi
radkovymi dpravami provedenymi ve stejném poradi z jednotkové matice, tj.

1 0 -1 2 3 3 2 3 3 2 3 3 01 0
C=12 3 3 |~11 0 —-1|~(3 3 2]~13 3 2]=TC, kdeT=1[(1 1 0
4 4 2 4 4 2 4 4 2 8 8 4 0 0 2

Véta 13 (ijlné Gaussova eliminace). Necht A je requldrni matice *ddun a B je matice typu nxm.
Pak A lze prevést ekvivalentnimi Tddkovymi upravami na jednotkovou matici. Pokud prevedeme

s

rozsirenou matici (A | B) ekvivalentnimi radkoviimi tipravami do tvaru (I | X). Pak X = A™1B.

Symbolicky zapsano
(A|B)~ (I|A™'B).

Diikaz. A po pievedeni ERU do horniho stupiiovitého tvaru md na diagondle sama nenulova
¢isla diky regularité. Poté kazdy fddek vydélime odpovidajicim ¢islem na diagondle, ¢imz do-
staneme na diagondle jednicky. A nad diagondlou jiz snadno ERU vyrobime nuly — nejprve v
predposlednim fadku (ode¢tenim odpovidajiciho ndsobku posledniho faddku), poté ve tfetim Fadku
od konce odectenim vhodné linearni kombinace posledniho a predposledniho fadku atd.

K dukazu druhé ¢ésti véty si staci uvédomit, ze I vznikla ERU z A a ze X vznikla stejnymi ERU
provedenymi ve stejném potadi z B. Z Véty 12 plyne, ze existuje T tak, ze I = TA a X =TB. Z
prvni rovnosti dostdvame T = A~! a z druhé rovnosti pak X = A™'B, coz jsme chtéli dokazat. O

Poznamka 6. Slovicko uplnd naznacuje, Ze narozdil od Gaussovy eliminace, kdy jsme matici
pomoci ERU prevedli do horniho stupniovitého tvaru a zastavili se, v Uplné Gaussové eliminaci
z horniho stupriovitého tvaru pokracujeme a ERU vyrabime nuly nad diagondlou, dokud neskoncime
u jednotkové matice.
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Uplnou Gaussovu eliminaci budeme pouzivat k feSeni ndsledujicich tloh (A je reguldrni a
ostatni matice jsou sprdvného rozmeéru):

1. hleddni A='B,
2. hledanf A=, tj. B klademe rovno I v pfedchozim piipadé,
3. hledénf A~1b, tj. B klademe rovno b,

e~

hleddni CA~!, pak vyuzijeme metody:
(AT | CT) ~ (]I | (AT)_l(CT) — (H ‘ (A_l)T(CT)
a transponovanim vysledné matice (A~1)TC” pak ziskdme hledanou matici CA~1.

Priklad 7. Jsou ddny matice

0 1 -1 2 0
a=lo o 1).B=0 o ,«::(f?ﬁ).
1 -1 0 1 1

Spoctéte AT'B, CA™! bez toho, abyste spocetli A='. Poté A~' vypocitejte a predchozi vijsledky
pak pomoci nalezené A=Y zkontrolugte.

ResSeni:
0 1 -1 2 0 1 -1 01 -1 1 -1 0 1 -1
(@) A/B)=10 0 10 O0}|~l0 1 -1 2 O0}|~l0 102 0
1 -1 01 -1 0 0 10 0 0 010 0
1 00 3 —1 3 -1
~1 0102 0|, tdyA™'B=|2 0 |.
0010 0 0 0
00 1 21 1 0 -1 01 1 0 -1 0 1
(b) (AT|C") 10 -1 01 |~f01 -1 -12]~|01 013
-11 0 -1 1 00 1 21 00 1 21
100 2 2
~1 0 1 0 1 3|, tedyCA™! <§;f)
001 21
0 1 —-11 00 1 -1 00 0 1 1 =1 0 0 0
(¢ A)=f{0 0o 101 O0]|~|l0 1 -1100]~l0 1011
1 -1 00 0 1 0 0 1010 0 0 1 01
1 00 1 11 111
~1l 0101 10|, tdyA =110
001010 010

Piiklad 8 (Sloupcovéd analogie tuplné Gaussovy eliminace). Zformulujte a dokazte analogickou
vétu jako je Veéta 12 pro ekvivalentni sloupcové upravy. Jeji pomoci vymyslete sloupcovou analogii
Uplné Gaussovy eliminace.

12
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3 Permutace a determinanty

Abychom mohli zavést pojem determinant matice, musime nejprve vysvétlit nékolik pojmu z teorie
permutaci.

3.1 Permutace

Definice 6. Necht n € N. KaZdou bijekci (zobrazeni prosté a ,na“) 7 : it — N nazgvdme permu-
taci na n. MnozZinu vSech permutaci na i znacime Sy,.

Poznamka 7. Rozmyslete si, Ze mnozina S, md n! proki.
o - L 1 2 3 4
Piiklad 9. Permutace obuykle zapisujeme tabulkou s dvéma rddky m = 431 9 ) ™=

( i :2)) 411 ; ) Pripadné jedingm tadkem m = (4,3,1,2). Najdéte

1 0 T, 7T§ = Ty O Ty, M O Y,
kde o znaci skladdnd.

Poznamka 8. Identickou permutaci znacime €. Je ziejmé, Ze ke kaZdé permutaci existuje permu-
4 3 1
3 2 4

tace inverzni a Ze se ziskd prohozenim rdadkid v dvourddkovém zdpisu. Napriklad: w5 o
Definice 7. Nechf w € S,,, pak inverzi v ™ nazveme kaZdou usporddanou dvojici (i,7) spliugici:
° i, jEN,
* <],
o (i) > m(j).

Pocet inverzi v T znac¢ime I,. Znaménkem permutace ™ nazveme cislo sgn @ = (—1)I=. Rikdme,
ze m je sudd permutace, pokud sgn m =1, a licha, pokud sgn m = —1.

Poznamka 9. Identickd permutace je sudd permutace, protoZe pocet inverzi v ni je roven 0.
Priiklad 10. Rozmyslete si, Ze S,, pron > 2 obsahuje vidy stejny pocet sudych a lichyjch permutact.

Piiklad 11. Urcete pocet inverzi v mp a najdéte sgn m1.
Podivejme se na viechny uspordadané dvojice (i,7), kde i,j € 4 a i < j, a ovérme, zda w(i) >

m(j)-
(4,4) (w(),7(j)) m(@) > m(j)
(1,2) (4,3) v
(1,3) 4,1) v
(1,4) (4,2) v
(2,3) (3,1) v
(2,4) (3,2) v
(3,4) (1,2)
Zdvér: Pocet inverzi I, =5, proto sgn m = (—1)°> = —1.

Definice 8. Nechf n € N, n > 2 ai,j € n, i # j. Transpozici éisel i a j, nazveme permutaci
Tij spliugici

o 7,i(k)=kprok+#i,j,

o 7i;(i) =4,

13



® Tij (.]) = Z.7
tj. zapsano pomoci tabulky

(1 =1 i i+l o =1 § i+l om
T\ L i—1 4 i+l .. =1 i j+1 ... n )

Piiklad 12. Napiste vice zpusoby w1 jako sloZeni transpozic.
Staci si uvédomit, Ze kdyz sloZime permutaci s transpozici, dostaneme

ﬁor~—< T ... i1 i i+1 ... j-1 j i+l ... n >
Yo\ n) ... w(@-1) w() w@E+1) ... w(G-1) 7@ #@G+1) ... 7w(n) )

A ted si predstavime, jak ziskdme T, z €.
. co (1 2 3 4
ces= 3 21 4 )
.o o (1 3 4
€ T13 7—24 - 3 1 2 2

2
4
1 2 3 4
® €0T1307T240T12 = 4 3 1 2 )

Dostdvdme tedy m = T13 © Toq4 © Ty2.
Nebo jing zpiusob:

(1
® €OT14 = 4

2

2

(1
® €0Ty4 OTo3 = 4

2
3
1 2 3 4
® €07T14 07230734 = 4 3 1 2 )

Dostdvdme tedy m1 = T140To30T34. Také napriklad my = T140T9307T340T120T 2, protoZe T120T12 = €.

Véta 14 (Rozklad permutace na transpozice). KaZdd permutace je sloZenim konecéného poctu
transpozic a plati sgnm = (=1)¥ prom =1 om0 --- 01y, kde 7; jsou transpozice.

Dikaz. Bez dukazu. O

Poznamka 10. Pri zapisovdani m jako sloZeni transpozic jsme vidéli, Ze rozklad na transpozice
nent jednoznacny a Ze ani pocet transpozic v rozkladu neni jednoznacny. Z véty se dozviddme, Ze
jednoznacnd je parita poctu transpozic v rozkladu permutace, tj. sudost ¢i lichost.

Poznamka 11. Transpozice je lichd permutace, jak plyne z Véty 14.
Disledek 6. Necht mp, 7 € S,. Pak sgn (71 o m3) = sgn 1 - sgn .
Diikaz. Necht 7, je slozenim k transpozic 71, 7o, ..., T a T2 je slozenim £ transpozic 71, 7, . . . , 7o,
tj. Mm@ =T10T0 - 0T amy =171 072 0---07y. Pak

M OMyg =T OTe0:---0TR 0T 0T 0---0Ty
a podle Véty 14 méme sgn m = (—1), sgn m = (—1)¢ a sgn (7 o m) = (—1)**+, odtud plyne
sgn (7 o my) = sgn m - SgN Ta. O
Dfisledek 7. Necht w € S,,. Pak sgn m = sgn 7w~ ".

Diikaz. Jelikoz mom~! = ¢ a identita m4 znaménko 1, mdme podle piedchoziho diisledku sgn 7 -

sgn 7! =1, a tedy 7 a 7! maji stejné znaménko. O
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3.2 Determinanty

V celé kapitole uvazujeme vyhradné ¢tvercové matice.

Definice 9. Nechtf A je ¢tvercovd matice vddu n s proky z télesa T. Jejim determinantem

nazveme ¢islo
det A = Z sgn Alﬂ.(l)Agﬂ.(g) e Anﬂ(n)'
TESy

Scitance v sumé nazyvdme Cleny determinantu.

Poznamka 12. Pocet séitanci je n! (vime, Ze prdvé tolik je permutaci na 1, tedy proki mnoZiny
Sn). V kazdém clenu se objevuje z kazdého rddku a kazdého sloupce matice prdavé jeden prvek.

Piiklad 13. Odvod'me podle definice, jak vypadaji determinanty matic ¥ddu 1,2, 3.

o Necht A = (An). Na 1 mdme jedine identickou permutaci (1) se znaménkem 1, proto
det A = All-
s o (A A 5 . ; _ _ ,
e Necht A = Aot Ao ] Na 2 mdme dvé permutace € = (12), resp. 112 = (21), se znaménky
21 22
1, resp. —1, proto det A = A11A90 — A1oAo.
A A Agg R
o Necht A= | Ay1 Aoss Aoz |. Na 3 mdme Sest permutaci
Azr Azz Ass

m =€ = (123), my = (312), w5 = (231), w4 = (132), 75 = (321), me = (213),
se znaménky sgn ™ = sgn w2 = sgn T3 = 1 a sgn w4 = sgn 75 = sgn T = —1, proto

det A = A11A20A33 + A13A21A30 + A12Ag3A31 — A11Ag3A30 — A13A09A31 — A1pAg Asgs.

Vzorce pro determinanty matic radu 2,3 lze ziskat také pomoci tzv. Sarrusova pravidla, jak
ilustruje obrdzek 2 pro matici T7ddu 3. Pro wvipocet determinantu matice Tddu 2 staci nakreslit
jednu Sipku smérem vpravo dolu a druhou smérem vpravo nahoru a aplikovat stejné pravidlo pro
znaménka. Pro matice vysSich Fddu pravidlo uzit nejde. Sami si rozmyslete, Ze sepsdnim radki a

e
e
a23 @

az1 G23

detA = /031><03§;<<033 = @11092033 + 021032013 + 031012023 — 031022013 — Q11432023 ~ 421012033-
a11§a12 @13 @
as” a2 a

23 @
g

Obrézek 2: Souc¢in prvka matice spojenych Sipkami smérem vpravo doli ma v determinantu
znaménko plus, soucin prvku spojenych Sipkami smérem vpravo nahoru m&a v determinantu
znaménko minus.

spojovanim prvku Sipkami uZ nevyrobime viechny cleny determinantu (napft. pro 7dd 4 dostaneme
jen 8 ruznych soucini, ale éleni determinantu je 24).

Véta 15 (Determinant transponované matice). Necht A je ctvercovd matice s prvky z télesa T.
Pak det AT = det A.
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Diikaz. Necht A je tadu n. Podle definice determinantu mame prvni rovnost a podle definice AT
druhou rovnost " - T’ r
det A* = > .5 sgnm Al yAorz) - A

nw(n)

= Zﬂesn sgn m Aﬂ'(l)lAﬂ(Z)Q e Aﬂ'(n)n

Protoze pro libovolnou permutaci w € S, plati 7=} = (Tr_}(l) w—%(z) . W_?(n)) = (77(11) ”(22) 5 ”(n") ),
je zfejmé, ze Aﬂ'(l)lATK‘(Q)Q .. A‘n’(n)n = Alﬂ.fl(l)A2ﬂ.fl(2) .. .Anﬂ.—l(n) (souéin stejny je, ale pofadl'

¢initell nemusf byt). Vyuzijeme jesté faktu, ze sgn 7 = sgn 71, a miZeme psét

det AT = ZWGSTL sgn a1 Alﬂ-—l(l)AQﬂ-—l(Q) .. .Anﬂ-—l(n)

desn sgn o Ala(l)AQU(g) . Ana(n)
= det A.

Poznamka 13. Z predchoziho dikazu si zapamatujme, Ze vzorec
det A = Z sgn m Ary1Ar)2- - Arin
TESR
muzeme také povaZovat za definici determinantu.
Nyni pfedstavime tfidu matic, pro které je snadné spocist determinant.
Definice 10. Nechf A je ¢tvercovd matice vddu n s proky z télesa T. Pak A nazveme

e horni trojihelnikovou matici, pokud pro kazdé i,j € 0, i > j plati Ay; =0
Slovy: ,A md pod diagondlou samé nuly.

e dolni trojihelnikovou matici, pokud pro kazdé i,j € n, i < j plati A;; =0
Slovy: ,A md nad diagondlou samé nuly. “

Poznamka 14. Rozmyslete si, Ze pro ¢tvercovou matici A
o plati: Je-li A v hornim stupriovitém tvaru, pak je i v hornim trojuhelnikovém tvaru.

e neplati: Je-li A v hornim trojihelnikovém tvaru, pak je i v hornim stupriovitém tvaru.

s 100Y . . . p . , . .
Protipriklad: A = (8 0 %) je v hornim trojuhelnikovém, ale neni v hornim stupriovitém tvaru.

Véta 16 (Determinant trojihelnikovych matic). Necht A je doini nebo horni trojihelnikovd matice
radu n s proky z télesa T'. Pak det A = A11Ao ... Ay
Slovy: ,, Determinant trojuhelnikovych matic je souc¢inem diagondlnich prvku. “

Drikaz. Dokazeme tvrzeni pro horni trojuhelnikové matice, pro dolni trojuhelnikové je dukaz ana-
logicky. Ur¢ime, jak musi vypadat permutace 7 na n, aby ji odpovidajici ¢len determinantu
sgn T Aqr(1)Agr(2) - - - Ayr(n) nebyl nutné nulovy.

1. Zcela jisté w(n) = n, kdyby totiz m(n) = j < n, pak by se ve ¢lenu determinantu vyskytoval
prvek A, ; nachdzejici s v matici pod diagondlou, a tedy A,; = 0.

2. Déle r(n—1) =n—1. 7(n— 1) nemuze byt rovno n, protoZe by 7 nebyla permutace, a kdyz
m(n—1)=j<n-—1,pak Ay_1); =0.

3. Analogickymi tivahami dostaneme, ze ™ = €.

Tedy vSsem permutacim, které nejsou identické, odpovidd v determinantu nulovy ¢len. Odtud jiz
plyne det A = AllAZQ e Ann O

Determinanty matic fadu vyssich nez 3 budeme pocitat tak, ze matice pomoci fadkovych a
sloupcovych uprav prevedeme do trojihelnikového tvaru, aniz by se determinant zmeénil, a pak
uzijeme faktu, Ze determinant trojihelnikové matice je sou¢in prvki na diagondle.
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Véta 17 (Radkové a sloupcové tpravy determinantil). Nechf A je étvercovd matice Fddu n s
proky z télesa T. Pak plati:

1. Vznikne-li B ndsobenim nékterého tddku (sloupce) matice A éislem «, pak detB = avdet A.
2. Je-li néktery vddek (sloupec) A nulovy, pak det A = 0.
3. Md-li A dva Tddky (sloupce) stejné, pak det A = 0.

4. Pripocteme-li k jednomu tddku (sloupci) matice A LK jingch sloupci (fadki), determinant
se nezment.

5. Vanikne-li B z A prohozenim dvou rddku (sloupci), det B = — det A.

6. Oznacme A = (61, ‘e adi—17ﬁ di+1, ‘e ,dn) alB = (Eil, ‘e ,61_17(j,6i+1, . ,ﬁn), pak detA+
detB = det(dy,...,di—1,p+ G, dit1,- - -, an). Analogické tvrzeni plati pro radky.

Diikaz. U kazdého tvrzeni dokazeme jen radkovou variantu. Sloupcova varianta pak plyne z

Véty 15, tedy z faktu, ze determinant matice a matice k ni transponované jsou stejné.

1. Necht B vznikne z A vynasobenim i-tého fadku éislem «, pak

det B = Zﬂ_esn sgn m Blw(l) .. ]B%”r(z) .. Bnﬂ'(n)

== Z‘ﬂ'esn sgn Alﬂ(l) e (aA’L‘n'(l)) e Anﬂ'(n)
« ZTFESn, sgn Alw(l) e Aiﬂ(i) e ATHT(TL)
= «det A.

2. M4-li A i-ty radek nulovy, pak pro kazdou permutaci 7 na 7 je prvek A; ;) = 0, proto kazdy
clen determinantu A je nulovy.

3. M&-li A stejny i-ty a j-ty tadek, kde i < j, pak ukdzeme, ze det A obsahuje s kazdym
clenem z = sgn m A1) -+ Ajrgiy - Ay - - Apr(n) také clen s opacnym znaménkem —x =
=sgn T Aqrery - Ay - Ajr(g) - - - Apr(n)- Odtud uz bude jasné, ze det A = 0.

Jelikoz A, = Ay, pro kazdé k € n, mdme prvni a posledni rovnost, druhd plyne z definice
transpozice 7;;:

—r = —sgnm Alﬂ'(l) N Azﬂ-(l) ce A]Tr(j) N An‘n’(n)
—Sgn m Alﬂ'(l) . AJTK‘(’L) . A’Lﬂ‘(j) N Anﬂ'(n)
= sgn (7o Tij) Al(ror,)1) - Aj(rors;)() - - - Ai(mors,) (1) B (n) s
= sgn (10 7ij) Ai(ror,)(1) -+ - Ai(ror)) (@) - - - Aj(wori) () Anr(n)

vidime tedy, ze —x je ¢len det A, ktery odpovidd permutaci 7 o 7.
4. Necht B vznikne z A pfi¢tenim LK ostatnich fadki k i-tému fddku, pak

det B = Z‘n’ESn sgn m Elw(l) .. Bwr(z) .. Bm;(n)
= s, 580 T Avr) - (Ain() + 2oy ki Gk A (i) - Annn)
= Z‘n-ES” sgn Alﬂ'(l) . e Aiﬂ'(i) ‘. Anﬂ'(n) + Ek:l,k;ﬁi (6% ZWES" sgn Alw(l) ce Akﬂ'(i) cee An‘n’(n)
= det A,

kde posledni rovnost plyne z faktu, ze pro kazdé k # i je Zwesn sen T Ay - Apr(i) - - Anr(n)
rovno determinantu matice, kterd vznikla z A ndhradou i-tého fadku k-tym, a ma tedy podle
predchoziho bodu nulovy determinant.

5. Necht B vznikne z A zdménou i-tého a j-tého fddku, pak

det B = EWGSTL sgn Blﬂ"(l) cee Bm’(z) cee Bjﬂ'(j) .. BTLW(TL)

Zﬂesn sgn T Aln(l) Ce Ajﬂ'(i) .. ~Ai7r(j) .. ~Anﬂ'(n)

2res, 580 (T O Tij) Amor)(1) - - Aitroriy) (i) - - - Ajmoriy) (1) An(rory)(n)
— ZaeSn sgn o Alo’(l) v Aio(i) v Aja(j) e Ana(n)

= —det A.
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6. Dokazme tvrzeni pro fadky, tedy znaéme g T i-ty fadek A, ¢ 7 i-ty fddek B, kde A a B maji
ostatni fddky stejné. Jako C ozna¢me matici, kterd ma v i-tém fadku (7 + @) a vSechny
ostatni fadky ma stejné jako A. Pak

det C = ZWGSTL sgn m (Clﬂ-(l) e (Cm'(z) ce (Cnﬂ'(n)
Zﬂesn sgn TA (1) - - (Pr(i) T Gn(s)) - - - Ann(m)

Y ones, SB TALr(1) -+ Pr(i) - - - Ann(n) T Dres, 580 TAI(1) -+ dn(i) - - - Anr(n)
= det A+ det B.

O

Disledek 8. Necht A je étvercovd matice ¥*ddu n s proky z télesa T a o € T. Necht B = A, pak
det B =a"det A.

Diikaz. Vlastné B vznikla z A vyndsobenim kazdého fadku ¢islem «, tvrzeni tedy plyne z 1. bodu
Veéty 17. O

Piiklad 14. Pomoci tdadkovijch tdprav spocitejte determinant

1 0 -1 0 3
0 1 2 =2 1
1 1 1 -1 1
3 0 1 0 2
2 0 0 0 -2
Reseni:
1 0 -1 0 3 1 0 -1 0 3 1 0 -1 0 3
0 1 2 =2 1 0 1 2 =2 1 0 1 2 =2 1
1 -1 1 -1 1 (=10 -1 2 -1 =2 (=10 0 4 -3 -1 |=
3 0 1 0 2 0 0 4 0o -7 0 0 4 0o -7
2 0 0 0 -2 0 0 2 0 -8 0 0 2 0 -8
1 0 -1 0 3 1 0 -1 0 3 1 0 -1 0 3
0 1 2 =2 1 0 1 2 =2 1 0 1 2 -2 1
=—10 0 2 0 -8|=—-]00 2 0 -8|=|0 0 2 0 —8 | =-—5b4.
0 0 4 0o -7 0 0 0 0 9 0 0 0 -3 15
0 0 4 -3 -1 0 0 0 -3 15 0 0 0 0 9

Lemma 4. Nechf A je étvercovd matice ¥ddu n s prvky z télesa T. Necht B vznikne z A néjakou
ekvivalentni rddkovou upravou. Pak plati, Ze det B = det T det A, kde T vznikla z I stejnou ekviva-
lentni Fddkovou dpravou.

Dikaz. S vyuzitim Véty 17 o fddkovych a sloupcovych tpravach determinanti mame nésledujici
tvrzeni.

1. Vznikne-li B z A vynasobenim néjakého fadku nenulovym ¢&islem «, pak det B = avdet A.
Vznikne-li T z I vynasobenim néjakého fadku nenulovym ¢éislem «, pak det T = adet [ = a.

2. Vznikne-li B z A zdménou dvou radkua, pak det B = —det A. Vznikne-li T z I zdménou
dvou fadku, pak det T = —det I = —1.

3. Vznikne-li B z A pfi¢tenim néjakého radku k vybranému fadku, pak det B = det A. Vznikne-
li T z I prictenim néjakého fadku k vybranému radku, pak det T =det I = 1.

Ve vsech tiech pripadech tedy plati det B = det T det A. O
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Véta 18. Necht A je Gtvercovd matice vddu n s prvky z télesa T. Necht B vznikne z A konecénym
poctem ekvivalentnich rddkovijch uprav. Pak detB = det T det A, kde T wvznikla z 1 stejnymi ekvi-
valentnimi Tddkovymi upravami ve stejném potadi.

Diikaz. Necht B vznikla z A provedenim k ERU. Necht T; je matice, ktera vznikla z I provedenim
i-t¢ ERU. Pak podle Véty 12 plati B = TyTy_1...T2T1A. Opakovanou aplikaci Lemmatu 4
dostaneme

det B =det Ty det Tp_1...det Todet T; det A.

Oznaéme ']11 = TrTr_1...ToTy = TxTx_q1...ToT1I. Pak podle Véty 12 T vznikla z I provedenim
stejnych ERU ve stejném potadi jako B z A. Opakovanou aplikaci Lemmatu 4 dostaneme

det T =det Ty det Typ_1...det Todet Ty det I.

Tim je dokézano, ze det B = det Tdet A. O

Poznamka 15. Z dukazu predchozi véty plyne, Ze determinant matice, kterd vznikne z 1 konecngm
poctem ERUje nenulovy. Je totiz soucdinem determinantu matic, které vznikly jednou ERU 21,
a tedy jsou rovny —1 (zdména rddku), 1 (prictend jiného rddku k vybranému) nebo o (vyndsobeni
rddku nenulovgm ¢islem «).

Véta 19 (Alternativni definice reguldrni matice). Necht A je ctvercovd matice s prvky z télesa T.
A reguldrni, prave kdyz det A # 0.

Drikaz. Dokézeme dvé implikace.

(=) : Necht A je reguldrni, pak A lze prevést ERU na I, tj. existuje matice T vznikla z I ERU
takovd, ze TA = I. Podle Véty 18 plati det Tdet A =det I =1. Odtud je jasné, ze det A 7 0.
(< ) A lze prevest ERU na matici A v hornfm stupiiovitém tvaru, exmtuje tedy T vznikld z I
ERU takova, ze A = TA. Podle Véty 18 a predchozi poznamky plati det A = det Tdet A # 0.
Ctvercova matice v hornfm stupiiovitém tvaru s nenulovym determinantem mé na diagondle sam4
nenulova ¢isla, a tedy méa samé hlavni sloupce a hodnost rovnu n. Odtud uz plyne, ze hodnost A
je také rovna n, tedy A je regularni. O

Véta 20 (Determinant sou¢inu matic). Jsou-li A, B étvercové matice stejného 7adu s proky z télesa
T, pak det(AB) = det A det B.

Diikaz. Rozdélime dukaz na dva pripady. Ozna¢me n fad matic A a B.
1. Je-li A singulérni, pak podle Véty 6 o hodnosti sou¢inu matic mame
h(AB) < h(A) < n.
Proto AB je singuldrni. Na zdkladé Véty 19 mame det (AB) = 0 = det Adet B.
2. Je-li A reguldrni, pak A™! je také reguldrni, a lze ji tedy pievést ERU na I, tj. existuje

matice T vznikld ERU z I takovd, ze I = TA~!. Odtud vidime, ze A = T a podle Veéty 18
plati det(AB) = det A det B.

(1) w-(3 )

O
Priiklad 15. Necht

Pak AB = < ;} :? ) a plati 5 = det(AB) = det Adet B=1-5.
Véta 21 (Determinant inverzni matice). Nechf A je reguldrni matice s prvky z télesa T, pak
det A= = 1.

det A
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Diikaz. Jelikoz AA~! =1, dostdvame podle Véty 20 o determinantu sou¢inu matic
det Adet A~! =det T=1,

odkud jiz tvrzeni plyne.

Priiklad 16. Necht

1 -1 0
A=10 2
0 1 -1
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
Pakdet A= 0 2 0|=2]|0 1 0|1=2|0 1 0|=-2
0 1 -1 0 1 -1 0 0 -1
Najdeéte A~ 1iplnou Gaussovou eliminaci a ovérte, Ze det A~! = —%.

Priklad 17. Geometricky vyznam determinantu - lépe pujde ovérit, aZ budeme zndt skaldrni

soucin.

1. Necht je ddn trojuhelnik v R? s vrcholy (Zl>, (Zl> a (cl) Pak pro jeho obsah plati
2

2 C2
1 1 a; a2
S==ldet |1 bl b2
2 |
C1 Co

2. Necht je ddn rovnobézik v R? s vrcholy (8) , (a1> , (21> Pak pro jeho obsah plati
2

ag
_ ay a2
S = ’det (b1 b2>’.
aq bl C1
3. Necht je ddn rovnobéznostén s vrcholy [az |, | b2 | a | c2 |. Pak pro jeho objem plati
as bg C3
ay a2 as
V = |det b1 b2 b3
C1 C2o C3

Obrazek 3: Rovnobéznostén.
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Definice 11. Nech? A je ¢tvercovd matice Fadu n > 1 s proky z télesa T, oznaéme A7) matici,
kterd vznikla z A vyskrtnutim i-tého rddku a j-tého sloupce. Pak ¢islo

D;: =

j

se nazyvd algebraicky dopliek proku Ay;.

Piiklad 18. Najdéte algebraické dopliiky vsech prvku matice A =

Reseni:
Dy = (—1)'!
Dyy = (—1)*H!
1)31 _ (_1)3+1

-1
2

0
-1

0
0

-

-

Dy = (—1)t*2
‘ =1 Dy = (-1

D3y = (—1)3+2

1
0

(=1)"*7 det A7)

-1 0
2 0
1 -1
0 2
Dis = (=11 o ]
1 -1
D23:(71)2+3 0 1
1 -1
DSSZ(_1)3+3 0 5

Véta 22 (O rozvoji determinantu podle i-tého faddku, resp. j-tého sloupce). Necht A je ctvercovd
matice radu n > 1 s proky z télesa T'. Pak plati pro kazZdé i € n

det A = ZAUDM» rozvoj podle i-tého Tddku,

respektive pro kaZdé j € n

Dikaz. Bez dukazu.

det A = ZAijDij, rozvoj podle j-tého sloupce.

Jj=1

n

i=1

Priklad 19. Spoctéte determinant rozvojem podle 7adki ¢i sloupci.

ResSeni: Zacneme rozvojem podle pruniho radku

5 01 -1
31 1 -1
21 1 -1
-3 1 1 -1
5 1 0 -1

O = O = O

— 5(_1)1—0—1

50 1 -1 0
311 -1 1
2 11 -1 0
311 -1 1
510 -1 0
11 -1 1 3
11 -1 0 sl 2
11 -1 1|t —3
10 -1 0 5
31 1 1
2 110
=0+0+| 3 1 1 1
510 0

21

— =

-1

-1
-1

\
[
O = O

T

O~ =

S = O =



Pruni dva determinanty jsou nulové, protoze prislusné matice maji LZ sloupce. Dopocteme deter-
minant rozvojem podle posledniho sloupce.

‘;’1}(1) 2 1 1 311
=1(-D"| =3 1 1 |[+1(=1)3*| 2 1 1|=5+1=6.

A 5 1 0 5 1 0

51 00

Véta 23 (Inverzni a adjungovand matice). Necht A je requldrni matice ¥ddu n > 1 s prvky z
télesa T'. Pak

Dy Doy ... Dy

. 1 Diz Dap ... Dy
detA | : R

Dln D2n oo Dnn

Matici sestavené z algebraickyjch dopliki se 7ikd adjungovana nebo reciproka a znaci se A9 .

Dukaz. Oznatme X = ﬁ&“dj. Ovéifme-li, ze XA = I, bude dokézano, ze A~! = X. Nechf
1,7 € n. Pak
n n 1
[XAl;; = ZXU@AM = Z Tot A Drifiri-
k=1 k=1
e Pro i = j aplikujeme Vétu 22 a mame

n

1 det A
[XA] detA;kk det A

e Proi # j uvazujme matici B, kterd vznikne z A ndhradou i-tého sloupce j-tym. Determinant
matice B je nulovy, a poc¢itame-li det B rozvojem podle ¢-tého sloupce, dostaneme 0 =
det B = ZZ:l DkiAkj. Proto [XA]” =0.

O

Poznamka 16. Vyhodou vzorce pro vijpocet A~1 pomoci A°Y oproti 1iplné Gaussové eliminaci je
moznost vypocist konkrétni prvek A;; = Dj;, aniZ bychom pocitali celou A1, Nevghodou je
pomalost, ndrocénost vypoctu.

1
det A

Poznamka 17. Jak spocteme det A®Y | zndme-li det A?

D AS 2 ooy A—1 1 adj . 1 _ -1 _ 1 n adj 7, 1 .
Resenti: JelikoZ A~ = ;-5 A, mdme 5 = det A7 = (g5 )" det A®Y. Cislem 1 je

vyndsobeny kazdy Tddek matice A®Y | odtud n-td mocnina. Na zdvér dostdvdme

det AV = (det A)" 1.

. b —1
Poznamka 18. Vzorec pro zapamatovdni vijpoctu A~' pomoci A*Y podle Cayleyho A~ = ( o v )
1" b// 1
0aV 8,1V 8,1V “ e
% <gbv gb/V gbuv> , kde V znaci det A. Skuteéné algebraicky doplnék prvku a, tj. b'c’ — b,
.V 8,V 8.V
ziskdme parcidlni derivact determinantu V = ab'c’ +a'b"c+ a”"bc’ —a”’b'c — ab’c — a’bc”’ podle a.

1 -1 0
Piiklad 20. Najdéte A= pro A= | 0 2 0
0o 1 -1

Reseni: Algebraické doplriky proki A uz jsme spocitali v Piikladu 18 a mdme spoéteno, Ze det A =
—2. Odtud

-2 -1 0
A*1:f§ 0 -1 0
0 -1 2
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Véta 24 (Cramerovo pravidlo). Necht A je reguldrni matice vddu n s proky z télesa T, beTr.
Pak pro kazdé j € n je j-td slozka resSend soustavy AT = b rovna

_ detBW
Y17 TdetA

kde BY) je matice, kterd vznikne ndhradou j-tého sloupce matice A vektorem b.

Diikaz. Z posledniho bodu Véty 10 vime, ze FeSeni spliiuje & = A=1D. Vyuzijeme vzorec pro
vypocet inverzni matice pomoci adjungované z Véty 23 a vypocitdme x;.

1 O~ aai j R det BU)
= N pdiy Ny p= ST
YT et A; ik "% = et Akzzl FER T et A

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili rozvoje det BY) podle j-tého sloupce. O

Poznamka 19. Vyghodou Cramerova pravidla oproti Gaussové eliminaci je mozZnost vypocist
konkrétni slozZku resent, aniZ bychom pocitali ostatni slozky. Nevyhodou je pomalost, ndrocnost
VYpoctu.

1 -1 0
Piiklad 21. Reste pomoci Cramerova pravidla soustavu s matici A = 0 2 0 a s
0 1 -1
1
vektorem pravé strany b = 1
1
Reseni: Uz vime, Ze det A = —2.
1 -1 0 1 1 0 1 -1 1
1 3 1 1 1 1
1 1 -1 01 -1 0 11
3
resenim soustavy je tedy T = % 1
-1
Priiklad 22. Dokazte, Ze Vandermondiv determinant
1 g af ... a;’*l
1 g o} ... af?
. : = H (aj ai)a
. . i,jER, i<j
1 a, a2 an—t

kde aq,a, ..., ap € C.

Piiklad 23. Pouzijte Cramerovo pravidlo a Vandermonduv determinant k urcéeni vztahu, které
must spliiovat parametry a, b, ¢, aby ndsledujici soustava LAR méla pravé jedno resent, a k nalezent

tohoto Tesend. ) 5

r + ay + a’z = a
x 4+ by + bz = b .
r + cy + Az = &

23



4 Skalarni soucin a ortogonalita

4.1 Skalarni soucin
Ve vektorovém prostoru V' nad télesem T (T' = C nebo T' = R) mdme zatim zavedeny operace:

e s¢itdani vektoru
@:V xV =V, kdy vektorim 7 a ¢ prifadime vektor & @ ¥,

e nasobeni vektoru ¢islem z T

©®: T xV =V, kdy ¢éislu a a vektoru  priradime vektor oo ® Z.

Nyni zavedeme novou operaci:
<..>:VxV =T, kdy vektorum Z a ¢ piitadime ¢islo < Z|y > .

Definice 12. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Zobrazeni < .|. >:V x V. — T, které
usporddané dvojici vektoru T,y € V priradi ¢islo < Z|y >€ T, nazveme skaldrni souéin, pokud
jsou splnény 3 axiomy skalarniho souéinu:

1. hermitovskost: pro kazdé Z,5 € V plati < Z|§ >= < §|Z >,

2. linearita v 1. argumentu: pro kaZdé &,y,7 a kaZdé o € T plati

o aditivita v 1. argumentu: < &+ Z|§ >=< Z|§ > + < 2|y >,
e homogenita v 1. argumentu: < o]y >= a < Z|§ >,
3. pozitivni definitnost: pro kazdé ¥ € V plati < Z|Z¥ >> 0 a < Z|¥ >= 0, prdvé kdyz & = 0.
Vektorovy prostor V' nad télesem T' se skaldrnim souéinem < .|. > zna¢ime (V, < .|. >).
Véta 25 (Vlastnosti skaldrniho sou¢inu). Necht ddn (V, < .|. >). Pak
1. pro kazdé & € V plati < 0|7 >=< #|0 >= 0,
2. antilinearita v 2. argumentu: pro kazdé ¥, v, 7 a kaZdé a € T plati:
o <IFy+Z>=<Ty>+ < T|7>,
o < Zlay>=a < Z|y >,

3. je-li V' redlny vektorovy prostor, pak je skaldrni soucin symetricky, tedy < |y >=< y|¥ >
pro kazdé ©,y € V, a linedrni v obou argumentech.

Dikaz.

1. < 6|f >=< 0Z|% >= 0 < Z|Z >= 0, kde jsme vyuzili homogenitu skaldrntho sou¢inu v 1.

argumentu, < 5\6 >=< 6|a‘f > = 0 = 0, kde jsme vyuzili hermitovskost skaldrniho souéinu,

2. e s vyuzitim hermitovskosti skalarniho soucinu a jeho aditivity v 1. argumentu dostaneme

STG+Z>=< G+ T > =< Y& >+ < ZZ > =< & >+< 2|1 > =< Z|j > + < &|Z >,

e s vyuzitim hermitovskosti skaldrniho sou¢inu a jeho homogenity v 1. argumentu dosta-
neme

<Zag>=<aylf >=a <y >=a<y|¥>=a < Ty >,

3. vsude si muzeme odmyslet komplexni sdruzeni, jelikoz jde o redln4 &isla.
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Priklad 24. Nejtypictéjsim prikladem skaldrniho soucinu je standardni skalarni soucin

Ty Y1
T2 Y2

e definovany pro vektory ¥ = | . ay=1| . | €C" jako
Tn Yn

n
k=1

C™ se standardnim skaldrnim soucinem nazgvdme unitarni prostor,

T Y1
T Y2

e definovany pro vektory ¥ = | . | ay= € R" jako
x.n y.n

n
< Ty >= kayka
k=1

R™ se standardnim skaldrnim soucinem nazgvime eukleidovsky prostor.
Oveérte, Ze jsou splnény aziomy skaldrniho soucinu.
Definice 13. Nechf din (V,< .|. >). Normou vektoru i € V nazveme éislo || 7 ||= /< Z]Z >.
Poznamka 20. Definice md dobry smysl, protoze diky pozitivni definitnosti odmocniujeme nezdaporné
cislo.
Véta 26 (Vlastnosti normy). Necht ddn (V,< .|. >).

Z>0al Z|=0, prave kdyz Z = 0.

1. Pro kazdé & € V plati

af ||= fof || 2

2. Pro kazdé £ € V a kazdé a € T plati

Diikaz.
1. Plyne z pozitivni definitnosti skaldarniho souc¢inu a z faktu, ze odmocnina z kladného ¢&isla je
kladnd a odmocnina z nuly je nulova.

2. || af |= /< aZlai > = Jaa < 7|7 > = \/|a)?|| Z||* = |a| || & ||, vyuzita linearita v 1. a

antilinearita ve 2. argumentu skaldrntho soucinu.

O

Piiklad 25. Podivejme se, jak vypadd norma v unitdrnim a eukleidovském prostoru.

1
2

o Necht &= | . | je vektor z unitdrniho prostoru C", pak
W'n
n n
| ||=V<ZE>= > oZr= | > |l
k=1 k=1
1
T2
o Necht ¥ = - | je vektor z eukleidovského prostoru R™, pak
z'n
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Poznamka 21. Norma v eukleidovskijch prostorech R, R?,R3 md vyjznam velikosti vektoru. Napr.
v R? bychom velikost vektoru T = (L) poéitali podle Pythagorovy véty jako \/x% + 3, coZ je rovno
|| ||, viz obrdzek 4.

Obréazek 4: Norma vektoru v eukleidovském prostoru R? odpovida jeho velikosti.

Definice 14. Necht ddn (V,< .|. >) a V nad R. Necht Z,ij € V,Z,ij # 0, pak thlem mezi & a i

nazveme ¢islo o
< Z|ly >

(Al
Poznamka 22. Funkce arccos nabyvd hodnot od 0 do m, proto ¢ € (0,7). Ddle jelikoZ je arccos

definovdn na intervalu (—1,1), potiebovali bychom pro korektnost definice ovérit, Ze —1 < %ﬁ;ﬂ <
1. Platnost téchto nerovnosti vyplyne ze Schwarzovy-Cauchyovy véty.

@ = arccos

Poznamka 23. Vysetreme, kdy je thel nulovy, ostry, pravy, tupy a primy.

e p=0& >

EA R

@ ostry, tj. ¢ € (0, %)

<~
e ppravy, tj. p =5 & < F|Yy>=0
=4

o ¢ tupy, tj. ¢ € (5, )

us

2
™
92

o © primy, ij. p =7 &
Poznamka 24. Definice dhlu odpovidd v eukleidovském prostoru R? definici, kterou zndme ze
stredni skoly. Méjme ddny vektory T, 1y, viz obrdzek 5. Pak z obdzku 5 vycteme

Y2
17l

T2
12|

cosa = , sina = , cosﬂzﬁ, sin 8 =
Y

Iz
Primo z definice kosinu a sinu lze ovérit platnost souctového vzorce

cos(ff — a) = cos S cosa + sin B sin a.
Po dosazeni vyjadrent pro siny a kosiny dostdvame

_ 1T + Y22 < 7|y >
cosp = cos(B —a) =

B

Véta 27 (Schwarzova-Cauchyova nerovnost). Necht Z, 5 € (V,< .|. >). Pak

| <Zg>[<IZIFI

Rovnost nastdvd, prdvé kdyz je soubor (Z,Yy) LZ.
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v
Y2
—
™ X
Xo ’0
y1 X 1

Obrézek 5: Uhel mezi vektory v eukleidovském prostoru R2.

Drikaz. Nejprve ovérime, zZe plati nerovnost. Poté se podivame, kdy nastdva rovnost.
e Pro ¢ = 0 je platnost nerovnosti evidentni. Uvazujme 7 # 0. Pro libovolné a € T plati

0< <&—ajfli —af >=|| 7> — o < §|7 > —a < &5 > +|o*| 7 ||*.

Polozme o := ﬁ§|%>, pak z predchoziho vztahu dostavame
2
e <EF> L. <§E> . <EHT> o2 gz | <FFT> [P
0<ZI" -——5 <¥l¥>-——"0 | | 7 =1ZI———5
71 171 171l 171l

Odtud plyne nerovnost | < Z|7 > |? <|| Z ||| 7 ||, tedy také | < Z|g > | <|| Z ||| 7 ||

e Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvé implikace.
(=) : Nastdvé-li rovnost ve Schwarz-Cauchové nerovnosti, pak z predchozi ¢asti diukazu

plyne, ze bud je 7 = 0, nebo je & = af, kde o = 7@({;.
(<) : Je-li soubor (Z,7) LZ, pak bud & = 0 a rovnost zfejmé plati, nebo je 7 = BZ pro
ngjaké B € T. Pak | < 7|y > | = | < Bz > | = |8 || £ ||>= Az ||| Z [I=]| 7 [IIl Z'II.

O

Poznamka 25. Podle definice ihlu a Schwarzovy-Cauchyovy nerovnosti mdame, Ze vektory sviraji
nulovy nebo primy uhel, prdvé kdyz jsou linedrné zdvislé. To opét odpovidd nasi predstavé z euk-
leidovského prostoru R? ¢ R3.

Poznamka 26. Pamatujte si, kdy nastdvd rovnost ve Schwarzovée-Cauchyové nerovnosti. Je totiz
snazsi ovérit, zda jsou dva vektory LZ, nezZ pocitat skaldrni soucin a normy.

Véta 28 (Trojihelnikova nerovnost). Necht Z,4 € (V,< .|. >). Pak
IZ+gl<lizl+17l.
Rovnost nastdvd, prdvé kdyz existuje o > 0 tak, Ze £ = ayf nebo i = af.

Drikaz. Nejprve ovérime, ze plati nerovnost. Poté se podivame, kdy nastava rovnost.

L]
lZ+71? = 1ZP+ 171+ <aly>+ <7 >
= ZIP+ 171>+ <27 > +< Ty >
= [[Z]7+ [ 7] +2Re< &7 >
< 2P+ 171°+2l <2y > | ’
< IZP+lgi2+2iz gl

U+ 171
kde predposledni nerovnost je Schwarzova-Cauchyova.
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e Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvé implikace.

(=) : Nastdvé-li rovnost v trojihelnikové nerovnosti, pak z predchozi ¢dsti dikazu plyne, ze
nastévé rovnost ve Schwarzové-Cauchyové nerovnosti, tedy & = 0 (tedy & = 0¥, neboli Z je
nezdporny nasobek §) nebo & # 0 a § = A% pro n&jaké B € T. Déle z predchozi &sti dikazu
plyne, Ze plati Re< Z|7 > = | < Z|§ > |, odkud mdme Re< F|BT > = | < BT > |, tedy
Ref = |B], proto S € R a § > 0.

(<) : Plati-li ¥ = o& pro ngjaké o > 0, pak || £+ ¢ |=|| £+ o ||=]| 1+ )@ ||= (1 +a) ||
Zl=lZ | +al| Z|=Z||+ || o |=|| Z]| + || ¥ ||. Podobné dostaneme, ze rovnost plati,
je-li & = ayf pro néjaké a > 0.

O

Poznamka 27. Trojihelnikovd nerovnost je zobecnénim zndmého faktu, Ze v trojuhelniku je soucet
délek dvou stran vidy vétsi nez strana treti, viz obrdzek 6.

7 XY
2.7
7l

= X

Obrazek 6: V trojihelniku je soucet libovolnych dvou stran vétsi nez strana tieti.

Poznamka 28. Pamatujte si, kdy nastdvd rovnost v trojuhelnikové nerovnosti. Je totiz snazsi
overit, zda je jeden vektor nezdpornym ndsobkem druhého, nez pocitat prislusné normy.

Véta 29 (Rovnobéznikova rovnost). Necht Z,4 € (V,< .|. >). Pak

IZ+g11° +1Z-g1P=201Z 1"+ 7%
Diikaz. Vyuzitim aditivity skaldrniho sou¢inu v obou argumentech dostaneme
STHYT+Y>+<T—-Y|7 -y >

= <ET>+<PW>F+<EGT>+<YPT>+<TT>+<Yy>—-<Ty>—-<yl&¥> .
21212+ 1717

IZ+g 1 +z-7|°

O

Poznamka 29. Rovnobéznikovd rovnost je zobecnénim zndmého faktu, Ze soucet ¢tvercu stran v
rovnobézniku je roven souctu ctverci ihlopricek, viz obrdzek 7.

4.2 Ortogonalita
Definice 15.

1. Necht Z,5 € (V,< .|. >). Rekneme, Ze T a ij jsou kolmé (ortogonalni), plati-li < Z|§j >= 0.

2. Necht (Z1,T2,...,Zn) je soubor vektori z (V, < .|. >). Soubor nazveme

(a) ortogondlni (OG), pokud < #;|Z; >= 0 pro kaZdé i,j € 1,1 # j,
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5l

Obréazek 7: Soucet ¢tvercu stran v rovnobézniku je roven souctu ¢tvercu uhlopiicek.

b) ortonormalni (ON), pokud < T;|Z; >= 8;;, kde Kroneckerovo delta 6;; = 0 pro kazdé
J J J
i,] €ENn,i#j, ady; =1 pro kazdé i € n.
Slovy: “Soubor je ON, pokud je OG a vektory maji jednotkové normy.”

1
[

Pozndmka 30. Pokud (Z1,...,%,) je OG soubor nenulovych vektori, pak (
je ON soubor.

Llse-es an\lx")

Poznamka 31. Vektory ON souboru jsou nutné # 6, pro OG soubor to neplati.

Piiklad 26. Nejjednodussim ON souborem v eukleidovském prostoru R™ a v unitdrnim prostoru
C™ je standardni baze.

Véta 30 (LN OG souboru nenulovych vektorti). Necht (T1,Z2, ..., %) je OG soubor nenulovych
vektori z (V, < .|. >). Pak je (¥1,Zs,...,%,) LN.

Diikaz. Nechf Y27 ;@ = 0. Vyndsobme obé strany vektorem #; pro kazdé j € .
n n
< Zaifi\fj >= ZO@ < jﬂfa >=a; < fj|a_§j >=< O‘fj >=0,
i=1 i=1
kde jsme vyuzili linearity skalarniho sou¢inu v 1. argumentu, ortogonality souboru a faktu, ze

skaldrni soucin s nulovym vektorem je vzdy 0. Jelikoz &; # 0, dostavame aj = 0 pro kazdé j € n,
¢imz je dokdzédna LN souboru. O

Dusledek 9. Kazdy ON soubor je LN.

Véta 31 (Soutadnice v OG bézi). Necht X =
Z € V. Pak i-td souradnice ¥ v bdzi X je ﬁ@iﬂﬁlf;

(T1,Ta,...,Tn) je OG bdze (V,< .|. >). Necht

Diikaz. Necht & = >~} _, axZy. Vyndsobme obé strany vektorem ;.

n n
< f|fz >=< E Oékfk|fi >= E o < fk‘ffz >=q; < fl‘fi >,
k=1 k=1

kde jsme opét vyuzili linearity skaldrniho sou¢inu v 1. argumentu a ortogonality baze. Odtud

dostavame «o; = %, délime nenulovym ¢islem, protoze jde o bazi, tedy nenulové vektory. [
f

Dusledek 10 (Soutadnice v ON bézi). Necht X = (&1, %s,...,Z,) je ON bdze (V,< .|. >). Necht
Z € V. Pak i-td soutadnice T v bdzi X je < &|Z; >.

Drikaz. Tvrzeni plyne z predchozi véty uzitim faktu, ze normy vektoru v ON bézi jsou rovny 1. O
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Definice 16. Necht X = (¥1,Za,...,%y,) je ON bdze (V,< .|. >). Pak souradnice vektori v bdzi
X nazyvame Fourierovy koeficienty v bdzi X.

Véta 32 (Pythagorova véta). Necht &,y € (V,< .|. >). Pokud (Z,y) je OG soubor, pak
Iz+7 1=z + 117>

Dikaz. Je-li < Z|f >=0, pak [| Z+ 7 [*=]| Z||* + < 2§ > + <gld >+ | 7=l > + | 7 |
O

Pozndmka 32. Opacnd implikace v Pythagorové vété plati jem v redlnijch prostorech! Napt. v
unitdrnim C? spliuji vektory & = (§ ) a g = (§ ), Ze | Z+ 7 ||*’=|| Z ||* + || ¢ ||?, presto
<Zy>=1i#0.

Poznamka 33. Turzend je zobecnénim Pythagorovy véty, kterd tvikd, Ze soucet obsahi ¢tverci nad
odvésnami v pravouhlém trojuhelniku je roven obsahu étverce nad preponou, viz obrdzek 8.

— —
X+Y

171

X

Obrazek 8: Soucet obsahu ¢tvercu nad odvésnami v pravouhlém trojihelniku je roven obsahu
¢tverce nad preponou.

Véta 33 (Gramova-Schmidtova véta). Necht (%1, %a,...,%,) je LN soubor ve (V,< .|. >). Pak
existuje OG (i ON) soubor (§1,Ya, ..., Yn) takovy, Ze [T1,Z2, ..., Tx|x = [J1, U2, - - -, Yk|r pro kaidé
k e€n.

Slovy: “Kazdy LN soubor lze ortogonalizovat (i ortonormalizovat).”

Diikaz. Pomoci tzv. Gramova-Schmidtova ortogonailza¢niho procesu vyrobime OG soubor spliujici
podminky véty. Na zavér kazdy z vektoru vyndsobime pievracenou hodnotou jeho normy, ¢imz
podle Poznamky 30 vyrobime ON soubor spliiujici podminky z véty.

Postupujme indukci podle poctu vektoru v OG souboru. Polozme 3; = Z;. Pak je splnéno
[Z1]x = [th]x a (71) je jisté OG. Necht je zkonstruovdn OG soubor (¥,%,-..,¥k) spliujici
[Z1, %2, ..., Tklx = [11, Y2, - - -, Uk]x Pro néjaké 1 < k < n. Dals{ vektor hleddme ve tvaru

k

Yol = Tht1 — E ;i
i1

Pii takovém predpisu bude ziejmé platit, ze [Z1, Za, ..., Tk, Tht1]x = [U1, T2, - - - Uk, Tk+1]r- ZDYVE
tedy najit koeficienty aq,...,ay tak, aby (41,%,..., Uk, Jk+1) byl OG. Koeficienty najdeme z
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podminek < Fi41]7; >= 0 pro kazdé j € k. Dostavéme
k k
< Genlf >=0=< Trn—y_ @il >=< Bl > = Y @i < Gildi >=< Tural§ > —a; < Glij; >,
i=1 i=1
kde jsme vyuzili linearity skaldrnfho sou¢inu v 1. argumentu a ortogonality souboru (%1, ¥, - - - , Uk)-
Koeficenty o; jsme nasli, maji tvar o; = % Délime jisté nenulovym &islem, nebot diky
rovnosti [Z1, T, ..., Tklx = [1, T2, .-, Uklx & LN (&1,...,Tk) je soubor (¢1,...,7x) také LN. O

‘ . . - o k Tra1|Ti> ~ ,
Poznamka 34. Muzeme si tedy zapamatovat vzorec Y11 = Thp1 = D ;g %yi, pomoct
- k2

néhoz lze vyrdbét z LN soubori OG soubory se stejnym linedrnim obalem. Ovsem na cvicenich si
ukdZeme metody, které jsou pro prakticky vypocet vhodnéjsi nezZ tento vzorec.
Dusledek 11 (Existence ON béze). KaZdy nenulovy (V,< .|. >) md ON bazi.

Dukaz. Jelikoz je dim V' < 400 (to pfedpokldddme ve vech kapitolach letniho semestru), mé V'
bézi. To je LN soubor a podle Gramovy-Schmidtovy véty jej lze ortogonalizovat i ortonormalizovat.
O

Definice 17. Necht P CC (V,< .|. >). Ortogondlnim dopliikem P do V nazveme mnoZinu
Pt ={Z eV |<Zj>=0 pro kazdé j € P}.
Véta 34 (Vlastnosti OG dopliku). Necht P CC (V,< .|. >). Pak plati:
1. Pt ccV.

2. Pro kazdé & € V existuje prdavé jeden vektor Tp € P a prdvé jeden vektor Tp. € Pt takové,
e ¥ =Tp+TpL, tj. V=P@Pt,

3. (PH)t =P.

Dukaz. 1. Musime ovéfit neprazdnost PL, jeho uzavienost na séitani vektorti a na nasobenf
vektoru ¢islem.

e 0 e PL, proto P+ 0.

o Je-li 71,75 € P+, pak pro kazdé ¢ € P plati < #1|j >= 0 a < &|y >= 0. Odtud
< +fz|g>=< f1|g> + < fg‘g>: 0, tedy T1+ 29 € PJ‘,

e Jellia €T ai € Pt pak pro kazdé i € P plati < #|¢ >= 0. Odtud plyne < aZ|§ >=

a < Ty >=0, tedy aff € P+.

2. Osettime tii ptipady.
e Jeli P={0}. Pak Pr =V aV ={0} V.
e Jeli P=V.Pak PL = {0} aV =V @ {0}.
e Nechf P# {0} aP#V.

(a) V = P+ P+: Podle Gramovy-Schmidtovy véty existuje ON béze P, oznaéme ji
(Z1,...,Zk). Opét podle Gramovy-Schmidtovy véty ji um{me doplnit na ON béazi V,
oznaéme ji (Z1, ..., Tk, Tr+1, Tn). Uvazujme libovolné & € V, pak podle Dusledku 10
vime, 7e T = Z?zl < Z|%; > &;. Dokdzeme, ze polozime-li Zp = Zle < Z|%; > &,
pak Zp € P aZpL = Z—&p € PL, tedy bude dokédzino, ze P+ P+ = V. Je ziejmé,
ze Zp € P, protoze je LK bazickych vektoru P. Ovéime, ze < Zp.|Z; >= 0 pro
kazdé j € k, tedy pro bazické vektory P. Pak uz bude jasné, ze < Zp.|§ >= 0 pro
kazdé i € P.

n n
< Tpu|¥y >=< F-Ep|f; >=< Y <IF >FH|T >= Y < FiE >< &lE >=0,
i=k+1 i=k+1

protoze j < k.
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(b) V = P @ P*: Pro direktnost staci ovéfit, ze P N P+ = {0}. To je pravda, protoze
vektor z priniku & € P N P+ musi byt kolmy sdm na sebe, tj. < & >= 0, proto
#=0.

3. Dokazujeme rovnost dvou mnozin, tedy dveé inkluze.
P C (P*)*: Zapisme, jak vypadd (PH)* = {§ € V |< §& >= 0 pro kazdé & € P*}. Je
vidét, ze vektory z P patif do (P+)~.
(P1)+ C P: Podle jiz dokazaného 2. bodu pro kazdy & € (P+)* existuje pravé jeden Zp € P
a Zpr € PL takové, ze & = Tp + £p.. Dokdzeme-li, ze Zp. = 0, pak bude jasné, ze & € P.
Nésobenim vektorem I'p. dostaneme

< ZE|ZpL >=< ZTp|Zpr >+ < Tpr|Tpr >.

Z definice OG dopliku je zfejmé, ze < F|Zp1 >= 0 a zdroven < Zp|Z¥p. >= 0, proto
< pr'pr >= 0, tedy fPL =0.
O

Definice 18. Necht P CC V. Je-li £ € V zapsdno jako ¥ = p + Tp., kde Tp € P a £p. € P+,
pak vektor Tp se nazgvd ortogondlni (OG) pramét & do P.

Poznamka 35. V dukazu 2. bodu Véty 34 je uvedeno, jak lze OG prumét & do P konstruovat,
zndme-li v P ON bdzi (Z1,%,...,Tx). Plati

k
Ep =Y <l > (2)

j=1
Ovsem stejné jako u Gramova-Schmidtova ortogonalizacniho procesu i tady plati, Ze vijhodnéjsi

bude konstruovat v praktickijch prikladech OG priméty jingmi zpusoby. To se naucime na cvicenich.

Poznamka 36. V eukleidovském prostoru R? odpovidd primét vektoru nasi predstavé kolmého
promitdni. Napft. pro podprostor P = [€1]x, tedy primku odpovidajici ose x, je OG prumét vektoru
T = (1) podle vzorce (2) roven Tp =< Z|€1 > €1 = x1€1, viz obrdzek 9.

%

£
P

Obrazek 9: Ortogonalni prumét vektoru na pfimku.

P

Poznamka 37. Vrafme se jesté jednou ke Gramovu-Schmidtovu ortogonalizacnimu procesu a
vsimnéme si, jak se dd vyjadrit konstrukce OG souboru vektoru pomoct pojmu OG prumét. Pripomerime,

Ze 1lohou je konstruovat OG soubor (¥, Y2, ..., Yn) takovy, Ze [T1, T, ..., Tklx = [U1, Y2, - - Tk)x
pro kazdé k € n, kde (Z1,Z2,...,Zy,) je LN soubor. Odvodili jsme vzorec pro vypocet
L < Fplf; > SO D T
Gt = Frat = ) —r ey = e — ) < Erentl =¥ > =
2 | 2 AR
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kde (y1,92,---,9x) je OG soubor, tedy (myl, my}, e mﬂk) je ON soubor. Tedy pomoci
pojmu OG prumét muzeme psdt Y11 = Trtr1 — (Zxr1)p, pricemZ P = [§1,¥a, ..., Jk]xr. Neboli
Yrt1 ziskdme tak, Ze si z Ty41 nechdme pouze ¢dst, kterd je kolmd na P, patii tedy do P*.
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5 Spektralni teorie matic

Timto honosnym nazvem myslime vlastni ¢isla, vlastni vektory a diagonalizaci matic.

5.1 Vlastni cisla a vlastni vektory matic

V celé kapitole uvazujeme ¢tvercové matice s komplexnimi prvky.

Definice 19. Nechl A je étvercovd matice #ddu n s proky z C. Cislo A € C nazveme vlastnim
Cislem A, pokud existuje & € C", & # 0 tak, Ze A¥ = \&. Vektor & nazveme vlastnim vektorem
A prislusngm X. Mnozinu vlastnich ¢isel nazveme spektrem A a znacime o(A).

Poznamka 38. Matice s redlnymi proky nemusi mit redlnd vlastni ¢isla. Napriklad A = ((1) _01)
md vlastni ¢islo i s vlastnim vektorem (%), protoZe

A =13 =i(]).
Véta 35 (LK vlastnich vektori jsou vlastni vektory). Nechf A je c¢tvercovd matice ¥dadu n s proky

2z C. Nechf X\ € o(A). Oznaéme Py = {Z¥ € C" | AZ = AT}, tj. P\ je mnozina vlastnich vektori A
prislusngch X s pridanim nulového vektoru. Pak Py CC C™.

Diikaz. Py = {Z € C" | (A= 2Dx = 6}, tj. P\ je mnozinou feSeni homogenni soustavy s matici
A — M, tedy podle Frobeniovy véty je Py CC C™. O

Definice 20. Necht A je ¢tvercovd matice #ddu n s proky z C. Necht X € o(A). Geometrickou
nasobnosti A nazveme vy(\) = dim Pj.
Slovy: “vg(N) je pocet LN vlastnich vektoru A prislusngch X.”

Hledat vlastni vektory A pfislusné vlastnimu ¢islu A znamena fesit homogenni soustavu s matici
A — AL Jesté je tireba védét, jak efektivné hledat vlastni ¢isla. K tomu potfebujeme definovat
charakteristicky polynom matice A.

Definice 21. Nechf A je ¢tvercovd matice ¥ddu n s prvky z C. Zobrazeni py : C — C definované
pro kazdé t € C jako pa(t) = det(A — tI) nazgvdme charakteristicky polynom A.

Véta 36 (Hledani vlastnich éisel). Necht A je ctvercovd matice vddun s proky z C. Pak X\ € o(A),
pravé kdyz pa(X) = 0.
Slovy: “\ je vlastnim cislem A, prdavé kdyzZ A je korenem charakteristického polynomu.”

Diikaz. A € o(A) < existuje & € C", 7 # 0 tak, 7e AT = AT < existuje £ € C*, & # 0 tak, zZe
(A — AXI)Z = 0 & homogenn{ soustava s matici (A — \I) m& netrividln{ fesen{ < matice (A — )
je singuldrni < det(A — Al) =0 < pa(A) = 0. O

Priklad 27. Najdéte vlastni éisla a k nim prislusné LN vlastni vektory A, kde

1 0 -1
A= 0 1 1
00 O
Reseni:
e Viastni cisla:
1-—t 0 -1
pa(t) = det 0 1—t 1 | =—t(1-1t)2 proto o(A) = {0,1}.

0 0 —t
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1 0 -1
o Viastni vektory A prislusné 0 Tesi homogenni soustavu s matici A—0l=A =1 0 1 1
0 0 O
Z Frobeniovy véty plyne, Ze dimenze mnoziny reseni vy(0) = 1 a mnoZina vech resent je
1
Po=[| -1 |]r- Viastnimi vektory A prislusngmi k 0 jsou vSechny nenulové ndsobky vek-
1
1
toru -1
1
0 0 -1
o Viastni vektory A prislusné 1 tesi homogenni soustavu s matici A—1l=A =1 0 0 1
0 0 —1
Z Frobeniovy véty plyne, Ze dimenze mnoziny reseni vy(l) = 2 a mnoZina vech fesent je
1 0
Pr=[l 0 |, 1 )] Viestnimi vektory A prislusngmi k 1 jsou vsechny netrividiné LK
0 0

1 0
vektoru | 0 a 1
0 0

Véta 37 (Vlastnosti charakteristického polynomu). Nechf py je charakteristicky polynom étvercové
matice A 7adu n s proky z C. Potom

1. pa je polynom stupné n,
2. koeficient u ¢lenu nejoyssiho stupné t™ v pa(t) je (—1)™,
3. konstantni ¢len polynomu pp je roven det A.

Dukaz. Nejvyssi mocnina ¢ se objevuje ve ¢lenu determinantu pa (t) = det(A — tI) odpovidajicimu
identické permutaci, tedy ve clenu (A1 — t)(Agg — t)...(A,, — t), coz je t", a objevuje se s
koeficientem (—1)".

Oznaéme py (t) = (—1)"" + b, _1#" "L+ -+ + byt + by. Pak py(0) = by. Zarovei podle definice
charakteristického polynomu méme py(0) = det(A — 0I) = det A. Tedy koeficient u konstantniho
clenu by = det A. O

Véta 38 (Vlastn{ &fsla a det A). Nechf A1, A2, ..., A\, jsou koFeny charakteristického polynomu
Ctvercové matice A tddu n s prvky z C. Pak det A = Ao ... \y.
Slovy: “det A je soucinem vlastnich céisel A.”

Diuikaz. Zname-li kofeny py a koeficient u nejvyssi mocniny t", pak ziskdme rozklad na kofenové
Cinitele pys (1) = (=1)"(t = A1) (t = A2) ... (t — A\n) a z ngj vidime, ze pa(0) = A A2... Ay. Z 3. bodu
Véty 37 vime, ze pa(0) = det A. Proto det A = A Ag... Ay, O

Disledek 12 (Vlastnf &sla a regularita matice). Nechf A je étvercovd matice ¥ddu n s proky z
C. Matice A je reguldrni, prdvé kdyz 0 & o(A), tj. 0 nent vlastnim éislem A.

Diikaz. Jelikoz je podle Véty 38 det A roven soucinu vlastnich ¢isel a jelikoz A je regularni, préave
kdyz det A # 0, dostavame tvrzeni dusledku. O

Véta 39 (Vlastni ¢isla trojihelnikové matice). Necht A je horni (dolni) trojihelnikovd matice
radu n s prvky z C. Pak vlastni éisla jsou rovna diagondlnim prvkum matice.

Dikaz. Pro horni (dolni) trojihelnikovou matici vime z Véty 16 o determinantu trojihelnikové
matice, ze pa(t) = det(A —tI) = (A1; —£)(Aga — 1) ... (Apy — ). Odtud jiz tvrzeni plyne. O
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Dulezitou roli bude hrat kromé geometrické ndsobnosti vlastniho ¢isla jesté dalsi ndsobnost.

Definice 22. Necht A je c¢tvercovd matice vddu n s prvky z C. Necht X € o(A). Algebraic-
kou ndsobnosti v, () viastniho ¢isla A nazveme ndsobnost A jakozto kotene charakteristického
polynomu py.

Véta 40 (Vztah algebraické a geometrické nasobnosti). Nechf A je &tvercovd matice Fddu n s
proky z C. Pak pro kazdé \ € o(A) plati

Va(A) = v4(N).

Dikaz. Oznatme k = v4(X). Podle definice geometrické ndsobnost! umime najit k£ LN vlastnich

vektort pifslusnych A. Oznac¢me je 71, &, . . ., Z. Dopliime soubor (%7, &, . . . , T ) na bazi (Z1, o, ..., T

prostoru C”. Vytvorme matici X majici sloupce %1, Zs, ..., Ty, takovd matice je jisté regularni,
nebot m4 LN sloupce. Proto existuje X~!. Podle Véty 20 o determinantu souéinu matic plati

pa(t) = det(A — tI) = det (X~ (A — tD)X) .

Jelikoz AZ; = \@; pro kazdé i € lAc, snadno si rozmyslime, ze

det (X~H(A —tD)X) = det (A — )&, ..., (A —t)ek, X'ATjpq — téhya, ..., X TAT, —t&,) = (A-t)"q(t),

kde posledni rovnost jsme ziskali opakovanym rozvojem determinantu podle prvniho fadku a
q(t) je polynom stupné n — k, ktery je roven determinantu, jenz po rozvoji zbude. Z rovnosti
pa(t) = (A — t)kq(t) je jasné, ze v, (N) >k = vy (). O

Poznamka 39. Je-li A vlastni éislo A, pak ziejmé v,(X) > 1 a vy(A) > 1. Podle Véty 40
dostdvdme, Ze jakmile vo(X\) = 1, pak také vy(N\) = 1.

Véta 41 (LN vlastnich vektorii). Necht A je étvercovd matice Fadun s proky z C. Nechf A\, Aoy ..., g
jsou vzdjemné riznd vlastni ¢isla, necht &1, %o, ..., T, jsou jim prislusné vlastni vektory A. Pak
(Z4,Z2,...,Z%) je LN soubor.

Slovy: “Vlastni vektory prislusné ruzngm vlastnim cislum jsou LN.”

Drikaz. Dokézeme tvrzeni sporem. Piedpokladame, ze (Z1, 22, . . ., Z%) je LZ, pak podle alternativni
definice LZ je bud #; = 0 (to ale nenastdvd, protoze 7 je vlastni vektor), nebo existuje j €
l%, j>2acisla og,..., a5 tak, ze ; = Zz;ll «;T;. Bereme nejmensi takové j, pak je ziejmé,
ze (Z1,%2,...,2%j-1) je LN soubor. Pak AZ; = \;&@; = Zf;ll o AT, = Zi;ll ;)\ Z;. Zaroven
A = S71 ap ;. Odtud dostavame

7j—1
Zai()\i — )\J)fl = 6
i=1

Jelikoz A; # A; pro kazdé i € j/—\l, plyne z LN souboru (&1, &s2,...,Z;-1), Zze a; = 0 pro kazdé
i € 7 —1. Odtud plyne, ze 7; = 0, coz je spor s predpokladem, ze Z; je vlastni, tedy nenulovy
vektor. 0

Véta 42 (Béze z vlastnich vektortl). Necht A je ¢tvercovd matice 7ddu n s prvky z C. V C"
ezistuje bdze z vlastnich vektori A prdvé tehdy, kdyz pro kazdé X € o(A) plati va(X) = vg(N).
Drikaz. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvé implikace.
(=) : Uvazujme libovolné vlastni ¢islo A\. Necht (#1, ..., %,) je baze z vlastnich vektori A. Seradili
jsme si vektory v bézi tak, aby pravé ¥y,..., & piislusely A. Odtud je ziejmé, ze v4(\) > k.
Oznacéme jako X matici, jejimiz sloupci jsou vektory Z, ..., &,. Matice X je tedy regularni.

A—t

A—t

pa(t) = det(X~1(A — tD)X) = L ,
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kde vpravo vystupuje determinant matice, kterd mé na diagondle vlastni ¢isla zmensend o t
(protoze X je sestavend z vlastnich vektoru A) a A —t je pravé na prvnich k diagonalnich pozicich
(protoze 1, ..., T prislusi \). Odtud plyne, Ze A je k-ndsobnym kofenem charakteristického po-
lynomu, tedy v, (A) = k. Jelikoz k < v4(A) < v4(A), mdme dokazano, ze vq(N\) = vy(N).

(<) : Necht m4 matice A k ruznych vlastnich éfsel A1, ..., \x. Ke kazdému vlastnimu éislu \; lze
najit v4(X\;) LN vlastnich vektoru & ),fg), . "(l) . Ukazme, ze soubor vytvofeny z vektort
fg ),fg ), 2 )(/\ ) Proi € k tvoif bazi C". JeJICh pocet je roven ZZ 1 V(M) = Zle Vo (X)) = m,
kde prvni rovnost plyne z rovnosti v4(A\) = v4(A) pro kazdé A € o(A) a druhd z faktu, ze soucet
algebraickych nasobnosti vlastnich ¢isel je roven stupni charakteristického polynomu, tedy n. Staci

proto ukazat, ze soubor je LN. Uvazujme LK souboru rovnou nulovému vektoru, tj.

& # " ) PO & AB) _

—»1 2 (2 =l
Z Cvl + Z gy L, -+ Z A T
Jji=1 J2=1 Je=1

Kazd4 ze sum je bud rovna nulovému vektoru, nebo jde o vlastni vektor A (jelikoz se jedna

o LK vlastnich vektoru pifslusnych danému vlastnimu ¢&islu). Jelikoz jsou ovSem vlastni vektory

piisluéné ruznym vlastnim ¢éisluim LN, nutné nastéava prvni moznost, tedy sumy jsou rovny nulovym

vektorum. Nulovost koeficientu a( 2 pro kazdé i € k a kazdé j; € {1,...,v4(N\)} pak plyne z LN
=(i) (i) 720

souboru (#1°,75,...,T, ey )) pro kazdé i € k. Tim je LN celého souboru dokazana. O

5.2 Diagonalizace matic

Definice 23. Necht A, B jsou ctvercové matice ddu n s proky z C. Rekneme, Ze A je podobnd
B, pokud existuje requldrni matice X ddu n takovd, Ze A = XBX 1.

Poznamka 40. Podobnost je ekvivalence na mnoziné ctvercovyjch matic radu n, tj.
e A je podobnd sama sobé,
e je-li A podobnd B, pak B je podobnd A,
e je-li A podobnd B a B podobnd C, pak A je podobnd C.

Duikaz ponechdn ¢tendri, plyne snadno z definice podobnosti.

Véta 43 (Vlastnosti podobnych matic). Necht A, B jsou ctvercové matice Fddu n s prvky z C.
Necht A je podobnd B.

1. Pak py = pg, tedy i o(A) = a(B) a v2(\) = vB(N) pro kazdé \ € o(A) = o(B), kde v2()\)
znaci geometrickou ndsobnost A pro matici A a podobné pro B.
Slovy: “Charakteristické polynomy podobnijch matic se rovnaji, tedy i jejich spektra jsou
stejnd, specidlné algebraické ndsobnosti stejniyjch vlastnich cisel jsou stejné.”

2. Je-li A € o(A) = o(B), pak vi(N) = v (N), kde v (\) znaci geometrickou ndsobnost X pro
matici A a podobné pro B.
Slovy: “Geometrické ndsobnosti stejngch vlastnich éisel podobnijch matic jsou stejné.”

Diikaz. Nechf A = XBX !, pak
pa(t) = det(A — tI) = det(XBX ! — #I) = det(X(B — tI)X~!) = det(B — tT) = pg(t).

Tim je dokazana rovnost charakteristickych polynomu, tedy i spekter a algebraickych ndsobnosti.

Necht #, %> .. () Jsou LN vlastni Vektory A pr1slusne . Pak \#; = A%, = XBX1Z,,
odtud AX~'g; = IBX lxl, proto X~ '%, X~ 1a,, ..., X" 12, ,(n) Jsou vlastni vektory B prislusné A.
ley regularlte X, tedy i X7!, je ziskany soubor Vlastnlch vektoru B prlslusnych A LN. Proto
vg(A) = vh (). Jelikoz B je zaroveii podobnd A, dostaneme také ) (X) > vg (). Tim je dokézana
rovnost geometrickych nasobnosti. O
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Poznamka 41. Implikaci ve Véte 43 nelze obrdtit. Rozmyslete si sami, Ze matice

1100 110 0
0100 0110
A=1lg 01 1] *B=l0o 01 ol
000 1 00 0 1

magi stejné charakteristické polynomy a maji stejné geometrické ndsobnosti vlastnich cisel, presto
st nejsou podobné.

Nabizi se otézka, do jaké nejjednodussi podoby lze matici podobnostni transformaci prevést,
tj. jaké nejjednodussi matici je dana matice podobna? Speciadlné se ptame, zda je kazda ¢vercova
matice podobnd diagonalni matici? Odpovéd je NE!

Definice 24. Necht A je ¢tvercovd matice 7ddu n s prvky z C. Pak A nazveme diagonalizova-
telnou, pokud je podobnd diagondlni matici, tj. existuje D diagondlni a X reguldrni Fadu n tak,
e A = XDX 1.

Véta 44 (Diagonalizovatelnost a béze z vlastnich vektort). Necht A je étvercovd matice Fddu n
s proky z C. Pak A je diagonalizovatelnd, pravé kdyz v C™ existuje bdze z vlastnich vektori A.

Drikaz. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvé implikace.
(=) : Nechf A = XDX~!. Ukédzeme, Ze sloupce matice X tvoif hledanou bézi C". Oznaéme

Z1,..., &%, sloupce Xa Ay, .., A, diagonélni prvky D. Z regularity X je jasné, Ze soubor (1, ..., Z,)
je LN. Jelikoz AX = XD, mdme AZ; = \;&; pro kazdé i € n. Proto (Z1,...,Z,) je soubor z vlastnich
vektort. Tim je dokézdno, ze (Z1,...,&,) je hledand bdze C" z vlastnich vektoru.
(<) : Necht (Z4,...,7,) bdze C" z vlastnich vektoru piislusnych vlastnim &fslim Ap, ..., A,
ozna¢me X matici se sloupci &1, ..., Z,. Matice X je tedy regularni. Snadno ovéfite, ze
A O .. 0 M O .. 0
AX:X<O',. O),odkudplyneA:X(Q-_. O)Xl,
0 0 .0 An 0 0 - An
tedy A je diagonalizovatelna. O
1 0 -1
Priklad 28. V prikladu 27 jsme nasli vlastni vektory A =1 0 1 1
00 0
1 1 0
vlastni vektor prislusny 0 -1 a vlastni vektory prilusné 1 0,11
1 0 0

7 dukazu Veéty 44 plyne, Ze sestavime-li matici X z vlastnich vektoru a matici D z vlastnich ¢isel
v odpovidajicim potadi, tj. napf.

110 00 0
X=( -1 0 1 a D={0 1 0o},
100 00 1

pak A = XDX~L. Ovérte.

Poznamka 42. Zatimco podobnostni transformace zachovdvaji vlastni ¢isla a diagonalizovatelnost
matic, ekvivalentni rddkové upravy mohou vlastni ¢isla matice ménit a mohou ménit i diagonali-
zovatelnost. Napriklad ndsledujici matice B vznikla z A zaménou Tddki a plati

A= < 8 (1) > md ruznd vlastni ¢isla 0 a 1, a je tedy diagonalizovatelnd, zatimco

B= ( 8 (1) > md pouze vlastni ¢islo 0 s v4(0) = 2 > 1 = 1v4(0), proto nend diagonalizovatelnd.
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Pro zajimavost uvedme bez dikazu slavnou vétu spektralni teorie.

Véta 45 (Hamilton-Caley). KaZdd ctvercovd matice s prvky z C je korenem svého charakteris-
tického polynomu, tj. je-li pa(t) = ant™ + ap_1t" "1 + -+ + ait + ag, pak

anA" + an_lA"_l —+ -+ alA + 0,0]1 = Q0.
Piiklad 29. V prikladu 27 jsme nasli charakteristicky polynom py(t) = —t> + 2t — t matice
1 0 -1
A= 0 1 1
0 0 0

Snadno ovérime, ze —A3 +2A% — A = O.
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6 Vlastnosti, zejména spektralni, vybranych typi matic
Nefekneme-li jinak, pak symbol < Z|§ > znamend v celé kapitole standardni skaldrn{ soucin.

Zopakujte si Definici 4, v niz jsme zavedli transponovanou, komplexné sdruzenou a hermitovsky
sdruzenou matici. Poté muzeme zavést specidlni typy matic - vSechny budou ¢tvercové.

Definice 25. Necht A je étvercovd matice s komplexnimi proky.
1. A nazveme normdlni, pokud AAH = AHA.
2. A nazveme hermitovskou, pokud A = A,

o Je-li specidiné A redind a hermitovskd, tedy vlastné A redind a A = AT, pak A nazveme
symetrickou.

3. A nazveme unitarni, pokud AAT =1T.

o Je-li specidlné A redlnd a unitdrni, tedy vlastné A redind a AAT =1, pak A nazveme
ortogondlni (OG).

Poznamka 43. Primo z definice plyne:
e Symetrické matice jsou hermitovské. Hermitovské matice jsou normdind.
e OG matice jsou unitdrni. Unitdrni matice jsou normdlni.

Tedy vsechna turzent, kterd plati pro normdlni matice, plati automaticky také pro hermitovské, a
tedy i symetrické, a unitdrni, tedy i OG matice.

Piiklad 30. Trividlnim prikladem normdlni matice je 1.
° (_13 33) je symetrickd, tedy © hermitovskd a normdlnd.

o (131) je hermitovskd, tedy i normdini.
a
a

NeZ zaéneme zkoumat vlastnosti specidlnich typti matic, uvedme lemma, které ndm umozni
pracovat se standardnim skaldrnim souc¢inem pomoci maticového nasobeni.

-1
“15) je OG, tedy i unitdrni a normdlni.
V2

S-Sk

-1
\/Ji > je unitdrnt, tedy i normdlni.
2

S s

Lemma 5. Necht Z,ij € C". Pak pro jejich standardni skaldrni soucin plati
<Z,y>=g" 7

x1 Y1

x2 Y2
Diikaz. Oznatme T = , ¥ = . Pak
Tn Yn
1
_H = — - ¥z __ __ __ .
v T = U, 72 Un) : =21 + XYz + -+ T =< T|Y > .
Tn

O

Uz vime, Ze ne kazda matice je diagonalizovatelnd. Ale aspon je kazda matice podobna horni
trojuhelnikové matici (bez dk.):

40



Véta 46 (Schurova). Nechf A je étvercovd matice Fddun s prvky z C. Pak existuje unitdrnd matice
U 7ddu n a H horni trojihelnikovd matice takové, ze A = UFHU.

Pozndmka 44. Twvrzeni Schurovy véty zistdvd v platnosti, nahradime-li horni trojihelnikovou
matici za dolni trojuhelnikovou matici.

Poznamka 45. Jelikoz unitdrni matice U spliiuje UUT =1, je U¥ = UL, proto ze Schurovy véty

plyne, Ze kazZdd matice je podobnd horni trojuhelnikové matici.

6.1 Vlastnosti normalnich matic

Abychom byli schopni charakterizovat normélni matice pomoci jejich spektralnich vlastnosti,
vyuzijeme nasledujici lemma.

Lemma 6. Necht A je normdini horni trojuhelnikovd matice. Pak A je diagondlni.

Diikaz. Vime, ze AAH = AH A, tedy

A1 A1 Aig .o Aqy Ay 0 0 ... 0 Au 0 0 .. 0 A1 Aro Agz o Agp
0 Agz Azz ... Aoy A1z A2z 0 ... O B A1z Azp 0 ... 0 0 Agz Az ... Agp
0 0 Aszz ... Azn A1z A3z Azz ... 0 - Ayz Aoz Azz ... 0 0 0 Ass Asgn ’
0 0 0 v Bun s AR Ron Ran s B NP vy TR S

pak prvek souc¢inu matic s indexy 1,1 je roven

A Agy + AppAg + -+ Ay Ay, = A Ag,

tedy

A1) + [Aa? 4+ [A 2 = A2,
odtud vidime, ze Ajo = Ay3 = --- = Ay, = 0. Podobné spoétenim prvku sou¢inu matic s indexy
2,2 dostaneme A3 = --- = A,,. Analogicky dostaneme, ze vSechny prvky nad diagonalou jsou
nulové. O

Véta 47 (Schurova véta pro norméln{ matice). Necht A je normdini matice ¥ddu n. Pak existuje
unitdrnd matice U a diagondin matice D rddu n takové, ze A = UHDU.

Drikaz. Ze Schurovy véty plyne, Ze existuje horni trojihelnikovd matice H a unitéarni matice U
takové, ze A = UHUY. Ukazme, Ze z normality A plyne normalita H. Z unitarity U dostaneme

U# AU = UPUHUYU = H.
Pak podle vlastnosti hermitovsky sdruzenych matic dostaneme
HHA = U7 AUU7 AU)? = U AUU# AR U = U AAPU.
HPH = UF AHUUY AU = UF AP AU.

Rovnost HH = H”H plyne z rovnosti AA” = A#A. Z Lemmatu 6 plyne, ze H je diagonalni
matice, ¢imz je tvrzeni dokazano. O

Dusledek 13 (Diagonalizovatelnost normélnich matic). KaZdd normdiné matice A je diagonali-
zovatelnd.

Diikaz. Jelikoz unitdrni matice U spliiuje UUH = I, je U¥ = U™, proto ze Schurovy véty pro
normalni matice plyne, ze kazda normalni matice je podobna diagonalni matici. O

Véta 48 (ON bédze z vlastnich vektort). Necht A je étvercovd matice Fddu n s proky z C. Matice
A je normdlng, prdavé kdyz v C" existuje ON bdze z vlastnich vektori.
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Diikaz. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvé implikace.
(=) : Ze Schurovy véty pro normdalni matice vime, Ze existuje unitdrni matice U a diagonaln{

A 0 0 M O 0

matice D = | . , | takové, ze A =T - o U#H. Diky unitarité U dostaneme
0 0 .o An 0 0 .o An

vynasobenim obou stran matici U zprava

A O .. 0
AU:U< - )

0 "-.. 0

0 0 .. Ag

Oznac¢ime-li sloupce U jako uy,...,uU,, plyne z definice maticového nasobeni, ze Au; = A\;u; pro
kazdé i € n. Odtud vidime, ze sloupce matice U se sklddaji z vlastnich vektoru A. Ze vztahu
UHU =1 dostdvame, ze pro kazdé i, j € n spliiuje standardni skaldrni soucin < ;|i; >= d;;, tedy
sloupce matice U tvofi ON soubor, tedy LN soubor. Suma sumarum tvoii sloupce U hledanou ON
bézi C" z vlastnich vektoru.

(<) : Necht (iy,...,14,) je ON baze C" z vlastnich vektori A pifslusnych vlastnim &fsltim
Al -5 Ap. Ozna¢me U matici, jejimiz sloupci jsou vektory uq,...,u,. Pak snadno ovérime, ze

A0 0
AU =0T ( o ) 7 ortonormality souboru s, ..., 4, plyne, ze U je unitarni, proto A =

0 0 o A
A1 0 ... 0 A 0 .0
U < 0 - 0 > U, Z Veéty 7 dostaneme A = U ( 0 0 ) U#. Snadno pak ovéifme, ze
0 0 = Ap 00 . .
A2 0 ... 0
AAH =T . . UH = AHA,
0 0 . Al
tedy A je normaélni. O

Uved'me jesté nékteré dalsi typické vlastnosti normdlnich matic.
Véta 49 (Vlastnosti normdlnich matic). Necht A je normdini matice Fddu n. Pak plati:
1. pro kazdé T € C" je ||A7|| = ||AHZ|],

2. X je vlastni ¢islo A s vlastnim vektorem I, prdvé kdyz X\ je vlastni ¢islo AT s vlastnim
vektorem T,

3. mecht \,pu € o(A), X\ # p, necht ddle ¥ je vlastni vektor A prislusny \ a i je vlastni vektor
A prislusng p, pak standardni skaldrni soucin < Z|g >= 0.
Slovy: “Vlastni vektory mormdlni matice prislusné ruzngm vlastnim cislim jsou na sebe

s

kolmé.”
Diikaz.
1. ||AZ|]? =< AZ|AZ >= (AD)F AT = PHAHAZ = ZHAAA 7 = 2H(AF)HAHZ = (AHR)HAH =<
AT E|AHE >= ||A” Z||%, kde jsme v 2. a piedposledni rovnosti vyuzili maticovy zapis skaldrniho

soucinu z Lemmatu 5, ve 3. a 5. a 6. rovnosti vlastnosti hermitovského sdruzovani z Véty 7
a ve 4. rovnosti normalitu A.

2. Je-li A normalni matice, A € C, pak (A —AI)(A—A[) = (A—AD)(AH —7T) = (A —\I)(A—
Al = (A — AD)H (A — AI), tedy A — Al je také normdlni. Z jiz dokdzaného 1. bodu vime, ze
pro kazdé ¥ € C" plati

1A — AD)| = ||(A% — D)),

odtud je ziejmé, Ze je-li A vlastni ¢islo A a 7 prislusny vlastni vektor, pak [|(AT —XD)Z|| = 0,
tedy A je vlastni éislo A¥ s vlastnim vektorem Z. A podobné opaénym smérem.
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3.

6.2

Plati série rovnosti:
A < Z|f >=< ME|§ >=< AZ|§ >= 7 AT = g (A7 =< Z|AH§ >=< Z|ag >= p < Z|§ >,

kde v 1. a posledni rovnosti jsme vyuzili vlastnosti skaldrniho sou¢inu, ve 3. a 5. rovnosti jsme
vyuzili maticovy zapis skalarniho sou¢inu z Lemmatu 5, ve 2. a predposledni rovnosti faktu,
ze \,pu € o(A) a Z, ¢ k nim piislusné vlastni vektory. Dostavdme tedy (A — p) < Z|g >= 0,
a jelikoz A # p, mdme < Z|y >= 0.

O

Vlastnosti unitarnich matic

Ptfipomenme, ze OG matice jsou podmnozinou unitarnich. Proto tvrzeni o unitarnich maticich
plati také pro OG matice.

Véta 50 (Vlastnosti unitdrnich matic). Nechf A je ¢tvercovd matice ¥dadu n s proky z C.

1.
2.

A je unitdrng, prdvé kdys A~' = AH.
A je unitdrni, prdvée kdyz sloupce A tvoiit ON soubor.

Je-li A unitdrnd rddu n, pak pro kazdé T, € C" plati < AZ|AY >=< Z|y >.
Slovy: “Ndsobent unitdrni matici zachovdvd skaldrni soucin.”

Je-li A unitdrnd 7ddu n, pak pro kazdé & € C" plati
Slovy: “Ndsobeni unitdrni matici zachovdvd normu.”

AZ|| = [|]].

Pro vlastng ¢isla X unitdrnich matic plati |A| = 1.

6. Je-li A unitdrni, pak |det A| = 1. Je-li A navic OG, pak det A =1 nebo det A = —1.
7. Jsou-li A, B unitdrni matice stejného Tddu. Pak AB je unitdrni matice.

Diikaz.
1. Plyne z definice unitdrni matice.

2.

Tvrzeni plyne z faktu: AFA =1 & < AgilA,; >= AféA.i = 0;; pro kazdé i, j € 7, kde jsme
vyuzili maticovy zapis standardniho skaldarniho sou¢inu z Lemmatu 5.

< AT|AY >= (A7 AT = gHAT AT = jH T =< T|5 >.
Tvrzeni plyne z predchoziho bodu dosazenim ¥ := .
Je-li & vlastni vektor unitarni matice A prislusny A, pak

1Z1] = [[AZ]] = [|AZ]] = [Al[|Z]],

a protoze je & # 0, dostdvame |\ = 1.

6. Tvrzeni plyne z predchoziho bodu, protoze determinant je souc¢inem vlastnich ¢isel. OG
matice mé realné prvky, proto i jeji determinant je realny, tedy je roven +1.
7. Unitarita souéinu plyne z nésledujicich rovnosti (AB)(AB)? = ABBZAH = AA" =1T.
O
Piiklad 31. POZOR! OG matice muze mit komplexni vlastni ¢isla. Napr. A = \Z% “%) je jisté
OG, nebot je redlnd a sloupce tvori ON soubor, ovsem o(A) = {_\1/;, _\1/'2fi}, v
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6.3 Vlastnosti hermitovskych matic

Ptfipomenme, ze symetrické matice jsou podmnozinou hermitovskych. Proto tvrzeni o hermi-
tovskych maticich plati také pro symetrické matice.

Véta 51 (Vlastnosti hermitovskych matic). Nechf A je hermitovskd matice Fadu n s prvky z C.
1. Pro kazdé Z,5 € C™ plati < AZ|y >=< ZF|Ay >.
2. Pro kazdé T € C™ je < AZ|Z >€ R.

3. o(A) CR.
Slovy: “Hermitovské matice maji vSechna vlastni éisla redlndg.”

4. det A € R.
Diikaz.
1. Tvrzenf plyne z faktu: < AZ|§ >= g7 AT = HAHTZ = (A7) T =< Z|Ay >.

2. Dosadime-li do pfedchoziho bodu ¢ := Z, dostaneme < AZ|Z >=< Z|AT >= < AZ|T >,
kde posledni rovnost plati podle axiomu skaldrniho sou¢inu. Cislo, které je rovno svému
komplexnimu sdruzeni, mus{ byt redlné, tedy < AZ|Z >€ R.

3. Necht ¥ je vlastni vektor A k vlastnimu ¢islu A\, pak A < Z|F >=< \E|F >=< AZ|T >.
Jelikoz Z # 0, je < Z|Z > > 0 a podle pfedchoziho bodu je < AZ|Z >€ R, odtud médme
AeR.

4. Tvrzeni plyne z predchoziho bodu, protoze determinant je sou¢inem vlastnich ¢isel.

6.3.1 A-skaldrni souéin pro hermitovské matice

Se znalosti hermitovskych matic a jejich vlastnosti budeme moci v prostoru C™ zavést i jiné skalarni
souciny nez standardni. Potfebujeme k tomu jesté jednu definici.

Definice 26. Necht A je hermitovskd matice vddu n. Pokud pro kaidé ¥ € C*, T # 0, plati
< AZ|Z > >0, pak A nazveme pozitivné definitni (PD).

Pozndmka 46. V definici PD matice je hermitovskost duleZitd, protoZe pouze pro hermitovské
matice plati, Ze pro kazdé & € C" je < AZ|Z >€ R, a tedy umime rozhodnout, zda < AZ|Z >> 0.
(Komplexni neredlnd ¢isla neumime porovndvat.)

Véta 52 (A-skaldrni soucin). Necht A je PD matice vddu n, pak zobrazeni, které kazdé dvojici
vektoriu T,y € C™ priradi komplexni ¢islo < AZ,§ > (kde < .|. > je standardni skaldrni soucin)
je skaldrnim soucinem na prostoru C"™. Nazyvdme jej A-skaldrnim souc¢inem na C™ a znacime
< | >A-

Diikaz. Ovéfime, ze zobrazeni spliiuje axiomy skaldrniho souéinu.

1. hermitovskost: pro kazdé Z,§ € C" plati < Z|§ >a=< AZ|F >=< ZAY >= < A¢|T > =
< 9|Z >4, kde ve 2. rovnosti byla vyuzita hermitovskost A,

2. linearita v 1. argumentu:

e aditivita: pro kazdé &, 7, 7 € C™ plati < T+ 2|y >a=< A(Z+2) |7 >=< AT+ AZ|j >=<
AZ|f > 4+ < AZ|J >=< Z|j >4 + < Z|§J >4, kde stacilo, ze A je ¢tvercovd fadu n,

e homogenita: pro kazdé a € C, Z, ¢ € C" plati < aZ|y >a=< A(aZ)|y >=< aAZ|y >=
a < AZ|y >= a < Z|§ >a, kde stacilo, ze A je ¢tvercovd Fadu n,
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3. pozitivn{ definitnost: pro kazdé & € C™ plati < Z|¥ >p=< AZ|Z > > 0 a < Z|T >p=<
AZ|Z >= 0, praveé kdyz & = 0, kde je vyuzita PD matice A.

O

Piimo z definice je tézké ovérit, zda je matice PD. Proto uvedeme dvé sikovnd kritéria k
rozhodovéani o PD matic.

Véta 53 (PD a vlastn{ &sla). Nechf A je hermitovskd matice. Pak A je PD, prdvé kdyz viechna
jejgi vlastni c¢isla jsou kladnd.

Drikaz. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvé implikace.
(=) : Necht X je vlastni ¢islo A s vlastnim vektorem Z. Jelikoz 7 # 0, plyne z PD A, 7e

0< <AZ|Z >=< M|T>= A< Z|Z > .

Protoze < Z|# > > 0, mdme A\ > 0.

(<) : Jelikoz A je hermitovské, a proto i normalni, ze Schurovy véty pro normélni matice plyne, Ze
existuje unitdrni matice U a diagonalni matice D tak, ze A = UDU¥. Na diagonéle D lezi vlastni
cisla A, kterd jsou podle predpokladu kladns. Necht # € C*, Z # 0, pak

< AZ|Z >=zH (UDU?)7 = (U7 2)PD(UH 7).

Y1 A1 0 ... 0
Jelikoz UH je regularni, je UM # # 0. Oznacme slozky UP 7 = < : ) aoznacme D = < o o >,
Yn 0 0 A,
pak
< AZ|Z >= (UEZ)ED(UHZ) = M |p1)®> + - 4+ Aalyn|> > 0.
Tedy A je PD. O

Bez dukazu uvedeme jesté dalsi kritérium.

Véta 54 (Sylvesterovo kritérium). Nechf A je hermitovskd matice. Pak A je PD, prdvé kdyZ
vSechny jeji hlavni subdeterminanty jsou kladné.

Hlavni subdeterminant je det A a déle determinanty matic, které vznikaji postupnym ukra-
jovanim posledniho fadku a sloupce matice.

11 2 3
o 10 4 5 . . .
Piiklad 32. A = 9 4 0 —1 md hlavni subdeterminanty rovny:
3 5 -1 =2

112
det , det(141), det(1}), 1.

Poznamka 47. Je dileZité nezapomenout v kritériich ovérit hermitovskost. Napr. A = ({ 1) md

kladna vlastni ¢isla a kladné hlavni subdeterminanty, presto neni PD, protoZe nent symetricka.
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7 Linearni geometrie

V této kapitole zobecnime poznatky ze stiedni skoly tykajici se analytické geometrie. Uvazujeme
eukleidovsky prostor R™ (se standardnim skaldrnim soucinem). Jeho prvky nebudeme nazyvat
vyhradné vektory, ale ¢astéji budeme hovotit o bodech.

7.1 Linearni variety
K definici linearni variety potiebujeme pojem spojnice bodu.
Definice 27. Necht Z,i € R™. Spojnici bodii ¥ a i nazveme mnoZinu
{af+ﬁﬂ’| a+p=1, a,f € R}.
Poznamka 48. Uved'me ekvivalentni zdpisy spojnice
{af—l—ﬁgﬂ a+pB=1, a,BGR}:{af+(1—a)g| a € R} ={j+ a(Z -7 | a € R}.

7 posledniho zapisu je vidét, Ze spojnici bodu Z,1y ziskdme pricitanim redlngch ndsobki vektoru
Z — 4 k vektoru . Tedy v R? odpovidd spojnice tomu, co si pod timto pojmem kady predstavi —
primce prochdzejici body T a i, viz obrdzek 10.

Obréazek 10: Zelené vyznacena spojnice bodt Z a ¢ v R2.

Definice 28. Nechf W C R™. W nazveme linedrni varietou, pokud
.« W0,
o W obsahuje s kazZdymi dvéma body i jejich spojnici.

Piiklad 33. Linedrni variety v R? jsou body, primky, celé R2. Linedrni variety v R® jsou body,
primky, roviny a celé R3. Za nedlouho ukdzeme, Ze tento vijcet je uplng, tj. Ze Zddné jiné variety
v R? o R3 neexistujr.

S pojmem spojnice Uzce souvisi pojem afinni kombinace.

Definice 29. Necht (#1,%2,...,%;) € R". Pak afinni kombinaci souboru (#1,Zs,...,%) na-
zveme linedrni kombinaci Zi:l LTy, kterd spliuje Zizl ar = 1 a ar € R pro kazdé k €
0. Mnozinu vsech afinnich kombinaci souboru nazgvdme afinni obal souboru (¥1,Ts,..., %) a
znadime (X1, Ta, ..., Tela. Plati tedy

¢ ¢
[¥1, %2, ..., Zola = {Zakfk | Zak =1 aar €R pro kazdé k € f}
k=1 k=1
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Priklad 34. Primo z definice plyne, Ze afinni obal dvou vektori je roven jejich spojnici.
Souvislost afinnich obalt a linedrnich variet je nésledujict.

Véta 55 (Afinnf obal je varieta) Necht (Z1,T2,...,T¢) € R". Pak W = [F1,%a,...,T¢|a je
linedrni varieta a W obsahuje T1,%s,...,Z;.

Diikaz. Protoze ¥; = 071 + --- + 1&; + -+ - + 02, pro kazdé i € f, je @; afinni kombinaci souboru
(Z1, T2, ...,70), tedy plati &; € W. Proto W # ). Necht &, ¢ € W, pak existuji oy, ..., f1,..-, 5 €
R takové, ze ¥ = Zle ;T Ay = Zle BiT; a Zle o, =1a Zle B; = 1. Pro libovolné a € R
je tieba ukdzat, ze aZ + (1 — o)y € W.

af+ (1 —a)y=

HMN

¢
a; T 4+ (1 — a) Zﬁlxl = Z (aa; + (1 — «)B:) @,
=1

kde posledni vyraz je afinni kombinace souboru (#1, @2, ..., %), protoze
‘
2(01041 (lfaﬂlfaZozl (1-a) 2[31*&+(1—a)f1
i=1

Tim je dokdzdno, ze aZ 4+ (1 — «)y € W pro libovolné a € R, tedy spojnice Z a ¢ je z W, tedy W
je linearni varieta.
O

Véta 56 (Varieta obsahuje afinni kombinace). Necht W je linedrni varieta. Necht Ty, T, ..., T €
W. Pak
[fl,fg, - ,fz]a cWw.

Slovy: “Linedrni varieta obsahuje s kaZdou £-tici svgch bodu i jejich libovolnou afinni kombinaci.”

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme indukei podle poétu vektori £. Pro ¢ = 1 trividlné plati. Nechtf pro
néjaké ¢ > 1 plati, ze W s kazdou (-tici svych vektoru obsahuje i jejich libovolnou afinni kom-
binaci. Uvazujme nyni &1, Zs,...,Ter1 € W a jejich libovolnou afinni kombinaci Zfi% a; %, kde

el «; = 1. Urcité existuje index iy € H/\l takovy, ze «; 1. Pak muzeme psat
=1 ) Y, 0 p

041 [
E Oéi.’fi = aiofzo 0&10 E
i=1 i= 1,27510
_, ¢
kde y = >, Jitio T o xi je afinni kombinace ¢ vektoru, protoze ZZ 1,isio ﬁ = 1, tedy

y € W. Déle o;, %, + (1 — a4, )Y je vektor ze spojnice Z;, a ¢, tedy zdvérem Zi:l oz, €W O

Véta 57 (Minimalita afinniho obalu). Necht T1, %2, ...,% € R™. Pak [T1, T2, ..., Tela je nejmensi
linedrni varieta obsahujici X1, %2, ..., Z.

Dikaz. Z Véty 56 vime, ze kazdd linedrni varieta obsahujici body Z1,as,...,Z; obsahuje také
[Z1, T2, ..., %|a. JelikoZ zdroven z Véty 55 plyne, Ze [T, Ta,...,T¢|a je linedrni varieta, méme
dokéazano, ze je to nejmensi linearni varieta obsahujici dané vektory. O

Piiklad 35. Podle Veéty 57 je tesenim dlohy najit minimdlni linedrni varietu W, kterd obsahuje
vektory Z, 9, Z, afinni obal W = [Z, 7, Z] 4.

Piiklad 36. Rozmyslete si, jak vypadaji afinni obaly jednoho, dvou, t7 vektori v R? a R3. Napr.
W =[Z,9, Z)a, kde (Z,7,Z) je LN soubor, tvori rovinu obsahujici T,y a Z.

Vysvétleni: JelikoZ jde o linedrni varietu, musi W obsahovat spojnice & a i, T a 2z, § a Z. Ddle
musi W také obsahovat spojnice bodu ze tri vyse uvedenyjch spojnic. Tedy W obsahuje rovinu, v
niz lezi trojuhelnik s vrcholy Z, 1, Z, viz obrazek 11. Jelikoz rovina uZ je linedrni varieta, nasli jsme
nejmendi linedrni varietu obsahugjici Z, ¥, Z, tedy jsme nasli [Z, Y, Z]q.
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Obrézek 11: Afinni obal 3 LN vektorii v R? je rovina obsahujici trojihelnik s vrcholy v danych
bodech.

Posledni otazka, kterd by nas mohla v souvislosti se vztahem mezi linedrnimi varietami a
afinnimi obaly napadnout, zni: “Je kazd4 linearni varieta afinnim obalem néjakého souboru vek-
tort?” Odpovéd zni: ANO. Ale musime nejprve prostudovat vztah mezi varietami a posunutymi
podprostory, abychom odpovéd mohli zdtvodnit.

Nasledujici dvé véty vysvétluji, ze variety nepfedstavuji nic zcela nového, ale jde jen o posunuté
podprostory, s kterymi jsme se duvérné seznamili jiz v zimnim semestru.

Véta 58 (Posunuty podprostor je varieta). Nechf P CC R"™ a @ € R", pak W = @+ P je linedrni
varieta.

Diikaz.
o W #0, protoze 0 € P, tedy d+0=ae W,

—

e je-li Z, ¢ € W, pak existuji p1, pa € P takové, ze & = d+p} a if = @+ pa, pro libovolné a € R
pak plati aZ + (1 — @)y =d+ ap1 + (1 — a)ps € d+ P.

O
Priklad 37. Specidlné je podle predchozi véty kazdy podprostor linedrni varietou.

Piiklad 38. Mnozina teseni soustavy linedrnich rovnic je linedrni varieta. Vime z Frobeniovy
véty, Ze ma tvar d + Sy, kde Sy je mnoZina TeSeni homogenni soustavy, tedy podprostor.

Véta 59 (Varieta je posunuty podprostor). Necht W je linedrni varieta v R™, pak existuje prdvé
jeden P CC R"™ takovy, Ze pro kazdé a € W plati W = d + P.

Diikaz. Postup bude mit tii kroky.

1. Existence podprostoru:
Berme libovolné @ € W. Polozme P =W — @ = {Z — @ | # € W}. Ukdzeme, ze P CC R".
(a) P #0, protoze 0 =d —a € P.
(b) Je-li py,pa € P, pak existuji &, 5 € W takové, ze p1 = & — @, po = ¢ — d. Pak

—

1

—

y=@T—-d+y)—aeW—a,

+

kde jsme vyuzili faktu, ze ¥ — @ + ¥ je afinni kombinace vektoru z variety, coz je podle
Véty 56 opét vektor z variety.
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(¢) Je-li pe P, pak existuje Z € W takovy, ze p = & — d. Pak pro kazdé o € R mdme
ap=af —ad=af+ (l—a)d—aeW —d,

kde jsme opét vyuzili faktu, ze aZ + (1 — «)d je afinni kombinace vektoru z variety, coz
je podle Véty 56 opét vektor z variety.

2. Libovolnd volba vektoru a € W: .
1_\]echt’ b € W. Podle predchoziho bodu existuje p'€ P takovy, ze b = d 4+ p. Odtud méme
b+P=ad+p+P=a+P=W.

3. Jednoznaénost podprostoru:
Predpoklddejme, ze podprostor Q CC R™ splituje W = @+ Q. Zarovei vime, ze W = d+ P.
Odtud je ziejmé, ze Q = P.

O

Definice 30. Podprostor z predchozi véty nazveme zaméteni variety W a znacime Z(W'). Vektor
a ve vyjdadreni d+ P = W nazgjvdme vektorem posunuti. Nenulové vektory ze Z(W) nazgjvdme
smérové vektory variety W. Dimenzi variety dim W nazveme dim W = dim Z(W). Na
zdkladé dimenze zobecnime v R™ i pro n > 3 pojmy bod, primka, rovina:

e je-li dim W =0, pak W nazgvdme bod,
e je-li dim W =1, pak W nazgvdme piimka,
e je-li dim W =2, pak W nazyvdme rovina,
o je-li dim W =n — 1, pak W nazgvdme nadrovina.
Nenulové vektory ze Z(W)* nazveme normélové vektory variety W.

Poznamka 49. V Prikladu 41 jsme vyjmenovali viechny moziné posunuté podprostory v R? a R3.
Podle Véty 59 jde o iplny vycet linedrnich variet v téchto prostorech.

Vysvétleme vztah mezi linedrnim a afinnim obalem.
Véta 60 (Linearni obal a afinn{ obal). Nechf ¥, Ta,...,T¢ € R". Pak plati
$1,$2,...,fg]a =2 + [fg —fl,...,xg —1‘1])\.

Drikaz. Ukazujeme rovnost dvou mnozin, tedy dvé inkluze.

[Jo € 1+ []a: Necht T € [#1, T2, - -, Fela, tj. =Y r_, s a Y o_, a; = 1. Pak
¢
r=x —&—Zai(fi —f1) €T+ [fg —Zy,..., Ty —]_,"1]>\.
i=2
T+ [ ])\ C [ ]a: Necht & € &7 + [3_;"2 —X,..., T — fl])\, tj. £=21 + 2522 ﬁi(fi - :fl). Pak plati
¢ ¢
F=(1-) B+ Y B,
i=2 i=2

pricemz posledni vyraz je afinni kombinaci souboru (&1, Zs, ..., Z¢), protoze soucet koeficientu u
jednotlivych vektoru v linedrni kombinaci je (1 _Zfzz ﬁi)—l—ZfZQ Bi =1, tedy @ € [#1, T2, .., Tt)a-

O

Nyni uz mame k dispozici vse potiebné, abychom ukéazali, ze kazda linearni varieta je afinnim
obalem néjakého souboru vektoru.
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Véta 61 (Varieta je afinni obal). Necht W je linedrni varieta v R™ a dim W = £ —1. Pak existuji
vektory i1, Ys, . .., Yr takové, Ze
W = [171472’ s 7372](%

Diikaz. Z Véty 59 plyne, ze existuje podprostor Z(W) dimenze £ — 1 takovy, ze W = d + Z(W),
kde @ € W. Bud je Z(W) = {0}, pak W = [d],, nebo existuje baze (¥, Ts,...,T¢—_1) podprostoru
Z(W). Pak je podle Véty 60

W=5+[f1,fz,...,f[_1]>\ = [5,64—51,&’4-3:2,...,d+f¢_1]a,

W je tedy afinnim obalem £ vektoru. O

7.1.1 Vzijemna poloha a prunik linearnich variet

Definice 31. Necht Wi, Wy jsou linedrni variety v R™. Rikdme, Ze jsou
1. rovnobéziné, pokud Z(W1) C Z(Ws) nebo Z(Ws) C Z(Wh),
2. mimobézné, pokud nejsou rovnobéiné a Wi N Wy = ),
3. riznobéiné, pokud nejsou rovnobéiné a Wi N Wy # (.

Véta 62 (Prunik variet). Necht Wi, Wy jsou linedrni variety v R™. Pak prinik Wi 0N Wy je 0,
nebo linedrni varieta.

Diikaz. Prazdny prunik jisté variety mit mohou. Napiiklad rovnobézné a ruzné piimky v prostoru
R2. Piedpokladejme, ze Wi N Wy # (). Ukézeme, Ze pro libovolné &, € Wi N Ws a pro libovolné
a € R, plati aZ 4+ (1 — )y € Wi N Wa. Jelikoz Z,§ € W, je také aZ + (1 — )y € W;. Podobné
Z,§ € Wy, proto také af + (1 — )y € Wa. Odtud plyne, ze aZ + (1 — o)y € W1 N Ws. O

7.1.2 Popis linearni variety

V predchozi ¢asti jsme vidéli, ze linedrni variety lze popsat jako posunuté podprostory a jako afinni
obaly. Kromé téchto z4pist predstavime jesté dalsi mozny zapis pomoci normélovych rovnic. Necht
W=ad+ [§1,§2,...,§gb\.

1. Smérovou rovnici W nazveme

W =ad+t151 +taSa + - + 5.

2. Parametrickymi rovnicemi variety nazveme rovnice, které vzniknou rozepsanim smérové
rovnice po slozkach.

3. Necht (7y,...,7,_¢) je bdze Z(W)L. Pak normélovymi rovnicemi W nazveme n — /
—_—
rovnic ziskanych rozepsdnim nasledujicich rovnosti pro kazdé k € n — ¢

< 7|8 >=< w;ld > .

Snadno si rozmyslime, ze vektory & € W vyhovuji vySe uvedenym rovnicim, protoze maji

- ¢ - . . - e . o
tvar @+ >_,_,t;5; a skaldrni soucin < 7|8 >= 0 pro kazdy smérovy vektor § a normdlovy
vektor 77 variety W.

4. Zapis W pomoci afinniho obalu je roven

W:[&’,C_i—l—_’l,...,c_i—l—gg]a.

Piiklad 39. Necht W je linedrni varieta v R2.



1. Smérova rovnice W :

2. Parametrické rovnice W :
r = 14+t

3. Normdlové rovnice W : najdeme Z(W)+ = [(?)]A, pak vektory <Z) e W spliugi

(0= ()6~

tedy po dpravé dostdvdme normdlovou rovnici
y=1.

4. Podle Veéty 60 lze zapsat W jako afinni obal
1 2
W= [(1) ’ (1)]a

K definici konvexni mnoziny potiebujeme pojem tusecka.

7.2 Konvexni mnoziny

Definice 32. Necht Z,7 € R™. Useékou mezi body T a § nazveme mnozinu
{a:i’+517| a+p8=1, a,8>0}.
Poznamka 50. Uved'me ckvivalentni zdpisy usecky
{aZf+Bj|a+B=1 a,3>0} ={ad+(1-a)j | (0,1)} ={F+a(@—7) | ac(0,1)}
Z posledniho zdpisu je vidét, Ze usecku mezi body X,y ziskame pricitanim a-ndsobki vektoru £—1y k

vektoru if pro 0 < a < 1. Tedy vR? odpovidd tisecka tomu, co si pod timto pojmem kazdy predstavy,
viz obrdzek 12.

X

X-y
Y

Obréazek 12: Zelené vyznacena tsecka mezi body ¥ a i v R2.
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Definice 33. Necht K C R". K nazveme konvexni mnozinou, pokud
« K40,
o K obsahuje s kazZdymi dvéma body i usecku mezi nimi.

Priklad 40. Kazdd linedrni varieta je konverni mnozZinou, protoze s kaZdymi dvéma body obsahuje
usecku mezi nimi. Usecka je totiZ podmnoZinou spojnice.

Piiklad 41. Konvexni mnoZiny v R? jsou kromé variet (bodi, primek, celého R?) také kruhy,

étverce, obdélniky atd. Konvexni mnoziny v R3 jsou kromé variet (bodi, primek, rovin a celého
R3) také koule, krychle, kvddry atd.

Obrézek 13: Hvézda neni konvexni mnozinou v R%. Modfe vyznacena tisecka mezi body hvézdy,
kterd neni ve hvézdé obsazena.

S pojmem usecka tizce souvisi pojem konvexni kombinace.

Definice 34. Nechf (¥1,%2,...,7¢) € R™. Pak konvexni kombinaci souboru (Z1,%s,...,T)

L - R . . ) C 1z 5
nazveme linedrni kombinaci Zk:l ar Tk, kterd spliuge Zk:l ar =1 aar >0 pro kazdé k € 4.
Mnozinu vSech konvexnich kombinact souboru nazgvdme konvexni obal souboru (1, Za,...,Z)
a znacime [T, %2, ..., T¢),. Plati tedy

¢ ¢
(@1, &a, ..., Tl = {Zakfk | Zak =1 aap >0 pro kazdé k € Z}
k=1 k=1

Priklad 42. Primo z definice plyne, Ze konvexni obal dvou vektori je roven useéce mezi nimi.

Souvislost konvexnich obali a konvexnich mnozin je nasledujici.

Véta 63 (Konvexni obal je konvexni mnozina). Necht (¥1,Ta,..., %) € R". Pak K = [#1, %2, ..., %¢]x
je konvexni mnozZina a K obsahuje X1, %2, ...,Z.
Drikaz. Analogicky jako dukaz Véty 55. O

Véta 64 (Konvexn{ mnoZina obsahuje konvexni kombinace). Necht K je konvexni mnoZina. Necht
Zy,%2,...,%¢ € K. Pak
[l‘l, o, ... ,f@]n CK.

Slovy: “Konvexni mnozina obsahuje s kaZdou £-tici svijch bodu i jejich libovolnou konvexni kombi-
naci.”
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Dikaz. Analogicky jako dukaz Véty 56. O

Véta 65 (Minimalita konvexniho obalu). Necht #1,%a,...,%; € R™. Pak [T1,Z2,...,Td. je
nejmensdi konvexni mnozina obsahujici 1, %, ..., Zy.

Diikaz. 7 Véty 64 vime, ze kazda konvexni mnozina obsahujici body 1, Zs, ..., Z, obsahuje také
[Z1, Zo, ..., Te]x. Jelikoz zéroven z Véty 63 plyne, ze [F1,Za,. .., T, je konvexni mnozina, mame
dokazéano, ze je to nejmensi konvexni mnozina obsahujici dané vektory. O

Priklad 43. Podle Véty 65 je resenim ilohy najit minimdlni konveani mnozZinu K, kterd obsahuje
vektory Z, 9, Z, konvexnd obal K = [Z, ¥, Z],;.

Piiklad 44. Rozmyslete si, jak vypadaji konvezni obaly jednoho, dvou, 71, étyr, péti vektori v R?
a R3. Napr. K = [Z,¥, Z)x, kde (Z,7,Z) je LN soubor, tvori trojihelnik obsahugici %, a Z.
Vysvétleni: Jelikoz jde o konvexrni mmnoZinu, musi K obsahovat usecky mezi & o §, © a Z, § a
Z. Ddle musi K také obsahovat tusecky mezi body ze i vyse uvedengjch iusecek. Tedy K obsahuje
trothelnik s vrcholy Z, ¥, Z, viz obrdzek 14. JelikoZ trojihelnik uz je konvexni mnoZina, nasli jsme
nejmensi konvexni mnoZinu obsahugjici T, ¥, Z, tedy jsme nasli [Z, 7, Z),.

Obrézek 14: Konvexni obal 3 LN vektorii v R? je trojiihelnik s vrcholy v danych bodech.

Posledni otazka, kterd by nas mohla v souvislosti se vztahem mezi konvexnimi mnozinami
a konvexnimi obaly napadnout, zni: “Je kazd4d konvexni mnozina konvexnim obalem néjakého
souboru vektorti?” Odpovéd — na rozdil od linedrnich variet — zni: NE. Napi. v R?, jak si snadno
rozmyslite, jsou konvexni obaly mnohothelniky. Proto kruh jako konvexni obal kone¢né mnoha
vektoru neziskame.

7.3 Metricka geometrie

Definice 35. Necht M, My C R™. Pak vzdalenosti mnoZin M, a M, nazveme
p(My, Ms) =inf{||Z —¢|| | T € My,§ € Ma}.

Vzddlenost bodu @ od mnoZiny M znacime p(a, M) misto p({a}, M).

Poznamka 51. Vzddlenost bodi & a i je p(Z,y) = ||Z — 4|

Véta 66 (Vzdalenost bodu od podprostoru). Necht P CC R™. Pak vzddlenost bodu @ od podpro-
storu P je p(@, P) =|| dpv ||, kde @pr je OG primét @ do P+.
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Dikaz. p(a@,P)=inf{|@—p||pe P} =int{| dps +dp —p|| € P}. Plati
|@pr +dp —p|*=<dpr +dp —plap. +dp —p>=|dp. ||° + || @p — 7 *>] @p- |I?

kde jsme vyuzili kolmost vektoru dp. L (@p—p). Pro volbu p':= @p dostaneme rovnost v predchozi
nerovnosti, tedy se nabyva minimum

min{|| @ps +dp — 7| F€ P} =] dp- ||

proto

p(@P) = dp- |.
O

V nasledujici vété uvidime, ze ilohu hledat vzdalenost mezi varietami lze pfevést na piredchozi
tlohu, tedy na hledani vzdalenosti bodu od podprostoru.

Véta 67 (Vzdalenost variet). Necht jsou ddny linedrni variety Wy = @y, + Z(W1) a Wy = do +
Z(W3) v R™. Pak vzddlenost variet Wy a Wy je

p(W1,Wa) = p(@r — da, Z(Wh) + Z(W2)).

Dikaz. p(Wy,Ws) = inf{|| Z—
Z(Wg)} = 1nf{|| 51 — C_l'g — § ‘

Piiklad 45. Urcete vzddlenost variet Wi, Wo C R3, kde

v H reWy, ye WQ} = ll’lf{H a1+ 81 —ds— 5o H’ S1 € Z(Wl) Sy €
se Z W1 +Z(W2)} = p(a1 — do, (Wl) +Z(W2)) O

1 1 0 1
Wiy=10 +[ 1 ],\ a We=11 —‘r[ 0 b\.
0 1 0 1
Reseni:
1 1 1 1 1 1
(W17W2 —P 0 1 ’ 0 ]/\):P( -1 a[ 1 ) 0 ])\)
0 1 1 0 1 1
1 1 1 1
Snadno najdeme P+ =1[|1],10]]+ = 0 |]x. Zbyvd urcit OG praméta = | —1 | do
1 1 -1 0
Pt a spocist jeho normu. Hleddme ~ takové, Ze
1 1 1
all]+6810|+y 0o |=1( -11,
1 1 -1 0
dostaneme
1 1 1 1
—111]+ ; 0]+ % 0 |=1| -1
1 1 -1 0
1
Odtud mdame dp. = % 0 |, proto
-1
1
1 V2
p(W1,Ws) = ) [ 0 = 9
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