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L'ubomira Balkova
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Slovo na tvod: Abstraktnost, logickd vystavba a univerzalnost linedrni algebry jsou vyhodami
této teorie. Zacdteénik je ziejmé neoceni ihned, ale az postupem casu, kdy se v nejruznéjsich
predmétech budou pojmy z linearni algebry objevovat. Mnohokrat se po vas bude chtit fesit
soustavu linearnich algebraickych rovnic, mnohokrat budete zkoumat vlastni ¢isla a vektory matic,
které budou odpovidat riznym fyzikalnim vlastnostem. Budete Fesit linearni diferencidlni rovnice,
coz budou rovnice pro jakési linedrni zobrazeni apod.

Abyste se abstraktnosti linedrni algebry pfili§ nezalekli, je pfipojena na konci téchto skript
kapitola o historii vektorového prostoru, ve které vam ma byt ttéchou, ze linearni algebra se uci
»proti toku ¢asu“ a ze tedy vrcholem veskeré abstrakce je pojem vektorového prostoru, se kterym
my vyuku linearn{ algebry zahajujeme. Tedy hlavu vzhiru, po prokousani se prvni kapitolou vézte,
ze uz to bude jenom jednodussi a jednodussi...
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1 Vektorovy prostor

Uved'me nejprve dva pojmy, které budeme v definici vektorového prostoru vyuzivat.

Definice 1. Kartézskym souéinem mnoZin A a B nazveme mnoZinu usporddanych dvojic (a,b),
kde a € A,b € B, tj.
Ax B={(a,b)|ac Abe B}.

Zobrazeni f : A — B je takovd podmnozina A X B, pro niZ plati:
(a,b) € fA(a,c) e f = b=c.

Poznamka 1. Misto (a,b) € f obvykle piseme f(a) = b. Rikdme, Ze a je vzorem b a b je
obrazem a pri zobrazent f.

Poznamka 2. MuZete si i naddle predstavovat, Ze f je predpis, ktery kaZdému prvku z A priradi
nejuyse jeden prvek z B.

Definice 2. Ciselnym télesem nazveme kazdou podmnozinu T C C, kterd md alespori dva proky
a splnuje:

1. pro kazdé a, 8 € T plati a + B € T (hovorime o uzavienosti T na séitani),
2. pro kazdé o, 8 € T plati a- B € T (hovotime o uzavienosti T na ndsobeni),
3. pro kazdé o € T plati —a € T' (hovorime o uzavienosti 7' viaéi opaénému prvku),

4. pro kazdé a € T,a # 0, platz’i € T (hovorime o uzavienosti T vuéi pievricené
hodnoté).

Pozndmka 3. Zamysleme se nad tim, které mnoziny (ne)tvori téleso.
1. Mnozina prirozengch ¢isel N netvori téleso, napr. 3 € N, ale —3 ¢ N.
2. Mnozina celjch ¢isel Z netvori téleso, napr. 2 € Z, ale % & 7.

3. Mnozina raciondlnich c¢isel Q tvori téleso. Je to nejmenst téleso ve smyslu inkluze, tj. Q je
podmnozinou kazZdého télesa.

4. My budeme témeér vjlucné pracovat s télesy redlnijch cisel R a komplexnich ¢isel C. Méjme
ale stdle na paméti, Ze tvrzent, kterd budeme uvddét, plati pro libovolné éiselné téleso, neni-li
uvedeno jinak.

Poznamka 4. KaZdé téleso obsahuje ¢isla 0 a 1. Obsahuje totiz podle definice néjaky prvek o, pak
také —a € T a ddle také a+ (—a) = 0 € T. Jelikoz T obsahuje alespori dva proky, urcité obsahuje
néjaké a # 0, pak také é €T a ddle také i ca=1€T.

Definice 3. Necht jsou ddny:
1. ciselné téleso T' (prvky nazgvdme Eisla),
2. neprazdnd mnozina V (pruky nazgvdme vektory ),
3. zobrazeni ® : V x V =V (nazgvame je s¢itdni vektora),
4. zobrazeni ® : T x V — V' (nazgvime je ndsobeni vektoru &islem z télesa).

Rekneme, ze V je vektorovy prostor nad télesem T s operacemi @ a ®, pokud je splnéno
8 podminek (nazgvdme je axiomy vektorového prostoru):

1. pro kazdé @b eV plati G b=1b® d (komutativni zdkon pro @),



2. pro kazdé @,b,¢ €V plati a® (b® &) = (@d b) & ¢ (asociativni zdkon pro @),

3. existuje beV takové, ze pro kazdé d € V platz’&'@g = a (vektor b s touto vlastnosti nazyjvdme
nulovy a znacime 0),

4. pro kaZdé @ € V existuje beV takové, Ze a & b=20 (vektor b s touto vlastnosti nazyvdme
opaény k vektoru d a znacime —a),

5. pro kazdé o, € T a kazdé @ € V plati (a- 8) @d = a ® (8 ® d) (asociativni zdkon pro
©),

6. pro kazdé a € V plati 1 ©d = a,

7. pro kazdé o, € T a kazdé @ € V plati (o + ) ©d = (a®d) ® (8 ©d) (distributivita ©
vzhledem ke scitdni éisel),

8. pro kazdé o € T a kazdé @,b € V plati a ® (@& b) = (0 © @) & (¢ ® b) (distributivita ®
vzhledem ke séitani vektori,).

Pozndmka 5. Znovu zduraznéme, Ze vektorovy prostor je fadné definovdn, jsou-li ddny 4 véci:
1. neprdzdnd mnozina vektoru V.,
2. teleso T,
3. operace P,
4. operace ©.
A zdroven jsou splnény vsechny axiomy. Nékdy vektorovy prostor znacéme podrobnéji (V,T,®, ®).

Poznamka 6. Pro T = R hovorime o redlném vektorovém prostoru a pro T = C o kom-
plexnim vektorovém prostoru.

Poznamka 7. V definici jsme poctivé rozliSovali operace @ pro séitani vektoru, + pro séitani
¢isel, ® pro ndsobeni vektoru ¢islem, - pro ndsobeni c¢isel. 'V dalsim textu uZ nebudeme pouZivat
symboly ® a ©, z kontextu bude totiz vidy jasné, zda jde o s¢itdni ve V nebo v T. Navic budeme
vynechdvat symbol pro ndsobent, a to v obou pripadech, tedy je-li o, € T a @ € V, pak piseme
aff misto a-f a ad misto a-d=a @ a.

Poznamka 8. Prvky télesa budeme znacit obvykle reckymi pismeny «, 5,7, ... a vektory obuvykle
pismeny ze zacdtku a konce abecedy d, l_;, Z,7,Z,.... Sipku nad vektory vynechdme jen vijjimecne,
naptiklad v pripadech vektori z prostoru polynomai, matic ¢ linedrnich zobrazent, kde se ustdlilo
jiné znacend.

Véta 1 (Vlastnosti vektorového prostoru). Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Potom
plati:

1. VeV existuje prdvé jeden nulovy vektor 0.
Ke kazdému vektoru z V' existuje prdvé jeden opacny vektor.
Pro kazdé d, beV ezxistuje prdvé jedno reseni rovnice d + T = 5, atoid=—a+b.

Pro kazdé o € T a kazdé @ € V plati o0 = 0 = 0d.

Gvo o e

Pro kazdé o € T a kazdé a € V plati implikace
ai=0 = (@=0Va=0).

6. Pro kazdé o € T a kaZdé d € V plati —(ad) = (—a)d = a(—a).



Diikaz. 1. Podle 3. axiomu obsahuje V nulovy vektor 0. Pokud Z € V také spliiuje vlastnosti
nulového vektoru, pak
Z2=24+0=04+2=0,
kde jsme vyuzili vlastnosti nulového vektoru a komutativni zakon.

2. Necht @ je libovolny vektor z V. Podle 4. axiomu k nému existuje opa¢ény vektor —a. Pokud
b € V spliiuje také vlastnosti opa¢ného vektoru k @, pak

— - — - - - — —

b=b+0=b+(@+(-a))=(b+ad)+ (—d)=(@+b) + (—a) =0+ (—a@) = (—a) + 0 = —a,
kde jsme vyuzili komutativitu, asociativitu, vlastnosti nulového a opaéného vektoru.

3. Nejprve se presvédéime, ze —d+b je fesenim, tj. -+(—a-+b) = (a+(—a))+b = 0+b = b+0 = b.
Necht §7 € V je také feSenim, pak

F=—d+b=—d+@+§) =(—a+a)+§= G+ (-a)+7=0+7=7+0=
kde jsme vyuzili komutativitu, asociativitu, vlastnosti nulového a opac¢ného vektoru.

4. 7 ptedchoziho bodu vime, ze pro kazdé o € T' a kazdé @ € V ma rovnice ad + & = ad Jedme
feSeni, a to ¥ = 0. Ovéime, ze také o0 a 0a jsou feSenim, pak je jasné, ze jsou rovny 0.

ad+ al = a(@ +0) = ad.
ad +0d = (o +0)d = ad.
Vyuzili jsme distributivity @ viéi s¢itani vektora a vuci s¢itani cisel.
5. Jde o dukaz vyroku

— —

(VaeT)(VaeV)(ed=0 = (i=0Va=0). (1)

Dokéazeme vyrok sporem, predpokladejme tedy platnost negace

—

(BaeT)3FdecV)](a@=0 = (@=0Va=0)).

7Z tohotu predpokladu odvodime spor - platnost nepravdivého tvrzeni, coz znamena, ze platil
puvodni vyrok (1). Vime, ze AA|B je ekvivalentni s negaci implikace A = B. Muzeme tedy
predpoklad pfepsat jako

(FaeT)FdeV)(ai=0Aad#0Aa#0).

Pak plati
d=1d=(ta)d=1(ad)=10=0,
a to je spor s predpokladem, ze @ # 0.
6. Z 3. bodu plyne, Ze rovnice ad@ + & = 0 m4 jediné Feseni, a to & = —(ad). Ovérme, ze také

(—a)d a a(—a) jsou fesenim, pak je jasné, ze jsou rovny —(aa).
ad+ (—a)d = (a + (—a))@ = 0d = 0.
ad + a(—d) = a(@+ (-a@)) = a0 = 0.

Vyuzili jsme distributivity @ vuci séitdni vektoru a vudci séitani ¢isel a 4. bod Véty 1.
O
Dukaz Véty 1 se vam asi v prvni chvili zda obtizny, ale nelekejte se. Postupné si zvyknete a

na konci semestru zjistite, ze dukazy v linedrni algebfe jsou bez triku, piimocaré, a tedy velmi
jednoduché.



Pozndmka 9. Dikaz Véty 1 nend jeding mozny. Zkuste dokdzat nékteré jeji body jingm zpisobem.

Pozndmka 10. Rozmysleme si otazku, kolik vektori muze obsahovat vektorovy prostor. Jisté
obsahuje alespori jeden vektor ¥, protoZe predpoklidime meprdzdnost V. MiZe obsahovat pouze
jeden vektor? Ano. Definujeme-li operace T+ & = & a pro kaidé o € T of = &, pak V = {Z} tvori
vektorovy prostor nad télesem T. Vektor & ve V' hraje ulohu nulového vektoru, proto muzeme psdt
V= {6} a tento prostor nazyvdme nulovy vektorovy prostor.

Miize mit nenulovy vektorovy prostor konecny pocet vektori? Nemiize. Existuje-li ve V & # 0,
pak také 2@, 3%, 4%, ... patii do V. Tyto vektory jsou vzdajemné rizné, protoie pro m # n plati
podle Veéty 1 m@ —ni = (m —n)& # 0.

1.1 Priklady vektorovych prostori
Piiklad 1. Nechf n € N.

1. Necht T je téleso.

2. Polozme V. =T", kde T™ je mnoZina usporddanych n-tic ¢isel z télesa zapsangch do sloupcai,
o
o

. I"=qd=| - | a; €T pro kazdéi € i p , kde n = {1,2,...,n}. Cislo a; nazjvame
O‘.n

i-tou slozkou vektoru a.

3. Operaci séitdnt definujeme ,,po slozkdch*:

ai B1 a1+p1
. a2 - B2 ) Lo az+B2
Pro kazdé @ = €T ab=| . | €T definujeme d+ b= )
Oé’n 6‘71 Oln';‘ﬁn
4. Operaci nasobeni vektoru ¢islem definujeme ,po slozkdch*:
o aas
Pro kazdé a € T a kazdé d= | . | € T" definujeme ad =
oc-n Otl;én

0
. 0
Ulohu nulového vektoru hraje vektor ( . > .
0

aq —o

Q2 —aQ
Opacénym vektorem k d = . je vektor

Qn —an

Sami ovérte, Ze tato ctverice (T™,T,4+,-) splnd viechny axiomy, tedy T™ nad T s operacemi defi-
novanymi po slozkdch je vektorovy prostor.

Poznamka 11. Znaceni T™ pouZivame jak pro mnoZinu usporddangch n-tic ¢isel z télesa, tak pro
vektorovy prostor T™, tedy ctverici (T™,T,+, ). Je treba podle kontextu odlisit, o ktery pripad jde.

Poznamka 12. Lze ztotoznit prostor T' a téleso T.
Piiklad 2. Nechf m,n € N.
1. Necht T je téleso.

2. Polozme V. = T™"™ kde T™" je mnoZina usporddanych mn-tic ¢isel z T zapsangch do
tabulky o m tddcich a n sloupcich a nazgvanych matice typu m X n, tj.

air ai2 ... Qain
a1 a22 ... Q2n

T =qA=| . . . . ||ay €T prokazdéicm,jen

Am1l Gm2 .-+ Amn



a;; nazgvdame ij-ty prvek matice A (znacime také [A];; nebo A;; ), i-tym Ffadkem A nazveme
aij
az;j

n-tici (a;1a42 - .. @) a j-tym sloupcem A m-tici .- Cislu i ikdme Fadkovy a ¢islu j

sloupcovy index proku a;;.

3. Operaci s¢itant definujeme ,,po prucich:
Pro kazdé A, B € T™" a pro kazdé i € m,j € n definujeme

[A +BJi; = [Alij + [B]i.

4. Operaci ndsobeni vektoru ¢islem definujeme ,po procich:
Pro kazdé o € T a A € T™" a pro kaZdé i € m,j € n definujeme

[aAlij = alA;.

00 .. 0
. 00 .. 0
Ulohu nulového vektoru hraje nulovda matice O = ( Ce ) .
00 .0

ail ai2 ... Qin —ai1r —ai2 ... —Q1in
a21 G22 ... Q2n —az1 —az2 ... —Aazan
L .
Opacénym vektorem k A = S . je —A =
am1l Gm2 ... Gmn —ll.ml —U:m2 —a'mn

Sami ovérte, Ze ctverice (T™™, T, +,-) splni vSechny axiomy, tedy T™"™ nad T s operacemi de-
finovanymi po prvcich je vektorovy prostor, nazgvdme jej prostorem matic (o m rddcich a n
sloupcich,).

Poznamka 13. Znaceni T"" pouZivame pro mnoZinu matic o m ddcich a n sloupcich s prvky
z télesa a pro vektorovy prostor T™™, tedy ctverici (T™™, T, 4+, ). Je treba podle kontextu odlisit,
o ktery pripad jde.

Poznamka 14. Rozmyslete si, Ze prostory T a T™! Ize ztotoznit.

Poznamka 15. Pojem matice je v linedrni algebre velmi dulezity. Podstatnou ¢ast linedrni algebry
bude tvotit maticovy pocet. Prozatim vystacime s matici jakozto vektorem z T™ ™, vice se dozvime
v budoucnu.

Piiklad 3. K pochopeni tohoto prikladu je vhodné si precist Dodatek: Polynomy.
1. Necht T = C.
2. Necht V =P, co# je mnoZina viech polynomi.

3. Operaci sc¢itani vektoru definujeme ,,bodové*:
Pro kazdé p,q € P definujeme (p + q)(t) = p(t) + q(t) pro kazdé t € C.

4. Operaci ndasobeni vektoru komplexnim cislem definujeme ,,bodové“:
Pro kazdé o € C a p € P definujeme (ap)(t) = ap(t) pro kazdé t € C.

Ulohu nulového vektoru hraje nulovy polynom O definovany O(t) =0 pro kazdé t € C.

Opacnym vektorem k p € P je opacny polynom definovany (—p)(t) = —p(t) pro kazdé t € C.
Sami ovérte, Ze ctverice (P,C,+,-) splnd vsechny aziomy, tedy P nad C s operacems definovangmi
bodové je vektorovy prostor, nazjvdme jej prostorem polynomii.

Piiklad 4. Ponechme vse definované stejné jako v prostoru polynomu, pouze zménime mnozinu
V. Necht n € N. Polozme V = P,,, co# je mnoZina polynomai stupné mazimdlné n — 1 s priddnim
nulového polynomu (ktery nemd stupen definovany). Opét sami ovérte, Ze (P, C,+,-) tvori vek-
torovy prostor nad C.



Poznamka 16. Snadno si rozmyslime, Ze bez priddni nulového polynomu neni P, definovany vyjse
vektorovym prostorem.

Piiklad 5. Pro modelovdni prostorii R? a R® budeme pouzivat orientované Sipky. Vysvétleme
vizualizaci R?. V R? postupujeme analogicky.

1. Télesem jsou redlnd cisla.

2. Vektoru (L) odpovidd Sipka zacinagici v pocdtku (§) a koncici v bodé (gL ), takové Sipce se

nékdy rikd pruvodic bodu (gl ).

3. Soucet @+ b se ziskd, kdyz do koncového bodu Sipky odpovidajici d umistime pocdtek Sipky
rovnobézné a stejné velké jako Sipka odpovidajici b. Snadno si rozmyslime, Ze takové scitani
odpovidd scitdni vektord po slozkdch, jak jsme je zavedli ve vektorovém prostoru R2. Tim
ziskame koncovy bod Sipky odpovidagjici @ + b.

4. ad ziskame tak, Ze velikost Sipky odpovidajict @ vyndsobime |a|. Poté ji umistime do pocdtku
a orientaci nezménime, pokud o > 0, nebo zménime na opacnou, pokud a < 0.

Snadno ovérime, Ze plati aziomy. Komutationi zdkon ilustruje 1. a 2. bod obrdzku 1.

1, 2.

pocatek pocatek

pocatek pocatek

Obrézek 1: 1. Soucet vektoru @+ b kde a reprezentuje cervena, b modrd Sipka a @ + b cernd sipka.
2. Souéet vektorit b+ a, kde @ reprezentuje cervena b modrd Sipka a b+ a cernd Sipka. 3. 2d, kde

a reprezentuje Cervend a 2d modra Sipka. 4. — 2a, kde @ reprezentuje ¢ervena a f%a modra Sipka.

Poznamka 17. Rozmyslete si, Ze plati tvrzend:

Necht V' je vektorovyj prostor nad T a necht T je téleso spliujici Ty C T. Pak V' je pti zachovdni
stejnych operaci také vektorovym prostorem nad Ty. Napriklad C" tvori vektorovy prostor nad R,
pokud jsou operace definovany po slozkdch. Pozor! Jde o jing vektorovy prostor nez C" nad C.
Pozor!! Naopak to neplati, napiiklad R™ pri operacich definovanijch po slozkdch netvori vektorovy
prostor nad C.



2 Zakladni informace o reSeni soustav linearnich algebraickych
rovnic

Soustavou m linedrnich algebraickych rovnic (LAR) pro n nezndmych nazveme kazdou soustavu
tvaru

ai1ry + aiexe + ... +  aipnxn, = b
asr1 + asexe + ... +  aspTn, = bs

b)
Am1X1 + QyaTos + ... + GmnTn = by

kde ¢isla a;; a b; pro i € m a j € i jsou obecné komplexni.

Nazvoslovi:
e Matice
ail @12 ... Qin
a1 a2 ... Q2q
A:
a;nl a,’nz a,;m
se nazyva matici soustavy.
e Matice
a1 a1z ... ainp by
o a1 agz ... azn b
(Afb) =
Am1 Am2 -+ Amn bm

=~

se nazyva rozsifenou matici soustavy.

b1

- 2
Vektor b= | . € C™ se nazyva sloupec pravych stran.
b

x

Vektor 7 = . € C™, pro néjz je soustava splnéna, se nazyva feSenim soustavy.

T
e Rikdme, 7e soustava je homogenni nebo bez pravé strany, pokud b=0.
e V opacném piipadé jde o soustavu s pravou stranou.
Poznamka 18. Dulezité je si wvédomit, Ze existuji soustavy, jez reseni nemaji. Napriklad

3r1 + 29 5
3I1 + 21‘2 = 7

A naopak existuji soustavy, které maji resent vice. Napriklad

3r1 + 2x9 = 5
61’1 + 41‘2 = 10
P | L -1 . . N
md resent | a také 4 ) Dokonce md nekonecéné mnoho resent.
0
. 0
Poznamka 19. Homogenni soustava md vidy alespon jedno tesent, a to 7eseni 0= | . |. Toto
0

TeSeni nazyjvdme trivialnim.



V této kapitole se nebudeme ucit hledat vsechna feSeni, ale budeme se zabyvat dvéma trochu
lehéimi otdzkami:

1. Jak zjistit, zda je dana soustava FeSitelna?
2. Jak najit alespon jedno feSeni? (Samoziejmé za predpokladu, Ze soustava je feSitelnd.)

Budeme pievadét soustavu do tak jednoduchého tvaru, e z néj bude odpovéd na tyto dvé otdzky
ziejmd. Dulezité je, Ze upravy budeme provadét tak, ze nezménime mnozinu feSeni. Takovym
tdpravam se iikd ekvivalentni a budeme pouzivat tii takové upravy:

1. zaména dvou rovnic,
2. pric¢teni nasobku jiné rovnice k vybrané rovnici,
3. nésobeni rovnice ¢islem « # 0.

Rozmyslete si, ze takovymi ipravami se skute¢né mnozina feseni soustavy neméni. Déle si uvédomte,
ze misto abychom tyto upravy provadéli s rovnicemi, muzeme je provadét primo v rozsirené matici
soustavy. Jde pak o tUpravy:

1. zaména dvou Fadku,
2. pricteni nasobku jiného fadku k vybranému fadku,
3. nasobeni fadku ¢islem « # 0.

Tyto upravy budeme provadét s cilem dostat rozsifenou matici soustavy do tzv. horniho
stupnovitého tvaru.

Definice 4. Matice A o m 7ddcich a n+ 1 sloupcich s proky a;j,i € m, j € n/—&-\l, je v hornim

stupniovitém tvaru, pokud existuje { € n+la indexy ki, ko, ... ke takové, Ze 1 < k1 < ko <
o< kg <n+1 a plati pro kazdé i € £
1. a;, #0,

2. a;; =0 pro j <k,
3. aij:Opr0i>€,j€n/+\1.

Matice v hornim stupnovitém tvaru ma tedy tyto vlastnosti: V prvnim fadku je prvni nenulovy
prvek ve sloupci k1, ve druhém radku ve sloupci ke, az v £-tém tddku ve sloupci kg. Od (£+1)-niho
tfadku pocinaje jsou vSechny fadky nulové.

Soustava s rozsifenou matici v hornim stuptiovitém tvaru ma tedy tvar:

1k Thy + oo+ QIR TRy, + ...+ QTR + ...+ QIpTn = A1(n+1)
a2k, Tk, + ... + Gk, Tk, + ... + G1pT, = A2(n+1)
ek, Ty + oo+ QpTn = Qg(nt1)

Sloupce rozsitené matice soustavy s indexy ki, ko, ...,k; nazyvame hlavni sloupce, ostatni

sloupce nazyvame vedlejsi.
Z posledni soustavy snadno vyéteme odpovéd na FeSené problémy.

1. Soustava je feSitelna, pravé kdyz sloupec pravych stran je vedlejsi.

Je ziejmé, ze kdyz je sloupec pravych stran hlavni, tj. k; = n + 1, ma posledni rovnice tvar
0 = aj(n41), tedy nula md byt rovna nenulovému é&islu, coz neni mozné. To, Ze soustava
resitelnd je, kdyz je sloupec pravych stran vedlejsi, vyplyne z nésledujiciho tvrzeni.



2. Je-li sloupec pravych stran vedlejsi, feSeni soustavy nalezneme tak, Ze neznamé od-
povidajici vedlejSim sloupciim zvolime libovolné a zbylé neznamé jednoznacné
dopocdéitame.

Je jasné vidét, ze pokud jsou nezndmé odpovidajici vedlejsim sloupcum zvoleny, dopocitdame
z posledni rovnice zy,, po dosazeni do piedposledni rovnice dopoc¢itdme zj, , atd.

Poznamka 20. Neni tézké ovérit, Ze plati ndsledugici tvrzeni. Soustava ma jediné feSeni,
pravé kdyz ma matice soustavy jen samé hlavni sloupce a sloupec pravych stran je
vedlejsi. Kdyz totiz neexistuji vedlejsi sloupce, nelze Zadné nezndmé volit.

Dusledkem pak je, Ze homogenni soustava md jen trividalni Tesent, pravé kdyzZ md matice sou-
stavy jen hlavni sloupce.

Pokud md matice homogenni soustavy i vedlejsi sloupce, pak pri hleddani netrividlniho tesent je
treba zvolit alespon jednu nezndmou odpovidajici vedlejsimu sloupci nenulovou.

Zbyva zodpovédét otazku: Lze kazdou rozSifenou matici soustavy prevést ekviva-
lentnimi fddkovymi tdpravami do horniho stupnovitého tvaru? Ano! Dokonce staci 1.
a 2. ekvivalentni fadkova tprava. Napiiklad nasledujicim algoritmem:

e Prohledame prvni sloupec matice a nalezneme nenulovy prvek. Odpovidajici fadek zaménime
s prvinim faddkem. Neni-li v prvnim sloupci nenulovy prvek, postupujeme stejné s druhym
sloupcem. Oznac¢ime k; index prvniho sloupce, ve kterém najdeme nenulové éislo. Od 2.
fadku pocinaje odecteme takové nasobky prvniho fadku, abychom ve sloupci s indexem k;
dostali nuly.

e Prohledavame dalsi sloupce, které jsou na fadé, vzdy od druhého fadku pocinaje. Index
prvniho sloupce, v némz najdeme nenulovy prvek, oznac¢ime ko. Odpovidajici fadek zaménime
s druhym fadkem. Od tfetiho a dalsich fadku odecitdme takové nésobky druhého fadku,
abychom vyrobili od tfetiho fadku pocinaje ve sloupci s indexem ko samé nuly.

e Takto postupujeme tak dlouho, dokud jsou v prohleddvanych sloupcich na potfebnych
mistech nenulové prvky.

Piiklad 6. Zjistéte, zda je ndsledujici soustava tesitelnd. Pokud ano, najdéte jedno resent.

1 + 3xg — 2x4 = 1
—4x1 — 229 + bSrz — 924 = 0.
1 + 3x9 + x; = 0

Reseni: Odpovidajici rozsirenou matici soustavy upravime do horniho stupriovitého tvaru:

1 3 0 =21 1 3 0 =2 1
-4 -2 5 -9 0 )~ 0 10 5 —-17 4
1 3 0 1 0 0 00 3 -1

Soustava je Fesitelnd, protoze sloupec pravich stran je vedlejsi. Resent najdeme volbou nezndmé v
jediném vedlejsim sloupci, ktergm je treti sloupec. Zvolime treba x5 = 0. Zbylé nezndmé dopocitame
ze soustavy odpovidajici matici v hornim stupnovitém tvaru

r1 + 3xo — 2r4 = 1
10562 + 5133 — 17174 = 4 .
3:C4 = -1
5
Dostdvime x4 = —1/3, x5 = —1/6, 21 = 5/6. Resenim je tedy napr. & = % _é
-2
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3 Linearni zavislost a nezavislost, baze a dimenze, souradnice

Definice 5. Necht V je vektorovyj prostor nad télesem T. Necht n € N a &1, Zs, ..., T, jsou vek-
tory z V. Uspofddanou n-tici (Z1,Za,...,Zn) nazveme n-élenngm souborem. Soucet souboru
(Z1,T2,...,Tn) znacime y | T; a definujeme

Zn:i"i = ((((fl + &) + T3) + T4) +...+fn).

Poznamka 21.

Ujasnéte si Fadné rozdil mezi pojmy soubor vektori (Z1,Za, ..., Ty), coZ je usporddand n-tice vek-
tori (cleny souboru se mohou opakovat a zdlezi na jejich poradi), a mnoZina vektori {Z, Za, ..., Tn},
kde se prvky neopakuji a nezdlezi na jejich poradi.

Piiklad 7. Uvazujme prostor R?, pak

c(a) () Gea) GG )
AC) () COFA0) GG (2))

Poznamka 22. Nech V je vektorovy prostor nad télesem T a (%1, Ta,...,Tn) je soubor vektori
z V. Pak Y. | @; je opét vektorem z V. To plyne z faktu, Ze s vektory provedeme konecny pocet
séitant, pricemz kazZdy mezisoucet je z V', tedy i vysledek je z V.

Véta 2 (Vlastnosti souc¢tu souboru). Nechf n € Nyn > 2 a (£, %2, ..., Tn) a (§1, Yo, - -, ) jSOU
soubory vektoru z vektorového prostoru V nad télesem T. Pak
1. pro kazdé k € n—1 plati Y7 | & = Zle T+ Z?:kﬂ Z; (zobecnény asociativni zidkon
pro @),
Slovy: ,,v souctu souboru nezdlezi na uzdvorkovdni“.

2. pro kaZdou permutaci (ki,ks,..., k,) mnoZiny n plati Y | & = > | T, (zobecnény
komutativni zdkon pro @),
Slovy: ,,v souctu souboru nezalezi na potadi vektoru®.

3. pro kazdé o € T plati o> | & = > i, af; (zobecnény distributivni zdkon pro ©
vzhledem ke séitani vektorii),

4o i Tt 0 i = i (T + i)

Druikaz. Lze provést matematickou indukci. Neni tézky, ale technicky. Proto jej vynechéavame.

Zkuste sami, zda byste uméli dukaz provést. O
Definice 6. Nechf V je vektorovy prostor nad télesem T a (T1,Ta, ..., Tn) je soubor vektori z V.
Rikdme, Ze vektor ¥ je linedrni kombinaci (LK) souboru (Z1,Zs,...,Zn), pokud existuji ¢isla
a1, Qs,...,a, €T takovd, Ze

n
i=1
Cisla a;,i € 1, nazgvdme koeficienty LK.
1. Jestlize a; = 0 pro vsechna i € n, nazyvame takovou LK trividlni.

2. V opacéném pripadé (tj. kdyz existuje index iy € 1 tak, Ze oy, # 0) jde o netrividlni LK.
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Poznamka 23. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a (1, Ta, ..., %) je soubor vektori
z V.. Pak libovolnd LK (Z1,Z2,...,%,) je opét vektorem z V (definice LK md tedy dobry smysl).
To plyne z faktu, Ze kazdy sc¢itanec c;Z; je soucinem cisla a vektoru, tedy vektorem z V', a soucet
souboru je z 'V podle Pozndmky 22.

Poznamka 24. Neékdy uzijeme slovniho spojeni ,vektor & je LK wvektoru Iy, Ts,...,T,*“ misto
svektor T je LK souboru (1, Zs,...,%,) % ObE vyjddrent maji stejng vgznam.

Poznamka 25. Rozmyslete si, zZe vysledkem trividlni LK je nulovy vektor.

Definice 7. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a (Z1,T2,...,Z,) je soubor vektori
z V. Mnozinu vsech LK souboru (Z1,Za,...,Z,) nazveme linedrnim obalem (LO) souboru
(Z1,%2,...,%n) a znacéime ji [Ty, 22, ..., Tnlx, U

n
[Z1, &2, ..., &u]x = {Zai@- | pro kazZdé i € n je o; € T}.
i=1

Vektory ¥4, Zo, . . ., Ty nazgvime generatory LO.
Véta 3 (Vlastnosti LO). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T a T1,Ta,...,Tn, Tnt1 JjsOUu
vektory z V. Pak plati:

1. 0 € [Z1, T2, ..., Tnlr.

2. Jestlize (ki, ko, ..., kn) je permutace mnozZiny v, pak plati [T1, T2, ..., Zn]x = [Trys Thoy - -+ s Thp 2

Slovy: ,,LO nezdvisi na potadi generdtori®.

3. Pokud fn+1 € [fl,.f'g, e ’fn]k} pak platz’ [fhfg, RN ;fnb\ = [51,3_3'2, N ,fn,fn+1])\.
Slovy: ,,generdtor, ktery je LK ostatnich generdtoru, lze z LO vyhodit a také do LO pfihodit,
aniz by se LO zménil*.

—

4. Je-li B, € [¥1,Za,...,%n]x, potom T+ § € [T1,Ta, ..., Tn]xr-
Slovy: ,LO je uzavieny na sc¢itand vektoru“.

5 Jeliao €T a X € [T, Ta,...,Tn]x, potom oF € [T1,Ta,...,Tn]x.
Slovy: ,,LO je uzavieny na ndsobeni vektoru cislem z T “.

6. [Z1,a,...,Tn]x tvort vektorovy prostor nad télesem T pri zachovdni operact z V.
Diikaz. 1. Vyplyvé z rovnosti 0 = Y7 | 0F;.

2. Tvrzeni plyne z rovnosti
n n
5 o
i=1 i=1

ktera je dusledkem zobecnéného komutativniho zakona.

3. Rovnost dvou mnozin se v matematice obvykle dokazuje tak, ze se dokazi dvé inkluze.
Budeme postupovat také tak.

(a) Dokdzeme nejprve, ze [T1, Zo, ..., Tn|x C [T1, T2, ..., Tn, Tnti]a, tj. pro libovolny vektor
T e [.’fl,l_"z, . ,fnb\ ukéZeme, 7el € [fl,fg, C ,.’fn,fnJrl])\. Necht Z € [fl, fQ, Ce ,il_"n])\,
pak podle definice LO existuji ¢isla aq,...,a, € T takovd, ze T = Z?:l «o;Z;. Potom
ale také plati, ze & = > 1 | a;&; + 0Z,,11, a to opét podle definice LO znamend, ze
T e [.1_3’175"2, . 7fnafn+1])\-
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(b) Zbyva dokazat, ze [¥1, Za, ..., Tn, Tnt1)x C [T1, T2, - - -, T, tj. pro libovolny vektor & €
[fl, fg, . 7fn7fn+1])\ ukéZeme, ze & S [fl,fg, ‘e ,.’fn])\. Necht’ T € [fhfg, ey fn—i—lb\;
pak podle definice LO existuji ¢isla aq,...,an41 € T takovd, ze ¥ = Z?jll ;.
Upravme rovnost néasledovné

n
T = ;T + Oén+1fn+1. (2)

i=1
Teprve nyn{ vyuzijeme predpoklad, ze Z,1+1 € [Z1,%2,...,Z]x. To podle definice LO
znamensd, ze existuji éisla By, ..., B, € T takovd, ze Tp11 =y, Bi%;. Odtud upravime

rovnost (2) nésledovné

n

n n
F=) i +ani Yy B = > (i + any1Bi)Fi-
i=1 im1

i=1

V posledni upravé jsme vyuzili Vétu 2 o vlastnostech souc¢tu souboru a axiomy vekto-

rového prostoru. Podle definice LO vidime, ze ¥ € [Z1,Za, . .., Zn]x.
(¢) Je-i Z,§ € [#1,Z,...,Zn]x, pak existujl éisla aq,...,a, € T a B1,..., 0, € T takovi,
ze

n n
xr = E Q;T; A Y= E Bif;.
i=1 i=1

Odtud dostavame diky Vété 2 o vlastnostech souc¢tu souboru a axiomum vektorového
prostoru, ze

n
F+i= (ai+ B,

i=1
coz podle definice LO znamend, ze & + § € [Z1, Za, ..., Tn|x.
(d) Jelia €T ad € [F,Ta,...,Tnr pak existuji ¢isla ay,...,a, € T takova, ze

n
T = E Oéifi.
i=1
Pak plati diky Vété 2 o vlastnostech sou¢tu souboru a axiomum vektorového prostoru,
ze
n
af = g (o) @,
i=1
coz podle definice LO znamend, ze of € [T1, Za, ..., ZTn|x.
(e) Z ptredchozich dvou bodu vime, ze LO je uzavieny na s¢itani vektort a nasobeni vektoru
¢islem z T pii zachovani operaci z V. Zbyvéa ovéfit platnost 8 axiomu vektorového

prostoru.

e Jelikoz V je vektorovy prostor, je jasné, ze 0 € V spliuje pro kazdy Z € &1, &, . . . , n]x C

V rovnost
Z+0=472.

A jelikoz podle 1. vlastnosti LO patif 0 do [T1, T2, ..., %s]x, dokdzali jsme tim
platnost 3. axiomu o existenci nulového vektoru v [, Za, ..., Zn]a.

e Jelikoz V' je vektorovy prostor, je jasné, ze pro kazdy & € [#1,Z2, ..., Zn]x C V lezd
ve V i —& spliujici rovnost

I+ (—%) =0.

A jelikoz podle Véty 1 plati, ze —& = (—1)Z, a podle 5. vlastnosti LO (uzavienost
LO na nésobeni ¢islem z T') patif (—1)Z do [Z1, Za, . . . , Tn]a, dokdzali jsme tim plat-
nost 4. axiomu o existenci opacného vektoru ke kazdému vektoru z [Z1, Za, . . ., Tn]a.
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e Vsechny ostatni axiomy jsou splnény pro vSechny vektory z V., tim spiSe jsou
splnény pro vSechny vektory z [Z1,Za,...,Zn]x C V.
O
Piiklad 8. Rozmyslete si, jak vypadaji LO v R2.
1. [(§)]x Jje jeding bod (§).
2. [Z]x, kde & # 0, je piimka. Obsahuje totiz prdvé viechny moiné rediné ndsobky vektoru Z.
3. [Z,9)x, kde T a § nelezi v jedné primce, je celd rovina R?. K dikazu, Ze kazdy vektor z R?

5
)

lze psdt jako LK (Z,%), pouZijte vizualizaci R? pomoci Sipek.

Obrézek 2: Ukazka, jak rtzné vektory z R? (vyznaceny modie) ziskdvame jako LK (Z,%) (vy-
znaceny ¢ervené).

3.1 Linearni zavislost a nezavislost

Definice 8. Necht (Z1,%a,...,Z,) je soubor vektori z vektorového prostoru V nad télesem T.
Rekneme, Ze soubor je

1. linearné nezavisly (LN), pokud

(Vau,...,an €T) ((Z ;i =0) = (Vi € 1) (oy = 0)> :
i=1

slovy: ,jediné trividlnd LK kombinace souboru ddvd nulovy vektor,

2. linedrné zavisly (LZ) v opaéném pripadé, tj. pokud plati negace predchoziho vijroku

(Gad,...,an €T) ((Z ;T = 0) A (3i € 2)(ay # 0)) :
i=1

slovy: , existuje netrividing LK souboru rovnd nulovému vektoru“.

Véta 4 (Vlastnosti LN a LZ souborti). Necht V' je vektorovyj prostor nad télesem T a Ty, Ta, ..., Ty
jsou vektory z V. Pak plati:

1. (%) je LZ = @ = 0.
2. Pokud soubor (1, s, ...,T,) obsahuje 0, pak je LZ.

3. (T1,%2,...,%n) je LZ & (T, Try, - - -, Tk, ) je LZ, kde (k1, ..., kn) je libovolnd permutace 7.
Slovy: ,,LZ souboru nezdvisi na poradi vektord v souboru*.

4. Pokud (Z1,%a,...,%,) je LN, pak pro kazdé k € i plati (%1, %o, ...,%) je LN.
Slovy: ,vyhodime-li z LN souboru vektory, zustane LN,
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5. Je-li (¥1,%a,...,%) LZ pro néjaké k € 0, pak (1, s, ..., T,) je LZ.
Slovy: ,priddme-li do LZ souboru vektory, zistane LZ*.

6. ,Alternativni definice LZ“
Necht n > 2. (fl,fg, . ,fn) je LZ < (310 S ’ﬁ)(flo S [fl, . ,fiofl,fioJrl . ,.’E’n])\).
Slovy: ,,v alespori 2-prvkovém LZ souboru existuje vektor, ktery je LK ostatnich®.

7. ,Alternationd definice LZ“
(fl,fg, ey fn) je LZ < ¥, =0 nebo (HZO S {2, ce ,’I’L})(fio S [i"l, R ,fio_l],\).
Slovy: ,v LZ souboru je pruni vektor nulovy nebo existuje vektor, ktery je LK predchozich®.

Diikaz. 1. Ukazujeme ekvivalenci, tedy dvé implikace.
(=) : Predpokladame, ze (Z1) je LZ. Podle definice existuje o € T, o # 0, takové, ze a&y = 0.
Podle Véty 1 pak mame & = 0.
(«<) : Predpokléddéme, ze Z, = 0. Potom 1#, = 0, coZ je netrividlni LK (Z;) rovné 0, proto
podle definice je (#1) LZ.

2. Necht 7; = 0 pro néjaké i € n, pak tvrzeni plyne z rovnosti
0=0F 4+ 1% + - - - + 0y,

tedy z faktu, ze 0 dostaneme jako netrividlni LK souboru (Z1,Zs,...,Z,), kde v LK jsou
vSechny koeficienty kromé i-tého rovny 0 a i-ty klademe roven 1, a tedy soubor je LZ.

3. Tvrzeni plyne z rovnosti
n n
D il = o,
i=1 i=1
ktera je dusledkem zobecnéného komutativniho zdkona. Jakmile je na jedné strané netrividln{
LK davajici 0, pak i na druhé strané je netrivialni LK davajici 0.

4. Dokazme tvrzen{ sporem. Necht (#1,Ts,...,%,) je LN a zdroven (Z,%s,...,7T%) je LZ pro
néjaké k € n. Pak existuji ¢isla aq,...,ar € T alesponn jedno nenulové takova, ze 0 =
Zle o;Z;. Pak ale také plati 0 = Zle ;T + Z?:kﬂ 0Z;, coz je netrividlni LK souboru
(Z1,Z,...,%,) ddvajici 0, a tedy mdme spor s LN (Z1,Zs,...,Zn).

5. Toto tvrzeni plyne z predchoziho uzitim faktu, ze kdyz plati implikace A = B, tak plati také
implikace |B =]A.

6. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvé implikace.

(=) : Piedpoklddame, ze (&1, T, . .., Ty) je LZ, tedy podle definice existuji ¢isla aq, . .., €
T takovd, ze alespon jedno z nich je nenulové (oznacme je a;,) a > . a;@; = 0. Odtud
dostaneme ov, @i, = — Y1 ;4 @iTi. A na zdvér mame

n

Tip= Y (—aifai)F

i=1,i740
Tedy podle definice LO dostdvame Z;, € [Z1, ..., Tig—1, Tig+1s- - - Tn)r-
(<) : Predpoklddejme, 7ze Z;, € [T1,...,%ig—1,Tig+1s---,Zn)r. Podle definice LO existuji
¢isla o, ..., @ig—1, Qg41, - - -y, € T takova, zZe

n

fio = E O[l.’fz
i=1,i%io

Odtud dostédvime Z?:l’#io(—ai)fi + 1%;, = 0, coz je netrividlni LK (&1, Za, ..., Zy) rovna

0, proto (Z1, T, ..., %) je LZ.
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7. Opét dokazujeme dvé implikace.
(=) : Necht (Il,l’g, ..., @) je LZ, pak samoziejmé ¥1 muZe byt nulovy. Osetfeme jesté
piipad, kdy xl # 0. Pak z deﬁmce LZ plyne, ze existujf ¢isla ay,...,q, € T takova, ze
Yo o = 0 a alespon jedno z &isel je nenulové. Oznacme iy = max{z En f a; # 0}.
Mnozina vpravo je neprazdnd, protoze aspon jedno z Cisel «; je nenulové. Navic ig 2 2.
Kdyby totiz ig = 1, pak by oqa:l =0, coz je spor s Vétou 1, podle které plyne z ¥y 7é 0, ze
ap = 0. Odtud dostavame 0= Sl = Y G Dale mame a;,Z;, = ZZ 1 Yo, a
na zaver I;, = Z;;}l(—ai/aig)fi. Coz podle definice LO znamena, ze &;, € [xl, ey Big—1] -
(<) : Necht & = 0, pak podle 2. vlastnosti této véty je soubor (Z1,Za,...,T,) LZ Druhd
moznost je, ze T # 0 a Ty = ZZ 1 Vo, pro né&jaké ig > 2. Pak plati 0 = ZZ 1 You®i +
(=D&, + D05, 41 024, coz je netrividlni LK souboru (%1, s, . . ., Zn), ktery je tedy LZ.

Piiklad 9. Rozmyslete si, Ze soubor dvou vektori (Z,%) je LZ < (a € T)(Z = ay VvV § = o).

3.2 Badze a dimenze

Definice 9. Nechf &1, Ts, ..., T, jsou vektory z vektorového prostoru V nad télesem T. Necht V =
[Z1, Zo, ..., Zn]x. Pak tikdme, Ze (¥, To,...,T,) je soubor generdtoru (generujici soubor) V.
Rikdme, Ze (Z1,Z3,...,%,) generuje V.

Poznamka 26. V pripadé LO uZ jsme generdtory zavddéli, nazyjvali jsme tak pro LO [Z1,Za, . .., Tn]a
vektory T1,Za, . .., Tn. Nyni vidime, Ze chapeme-li LO jako vektorovy prostor, pak jsme v souladu
s movou definici.

Definice 10. Necht n € N. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a (%1, T, ..., Ty) spliuje
2 podminky

1. (#1,&2,..., %) je LN,
2. (#1,%a,...,%,) generuje V.
Pak (%1,%s,...,%,) nazveme bazi V.
Poznamka 27. V = {6} bdzi nemd, protoze v ném neexistuje LN soubor.

Piiklad 10. Rozhodnéte o LN ¢i LZ souboru (1, T, T3, T4) z R

I
1 0 0 1

P S A B D A N I B

N 1| E 1

0 1 1 1

Reseni: Zjistujeme, zda rovnice an®y + quTs + a3y + auly = 0 md jen trividing resent
a1 = as = az = ag = 0 (pak je soubor podle definice LN) nebo zda existuje netrividlng
Tesend, tedy alesponi jedno z o, g, iz, aq # 0 (pak je soubor podle definice LZ). Dostdvdme

soustavu
10[1 —+ 00[2 —+ 0043 —+ 10[4 =

lag + 0as + 1ag + Oay
Oap + 1lag + 0aeg + 1oy
Oag + lag + 1lag +1lay =

Il
cocoo

V maticovém zdpisu mdme homogenni soustavu s matict

1 0 0 1
1 01 0
01 01
0 1 1 1
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Upravime ji ekvivalentnimi radkovymi dpravami do horniho stupriovitého tvaru

100 1 100 1 100 1 100 1
00 1 -1 010 1 010 1 010 1
o010 1| lo11 1] loo1 ol ]loo1 o
01 1 1 00 1 —1 00 1 -1 000 —1

Vidime, Ze matice v hornim stupmiovitém tvaru md samé hlavni sloupce. Z kapitoly Zdkladni
informace o teSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic pak vime, Ze v takovém pripadé
existuje jen trividlni feSeni ap = as = az = ay4 = 0. To jest, dokdzali jsme, Ze soubor
(fl, fg, fg, 54) j@ LN.

2.
1 0 1 0
7 = 1 7, = 0 7y — -1 7, = 2
0 |’ 1]’ 1] 0
0 1 0 1

Reseni: Zjistujeme, zda rovnice on@1 + qoZa + o33 + au@y = 0 md jen trividing resent
a1 = ay = ag = ag = 0 (pak je soubor podle definice LN) nebo zda existuje netrividlng
Tesent, tedy alespori jedno z ay, s, as, a4 # 0 (pak je soubor podle definice LZ). Dostdvime
soustavu
lag + 0as + lag 4+ 0y =
10[1 + 00[2 - 10&3 + 20[4
Oai + las 4+ 1ag + 0ay
Oag + lag + 0ag + 1oy =

I
cocoo

V maticovém zdpisu mame homogenni soustavu s matici

_ =0 O
— o NN O

1
-1
1
0

S O = =

Upravime ji ekvivalentnimi radkovymi dpravami do horniho stupriovitého tvaru

= —_O O
|

— O N O

N = OO

DO = =

N~ OO

OO O

OO = O
|

o= OO

0
1
0 —
0

o O O
O~ N
OO O =
O~ = O
N O = =
SO O

0

Vidime, Ze matice v hornim stupriovitém tvaru md posledni sloupec vedlejsi. Z kapitoly
Zdkladni informace o Teseni soustav linedrnich algebraickych rovnic pak vime, Ze netrividlng
reseni ziskame, kdyZ za mezndmou odpovidajici vedlejsimu sloupci zvolime nenulové ¢islo,
naptiklad ay = 1, a ostatni nezndmé dopocéitame. Dostdvdime az = 1,a0 = —1, 1 = —1.
To jest, zjistili jsme, Ze (—1)T) + (=1)@y + &3 + Z4 = 0. Tedy mdme netrividini LK souboru
(21, Zo, T3, T4) rovnou 0, coz znamend, ze soubor je LZ. Ze vztahu (=)@ +(—1)Zo+T5+74 =
0 ddle vidime, Ze Ty = T + To — T3, tedy podle 3. vlastnosti LO mdme |1, To, T3, T4|y =
[Z1, &2, T3|x. OznacmeV = [T, T, T3, T4] (7 teorie vime, Ze jde o vektorovy prostor). JelikoZ
2z matice soustavy vyse uvedené, vyskrtneme-li posledni sloupec, vidime, Ze po ekvivalentnich
radkovijch upravdch zistanou v matici v hornim stupriovitém tvaru pouze hlavni sloupce,
zjistujeme, Ze (T1,Ta,T3) je LN generujici soubor V, je to tedy bdze.

Dalsim dulezitym pojmem je dimenze, kterd (jak uvidime zanedlouho) s bézi tzce souvisi.

Definice 11. Necht V # {6} je vektorovy prostor nad télesem T. Nechf existuje n € N takové, Ze
jsou splnény 2 podminky
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1. ve V existuje n-clenny LN soubor,
2. kazdy (n + 1)-clenny soubor 2V je LZ,

pak tikdme, Ze dimenze V je konecnd a rovna m a piseme dim V = n. V opacném pripadé
rikdime, Ze dimenze V je nekonecnd a piseme dim V = 400. Pro nulovy vektorovy prostor klademe
dimV =0.

Poznamka 28. Rozeberme si, kdy je dim V = 400, tj. kdy V nemd konecnou dimenzi. Opacnyj
pripad ve vyse uvedené definici znamend negaci vyroku, tedy: Pro kaZdé n € N je bud kaZdiyj n-
clenny soubor ve V' LZ, nebo existuje (n + 1)-célenng LN soubor. JelikozZ V # {6}, je jasné, Ze ne
kazdy 1-¢lenny soubor je LZ, potom ale, md-li negace vyroku platit, dostdvdme, Ze existuje 2-élenny
LN soubor ve V. Poté protoze ne kazZdy 2-clenny soubor je LZ, dostdavdame, Ze existuje 3-clenny LN
soubor atd. Neboli nekoneénd dimenze znamend, Ze ve V existuje pro kaZdé n € N n-célenny LN
soubor.

1 0 0
Pi#iklad 11. Uvazujme prostor R*. Necht V = | 8 , (1) , (1) Ia- V je LO, tedy je sam
0 0 0
1 0 0
. . , y 0 1 0 o .
o sobé vektorovym prostorem. Snadno nahlédneme, Ze ( ol ol 1 ) je jeho bdzi,
0 0 0

protoZe jde o LN a generujici soubor. Ve V tedy existuje 3-clenny LN soubor, zatim tedy vime, Ze
dim V > 3. Abychom dokdzali, Ze dim V = 4, museli bychom ovérit, Ze kazdy 4-clenny soubor z
V' wuz je LZ. Nasledujici véta ndm tuto prdci useti.

Véta 5 (Steinitzova véta o vyméné, 1913). Necht (Z1,Ts,...,Zn) je LN soubor vektori z vekto-
rového prostoru V nad télesem T. Necht ddle soubor (41, U2, - - -, ¥m) vektori z V spliuje, Ze pro
kazZdé i € n
f’i S [517372’ e 7:(7'm]/\~

Pak plati:

1. m>n,

2. existuji vzdjemné riuzné indexy i1, iz, ..., i, € m takové, Ze

[gngv ) gm])\ - [fla 527 DR 7:?77.7 (:’72 ‘ 1 S m - {i17i27 ey Zn})])\

Poznamka 29.

Z 1. bodu Steinitzovy véty plyne, Ze pocet clenu LN souboru ve vektorovém prostoru neprekroci
pocet generdtoru tohoto prostoru.

2. bod véty rikd, Ze v LO existuji generdtory, které lze nahradit LN vektory (zdpis na pravé strané
tedy znamend, Ze z LO obalu byly vyhozeny generdtory i, , iy, - - - » Ui, ), proto véta o vymeéné. Véta
ale nerikd, které z generdtoriu mdme vyhodit.

Diikaz. Nejprve dokdzeme 2. bod Steinitzovy véty. Dokonce dokdzeme jesté silnéjsi tvrzeni:

Pro kazdé k € n existuji vzdjemné ruzné indexy iq,s,...,ix € m takové, ze
[g'17527 v 7??771])\ = [flana e ,.’fk7 (:‘71 | 1€Mm— {ilai27 e f“c})]k

Pokud tvrzeni dokdzeme, pak pro volbu k = n jde o 2. bod véty. Dukaz provedeme indukci podle
k.

e Pro k = 1 chceme dokézat, ze existuje index i; € m takovy, ze [§1, ¥z, - .., Um]x = [T1, (F; ’
1€EM— {’Ll})])\ Z faktu, ze 77 € [:Ijl,gg, ce 727m])\ plyne
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1. uzitim Véty 3 o vlastnostech LO, ze
[glagQa"'7gm])\:[fl7glag'27"'a17m]/\7 (3)

2. uzitim Véty 4 o vlastnostech LN a LZ souboru, Ze (Z1, 41, ¥2, - - -, Ym) je LZ soubor.

Déle uzitim Alternativni definice LZ (7. bod Véty 4 o vlastnostech LN a LZ souboru) do-
staneme, ze néktery z y-ovych vektoru je LK predchozich (vyuzili jsme faktu, ze #; # 0,

protoze nalezi LN souboru), tj. existuje index i1 € m takovy, ze ¥;, € [Z1, %1, .-, Fi—1/r-
Odtud z Véty 3 o vlastnostech LO plyne, ze ¢;, 1ze z [#1, 91, Uz, - - -, Um]a vyhodit, aniz by se
LO zmeénil, tedy [Z1, 91, %2, - -, Umlx = [Z1, (T; ’ i € 1 —{i1})]r. A na zavér podle (3) mdme
[gbg’Qa tee 737771])\ = [fh (371 ’ 1€ M — {Zl})}A
e Necht pro 1 < k < n existuji vzdjemné rizné indexy i1, s, ..., i € M takové, ze
[0, G2s - Gl = @1, T2, oo, T, (3 | 6 € 1 — {i1,d2, -}
Dokazeme, ze pak existuje index i1 € M ruzny od ptfedchozich iy, ..., i takovy, ze
[0, s - - Gl = [F1, Toy oo Trgr, (5 | 1 € 1 — {in, s -y Thg1 })]A
7 faktu, ze f[ﬁ,l € [gl,gg, . ,gm])\ = [fl,fg, . ,fk, (371 ’ iEMmM— {il,ig, . ,ik})]k plyne

1. uzitim Véty 3 o vlastnostech LO, ze
[g1752a cee 7??7”])\ - [fth) e afk‘vfk‘-‘rly (ij ‘ 1E€EMmM— {ilai27 e 7ik})]k7 (4)

2. uzitim Véty 4 o vlastnostech LN a LZ souboru, ze (Z1,Za, ..., Tk, Trr1, (T | 1€ m—
{i1,42,...,1ik})) je LZ soubor.

Déle uzitim Alternativni definice LZ (7. bod Véty 4 o vlastnostech LN a LZ soubort) dosta-
neme, ze néktery z y-ovych vektoru (jeho index oznacime i) je LK pFedchozich vektoru

v souboru (vyuzili jsme faktu, ze soubor (Z1,...,Zx+1) je LN, a tedy Z; # 0 a také zadny
z vektoru #; nen{ LK piedchozich vektoru Z,...,%Z;—1), tj. z Véty 3 o vlastnostech LO
plyne, ze ¥, ,, lze z [T1,Z2,..., %, Try1, (Vi | i € m — {i1,42,...,i})]x vyhodit, aniz by
se LO zménil. A na zévér podle (4) méme [i1, 72, .-, Gmlr = [T1,---, Tk, Thi1, (Ui | i€
m — {i1, 42, .., g, i1 })] -

Nyni zbyva dokazat 1. bod Steinitzovy véty, pficemz 2. bod je jiz dokazany, tedy jej muzeme
vyuzit. Budeme postupovat sporem. Pfedpokladejme, ze n > m. Pak ale existuji vzdjemné ruzné
indexy i1, 42, ..., im € 1 (coZ jsou ale tedy nutné véechna ¢isla z mnoziny 1) takové, ze [71, . . . , Tm]a
[Z1, ..., Zm, (U ’ i €m—{i1,i2,. .., im})]x = [T1,-- ., Tm]x, kde posledni rovnost plyne z faktu, ze
m — {i1,42,...,im} = 0. Jelikoz je n > m, plyne z predpokladu véty, ze i1 € [U1, .-, Umlr =
[Z1, ..., Zm]x, tim jsme ale dostali spor s LN souboru (&1, ..., Zm, Zm+1) podle Alternativni defi-
nice LZ (7. bod Véty 4 o vlastnostech LN a LZ soubort). O

Piiklad 12. Ndvrat k prikladu v R, kde vysetiujeme dimenzi V = | Ia-

O O
o = O
O = OO

0 0
Jiz vime, Ze dim V' > 3. JelikoZ V. md 3-clenny generujici soubor, Steinitzova véta tvrdi, Ze LN
soubory ve V. magi maximdlné 3 cleny, a tedy kazdy 4-clenny soubor je LZ. To uz podle definice
dimenze znamend, Ze dim V = 3.

Steinitzova véta umoznuje zavést alternativni definici dimenze, ktera dava do souvislosti pojem
dimenze a béze.
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Véta 6 (Alternativni definice dimenze). Necht n € N a nechf V je vektorovy prostor nad télesem
T. Pak dim V = n tehdy a jen tehdy, kdyz ve V ezxistuje n-clennd bdze.

Drikaz. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvé implikace.
(=) : Necht dim V = n, pak ve V existuje podle definice dimenze n-¢lenny LN soubor, ozna¢me

jej (&1, s, ..., %,). Ukdzeme, Ze tento soubor je bézi, tedy ze V = [¥1, &, . .., Zn]r. Kdyby soubor
negeneroval V| tedy V 2 [¥1, Za, ..., Zn]A, Dak by ve V existoval vektor &1 & [Z1,Z2, ..., Tnlxr-
Potom by ale soubor (&1, Za, ..., T, Znt1) byl LN, coz je spor s dim V = n.

Ze by soubor (1, s, ..., %n, Tni1) byl LN, lze ukizat uzitim Alternativn{ definice LZ (7. bod
Véty 4 o vlastnostech LN a LZ souboru): jelikoz je soubor (&1,...,Z,) LN, plati & # 0 a pro
kazdé i € n plati, ze Z; neni LK pfedchozich vektorii ze souboru, a ziroven ani Z,1; neni LK
souboru (&1, ..., %)

(<) : Necht (Z4,...,7,) je bdze V, pak ve V existuje n-¢lenny LN soubor (jelikoz (Z1,...,Z,) je
LN). Protoze (&1, ...,&,) je také generujici soubor, plyne z 1. bodu Steinitzovy véty, ze kazdy LN
soubor méd maximélné n ¢lent, a tedy kazdy (n + 1)-¢lenny soubor je LZ. Tim je podle definice
dokézéano, ze dim V' = n. O

Disledek 1 (Disledky Steinitzovy véty). Necht n € N a V je vektorovyj prostor nad télesem T a
dim V = n. Pak plati:

1. KaZda bdze V je n-clennd.
2. Kazdy n-clenny LN soubor ve V uZ generuje V, a je tedy bazi' 'V .

3. Kazdy n-clenny soubor generdtoru V uz je LN, a je tedy bdzi V.

Diikaz. 1. Vime, Ze ve V existuje n-clenna baze. Oznacme ji (71,...,%,). Necht (71,...,5m) je
jind béze V. Jelikoz (#1, ..., %) je soubor generdtoru V a (41, ..., ¥m) je LN soubor ve V| je
podle 1. bodu Steinitzovy véty n > m. Obdobné, protoze (¥, ..., %m) je soubor generdtoru

Va(Z,...,Z,) je LN soubor ve V, plati opét podle 1. bodu Steinitzovy véty, ze také m > n.
2. Viz dukaz 1. implikace ve Vété 6 o alternativni definici dimenze.

3. Kdyby n-¢lenny soubor generatoru nebyl LN, slo by z jeho obalu vyhodit néktery z vektoru,
aniz by se obal zménil. Pak by ale V' byl generovan n — 1 vektory, coz by podle Steinitzovy
véty znamenalo, ze LN soubory ve V maji maximalné n — 1 ¢lent, a tedy vSechny n-¢lenné
jsou LZ. A to je spor s dim V = n.

O

Poznamka 30. Moznd se divite, proc¢ jsme pro definici dimenze nepouzili hned na zacédtku definici
alternationd (tedy pomoct bdze). Takovd definice by ale potiebovala ovérit korektnost - tedy fakt,
ze kdyz ve V' nékdo najde bdzi o 10 élenech a prohldsi, Ze dimenze je 10, nestane se, zZe by nékdo
jing nasel bdzi o jiném poctu élenu. Fakt, Ze viechny bdze v prostoru dimenze n jsou n-clenné se
snadno ovéri pomoci Steinitzovy véty. Zkuste sami rozmyslet, jak byste jej ovérili bez pouZiti Stei-
nitzovy véty. Puvodni definice dimenze je tedy sice technic¢téjsi, ale nevyZaduje dodateéné ovérend
korektnosti.

Piiklad 13. Uved'me, jak vypadaji bdze a dimenze nejzndmeéjsich vektorovyjch prostorii.

1. VT™ nazgvdme standardni bézi soubor &€ = (€1,€5,...,€y,), kde
1 0 0
0 1 0
o (o] -~ [0 S |o
€1 = A €2 — . sy En —
0 0 i

Snadno nahlédneme, Ze soubor £ je LN. Ddle £ generuje V', protoze kazdy vektor ¥ =
a1
s
€ T™ lze psat jako ¥ = €] + agés + + -+ + an€y. Proto dim T™ = n.

QAn
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2.

V' prostoru matic T™™ (o m Tddcich a n sloupcich) nazgvame standardni bézi soubor
(E1,1,E12,...,Epnp), kde pro kazdé i € i a kazdé j € n je E; ; matice, kterd md m rddku,
n sloupcu, prvek v i-tém tdadku a j-tém sloupci je roven jedné a vechny ostatni prvky jsou

00

10 ..
nulové. Tedy napriklad Eyq = (0 0 .. > . Podobné jako v predchozim prikladé nahlédneme,
Ze jde o LN soubor gemerdtoru, tentokrdt o mn ¢lenech, proto dim T™"™ = mn.

V prostoru P, polynomu stupné mazimdlné n — 1 s priddnim nulového polynomu nazgvdme
standardni béz{ soubor (e1,ea,...,ey), kde pro kazdé t € C jsou polynomy ey, es, ..., e,
definovdny

el(t) = ]-7 62(t) = tv 63(t) = t23 R en(t) = tnil'

Vysvétleme, Ze takovy soubor je generujici. Bereme-li libovolny polynom p € P,,, pak existuji
komplexni ¢isla ag, a1, - ..,an—1 € C takovd, Ze pro kazdé t € C

p(t) = ap + a1t + agt® + -+ + a1 1" = ager (t) + area(t) + ages(t) - + an_1en(t),

.
p = ape1 + areg + agesz + -+ Qp_1€n,

neboli p € [e1,ea,...,en]n. LN souboru ovérime z definice LN. Predpokldddme-li, Ze e +

Baea+- -+ Bren = O(nulovy polynom), znamend to, Ze polynom vlevo md pro viechna t € C

tvar By + Bot + - - - + But™ L. Jelikoz jde o nulovy polynom, viechny koeficienty b1, Ba, ..., Pn

jsou nutné nulové, a tim je dokdzdna LN. JelikoZ md P, n-clennou bdzi, je dim P, = n

(tedy znaceni Py, je voleno prdvé tak, aby n odpovidalo dimenzi).

. V prostoru P vsech polynoma je pro kazZdé n soubor (e1,ea,...,e,) definovany stejné jako v

predchozim bodé LN, proto dim P = +o0.

Steinitzova véta ma jesté dalsi dva dulezité dusledky. Zformulujeme je ve tvaru veét.

Véta 7 (O vybéru béze ze souboru generatori). Necht n € N a necht V je vektorovyj prostor nad
telesem T a dim V = n. Necht [§1, Tz, .- -, Ym|x = V. Pak existuji indexy iy, iz, ...,i, € m takové,
ze Uiy Yins -« - » Ui, ) tvo7d bazi V.

Drikaz. e Piipad m < n podle Steinitzovy véty nenastava.

Je-li m = n, pak podle 3. dusledku Steinitzovy véty je (#1,. .., Um) bdzi V.

Je-li m > n, pak je soubor (#i,...,%mn) LZ a podle Alternativni definice LZ (6. bod Véty 4
o vlastnostech LN a LZ souboru) lze z [§1, %5, - - ., Ym]x vyhodit jeden z generdtoru, aniz by
se obal zménil.

Je-li m — 1 = n, pak je soubor ziskany z puvodniho vyhozenim jednoho vektoru hledanou
béazi.

Je-li m — 1 > n, pak pokracujeme analogicky.

-3 —1 1 2

- 3 - 1 . -1 R -2
Tl = 0 y 2 = 3 y L3 = 6 sy g = 3
5 1 -3 —4

Vyberte ze souboru generdtori (&1, T, Ts,T4) bdzi P.
ResSeni: Postupujeme jako pri vySetrovini LN a LZ, tedy vytvorime matici, jejimiz sloupci jsou
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generdtory P. V LO nezdleZi na poradi vektoru, dame je tedy do matice tak, aby se ndm co nejsndze
prevddéla na horni stupriovity tvar.

1 1 -3 2 1 1 -3 2 11 -3 2
L 1 -1 3 -2 0 0 0 0 01 -1 1
(T2T3174) ~ 3 6 0 3|7 o 9 -9 9]~ 00 00

1 -3 5 —4 0 -2 2 -2 00 00

Vidime, Ze 3. a 4. sloupec jsou vedlejsti, tedy jim odpovidajici vektory jsou LK predchozich. Konkrétné
Tl = 2%9 — T3 a ¥y = —T + &3. Proto lze vektory ¥, a T4 z LO vyhodit, aniz by se zménil, tj.
P = [Z3,Z3]x. Z matice také vidime, Ze vektorum Te a &3 odpovidaji hlavni sloupce, jsou tedy LN
a tvori hledanou bdzi.

Véta 8 (O doplnéni LN souboru na bazi). Necht n € N a necht V' je vektorovij prostor nad télesem

T a dimV =n. Necht k €t a (ZT1,...,%x) je LN soubor ve V. Pak existuji vektory Tii1,...,Tn
takové, ze (Z1,...,ZTk, Trt1,---,%n) je bdzi V.

Diikaz. Podle Véty 6 (Alternativni definice dimenze) existuje ve V' n-¢lennd bdze (71,...,%n).
Uzitim Steinitzovy véty (jen pozor na to, Zze m ze Steinitzovy véty je nyni n a n ze Steinitzovy
véty je nyni k) vime, Ze existujl indexy i1,...,ix € 1 takové, Ze [§1,...,Un|r = [Z1,..., Tk, (Ui ’
i € —{i1,...,ix})]a. Jelikoz je soubor (&1, ..., @k, (7 | i € 2 — {i1,...,ix})) n-clenny generujict
soubor V', jde podle 3. dusledku Steinitzovy véty o bézi. O

Piiklad 15. Doplite (1, Z2) na bdzi R*, je-li

2 0
- -1 - 2
1 = 0 y L2 = -1
0 0

Reseni: Uvazujme standardni bdzi R* a v ni dva vektory nahradime vektory &1 a Ty (to jisté
piijde, nebot Ty a Ty nejsou jeden ndsobkem druhého, a tedy jsou LN). Jisté plati

2 0 1 0 0 0

P p 0 1 0 0
R _[ 0 ) ~1 ) 0 ) 0 ) 1 ) 0 ]A'

0 0 0 0 0 1

Vyhodime z LO nadbytecéné vektory a zistane ndm hledand bdze. UZ dopredu vime, Ze bude 4-
clennd, protoze dim R* = 4. Prevedli jsme tedy tlohu na problém vybrat bdzi ze souboru generdtort,
viz Priklad 14. Vytvorime tedy matici, jejimiz sloupci jsou vektory T, To, €1, €2, €3, €4. Z matice v
hornim stupriovitém tvaru pak vycéteme, které vektory jsou LK predchozich a lze je z LO vyhodit.

2 01000 -1 2010 0 -1 2010 0
-1 20100 0 41200 0 -1 00 1 0
0 -1 00 10|~ 0 -1 00 10|~ 0 0 1 2 4 0
0 000 0 1 0 000 0 1 0 000 0 1

Z matice v hornim stupriovitém tvaru vidime, Ze € a €3 odpovidaji vedlejsim sloupcim, a jsou
proto LK predchozich a lze je tedy z LO vyhodit, aniZ by se zmeénil. Konkrétné €; = —&1 + 2€1 a
€3 = =271 — Ty + 4¢€1. Proto R = [T, %o, &1, €4]x. Podle 3. disledku Steinitzovy véty je 4-clenny
soubor generdtoriu (Ty,%2,€1,€4) LN, a tedy jde o hledanou bdzi. Rozmyslete si, Ze je duleZité
napsat si v matici dopredu ty vektory, které md hledand bdze obsahovat!
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3.3 Soufadnice

Véta 9 (Jednoznacnost vyjadieni vektoru pomoci LK bdze). Necht (Z1,Ts,...,Tn) je bdze vek-
torového prostoru V nad télesem T. Pak pro kaZdy vektor £ € V ezistuje prdvé jedna usporddand

[e5]
a2

y s ~ — n —
n-tice | . | € T™ takovd, Ze & =), | o;;.
Ofln
a1
Qg

Diikaz. e Existence takového vektoru | . | plyne z faktu, ze V = [Z1,Za, ..., Zp]x.

ay B1
, @2 B2
e Jednoznacnost dokdzeme sporem. Necht [ . | a | . | jsou dvé rizné n-tice spliujici ¥ =

an B
S @id =0 i, Pak ale 3.1 (a; — B;)@; = 0 a pFitom jde o netrividlni LK, protoze
jisté pro néktery index ig € 7 je oy, — Bi, # 0. To je spor s LN souboru (%, Za, ..., ZTy).
O

Definice 12. Necht X = (&1, %2, ..., %) je bdze vektorového prostoru V nad télesem T.

1. Necht ¥ = Z?:l o;Z;. Pak a; nazveme i-ta souradnice vektoru ¥ v bazi X.

2. Necht i € n. Zobrazeni ffﬁ 2V = T, které vektoru priradi jeho i-tou soutadnici v bdzi X,
t. ff(f) = o, pokud & =" | o;T;, nazveme i-tym soufadnicovym funkciondlem v

bazi X.
3. Zobrazeni (\)x : V. — T", které vektoru prifadi vektor viech jeho soutadnic v bdzi X, tj.
«@
a
(@)x=| - |, pokud®=>""_, o;T;, nazveme soufadnicovym izomorfismem v bazi X.
a'n

(@) x cteme ,T v bdzi X “ nebo ,souradnice vektoru & v bdzi X ).

Poznamka 31. Diky Véte 9 o jednoznacnosti vyjadrent vektoru pomoci LK bdze vime, Ze souradnicovy

funkciondl a souradnicovy izomorfismus jsou skutecné zobrazend, tedy nestane se, Ze by ff’ﬁ pritadil
stejnému vektoru & vice ruznych ¢isel nebo (.)x priradil stejnému vektoru T vice rizngch n-tic ¢isel.

Véta 10 (Vlastnosti souradnicového funkcionalu). Necht X = (¥1, T2, ..., Tn) je bdze vektorového
prostoru V nad telesem T. Pak plati pro kaZdé i € n:

1. Pro kazdé dva vektory &,y € V je &} (T +7) = i" (@) + & #(§) (rikdme, Ze ff& je aditivni).
2. Prokazdé a €T aZ €V je f?(a:z':’) = af?(f) (Fikdme, Ze ff’ﬁ je homogenni).
3. "#( i) = 0i; (Kroneckerovo delta), tj. & (xj) =0prokaZdé jEn,j#1ia x#( i) = 1.

Dikaz. 1. Necht Z= """ a;%; ay= Zl | BiTi. Pak F+y=> 1" (a;+B;)T;. Podle definice
soufadnicového funciondlu pak plati & (x) =q;, T (37) Bi a ff(f—i— ¥) = a; + Bi, a tedy
plati Z7 (Z + ) = &7 (&) + 27 ().

7

2. Necht & = 327" | a;7;. Pak ai = Y27, (aa;)&;. Podle definice je #¥ (7) = a; a 7 (aF) = aw,
a tedy platf 77 (af) = oz ().

3. Jelikoz Zj = 0Z1 + - - - 4+ 021 + 1Z; + 0241 + - - - + 02, podle definice mame @#(fj) = ;.
O

Dusledek 2 (Dusledek Véty 10 o vlastnostech soufadnicového funkciondlu). Necht X = (1, Ta, . . .
je bdze vektorového prostoru V' nad télesem T. Pak plati:
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1. Pro kazdé Z,§ € V je (X 4+ §x = (&)x + (§)x (Tikdme, Ze soutadnicovy izomorfismus je
aditivni).

2. Pro kazdé o« € T a & € V je (aZ)x = a(Z)x (Tikdme, Ze souradnicovy izomorfismus je

homogenni).
3. (Zj)x = €; pro kaZdé j € 1 (€ je j-ty vektor standardni bdze T™).

Poznamka 32. Rddné si rozmyslete rozdil mezi objekty oznacenymi T; a x . Zatimco @; je vektor
2V, je :zri zobrazent, které kazdému vektoru z V pritazuje cislo z T.

1 0 0
Priklad 16. Uvazujme prostor R® a v ném standardni bazi € = (| 0 |, 1 |,| 0 |) abdzi
0 0 1
1 1 1 3
X=(( 1 |, 1 |,] 0 ]). Najdéte (¥)¢ a (¥)x, je-lid=1| 5
1 0 0 3
Reseni:
3 1 0 0 3
1. Jelikoz | 5 | =3 0 | +5| 1 | +3| 0 |, dostdvdme, ze (¥)e=| 5 | =7Z.
3 0 0 1 3
Rozmyslete si, ze pro libovolny vektor & € T" plati (¥)g = 7.
a1 1 3
2. Oznacme (D)xy = | a2 |, pakar | 1 | +as ( ) =Z=| 5 |. Mame
Q3 1 3
tedy soustavu LAR s roz§ifenou matici soustavy
11 1 3 1 0 0 3 10 0 3
1105 ]~f0110]~]1010 2
10 0 3 0 1 0 2 0 01 -2
3
Z matice v hornim stupriovitém tvaru vycteme ag = —2,a0 = 2,01 = 3, tj. (¥)x = 2
-2
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4 Podprostory

Definice 13. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Pak P nazveme podprostorem V
a znacime P CC 'V, pokud

1. PCV,
2. P£0,

3. pro kazdé dva vektory T,y € P plati T+ ¢ € P (rikdme, Ze mnoZina P je uzaviend na
s¢itani),

4. pro kazdé « € T a kazdy vektor & € V plati o € P (Tikdme, Ze mnoZina P je uzaviena
na nasobeni ¢islem z télesa).

Priklad 17. Nechf (%1,...,%,) je soubor vektori z vektorového prostoru V nad télesem T. Pak
[@1,...,Zn]x CC V. Spinénd vlastnosti 1. az 4. z definice podprostoru pro LO plyne z Véty 3
o vlastnostech LO.

Piiklad 18. V R? mdme ndsledujici typy podprostori:
L [(§)hx = {0},
2. [@]x, kde T # 0 (vime, Ze jde o primku jdouci bodem (9) a obsahujici vektor &),

3. [Z, 9], kde (Z,7) je LN soubor (vime, Ze jde o celé R?, protoze (Z,) je 2-clenny LN soubor,
a tedy tvori bdzi R?).

Za, chvili se dozvime, Ze Zddné jiné podprostory uz R? nemd.

Piiklad 19. V R? mdme ndsledujici typy podprostorii:
£ [(8)1x = {0,
2. [Z)a, kde T # 0 (vime, Ze jde o primku jdouct bodem (%) a obsahugjici vektor Z),
3. [Z,Y]x, kde (Z,7) je LN soubor (snadno si rozmyslite, Ze jde o rovinu prochdzejici bodem (g)
a obsahujici vektory T a §),

4. [%,7, 2]\, kde (Z,7, %) je LN soubor (vime, Ze jde o celé R, protoze (¥,%,Z) je 3-¢lennyj LN
soubor, a tedy tvori bdzi R3).

Za chvili se dozvime, Ze Zddné jiné podprostory uz R® nemd.

Véta 11 (Vlastnosti podprostorti). Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a necht P CC V.
Pak plati:

1. 0eP.
2. {0} ccVaVccV.
3. P je vektorovy prostor nad télesem T (pri zachovdni operaci z V).
4. Necht Q CC P aPCCV, pak@Q CCV (tranzitivita vlastnosti byjti podprostorem,).
5. dim P <dimV.
6. Necht dim V < 4+o0o. Pokud dim P =dim V, pak P =V .
Drikaz. 1. P # 0, proto existuje Z € V takovy, Zze & € P, a jelikoz je P mnoZina uzaviend na

nasobeni &fslem, je také 0Z =0 € P.
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2. Splnéni vlastnosti 1. az 4. z definice podprostoru je ziejmé.

3. Musime ovérit, ze P # () a ze P je mnozina uzaviend na s¢itdni vektort a nasobeni vektoru
¢islem a ze plati axiomy. Neprazdnost a uzavienost na operace plyne z faktu, ze P CC V.
Zbyva oveérit axiomy.

e V P existuje nulovy vektor, jde o nulovy vektor z V. (Pati{ do P podle 1. bodu.)

e Ke kazdému vektoru & € P, existuje ve V opaény vektor —Z. Podle Véty 1 je —& =
(=1, a tedy diky uzavienosti P na nasobeni patii —Z do P.

e Vsechny ostatni axiomy plati pro vSechny vektory z V', tim spiSe plati i pro vSechny
vektory z P C V.

4. Ovérime vlastnosti z definice podprostoru:

(a) Q CV,protoze Q C P CV,
(b) @ # 0, protoze Q@ CC P,
) Q

c je mnozina uzaviend na séitdni vektoru, protoze @ CC P,

(d) @ je mnozina uzaviend na nasobeni vektoru ¢islem, protoze Q CC P.

5. Je-li dim V = 400, pak je tvrzeni ziejmé. Je-li V = {0}, pak P = {0}, tvrzeni tedy opét
plati. Z dim V = n plyne, ze kazdy LN soubor ve V je maximdlné n-¢lenny, tedy i baze P
je maximalné n-¢lennd, proto dim P < n.

6. Pro V = {0} je tvrzeni ziejmé. Pro V # {0} oznacme dim P = dim V = n € N. Jelikoz
dim P = n, existuje v P n-clennd béze (Z1,...,T,), tj. [T1,...,Zn]x = P. Prostor V m4
dimenzi rovnu n, a tak kazdy n-¢lenny LN soubor ve V' je bazi V. Protoze P C V, je
(Z1,...,%n) bzl V, atedy V = [T1,...,Z]r = P.

O

Definice 14. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Trividlnimi podprostory nazveme {6}
aV. Pokud P CCV a P#YV, pak P nazveme vlastni podprostor.

Disledek 3 (Dtisledek Véty 11 o vlastnostech podprostorii). Necht V je vektorovy prostor nad
telesem T. Necht dim V < 400 a nechft P CC V. Pokud P je vlastni podprostor V, pak dim P <
dim V.

Dukaz. Z vyrokové logiky vime, Ze pro libovolné vyroky A, B plati (A = B) < (-B = —A). Z 6
bodu Véty 11 o vlastnostech podprostoru dostaneme: P # V = dim P # dim V. Jelikoz P CC V
a jelikoz podle 5. bodu pfedchozi véty plati dim P < dim V', muzeme piepsat pfedchozi implikaci
do tvaru: P je vlastni podprostor V = dim P < dim V. O

Piiklad 20. Vratme se k podprostorim v R? a R3. Z Véty 11 o vlastnostech podprostori jsme se
dozvédeli, Ze kazdy podprostor je zdroven vektorovy prostor, md tedy dimenzi, a Ze pro dimenzi plati,
Ze je < 2 (jde-li o podprostor R?) nebo < 3 (jde-li o podprostor v R?). Bud jsou tedy podprostory
nulové, nebo maji bdzi maximdlné 2, respektive 3-élennou, jejimiz jsou LO. Odtud tedy plyne, Ze
Zddné jiné podprostory nez ty, které jsme popsali vijse, v R? a R3 neexistujr.

Definice 15. Nechf A, B jsou podmmnoZiny vektorového prostoru V nad télesem T (ne nutné
podprostory!). Souctem A a B nazveme mnozZinu

A+B={d+b|dcAbec B}

Rekneme, Ze soucet A+ B je direktni, piseme A @ B, pokud pro kaZdy vektor T € A+ B existuje
prdvé jeden vektor @ € A a prdvé jeden vektor beB takové, Ze ¥ = a + b.
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Poznamka 33. Pripomerime pro jistotu i definici sjednoceni a priniku mmnoZin. Necht A, B jsou
podmnoZiny vektorového prostoru V nad télesem T (ne nutné podprostory!).

Piiklad 21. Nechf V =R?, A = {(9)
Soucet A+ B nend direkini, protoze (1)

AUB={d|de A Vv dec B},
AnNB={d|dacA A @€ B}.

(0)} a B=A{(1),(5)} Pak A+ B ={(3),(1),(5)}-
=@+ ) =)+ %)

)+
Piiklad 22. Necht V =R?* A={(?),(§)} a B={(1),(§)}. Pak A+B ={(3).(3),(9).(5)}-
Tentokrdt je A+ B direktni.

Véta 12 (Vlastnosti sou¢tu a pruniku podprostorii). Necht P,Q CC V, kde V je vektorovy prostor
nad télesem T. Pak plati:

1. P+QcCcCV.
2. P+ Q je direktni < PN Q = {0}.
3. PNQccV.
4. Necht #1,...,%, € V, pak [T1,...,Tu]x je nejmensi podprostor V , ktery obsahuje vektory
T1yeoy B, B
[#1,.. ., Bala = {Q CC V | & € Q pro kazdé i € n}.
Diikaz. 1. Ovéiime vlastnosti z definice podprostoru:

(a) P+Q CV,protoze PCV a@Q CV aV je uzaviend na s¢iténi,

(b) P+Q#0, protoze 6 e P,0eQal+0=0€e P+Q,

(¢) P+ Q je uzavieny na scitdn{ vektoru, protoze pro libovolné #,Zy € P + @ existuji
P12 € P aqi,¢a € Q takové, ze 1 = p1 + ¢1 a T2 = P2 + G2, proto Tj + Tz =
P1+q+P2+ G =pPr+P2+ ¢+ G2, ajelikoz P a @ jsou podprostory, plati py +ps € P
aq + ¢ € Q, z cehoz plyne, ze ¥1 + T2 € P+ Q,

(d) P+ Q je uzavieny na ndsobeni vektoru ¢islem, protoze pro libovolné & € P+ Q a libo-
volné « € T existuje p € P a § € @ takové, ze T = p+q, proto aZ = a(p+q) = ap+aq,
a jelikoz P a @ jsou podprostory, plati ap'€ P a ag € @, z ¢ehoz plyne, ze aZ € P+ Q.

2. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvé implikace.
(=): Dokazme implikaci sporem. Predpokldddme, ze P+ @ je direktni a PNQ # {O} Tedy
existuje ¥ € PNQ, T # 0. Potom ale & = 0+ & = Z + 0, coz jsou dva ruzné zdpisy 7 jakozto
souctu vektoru z P + Q), coz je spor s direktnosti.
(«<): Dokazme i druhou implikaci sporem. Predpokldddme, ze P N Q = {0}, ale P + Q neni
direktni. Pak existuje vektor & € P + @, pro ktery lze najit p1,ps € P, p1 # P2, a q1,q2 € Q
takové, ze ¥ = P + 1 = p2 + ¢2. Pak ale p1 — p> = ¢ — ¢1 je nenulovy vektor, ktery patii do
P ido @, je to tedy nenulovy vektor z P N Q, coz je spor s piredpokladem, ze PN Q = {0}.
3. Oveéfime vlastnosti z definice podprostoru:

(a) PNQ CV,protoze PCVaQ@QCV,
(b) PNQ #0, protoze 0 € P, 0 € Q, atedy 0 € PNQ,

(¢) PN Q je uzavieny na s¢itani vektortu, protoze pro libovolné Z1,Zs € P N @ plati, ze
1, T2 patii jak do P, tak i do @, jelikoz P a @ jsou podprostory, patii 1 + T2 do P i
do @ a odtud uz plyne, ze 1 + Z2 € PNQ,

(d) PN Q@ je uzavieny na nasobeni vektoru ¢islem, protoze pro libovolny vektor & € PN Q
patii £ do P i do @, coz jsou podprostory V', a tedy pro libovolné o € T, je aX z P iz
Q@ a odtud uz plyne, ze af € PN Q.
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4. Uz vime z prvniho pifkladu za definici podprostoru, ze [¥1,...,Z,]x CC V. Abychom
dokazali, ze jde o nejmensi podprostor V', ktery obsahuje vektory &1, ..., Z,, sta¢i vysvétlit,
ze kazdy podprostor obsahujici vektory ri,..., T, obsahuje i jejich libovolnou LK. To je
ale jasné z faktu, ze podprostor je zaroven vektorovy prostorem a o vektorovych prostorech
vime, ze tuto vlastnost maji.

O

Pozndmka 34. Rozmyslete si sami, Ze dokonce prunik libovolného poctu podprostori a soucet
konecného poctu podprostori vektorového prostoru V. nad télesem T tvoii podprostor.

Poznamka 35. Nechf P,Q CC V, kde V je wvektorovy prostor nad télesem T. Mozind by wvds
napadlo, Ze zajimdme-li se o PN Q, bylo by logické zkoumat také P U Q, ovsem P U Q) nemusi
tvorit podprostor. Naptiklad pro V. =R? a P = [({)]x a Q = [({)]x jsou jisté P,Q CC V, ale
vektor (§) +(9) = (1) € PUQ, prestoze jde o soucet dvou vektori z P U Q.

Poznamka 36. Necht P,QQ CC V, kde V je vektorovij prostor nad télesem T. Misto sjednocent
tedy zkoumdame P 4+ Q. UkazZme, Ze jde o mejmensi podprostor, ktery obsahuje P U Q. Skuteéné
kazdyj vektor z o € P je roven p+ 0, a tedy patri do P 4+ Q. Podobné kazdy vektor ¢ € Q je roven
0+ q, a tedy je z P+ Q. To znamend, 2e PUQ C P+ Q. A Ze je P+ Q nejmensi takovy podprostor
plyne z faktu, Ze kazdy podprostor obsahujici vSechny vektory z P i vSechny vektory z Q obsahuje
také vsechny jejich soucty, tedy obsahuje P + Q.

Poznamka 37. Ujasnéme, jak vypadd P + Q, pokud jsou P i Q zaddny jako LO. Necht V je
vektorovy prostor nad télesem T, necht (Z1,...,%n) a (§1,-..,Um) jsou soubory z V. Je-li P =

[fla-"afn])\ a’Q: [Zjlv"')?jm])u pakP+Q: [fla"'afn7g1a"'agm]k'

o UkaZme nejprve, Ze P+ Q C [T1,. .-y Zn, Y1y- - - s Ym]Ar-
Necht & € P+ Q, pak existuji 7€ P a § € Q takové, Ze T = p+ q. Jelikoz p € P, je p LK
generdtori P, tj. existuji ¢isla ay,...,a, € T takovd, Ze p =Y, a;T;, a podobné ezistuji
éisla Br,...,BPm € T takovd, Ze ¢ = Y i, Bigi. Odtud T = Y1, i@ + > iy Bitli, a tedy
fe [517"'afn7y_'17"'agm])\'

o Analogicky ukdZeme, Ze [T1,...,Zn,T1,--.,Jm]x C P+ Q.
Necht & € [T1,. .., ZnyT1s-- - Um)r- Pak existugi éisla oy, ..., an,P1,...,0m € T takovd, Ze

=31 @i+ > B Jelikoz Y iy € P ay iv Biyi € Q, vidime, ze & € P+ Q.

4.1 1. véta o dimenzi

Véta 13 (1. véta o dimenzi). Nechf V je vektorovy prostor nad télesem T a P,Q CC V. Necht
dim P < 400 a dim Q < +o0. Pak plati:

dim (P + Q) + dim (PN Q) = dim P+ dim Q. (5)
Duiikaz. Rozdélime dukaz na nékolik piipadi:
1. Je-li P = {0}, pak P+ Q = Q a PN Q = P a platnost rovnosti (5) je zfejmé.
2. Je-li Q = {0}, je stejné jako v predchozim rovnost (5) ziejma.

3. Je-li P # {0} a Q # {0}, oznacme n = dim P a m = dim Q, plati tedy n,m € N. Rozlisime
dva ptipady:

(a) Nechf PN Q = {0}. Oznacme (Z1,...,Z,) libovolnou bézi P a (7i,...,Jm) libovolnou
bdzi Q. Dokézeme-li, ze pak (Z1,...,Zn, ¥1,---,Ym) je bdze P + @, bude rovnost (5)
dokézdna, protoze pak bude jasné, ze dim (P + Q) +dim (PNQ) = (n+m)+0 =
dim P + dim Q.

Dokazme tedy, ze (Z1,...,%n,¥1,---,Ym) je bdze P + Q.
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e Musime ukdzat, ze (Z1,...,Zn,Y1,---,8Um) generuje P + Q. Pro kazdé ¥ € P+ Q
existuje p € P a ¢ € @ takové, ze ¥ = p+ q. Jelikoz p € P, lze p psat jako LK
bazickych vektort P, tj. existuji ¢isla aq,..., o € T takovd, ze p= > 1" | a;;,
a podobné existujf ¢isla fBy,..., 8, € T takovd, ze ¢ = Do) B;y;. Odtud & =
Z?:l ;T + Z;ﬂ 1 Bivi, a tedy ¥ € [fl, B 7 B ,:ljm]

o (Z1,...,Zn, 1., Ym) je LN, protoze libovolnd LK D% | o, @; + >0y Bitli = 0 je
tr1v1aln1 To plyne z nasledujicich tprav: > " | ;@ = — > 1w Bi¥i, coz je vektor
patiici do P i do @, tedy lezi v P N Q. Takovy vektor je pak ale nutné nulovy,
t. >l = — Y i By = 0. Z LN souboru (&1,...,Z,) plyne, Ze a; = --- =
o, = 0, a z LN souboru (41, ...,%m) plyne f; = -+ = B, = 0, coz znamend, Ze
LK je trividlni.

(b) Necht PNQ # {6} Ozna¢me (71, . .., Zs) libovolnou bézi PNQ. Protoze PNQ C P, lze
(%1, ..., 7s) doplnit na bazi P, ozna¢me ji (71, ..., Zs, 1,...,Tn_s). Protoze PNQ C Q,
lze (Z1,...,7s) doplnit na bézi @, ozna¢me ji (Z1,...,25, 41, .-, ¥m—s). Dokdzeme-li,
ze pak X = (Z1,...,25,%1, ..., Zpn—s, Y1, - -, Ym—s) je bdze P + @, bude rovnost (5)
dokdzéna, protoze pak bude jasné, ze dim (P + Q) +dim (PNQ)=(n+m—s)+s=
dim P + dim @, protoze n +m — s je pocet vektoru v souboru X.

Dokazme tedy, Zze (Z1, ..., 25, T1, -+, Tnes, Y1 -« - s Ym—s) j& bdze P+ Q.

o Musime ukézat, ze (Z1,. .., Zs, T1, -« - s Tres, Y1, - - - s Ym—s) generuje P+Q. Pro kazdé
Z € P+ Q existuje p € P a ¢ € @ takové, ze ¥ = p+ ¢. Jelikoz p € P, lze p psat
jako LK bazickych vektoru P, tj. existuji ¢isla aq, ..., g, V1,- .-, Vn—s € T takova,
zep=> 0, Zi+ > i v, a podobné existuji &fsla B, ..., Bs, 01, 0ps €T
takovd, ze ¢ = Zj:l BiZi + 211718 6;4;. Odtud & = Zle(ai + 51)5; + Z?;ls YT +
ZZZ_IS 513;7, a tedy f S [517 ey Zs7fl7 e ,fn_s,gl, e agm,—s]k-

o (Z1,...,Z5, &1, .., Tnes,Y1,---,Ym—s) je LN, protoze libovolnd LK Y7, a;Z; +
S B4+ v = 0 je trividlni. To plyne z nasledujicich dprav: 325 o, 2+
S B = — Y it " vy, coz je vektor patifci do P (jak je vidét z levé strany
rovnosti) i do @ (jak je vidét z pravé strany rovnosti), tedy lezi v. P N Q. Ta-
kovy vektor je pak LK bazickych vektora PN Q, tj. >0 iz + > o) Bify =

Py il = >0, 6:%;. Pak ale Z‘;l 6% + > v = 0 a z LN souboru

(Z1, ey Zss Uty v oy Um—s) plyne ey = = Ym—s = 0. Poté z rovnosti Zle o2+
POy Bifi =" ls'y,yl =0 a z LN souboru (zl7 ey Zsy 1y Tns) DPlyne, Ze
ar=---=as=0ap = = Bp—s, coz znamenad, ze LK je trividlni.

O

Poznamka 38. Vsimnéme si, Ze 1. véta o dimenzi by platila i pro prostory P, Q, kde jeden nebo i
oba by mély dimenzi nekoneénou. Radéji jsme ale do predpokladi pridali konecné dimenze, protoZe
napriklad v rovnosti dim (P + Q) = dim P + dim Q — dim (P N Q) uZ je treba konecnost hlidat,
abychom neodecitali oo — oco.

1 0 0 1
Piiklad 23. Necht P,Q CC R3. Necht P =[[ 0 |,| 1 |]x a Q@ = | 1], 2 |l
0 1 -1 0
Najdéte dimenzi a bazi P+ Q a PN Q.
3 1 0 0 1
ReSeni: Z pozndmky o souctu LO vime, Z¢e P+Q=1[| 0 |, 1 |, 1 1,1 2 |]a- Najit
0 1 -1 0
bazi P+ Q tedy znamend vybrat bazi ze souboru generdtorii.
10 01 10 0 1
0 1 1 2 ~ 0 1 1 2
01 -1 0 00 -2 =2
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Z matice v hornim stupriovitém tvaru vidime, Ze dim (P 4+ Q) = 3 a bdze P + Q je napriklad
1 0 0

(fof,1 1], 1 |) (matice md tri hlavnd sloupce a bdzi tvori vektory odpovidagict hlavnim
0 1 -1

sloupciim). Pokud bychom chtéli jednodussi bdzi P + Q, staci si uwvédomit, ze P + Q CC R3

a dim (P+Q) = dim R3 = 3. Z Véty 11 o vlastnostech podprostorii pak dostdvdme, ze P+Q = R?,

1 0 0
takze jinou bdzi P+ Q je naprikladE=(| 0 |, 1 |, O ]).
0 0 1
Z 1. véty o dimenzi zjistime, Ze dim (PNQ) =2+ 2—3 = 1. Jakykoliv nenulovy vektor z PN Q je
1 0 0 1
tedy bazi. Jelikoz (| 0 |, 1 |, 1 |, 2 ) je LZ soubor, jisté najdeme o, 3,7,6 € R
0 1 -1 0
takovd, Ze alespori jedno z nich je nenulové a Ze
1 0 0 1 0
al 0 | +8 1 |+7y 1 |+6| 2 |=10
0 1 -1 0 0
Potom
1 0 0 1
al 0 |+ 1 |=—» 1 1-6| 2 | ePnQ.
0 -1 0
1 0
Jde o hledanyg nenulovy vektor. Kdyby byl totiz nulovy, plynulo by z LN (| 0 |, 1 |), Ze
0 1
0 1
a=08=0azLN( 1 ], 2 ]), 2ey=03=0, coz je spor s predpokladem, Ze alespori jedno
-1 0
z ¢isel a, B,7,90 je nenulové. Nezndmé najdeme ze stejné matice jako pri vySetrovdni baze P+ Q:
10 01 1 0 0 1
0 1 1 2 ~ 0 1 1 2
01 -1 0 00 -2 -2
Pri volbé 6 = —1, dopocteme uz jednoznacéné nezndmé odpovidajici hlavnim sloupcum v =1, =1
aa=1. Odtud
1 0 0 1 1
0O l+(1 1 |=- 1 1+ 2 |=(11]ePnq.
0 1 -1 0 1

Tedy ((%)) je bdze PN Q.

4.2 Doplnék podprostoru

Definice 16. Necht V je vektorovy prostor koneéné dimenze nad télesem T a necht P,Q CC V.
Pokud podprostory spliiuji P ® Q =V, pak Q@ nazveme doplnék P do V' a jeho dimenzi dim @
znacéime codim P a nazyvime kodimenze P.

Poznamka 39. Vsimnéme si, Ze podle 1. véty o dimenzi je kodimenze P dobre definovdna. I
kdyby doplriki existovalo vice, pro kodimenzi P plati: dim P + codim P = dim V + dim (PN Q)
aPNQ = {6}, coZ plyne z direktnosti souctu P ® Q = V. Proto codim P = dim V — dim P, a
nezavist tedy na volbé doplnku P do V.
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Véta 14 (Existence doplitku). Nechf V je vektorovij prostor koneéné dimenze nad télesem T a
necht P CC V. Pak doplnék P do V emistuje.

Diikaz. e Nechf P = {0}, pak Q = V spliuje evidentné vlastnosti dopliku.
e Necht P =V, pak Q = {0} spliuje evidentné vlastnosti dopliku.

e Necht P je vlastni a nenulovy podprostor V a ozna¢me k = dim P. Pak existuje (%, T2, . . ., Tk)
béze P. Doplime ji vektory Zy1,...,Z, na bdzi (Z1,Zs,...,Tn) V. Pak Q = [Zyy1, ..., Zu)x
je hledany doplnék. Ukazeme:

1. P+Q =V, tj. ukdzeme, ze pro kazdé & € V existuje p' € P a ¢ € ) takové, ze & = p+q.
Jisté existuji aq, a0, ..., € T tak, ze @ = > 1 | @y = Zle QT Y i T a
hledanymi vektory jsou p'= Zle QT a q =)0 T

2. P®Q =V, tj. staci ukdzat, ze PN Q = {0}. Je-li Z € P N Q, pak patii do P, proto

existuji ¢isla ay, ..., ar € T tak, ze ¥ = Zle o;T;, a také patii do @, tedy existuji ¢isla
Oty 0n € T tak, ze & = Z;L:k_i_l a;7;. Odtud mame Zle ;T = Z:L:k-i-l ;T
proto 0 = S0 aidy — S0, s = S0y + 301 (—ai)di. Z LN souboru
(Z1,Z2,...,Zy) plyne, ze a; = 0 pro kazdé i € n. Tedy & = 0.

O

Poznamka 40. Dopinék obvykle neni jedinyg! Napriklad pro V.= R? a P = [(})]x je doplikem

Q1 =[()]x, ale také treba Q2 = [(1)]x-
Predstavime-li si situaci geometricky, pak P je primka prochdzejici pocdtkem (§) a bodem ()
a dopliikem P je libovolnd primka jdouci pocdtkem, kterd je ruznd od P.
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5 Linearni zobrazeni

Vsude v této kapitole budeme uvazovat vektorové prostory konecné dimenze. Takze i kdyz to v
predpokladech vét nebudeme uvadét, automaticky to predpokladame.

Definice 17. Nechf P,Q jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T. Zobrazeni A : P — Q
nazveme linedrnim (homomorfnim), pokud

1. pro kazZdé dva vektory T,y € P plati A(Z+7) = A(Z)+A(Y) (hovorime o aditivité zobrazend
A),

2. pro kazdé o € T a kazdy vektor & € P plati A(ax) = oA(Z) (hovorime o homogenité
zobrazeni A).

Pozndmka 41. Misto A(Z) budeme castéji psdt AZ.

Poznamka 42. Linedrni zobrazeni md smysl zavadét jen pro vektorové prostory P, Q nad stejnym télesem.
V podmince 2. (homogenita) se totiz ¢isly z télesa ndsobi jak vektory & z P, tak i vektory AT z Q.

Poznamka 43. Pro kazdé linedrni zobrazeni A : P — Q plati, e A0p = GQ, pricemz 0p je
nulovy vektor z P a 6Q je nulovy vektor z Q.

Vysvetleni: A0p = A0 - 6}9) =0-A0p = 6@, kde v proni a posledni rovnosti je vyuzit fakt z Veéty
1, ze 0@ = 0 pro kazdy vektor @ a ve druhé rovnosti je vyuZita homogenita A.

Piiklad 24. Uved'me nejzndméjsi priklady linedrnich zobrazeni A : R? — R2.

Zrcadleni podle osy Rotace o Uhel O

:;I -
-.» —
[~ a

Stfedové soumérnost ProdlouZeni ve sméru x

F

Obrézek 3: Cervené vyznaceny vektory a modfe jejich obrazy.

1. zrcadlent podle osy jdouci pocdtkem (),

2. rotace o thel a po sméru hodinovijch rucicek (samoziejmé, Ze také rotace o tuhel o proti
sméru hodinovych rucicek je linedrni zobrazent, je to vlastné rotace o uhel 2w — a po sméru
hodinovgch rucicek),
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3. stredovd soumérnost,

4. prodlouZent (zkrdcent) ve sméru x (zobrazeni priradi vektoru (3 ) vektor (%), kde pro o > 1
jde o prodlouzeni a pro 0 < a < 1 o zkrdceni ve sméru x) nebo ve sméru y.

U véech zobrazeni sami ovérte, Ze jsou linedrni.

Definice 18. Necht P,Q jsou vektorové prostory nad stejngym télesem T. MnoZinu linedrnich
zobrazeni P — Q znacime L(P,Q). Nechf A,B € L(P,Q) a a € T, pak operace

1. soucet zobrazeni A + B pro kazdy vektor & € P definujeme (A + B)T¥ = AT + BZ,
2. nasobeni zobrazeni A ¢islem « zT «A pro kazdy vektor & € P definujeme (e A)T = aAZ.

Véta 15. Necht P,Q jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T. Pak mnoZina L(P,Q) s
operacemi séitani zobrazeni a ndsobeni zobrazent ¢islem z télesa definovanymi vijse tvori vektorovy
prostor nad T.

Dikaz. Je tfeba oveérit:

1. Neprézdnost L(P,Q):
L(P, Q) obsahuje nulové zobrazeni O, které kazdému vektoru z P piitazuje nulovy vektor z
Q. O je linedrni, protoze

(a) pro kazdé 7,7 € P plati O(Z + ¢) = 0g = Og + 0g = OF + OF,
(b) pro kazdé a € T a kazdé & € P plati O(ai) = 0o = al,

Q
I
o}
Q
8

2. Uzavfenost na s¢itani vektoru:
Pro kazdé A, B € L(P, Q) ovéiime, ze A + B je linedrn{ zobrazeni.

(a) Pro kazdé %,y € P plati
(A+B)(#+79) = A(T+Y)+B(Z+Y) = (AZ+AY)+(BZ+BY) = (AT+BZ)+(Ay+By) = (A+B)#+(A+B)y,

kde v prvni a posledni rovnosti byla vyuzita definice sou¢tu zobrazeni A+ B a ve druhé
rovnosti aditivita zobrazeni A a B a ve tfeti rovnosti vlastnosti vektorového prostoru

Q.
(b) Pro kazdé g € T a ¥ € P plati
(A+ B)(BZ) = A(BZ) + B(px) = BAT + BT = f(AZ + BZ) = (A + B)Z,

kde v prvni a posledni rovnosti byla vyuzita definice sou¢tu zobrazeni A+ B a ve druhé
rovnosti homogenita zobrazeni A a B a ve tieti rovnosti vlastnosti vektorového prostoru

Q.

3. Uzavienost na nasobeni vektoru ¢islem:
Pro kazdé o € T a A € L(P, Q) ovéiime, ze oA je linedrni zobrazeni.

(a) Pro kazdé &,y € P plati
(aA)(Z+ §) = aA(Z + 7) = a(AT + AY) = @ AT + oAy = (cA)Z + (aA)Y,

kde v prvni a posledni rovnosti byla vyuzita definice ndsobku zobrazeni aA a ve druhé
rovnosti aditivita zobrazeni A a ve tfeti rovnosti vlastnosti vektorového prostoru Q.

(b) Pro kazdé 8 € T a & € P plati
(A)(BT) = aA(BT) = a(BAT) = (aB)AT = (Ba)AT = B(aAT) = B(aA)T,

kde v prvni a posledni rovnosti byla vyuzita definice nasobku zobrazeni A, ve druhé
rovnosti homogenita zobrazeni A, ve tfeti a paté rovnosti vlastnosti vektorového pro-
storu () a ve ¢tvrté rovnosti vlastnosti télesa T'.
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4. Platnost osmi axiomu vektorového prostoru:

(a) Pro kazdé A, B € L(P,Q) plati A+ B = B + A, protoze pro kazdé ¥ € P médme
(A+ B)T = AT+ BZ¥ = B + A% = (B + A)Z, vyuzili jsme tedy komutativniho zdkona
pro s¢itani vektoru v prostoru Q.

(b) Pro kazdé A, B,C € L(P,Q) plati A+ (B+C) = (A+ B)+C, protoze pro kazdé & € P
méme (A4 (B+ ()T = AT+ (B+ C)% = AT + (BZ 4+ C%¥) = (A% + BZ) + C% =
(A+ B)Z+ CZ = ((A+ B) + C)Z, vyuzili jsme tedy asociativniho zdkona pro s¢itdni
vektori v prostoru Q.

(c) Existuje zobrazeni B € L(P,Q) tak, ze pro kazdé A € L(P,Q) plati A+ B = A, staci
polozit B := O (nulové zobrazeni), o kterém uz vime, Ze je linedrni, a snadno ovéfime,
ze roli nulového vektoru hraje, protoze pro kazdé & € P plati (A + O)% = A7+ OF =
AZ 4 0 = AZ.

(d) Pro kazdé A € L(P,Q) existuje B € L(P,Q) tak, ze A+ B = O, staci polozit B =
(—=1)A, o kterém z uzavienosti na ndsobeni ¢islem vime, Ze je linedrni, a snadno ovérime,
7e hraje roli opacného vektoru k A, protoze pro kazdé & € P plati (A + ((—1)A))Z =
AZ + ((-1)A)Z = AZ + (—1)AZ = AT — AZ = 0g.

(e) Pro kazdé o, 8 € T a pro kazdé A € L(P,Q) plati a(SA) = (af)A, protoze pro kazdy
vektor Z € P mame (a(8A))T = a(BA)T = a(BAZ) = (af)AZ = ((af)A)Z, kde jsme
vyuzili asociativniho zdkona vzhledem k operaci nasobeni ¢islem v Q.

(f) Pro kazdé A € L(P,Q) plati 1A = A, to plyne piimo z definice ndsobku zobrazeni
cislem.

(¢) Prokazdé «, 8 € T aprokazdé A € L(P,Q) plati (a+5)A = a A+ A, protoze pro kazdé
Z € P mime ((a+ 8)A)Z = (a+ B)AT = a AT+ BAT = (@ A)Z+ (BA)T = (aA+ BA)Z,
kde jsme vyuzili distributivity operace nasobeni ¢islem vzhledem ke séitani ¢isel v Q).

(h) Pro kazdé o € T a pro kazdé A, B € L(P,Q) plati a(A + B) = aA + aB, protoze
pro kazdé ¥ € P mdme (a(A + B))Z = a(A + B)¥ = a(AZ + BZ) = 0 AT + aBZ =
(0A)Z+ (aB)Z = (A + aB)Z, kde jsme vyuzili distributivitu operace ndsobenf ¢islem
vzhledem ke s¢itani vektoru v Q.

O
Definice 19. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T'.
o Je-li Ae L(V,V), nazgvime A linearni operdtor a piseme L(V) misto L(V,V).

o Je-li ¢ € L(V,T), nazjvime ¢ linedrni funkciondl a piseme V# misto L(V,T) a V#
nazyvdme dudlni prostor £ V.

Piiklad 25. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T.
e Prikladem linedrniho operdtoru je identicky operdtor I, ktery kazdému & € V prifadi IT = &.

o Necht X = (¥1,%a,...,Ty) je baze V. Pak pro kazdé i € n je i-ty souradnicovy funkciondl

ffﬁ v bdzi X prikladem linedrniho funkciondlu, pricemz aditivita a homogenita :E'Z% plyne z

Véty 10 o vlastnostech soutadnicového funkciondlu.
Definice 20. Nechf P,Q jsou vektorové prostory nad stejngm télesem T. Necht A € L(P,Q).
o Je-li A prosté, fekneme, Ze A je monomorfni.
o Je-li A ,na“ Q, rekneme, Ze A je epimorfni.
o Je-li A prosté a ,na“ Q, Tekneme, zZe A je izomorfni.

o Je-li A izomorfni a P = Q, fekneme, Ze A je regularni operator.
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Pozndamka 44. Definice prostého zobrazeni a zobrazend ,na“ (surjektivniho) zndte z matematické
analyjzy. Presto je pripomeneme. Necht A: P — Q.

o A je prosté, pokud (VZ,y € P)((AZ = AY) = (¥ =7)).
e A je ,na“ @, pokud (Vy € Q)37 € P)(AZ = ¥).

Piiklad 26. Necht X = (Z1,%a,...,Z,) je bdze vektorového prostoru V nad télesem T. UkaZme,

Ze soutadnicovy izomorfismus (.)x v bdzi X je skutecné izomorfismus.

Reseni: Pripomenme, Ze pro kazdy vektor ¥ € V je soutadnicovy izomorfismus definovdn vzta-
o
Q2

hem (Z)x = | . |, pokud & = Y | u@;. Z Disledku Véty 10 o vlastnostech souradnicového
O(.n

funkciondlu plyne linearita souradnicového izomorfismu. Zbjvd tedy dokdzat, Ze ()x : V — T™ je

prosté a ,na“.

e Prostota:
Q1
s
Pro kazdé 2,y € V plati, Ze je-li (¥)x = (§)x a oznacime-li (¥)x = | - |, pak z definice
a‘n

souradnicového izomorfismu mdme T =Y | ;T = .

o na“Tm:
(¢35} (o351
a2 Q2
Necht | . | €T™, pak pro @ =37 | ;s € V plati (T)x =
a.,,, O"n

Véta 16 (Linearita inverznfho zobrazenf). Nechf A € L(P,Q) je izomorfni, pak A~' existuje a
je také izomorfni.

Diikaz. Jelikoz A je prosté zobrazeni s definicnim oborem P a oborem hodnot @, vime z ma-
tematické analyzy, ze A~! existuje, m4 definiéni obor @ a obor hodnot P. Zbyvé ovéiit, ze

A7t e L(Q,P).

o Aditivita A~
Pro kazdé i1, > € Q ovéiime, ze AL(if1 + 7o) = A7Lij1 + A7 . Oznacme 73 = A7) a
Ty = ALy Pak z definice inverzniho zobrazeni vime, ze §i = A, a o = AZs. Z aditivity
A méme 7 + o = ATy + ATy = A(Z1 + Z2). Opét z definice inverzniho zobrazeni dostdvéme
AN+ o) =T1 + B = A7 + A7

e Homogenita A1
Pro kazdé a € T a kazdé i € Q ovéifme, ze A~ (ay) = aA™1y. Oznaéme & = A~1y, pak z
definice inverzniho zobrazeni vime, ze § = AZ. Z homogenity A méme aff = a AT = A(af).
Opét z definice inverzniho zobrazen{ dostavame A~ (ay) = o = aA™17.

O

Véta 17 (Linearita slozeného zobrazeni). Necht P,Q,V jsou wvektorové prostory nad stejnym
telesem T. Necht B € L(P,Q) a A € L(Q,V). Pak AB € L(P,V).

Diikaz. Slozené zobrazeni je pro kazdé & € P definovano (AB)Z = A(BZ). Jde tedy o korektné
definované zobrazeni P do V' (A pusobi na vektor BZ, ktery je z Q). Zbyva ovérit linearitu.

e Aditivita:
Pro kazdé &,y € P plati (AB)(Z + §) = A(B(Z + 9)) = A(BZ + By) = A(BZ) + A(BY) =
(AB)Z + (AB)g, kde v prvni a posledni rovnosti je vyuZzita definice slozeného zobrazeni, v
druhé rovnosti aditivita B a ve tieti rovnosti aditivita A.
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e Homogenita:
Pro kazdé a € T a kazdé ¥ € P plati (AB)(af) = A(B(af)) = A(aB¥) = aA(BZ) =
a(AB)Z, kde v prvni a posledni rovnosti je vyuzita definice slozeného zobrazeni, v druhé
rovnosti homogenita B a ve tfeti rovnosti homogenita A.

O
Piiklad 27. Necht zobrazeni A :R?> = R? ¢ B : R — R? jsou definovdna
o pro kaidé (32) ER3 je A (3) = (eafon),
asg (e %3
o pro kaZdé ay € R je B(ay) = (‘Z"‘ )
Ovérme, Ze A € L(R3 R?).
Reseni:
o Aditivita:
a1 B1 a1+B1
Prokaza (33, () € B8 plair 4 (51751 = (ermsieasan ) — (@vsemrsinamm) _
asz )’ B3 s +B3 as+Gs asz+Ps
a B
(m;—saz) + (Blggﬁ"’) =A (a;) + A (g;) , kde jsme vyuzili vlastnosti séitdni cisel v R a de-
'3 a3 3

finici séitdni vektori v R2.
e Homogenita:
Pro kazdé o € R a kazdé () € R plati A(8a) = (“opfeer) = (elogfed) =
« (aljgw) = aA (§§> , kde jsme vyuzili vlastnosti séitdni a ndsobeni ¢isel v R a definici
ndsobeni vektoru ¢islem v R?.
Sami ovérte, e B € L(R,R3).
Z Veéty 17 o skldddnd linedrnich zobrazeni vime, Ze AB € L(R,R?). Najdéme predpis pro AB.
ResSeni: Pro kaZdé a1 € R

(4B)(a1) = A(B(on) = A (1 ) = ().

a1l

Definice 21. Nechf P,Q jsou wvektorové prostory nad télesem T. Necht A € L(P Q). Necht
M C P a N C Q. Pak (stejné jako v matematické analyze)

e obrazem M pri zobrazeni A nazveme mnozinu A(M) = {AZ | & € M},
e vzorem N pii zobrazeni A nazveme mnoZinu A~'(N) = {Z € P | A# € N}.
Poznamka 45. Misto A~ ({Z}) budeme psit A=(T).

Piiklad 28. Necht A, B definovdny stejné jako v Priklade 27.
0 — — (2 2 3
e Necht M ={1,2,3}, pak B(M) = {( 11) , ( 22) , ( 33)}.

o Necht Ny = {(%2) , (%1)} a Ny = {(%2)}, pak B~1(Ny) = {1} a B~1(Ny) = 0.

o Nechi N = {(9)}, pak A~1(N) = {({‘a) | @ € R}

Poznamka 46. Neplette si vzor mnoziny A~Y(N) (jde o mnozinu) s inverznim zobrazenim A~*

(jde o zobrazeni). I pro zobrazeni, kterd mejsou prostd, md smysl hovotit o vzorech mnoZin, viz

predchozi priklad, kde A=1((V)) existuje a A neni prosté, protoZe napriklad A (@) =A (%)
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Véta 18 (Obraz a vzor podprostoru). Necht P,Q jsou vektorové prostory nad télesem T. Necht
A€ L(P,Q). Necht M CC P a N CC Q. Pak

o A(M)cCcCQ,
e ATI(N)cc P.
Specidlné A(P) CC Q.
Diikaz. e Dokazme nejprve A(M) CC Q. (Vsimnéte si, kde v bodech 2., 3. i 4. vyuzivdme, ze
M je podprostor.)
1. A(M) C @ piimo z definice.
2. A(M) # 0, protoze napiiklad Og = A(0p) a Op € M, proto 0g € A(M).

3. A(M) je uzaviend na sc¢iténi, protoze pro kazdé ¢, 7o € A(M) existuji Z1,Zs € M tak,
7e gl = Afl a 372 = Af27 odtud dostavame :{jl +g2 = A.’El +A(E2 = A(fl +fg) c A(M),
vyuzili jsme aditivity A a uzavienosti M na séitani vektoru.

4. A(M) je uzaviend na ndsobeni vektoru ¢islem, protoze pro kazdé § € A(M) existuje
Z € M tak, ze § = AZ. Odtud dostdvdme pro kazdé o € T, 7e af = a AT = A(af) €
A(M), vyuzili jsme homogenity A a uzavienosti M na ndsobeni vektoru ¢islem.

e Dokazme A~!(N) cc P.
. A7Y(N) C P pifmo z definice.
2. A~Y(N) # 0, protoze napifklad Og = A(0p) a Oy € N, proto 0p € A~1(N).
A~Y(N) je uzaviend na séitdni, protoze pro kazdé #1,7» € A~'(N) plati A% €
z

N, AZy; € N a z aditivity A déle dostaneme A(Z) 4+ #2) = AT + A%y € N, proto
Ty + Ty € AL(N), vyuzili jsme uzavienosti N na séitani vektorti.

4. A71(N) je uzaviend na nésobenf vektoru éfslem, protoze pro kazdé ¥ € A=(NV) plati
AZ € N a pro kazdé a € T pak z homogenity A dostaneme A(aZ) = a AT € N, proto
af € A7Y(N), vyuzili jsme uzavienosti N na nasobeni vektoru ¢islem.

O

5.1 Hodnost, jadro, defekt

Definice 22. Nechf P,Q jsou vektorové prostory nad télesem T. Necht A € L(P,Q).
e Hodnosti A nazveme dim A(P) a znacime h(A).
e Jadrem A nazveme A~ (0g) = {Z € P | Az = 0o} a znacime kerA.
e Defektem A nazveme dim kerA a znacime d(A).

Poznamka 47. Md smysl uvaZovat dimenzi oboru hodnot A(P) a jddra kerA, protoze z Véty 18
o obrazech a vzorech podprostoru plyne, Ze jde o podprostory.

l?f‘fklad 29. Pro zobrazeni A, B z Prikladu 27 uréeme hodnost, jadro a defekt.
Reseni:
a [e] 1
o kerd = {(g) ER?| (41302) = ()} = {(—Oa) |0 €R} = [(—Ol)b\. Proto d(A) = 1.
A(R3) cC R?, proto h(A) < 2. Zdrovern A(é) =(§) a A(%) = (9) € A(R®), proto

h(A) > 2. Suma sumdrum je h(A) = 2 a z Véty 11 o vlastnostech podporstoru plyne, Ze
A(R3) = R2.

o kerB = {(ar) €R| (<o) = ()} = {0}. Proto d(B) =0.
B(R) = [(—11)]» Tedy h(B) = 1.
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Véta 19 (Obraz linedrntho obalu). Nechf P,Q jsou vektorové prostory nad télesem T. Necht
A€ L(P,Q). Necht (Z1,%s,...,Zn) je soubor z P. Pak

A([Z1, Za, ..., Zn)N) = [AT, ATa, . .., AZp] .

Drikaz. Dokazujeme rovnost mnozin, tedy dvé inkluze.

o A([{fl, fg, - 7fn])\) C [Afl,Afg, ey Afnb\i
Necht i € A([Z1,Z2,...,Zn]r), Pak existuje T € [T1,Ta,...,Tn]x takovy, Ze § = AT. Tedy
existuji a1,ae,...,a, € T tak, ze ¥ = ELI ;Z;, odtud diky linearité A dostdvame § =

Ar = A(Z?:l Oéi.fi) = Z?:l a; AZ; € [A.fl, A,fg, . ,Afn])\.

° [Afl, Afg, c ,Afn])\ C A([fl,fg, C ,fn])\):
Necht § € [AZy, AT, ..., AT, ]\, pak existuji aq, o, ..., o, € T takovd, zey = > 1 | 0 AT; =
AT ;@) € A([Zh, B, . .., Bp)a), v posledni rovnosti jsme vyuzili linearitu A.

O

Priklad 30. Véta 19 o obrazu linedrniho obalu umoZriuje vypocéitat snadno hodnost zobrazend.
Necht A jako v Prikladé 27. Najdéte h(A).

= ., . 1 0 0 1 0 0

Resent: Pak AR?) = A((§), (1), (8)10 = 14(8).4(1).A(8)1x = 5. (5. (D =
R?, proto h(A) = 2.

Véta 20 (Prostota a jddro linedrnfho zobrazeni). Nechf P, Q jsou vektorové prostory nad télesem
T. Necht A € L(P,Q). A je prosté, pravé kdyz kerA = {0p}.

Drikaz. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvé implikace.

(=): Dokézeme implikaci sporem. Predpokldddme tedy, ze A je prosté a ker A # {6 p}. Pak existuje
v ker A vektor ¥ # 0p, tedy AZ = 6@ = AQp, to je ale spor s prostotou A.

(«<): Postupujeme opét sporem. Predpokldaddme, ze kerA = {6p} a zaroven A neni prosté, tj.
existuji Z,y € P takové, ze AZ = Ay a pfitom ¥ # ¢. Odtud mame diky linearité A rovnost
A(Z — 7) = 0g, coz ale znamend, 7e ¥ — 7 € kerA, a to je spor s kerA = {0p}. O

Piiklad 31. UkdzZeme, Ze obdobné turzeni pro zobrazeni, které neni linedrni, neplati. Necht o :
R? — R je funkciondl definovany ndsledovné. Pro kazdé (5}) € R? definujeme ¢ (51) = o2 + a3.
Pak ¢ nend prostj - napriklad ¢ (§) = ¢ (9) a zdroveri {(a}) € R? | ¢ (a1) =0} = {(J)}. Podle
véty o prostoté a jddru linedrniho zobrazeni je jasné, Ze p nent linedrni. Jinymi slovy: predpoklad
linearity zobrazeni A v predchozi vété je nezbytny!

Véta 21 (Nerovnosti pro hodnost). Necht P,Q jsou vektorové prostory nad télesem T a necht
Ae L(P,Q). Pak h(A) < dim Q a h(A) < dim P.

Diikaz. e Jelikoz A(P) CC Q, je jasné, ze h(A) = dim A(P) < dim Q.

e Pro P = {0}, je h(A) = dim A(P) = 0, a tedy h(A) < dim P. Pro P # {0} oznacme
(Z1,...,@,) bézi P, tedy dim P = n € N. Pak

A(P) = A([Z1, %2, . .., Tnla) = [AT1, AT, . .., ATy 2,

odkud plyne, ze h(A) = dim A(P) < n = dim P.
O

Véta 22 (Hodnost slozeného zobrazeni). Nechf P,Q,V jsou vektorové prostory nad télesem T a
necht B € L(P,Q) a A € L(Q,V). Pak

e W(AB) < h(A), a je-li B izomorfni, pak plati h(AB) = h(A),
e W(AB) < h(B), a je-li A izomorfni, pak plati h(AB) = h(B).
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Diikaz. e h(AB) = dim A(B(P)), protoze B(P) CC Q, plati, ze A(B(P)) CC A(Q). Proto
h(AB) < dim A(Q) = h(A). Vsimnéme si, Ze je-li B ,na* @, tj. B(P) = @, pak plat{
rovnost. Tedy ve vété stacilo dokonce predpokladat B epimorfni.

o Je-li h(B) = 0, pak h(AB) = 0 a nerovnost plati. Pokud h(B) = n, oznac¢me (Z1,..., %)
bazi B(P), pak

h(AB) = dim A([Z1,...,Z)\) = [AfL, ..., ATa]x < 1 = h(B).

Je-li A prosté, staci dokdzat, ze (AZy,..., AZ,) je LN, a tudiz h(AB) = h(B). Tedy ve vété
stacilo dokonce predpokladat A monomorfni.

Dokazme tedy linedrn{ nezavislost (A1, ..., AZ,). Uvazujme libovolnou LK >""" | o; AZ; =
0g, pak diky linearité A plati A(3", @;%;) = Og. Jelikoz je A prosté, plati kerA = {0p},
proto > i, a;T; = Op. Z LN souboru (i1, &3, . . ., Z,) pak plyne, ze a; = 0 pro kazdé i € 7.

Tedy soubor (A%, AZs, ..., AZ,) je LN.
O

Poznamka 48. Viimnéme si, Ze v druhé édsti dukazu predchozi véty jsme se dozvédéli, Ze plati
ndsledugict implikace:
Je-li A € L(P,Q) a A prosté, pak

(Z1,Z2,...,2p) je LN soubor v P = (A%, A, ..., AZ,) je LN soubor v Q.

Sami si rozmyslete, Ze opacny smér plati pro libovolné linedrni zobrazeni:
Je-li A€ L(P,Q), pak

(Z1,%2,...,%n) je LN soubor v P < (A%, AZs, ..., AZ,) je LN soubor v Q.

Véta 23 (Zadani linearniho zobrazeni pomoci obrazii bazickych vektori). Nechf P,Q jsou vek-
torové prostory nad télesem T. Necht X = (Z1,%2,...,Tn) je bdze P a (41,52, - -, n) je libovolny
soubor z Q. Pak existuje prdvé jedno A € L(P,Q) splnujici pro kazdé i € n AZ; = ;.
Slovy: ,, Linedrni zobrazent je jednoznacéné uréeno, jsou-li dany obrazy bazickijch vektoru.
Diikaz. e Existence:
oy
Pro kazdé T € P, oznaéme (Z)x = . a definujme

QAn

n
AZ =" aiff.
=1

Pak A : P — @ a evidentné spliiuje AZ; = ¥; pro kazdé i € n. Zbyva ukazat, Zze A je linedrni.

— Aditivita:
oy B1
@2 B2
Pro kazdé #,¢ € P, oznacme (¥)y = : a (fx = .|, pak z aditivity
an B
ar1+p1
. i . , L az+B2
soufadnicového izomorfismu vime, ze (¥ + §)x = . , odkud dostaneme
O‘n‘;‘ﬁn

AF+9) =Y (i + BT = Y aidi + Y Bidi = AT + Af.
=1

=1 i=1
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— Homogenita:
ay
as

Prokazdé o € T akazdé ¥ € P, oznaéme (¥)x = | . |, pak z homogenity soufadnicového
Oé.n
[e%e 5]
[e%e %)
izomorfismu vime, ze (aZ)y = .|, odkud dostaneme

(670 2%)

n

A(aZ) = Z(aai)@- = aiaifi = aAZ.
i=1

i=1

e Jednoznacnost:
Necht B € L(P,Q) spliiuje B#; = g; pro kazdé i € n. Pak pro kazdé & € P, pro které

a1

Qg
(@)x = | - |, plati diky linearité B
Bi=B() ai#;) =) ;B =Y oyij; = AZ.
i=1 i=1 i=1
Proto B = A.

O

Véta 24 (ReSenf rovnice AT = 5) Necht P,Q jsou vektorové prostory nad télesem T. Necht
A€ L(P,Q) abe A(P). Pak mnoZina viech veseni AT = b, tedy A=*(b), md tvar

{T€P|AT=0b}=a+ kerA,
kde @ € P spliiuje Ad = b (@ nazjvdme partikuldrnim FeSenim ).
Poznamka 49. Viimnéme si, Ze z predpokladu be A(P) existence partikuldrniho tesend d plyne.

Drikaz. Dokazujeme rovnost dvou mnozin, tedy dvé inkluze.

o {T€P|AT=0}Ca+kerd:
Nechf A7 = b a @ je partikuldrni feseni, pak A(Z — d) = AT — Ad = b—b = Q, proto
Z—de€kerA, tedy ¥ € @+ kerA.

o it+kerAC {T€P|AT =0}
Necht # € @+kerA, pak existuje z’ € kerA tak, ze ¥ = @+ 2. Pak AT = A(@+72) = Ad+AZ =
b+ 0q = b. Proto & € {# € P | AT =b}.

O

as

Piiklad 32. Necht A : R?® — R? je definované pro kazdé (%é) € R3 jako A (%E) = (aﬁo‘?).
Uz jsme v Prikladu 29 vysetrili, Ze kerA = [( %1 )]A a Ze

AN =1(p) laer = (8) +1(-1)n

Tedy vidime, Ze mnoZinu tesend rovnice AT = (V) ziskdme séitdnim partikuldrniho veseni se vsemi
moznymi vektory z jdadra.
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5.2 2. véta o dimenzi

Véta 25 (2. véta o dimenzi). Nechf P,Q jsou vektorové prostory nad télesem T a nechf A €
L(P,Q). Pak
h(A) + d(A) = dim P.

Diikaz. 1. Je-li h(A) =0, pak kerA = P a tvrzeni véty evidentné plati.

2. Je-li h(A) = k € N, pak existuje (i1, . .., yx) bdze A(P). Z definice A(P) vime, Ze pak existuji
vektory Z,...,Zk, pro které g; = AZ;. Podle Pozndmky 48 plati, ze (#1,...,&) je LN
soubor. Oznaéme P = [Z1,...,Zk]x a ukazme, 7e kerA je doplnék Pdo P, tj. P = PdkerA.
Pak bude jasné, ze dim P = k 4 d(A) = h(A4) + d(A). Tedy ukézeme:

(a) P +kerA = P, tj. pro kazdé 7 € P existuje p € P a ¢ € kerA tak, 7e & = p+ ¢. Jelikoz
AZ € A(P) a (41,...,5k) je bdze A(P), existuji koeficienty aq,...,ax € T takové, ze
AT = Zle ol = Zle o; AZ;, pak polozime p = Zle o;T; a § = T — p a ovéiime,
7e € kerA. A7 = AT — A(XF_, i) = AT — Y8 | 0, AT, = AT — AT = (g, proto
skuteéné ¢ € kerA.

(b) P@kerA = P, tj. staci ovéiit P NkerA = {Gp}. Je-li € P, pak existuji ay,...,qy €
T takovd, ze T = Zle o;T;, a je-li T zdroven z kerA, pak AT = A(Zfﬂ ;) =
Zle AT = 6@ az LN (A%y,..., AZy) plyne, ze a; = 0 pro kazdé i € k, tedy vektor
Z z pruniku je nulovy.

O

Piiklad 33. Nebudeme délat novy priklad, ale nabdddme étendre, aby se vrdtil k Prikladu 29, kde
jsme wvySettili jadro a hodnost zobrazeni A a B, a zkontroloval, Ze rovnost z 2. véty o dimenzi pro
né plati.

Poznamka 50. Necht P,Q jsou vektorové prostory nad télesem T a necht A € L(P,Q) je izo-
morfni, pak z 2. vélty o dimenzi plyne, Ze h(A) = dim P. A samozrejmé, protoze A(P) = Q, plati
také, ze h(A) = dim Q.

Definice 23. Necht P,Q jsou vektorové prostory nad télesem T. Rekneme, e P a Q jsou izo-
morfni, piseme P = Q, pokud existuje izomorfismus A € L(P, Q).

Piiklad 34. Necht V,, je vektorovy prostor dimenze n € N nad télesem T. Pak V,, = T™, protoze
soutadnicovy izomorfismus naptiklad ve standardni bdzi zobrazuje V,, na T™.

Tento pojem se zavadi i pro prostory s nekonecnou dimenzi. U prostoru s koneénou dimenzi,
coz je na§ pripad, je lehké rozhodnout, zda jsou izomorfni.

Véta 26 (Izomorfismus prostori kone¢éné dimenze). Nechf P,Q jsou vektorové prostory nad
télesem T. Pak P = @ prdvé tehdy, kdyz dim P = dim Q.

Drikaz. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvé implikace.
(=): Necht P = @, pak existuje izomorfismus A € L(P, Q). Z Pozndmky 50 plyne, Ze pak dim P =
h(A) = dim Q.
(<)
1. Pokud dim P = dim @ = 0, pak je zifejmé, ze P = Q.

2. Necht dim P = dim Q = n € N, pak existuji (%1, %a,...,%,) baze P a (#1,¥s,.--,Un) baze
Q. Z Véty 23 o zadédni linearniho zobrazeni pomoci obrazu bazickych vektoru vime, ze pak
existuje pravé jedno linedrni A € L(P, Q) spliujici AZ; = y; pro kazdé i € n. Ukazme, Ze
toto zobrazeni je izomorfni, tj. zbyva dokdzat, Ze je prosté a ,na“ Q.

e A je prosté, protoze pro libovolny vektor Z € kerA, kde & = Y. | oy T;, plati AT =
AT ai®) = Y, a;§i = 0q. Z LN souboru (F1, 2, - - - Un) Plyne, ze a; = 0 pro
kazdé i € 7, tedy kerA = {0p}.
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e Aje ,na“ @, protoze
A(P) = A([Z1, &2, ..., Tnlx) = [AZ1, AT, ..., AZp)A = [U1, P2, - - -, Un)r = Q.

O

Véta 27 (Jednodussi ovéfeni izomorfnosti zobrazeni). Nechf P,Q jsou vektorové prostory nad
télesem T a dim P = dim Q a necht A € L(P,Q). Pak A je izomorfni, prdavé kdyz A je monomorfni
nebo A je epimorfni.

Diikaz. Implikace (=) je ziejmd. Ovéfujeme tedy pouze (<):

e Je-li A monomorfni, pak d(A) = 0 a z 2. véty o dimenzi plyne, ze h(A) = dim P. Protoze
dim P = dim @, mdme h(A4) = dim A(P) = dim Q a zdroveir A(P) CC Q. Podle Véty 11 o
vlastnostech podprostoru plati A(P) = @, coZ znamend, ze A je ,na“ Q.

e Je-li A epimorfni, pak A(P) = @, tedy h(A) = dim Q. Protoze dim @ = dim P, dostdvdme
z 2. véty o dimenzi, ze d(A) = 0, tedy kerA = {Op} a A je prosté.

O

Pozndmka 51. Specidlné pro linedrni operatory A € L(P) predchozi véta 7ikd, Ze jsou-li prosté,
pak uZ jsou automaticky ,na“ P, a jsou-li ,na“ P, pak jsou automaticky prosté.
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6 Matice a linearni zobrazeni

Jiz zndme T™ ™ vektorovy prostor matic s prvky z télesa T' o m tadcich a n sloupcich. Vime, ze
s¢itani matic a ndsobeni matice ¢islem z T je definovano po prvcich. Nyni zavedeme dalsi operaci
- nasobeni matic.

Definice 24. Necht A je matice typu m x n a B typu n X p s prvky z T. Pak soué¢inem A a B

nazveme matici typu m X p, znacime ji AB, definovanou

[ABli; = > AuBy;  pro kazdé i € 1, j € p.
k=1

310 20 9 4 6.2 0
Piiklad 35. Necht A = aB= {3 4]|.PakAB= aBA= (17 15 16
2 3 4 - 1316 Y 5

Véta 28 (Vlastnosti ndsoben{ matic). Ndsobeni matic

1. je asociativni, tj. necht A je matice typu m x n, B typun xp a C typu p x s s proky z T,
pak (AB)C = A(BC),

2. je distributivond, tj. necht A je matice typu m x n, B a C typu n x p s proky z T, pak
A(B+ C) = AB + AC,

3. neni obecné komutativni, ani kdyz ndsobime ctvercové matice, tj. existuji ctvercové matice A
a B s proky z T takové, Ze AB # BA.

Diikaz. 1. Zkontrolujme nejprve podle definice nasobeni matic rozméry matic. Matice AB je
typu m x p. Proto matice (AB)C je typu m x s. Jelikoz BC je typu n x s, je A(BC) typu
m X s.

Nyni staéi ukédzat, ze pro kazdé i € m a j € § plati [(AB)C|;; = [A(BC)];;. Podle definice
nasobeni matic a praci se sumami dostaneme nasledujici rovnosti:

[(AB)Cli; = Y [AB[Clyy = Y (Z[A]ie[ ) Z (Z [B] ek [Clk; > =

Ms

n p n p
=3 (Sdehalcl ) = 3Tk Y JBlCly = 3 I4ldaCl = @O
k=1 =1 k=1 5:1
Ve tfeti rovnosti jsme roznasobili vnitini sumu, ve ¢tvrté rovnosti jsme zameénili sumy a v
paté rovnosti jsme vytykali z vnitini sumy.

2. Zkontrolujme nejprve podle definice nasobeni matic rozméry matic. Matice B + C je typu
n X p, proto A(B + C) je typu m x p. Matice AB i AC jsou typu m X p, proto jejich soucet
AB + AC je také typu m x p.

Nyni staci ovéfit, ze pro kazdé ¢ € m a j € p plati [A(B+C)];; = [AB+ AC];;. Podle definice
nasobeni a s¢itani matic dostaneme nésledujici rovnosti:

n n

[AB+C)lij = > [Alik[B+ Cle; = > _[Alik([Bl; + [Cli;) =
k=1 k=1

= Al [Bl; + Z ik[Clk; = [AB]i; + [AC];; = [AB + AC];;.
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3. Je-li A typu m xn a B typu n x p, pak AB je typu m x p. Aby BA existovala, musi byt
m = p, rozmér BA je pak n xn. Aby AB a BA mély stejny rozmér, musi byt tedy m = p = n,
neboli A a B musi byt ¢tvercové matice stejného typu.

Ani tehdy ale nemus{ rovnost platit. Napiiklad pro A = (1{) aB = (9}) je AB = (}1)
aBA=(19).
O

Poznamka 52. Pri znalosti ndsobeni matic lze soustavu m linedrnich algebraickijch rovnic pro n
nezndmgych x1,x2, ..., Ty

a11x1 + aipxs + ... + aipx, = b
a1+ axry + ... + ap®, = by
Am1Z1 + Qoo + ... + QmnZn = bm

zapsat maticovym (vektorovym) zdpisem jako AT = g, kde

a1l aiz ... Qin z1 b1
az1 G2z ... azn Z2 . b
A= T = b=
) : )
Aml Am2 .. Qmn T, bon,

Definice 25. Nechi Py, Qm jsou vektorové prostory nad télesem T (indexy znaci dimenzi). Necht
A€ L(Pn,Qm) a necht X = (T1,Ta,...,%,) je bdze P, a Y je baze Q.. Pak matici *AY typu
m X n, jejiz j-ty sloupec je definovin jako [*A¥]e; = (AF;)y, nazjvime matice zobrazeni A v
bazich X a ).

Poznamka 53. Oznacéme (1, 4o, - . -, Ym) bdzi Y, pak lze popsat proky matice pomoci soutadnicovych
funkciondlu v bdzi Y. Pro kazdé i € m a j € n plati

[YA);; = i (AZ)).

—

Poznamka 54. Chceme-li zapsat *AY nardz jako matici, mizeme psdt YAY = ((A%1)y, (AZ2)y,. .., (ATL,)y),
kde ¢drkami oddélujeme jednotlivé sloupce matice.

Véta 29 (Vlastnosti matice zobrazeni v bézich). Necht P,, Q. jsou vektorové prostory nad
telesem T. Necht A,B € L(P,,Qm) a necht X = (Z1,%2,...,2,) je bdaze P, a Y je bdze Q.
Necht o € T'. Pak plati:

1. X(A + B)y =AY 4+¥BY,
2. YaA)Y = a*AY.
Dikaz. 1. Porovname j-té sloupce matic pro kazdé j € n.
[MA+B)Y]e; = (A+ B)T))y, = (AT; + BF))y, = (AZ;))y+(Bi)y = [‘AV];+["BY].; = [AY+BY).;.

Ve druhé rovnosti jsme uzili definici sou¢tu zobrazeni, ve tfeti aditivity souradnicového
izormorfismu v bazi ), v posledni definici s¢itdni matic a v prvni a pfedposledni rovnosti
definici matice zobrazeni.

2. Porovname j-té sloupce matic pro kazdé j € n.
X = - - x x
[Had)V]e; = ((@A)T))y, = ((AT)))y, = a(AF))y = o['A]s; = [a"AY],;.
Ve druhé rovnosti jsme uzili definici ndsobeni zobrazeni ¢islem, ve tfeti homogenity souradnicového
izormorfismu v bazi ), v posledni definici ndsobeni matice ¢islem a v prvni a predposledni
rovnosti definici matice zobrazeni.

O
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Véta 30 (Vypocet obrazu vektoru pomoci matice v bazich). Necht Py, Qm jsou vektorové prostory
nad telesem T. Necht A € L(P,,Q.,) a necht X je bdze P, a Y je bdze Q,,. Nechf ¥ € P,. Pak
plati (AT)y =% AY(¥)x.

Diikaz. (A%)y je vektor z T™ a ¥AY(F)x je soucin matic typu m x n a n x 1, jde tedy o matici z
T™! = T™. Rozméry jsou tedy shodné.

a
a2

Oznacme (%1, &2,...,%,) bdzi X a (¥)x = | . |.Pak
an
(Af)y = (A(alfl+042.i“2+' . '+Oén.fn))y = (OélAfl—l—agAfz—f—' . ~+anAfn)y = (A.’fﬁy-i—&g(A.’fg)y-i—- . —I—Oén(Afn)y
Ve druhé rovnosti jsme vyuzili linearity A a ve tfeti rovnosti linearity souradnicového izomorfismu
v bazi Y. Nyni uz staéi si rozmyslet podle definice ndsobeni matic, ze

aq
a2

a1 (AZ)y + az(Ad)y + -+ + an(AZy)y = (AT))y, (Ada)y, ..., (AZn)y) | - | =YAY(@)x.

O

Poznamka 55. Véta 30 o vypoctu obrazu vektoru pomoci matice v bazich umoznuge preformulovat
tlohu tesit rovnici AZ = b na TeSend soustavy LAR.
Necht P, Qm jsou vektorové prostory nad télesem T. Necht A € L(Py,,Qm) a necht X je bdze

P, a) je bdze Qp,. Ddle necht be A(Py) a necht je zaddna matice zobrazeni *AY. Z Véty 24 o
resent rovnice AT = b vime, Ze TeSeni AT = b md tvar d + kerA, kde d je partikuldrni Tesend.

1. kerA: Z hodnosti h(A), kterou umime z matice “AY wurcit, spocitdime defekt d(A) a poté
najdeme bdzi jddra ndsledugicim zpisobem:
AZ =0 & (AD)y = (0)y,
jelikoz (AT)y =% AY(%)x, staci najit d(A) LN 7eseni homogenni soustavy s matici “A”Y.
Tim ziskame souradnice bazickijch vektoru z jadra v bdzi X .
2. Partikuldrni teseni a: . .
Ad=b <& (Ad)y = (b)y,
jeliko? (A@)y =* AY (@) x, najdeme (@)x tak, Ze uréime jedno reseni soustavy LAR s matici
YAY a pravou stranou (b)y.

1 —1
Piiklad 36. Necht X = (| 1 |, 0 |, =1 |)jebdze R® a A € L(R3) md matici v bdzi
1 1 0
1 1 -1 1
X rovnu YA =1 0 1 1 | . Najdéte vSechna teseni A = | 2
1 -1 -3 3
1. kerA: Z matice A vidime, Ze
1 1 —1 1 1 —1
Al 1 Dx=1| 0|, (A 0 = 1], A1 -1 |)a= 1],
1 1 1 — 0 -3
proto
1 2 -1 -1 -5
1 1 1 2 0 0
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h(A) = dim A(R?) = dim A([

1
1
1
2
dim[[ 0 |, 2),\—2 proto d(A) = 1.

1 0
0
Af:0<:>(Af)X:(O)X= 0 N
0
1 1
jeliko? (AZ) x =% A(%) x, staci najit 1 LN eseni homogenni soustavy s matici *A = [ 0 1
1 -1
2 4
Takovym TeSenim je napr. (¥)x = | —1 |. Odtud mdme kerA=1[| 1 |]x.
1 1

2. Partikuldrnd TeSent a:

1 1
Ai=|( 2 | e AdDx=(| 2 |)x,
3 3
jeliko? (A@)x =% A(@)x, najdeme (@)x tak, Ze uréime jedno Feseni soustavy LAR s matici
1 2 1
YA a pravou stranou (| 2 |)x = | 1 |. Takovym resenim je napr. (@)x = | 1 |, tedy
3 0 0
0
a=11
2
1 0 4
Zaver: AY (1 2 = 1 |+l 1 |
3 2 1
Véta 31 (Matice slozeného zobrazeni). Necht P, Qm, Vs jsou vektorové prostory na télesem T.

Necht A € L(Qm,Vs) a B € L(Py, Q). Necht X je bdze Py, Y je bdze Qm a Z je bdze V. Pak
YAB)? =Y A# *BY.
Diikaz. Zkontrolujme nejprve rozméry matic. {AB)Z je typu s x n. YAZ je typu s x m a “BY je

typu m X n, proto jejich soucin je typu s x n.
Ovérme rovnost j-tych sloupcu pro kazdé j € n.

[MAB)%le; = (AB)T)) 5 = (A(BZ;)) ; =Y A% (BT))y = A% *B”.;.
Predposledni rovnost plyne z Véty 30 o vypoCtu obrazu vektoru pomoci matice v bazich, a
uvédomime-li si, ze (BZ;)y je j-t¥ sloupec matice *BY, plyne posledni rovnost z definice nasoben{

matic (j-ty sloupec souc¢inu dvou matic se totiz ziskéd jako soucin prvn{ matice s j-tym sloupcem
druhé matice). O

Poznamka 56. Véta 31 o matici sloZeného zobrazeni umoZniuje pomoci “vndsent identity” me-
chanické prevody matice zobrazeni v néjakijch bazich na matici zobrazeni v jinych bdzich.

1 -1 0 0 2 -1
Priklad 37. Necht X = (| -1 |, 2 1, 1 1), Y=« 11,1 -1 ], 2 |)
2 -2 -1 -1 4 -3
6 =3 0
jsou bdze R® a B € L(R?) md matici v bdzi X rovnu *B=| 4 -2 0 |. Najdéte
2 -1 0
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1. *BY,
2. IB.

Pouzijeme metodu “vndsent identity”, kde vyuzZivame Vétu 31 o matici sloZeného zobrazent. I
znaci identicky operdtor na R3. Jisté tedy plati B = IB = BI.

1. *BY =X (IB)Y =X 1Y *B*, jelikoz *B zndme, zbjvd urcit 1Y = ((£1)y, (£2)y, (¥3)y) =

1 —1 0 1 -3 1
(| =1 Pl 2 P 1 h)=( 0 10
2 -2 —1 -1 30
1 -3 1 6 -3 0 -4 20
Zaver: *BY = 0 10 4 -2 0 | = 4 -2 0
-1 30 2 -1 0 6 -3 0
2. YB =Y(IB)Y =X1Y YBY =X[Y YBI)*¥ =X[Y *BYX X jelikoz *B a 1Y zndme, 2byjvd urcit
0 2 —1 0 3 -1
T = (()a, (Go)as (33)a) = (| 1 Pas(| =1 Pas(| 2 D)= 0 1 0
~1 4 -3 10 1
1 -3 1 6 -3 0 0 3 -1 -4 20 0 3 -1
Zdvér: VB = 0 10 4 -2 0 01 0 |= 4 -2 0 01 0
-1 30 2 -1 0 10 1 6 -3 0 10 1
0 —-10 4
0 10 —4
0 15 —6

Ulohu lze Fesit i bez vyuziti Vety 31. Zkuste sami vymyslet takovy postup.
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7 Pro zajimavost: Historie vektorového prostoru

Linedrni algebra se na vysokych skolach uci ,proti toku ¢asu“. Celou historii linedrni algebry se
téhly soustavy linedrnich algebraickych rovnic (k jejich kompletnimu Feseni se ale dospélo az roku
1905), determinanty se objevily sto let pfed maticemi (v poloviné 18. stoleti nalezly determinanty
svou oblibu diky Cramerovu pravidlu, zatimco matice byly poprvé poradné zpracované az v dile
Caleyho roku 1858). Vrcholem veskeré abstrakce je pak pojem vektorového prostoru, jehoz ndznak
se objevuje v dile Grassmanna v roce 1844 a poté Peana roku 1888. Pojd'me se na historii vekto-
rového prostoru podivat blize a sezndmit se pravé s Grassmannem a Peanem, ktef{ jsou povazovani
za, otce linearni algebry.

Pojem vektoru pochdzi z fyziky, je to veli¢ina majici smér a velikost (sila, rychlost). Matematika
zavadi vektory v souvislosti s komplexnimi ¢isly - Gauss roku 1831 zacind pracovat s komplexnimi
cisly jako s vektory v komplexni roviné. Jesté predtim Bolzano definuje operace s body, pifimkami,
rovinami. Roku 1832 Bellavitis pfedstavuje ekvipolentni pocet s iseckami. Termin vektor i skalar
najdeme roku 1843 poprvé u Hamiltona v praci o kvaternionech, vektory ve vicedimenzionalnich
prostorech se objevuji u Caleyho, Hamiltona a Grassmanna. Ve v8ech téchto pracich jde o konkrétni
piiklady vektorovych prostoru, kde se s vektory pocitd podobné jako s ¢isly (séitaji se, ndsobi
¢islem), ale neexistuje zddnd obecnd definice vektorového prostoru, kterd by vsechny tyto konkrétn{
piiklady zahrnovala.

Podobné se také pojmy linedrni (ne)zdvislost, dimenze a béze objevuji v ruznych kontextech:
v algebraické teorii ¢isel (Dedekind definuje téleso stejné jako my), v linedrnich diferencidlnich
rovnicich (Démidov), v feSeni homogennich soustav linedrnich algebraickych rovnic (Euler si v&im4,
ze linearni kombinace feSeni je opét feSenim, kompletni popis feSeni poskytuje az Frobenius v roce
1905), v euklidovské geometrii (kartézské souradnice zavadi Descartes v 17. stoleti, Euler zkoum4
prostor R3, Monge pak na pocatku 19. stolet{ prostor R™), v prostoru matic (operace s maticemi
popisuje Caley v roce 1858).

V 19. stoleti se rodi axiomaticky pfistup k matematice - snaha o praci s objekty jako s ¢isly:
kone¢né grupy a télesa definuje Weber v roce 1893, kvaterniony zavadi Hamilton v roce 1843, Caley
a Graves studuji oktoniony, Peirce definuje pojem algebra v roce 1870, Peano zavadi axiomaticky
prirozend ¢isla roku 1889.

Prvni, kdo pfichazi s ideou vektorového prostoru a studiem jeho vlastnosti je Hermann Giinter
Grassmann, ktery za svého zivota dosahl uznani na poli lingvistiky, nikoliv vS§ak matematiky. Jeho
piipad nam ukéze, jak je dulezité naucit se dobie jazyk matematiky a umét jeho prostiednictvim
jasné formulovat myslenky:.

Hermann Giinter Grassmann (1809, Stétin, Prusko — 1877, Stétin, Némecko)
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Hermannuv otec Justus byl profesorem matematiky a fyziky na gymndziu a syn Sel v jeho
slépéjich. Zpocatku to vsak ovSem na kariéru profesora nevypadalo, nebof Hermann byl jen
prumérnym studentem. V poslednim ro¢niku se ale vzchopil a odmaturoval na pozici 2. nejlepsiho
studenta gymnadzia. V roce 1827 nastoupil na univerzitu v Berliné, kde studoval teologii, literaturu,
filozofii a klasické jazyky, ale zddnou matematiku ani fyziku! Stal se profesorem nizsiho stupné
gymnazia. V roce 1840 slozil zkousku, kterd mu umoznila vyucovat matematiku, fyziku, chemii a
mineralogii na vys$sim stupni gymnazia. Uroven gymnazii v 19. stoleti byla velmi vysoka a takové
zkouska vyzadovala nejen vyborné znalosti uciva, ale dokonce vypracovani puvodni védecké prace.
Grassmannova prace nesla ndzev Theorie der Ebbe und Flut (teorie odlivu a pfilivu) a slo o aplikaci
vektorovych metod, které rozvijel uz od roku 1832.

Zaroven se Grassmann vénuje jazykum. V roce 1842 vydava ucebnice mluvené néméiny a latiny.

Roku 1844 piichdzi pro dnesni linedrni algebru zlomové dilo Die lineale Ausdehnungslehre,
ein neuer Zweig der Mathematik (teorie linedrnich extenzi, nové odvétvi matematiky). Objevuje
se tu idea algebry, kde jsou definovény operace se symboly reprezentujicimi geometrické objekty
(body, tsecky, rovnobézniky, rovnobéznostény). V Ausdehnungslehre Grassmann piedbéhl dobu,
jak uvidime, jeho myslenky nasly pochopeni az ve 20. stoleti. OvSem jeho dilo nebylo pfijato
matematiky jesté z dalsich dvou duvodu. Grassmann matematiku nikdy nestudoval, a tak celé
dilo bylo sepséno filozoficky, obzvl4st tivod byl pro matematiky nec¢itelny. A jako matematik-
amatér byl pfehlizen matematiky-profesionédly. Grassmann se oviem nevzdal a studiu vektorovych
prostoru se ddle vénoval. Zejména se snazil ukdzat mozné aplikace, napf. v roce 1845 v dile Theorie
der Elektrodynamak.

Roku 1846 ziskava za dilo Die geometrische Analyse geknipft und die von Leibniz Charakteristik
(ucelend geometrickd analyza a von Leibnizova charakteristika) cenu od Cisaiské Jablonowské
spole¢nosti. Grassmann doufd, Ze cena mu pomuze ziskat post na univerzité, touzi se totiz vénovat
naplno védé. Jeho zadost je ovSem zamitnuta na zédkladé Kummerovych slov: “doporuceni hodny
materidl, ale vyjddreny v tézko srozumitelné formeé”. Grassmann tedy opét narazil na problém
filozofického nejasného vyjadfovani myslenek.

Uvedme i par detailti z jeho osobniho Zivota. Roku 1849 si bere Therese Knappe, s niz ma
11 déti, ovSem jen 7 z nich dosdhlo dospélého véku. Jeden ze synu se stal matematikem, nézev
jeho dizertace znél Anwendung der Ausdehnungslehre auf die allgemeine Theorie der Raumkur-
ven und Krummen Fldchen (pouziti Ausdehnungslehre ve veobecné teorii prostorovych kiivek a
zakiivenych ploch), tedy jablko skutetné nepadlo daleko od stromu.

Nedostatek uznani v matematice primél Grassmanna, aby se obratil ke své druhé zalibé -
lingvistice. Studium sanskrtu a gétstiny mu pfineslo tspéch, porovnanim fonetiky zpochybnil
pozici sanskrtu jakozto nejstarsitho indoevropského jazyka.

Ausdehnungslehre byla ale jeho nejcennéj$im dilem a rozhodl se, Ze ji jeSté jednou piepiSe,
aby matematicky svét kone¢né docenil jeji vyznam. V roce 1862 publikuje Die Ausdehnungslehre:
Vollstindig und in strenger Form bearbeitet, ale dilo m4 jesté mensi uspéch nez Ausdehnungslehre
z roku 1844. D4 se tedy fici, ze béhem zivota se Grassmann dockal vétstho uznéni v oblasti
lingvistiky nez v matematice.

Podivejme se nyni blize na Ausdehnungslehre. Nézev teorie extenzi pochézi z faktu, ze Grassmann
definuje i souc¢in a napiiklad souc¢inem bodu je tsecka, souc¢inem useCek rovnobéznik, souCinem
rovnobézniku rovnobéznostén, tedy vzdy objekt v prostoru vyssi dimenze. Nés ale zajima souvis-
lost Ausdehnungslehre s linedrni{ algebrou. Grassmann za¢ind se souborem “jednotek” ey, eq, €3, . ..
(coz jsou v dnesnim smyslu linedrné nezavislé vektory) a uvazuje jejich formalni linedrni kombi-
nace aje; + ases + ages + ..., kde a; € R. Takové kombinace tvoii mnozinu, kterou Grassmann
déle zkoumad. Definuje nulovost a rovnost linedrnich kombinaci, jejich soucet a nasobeni skalarem.
Zavadi axiomy linedrniho prostoru pro tyto operace. Predstavuje pojmy linedrni nezavislost,
linearni obal, dimenze, baze, linedrni podprostor a jeho doplnék. Dokazuje nezavislost dimenze na
volbé baze, Steinitzovu vétu o vymeéné (Steinitz ji pak znovu dokdze roku 1913, jelikoz Grassman-
novy vysledky nejsou znamé), 1. vétu o dimenzi. Dokazuje, ze kazdy linedrné nezévisly soubor
Ize doplnit na bazi a z kazdého souboru generatoru lze vybrat bazi. Odvozuje vzorec pro zménu
soufadnic pii prechodu k jiné béazi. Vidime tedy, ze velka Cast teorie linearni algebry, kterou jsme
v prvnim semestru probrali, pochazi pravé od Grassmanna.
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Tvurcem prvni axiomatické definice vektorového prostoru je Giuseppe Peano. Narozdil od
Grassmanna byl Peano mezi matematiky obdivovan pro svou schopnost precizné formulovat myslenky.
Také dokézal hbité nachazet protipiiklady k chybnym tvrzenim a nalézat chyby ve standardnich
vysledcich. Jak uvidime, byl opakem Grassmanna i v tom, ze sklidil ispéch na poli matematiky,
nikoliv v8ak ve svych lingvistickych a encyklopedickych projektech.

Giuseppe Peano (1858, Cuneo, Itdlie — 1932, Turin, Itélie)

Roku 1880 promoval na univerzité v Turiné a ziskal post asistenta. V roce 1884 podle prednések
svého skolitele Genocchiho sepsal Calcolo Differenziale e Principii di Calcolo Integrale, podepsal
se jen jako spoluautor, ale Genocchi pise v predmluvé: “..to vée je zdsluhou tohoto vijimecného
mladého muze Dr. Giuseppa Peana.” Dilo ptispélo k jeho jmenovani profesorem téhoz roku, ziskal
tedy tento titul velmi mlady. Nesmrtelnost Peanovi pfinesly zejména tii vysledky:

1. 1889 - Peanovy axiomy pfirozenych ¢isel v dile Arithmetices principia, nova methodo expo-
sita,

2. 1890 - Peanova kiivka, coz je spojitd surjektivni kiivka z [0, 1], kterd vypln{ jednotkovy
Ctverec,

3. polozeni zakladu matematické logiky a teorie mnozin.

Roku 1887 publikuje Applicazioni Geometriche del Calcolo Infinitesimale, kde prokazuje dobrou
znalost a schopnost davat do zajimavych souvislosti vysledky Mobia, Hamiltona, Bellavitise a
GRASSMANNA. V roce 1888 piichazi Peanovo stézejni dilo pro linedrni algebru Calcolo geomet-
rico secundo I’Ausdehnungslehre di H. Grassmann, precedutto dalle operazioni della logica dedut-
tiva, které konc¢i prvni axiomatickou definici vektorového prostoru. Modernim jazykem zde
piehledné a srozumitelné zpracovava hlavni Grassmannovy myslenky. Uvadi piiklady vektorovych
prostorii: R, C,R?, R3, prostor linedrnich zobrazeni, prostor polynomi.

Vyznamnym pocinem je zalozeni ¢asopisu vénovaného logice a teorii mnozin Rivista di mate-
matica v roce 1891. Kvalitu ¢asopisu zarucoval fakt, ze Peano jako recenzent snadno nachézel ve
vysledcich chyby a k nim protipiiklady a garantoval tak publikaci pouze korektnich vysledki.

Koncem 19. stoleti nastava zlom v Peanové kariéfe: vénuje ¢as ambiciéznim projektim s malym
ohlasem. V letech 1892 az 1908 pracuje na projektu Formulario mathematico, ktery mé za cil
shrnout veskeré matematické vysledky do jediné knihy, navic pomoci nové logické symboliky. Peano
pouziva projekt i k vyuce, jeden ze studentu vzpomind: “Nuti nds trdvit spoustu casu ucenim se
symboliky, kterou uz nikdy jindy v Zivoté nevyuzijeme.” Naopak ochotu naucit se Peanovo znaceni
projevil roku 1900 Bertrand Russel: “Znal jsem jeho prdce, ale jeho znacend jsem neovlddal. Fakt,
Ze se na Kongresu vyjadroval presnéji neZ vsichni ostatni a Ze vZdy nachdzel ty nejlepsi argumenty,
meé primél k rozhodnuti, Ze si jeho znaceni osvojim.” V roce 1903 odstartoval dalsi ambiciézni
projekt Latino sine flexione, coz mél byt univerzalni mezinarodni jazyk bez gramatiky, kombinujici
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slova z latiny, angli¢tiny, némciny a francouzstiny. A zavrSenim vSeho bylo sepséani findlni verze
Formulario mathematico v tomto univerzalnim jazyce Latino sine flexione!

Pro zajimavost uvedme Peanovu axiomatickou definici vektorového prostoru (nazyva jej linedrni
systém), abychom vidéli, jak moc se podoba definici dnesni.

Definice 26. Necht V je mnozina, na které jsou definovdny:
1. Rovnostd@=1"b jako symetrickd a tranzitivni relace.

2. Scitan | jako zobrazeni: V- x 'V — V' spliiujici . .
)i=b=d+c=b+¢ 2)a+b=b+a, 3)a+(b+e)=(a+b)+c

3. Prod €V am €N znamend ma soucet m prvki_rovngch a. Snadno nahlédneme, Ze plati
4) @ = b = md = mb, 5) m(@+ b) = md + mb, 6) (m + n)d = md + nd, 7) m(nd) =
(mn)d, 8) 1d = a.

4. Ndsobeni redlnym cislem jako zobrazeni R x V. — V| které zobecniuje vlastnosti pro ndsobeni
prirozenym céislem.

5. Ezistuje proek 0, ktery spliuje pro kazdé @ € V 0@ = 0. Pokud a—b chdpeme jako d+ (—1)5,
pak je snadné nahlédnout, Ze
9)d@-a=0, 10) @+ 0=a.

Pak V' nazveme linedrni systém.

Axiomy tykajici se rovnosti v dnesni definici neuvadime, automaticky predpokladame, Zze
mnozina, kterou uvazujeme, je relaci rovnosti vybavena. Bod 3. tykajici se ndsobeni pfirozenym
¢islem je nadbytecény. Peano jej uvadi, aby ¢tenar 1épe porozumél, odkud se berou axiomy vyzadované
po nasobeni realnym ¢islem.

Na prijeti konceptu vektorového prostoru si ale matematika jesté pockala az do 20. stoleti.
V roce 1920 Banach ve své dizertacni praci zavadi iplné normované vektorové prostory, kterym
se dnes tikd Banachovy, a pii té prilezitosti definuje vektorovy prostor presné tak jako my dnes.
Prvni uc¢ebnice, v niz se objevuje pojem vektorovy prostor, je Modern Algebra z roku 1930 od van
der Waerdena.
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8 Dodatek: Polynomy

Definice 27. Komplexni funkci komplezni promeénné p : C — C nazveme polynomem, pokud
existuje n € Ng = NU{0} a existuji éisla ag, aq, . .., ap € C (nazgvdme je koeficienty polynomu)
takovd, Ze

p(t) =g+ art+ -+ a,t”  pro kazdé t € C.

Nazvoslovi:

e stupen polynomu st p = max{i € {0,1,...,n} | a; # 0} (vyjadiuje, jakou maximdln{
mocninu ¢ polynom obsahuje)

e nulovy polynom O(t) = 0 pro kazdé ¢t € C, stupen neni definovdn (nemd stupen jako
jediny z polynomu)
POZOR! polynom nultého stupné je nenulova konstanta

e dle stupné n rozlisujeme:

linedrn{ polynom (n = 1), napi. p(t) =t + 3,

o _ . _ 21
kvadraticky polynom (n = 2), napi. p(t) = —t* + 5t + V3,
— kubicky polynom (n = 3), napi. p(t) = —it?,

— bikvadraticky polynom (n = 4), napt. p(t) = —t* — 103,
e koien (nulovy bod) polynomu p je kazdé ¢islo ty € C spliujici p(tg) =0
e redlnym polynomem nazveme polynom s redlnymi koeficienty

Véta 32 (Zakladni véta algebry). KaZdy polynom stupné alespori pruniho md v C alespori jeden
koren.

Ponechdme bez dukazu.

Véta 33 (Bézoutova véta). Necht p je polynom n-tého stupné pro n € N, necht to € C. Potom
existuje polynom q stupné n — 1 takovy, Ze plati

p(t) = p(to) + (t —to)g(t) pro kazdét € C.
Dikaz. Oznacme p(t) = Y7 at!,  a, # 0. Pak
p(t) —p(to) = Z;'L:O O‘jtj - Z;L:o a;ty = Z? ] (t — to) . -
J ,

= Z; Lot =) X o = Z] Loy(t— tO)ZJ tltj ‘

= (t_tO)En 1% Z] tzt] b= (t —to)q(t).
Snadno nahlédneme, ze ¢(t) = Zn 10 ZJ ! tltj 1= je polynom a mé stupeii n — 1, protoze pro
j=mnai=mn—1 dostaneme maximaln{ mocninu ¢" !, kterou ¢(t) obsahuje.

V ditkazu jsme vyuzili vzorec a/ — b = (a — )ZJ,O a't?~17% ktery plati pro kazdé a,b € C a
j € N. (Dokazte jej sami matematickou indukef.) O

Dusledek 4. Kazdyj polynom n-tého stupné, kde n € Ny, md nejvyse n koreni.
Diikaz. Matematickou indukei podle stupné polynomu n.
e Pron =0 je tvrzeni jasné.

e Piedpokladejme pro néjaké n > 0, Ze kazdy polynom stupné n m4 nejvyse n kofentd. Necht
p je polynom stupné n + 1 a nechf ¢y je jeho koien (podle Zakladni véty algebry vime, Ze
takové tg € C existuje). Podle Bézoutovy véty existuje polynom ¢ stupné n takovy, ze

p(t) = (t —to)q(t).

Jelikoz mé ¢ podle indukéniho predpokladu nejvyse n kofenu, mé p nejvyse n + 1 kofenu.
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Dusledek 5. Jediné nulovy polynom md nekoneéné mnoho korent.

Poznamka 57. Pokud tedy u néjakého polynomu tvaru p(t) = Z?:o ot zjistime, Ze md vice neZ
n koreni, pak uz jde nutné o nulovy polynom, tedy a; =0 pro kazdé j € {0,1,...,n}.

Disledek 6. Koeficienty polynomu a tedy i jeho stupen jsou urcéeny jednoznacné.
Diikaz. Tvrzeni dokdzeme sporem. Predpoklddejme, Ze existuje polynom p, pro ktery plati
n n
p(t) = Z a;t! = Z B;t?  pro kazdé t € C (nepredpokldddme, ze a,, # 0 ani £, # 0)
§=0 §=0

aexistuje index jo € {0,1,...,n} takovy, ze o, # fj,. Pakale 37 (a;—fB;)t/ =0 pro kazdé t € C,

a tedy jde o nulovy polynom, coz je ale spor s tim, Ze koeficient o, — B, # 0. O

Pozndmka 58. Az nyni jsme se dozvédéli, Ze definice stupné polynomu je korektnd, tedy Ze kazdy
polynom md stupern jednoznacéné urcéeny.

Véta 34 (Rozklad polynomii na kotenové ¢initele). Necht p(t) = Z?:o a;t! je polynom stupné

n € N. Nechf ty,ta, ...t jsou jeho navzdjem rizné koveny. Pak existuji jednoznacéné uréend cisla
ni,Na, ...,k € N takovd, Ze Zle n; =n a pro kazdé t € C plati
p(t) = an(t —t1)" (t —ta)"2 -+ - (8 — tg)"*.

Rikdme, Ze n; je nasobnost korene t; at —t; je kofenovy &initel prislusejici t;.
Druikaz. Matematickou indukci podle stupné polynomu n.

e Pro n = 1 je pro p(t) = ap + a;t jednoznaénym rozkladem na kofenové ¢initele p(t) =
aq (t + %2).

e Piedpokladejme pro néjaké n > 1, ze kazdy polynom stupné n mé jednoznacny rozklad na
kotenové ¢initele. Necht p je polynom stupné n + 1 a necht ¢y je jeho koien (podle Zakladn{
véty algebry vime, ze takové ¢, € C existuje). Podle Bézoutovy véty existuje polynom ¢
stupné n takovy, ze

p(t) = (t —to)q(t).

Podle indukéniho predpokladu ma g(t) = Z?:o B;t! jednoznaény rozklad na kofenové ¢initele,

tj. existuji jednoznacné urcéena ¢isla ny, na, ..., n, € N takova, ze 2?21 n; = n a pro kazdé
t € C plati
Q) = Balt — )™ (£ — t2)"™ -+ (¢ — )"
Odtud méme jednoznaény rozklad p na kotrenové ¢initele
p(t) = Bn(t —to)(t —t1)" (t —12)"* - - (t —tx)"™,

ktery lze jesté upravit, pokud to = t; pro néjaké j € 12;, jako
p(t) = Bn(t —t2)™ (t —t2)™ -+ - (t =) (t—te)™,
nebo pro ty # t; pro kazdé j € k, jako
P(0) = Bult = 0" ()™ oo (£ = )" (8 )™,

kde tx41 = to a ng41 = 1. Snadno zkontrolujeme, Ze soucet nasobnosti je n + 1 a ze G,
odpovida koeficientu p(t) u nejvyssi mocniny "1

O
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Pozndmka 59. Ndsobnost kotene polynomu lze ekvivalentné definovat ndsledugicim zpusobem: tg
je k-ndsobny koren polynomu p, pokud existuje polynom q takovy, Ze p(t) = (t —to)*q(t) pro kazdé
t € C aq(ty) #0.

Véta 35 (O kofenech redlnych polynomt). Nechf p je redlny polynom a necht tq je jeho k-ndsobnij
koten. Pak tog (¢islo komplexné sdruZené k to) je také jeho k-ndsobny koren.

Diikaz. Ukazme nejprve, ze fo je také kofen. Necht p(t) = 3°7_ a;t!, kde aj € R a oy, # 0.
n . n ) .
pto) = oty =3 ajth =plto) = 0.
=0 =0

Nyni dokézeme, 7e fy je k-ndsobny kofen. Z Bézoutovy véty vime, ze p(t) = (t — to)*q(t) a
q(to) # 0. Pro kazdé t € C plati diky redlnosti p a diky vlastnostem komplexnich ¢isel

p(t) = p(t) = (t — to)*q(t) = (t — T0)*q(t).
Jeliko g (E) — q(to) # 0, je dokézéno, e T je k-ndsobny kofen p. 0

Daisledek 7. Md-li redlny polynom lichy stupen, pak md redlng koten.

Pozndmka 60. Rozklad redlného polynomu na kotenové cinitele v redlném oboru: Je-li tg € C\R
k-ndsobnyj koren rediného polynomu p, pak to je také k-ndsobngm kovemem p a v rozkladu na
kotenové cinitele muzeme sloucit

(t —t0)*(t —F0)" = (t —to)(t — T0)* = (£ = (to + o)t + toto)",
kde, jak vime, to + tg 1 totg jsou redind cisla.

Piiklad 38. Redlny polynom p(t) = t* — 1 md rozklad
v komplexnim oboru roven
th—1=(t—1)t+1)(t—0)(t+17)

a v redlném oboru roven
th—1=(t—-1)t+1)({*+1).
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