
Kapitola 1

Vektorové prostory

1.1 Vektorový prostor

Z teorie je třeba znát: definici tělesa a vektorového prostoru, vlastnosti vektorového prostoru
plynoućı bezprostředně z definice, pojmy vektor, matice, polynom (a základńı znalost teorie
polynomů).

1.1.1

Necht’ V je množina všech uspořádaných dvojic reálných č́ısel, tj.

V =

{(
x1
x2

)∣∣∣∣x1, x2 ∈ R
}
,

těleso T= R. Pro každé ~x, ~y ∈ V , α ∈ T , ~x =

(
x1
x2

)
, ~y =

(
y1
y2

)
definujeme

~x+ ~y =

(
x1 + y1
x2 + y2

)
a α~x =

(
αx1
αx2

)
.

Ukažte, že V s takto definovanými operacemi je vektorovým prostorem nad R a znač́ıme ho R2.

1.1.2

Necht’ n je přirozené č́ıslo, T je těleso, V množina všech uspořádaných n-tic č́ısel z tělesa, tj.

V =



x1
x2
...

xn


∣∣∣∣∣∣∣∣∣xi ∈ T pro každé i ∈ n̂

 ,

a operace jsou definovány po složkách,

tj. pro každé ~x, ~y ∈ V , α ∈ T , ~x =


x1
x2
...

xn

, ~y =


y1
y2
...

yn

 definujeme
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~x+ ~y =


x1 + y1
x2 + y2

...
xn + yn

 a α~x =


αx1
αx2

...
αxn

 ,

pak V je vektorovým prostorem nad tělesem T a znač́ıme ho T n. Nejčastěji budeme pracovat
s Cn a Rn.

1.1.3

Necht’ T je těleso. Uvědomte si, že pak T 1 = T tvoř́ı vektorový prostor nad T . Speciálně C
je komplexńım vektorovým prostorem, R je reálným vektorovým prostorem, Q je vektorovým
prostorem nad Q.

1.1.4

Necht’ n je přirozené č́ıslo, T je těleso. Rozmyslete si, že je-li T ′ ⊂ T a T ′ je těleso, pak T n tvoř́ı
vektorový prostor nad T ′, při operaćıch definovaných po složkách. Speciálně Cn je vektorovým
prostorem na R i nad Q, Rn je vektorovým prostorem nad Q. Pozor! Opačně to neplat́ı: Rn

neńı vektorovým prostorem nad C, Qn neńı vektorový prostor nad C ani nad R. Rozmyslete!

1.1.5

Necht’ V je množina všech uspořádaných dvojic reálných č́ısel, tj. V =

{(
x1
x2

)∣∣∣∣x1, x2 ∈ R
}

.

Pro každé ~x, ~y ∈ V , α ∈ R, ~x =

(
x1
x2

)
, ~y =

(
y1
y2

)
definujeme

a) ~x+ ~y =

(
x1 + y1
x2 + y2

)
, α~x =

(
αx1

0

)
.

b) ~x+ ~y =

(
x1 + y1

0

)
, α~x =

(
αx1
αx2

)
.

Je množina V s těmito operacemi vektorovým prostorem nad tělesem R?

1.1.6

Necht’ V je podmnožina vektorového prostoru C3 složená z těch vektor̊u ~x =

x1x2
x3

 ∈ C3, pro

něž plat́ı:

a) x1 ∈ R,

b) x1 = 0,

c) x1 = 0 ∨ x2 = 0,

d) x1 + x2 = 0,

e) x1 + x2 = 1,
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f) x1 = x2 ∧ x1 6= x3,

g) všechny složky jsou reálné,

h) x1 = x2,

i) x1 6= x2,

j) x1 + 2x3 = 0,

k) x1 + 2x3 = 1.

Která z těchto množin je při operaćıch definovaných po složkách vektorovým prostorem nad C?

1.1.7

Necht’ V je podmnožina vektorového prostoru polynomů P složená z těch vektor̊u x ∈ P , pro
něž plat́ı:

a) stupeň x je roven nejvýše třem,

b) 2 · x(0) = x(1),

c) x(t) ≥ 0 pro t ∈ (0, 1),

d) x(t) = x(1− t) pro každé t ∈ C,

e) stupeň x je roven nule,

f) stupeň x je větš́ı než tři nebo neńı definován.

Která z těchto množin V je s operacemi zavedenými jako v prostoru P vektorovým prostorem
nad C?

1.1.8

Necht’ n, m jsou přirozená č́ısla, T je těleso, V množina všech matic rozměru n ×m s prvky
z T, tj.

V =

X =


x11 x12 · · · x1m
x21 x22 · · · x2m
...

xn1 xn2 · · · xnm


∣∣∣∣∣∣∣∣∣xij ∈ T pro každé i ∈ n̂, j ∈ m̂

 ,

a operace jsou definovány po prvćıch,

tj. pro každé X,Y ∈ V , α ∈ T , X =


x11 x12 · · · x1m
x21 x22 · · · x2m
...

xn1 xn2 · · · xnm

, Y =


y11 y12 · · · y1m
y21 y22 · · · y2m
...

yn1 yn2 · · · ynm


definujeme

X + Y =


x11 + y11 x12 + y12 · · · x1m + y1m
x21 + y21 x22 + y22 · · · x2m + y2m

...
xn1 + yn1 xn2 + yn2 · · · xnm + ynm

 a αX =


αx11 αx12 · · · αx1m
αx21 αx22 · · · αx2m

...
αxn1 αxn2 · · · αxnm

 ,

3



pak V je vektorovým prostorem nad tělesem T a znač́ıme ho T n,m.

1.1.9

Necht’ V je podmnožina vektorového prostoru R2,2 složená z těch vektor̊u

(
x11 x12
x21 x22

)
∈ R2,2,

pro něž plat́ı:

a) x12 = 1,

b) 2x11 − 3x21 + 5x22 = 0,

c) x11 6= x22 ∧ x12 6= x21,

d) x21 je racionálńı,

e) x22 je iracionálńı,

f) x11 + 2x21 = 0 ∨ x12 + x22 = 2,

g) x21 = x12 ∧ x11, x22 ∈ R, tj. symetrickými maticemi,

h) x21 = x12 = 0 ∧ x11, x22 ∈ R, tj. diagonálńımi maticemi.

Která z těchto množin V je s operacemi zavedenými jako v prostoru R2,2 vektorovým prostorem
nad R?

1.1.10

Necht’ V = C\{0}. Pro každé ~x, ~y ∈ V (tj. ~x = x ∈ C \ {0}, ~y = y ∈ C \ {0}), α ∈ C definujme

~x⊕ ~y = x · y,
α� ~x = α · x.

Je množina V s operacemi ⊕ a � vektorovým prostorem nad C?

1.1.11

Necht’ V je množina všech polynomů. Pro každé x, y ∈ V , α ∈ C definujeme

x+ y =

{
nulovému polynomu, jsou-li x, y oba nenulové nebo oba nulové polynomy,
nenulovému z nich v opačném př́ıpadě,

(αx)(t) = α · x(t) pro každé t ∈ C.
Je množina V s takto zavedenými operacemi vektorovým prostorem nad C?

1.1.12

Necht’ V = (0,+∞). Pro každé ~x, ~y ∈ V (tj. ~x = x ∈ (0,+∞), ~y = y ∈ (0,+∞)), α ∈ R
definujme

~x⊕ ~y = x · y,
α� ~x = xα.
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Je množina V s operacemi ⊕ a � vektorovým prostorem nad R?

1.1.13

Necht’ V = {5}. Je možno definovat ve V operace sč́ıtáńı a násobeńı reálným č́ıslem tak, aby
V byl vektorovým prostorem nad R?

1.1.14

Necht’ V je množina všech posloupnost́ı komplexńıch č́ısel. Pro každé ~x, ~y ∈ V , α ∈ C definujeme
(~x = {xj}∞j=1, ~y = {yj}∞j=1)

~x⊕ ~y = {xj + yj}∞j=1 ,

α� ~x = {αxj}∞j=1 .

Je množina V s takto zavedenými operacemi vektorovým prostorem na C? Zjistěte, zda množina
všech posloupnost́ı reálných č́ısel je s obdobně zavedenými operacemi vektorovým prostorem
nad R.

1.1.15

Necht’ V je množina všech posloupnost́ı reálných č́ısel. Zjistěte, která z následuj́ıćıch podmnožin
množiny V je s operacemi zavedenými v předchoźım př́ıkladě vektorovým prostorem nad R:

a) množina všech omezených posloupnost́ı,

b) množina všech posloupnost́ı neomezených shora,

c) množina všech neomezených posloupnost́ı,

d) množina všech konvergentńıch posloupnost́ı,

e) množina všech posloupnost́ı, které nemaj́ı limitu,

f) množina všech monotonńıch posloupnost́ı,

g) množina všech klesaj́ıćıch posloupnost́ı.

Pro zaj́ımavost

1.1.16

Necht’ V je množina všech reálných funkćı definovaných na intervalu 〈a, b〉, které nabývaj́ı
hodnot v absolutńı hodnotě nejvýše rovných jedné. Pro každé f, g ∈ V , α ∈ R definujeme

a) (f + g)(t) = f(t) + g(t), (αf)(t) = αf(t) pro každé t ∈ 〈a, b〉,

b) (f + g)(t) = max{f(t), g(t)}, (αf)(t) = 0 pro každé t ∈ 〈a, b〉,

c) (f + g)(t) = min{f(t), g(t)}, (αf)(t) = f(t)

{
pro α 6= 0
(0 · f)(t) = 0

pro každé t ∈ 〈a, b〉.

Zjistěte, která z množin V je s takto zavedenými operacemi vektorovým prostorem nad R.
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Výsledky

1.1.5 a) ne, b) ne. 1.1.6 pouze b),d),h),j). 1.1.7 pouze b),d). 1.1.9 pouze b),g),h). 1.1.10 ne.
1.1.11 ne. 1.1.12 ano. 1.1.13 ano. 1.1.14 a),b) ano. 1.1.15 pouze a),d). 1.1.16 žádná

1.2 Lineárńı nezávislost

Z teorie je třeba znát pojmy: lineárńı kombinace (triviálńı, netriviálńı), lineárně (ne)závislý
soubor (LN, LZ), lineárńı obal. Je nutné umět rozhodnout, zda má soustava lineárńıch algebraických
rovnic řešeńı, a pokud má, tak umět aspoň jedno naj́ıt. Neńı-li uvedeno jinak, uvažujeme těleso
komplexńıch č́ısel T = C.

1.2.1

Zjistěte, zda soubor vektor̊u (~x1, ~x2, ~x3) z R3 je LZ či LN.

a) ~x1 =

4
3
2

, ~x2 =

1
3
5

, ~x3 =

3
6
9

,

b) ~x1 =

3
1
5

, ~x2 =

 1
2
−2

, ~x3 =

 2
3
−1

,

c) ~x1 =

 11
−4
−3

, ~x2 =

 1
1
−3

, ~x3 =

 3
−2

1

.

1.2.2

Zjistěte, zda soubor vektor̊u (A1,A2,A3,A4) z prostoru C2,2 je LZ nebo LN, je-li:

a) A1 =

(
2 3
−1 −1

)
, A2 =

(
1 4
4 0

)
, A3 =

(
−3 7

5 −1

)
, A4 =

(
0 1
1 −2

)
,

b) A1 =

(
1 1
−3 −4

)
, A2 =

(
3 3
7 2

)
, A3 =

(
2 1
1 −1

)
, A4 =

(
1 6

10 3

)
,

c) A1 =

(
2 3
−1 0

)
, A2 =

(
17 1
1 1

)
, A3 =

(
5 3
−3 −2

)
, A4 =

(
1 0
0 1

)
.

Vyšetřete LN souboru (A1,A2,A3) z př́ıkladu b).

1.2.3

Zjistěte, zda soubor vektor̊u (x1, x2, x3, x4) z prostoru P je LZ nebo LN, je-li pro každé t ∈ C:

a) x1(t) = 3t− 1, x2(t) = 5t, x3(t) = t+ 8, x4(t) = t2 − t+ 1,

b) x1(t) = 3t2 − 1, x2(t) = 5t, x3(t) = t+ 8, x4(t) = t3 − t+ 2,

c) x1(t) = 2t3 + 6, x2(t) = t3 + t2 + t+ 1, x3(t) = 2t2, x4(t) = 2t3 + 2t2 − t+ 8.
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1.2.4

Zjistěte, zda soubor vektor̊u (~x1, ~x2, ~x3) z prostoru C2 nad R je LZ nebo LN, je-li:

a) ~x1 =

(
i
1

)
, ~x2 =

(
1
i

)
, ~x3 =

(
1
1

)
,

b) ~x1 =

(
2− 3i
−1 + i

)
, ~x2 =

(
1− i

1− 2i

)
, ~x3 =

(
6− 11i
−9 + 13i

)
.

Vyšetřete LN tohoto souboru v prostoru C2.

1.2.5

Necht’ (x1, x2, x3) je soubor vektor̊u z prostoru P3, x1(t) = 1 + t − 2t2, x2(t) = 7 − 8t + 7t2,
x3(t) = 3− 2t+ t2 pro každé t ∈ C. Zjistěte, zda x ∈ [x1, x2, x3]λ, je-li pro každé t ∈ C:

a) x(t) = 5t− 7t2,

b) x(t) = 2 + 4t− t2.

1.2.6

Nalezněte všechna α, pro která je soubor vektor̊u

((
1 + α
1− α

)
,

(
1− α
1 + α

))
z prostoru R2 LN.

1.2.7

Nalezněte všechna α, pro která je soubor vektor̊u

α1
0

 ,

1
α
1

 ,

1
1
α

 z prostoru C3 LZ.

1.2.8

Necht’ (~x, ~y, ~z) je LN soubor vektor̊u z prostoru V . Zjistěte, zda je LN nebo LZ soubor:

a) (~x, ~x+ ~y, ~x+ ~z),

b) (~x+ ~y, ~x− ~y),

c) (~x+ ~y, ~x− ~y, ~x+ ~z, ~x− ~z),

d) (~x+ ~y, ~x+ ~z, ~y + ~z),

e) (~x− 2~y + ~z, 4~x− ~y − ~z, 4~x+ 13~y − 11~z),

f) (~x, 2~x, ~y + ~z),

g) (~x, ~y + ~z).

7



1.2.9

Nalezněte všechna α taková, aby soubor vektor̊u (A1,A2,A3) z prostoru C2,2 byl LZ, je-li:

a) A1 =

(
2 −1
α 0

)
, A2 =

(
1 2
3 0

)
, A3 =

(
1 3
−4 0

)
,

b) A1 =

(
α 0
i α + i

)
, A2 =

(
−2 α + 2
i α + i

)
, A3 =

(
0 1
1 2

)
,

c) A1 =

(
α + 1 2
α2 − α α

)
, A2 =

(
2α2 − 3α− 3 −6
−3α2 + 3α + 2 −α− 2

)
, A2 =

(
α2 0
1 α− 1

)
,

d) A1 =

(
−2 −1
α α

)
, A2 =

(
2 3− α
1 0

)
, A3 =

(
1 4
0 −α

)
.

1.2.10

Jaké podmı́nce muśı vyhovovat č́ısla α, β, γ, aby soubor vektor̊u (x, y, z) z prostoru P3 byl LN,
je-li x(t) = 1 + αt+ α2t2, y(t) = 1 + βt+ β2t2, z(t) = 1 + γt+ γ2t2 pro každé t ∈ C?

1.2.11

Necht’ (~x1, ~x2, ~x3) je soubor vektor̊u z prostoru C3. Zjistěte, který z vektor̊u ~x a ~z lež́ı v [~x1, ~x2, ~x3]λ,

je-li: ~x1 =

 1
1
−2

, ~x2 =

 7
−8

7

, ~x3 =

 3
−2

1

, ~x =

 0
5
−7

, ~z =

 2
4
−1

.

1.2.12

Necht’ (~x, ~y, ~z) je LN soubor vektor̊u z prostoru V nad T . Zjistěte, který z vektor̊u ~u a ~v lež́ı
v [~x1, ~x2, ~x3]λ, je-li: ~x1 = −5~y + 4~z, ~x2 = ~x + 2~y + 2~z, ~x3 = 2~x − ~y + 8~z, ~u = ~x + 7~y − 2~z,
~v = 2~x− ~z.

1.2.13

Necht’ (~x1, ~x2, ~x3) je soubor vektor̊u z prostoru R3. Nalezněte všechna α taková, aby x ∈ [~x1, ~x2, ~x3]λ,
je-li:

a) ~x1 =

0
1
1

, ~x2 =

−1
3
2

, ~x3 =

 2
2
−4

, ~x =

 2
−3
α

,

b) ~x1 =

2
0
4

, ~x2 =

3
3
3

, ~x3 =

−1
1
−3

, ~x =

 α
1

2α + 1

,

c) ~x1 =

−1
2
1

, ~x2 =

1
1
2

, ~x3 =

−5
8
3

, ~x =

0
1
α

,

d) ~x1 =

−1
2
1

, ~x2 =

−1
1
1

, ~x3 =

2
7
α

, ~x =

 1
2
−4

.
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1.2.14

a) Dokažte, že soubor vektor̊u

((
x1
x2

)
,

(
y1
y2

))
z prostoru T 2 je LZ, právě když x1y2 = x2y1.

b) Nalezněte nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro lineárńı závislost souboru vektor̊u

x1x2
x3

 ,

y1y2
y3


z prostoru T 3.

1.2.15

Dokažte, že soubor vektor̊u (~x, ~y) z prostoru V na tělesem T je LZ, právě když existuje č́ıslo
α ∈ T takové, že bud’ y = αx nebo x = αy. Vysvětlete, proč vynecháńım jedné z rovnost́ı
výrok neplat́ı.

1.2.16

Necht’ (~x, ~y, ~z) je LN soubor vektor̊u z prostoru V nad T . Označme Y = (~x + 2~y + 3~z,−~x +
α~z, ~x+ 2α~y + 8~z). Nalezněte všechna α ∈ T taková, že Y a vektor α~x+ 2~y + ~z lež́ı v lineárńım
obalu Y .

1.2.17

Necht’ (~x1, ~x2, ~x3) je soubor z P5 takový, že pro každé t ∈ C plat́ı x1(t) = 1 + 4t− 2t2 + 3t3 + t4,
x2(t) = 2 + 4t− 3t2 − 2t3 + 3t4, x3(t) = α + βt+ γt2 + 11t4 pro každé t ∈ C.
Zjistěte, pro jaká α, β, γ ∈ C je soubor LZ.

Pro zaj́ımavost

1.2.18

Je následuj́ıćı soubor vektor̊u LZ

1 + i
2i
−i

 ,

 2
2 + 2i
−1− i

 a) v C3 nad C? b) v C3 nad R?

1.2.19

Uvažujme vektorový prostor šipek v rovině (zač́ınaj́ıćıch ve stejném bodě). Co je lineárńım
obalem dvou vektor̊u, které lež́ı na jedné př́ımce? Co je lineárńım obalem dvou vektor̊u, které
nelež́ı v jedné př́ımce? Zamyslete se nad lineárńım obalem dvou a tř́ı vektor̊u v prostoru.

1.2.20

Necht’ (~x, ~y, ~z) je LZ soubor vektor̊u z prostoru V nad tělesem T . Existuje vždy č́ıslo α ∈ T
takové, že některý z vektor̊u ~x, ~y, ~z je α-násobkem jiného z nich?

1.2.21

Necht’ (~x, ~y, ~z) je soubor vektor̊u z prostoru V takový, že soubory (~x, ~y), (~x, ~z) a (~y, ~z) jsou:
a) lineárně závislé, b) lineárně nezávislé. Co lze ř́ıci o lineárńı závislosti resp. nezávislosti
souboru (~x, ~y, ~z)?
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1.2.22

a) Necht’ (~x, ~y, ~z) je LN soubor vektor̊u z prostoru V . Plyne odtud, že soubory (~x, ~y), (~x, ~z) a
(~y, ~z) jsou také LN?

b) Necht’ (~x, ~y, ~z) je LZ soubor vektor̊u z prostoru V . Plyne odtud, že alespoň jeden ze soubor̊u
(~x, ~y), (~x, ~z) a (~y, ~z) je také LZ?

1.2.23

Necht’ V je vektorový prostor, ve kterém existuje dvojčlenný LN soubor, ~y ∈ V . Nalezněte
nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro to, aby výrok
(∀~x ∈ V )(∀~z ∈ V ) ((~x, ~y) LZ ∧ (~y, ~z) LZ ⇒ (~x, ~z) LZ) byl pravdivý.

1.2.24

Necht’ (~x, ~y, ~z) je LZ soubor vektor̊u z prostoru V nad tělesem T . Potom plat́ı: ~z 6= [~x, ~y]λ ⇒
(∃α ∈ T )(~x = α~y ∨ ~y = α~x). Dokažte. Plat́ı obrácená implikace?

1.2.25

Necht’ (~x, ~y, ~z) je LZ soubor vektor̊u z prostoru V takový, že ~x+~y+~z = ~0. Potom [~x, ~y]λ = [~y, ~z]λ.
Dokažte.

1.2.26

Necht’ (~x1, . . . , ~xn) je soubor vektor̊u z prostoru V , ~x ∈ V , ~y ∈ V takové, že ~y ∈ [~x1, . . . , ~xn, ~x]λ,
ale ~y /∈ [~x1, . . . , ~xn]λ. Potom ~x ∈ [~x1, . . . , ~xn, ~y]λ. Dokažte.

1.2.27

Necht’ n ≥ 2, (~x1, . . . , ~xm) soubor vektor̊u z prostoru Cn, (~y1, . . . , ~ym) soubor vektor̊u z prostoru
Cn−1 takový, že pro každé k ∈ m̂ se vektory ~xk a ~yk shoduj́ı v prvńıch (n − 1) složkách. Jaká
je souvislost mezi LZ, resp. LN obou soubor̊u?

1.2.28

Soubor vektor̊u (1, x) z prostoru reálných č́ısel nad tělesem racionálńıch č́ısel (s obvyklými
operacemi) je LN, právě když x je iracionálńı č́ıslo. Dokažte.

1.2.29

Necht’ ~x1, . . . , ~xm jsou vektory z prostoru Cn, 1 ≤ m ≤ n, ~xj =

x1j...
xnj

 pro každé j ∈ m̂. Necht’

|xkk| >
m∑

j=1,j 6=k

|xkj| pro každé k ∈ m̂. Potom jsou vektory ~x1, . . . , ~xm LN. Dokažte.
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1.2.30

Uvažujme vektorový prostor reálných funkćı definovaných na intervalu 〈a, b〉, kde a, b ∈ R,
s operacemi definovanými bodově, tj. necht’ f, g ∈ V a necht’ α ∈ R, pak definujeme
(f + g)(t) = f(t) + g(t), (αf)(t) = αf(t) pro každé t ∈ 〈a, b〉
Uvažujme nekonečnou spočetnou množinu M = {e1, e2, e3, . . .}, kde e1(t) = 1, e2(t) = t, e3(t) =
t2, e4(t) = t3 atd. pro každé t ∈ 〈a, b〉. Čemu je rovna množina tvořená lineárńımi kombinacemi
všech soubor̊u tvořených konečně mnoha prvky z M?

1.2.31

Uvažujme vektorový prostor reálných funkćı definovaných na

a) intervalu (0, π),

b) množině {kπ|k ∈ N}.

Ověřte, že (f, g) je LN soubor v př́ıpadě a) a LZ v př́ıpadě b), je-li f(t) = sin t, g(t) = cos t.

1.2.32

Necht’ V je vektorový prostor nad R, kde V = (0,+∞). Pro všechna α ∈ R a každé x, y ∈ V
definujeme x ⊕ y = xy a α � x = xα. Rozhodněte, zda je soubor (x, y) LZ, pokud a) x = 1,
y = 3, b) x = 2, y = 3, c) x, y libovolná kladná č́ısla.

Výsledky

1.2.1 a) LZ, b) LN, c) LZ. 1.2.2 a) LN, b) LZ, c) LN , LN. 1.2.3 a) LZ, b) LN, c) LZ. 1.2.4 a) LN,

b) LZ , LZ. 1.2.5 a) ano, b) ne. 1.2.6 α 6= 0 1.2.7 1,−1±
√

5

2
. 1.2.8 a),b),d),g) LN. 1.2.9 a) 41, b) -

2,i, c) libovolné, d) neexistuje. 1.2.10 navzájem r̊uzná. 1.2.11 x ∈ [~x1, ~x2, ~x3]λ, z /∈ [~x1, ~x2, ~x3]λ.
1.2.12 u ∈ [~x1, ~x2, ~x3]λ, v /∈ [~x1, ~x2, ~x3]λ 1.2.13 a) libovolné, b) neexistuje, c) α = 1, d) α 6= −2.
1.2.14 b) x1y2 = x2y1 ∧ x1y3 = x3y1 ∧ x2y3 = x3y2 1.2.15 nemuśı 1.2.16 LZ pro α = 2∨α = −4,
ale jen pro α = 2 lež́ı vektor α~x + 2~y + ~z v lineárńım obalu Y . 1.2.17 LZ pro α = 8, β = 20,
γ = −13. 1.2.18 a) LZ, b) LN. 1.2.21 a) LZ, b) nic. 1.2.22 a) ano, b) ne. 1.2.23 y 6= ~o 1.2.24 ne
1.2.27 (~x1, . . . , ~xm) LZ ⇒ (~y1, . . . , ~ym) LZ. 1.2.30 P . 1.2.32 a) LZ, b) LZ.

1.3 Báze a dimenze vektorového prostoru

Z teorie je třeba znát pojmy: báze, dimenze, souřadnice vektoru v bázi, standardńı báze prostor̊u
T n, Tm,n a Pn.
Je třeba umět: vybrat bázi ze souboru generátor̊u, doplnit LN soubor na bázi.
Neńı-li uvedeno jinak, uvažujeme těleso komplexńıch č́ısel T = C. Občas použijeme značeńı Vn
pro prostor V s dimV = n

1.3.1

Necht’ (~x1, . . . , ~xn) je soubor vektor̊u z prostoru V nad tělesem T . Potom P = [~x1, . . . , ~xn]λ je
vektorový prostor nad tělesem T (se zúžeńım operace ⊕ na P × P a � na T × P ). Dokažte!
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1.3.2

Vyberte ze souboru vektor̊u (~x1, . . . , ~xn) z prostoru C4 nějakou bázi P = [~x1, . . . , ~xn]λ a určete
dimP , jestliže

a) n = 3, ~x1 =


3
0
0
0

, ~x2 =


−1

2
0
1

, ~x3 =


3
6
0
3

,

b) n = 4, ~x1 =


2
1
3
−1

, ~x2 =


4
5
3
−1

, ~x3 =


−1

1
−3

1

, ~x4 =


1
5
−3

1

,

c) n = 4, ~x1 =


1
2
3
4

, ~x2 =


2
3
4
5

, ~x3 =


1
3
6

10

, ~x4 =


0
0
0
−1

,

d) n = 5, ~x1 =


1
0
0
−1

, ~x2 =


2
1
1
0

, ~x3 =


1
1
1
1

, ~x4 =


1
2
3
4

, ~x5 =


0
1
2
3

.

1.3.3

Vyberte ze souboru vektor̊u (x1, . . . , xn) z prostoru P nějakou bázi P = [x1, . . . , xn]λ a určete
dimP , je-li pro každé t ∈ C:

a) n = 4, x1(t) = 2 − t + 3t2 + t3, x2(t) = 1 + 2t + 3t3, x3(t) = 1 − 8t + 6t2 − 7t3, x4(t) =
3 + 2t− t2 + 2t3,

b) n = 5, x1(t) = 3 − 4t + t2 + 2t3, x2(t) = 5 + 26t − 9t2 − 12t3, x3(t) = 2 − 5t + 8t2 − 3t3,
x4(t) = 2 + 3t− 4t2 + t3, x5(t) = 1 + 2t+ 3t2 − 4t3,

c) n = 5, x1(t) = 1 + 2t− 3t2, x2(t) = −2 + 3t+ t2, x3(t) = −1 + 12t− 7t2, x4(t) = −7t+ 5t2,
x5(t) = 3 + t+ t3.

1.3.4

V závislosti na parametru α ∈ C určete dimenzi následuj́ıćıho lineárńıho obalu souboru vektor̊u
z C4: 


α
1
1
1

 ,


1
α
1
1

 ,


1
1
α
1

 ,


1
1
1
α



λ

.

1.3.5

Necht’ (A1,A2,A3,A4) z prostoru R2,2. Určete dim [A1,A2,A3,A4]λ v závislosti na parametru
α, je-li:
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a) A1 =

(
3 1
1 4

)
, A2 =

(
α 4
10 1

)
, A3 =

(
1 7
17 3

)
, A4 =

(
2 2
4 1

)
,

b) A1 =

(
α 1
1 1

)
, A2 =

(
1 α
1 1

)
, A3 =

(
1 1
α 1

)
, A4 =

(
1 1
1 α

)
,

c) A1 =

(
2 −1
3 4

)
, A2 =

(
4 −2
5 6

)
, A3 =

(
6 −3
7 8

)
, A4 =

(
α −4
9 10

)
.

1.3.6

Necht’ V je vektorový prostor nad T . Necht’ (~x, ~y, ~z) je báźı V nad T . Nalezněte všechny hodnoty
α, pro které je soubor (~x+ α~y − ~z, 2~x− 2~y + ~z, α~x+ ~y) báźı V .

1.3.7

Necht’ (x1, x2, x3) je soubor vektor̊u z prostoru P5, x1(t) = 1 + 4t − 2t2 + 3t3 + t4, x2(t) =
2 + 4t − 3t2 − 2t3 + 3t4, x3(t) = α + βt + γt2 + 11t4 pro každé t ∈ C. Určete č́ısla α, β, γ tak,
aby dim[x1, x2, x3]λ < 3.

1.3.8

Necht’ (~x1, . . . , ~xk) je soubor vektor̊u z prostoru V . Nalezněte nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku
pro to, aby z něho bylo možno vybrat jedinou bázi [~x1, . . . , ~xk]λ.

1.3.9

Nalezněte všechny hodnoty parametru α tak, aby soubor vektor̊u z prostoru C3 byl báźı C3

a)

1
1
1

 ,

 1
α
α2

,

b)

 α
1 + α

α2

 ,

 1
−α + α2

α3

 ,

α2 − 1
2α

0

,

c)

0
α
α

 ,

αα
1

 ,

0
1
α

,

d)

0
1
1

 ,

1
0
0

 ,

α1
2

 ,

 α
1 + α2

1

.

1.3.10

Necht’ (~x1, . . . , ~xn) je soubor z prostoru Vn, který je bud’ lineárně nezávislý nebo generuje prostor
Vn. Potom je báźı Vn. Dokažte.
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1.3.11

Dokažte:

1. Každá báze prostoru Rn je báźı prostoru Cn.

2. Každá báze prostoru Cn, jej́ıž vektory jsou z prostoru Rn, je báźı prostoru Rn.

1.3.12

Necht’ (~x1, ~x2, ~x3, ~x4) je soubor vektor̊u z prostoru C2 nad R. Určete dim[~x1, ~x2, ~x3, ~x4]λ, je-li:

a) ~x1 =

(
1 + i
1− i

)
, ~x2 =

(
−4 + 11i
−1− 5i

)
, ~x3 =

(
−1 + 9i

1− 5i

)
, ~x4 =

(
2− 3i
1 + i

)
,

b) ~x1 =

(
3 + 2i
2− 3i

)
, ~x2 =

(
2− i
3 + i

)
, ~x3 =

(
3 + 4i
−1− 5i

)
, ~x4 =

(
1− 2i
1 + 3i

)
,

c) ~x1 =

(
3− i

4 + 2i

)
, ~x2 =

(
2 + i
2 + i

)
, ~x3 =

(
1− i
1 + i

)
, ~x4 =

(
1
1

)
.

1.3.13

Necht’ V je vektorový prostor nad R, V = (0,+∞). Pro každé ~x, ~y ∈ V (tj. ~x = x ∈ (0,+∞), ~y =
y ∈ (0,+∞)), α ∈ R definujme ~x⊕ ~y = x · y α� ~x = xα. Najděte dimenzi a bázi V .

1.3.14

Nalezněte v prostoru R4 dvě báze tak, aby neměly žádný společný vektor, přičemž jedna báze

bude obsahovat vektory


1
0
0
0

,


1
1
0
0

 a druhá báze vektory


1
1
1
0

,


1
1
1
1

.

1.3.15

Necht’ (~x1, ~x2, ~x3) je soubor vektor̊u z prostoru C4, ~x1 =


1
2
3
4

, ~x2 =


1
0
1
0

, ~x3 =


3
−1

2
2

.

Nalezněte bázi [~x1, ~x2, ~x3]λ, která obsahuje:

a) vektor ~x =


1
−5
−4
−6

, b) vektor ~x =


1
1
1
1

, c) vektory ~x =


1
1
2
2

, ~y =


−1

3
2
2

.

1.3.16

Necht’ E = (e1, e2, e3) je standardńı báze prostoru P3, (x, y, z, u) soubor vektor̊u z P3,
x(t) = 1 + t+ t2, y(t) = t+ t2, z(t) = 1− t, u(t) = 1 + t pro každé t ∈ C.

a) Který z vektor̊u báze E lze nahradit 1) vektorem x, 2) vektorem y, 3) vektorem z, abychom
dostali bázi P3?

b) Který z vektor̊u souboru (e1, z, u) lze nahradit vektorem e2, abychom dostali bázi P3?
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1.3.17

Necht’ X = (~x1, ~x2, ~x3) je soubor vektor̊u z prostoru C3, ~x ∈ C3. Dokažte, že X je báze C3 a
nalezněte (~x)X , je-li:

a) ~x1 =

1
1
1

, ~x2 =

1
2
1

, ~x3 =

0
0
1

, ~x =

1
0
4

,

b) ~x1 =

1
0
1

, ~x2 =

0
1
0

, ~x3 =

2
3
4

, ~x =

 1
−3
−3

,

c) ~x1 =

 3
1
−3

, ~x2 =

−5
2
−1

, ~x3 =

7
3
4

, ~x =

 11
−8
−4

,

d) ~x1 =

1
i
0

, ~x2 =

0
i
1

, ~x3 =

 1
1
−1

, ~x =

 1 + i
1

−1− i

.

1.3.18

Necht’ X = (x1, x2, x3, x4) je soubor vektor̊u z prostoru P2 nad R, x ∈ P2 nad R. Dokažte, že
X je báze P2 nad R a nalezněte (x)X , je-li:

a) x1(t) = (1 + i)(1 + t), x2(t) = (1 + i)(1 − t), x3(t) = (1 − i)(1 + t), x4(t) = (1 − i)(1 − t),
x(t) = 1 + 2i+ (1 + i)t,

b) x1(t) = 1 + i(1 + t), x2(t) = 2 + i+ (3 + i)t, x3(t) = 1 + i, x4(t) = i− (1 + i)t, x(t) = it− 2t
pro každé t ∈ C.

1.3.19

Necht’ X = (~x1, ~x2, ~x3) a Y = (~y1, ~y2, ~y3) jsou dvě báze C3, kde ~x1 =

1
1
1

, ~x2 =

1
2
1

,

~x3 =

0
0
1

, ~y1 =

1
1
1

, ~y2 =

−2
0
1

, ~y3 =

 2
−1
−1

. Nalezněte (~x)X , je-li (~x)Y =

3
4
3

 .

1.3.20

Necht’ X = (~x1, ~x2, ~x3) je báze prostoru V3, ~x ∈ V3, Y = (~y1, ~y2, ~y3) je soubor vektor̊u z V3,
~x ∈ V3. Dokažte, že Y je báze V3 a nalezněte (~x)Y , je-li:

a) (~y1)X =

1
1
1

, (~y2)X =

1
1
2

, (~y3)X =

1
2
3

, (~x)X =

 6
9

14

,

b) (~y1)X =

 2
1
−3

, (~y2)X =

 3
2
−5

, (~y3)X =

 1
−1

1

, (~x)X =

 6
2
−7

,
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c) (~y1)X =

−3
2
−1

, (~y2)X =

 1
1
−3

, (~y3)X =

 2
3
−2

, (~x)X =

−6
5
2

.

1.3.21

Necht’ X =

((
i 1
−1 −i

)
,

(
−1 0

0 1

)
,

(
0 i
i 0

)
,

(
1 1
−i 0

))
,

Y =

((
3 −1
0 0

)
,

(
1 1
0 0

)
,

(
3 0
5 −3

)
,

(
4 −1
3 −1

))
, jsou soubory vektor̊u z prostoru C2,2 a nalezněte

(X)Y , je-li:

a) (X)X =


1
i
i
1

,b) (X)X =


0
−1

1
−1

.

1.3.22

Necht’ X = (~x1, ~x2, ~x3), Y = (~y1, ~y2, ~y3) jsou báze prostoru C3, ~x, ~y ∈ C3, kde ~x1 =

 2
2
−1

,

~x2 =

 2
−1

2

, ~x3 =

−1
2
2

, (y1)X =

 3
1
−1

, (y2)X =

0
1
0

, (y3)X =

1
1
1

, x ∈ P3, y ∈ P3.

Nalezněte (~x− 2~y)E a (~x− 2~y)X , je-li: (~x)Y =

 1
−2
−1

, (~y)X =

1
3
1

.

1.3.23

Necht’ X = (x1, x2, x3), Y = (y1, y2, y3) jsou báze prostoru P3, x1(t) = 2 + 2t − t2, x2(t) =

2−t+2t2, x3(t) = −1+2t+2t2 pro každé t ∈ C, (y1)X =

 3
1
−1

, (y2)X =

0
1
0

, (y3)X =

1
1
1

,

x ∈ P3, y ∈ P3. Nalezněte (x− 2y)E , je-li:

a) (x)Y =

 1
−2
−1

, (y)X =

1
3
1

,

b) (x)Y =

2
0
1

, (y)Y =

1
3
1

.

1.3.24

Každý jednoprvkový soubor (α), kde α 6= 0 je č́ıslo z tělesa T , je báźı vektorového prostoru T
nad T . Žádné jiné báze neexistuj́ı. Dokažte!

1.3.25

Najděte několik báźı vektorového prostoru C nad R.
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1.3.26

Uvažujme vektorový prostor šipek (zač́ınaj́ıćıch ve stejném bodě) v rovině. Rozmyslete si, že
báźı takového prostoru je každá dvojice šipek nelež́ıćı v jedné př́ımce. Podobně, každá trojice
šipek, které nelež́ı v jedné rovině, je báźı vektorového prostoru šipek (zač́ınaj́ıćıch ve stejném
bodě) v prostoru.

1.3.27

Uvažujme vektorový prostor V reálných funkćı definovaných na

a) intervalu (0, π),

b) množině {kπ|k ∈ N}.

Najděte bázi [f, g]λ, je-li f(t) = sin t, g(t) = cos t.

Výsledky

1.3.2 a) (~x1, ~x2), 2; b) (~x1, ~x2), 2; c) (~x1, ~x2, ~x3, ~x4), 4; d) (~x1, ~x2, ~x4), 3. 1.3.3 a) (x1, x2, x4), 3;
b) (x1, x4, x5), 3; c) (x1, x2, x5), 3. 1.3.4 1 pro α = 1, 3 pro α = −3, 4 pro ostatńı α. 1.3.5 a) 3
pro α = 0, 4 pro α 6= 0; b) 1 pro α = 1, 3 pro α = −3, 4 pro ostatńı α; c) 2 pro α = 8, 3 pro
α 6= 8. 1.3.6 Báze pro α 6= −1∧α 6= 3. 1.3.7 α = 8, β = 20, γ = −13. 1.3.8 vynecháńım všech ~0
źıskáme LN soubor. 1.3.9 a), b), d) neexistuje; c) α 6= 0∧α 6= 1. 1.3.12 a) 2; b) 3; c) 4; 2. 1.3.13

1; (α), α > 0, α 6= 1. 1.3.14 např.




1
0
0
0

 ,


1
1
0
0

 ,


0
0
0
1

 ,


0
0
1
1


,




0
0
1
1

 ,


1
1
1
0

 ,


1
1
1
1

 ,


0
1
0
0


;

1.3.15 a) (~x, ~x1, ~x2); b) neexistuje; c) (~x, ~y, ~x1). 1.3.16 a) 1) libovolný, 2) e2 nebo e3, 3) e1

nebo e2; b) žádný. 1.3.17 a)

 2
−1

3

; b)

 5
3
−2

; c)

 1
−3
−1

; d)

 i
−i

1

. 1.3.18 a)
1

4


5
1
−1
−1

;

b)


1
−1

1
−1

. 1.3.19 (~x)X =

 2
−1

3

. 1.3.20 a)

1
2
3

; b)

1
1
1

; c)

 2
−2

1

. 1.3.21 a)
1

4


6 + 3i

4
2 + i

−6− 3i

;

b)
1

4


5− 7i
−4 + 3i

3− 2i
−5 + 6i

. 1.3.22 (~x − 2~y)E =

−12
0

−24

, (~x − 2~y)X =

 0
−8
−4

. 1.3.23 a)

−12
0

−24

;

b)

−15
3

−15

. 1.3.25 např. (1, i). 1.3.27 a) (f, g), b) (g).

1.4 Podprostor

Z teorie je nutné znát pojmy: podprostor, součet a pr̊unik podprostor̊u a znát zněńı 1. věty o
dimenzi.
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1.4.1

Necht’ M ⊂ C3. Zjistěte, zda M ⊂⊂ C3 a v kladném př́ıpadě určete dim M a najděte bázi M ,
je-li:

a) M =


x1x2
x3

 ∈ C3

∣∣∣∣∣∣xj je celé č́ıslo pro každé j ∈ 3̂

,

b) M =


x1x2
x3

 ∈ C3

∣∣∣∣∣∣x1 − x2 + x3 = 1

,

c) M =


x1x2
x3

 ∈ C3

∣∣∣∣∣∣ 2x1 + 3x2 − 2x3 = 0

,

d) M =


x1x2
x3

 ∈ C3

∣∣∣∣∣∣x1 = x2 + x3 ∧ x2 = x1 − 2x3

,

e) M =


x1x2
x3

 ∈ C3

∣∣∣∣∣∣x1 = x2 + x3 ∨ x2 = x1 − 2x3

,

f) M =


x1x2
x3

 ∈ C3

∣∣∣∣∣∣Re(x2) + Im(x3) = 0

, kde Re(x) znač́ı reálnou část a Im(x) imaginárńı

část komplexńıho č́ısla x,

g) M =


x1x2
x3

 ∈ C3

∣∣∣∣∣∣x1 + x2 − 3x3 = 0 ∧ 2x1 − x2 − x3 = 0 ∧ x2 = x3

.

1.4.2

Necht’ M ⊂ P4. Zjistěte, zda M ⊂⊂ P4 a v kladném př́ıpadě určete dim M a najděte bázi M ,
je-li:

a) M = {x ∈ P4|x(1) = 0},

b) M = {x ∈ P4|x(0) = 1},

c) M = {x ∈ P4| stupeň x je nejvýše 2},

d) M = {x ∈ P4| (∀t ∈ 〈0, 1〉)(x(t) = x(1− t))},

e) M = {x ∈ P4| (∀t ∈ R)(x(t) = x(1))},

f) M = {x ∈ P4|x(1)− 2x(−1) = 0 ∧ x(0) + x(1) = 0}.
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1.4.3

Necht’M =

A ∈ T n,n

∣∣∣∣∣∣∣
∃

x1...
xn

 ∈ T n

∃

y1...
yn

 ∈ T n
 (∀i ∈ n̂)(∀j ∈ n̂)(Aij = xi + yj)

.

Dokažte, že M ⊂⊂ T n,n a určete dim M .

1.4.4

Necht’ M1 je množina sudých polynomů (maj́ı u lichých mocnin proměnné koeficient 0) z P ,
M2 množina lichých polynomů z P (maj́ı u sudých mocnin proměnné koeficient 0). Dokažte, že
M1 ⊂⊂ P , M2 ⊂⊂ P a určete dim M1, dim M2.

1.4.5

Ukažte, že vektorový prostor T nad T má jen dva podprostory, a to nulový {0} a sám sebe T .

1.4.6

Ukažte, že matice s prvky z T rozměru m× n, které maj́ı na předepsaných mı́stech nuly, tvoř́ı
podprostor Tm,n.

1.4.7

Zjistěte zda je V ⊂ R2,2 podprostorem R2,2

a) V =

{(
x11 x12
x21 x22

)∣∣∣∣x11, x22 ∈ R, x12 = x21

}
, tj. V je tvořen symetrickými maticemi,

b) V =

{(
x11 0

0 x22

)∣∣∣∣x11, x22 ∈ R
}

, tj. V je tvořen diagonálńımi maticemi.

1.4.8

Necht’ V je vektorový prostor, P ⊂⊂ V , Q ⊂⊂ V , P ∪ Q = V . Potom P = V nebo Q = V .
Dokažte.

1.4.9

Necht’ V je vektorový prostor, P ⊂⊂ V , Q ⊂⊂ V . Potom P ∪ Q ⊂⊂ V , právě když P ⊂ Q
nebo Q ⊂ P . Dokažte.

1.4.10

Necht’ α ∈ R ∪ {−∞,+∞}, V (α) ⊂ V z př́ıkladu 1.1.14, V (α) =

{
{αn}+∞n=1

∣∣∣∣ lim
n→+∞

αn = α

}
.

Zjistěte, pro která α je V (α) ⊂⊂ V a pro tato α určete dim V (α).
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1.4.11

Necht’ M ⊂ V z př́ıkladu 1.1.14, M =

{
{αn}+∞n=1

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

|αn| < +∞

}
. Dokažte, že M ⊂⊂ V a

určete dim M .

1.4.12

Necht’ P ⊂⊂ Vn, Q ⊂⊂ Vn, dim P+ dim Q > n. Potom existuje ~x ∈ P ∩Q,~x 6= ~0. Dokažte.

1.4.13

Dokažte, že součet dvou podprostor̊u prostoru V je roven pr̊uniku všech podprostor̊u prostoru
V obsahuj́ıćıch oba podprostory.

1.4.14

Necht’ P ⊂⊂ V ,Q ⊂⊂ V , P = [~x1, . . . , ~xk]λ,Q = [~y1, . . . , ~yl]λ. Potom P+Q = [~x1, . . . , ~xk, ~y1, . . . , ~yl]λ.
Dokažte.

1.4.15

Necht’ P ⊂⊂ V , Q ⊂⊂ V , (~x1, . . . , ~xk) báze P , (~y1, . . . , ~yl) báze Q. Potom P + Q je direktńı,
právě když (~x1, . . . , ~xk, ~y1, . . . , ~yl) je báźı P +Q. Dokažte.

1.4.16

Necht’ P ⊂⊂ V , Q ⊂⊂ V . Potom P +Q je direktńı, právě když alespoň jeden vektor ~z ∈ P +Q
se dá jednoznačně vyjádřit ve tvaru ~z = ~x+ ~y, ~x ∈ P , ~y ∈ Q. Dokažte.

1.4.17

Necht’ P ⊂⊂ Vn, Q ⊂⊂ Vn, dim (P + Q) = 1+ dim (P ∩ Q). Potom P + Q je roven jednomu
z obou podprostor̊u, P ∩Q druhému z nich. Dokažte.

1.4.18

Necht’ P ⊂⊂ R3, Q ⊂⊂ R3. Určete dimenzi a nalezněte bázi P +Q a P ∩Q, je-li:

a) P =

1
2
1

 ,

 1
1
−1

 ,

1
3
3


λ

, Q =

 2
3
−1

 ,

1
2
2

 ,

 1
1
−3


λ

,

b) P =

−1
0
1

 ,

2
4
1

 ,

 4
4
−1


λ

, Q =

5
8
1

 ,

−2
4
5

 ,

−1
4
4


λ

,

c) P =

 0
−2

3

 ,

 1
2
−1


λ

, Q =


x1x2
x3

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣ 2x1 + 2x2 − x3 = 0

,
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d) P =


x1x2
x3

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣x1 = x2 ∧ 3x2 − x3 = 0

, Q =


x1x2
x3

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣ 2x1 − x2 − x3 = 0

.

1.4.19

Necht’ P ⊂⊂ C3, Q ⊂⊂ C3. Určete dimenzi a nalezněte bázi P +Q a P ∩Q, je-li:

a) P =


x1x2
x3

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣ 2x1 + 4x2 − 3x3 = 0

, Q =

 5
−1

1

 ,

3
0
1


λ

,

b) P =


x1x2
x3

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣ 2x1 + 4x2 − 3x3 = 0

, Q =

1
1
2

 ,

 5
−1

2


λ

.

1.4.20

Necht’ P ⊂⊂ R4, Q ⊂⊂ R4. Nalezněte dimenzi a bázi P +Q a P ∩Q, je-li:

P =



x1
x2
x3
x4

 ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣x2 + 3x3 + x4 = 0 ∧ 2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 0

,

Q =



x1
x2
x3
x4

 ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣− 2x1 + x2 + 5x3 + 5x4 = 0 ∧ 4x1 + 3x2 + 5x3 − 5x4 = 0

.

1.4.21

Necht’ P ⊂⊂ R3, Q ⊂⊂ R3, V ⊂⊂ R3. Určete dimenzi a nalezněte bázi P ∩ Q ∩ V , je-li: P = 1
−1

0

 ,

2
0
3

 ,

 4
−2

3


λ

, Q =

0
2
3

 ,

3
1
6

 ,

 9
−5

5


λ

, V =

 1
−3
−3

 ,

−3
5
3

 ,

1
1
4


λ

.

1.4.22

Necht’ P ⊂⊂ C2,2, Q ⊂⊂ C2,2. Určete dimenzi a nalezněte bázi P +Q a P ∩Q, je-li:

a) P =

[(
1 2
1 0

)
,

(
−1 1

1 1

)]
λ

, Q =

[(
2 −1
0 1

)
,

(
1 −1
3 7

)]
λ

,

b) P =

[(
1 2
1 −2

)
,

(
2 3
1 0

)
,

(
1 2
2 −3

)]
λ

, Q =

[(
1 1
1 1

)
,

(
1 0
1 −1

)]
λ

,

c) P =

[(
1 1
1 1

)
,

(
1 −1
1 −1

)
,

(
1 3
1 3

)]
λ

, Q =

[(
1 2
0 2

)
,

(
1 2
1 2

)
,

(
3 1
3 1

)]
λ

,

d) P =

{(
x1 x2
x3 x4

)
∈ C2,2

∣∣∣∣x1 − x2 + x3 − x4 = 0

}
, Q =

[(
1 0
1 0

)
,

(
0 2
1 1

)
,

(
1 2
1 2

)]
λ

,
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e) P =

{(
x1 x2
x3 x4

)
∈ C2,2

∣∣∣∣x1 − x2 − x3 − x4 = 0 ∧ 2x1 − x3 − 3x4 = 0 ∧ x2 + x3 − 2x4 = 0

}
,

Q =

{(
x1 x2
x3 x4

)
∈ C2,2

∣∣∣∣ 3x1 = 2x2 ∧ x2 + x3 + x4 = 0

}
.

1.4.23

Zjistěte, zda je součet podprostor̊u P +Q z př́ıkladu 1.4.22 direktńı.

1.4.24

Necht’ P ⊂⊂ P4, Q ⊂⊂ P4, Určete dimenzi a nalezněte bázi P +Q a P ∩Q, je-li:

a) P = [x1, x2]λ, Q = [y1, y2]λ, x1(t) = 1 + t, x2(t) = 1 + t2 + t3, y1(t) = t2 + t3, y2(t) = t + t2

pro každé t ∈ C,

b) P = [x1, x2]λ, (x1)E =


1
0
0
0

, x2(t) = 3 + 7t− 5t2 + 2t3 pro každé t ∈ C,

Q = {x ∈ P4|(∀t ∈ 〈1, 2〉)(x(t) = x(i))},

c) P = {x ∈ P4|(∀t ∈ C)(x(t) = x(−t))}, Q = {x ∈ P4|(∀t ∈ R)(x(t) = x(1− t))},

d) P = {x ∈ P4|x(1) = 0}, Q = {x ∈ P4|x(2) + x(0) = 0 ∧ x(i) + ix(−i) = 0}.

1.4.25

Necht’ P =


x1...
xn

 ∈ Cn

∣∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

xj = 0

, Q =


x1...
xn

 ∈ Cn

∣∣∣∣∣∣∣x1 = x2 = . . . = xn

. Dokažte,

že P ⊕Q = Cn.

1.4.26

Necht’ P =


 x1

...
x2n

 ∈ C2n

∣∣∣∣∣∣∣x1 = . . . = xn = 0

,Q =


 x1

...
x2n

 ∈ C2n

∣∣∣∣∣∣∣ (∀j ∈ n̂)(xj = xj+n)

.

Dokažte, že P ⊕Q = C2n.

1.4.27

Necht’ P = {X ∈ Rn,n|(∀i ∈ n̂)(∀j ∈ n̂)(Xij = Xji)},Q = {X ∈ Rn,n|(∀i ∈ n̂)(∀j ∈ n̂)(Xij = −Xji)}.
Dokažte, že P ⊕Q = Rn,n.

1.4.28

Uvažujte vektorový prostor šipek (zač́ınaj́ıćıch ve stejném bodě) v rovině. Rozmyslete si, jaké
vlastńı podprostory tento prostor obsahuje. Stejnou úvahu proved’te i pro vektorový prostor
šipek v prostoru.
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1.4.29

Sestrojte vektorový prostor V a tři podprostory P,Q1, Q2 prostoru V tak, aby P ⊕ Q1 =
P ⊕Q2 = V , ale Q1 6= Q2.

1.4.30

Tři podprostory P,Q, S prostoru V se nazývaj́ı nezávislé, právě když každý z nich je disjunktńı
se součtem druhých dvou (tj. pr̊unik je {~0}).

a) Dokažte, že V = P ⊕ (Q⊕ S), právě když P,Q, S jsou nezávislé a V = P +Q+ S.

b) Uved’te př́ıklad tř́ı navzájem disjunktńıch podprostor̊u prostoru V , jejichž součtem je V , a
přesto nejsou nezávislé.

c) Necht’ (~x, ~y, ~z) je soubor vektor̊u z V . Potom (~x, ~y, ~z) je lineárně nezávislý, právě když
podprostory [~x]λ, [~y]λ, [~z]λ jsou nezávislé. Dokažte.

d) Dokažte, že tři konečnědimenzionálńı podprostory prostoru V jsou nezávislé, právě když
součet jejich dimenźı je roven dimenzi jejich součtu.

1.4.31

Necht’ P ⊂⊂ V , Q ⊂⊂ V , S ⊂⊂ V .

a) Dokažte, že P ∩ (Q + (P ∩ S)) = (P ∩ Q) + (P ∩ S), právě když P,Q, S jsou nezávislé a
V = P +Q+ S.

b) Ukažte, že rovnost P ∩ (Q+ S) = (P ∩Q) + (P ∩ S) neplat́ı vždy.

Výsledky

1.4.1 a), b) ne, c) 2,

 3
−2

0

 ,

1
0
1

, d) 1,

1
1
0

, e), f) ne, g) 0, neexistuje. 1.4.2 a) 3, (e1−

e2, e1−e3, e1−e4), b), c) ne, d) 2, (e1, e2−e3), e) 1, (e1), f) 2, (−4e1+e2+7e3, e2−e4). 1.4.3 2n−1.

1.4.4 +∞, +∞. 1.4.10 pouze pro α = 0,+∞. 1.4.11 +∞. 1.4.18 a) 3,

1
2
1

 ,

 1
1
−1

 ,

 2
3
−1

,

1,

3
5
1

, b) 2,

−1
0
1

 ,

2
4
1

, 2,

−1
0
1

 ,

2
4
1

, c) 3, (~e1, ~e2, ~e3), 1,

1
0
2

 ,

d) 3, (~e1, ~e2, ~e3), 0, neexistuje. 1.4.19 a) dim (P + Q) = 3, dim (P ∩ Q) = 1, báze P + Q

je např. E3, báze P ∩ Q je např.

−2
1
0

, b) dim (P + Q) = dim(P ∩ Q) = dimP =

2, dimQ = 2, tj. P + Q = P ∩ Q = P = Q, báze je např.

3
0
2

 ,

−2
1
0

. 1.4.20 dim

(P + Q) = 3, dim (P ∩Q) = 1, báze P + Q je např.




1
−1

0
1

 ,


0
−3

1
0

 ,


2
−1

0
1


, báze P ∩Q
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je např.




1
2
−1

1


. 1.4.21 Plat́ı P ∩ Q ∩ V = P , proto dim(P ∩ Q ∩ V ) = 2 a báze je

např.

 1
−1

0

 ,

2
0
3

 1.4.22 a) 3,

((
1 2
1 0

)
,

(
−1 1

1 −1

)
,

(
2 −1
0 1

))
, 1,

((
−5 2

3 4

))
, b) 4,

E , 1,

((
1 1
1 1

))
, c) 3,

((
1 2
0 2

)
,

(
1 2
1 2

)
,

(
3 1
3 1

))
, 2,

((
1 2
1 2

)
,

(
3 1
3 1

))
, 1.4.23 pouze e).

1.4.24 a) 4, E , 0, neexistuje, b) 2, (x1, x2), 1, (x1) c) 3, (e1, e2, e3), 1, (e1), d) 4, E , 1, (e1 − e2).
1.4.19 Jsou to pouze př́ımky jdoućı počátkem a nulový vektor (počátek). V prostoru nav́ıc
roviny procházej́ıćı počátkem.
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Kapitola 2

Lineárńı zobrazeńı a matice

2.1 Lineárńı funkcionál

2.1.1

Rozhodněte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı ϕ je lineárńım funkcionálem na prostoru C3. Pro

každé ~x =

x1x2
x3

 ∈ C3:

a) ϕ(~x) = x2 − x3,

b) ϕ(~x) = |x1|,

c) ϕ(~x) = 2x1 − 3x2 + ix3,

d) ϕ(~x) = Re x2,

e) ϕ(~x) = x1 + x2 + 1,

f) ϕ(~x) = x21 − 2x2,

g) ϕ(~x) = 0,

h) ϕ(~x) = α1 + α2 − α3, kde (~x)X =

α1

α2

α3

 a X =

 1
−1

1

 ,

1
1
2

 ,

 1
−2

1

 je báze C3.

i) ϕ(~x) = x1 + 2α2 − x2 + α3 za stejných předpoklad̊u jako v předchoźım bodě.

2.1.2

Rozhodněte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı ϕ je lineárńım funkcionálem na prostoru C nad R.
Pro každé x ∈ C:

a) ϕ(x) = Im x,

b) ϕ(x) = x,

c) ϕ(x) = |x|,

d) ϕ(x) = 1− 2Re x,
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e) ϕ(x) = 3Re x− 2Im x,

f) ϕ(x) = |Re x|+ |Im x|.

2.1.3

Rozhodněte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı ϕ je lineárńım funkcionálem na prostoru R2,2:

a) ϕ(X) = x11x12 − x21x22,

b) ϕ(X) = x11 + x21 − 3x22,

c) ϕ(X) = x12 − 2|x21|,

d) ϕ(X) = 2α1 + α2 − α3 + 3α4,

e) ϕ(X) = x11 + α1 − 2α2 + x22,

f) ϕ(X) = x11α1,

pro každé X ∈ R2,2, kde X =

(
x11 x12
x21 x22

)
, (X)X =


α1

α2

α3

α4

, X je báze R2,2.

2.1.4

Rozhodněte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı ϕ je lineárńım funkcionálem na prostoru P4:

a) ϕ(x) = α0 + α1 + α2 + α3,

b) ϕ(x) = x(1)− 2x(0),

c) ϕ(x) = x(0) · x(1),

d) ϕ(x) = 2α0 + β1 − β2 + β3 + 2α3,

e) ϕ(x) = 3x(i) + 2x(−i) + x(0),

f) ϕ(x) = α0 + β0 + x(1),

pro každé x ∈ P4, x(t) = α0 + α1t+ α2t
2 + α3t

3 pro každé t ∈ C, (x)X =


β0
β1
β2
β3

, X je báze P4.

2.1.5

Necht’ X je báze prostoru Vn nad tělesem T . Potom ke každému ϕ ∈ V #
n existuje právě

jedna uspořádaná n-tice

α1

...
αn

 ∈ T n taková, že pro každé ~x ∈ Vn plat́ı ϕ(~x) =
n∑
j=1

αjβj,

kde (~x)X =

β1...
βn

. Dokažte.
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2.1.6

Nalezněte (ϕ)E# , (ϕ)X# pro lineárńı funkcionály ϕ z př́ıkladu 2.1.1 a) a c), je-li

X =

 3
2
−1

 ,

−1
3
2

 ,

 2
−1

4

 .

2.1.7

Nalezněte (ϕ)X# , (ϕ)Y# pro lineárńı funkcionály ϕ z př́ıkladu 2.1.2 a) a e), je-li X = (1, i),
Y = (2 + i, 1− 2i).

2.1.8

Nalezněte (ϕ)E# , (ϕ)X# a (ϕ)Y# pro lineárńı funkcionály ϕ z př́ıkladu 2.1.3 b), d) a e), je-li

X =

((
1 1
1 1

)
,

(
1 1
1 0

)
,

(
1 0
1 0

)
,

(
0 0
1 0

))
,

Y =

((
1 1
1 1

)
,

(
1 1
−1 −1

)
,

(
1 −1
1 −1

)
,

(
1 −1
−1 1

))
.

2.1.9

Nalezněte (ϕ)E# , (ϕ)X# a (ϕ)Y# pro lineárńı funkcionály ϕ z př́ıkladu 2.1.4 a), b), d), e) a
f), je-li X = (x1, x2, x3, x4), Y = (y1, y2, y3, y4), x1(t) = 1 + t, x2(t) = 1 − t, x3(t) = t2 − t3,
x4(t) = t2 + t3, y1(t) = 1 + t2, y2(t) = 1 + 2t3, y3(t) = −t, y4(t) = 2− t pro každé t ∈ C.

2.1.10

Necht’ ϕ ∈ (C3)#, (ϕ)E# =

 1
−3

4

, X = (~x1, ~x2, ~x3) báze C3. Určete (ϕ)X# , je-li:

a) ~x1 =

1
1
1

, ~x2 =

1
0
1

, ~x3 =

0
2
3

,

b) ~x1 =

4
1
3

, ~x2 =

3
1
0

, ~x3 =

0
1
1

,

c) ~x1 =

1
2
1

, ~x2 =

1
1
2

, ~x3 =

1
1
0

.

2.1.11

Necht’ ϕ ∈ (C2,2)#, X = (X1,X2,X3,X4) báze C2,2, (ϕ)X# =


4
−3

2
−1

. Určete (ϕ)E# , je-li:
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a) X1 =

(
1 0
2 3

)
, X2 =

(
0 1
1 0

)
, X3 =

(
0 1
2 0

)
, X4 =

(
1 0
1 −1

)
,

b) X1 =

(
4 −2
5 −1

)
, X2 =

(
−2 5
−2 4

)
, X3 =

(
2 4
3 −1

)
, X4 =

(
5 4
7 1

)
.

2.1.12

Necht’ ϕ ∈ P#
2 , X = (x1, x2) báze P2, x1(t) = 1+t, x2(t) = 1−t pro každé t ∈ C, (ϕ)X# =

(
1
2

)
.

Necht’ Y = (y1, y2) je báze P2. Určete (ϕ)Y# , je-li pro každé t ∈ C:

a) y1(t) = 1− 2t, y2(t) = 3 + 2t,

b) y1(t) = 2 + 12t, y2(t) = 7 + t.

2.1.13

Necht’ X = (~x1, ~x2, ~x3, ~x4) je báze prostoru R4, ~x1 =


1
0
0
0

, ~x2 =


1
1
0
0

, ~x3 =


1
1
1
0

, ~x4 =


1
1
1
1

.

Určete:

a) (~x#i )E# pro každé i ∈ 4̂,

b) (~x#i )Y# pro každé i ∈ 4̂, je-li Y = (~y1, ~y2, ~y3, ~y4) báze R4,

~y1 =


4
−3

1
2

, ~y2 =


5
−8

5
4

, ~y3 =


6

−12
8
5

, ~y4 =


1
−3

2
2

.

2.1.14

Necht’ X =




2
3
4
1

 ,


1
−1

0
3

 ,


−1

3
4
2

 ,


1
1
2
5


, Y =




3
2
4
4

 ,


0
2
4
5

 ,


0
4
6
7

 ,


2
3
4
1


 jsou báze C4,

ϕ1, ϕ2 ∈ (C4)#, (ϕ1)X# = (ϕ2)Y# =


1
0
2
0

. Určete:

a) (ϕ1 − 3ϕ2)X# ,

b) (ϕ1 − 3ϕ2)Y# .
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2.1.15

Necht’ M =

{
ϕ ∈ (C3)#

∣∣∣∣ϕ(~x1) + ϕ(~x2) =
7

3
∧ ϕ(~x1)− 2ϕ(~x2) = −2

3

}
, ~x1 =

1
1
1

, ~x2 =

1
2
0

.

Necht’ Y =

1
0
1

 ,

1
2
0

 ,

 0
1
−2

 je báze prostoru C3, ψ ∈ (C)#, (ψ)Y# =

 1
1
−1

. Zjistěte,

zda plat́ı ψ ∈M .

2.1.16

Zjistěte, zda množina M z př́ıkladu 2.1.15 je podprostorem prostoru (C3)#.

2.1.17

Necht’ X je báze prostoru V4, (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) soubor vektor̊u z prostoru V #
4 . Zjistěte, zda je

lineárně závislý či nezávislý, je-li:

a) (ϕ1)X# =


2
−1
−3
−1

, (ϕ2)X# =


1
2
2
−1

, (ϕ3)X# =


1
1
2
−2

, (ϕ4)X# =


4
2
1
−4

,

b) (ϕ1)X# =


3
2
1
−2

, (ϕ2)X# =


3
3
1
−2

, (ϕ3)X# =


0
1
1
1

, (ϕ4)X# =


−2

3
0
3

.

2.1.18

Necht’ X =

 1
2
−1

 ,

0
1
2

 ,

 3
1
−2

 je báze prostoru C3. Zjistěte, zda soubor lineárńıch

funkcionál̊u (ϕ1, ϕ2, ϕ3) z prostoru (C3)# je lineárně závislý či nezávislý, je-li:

a) (ϕ1)E# =

1
0
3

, (ϕ2)X# =

−1
1
2

, ϕ3(~x) = x1 + 2x2 − 2x3 pro každé ~x =

x1x2
x3

 ∈ C3,

b) (ϕ1)X# =

 2
0

17

, (ϕ2)E# =

−1
2
−3

, ϕ3(~x) = x1−α1−α2+x3+2α3 pro každé ~x =

x1x2
x3

 ∈ C3,

(x)X =

α1

α2

α3

.

2.1.19

Necht’ X = (x1, x2, x3, x4) je báze prostoru P4, x1(t) = 1 − t2 + 2t3, x2(t) = 2 + t + t2 + 3t3,
x3(t) = −3 + 2t− t3, x4(t) = 4 + 3t+ 2t2 + 5t3 pro každé t ∈ C. Zjistěte, zda soubor lineárńıch
funkcionál̊u (ϕ1, ϕ2, ϕ3) z prostoru P#

4 je lineárně závislý či nezávislý, je-li:
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a) (ϕ1)X# =


1
0
1
−2

, (ϕ2)E# =


2
3
−1
−1

, ϕ3(x) = x(1)− 2x(−1) pro každé x ∈ P4,

b) (ϕ1)X# =


11
2
5
−6

, ϕ2(x) = 2x(0) + x(−2), ϕ3(x) = x(1) + α1 − α2 + β3 pro každé x ∈ P4,

x(t) = α0 + α1t+ α2t
2 + α3t

3 pro každé t ∈ C, (x)X =


β0
β1
β2
β3

.

2.1.20

Zjistěte, zda soubor lineárńıch funkcionál̊u (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) z prostoru P# je lineárně závislý či
nezávislý, je-li:

a) ϕ1(x) = x(1)−x(0), ϕ2(x) = x(2), ϕ3(x) = 2x(1)− 3x(2), ϕ4(x) = 2x(0) +x(1) + 4x(2) pro
každé x ∈ P ,

b) ϕ1(x) = x(5) − 3x(2) + x(3), ϕ2(x) = x(2), ϕ3(x) = x(−1) + 2x(i) − 3x(5), ϕ4(x) =
2x(−1)− 4x(2) + 3x(3)− x(i) pro každé x ∈ P ,

c) ϕ1(x) = −2x(−1) + 3x(3) + 2x(1), ϕ2(x) = x(0) + x(−1) − x(3) − x(1), ϕ3(x) = 2x(0) −
2x(−1) + 3x(3) + 2x(1), ϕ4(x) = x(0)− x(−1) + x(1) pro každé x ∈ P .

2.1.21

Nalezněte všechny hodnoty parametru α tak, aby soubor lineárńıch funkcionál̊u (ϕ1, ϕ2, ϕ3)
z prostoru (R3)# byl lineárně závislý, je-li:

a) ϕ1(~x) = 2αx1 − 23x2 + 29x3, ϕ2(~x) = 7x1 + αx2 + 4x3, ϕ3(~x) = 5x1 + 2x2 + αx3 pro každé

~x =

x1x2
x3

 ∈ R3,

b) (ϕ1)E# =

 −α
2α

α2 + 2

, ϕ2(~x) = x1 + 2x2 − αx3, ϕ3(~x) = 2x1 − αx2 + 2x3 pro každé

~x =

x1x2
x3

 ∈ R3.

2.1.22

Nalezněte všechny hodnoty parametru α tak, aby soubor lineárńıch funkcionál̊u (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4)

z prostoru (C2,2)# byl lineárně závislý, je-li pro každé X =

(
x11 x12
x21 x22

)
∈ C2,2:

a) ϕ1(X) = 2x11− x12 + 3x21 + 4x22, ϕ2(X) = 4x11− 2x12 + 5x21 + 6x22, ϕ3(X) = 6x11− 3x12 +
7x21 − αx22, ϕ4(X) = αx11 − 4x12 + 9x21 + 10x22,
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b) (ϕ1)E# =


1
−1

0
α

, (ϕ2)E# =


α
1
α
0

, ϕ3(X) = αx21, ϕ3(X) = x2 − x3 − 2αx4.

2.1.23

Necht’ X = (x1, x2, x3) je báze prostoru P3, x1(t) = 1 + t + t2, x2(t) = 1 + t, x3(t) = 1 pro
každé t ∈ C. Nalezněte všechny hodnoty parametru α tak, aby soubor lineárńıch funkcionál̊u
(ϕ1, ϕ2, ϕ3) z prostoru (P3)

# byl lineárně závislý, je-li:

a) (ϕ1)E# = (ϕ2)X# =

 1
α
−α

, ϕ3 = x(−1) pro každé x ∈ P3,

b) (ϕ1)X# =

αα
α

, (ϕ2)E# =

 1
α− 1

0

, (ϕ3)X# =

−1
α2

1

.

2.1.24

Nalezněte bázi jádra lineárńıho funkcionálu ϕ z př́ıkladu 2.1.1 a), 2.1.1 c), 2.1.2 a), 2.1.2 e),
2.1.3 b), 2.1.3 d), 2.1.3 e), 2.1.4 a), 2.1.4 b), 2.1.4 d), 2.1.4 e) a 2.1.4 f) (viz př. 2.1.8, 2.1.9).

2.1.25

Necht’ X =

1
0
1

 ,

1
1
0

 ,

1
0
0

 je báze prostoru C3, ϕ1, ϕ2 ∈ (C3)#, (ϕ1)X# =

1
1
2

,

ϕ2(~x) = x1−
1

2
x2−

1

2
x3 pro každé ~x =

x1x2
x3

 ∈ C3. Nalezněte bázi jádra lineárńıho funkcionálu

ϕ1 − 2ϕ2.

2.1.26

Nalezněte bázi jádra lineárńıho funkcionálu 3ϕ1 − ϕ2 + ϕ3 z př́ıkladu 2.1.19 a).

2.1.27

Necht’ X = (x1, x2, x3) je báze prostoru P3, x1(t) = 1+t2, x2(t) = 1−t2, x3(t) = t+t2 pro každé

t ∈ C, ϕ1, ϕ2 ∈ (P3)
#, ϕ1(~x) = x(i) − x(0) pro každé x ∈ P3, (ϕ2)X# =

 i
−i

1 + i

. Nalezněte

bázi ker ϕ1 ∩ ker ϕ2.

2.1.28

Necht’ ϕ1, ϕ2 ∈ (P3)
#, ϕ1(x) = x(−1), ϕ2(x) = x(1)− 2x(0) pro každé x ∈ P3. Nalezněte bázi

ker ϕ1 ∩ ker ϕ2.
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2.1.29

Necht’ ϕ ∈ (C2,2)#, ϕ

((
x11 x12
x21 x22

))
= x11 − x12 + x21. Nalezněte bázi

ker ϕ ∩
[(

3 2
−1 4

)
,

(
1 1
1 1

)
,

(
3 6
4 3

)]
λ

.

2.1.30

Necht’ X =

1
1
1

 ,

1
1
0

 ,

1
0
1

 je báze prostoru R3, ϕ1, ϕ2 ∈ (R3)#, ϕ1(~x) = x1 − x2 pro

každé ~x =

x1x2
x3

 ∈ R3, (ϕ2)X# =

 1
1
−1

. Nalezněte bázi ker ϕ1 ∩ ker ϕ2.

2.1.31

Nalezněte bázi pr̊uniku jader lineárńıch funkcionál̊u z př́ıklad̊u: a) 2.1.1 a), 2.1.1 c), b) 2.1.2 a),

2.1.2 e), c) 2.1.3 d), 2.1.3 e), je-li X =

((
1 1
1 1

)
,

(
1 1
1 0

)
,

(
1 0
1 0

)
,

(
0 0
1 0

))
, d) 2.1.4 a), 2.1.4

b) a 2.1.4 f), je-li X = (x1, x2, x3, x4), x1(t) = 1 + t, x2(t) = 1− t, x3(t) = t2− t3, x4(t) = t2 + t3

pro každé t ∈ C.

2.1.32

Řešte rovnici ϕ(x) = 2, je-li ϕ lineárńı funkcionál z př́ıkladu: a) 2.1.1 a), b) 2.1.2 e), c) 2.1.3
b), d) 2.1.4 b).

2.1.33

Necht’ (ϕ1, ϕ2, ϕ3) je soubor lineárńıch funkcionál̊u z př́ıkladu 2.1.18 b). Řešte rovnici:

1. ϕ1(~x)− ϕ2(~x)− 4ϕ3(~x) = 1,

2. ϕ1(~x) = 2ϕ2(~x) + 3ϕ3(~x),

3. 2ϕ1(~x) + 1 = ϕ2(~x)− ϕ3(~x).

2.1.34

Necht’ M =
{
ϕ ∈ (C3)#|ϕ(~x1) = ϕ(~x2)

}
, ~x1 =

1
1
1

, ~x2 =

 1
1
−1

. Dokažte, že M ⊂⊂ (C3)#,

určete dim M a nalezněte bázi M .

2.1.35

Necht’ M =
{
ϕ ∈ (C3)#|ϕ(~x1)− 2ϕ(~x2) = 0 ∧ 3ϕ(~x1) + 2ϕ(~x2) = 0

}
, ~x1 =

 1
−1

0

, ~x2 =

2
3
1

.

Dokažte, že M ⊂⊂ (C3)#, určete dim M a nalezněte bázi M .
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2.1.36

a) Necht’ {βk}+∞k=0 je posloupnost komplexńıch č́ısel. Definujme zobrazeńı ϕ prostoru P do C

takto: ϕ(x) =
n∑
j=0

αjβj, kde x(t) =
n∑
j=0

αjt
j pro každé t ∈ C. Dokažte, že ϕ ∈ P#.

b) Ke každému ϕ ∈ P# existuje posloupnost komplexńıch č́ısel {βk}+∞k=0 taková, že pro každé

x ∈ P , x(t) =
n∑
j=0

αjt
j pro všechna t ∈ C, je ϕ(x) =

n∑
j=0

αjβj. Dokažte.

2.1.37

Necht’ ∅ 6= S ⊂ Vn. Označme S0 =
{
ϕ ∈ V #

n |(∀~x ∈ S)(ϕ(~x) = 0)
}

.

a) Dokažte, že S0 ⊂⊂ V #
n ,

b) určete dim S0, je-li S ⊂⊂ Vn, dim S = k.

2.1.38

Necht’ ϕ je nenulový lineárńı funkcionál na prostoru V nad tělesem T , α ∈ T . Potom existuje
~x ∈ V takový, že ϕ(~x) = α. Dokažte.

2.1.39

Necht’ (ϕ1, ϕ2) je soubor lineárńıch funkcionál̊u na prostoru V nad tělesem T , necht’ ker ϕ1 ⊂
ker ϕ2. Potom existuje α ∈ T takové, že ϕ2 = αϕ1. Dokažte.

2.1.40

Dokažte, že ke každému ~x ∈ Vn, ~x 6= ~0, existuje ϕ ∈ V #
n takový, že ϕ(~x) 6= 0.

2.1.41

Necht’ (ϕ1, . . . , ϕm) je soubor lineárńıch funkcionál̊u na prostoru Vn, m < n. Potom existuje
~x ∈ Vn, ~x 6= ~0, takový, že ϕj(~x) = 0 pro každé j ∈ m̂. Dokažte.

2.1.42

Ke každému nenulovému ϕ ∈ V #
n existuje báze (~x1, . . . , ~xn) prostoru Vn taková, že ϕ(~xi) 6= 0

pro každé i ∈ n̂. Dokažte.

Výsledky

2.1.1 pouze a), c), g), h), i). 2.1.2 pouze a), e). 2.1.3 pouze b), d), e). 2.1.4 a), b), d), e), f).

2.1.6 a)

 0
1
−1

,

 3
1
−5

, c)

 2
−3
i

,

 −i
−11 + 2i

7 + 4i

. 2.1.7 a)

(
0
1

)
,

(
1
−2

)
, e)

(
3
−2

)
,

(
4
7

)
.
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2.1.8 b)


1
0
1
−3

,


−1

2
2
1

,


−1

3
5
−3

, d)


−4

2
3
1

,


2
1
−1

3

,


2
−6
−4
−8

, e)


1
−2

0
4

,


3
−1

1
0

,


3
−5
−1

7

.

2.1.9 a)


1
1
1
1

,


2
0
0
2

,


2
3
−1

1

, b)


−1

1
1
1

,


0
−2

0
2

,


0
1
−1
−3

, d)
1

2


5
−1

0
6

,


2
3
−3

3

,
1

2


5

17
1

11

,

e)


6
i
−5
−i

,


6 + i
6− i
−5 + i
−5− i

,


1

6− 2i
−i

12− i

, f)
1

2


5
3
2
2

,


4
1
0
2

,
1

2


7
9
−3

7

. 2.1.10 a)

2
5
6

, b)

13
0
1

,

c)

−1
6
−2

. 2.1.11 a)


−6
−8

5
0

, b)


269
21

−205
5

. 2.1.12 a)
1

2

(
5, 7
)
, b)

(
−3, 10

)
. 2.1.13 a)


1
−1

0
0

,


0
1
−1

0

,


0
0
1
−1

,


0
0
0
1

, b)


7

13
18
4

,


−4
−13
−20
−5

,


−1

1
3
0

,


2
4
5
2

. 2.1.14 a)


1
−3

5
−9

, b)


−2

2
−4

1

.

2.1.15 ano. 2.1.16 ne. 2.1.17 a) LZ, b) LN. 2.1.18 a) LN, b) LZ. 2.1.19 a) LN, b) LZ. 2.1.20 a) LZ,

b) LN, c) LZ. 2.1.21 a) 3, b) neexistuje. 2.1.22 a) ±8, b) 0,-2. 2.1.23 a) −1

3
,−1, b) 0, 1,±i.

2.1.24 2.1.1a)

1
0
0

 ,

0
1
1

, 2.1.1c)

3
2
0

 ,

 1
0

2i

, 2.1.2a) (1), 2.1.2e) (2 + 3i),

2.1.3b)

((
0 1
0 0

)
,

(
−1 0

1 0

)
,

(
3 0
0 1

))
, 2.1.3d)

((
1 2
0 0

)
,

(
3 0
4 0

)
,

(
1 0
0 4

))
,

2.1.3e)

((
2 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
−4 0

0 1

))
, 2.1.4a) (e1 − e2, e1 − e3, e1 − e4),

2.1.4b) (e1 + e2, e1 + e3, e1 + e4), 2.1.4d) (e1 + 5e2, e3,−6e1 + 5e4),
2.1.4e) (e1 + 6ie2, 5e1 + 6e3, e1 − 6ie4), 2.1.4f) (−3e1 + 5e2, 2e1 − 5e3, 2e1 − 5e4). 2.1.25 (~e1, ~e2, ~e3)
2.1.26 (5e1 + 4e2 + 7e3 + 6e4, 4e1 − 2e2 − e3 + 3e4, 5e1 + 4e2 + 3e3 + 6e4). 2.1.27 (e1, e2 + ie3).

2.1.28 (e1 + e2). 2.1.29

((
3 2
−1 4

)
,

(
2 5
3 2

))
. 2.1.30

0
0
1

. 2.1.31 a)

3− i
2
2

, b)

neexistuje, c)

((
2 1
2 0

)
,

(
10 17
0 6

))
, (e3−e4). 2.1.32 1.

0
2
0

+

1
0
0

 ,

0
1
1


λ

, 2. −i+[2+3i]λ,

3.

(
2 0
0 0

)
+

[(
0 1
0 0

)
,

(
−1 0

1 0

)
,

(
3 0
0 1

)]
λ

, 4. −2e1 + [e1 + e2, e1 + e3, e1 + e4]λ. 2.1.33 1. nemá

řešeńı, 2. −i+[2+3i]λ, 3.

 5
17
9

 ,

 19
3

−12


λ

, 4.

2
5
0

+

 5
13
1

 ,

 41
67
−38


λ

. 2.1.34 2, (~e#1 , ~e
#
2 ).

2.1.35 1, (~e#1 + ~e#2 − 5~e#3 ). 2.1.37 b) n− k.
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2.2 Lineárńı zobrazeńı, lineárńı operátor

2.2.1

Zjistěte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı A z prostoru C3 do C2 je lineárńı:

a) A~x =

(
x1

Im (x2 − x3)

)
,

b) A~x =

(
2x2 − ix3

x1 + x2 + x3

)
,

c) A~x =

(
0
x2

)
,

d) A~x =

(
3x1

x1 + 1

)
,

e) A~x =

(
3x2 − 2x23

x1

)
,

f) A~x =

(
x1
x1

)
,

pro každé ~x ∈ C3, ~x =

x1x2
x3

.

2.2.2

Zjistěte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı A z prostoru R2,2 do R4 je lineárńı:

a) AX =


x11

x11 − x12
x11 + 2x21

x22

,

b) AX =


x12
−x11

x11 + x21 − x22
0

,

c) AX =


1
1
1
1

,

d) AX =


x11
|x11|
x12
−x12

,

pro každé X ∈ R2,2, X =

(
x11 x12
x21 x22

)
.
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2.2.3

Zjistěte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı A z prostoru P2 do C4 je lineárńı:

a) Ax =


α0 + α1

α0 − 1
α0 + α1

−α0

,

b) Ax =


3α0 − 2α1

0
0

α0 − 2α1

,

c) Ax =


α0α1

0
α0 + α1

α0 − α1

,

d) Ax =


Re α0

α1

0
α0 + α1

,

pro každé x ∈ P2, x(t) = α0 + α1t pro každé t ∈ C.

2.2.4

Zjistěte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı A je lineárńı operátor na prostoru P :

a) (Ax)(t) = x(t+ 1),

b) (Ax)(t) = x(2t− 1)− x(t+ 1),

c) (Ax)(t) = t · x(t),

d) (Ax)(t) = x(t)− x(0),

pro každé x ∈ P . Který z nich je lineárńı operátor na prostoru Pn?

2.2.5

Necht’ ϕ ∈ V #
n , ~x0 ∈ Vn. Zjistěte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı A je lineárńı operátor na

prostoru Vn. Pro každé ~x ∈ Vn:

a) A~x = ϕ(~x)~x0,

b) A~x = ϕ( ~x0)~x,

c) A~x = ϕ(~x)~x,

d) A~x = ϕ(~x0)~x0.
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2.2.6

Necht’ X = (~x1, ~x2, ~x3) je báze prostoru V3. Zjistěte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı A je lineárńı

operátor na prostoru V3. Pro každé ~x ∈ V3, (~x)X =

α1

α2

α3

:

a) A~x = ~x1 + (α1 − α2)~x2 + α2~x3,

b) A~x = α2~x1 + α3~x2 + α1~x3,

c) A~x = (α1 + 2α2 − α3)(~x1 + 2~x2 − ~x3),

d) A~x = |α1|~x1 + α2~x2 + α3~x3.

2.2.7

Necht’ A ∈ L
(
C3,C2

)
z př́ıkladu 2.2.1 b). Sestavte E3AE2 , E3AY , XAE2 , XAY ,

kde X =

1
0
1

 ,

 1
−1

1

 ,

 0
−1

1

 je báze prostoru C3, Y =

((
i
0

)
,

(
1
1

))
je báze prostoru

C2.

2.2.8

Necht’ A ∈ L(R2), EA =

(
1 1
1 1

)
. Sestavte XA, YA, X =

((
1
1

)
,

(
1
−1

))
, Y =

((
1
0

)
,

(
1
1

))
.

2.2.9

Necht’ A ∈ L(C3), XA =

 1 −18 15
−1 −22 15

1 −25 22

. X =

 8
−6

7

 ,

−16
7

−13

 ,

 9
−3

7

. Sestavte YA,

Y =

 1
−2

1

 ,

 3
−1

2

 ,

2
1
2

.

2.2.10

Necht’ A ∈ L(R3), XA =

 1 1 −1
1 −1 1
−1 1 1

. X =

1
1
0

 ,

0
1
1

 ,

1
1
1

. Sestavte:

a) E3A,

b) YA, Y =

1
0
1

 ,

 1
−1

1

 ,

 0
−1

1

.
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2.2.11

Necht’A ∈ L(C3,C2), X =

1
2
3

 ,

 1
−1

0

 ,

2
0
1

, Y =

((
1
2

)
,

(
−1

3

))
, XAY =

(
3 −2 1
5 3 2

)
.

Nalezněte A

0
1
2

.

2.2.12

Necht’ A ∈ L
(
R2,2,R4

)
z př́ıkladu 2.2.2 a). Sestavte XAY ,

kde X =

((
1 0
−1 1

)
,

(
2 1
0 −1

)
,

(
0 2
−1 1

)
,

(
2 −1
1 0

))
je báze prostoru R2,2,

Y =




0
0
0
1

 ,


0
0
−1

1

 ,


0
1
−1

1

 ,


1
1
1
1


 je báze prostoru R4.

2.2.13

Necht’ A ∈ L
(
P2,C4

)
z př́ıkladu 2.2.3 b). Sestavte XAY , kde X = (x1, x2) je báze prostoru P2,

x1(t) = 2− 3t, x2(t) = 1 + t pro každé t ∈ C, Y = (~e4,−3~e1, ~e2,−2~e3) je báze prostoru C4.

2.2.14

Necht’ A ∈ L (P3), (Ax)(t) = x(t+1) pro každé x ∈ P3, t ∈ C. Sestavte XA, kde X = (x1, x2, x3)
je báze prostoru P3, x1(t) = t− t2, x2(t) = 1− t+ t2, x3(t) = −1 + t pro každé t ∈ C.

2.2.15

Necht’ A ∈ L (V3) z př́ıkladu 2.2.6 b). Sestavte XA, YA, XAY , YAX , kde
Y = (~x1 + ~x2, ~x2 + ~x3, ~x1 + ~x2 + ~x3) je báze prostoru V3.

2.2.16

Necht’ A ∈ L
(
C3,P2

)
, A

1
2
0

 = x1, A

1
1
1

 = x2, A

−1
3
−1

 = x3, kde x1(t) = 2+3t, x2(t) = t,

x3(t) = 1 + 4t pro každé t ∈ C. Sestavte E3AE2 .

2.2.17

Necht’ A ∈ L
(
C3,C2

)
, A

1
2
0

 =

(
2
3

)
, A

1
1
1

 =

(
0
1

)
, A

−1
3
−1

 =

(
1
4

)
. Sestavte E3AE2 .

2.2.18

Necht’ A ∈ L
(
C2,2,P3

)
, A

(
1 0
1 0

)
= x1, A

(
1 1
0 0

)
= x2, A

(
1 0
0 1

)
= x3, A

(
1 0
−1 1

)
= x3,

kde
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a) x1(t) = 1, x2(t) = 1 + t, x3(t) = 1 + t+ t2,

b) x1(t) = 1 + t2, x2(t) = t, x3(t) = 1 + t+ t2 pro každé t ∈ C.

Sestavte YAZ , kde Y =

((
1 1
0 1

)
,

(
1 −1
0 1

)
,

(
1 1
−1 1

)
,

(
0 1
1 −1

))
je báze prostoru C2,2, Z =

(z1, z2, z3) je báze P3, z1(t) = 1 + t+ t2, z2(t) = 1 + t− t2, z3(t) = 1− t− t2 pro každé t ∈ C.

2.2.19

Necht’ A ∈ L
(
C3
)
, A

1
1
1

 =

1
0
0

, A

0
1
1

 =

1
1
0

, A

0
0
1

 =

1
1
1

. Sestavte E3A.

2.2.20

Necht’ A ∈ L (P3), Aej = xj pro každé j ∈ 3̂, x1(t) = 1 + t2, x2(t) = t, x3(t) = 1 + t + t2

pro každé t ∈ C. Sestavte YA, kde Y = (y1, y2, y3) je báze prostoru P3, y1(t) = 1 + t + t2,
y2(t) = 1 + t− t2, y3(t) = 1− t− t2 pro každé t ∈ C.

2.2.21

Necht’ X báze prostoru C3 a Y báze C jsou definovány následovně X =

1
0
1

 ,

 1
−1

1

 ,

 0
−1

1


a Y = (−3). Sestavte matici XϕY funkcionálu ϕ, který je pro každé ~x =

x1x2
x3

 ∈ C3 definován

jako ϕ(~x) = x1 + 2x2 + 3x3.

Operátor derivováńı a integrováńı

Na prostoru P (resp. Pn) zavedeme dvě d̊uležitá zobrazeńı D a S takto: pro každé x ∈ P ,

x(t) =
k∑
j=0

αjt
j, je (Dx)(t) =

k∑
j=1

jαjt
j−1, (Sx)(t) =

k∑
j=0

αj
j + 1

tj+1 pro každé t ∈ C. Pak

D ∈ L(P), D ∈ L(Pn), D ∈ L(Pn,Pn−1), S ∈ L(P), S ∈ L(Pn,Pn+1) a D nazýváme operátor
derivováńı, S operátor integrováńı.

2.2.22

Necht’ D je operátor derivováńı. Sestavte

a) EnD,

b) XD, kde X = (x1, . . . , xn) je báze prostoru Pn, xi(t) =
(t− α)i−1

(i− 1)!
pro každé t ∈ C, i ∈ n̂,

α ∈ C.

c) EnDEn−1 .
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2.2.23

Necht’ S ∈ L(Pn,Pn+1). Sestavte EnSEn+1 .

2.2.24

Dokažte, že zobrazeńı T definované na prostoru Pn takto: (Tx)(t) = t(Dx)(t) pro každé x ∈ Pn,
t ∈ C, je lineárńı operátor na prostoru Pn. Sestavte EnT .

2.2.25

Necht’ A : C2,2 → C2,2, AX = XT (tj. matici X přǐrad́ı matici transponovanou) pro každé
X ∈ C2,2.

a) Dokažte, že A ∈ L(C2,2).

b) Sestavte EA.

2.2.26

Necht’ C =

(
α β
γ δ

)
∈ C2,2, A,B : C2,2 → C2,2, AX = CX, BX = XC pro každé X ∈ C2,2.

a) Dokažte, že A,B ∈ L(C2,2).

b) Sestavte XA, XB, kde X =

((
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

))
.

2.2.27

Necht’ A,B ∈ L(C2,2), AX =

(
1 1
1 1

)
X, BX = X

(
1 1
1 1

)
. Sestavte XA, XB, kde X =((

1 1
1 1

)
,

(
−1 1

0 −1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
1 0
1 0

))
je báze prostoru C2,2.

2.2.28

Necht’ P,Q ⊂⊂ R3, P =

1
1
0

 ,

0
0
1


λ

, Q =

−1
1
1


λ

. Sestavte matici projektoru na P

podle Q v bázi (−~e2, ~e3, ~e1).

2.2.29

Necht’ P,Q ⊂⊂ R3, P =

 1
−1

1

 ,

 1
2
−1


λ

, Q =

1
1
0


λ

. Necht’ A je projektor na Q podle

P . Sestavte XAY , kde X =

1
1
1

 ,

0
1
1

 ,

0
0
1

, Y =

0
0
1

 ,

0
1
1

 ,

1
1
1

 jsou báze R3.
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2.2.30

Necht’ P,Q ⊂⊂ R4, P =




1
0
−1

1

 ,


2
1
0
−1



λ

, Q =




0
2
−1

1

 ,


2
−1

1
0



λ

. Necht’ A je projektor

na P podle Q, B je projektor na Q podle P . Sestavte EA, EB.

2.2.31

Necht’ Vn je vektorový prostor nad tělesem T , X báze Vn, Y = (α) báze T , ϕ ∈ V #
n . Potom

(ϕ)X# = α · XϕY . Dokažte.

2.2.32

Necht’ A ∈ L(P2,C3), XAY =

 1 2
2 1
−1 0

, X = (x1, x2), x1(t) = 1 − t, x2(t) = 1 + t pro každé

t ∈ C, Y =

1
1
1

 ,

1
1
0

 ,

1
0
0

. Sestavte EAZ , kde Z =

−1
0
0

 ,

1
1
1

 ,

1
1
0

 je báze

prostoru C3.

2.2.33

Necht’ A ∈ L(R2,R3), E2AY =

 1 1
2 2
−1 0

, Y =

1
1
1

 ,

1
2
1

 ,

0
1
1

. Sestavte XAE3 , kde

X =

((
2
3

)
,

(
−1

1

))
je báze prostoru R3.

2.2.34

Necht’ A ∈ L(P3,P2),
XAY =

(
1 0 −1
2 1 3

)
, X = (x1, x2, x3), Y = (y1, y2), x1(t) = 1 + 2t + t2,

x2(t) = 1 + t+ 2t2, x3(t) = 2 + t+ t2, y1(t) = −1 + 2t, y2(t) = 2− t pro každé t ∈ C. Sestavte
E3AE2 .

2.2.35

Necht’ A ∈ L(C3,C2,2), E3AE4 =


1 −1 2
2 0 1
3 1 0
1 1 0

. Sestavte:

a) YAE4 , Y =

1
1
0

 ,

1
0
1

 ,

0
1
1

,

b) E3AX , X =

((
1 1
1 1

)
,

(
0 1
1 1

)
,

(
1 0
1 1

)
,

(
1 1
0 1

))
,
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c) ZAU , Z =

1
0
2

 ,

2
0
1

 ,

0
1
2

, U =

((
−1 0

1 0

)
,

(
0 −1
0 1

)
,

(
0 −1
1 0

)
,

(
1 0
0 1

))
.

2.2.36

Necht’ A ∈ L(P3,P4),
XAY =


1 0 1
0 0 1
0 1 1
0 1 1

, X = (x1, x2, x3), Y = (y1, y2, y3, y4), x1(t) = t2,

x2(t) = t+ t2, x3(t) = 1− t− t2, y1(t) = 1 + t2, y2(t) = 1− t, y3(t) = −t+ t2 + t3, y4(t) = t2 + t3

pro každé t ∈ C. Sestavte ZAU , Z = (z1, z2, z3), U = (u1, u2, u3, u4), z1(t) = 1 + t + t2,
z2(t) = 1 + t2, z3(t) = −1 + t2, u1(t) = 1 + t, u2(t) = t2 + t3, u3(t) = 1 + t3, u4(t) = −1 pro
každé t ∈ C.

2.2.37

Necht’ A ∈ L(P3),
E3A =

 0 1 1
1 0 −1
−1 −1 0

. Sestavte XA, X = (x1, x2, x3), x1(t) = t − t2,

x2(t) = 1− t+ t2, x3(t) = −1 + t pro každé t ∈ C.

2.2.38

Necht’ A ∈ L(V3),
XA =

15 −11 5
20 −15 8
8 −7 6

. X = (~x1, ~x2, ~x3) je báze V3. Sestavte YA, Y =

(2~x1 + 3~x2 + ~x3, 3~x1 + 4~x2 + ~x3, ~x1 + 2~x2 + 2~x3).

2.2.39

Necht’ A ∈ L(V4),
XA =


1 2 0 1
3 0 −1 2
2 5 3 1
1 2 1 3

. X = (~x1, ~x2, ~x3, ~x4) je báze V4. Sestavte:

a) YA, Y = (~x1, ~x3, ~x2, ~x4),

b) ZA, Z = (~x1, ~x1 + ~x2, ~x1 + ~x2 + ~x3, ~x1 + ~x2 + ~x3 + ~x4).

2.2.40

Určete h(A), d(A) a nalezněte bázi jádra zobrazeńı A z př́ıklad̊u: a) 2.2.2a), b) 2.2.16, c) 2.2.20,
d) 2.2.38.

2.2.41

Určete hodnost a defekt operátoru derivováńı definovaného na prostoru a) Pn, b) P a nalezněte
bázi jeho jádra.

42



2.2.42

Necht’ S ∈ L(Pn,Pn+1). Určete h(S), d(S) a nalezněte bázi jádra zobrazeńı S.

2.2.43

Určete hodnost a defekt operátoru integrováńı definovaného na prostoru P a nalezněte bázi
jeho jádra.

2.2.44

Necht’ A ∈ L(R2,R3), E2AX =

 1 1
2 2
−1 0

, X =

1
1
1

 ,

1
2
1

 ,

0
1
1

.

Řešte rovnici A~x =

1
0
0

.

2.2.45

Necht’ A ∈ L(C4,C2), XAE2 =

(
2 −1 1 0
1 1 1 −1

)
, X =




1
0
1
1

 ,


−1

0
−1

1

 ,


0
1
0
0

 ,


1
1
0
0


.

a) Nalezněte bázi prostoru A(C4).

b) Najděte bázi jádra.

c) Řešte rovnici A~x =

(
1
1

)
.

2.2.46

Necht’A ∈ L(C2,2,C2), XAE2 =

(
2 −1 1 0
1 1 1 −1

)
, X =

((
1 0
1 1

)
,

(
−1 0
−1 1

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
1 1
0 0

))
.

a) Nalezněte bázi prostoru A(C2,2), určete hodnost h(A) a defekt d(A).

b) Řešte rovnici AX =

(
1
1

)
.

2.2.47

Necht’ A ∈ L(P3,C2), Ax1 =

(
1
1

)
, Ax2 =

(
1
1

)
, Ax3 =

(
0
1

)
, x1(t) = 1 − t, x2(t) = t2,

x3(t) = 1 + t. Nalezněte A−1
((
−1
−2

))
.
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2.2.48

Necht’ A ∈ L(C3), A

1
1
1

 =

1
1
0

, A

1
1
0

 =

 1
0
−1

, A

1
0
0

 =

 2
3
−1

. Řešte rovnici A~x =2
1
1

.

2.2.49

Necht’ A ∈ L(P3,P2), (Ax)(t) = (Dx)(2t+ 1) pro každé x ∈ P3, t ∈ C. Nalezněte A−1(u), je-li
u(t) = 2 + 3t pro každé t ∈ C.

2.2.50

Necht’ A ∈ L(P2,P3),
XAY =

1 0
2 −1
α 2

, X = (x1, x2), Y = (y1, y2, y3), x1(t) = 1 + t, x2(t) =

1− t, y1(t) = t, y2(t) = 1, y3(t) = t2 pro každé t ∈ C. Řešte rovnici Ax = z, je-li z(t) = t+ 7t2

pro každé t ∈ C, v závislosti na parametru α ∈ C.

2.2.51

Necht’ A,B ∈ L(C2), XA =

(
3 5
4 3

)
, YB =

(
4 6
6 9

)
, X =

((
1
2

)
,

(
2
3

))
, Y =

((
3
1

)
,

(
4
2

))
.

Nalezněte Y(2A− 3B).

2.2.52

Necht’ X =

((
−1

3

)
,

(
1
−4

))
a Y =

((
−2

1

)
,

(
1
−1

))
jsou báze R2, A,B ∈ L(R2). Necht’

XAY =

(
1 2
−1 1

)
a necht’ pro každý vektor ~x ∈ R2 plat́ı B~x =

(
α− 2β

α

)
, kde (~x)X =

(
α
β

)
.

Nalezněte E2(A+ 2B)X .

2.2.53

Necht’ A ∈ L(C4,C3), B ∈ L(C3,C4), E4AE3 =

1 0 2 1
1 −3 −1 −1
0 0 3 1

, E3BE4 =


1 −1 1
1 2 −1
0 1 1
1 0 0

.

Nalezněte a) E4(AB), b) E3(BA) .
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2.2.54

Necht’ A ∈ L(R4,R3), B ∈ L(R3,R4), E4AE3 =

 1 −2 2 1
−1 0 3 1

0 1 0 −1

, E3BX =


0 1 2
1 0 1
2 −1 0
0 2 1

,

X =




1
1
1
1

 ,


1
0
1
1

 ,


1
1
0
1

 ,


1
1
1
0


. Nalezněte E4(BA).

2.2.55

Necht’ A,B ∈ L(V2),
XA =

(
2 −1
5 −3

)
, YB =

(
1 3
2 7

)
, X = (~x1, ~x2), Y = (~y1, ~y2), Z jsou báze

prostoru V2, (~x1)Z =

(
−3

7

)
, (~x2)Z =

(
1
−2

)
, (~y1)Z =

(
6
−7

)
, (~y2)Z =

(
−5

6

)
. Nalezněte Z(AB).

2.2.56

Necht’ A ∈ L(P2,P3), B ∈ L(P3,P2),
E2AX =

 1 0
1 1
−1 2

, E3BY =

(
1 2 3
1 −1 0

)
, X = (e1, e2, e3),

Y = (y1, y2), y1(t) = 1 + t, y2(t) = 1− t pro každé t ∈ C. Nalezněte Z(BA)E2 , kde Z = (z1, z2)
je báze prostoru P2, z1(t) = 1− 2t, z2(t) = 2 pro každé t ∈ C. Je BA izomorfismus?

2.2.57

Necht’ A ∈ L(P2,C3), B ∈ L(C3,C2,2), Ax1 =

1
2
3

, Ax2 =

−1
0
2

, x1(t) = 2 + t, x2(t) = 1 + t

pro každé t ∈ C, YBZ =


1 3 −1
−2 0 2

0 0 2
1 1 0

, Y =

1
1
1

 ,

 1
1
−1

 ,

1
0
0

,

Z =

((
2 3
4 1

)
,

(
1 −1
0 3

)
,

(
−1 3

4 2

)
,

(
1 1
2 5

))
. Nalezněte E(BA)Z .

2.2.58

Necht’A ∈ L(C2,C3),B ∈ L(C3,C4),A

(
2
1

)
=

1
2
3

,A

(
1
1

)
=

−1
0
2

, YBZ =


1 3 −1
−2 0 2

0 0 2
1 1 0

,

Y =

1
1
1

 ,

 1
1
−1

 ,

1
0
0

, Z =




2
3
4
1

 ,


1
−1

0
3

 ,


−1

3
4
2

 ,


1
1
2
5


. Nalezněte E(BA)Z .
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2.2.59

Necht’ A ∈ L(R3,R2), XAY =

(
1 2 3
4 5 6

)
, X =

1
1
1

 ,

1
1
0

 ,

1
0
0

, Y =

((
1
1

)
,

(
1
2

))
,

ϕ ∈ (R2)#, E2ϕZ = (1, 1), Z = (3). Nalezněte matici zobrazeńı ϕA ve standardńıch báźıch a
bázi jádra ϕA.

2.2.60

Necht’ A,B ∈ L(P2),
XA =

(
2 3
−1 1

)
, (Bx1)(t) = 1, (Bx2)(t) = t pro každé t ∈ C, X = (x1, x2),

x1(t) = 1 + t, x2(t) = 1 − t pro každé t ∈ C. Nalezněte Y(A + B)X , kde Y = (y1, y2) je báze
prostoru P2, y1(t) = 2, y2(t) = 4− 2t pro každé t ∈ C.

2.2.61

Necht’ A ∈ L(C,P3), (Aα)(t) = 2α + αt2 pro každé α ∈ C, t ∈ C, ϕ ∈ (P2)
#, (ϕ)X# =

(
1
−1

)
,

X = (x1, x2), x1(t) = t, x2(t) = 1 + t pro každé t ∈ C.

a) Určete h(A).

b) Nalezněte matici zobrazeńı Aϕ ve standardńıch báźıch.

2.2.62

Necht’ A ∈ L(C2,2,P3), B ∈ L(P3,C3), E3BE3 =

 1 0 −1
−1 2 α
α 1 1

, A

(
1 1
1 1

)
= x1, A

(
1 1
1 0

)
=

x2, A

(
1 1
0 0

)
= x3, A

(
0 1
0 0

)
= x4, x1(t) = t+ t2, x2(t) = t− t2, x3(t) = 1, x4(t) = t−αt2 pro

každé t ∈ C. Určete hodnost zobrazeńı BA v závislosti na parametru α ∈ C.

2.2.63

Necht’ A ∈ L(C4,C3), B ∈ L(C3), E3B =

 1 0 −1
−1 2 α
α 1 1

, A


1
1
1
1

 =

0
1
1

, A


1
1
1
0

 =

 0
1
−1

,

A


1
1
0
0

 =

1
0
0

, A


0
1
0
0

 =

0
1
α

. Určete hodnost zobrazeńı BA v závislosti na parametru

α ∈ C.
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2.2.64

Necht’ A ∈ L(C3,C2,2), XAE =


1 2 1
0 1 1
−1 1 2

2 0 −1

, X =

1
1
1

 ,

1
0
1

 ,

0
1
1

, ϕ ∈ (C2,2)#,

ϕ

((
x11 x12
x21 x22

))
= x11 + x22. Nalezněte bázi jádra zobrazeńı ϕA.

2.2.65

Necht’ A ∈ L(P2,P3),
EAX =

 1 1
0 1
−1 2

, X = (x1, x2, x3), x1(t) = 1 + t2, x2(t) = 1 − t2,

x3(t) = t pro každé t ∈ C, ϕ ∈ (P3)
#, ϕ(x) = x(1) pro každé x ∈ P3. Nalezněte bázi jádra

zobrazeńı ϕA.

2.2.66

Necht’ A ∈ L(C3,P4),
XAE =


1 2 1
0 1 1
−1 1 2

2 0 −1

, X =

1
1
1

 ,

1
0
1

 ,

0
1
1

, ϕ ∈ (P4)
#, ϕ(x) =

1

2
x(1) +

1

2
x(−1) pro každé t ∈ P4. Nalezněte bázi jádra zobrazeńı ϕA.

2.2.67

Necht’ A,B ∈ L(P4,P3),
E4AE3 =

α 1 0 −1
2 α− 2 0 α− 1
1 1 α α3

, XBE3 =

 0 −1 −1 2
−3 1 0 1

0 0 0 0

, X =

(x1, x2, x3, x4), x1(t) = 1− t, x2(t) = t− t2, x3(t) = t2 − t3, x4(t) = t3 pro každé t ∈ C. Určete
hodnost zobrazeńı A+B v závislosti na parametru α ∈ C.

2.2.68

Necht’ A,B ∈ L(C2,P2), B ∈ L(P2,C2) EAX =

(
1 1
1 1

)
, XBE2 =

(
1 −1
0 1

)
, X = (x1, x2),

x1(t) = 1− t, x2(t) = 1 pro každé t ∈ C. Řešte rovnici (AB)x = z, je-li z(t) = 2t− 4 pro každé
t ∈ C.

2.2.69

Necht’ A : R2 → R2 je definované pro každé ~x ∈ R2 jako A~x = (~x)X , kde X = (~e1 +

~e2, ~e1). Najděte A

({(
1
1

)
,

(
2
2

)})
, A

([(
1
1

)]
λ

)
, A−1

({(
1
1

)
,

(
2
2

)})
, A−1

([(
1
1

)]
λ

)
. Je

A epimorfńı, monomorfńı?
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2.2.70

Necht’ A : R2 → R3 je definované pro každé ~x ∈ R2 jako A~x =

~x#1 (~x)

~x#2 (~x)
0

, kde X = (~e1 +~e2, ~e1).

Najděte A

({(
1
1

)
,

(
2
2

)})
, A

([(
1
1

)]
λ

)
, A−1


1

1
0

 ,

2
2
0


, A−1

1
1
1


λ

. Je A

epimorfńı, monomorfńı?

2.2.71

Necht’ (~x1, . . . , ~xk) je lineárně nezávislý soubor vektor̊u z prostoru Vn, (~y1, . . . , ~yk) soubor vektor̊u
z prostoru Q. Potom existuje lineárńı zobrazeńı A prostoru Vn do Q takové, že A~xi = ~yi
pro každé i ∈ k̂. Dokažte. Uved’te př́ıklad takového lineárńıho zobrazeńı. Nalezněte nutnou a
postačuj́ıćı podmı́nku, aby A bylo určeno jednoznačně.

2.2.72

Jak se změńı matice lineárńıho zobrazeńı A v báźıch X ,Y , jestliže

a) v bázi X zaměńıme i-tý a j-tý vektor,

b) v bázi Y zaměńıme i-tý a j-tý vektor,

c) i-tý vektor báze X vynásob́ıme č́ıslem α 6= 0,

d) i-tý vektor báze Y vynásob́ıme č́ıslem α 6= 0?

2.2.73

Uved’te př́ıklad lineárńıho operátoru A na prostoru V3, který má následuj́ıćı vlastnost: a) h(A) =

2, b) d(A) = 2, c) A(V3) ∩ ker A 6=
{
~0
}

, d) h(A) = d(A) = 2.

2.2.74

Necht’ A,B ∈ L(V ) takové, že AB = Θ. Plyne odtud, že také BA = Θ? Uved’te vhodné
př́ıklady.

2.2.75

Necht’ A ∈ L(V ). Dokažte, že zobrazeńı, které každému X ∈ L(V ) přǐrazuje operátor AX je
lineárńı operátor na prostoru L(V ).

2.2.76

Určete dimenzi vektorového prostoru L(Pm, Qn).
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2.2.77

Necht’ A ∈ L(Vn).

a) Dokažte, že množina všech B ∈ L(Vn) takových, že AB = Θ, je podprostorem prostoru
L(Vn), a určete jeho dimenzi.

b) Dokažte, že množina všech B ∈ L(Vn) takových, že BA = Θ, je podprostorem L(Vn), a
určete jeho dimenzi.

2.2.78

Necht’ M ⊂⊂ Vn, dim M = m. Dokažte, že množina všech A ∈ L(Vn) takových, že M ⊂ ker A,
je podprostorem prostoru L(Vn) a určete jeho dimenzi.

2.2.79

Necht’ A ∈ L(V1). Potom existuje právě jedno č́ıslo α ∈ T takové, že pro všechna ~x ∈ V1 je
A~x = α~x. Dokažte.

2.2.80

Necht’ A ∈ L(V ), h(A) = 1. Potom existuje právě jedno č́ıslo α ∈ T takové, že A2 = αA.
Dokažte.

2.2.81

Necht’ A,B,C ∈ L(V2). Potom operátor (AB −BA)2 komutuje s operátorem C. Dokažte.

2.2.82

Necht’ A,B ∈ L(V ) takové, že operátor AB − BA komutuje s operátorem A. Dokažte, že pro
každé n ∈ N plat́ı

AnB −BAn = nAn−1(AB −BA).

2.2.83

Necht’ A ∈ L(Pn) takový, že pro všechna x ∈ Pn je (Ax)(t) = x(t+ 1) pro každé t ∈ C. Potom

A =
n−1∑
k=0

1

k!
Dk, kde D je operátor derivováńı na prostoru Pn. Dokažte.

2.2.84

Necht’ (~x1, . . . , ~xn) je báze prostoru Vn nad tělesem T , α1, . . . , αn navzájem r̊uzná č́ısla z T ,
A ∈ L(Vn) definovaný takto: A~xj = αj~xj pro každé j ∈ n̂. Necht’ B ∈ L(Vn), který komutuje
s operátorem A. Potom existuj́ı č́ısla β1, . . . , βn ∈ T taková, že B~xj = βj~xj pro každé j ∈ n̂.
Dokažte.
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2.2.85

Necht’ A ∈ L(Vn), který komutuje s každým lineárńım operátorem B ∈ L(Vn). Potom existuje
č́ıslo α ∈ T takové, že pro všechna ~x ∈ Vn je A~x = α~x. Dokažte.

2.2.86

Necht’ A,B ∈ L(V ) takové, že 2A−B 6= I. Potom A2 = A, právě když B2 = I. Dokažte.

2.2.87

Necht’ A,B ∈ L(Vn). Potom AB −BA 6= I. Dokažte.

2.2.88

Ukažte, že tvrzeńı z předcházej́ıćıho př́ıkladu neplat́ı, je-li dim V = +∞.

2.2.89

Proč žádné zobrazeńı A : C2 → R2 neńı lineárńı?

2.2.90

Necht’ A ∈ R2,2. Definujeme zobrazeńı A : R2 → R2 předpisem A~x = A · ~x pro každé ~x ∈ R2.
Ověřte, že A ∈ L(R2). Zkontrolujte, že operátory A určené následuj́ıćımi maticemi A p̊usob́ı
tak, jak je uvedeno v závorkách.

a) A =

(
1 0
0 −1

)
, (A je zrcadleńı nebo osová souměrnost podle osy x.)

b) A =

(
0 1
1 0

)
, (A je zrcadleńı nebo osová souměrnost podle osy x = y.)

c) A =

(
−1 0

0 −1

)
, (A je středová souměrnost.)

d) A =

(
cos θ sin θ
sin θ cos θ

)
, (A je rotace o úhel θ po směru hodinových ručiček, matici se ř́ıká

elementárńı matice rotaćı.)

e) A =

(
α 0
0 1

)
, (A je prodloužeńı resp. zkráceńı ve směru x.)

f) A =

(
1 α
0 1

)
, (A je zkoseńı ve směru x.)
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2.2.91

Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad stejným tělesem. Necht’ A : P → Q je izomorfismus.
Ověřte, a zapamatujte si!

a) dim P = dim Q.

b) Je-li (~x1, . . . , ~xn) LN soubor, pak (A~x1, . . . , A~xn) je LN. (Na toto tvrzeńı stač́ı A monomorfńı.)

c) Je-li P1 ⊂⊂ P a dim P1 = k, pak A(P1) ⊂⊂ Q (na to stač́ı linearita A) a dim A(P1) = k.

d) Je-li (~x1, . . . , ~xn) báze P, pak (A~x1, . . . , A~xn) je báze Q.

e) Analogická tvrzeńı plat́ı i pro A−1.

2.2.92

Jak je možné, že funkcionál ϕ : R2 → R definovaný pro všechna ~x =

(
x1
x2

)
∈ R2 jako

ϕ(~x) = x21 + x22

neńı prostý, ačkoli ker ϕ = {~0}?

2.2.93

Uvažujme vektorový prostor šipek (zač́ınaj́ıćıch ve stejném bodě – počátku) v rovině. Necht’

je dána př́ımka p procházej́ıćı počátkem. Rozmyslete si, že zobrazeńı, které každému vektoru
přǐrad́ı jeho kolmou projekci na př́ımku p, je lineárńı a že jeho jádrem je př́ımka q procházej́ıćı
počátkem a kolmá na p a jeho oborem hodnot je př́ımka p. Rozmyslete si analogickou úlohu
v prostoru, tj. kolmou projekci vektor̊u na rovinu procházej́ıćı počátkem.

Výsledky

2.2.1 pouze b), c), f). 2.2.2 pouze a), b). 2.2.3 pouze b). 2.2.4 každé, pouze a), b), d). 2.2.5

a), b) ano, c) jen pro ϕ = Θ, d) pouze když ϕ(~x0) = 0. 2.2.6 pouze b), c). 2.2.7

(
0 2 −i
1 1 1

)
,(

i −i −1 + i
1 1 1

)
,

(
−i −2− i −2− i

2 1 0

)
,

(
−1 + 2i −1 + 3i −1 + 2i

2 1 0

)
2.2.8 a)

(
2 0
0 0

)
,

b)

(
0 0
1 2

)
. 2.2.9

16 47 −88
18 44 −92
12 27 −59

. 2.2.10 a)

−2 2 0
0 1 0
2 −2 2

, b)

 4 5 3
−6 −9 −5

6 10 6

. 2.2.11

(
−6
18

)
.

2.2.12


−2 −3 −1 0

2 1 4 −3
0 −1 −2 1
1 2 0 2

. 2.2.13


8 −1

−4 −1

3
0 0
0 0

. 2.2.14

−1 2 1
−2 3 1
−2 2 1

. 2.2.15

0 1 0
0 0 1
1 0 0

,

−1 1 0
−1 0 0

2 0 1

,

−1 0 1
0 −1 1
1 1 −1

,

1 1 1
0 1 1
1 0 1

. 2.2.16 + 2.2.17
1

4

(
6 1 −7
2 5 −3

)
.
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2.2.18 a)
1

2

2 2 2 −1
0 0 1 0
0 0 −1 1

, b)
1

2

2 2 0 0
0 0 2 −1
0 0 −2 1

. 2.2.19

 0 0 1
−1 0 1

0 −1 1

. 2.2.20

2 0 0
0 0 −1
0 0 1

.

2.2.21 XϕY =

(
−4

3
, −2

3
, −1

3

)

2.2.22 a)


0 1 0 . . . 0
0 0 2 . . . 0
...

...
...
. . .

...
0 0 0 . . . n− 1
0 0 0 . . . 0

, b)


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...
. . .

...
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

, c)


0 1 0 . . . 0
0 0 2 . . . 0
...

...
...
. . .

...
0 0 0 . . . n− 1

.

2.2.23



0 0 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0

0
1

2
0 . . . 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . .
1

n


. 2.2.24


0 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 2 . . . 0
...

...
...
. . .

...
0 0 0 . . . n− 1

. 2.2.25


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

.

2.2.26 b)


α β 0 0
γ δ 0 0
0 0 α β
0 0 γ δ

,


α 0 γ 0
0 α 0 γ
β 0 δ 0
0 β 0 δ

. 2.2.27


2 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 −1 0 2

,


2 1 1 1
0 2 0 0
0 −3 0 0
0 1 0 0

.

2.2.28
1

2

 1 0 −1
1 2 1
−1 0 1

. 2.2.29

−4 −5 −3
0 0 0
4 5 3

. 2.2.30
1

10


6 −2 −14 −10
2 1 −3 −5
−2 4 8 0

0 −5 −5 5

,

1

10


4 2 14 10
−2 9 3 5

2 −4 2 0
0 5 5 5

. 2.2.32
1

2

1 −1
3 1
3 −1

. 2.2.33

15 0
23 1
13 1

. 2.2.34
1

2

(
8 0 −2
−7 3 1

)
.

2.2.35 a)


0 3 1
2 3 1
4 3 1
2 1 1

, b)


4 −2 3
0 2 −2
−1 1 −1
−2 0 0

, c)
1

2


3 9 1

−11 −15 −5
3 3 1

13 17 7

. 2.2.36


−4 −3 3

7 6 −4
−1 −2 0
−7 −8 4

.

2.2.37

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

. 2.2.38

1 0 0
0 2 0
0 0 3

. 2.2.39 a)


1 0 2 1
2 3 5 1
3 −1 0 2
1 1 2 3

, b)


−2 0 1 0

1 −4 −8 −7
1 4 6 4
1 3 4 7

.

2.2.40 a) 4, 0, neexistuje, b) 2, 1,

8
1
7

, c) 2, 1, ((e1 + e2 − e3)), d) 3, 0, neexistuje.

2.2.41 a) n−1, 1, e1, b) +∞, 1, e1. 2.2.42 n, 0, neexistuje. 2.2.43 +∞, 0, neexistuje. 2.2.44 nemá

řešeńı. 2.2.45 a) (~e1, ~e2), h(A) = 2, d(A) = 2, b)




0
3
−3
−1

 ,


−1

3
−1
−3


, c)


1
1
0
2

+




1
−3

1
3

 ,


0
3
−1
−1



λ

.

2.2.46 a) (~e1, ~e2), b)

(
0 1
0 0

)
+

[(
1 −3
1 3

)
,

(
0 3
−1 −1

)]
λ

. 2.2.47 −2e1 + [−e1 + e2 + e3]λ.
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2.2.48


3

4
4

. 2.2.49
1

2
e2 +

3

4
e3 + [e1]λ. 2.2.50 pro α 6= 3 nemá řešeńı, pro α = 3 {3e1 − e2}.

2.2.51

(
68 58
−89 −95

)
. 2.2.52

(
−81 −27
−56 −19

)
. 2.2.53 a)


0 3 6 3
3 −6 −3 −2
1 −3 2 0
1 0 2 1

, b)

 2 1 3
−3 −8 3

1 3 3

.

2.2.54


1 −2 12 1
0 −1 10 1
−2 2 11 0

3 −3 6 0

. 2.2.55

(
109 93
34 29

)
. 2.2.56

(
−4 8
−12 0

)
, ano.

2.2.57


3 −4
−3 −1

0 −2
2 −2

. 2.2.58 E3(BA)Z


3 −4
−3 −1

0 −2
2 −2

. 2.2.59 (72,−15,−15),

5
0
4

 ,

 5
24
0

.

2.2.60

(
6 13
0 1

)
. 2.2.61 a) 1, b)

−4 2
0 0
−2 1

. 2.2.62+2.2.63 pro α 6= −3 je h(BA) = 3, pro

α = −3 h(BA) = 2. 2.2.64

0
1
1

 ,

−1
2
−1

. 2.2.65 (−4e1 + e2). 2.2.66

1
1
1

 ,

1
3
4

.

2.2.67 3 pro α 6= 1, 1 pro α = 1. 2.2.68 2e2 + [e1]λ. 2.2.71 k = n. 2.2.72 a) zaměńı se i-tý a j-tý
sloupec, b) zaměńı se i-tý a j-tý řádek, c) i-tý sloupec se vynásob́ı α, d) i-tý řádek se vyděĺı α.
2.2.74 ne. 2.2.76 m ·n. 2.2.77 a) n ·d(A), b) n ·d(A). 2.2.78 n2−nm. 2.2.88 T ∈ L(P), (Tx)(t) =
t · x(t), DT − TD = I.
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Kapitola 3

Soustavy lineárńıch algebraických
rovnic, Frobeniova věta

3.1.1

Necht’ hodnost matice homogenńı soustavy lineárńıch rovnic je o jedničku menš́ı než počet
neznámých. Pak libovolná dvě řešeńı této soustavy maj́ı tu vlastnost, že jedno z nich je
násobkem druhého. Dokažte.

3.1.2

Necht’ A ∈ T n,n. Potom existuje nenulový polynom ϕ s koeficienty v tělese T takový, že
ϕ(A) = O. Dokažte.

3.1.3

Budiž dána nehomogenńı soustava lineárńıch rovnic (řešitelná) a lineárńı kombinace jej́ıch
řešeńı. Kdy je tato kombinace řešeńım této soustavy?

3.1.4

Nalezněte nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro to, aby řešeńım dané soustavy lineárńıch rovnic
(řešitelné) byl:

a) součet jej́ıch libovolných dvou řešeńı,

b) násobek libovolného jej́ıho řešeńı pevně zvoleným č́ıslem α ∈ T , α 6= 1.

3.1.5

Bud’te (α1, . . . , αn) a (β1, . . . , βn) dvě řešeńı soustavy lineárńıch rovnic
n∑
j=1

aijxj = bi (i ∈ m̂),

α ∈ T . Najděte soustavu m lineárńıch rovnic o n neznámých s týmiž koeficienty u neznámých
jako má daná soustava tak, aby nová soustava lineárńıch rovnic měla řešeńı:

a) (α1 + β1, . . . , αn + βn),

b) (αα1, . . . , ααn).

Kolik takových soustav existuje?
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Nalezněte množinu všech řešeńı následuj́ıćıch homogenńıch soustav lineárńıch rovnic:

3.1.6

x− y + z + t = 0

3.1.7

3x + y − 2t = 0
−2x − 4y + 5z − 9t = 0

3x + y + t = 0

3.1.8

4x − 2y + 5z − t = 0
−2x + 5y − 2z + 4t = 0

2x + 4y + 3z − t = 0
5x + 4y + 7z + t = 0

3.1.9

7x + 14y + 11t = 0
13x + 36y − 10z + 19t = 0
3x + 25y − 19z + 2t = 0
3x + 4y + 2z + 5t = 0

3.1.10

−x+ y + z + u+ v = 0
x− y + z + u+ v = 0
x+ y − z + u+ v = 0
x+ y + z − u+ v = 0
x+ y + z + u− v = 0

3.1.11

3x + 10y + 2z = 0
6x + 16y + 11z = 0
2x − 2y − z = 0
x + y + z = 0

3.1.12

x− z = 0
y − u = 0

−x+ z − v = 0
−y + u− t = 0
−z + v = 0
−u+ t = 0

3.1.13

x− z + v = 0
y − u+ t = 0

x− y + v − t = 0
y − z + t = 0
x− u+ v = 0

3.1.14

− 3y + z + 6u − 2v = 0
2x + 3y − z − 2u + 2v = 0
5x + 6y − 2z + 7u + 4v = 0
9x + 12y − 4z + 9u + 8v = 0

Nalezněte množinu všech řešeńı následuj́ıćıch nehomogenńıch soustav lineárńıch rovnic:

3.1.15

x+ y + z + u+ v = 1

3.1.16

2x+ y − z + t− 3u = 1,

3.1.17

2x + y − z + t − 3u = 1
−11x + 2y − t + 3u = −1

3.1.18

x + y + z = 2
x − y + z + t = 1

3.1.19

2x + y − z + t = 1
3x − 2y + 2z − 3t = 2
5x + y − z + 2t = −1
2x − y + z − 3t = 4
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3.1.20

x + y + z + u + v = 7
3x + 2y + z + u − 3v = −2

y + 2z + 2u + 6v = 23
5x + 4y + 3z + 3u − v = 12

3.1.21

x + 2y + 3z + 4t = 11
2x + 3y + 4z + t = 12
3x + 4y + z + 2t = 13
4x + y + 2z + 3t = 14

3.1.22

x + 2y + 3z − t = 1
3x + 2y + z − t = 1
2x + 3y + z + t = 1
2x + 2y + 2z − t = 1
5x + 5y + 2z = 2

3.1.23

2x + 7y + 3z + t = 6
3x + 5y + 2z + 2t = 4
9x + 4y + z + 7t = 2

3.1.24

8x + 6y + 5z + 2t = 21
3x + 3y + 2z + t = 10
4x + 2y + 3z + t = 8
3x + 5y + z + t = 15
7x + 4y + 5z + 2t = 18

3.1.25

2x + 3y + z + 2t = 4
4x + 3y + z + t = 5
5x + 11y + 8z + 2t = 2
2x + 5y + z + t = 1
1x − 7y − z + 2t = 7

3.1.26

45x − 28y + 34z − 52t = 9
36x − 23y + 29z − 43t = 3
35x − 21y + 28z − 45t = 16
47x − 32y + 36z − 48t = −17
27x − 19y + 22z − 35t = 6

3.1.27

x1 + x2 + x3 + . . . + xn = 1
x1 + x3 + x4 + . . . + xn = 2
x1 + x2 + x4 + . . . + xn = 3
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

x1 + x2 + x3 + . . . + xn−1 = n

3.1.28

x2 + x3 + x4 + . . . + xn = 1
x1 + x3 + x4 + . . . + xn = 2
x1 + x2 + x4 + . . . + xn = 3
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

x1 + x2 + x3 + . . . + xn−1 = n

3.1.29

Zjistěte, pro které hodnoty parametru α maj́ı následuj́ıćı soustavy lineárńıch rovnic netriviálńı
řešeńı a určete dimenzi vektorového prostoru všech řešeńı daných soustav:

a)

x + αy + z + αu = 0
αx + y + αz + u = 0
x − 5y + 3z + 2u = 0

2x − 4y + 4z + 3u = 0

b)

αx + y + 3z + 2u = 0
x + y + αz + αu = 0

2x + 3y + 2z + 2u = 0
αx + y + 4z + 3u = 0
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3.1.30

Zjistěte, jakou podmı́nku muśı splňovat parametry α, β, aby následuj́ıćı soustava lineárńıch
rovnic měla netriviálńı řešeńı a určete dimenzi vektorového prostoru všech řešeńı této soustavy:

2x + 3y − z = 0
αx + βy − 2z = 0

− y + z = 0

3.1.31

Nalezněte nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro parametry α, β, γ tak, aby následuj́ıćı soustava
lineárńıch rovnic měla netriviálńı řešeńı:

αx + y + z = 0
x + βy + z = 0
x + y + γz = 0

3.1.32

Jakou podmı́nku muśı splňovat parametry α, β, γ, δ, λ, aby v následuj́ıćı soustavě lineárńıch
rovnic bylo možno neznámé z, u volit libovolně:

y + αz + βu = 0
−x + + γz + δu = 0
αx + γy − λu = 0
βx + δy + λz = 0

3.1.33

Nalezněte všechny hodnoty parametru λ tak, aby následuj́ıćı soustava lineárńıch rovnic byla
řešitelná. Kolik neznámých je libovolně volitelných?

2x − y + z + u = 1
x + 2y − z + 4u = 2
x + 7y − 4z + 11u = λ

3.1.34

Soustava rovnic
βx + αy = γ
γx + αz = β

γy + βz = α
má právě jedno řešeńı. Dokažte, že pak je αβγ 6= 0

a nalezněte toto řešeńı.

Nalezněte množinu všech řešeńı následuj́ıćıch soustav lineárńıch rovnic v závislosti na parametru λ:

3.1.35

λx + y + z = 1
x + λy + z = 1
x + y + λz = 1

3.1.36

λx + y + z = 1
x + λy + z = λ
x + y + λz = λ2
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3.1.37

λx + y + z = 1
x + λy + z = λ
x + y + λz = λ3

3.1.38

(1 + λ)x + y + z = 1
x + (1 + λ)y + z = λ
x + y + (1 + λ)z = λ2

3.1.39

λx + y + z + u = 1
x + λy + z + u = λ
x + y + λz + u = λ2

x + y + z + λu = λ3

3.1.40

λx + y + z + u = 1
x + λy + z + u = 1
x + y + λz + u = 1
x + y + z + λu = 1

3.1.41

2x − y + 3z + 4u = 5
4x − 2y + 5z + 6u = 7
6x − 3y + 7z + 8u = 9
λx − 4y + 9z + 10u = 11

3.1.42

2x − y + 3z + 4u = 5
4x − 2y + 5z + 6u = 7
6x − 3y + 7z − λu = 9
λx − 4y + 9z + 10u = 11

3.1.43

λx + y + z + u = 0
x + λy + z + u = 1

(λ+ 1)x + y + λz + u = λ

3.1.44

λx + y + z + u = 1
x + λy + z + u = λ
x + y + z + u = λ2

3.1.45

λx + 2λy + z = 1
2x + λ2y + (λ+ 1)z = λ

3.1.46

λx + λy + λz = 1
−x + λ2y + z = 1
λx + λy + z = λ
λx + λy + (2λ− 1)z = 2− λ

3.1.47

λx + y + λz = 1
λx + λy + z = λ2

x + λy + z = λ

3.1.48

(λ+ 1)x + y + z = λ2 + 3λ
x + (λ+ 1)y + z = λ3 + 3λ2

x + y + (λ+ 1)z = λ4 + 3λ3

3.1.49

λx + (4λ− 1)y + (λ2 + λ+ 1)z + (3λ+ 1)u = λ3 + λ
2x + 6y + (2λ+ 1)z + 5u = 3λ2

(λ+ 1)x + (4λ+ 2)y + (λ+ 1)2z + (3λ+ 3)u = λ3 + λ2 + λ+ 3
x + 3y + λz + 2u = λ2

3.1.50

Nalezněte množinu všech řešeńı následuj́ıćı soustavy lineárńıch rovnic v závislosti na parametru
β:

βx − (β2 − 1)y + 0z + u = β
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3.1.51

Nalezněte množinu všech řešeńı následuj́ıćı soustavy lineárńıch rovnic v závislosti na parametru
β:

βx + y + z = β
βx + βy + z = β
βx + βy + βz = β

3.1.52

Nalezněte množinu všech řešeńı následuj́ıćı soustavy lineárńıch rovnic v závislosti na parametrech
β, γ:

βx + βy + γz = 1

3.1.53

Nalezněte množinu všech řešeńı následuj́ıćı soustavy lineárńıch rovnic v závislosti na parametru
α:

αx + α2y = α3

x + αy + αz = α
−x + y − αz = 1

3.1.54

Nalezněte množinu všech řešeńı následuj́ıćı soustavy lineárńıch rovnic v závislosti na parametru
β:

2x − 2βy + (2 + β)z − u = 2
βx − β2y + u = β

3.1.55

Nalezněte množinu všech řešeńı následuj́ıćı soustavy lineárńıch rovnic v závislosti na parametru
α:

−αx + y + αz = 1
α2x + y + αz = α
−α3x + αy + αz = α2

(α2 − α)x + 2y + 2z = α + 1

Nalezněte množinu všech řešeńı následuj́ıćıch soustav lineárńıch rovnic v závislosti na parametrech
α, β:

3.1.56

(α + 1)x + (β + 1)y + (α2 + β2 + α + β)z = β
(β + 1)x + (α + 1)y + (α2 + β2 + α + β)z = −α

x + y + (α + β)z = 0

3.1.57

αx + y + z = 4
x + βy + z = 3
x + 2βy + z = 4

3.1.58

αx + αy + z = α
βx + y + αz = β
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3.1.59

αx + βy + αz + βu = α

3.1.60

αx − y − z = 1
−x − y − z = 1
x + αy + βz = α

3.1.61

(2α− 1)x − y = 2β − 3
(α + 2)x + 2z = β

−x − 2y + z = 3

3.1.62

x + αy + α2z = 1
x + αy + αβz = α
βx + α2y + α2βz = α2β

3.1.63

αx + βy + z = 1
x + αβy + z = β
x + βy + αz = 1

3.1.64

αx + αz = 1
α2x + y + αβz = −1
αβx + y z = β

3.1.65

βx + y + z = −1
(2 + 2β)x + (α + 4)y + 3z = −2
(2− 2β)x + (α− 1)y − 2z = 5

3.1.66

αx + y + z = α
−αβx − βy + αz = 1

3x + 2y − z = 0

3.1.67

αx + y + z = 1
αβx + βy − αz = −α

3x + 2y − z = 0

3.1.68

αx + βy + z = α
βx + y + 2z = 1 (α ∈ R)
αx + y + z = β

3.1.69

αx + y + αz = β
βx + 2y − z = α (β ∈ R)
αx + αy + α2z = 1

3.1.70

(α2 + α)x + (α2 − α)y + αz = αβ
(α + 2αβ)x + (α2 − 2α− 1)y + αz = αβ − β2 (β ∈ R)

(α2 − 2αβ)x + (2α + 2β + 1)y = β2 + αβ + 2

3.1.71

Nalezněte množinu všech řešeńı následuj́ıćı soustavy lineárńıch rovnic v závislosti na parametrech
α, β, γ:

5x − y − 4z = α + β
4x + 6y + (γ − 1)z = 9− β
3x + 3y + (γ + 4)z = 9− α− β
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3.1.72

Nalezněte množinu všech řešeńı následuj́ıćı soustavy lineárńıch rovnic v závislosti na parametrech
α, β, γ, λ:

λx + y + z = α
x + λy + z = β
x + y + λz = γ

3.1.73

Nalezněte množinu všech řešeńı následuj́ıćı soustavy lineárńıch rovnic v závislosti na parametrech
α1, α2, . . . , αn, n ≥ 2

x1 + x2 = α1

x2 + x3 = α2

...
...

...
...

...
xn−1 + xn = αn−1
xn + x1 = αn

3.1.74

Určete všechny vektory

αβ
γ

 ∈ C3 tak, aby každý z nich byl násobkem nějakého řešeńı soustavy

lineárńıch rovnic
4x − 2y + 2z = α
2x + 2z = β
−x + y + z = γ

Určete o jaké násobky jde.

3.1.75

Určete všechny vektory


α
β
γ
δ

 ∈ C4 takové, aby jejich k-násobek byl řešeńım soustavy lineárńıch

rovnic
− 2y + 3z + 2u = α

x + y + z − u = β
2z = γ

x − y + u = δ

Jakých hodnot může k nabývat?

Výsledky

3.1.3 součet koeficient̊u kombinace muśı být roven jedné. 3.1.4 a), b) homogenita soustavy.

3.1.5 a)
n∑
j=1

aijxj = 2bi, i ∈ m̂, b)
n∑
j=1

aijxj = αbi, i ∈ m̂, právě jedna. 3.1.6




1
1
0
0

 ,


−1

0
1
0

 ,


1
0
0
1



λ

.
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3.1.7




1
−3
−2

0



λ

. 3.1.8




0
0
0
0


. 3.1.9




11
0
1
−7

 ,


−1

0
1
0

 ,


0
1

13
−14



λ

. 3.1.10




0
0
0
0
0


.

3.1.11


0

0
0

. 3.1.12




0
0
0
0
0
0




. 3.1.13




1
1
1
1
0
0

 ,


0
−1

0
0
0
1




λ

. 3.1.14




0
0
2
0
1

 ,


0
1
3
0
0



λ

.

3.1.16


2
0
0
0
1

+




3
0
0
0
2

 ,


−1

0
0
2
0

 ,


1
0
2
0
0

 ,


−1

2
0
0
0



λ

. 3.1.17


0
0
0
1
0

+




3
9
0
0
5

 ,


−1
−3

0
5
0

 ,


2

11
15
0
0



λ

.

3.1.15


1
0
0
0
0

+



−1

1
0
0
0

 ,


−1

0
1
0
0

 ,


−1

0
0
1
0

 ,


−1

0
0
0
1



λ

. 3.1.18


1
0
1
−1

+




1
0
−1

0

 ,


0
1
−1

2



λ

.

3.1.19 nemá řešeńı. 3.1.20


−16

23
0
0
0

+




1
−2

1
0
0

 ,


1
−2

0
1
0

 ,


5
−6

0
0
1



λ

. 3.1.21




2
1
1
1


. 3.1.22


1
−1

1
1

+




5
−7

5
6



λ

. 3.1.23


−1

1
0
1

+




1
−2

2
−1

 ,


1
−5
11
0



λ

. 3.1.24




3
0
−5
11


. 3.1.25 nemá řešeńı.

3.1.26




1
2
−4
−3


. 3.1.27





1 +
n(n− 1)

2
−1
−2
−3
...

−(n− 1)




. 3.1.28




n(n+ 1)

2(n− 1)
− 1

...
n(n+ 1)

2(n− 1)
− n




. 3.1.29 a) pro

každé α ∈ C, dim S = 1 pro α 6= 1, dim S = 2 pro α = 1 b) pro žádné α. 3.1.30 α =
β − 2, dim S = 1. 3.1.31 αβγ − (α + β + γ) + 2 = 0. 3.1.32 λ = αδ − βγ. 3.1.33 λ = 5,

dvě. 3.1.34 x =
β2 + γ2 − α2

2βγ
, y =

α2 + γ2 − β2

2αγ
, z =

α2 + β2 − γ2

2αβ
. 3.1.35 λ 6= 1 ∧ λ 6= 2 :


1

λ+ 2
1

λ+ 2
1

λ+ 2


, λ = 1 :

1
0
0

 +

−1
1
0

 ,

−1
0
1


λ

, λ = −2: nemá řešeńı. 3.1.36 λ 6= 1 ∧ λ 6=
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−2 :




−λ+ 1

λ+ 2
1

λ+ 2
(λ+ 1)2

λ+ 2




, λ = 1 :

1
0
0

 +

−1
1
0

 ,

−1
0
1


λ

, λ = −2 : nemá řešeńı. 3.1.37 λ 6=

1 ∧ λ 6= −2 :




−λ

2 + λ+ 1

λ+ 2
1− λ2

λ+ 2
λ3 + 2λ2 + 2λ+ 1

λ+ 2




, λ = 1 :

1
0
0

 +

−1
1
0

 ,

−1
0
1


λ

, λ = −2: nemá

řešeńı. 3.1.38 λ 6= 0∧λ 6= −3:




2− λ2

λ(λ+ 3)
2λ− 1

λ(λ+ 3)
λ3 + 2λ2 − λ− 1

λ(λ+ 3)




, λ = 0∨λ = −3: nemá řešeńı. 3.1.39 λ 6=

1 ∧ λ 6= −3:





−λ
2 + 2λ+ 2

λ+ 3

−λ
2 + λ− 1

λ+ 3
2λ+ 1

λ+ 3
λ3 + 3λ2 + 2λ+ 1

λ+ 3




, λ = 1:


1
0
0
0

 +



−1

1
0
0

 ,


−1

0
1
0

 ,


−1

0
0
1



λ

, λ = −3:

nemá řešeńı. 3.1.40 λ 6= 1∧λ 6= −3:





1

λ+ 3
1

λ+ 3
1

λ+ 3
1

λ+ 3




, λ = 1:


1
0
0
0

+



−1

1
0
0

 ,


−1

0
1
0

 ,


−1

0
0
1



λ

,

λ = −3: nemá řešeńı. 3.1.41 λ 6= 8:


0
4
3
0

 +




0
−2
−2

1



λ

, λ = 8:


0
4
3
0

 +




1
2
0
0

 ,


0
−2
−2

1



λ

.

3.1.42 λ 6= ±8:




0
4
3
0


, λ = −8:


0
4
3
0

+




0
−2
−2

1



λ

, λ = 8:


0
4
3
0

+




1
2
0
0



λ

. 3.1.43 λ 6= 0:


−1
1

λ
1

λ2 + λ− 1

λ

+



−λ
1
1

λ2 + λ



λ

, λ = 0: nemá řešeńı. 3.1.44 λ 6= 1:


−1− λ
−λ
0

(1 + λ)2

+




0
0
1
−1



λ

,
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λ = 1:


1
0
0
0

+




1
−1

0
0

 ,


1
0
−1

0

 ,


1
0
0
−1



λ

. 3.1.45 λ 6= 0∧λ 6= −2:


0
1

λ2 + 2λ
λ

λ+ 2

+

 λ
1− λ
λ2 − 2λ


λ

,

λ = 0:


−1

2
0
1

+

0
1
0


λ

, λ = −2: nemá řešeńı. 3.1.46 λ 6= 0∧λ 6= 1∧λ 6= ±i:



λ2 + λ− 2

λ2 + 1
3λ+ 1

λ3 + λ
−1


,

λ = 1:

0
1
0

 +

 0
1
−1


λ

, λ = 0 ∨ λ = i ∨ λ − i: nemá řešeńı. 3.1.47 λ 6= ±1:


 λ

1
−λ

,

λ = 1:

1
0
0

 +

 1
0
−1

 ,

 0
1
−1


λ

, λ = −1:

−1
1
1

 +

0
1
1


λ

. 3.1.48 λ 6= 0 ∧ λ 6= −3:
 2− λ2

2λ− 1
λ3 + 2λ2 − λ− 1

, λ = −3: [111]λ, λ = 0:

−1
1
0

 ,

−1
0
1


λ

. 3.1.49 nemá řešeńı pro

žádné λ. 3.1.50


0
0
0
β

 +




1
0
0
−β

 ,


0
1
0

β2 − 1

 ,


0
0
1
0



λ

. 3.1.51 β 6= 0 ∧ β 6= 1: právě jedno

řešeńı


1

0
0

, β = 1:

−1
0
1

 ,

−1
1
0


λ

, β = 0:

1
0
0


λ

. 3.1.52 α = β = γ = 0

nemá řešeńı, α 6= 0:


1

α
0
0

 +

−γ0
α

 ,

−βα
0


λ

, β 6= 0:


0
1

β
0

 +

 0
−γ
β

 ,

 β
−α

0


λ

,

γ 6= 0:


0
0
1

γ

 +

 γ
0
−α

 ,

 0
γ
−β


λ

. 3.1.53 α 6= 0 ∧ α 6= −1:


α2 − 1

1
1− α

, α = 0:

0
1
0

 +

0
0
1


λ

, α = −1:

1
0
2

 +

1
1
0


λ

. 3.1.54 β 6= −2:


1
0
0
0

 +



−1

0
1
β

 ,


β
1
0
0



λ

, β = −2:


1
0
0
0

 +




1
0
0
2

 ,


0
0
1
0

 ,


−2

1
0
0



λ

. 3.1.55 α 6= 0 ∧ α 6= 1 ∧ α 6= −1:



α− 1

α2 + α
2α

−2α

α + 1


, α = 1:

0
0
1

+

 0
0
−1


λ

, v ostatńıch př́ıpadech nemá řešeńı. 3.1.56 α 6= β:



α + β

α− β
0
1

β − α


, α = β = 0:
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−1
1
0

 ,

0
0
1


λ

, α = β 6= 0: nemá řešeńı. 3.1.57 α 6= 1 ∧ β 6= 0:




1− 2β

β(1− α)
1

β
4β − 1− 2αβ

β(1− α)




,

α = 1 ∧ β =
1

2
:

2
2
0

 +

−1
0
1


λ

, v ostatńıch př́ıpadech nemá řešeńı. 3.1.58 β 6= α2:1
0
0

 +

α2 − 1
β − α2

α− αβ


λ

, α = β = 1:

0
1
0

 +

−1
1
0

 ,

−1
0
1


λ

, α = −1 ∧ β = 1:

0
1
0

 +0
1
1

 ,

1
0
1


λ

, v ostatńıch př́ıpadech nemá řešeńı.

3.1.59 α 6= 0 ∧ β 6= 0:


0
0
1
0

+



−β

0
0
α

 ,


−1

0
1
0

 ,


−β
α
0
0



λ

, α = 0∧β 6= 0:




0
−1

0
1

 ,


0
0
1
0

 ,


1
0
0
0



λ

,

α 6= 0 ∧ β = 0:


1
0
0
0

 +



−1

0
0
α

 ,


−1

0
1
0

 ,


−1
α
0
0



λ

, α = β = 0: R4. 3.1.60 α 6= −1 ∧ β 6= α:




0
0
1
0


, α = β:

 0
−1

0

+

 0
−1

1


λ

, α = −1:

 0
−1

0

+

−β − 1
β − 1

2


λ

, v ostatńıch př́ıpadech

nemá řešeńı. 3.1.61 α 6= 0:




β − 2

α
2− α− β

α
α− β + 2

α


, α = 0∧β = 2:

 1
−2

0

+

−1
1
1


λ

, α = 0∧β 6=

2: nemá řešeńı. 3.1.62 α 6= 0∧α 6= β:




α2(β − 1)

β − α
β(α2 − 1)

α(α− β)
α− 1

α(β − α)




, α = β = 1:

1
0
0

+

−1
1
0

 ,

−1
0
1


λ

,

v ostatńıch př́ıpadech nemá řešeńı. 3.1.63 α 6= 1∧α 6= −2∧β 6= 0:




α− β

(α− 1)(α + 2)
αβ + β − 2

β(α− 1)(α + 2)
α− β

(α− 1)(α + 2)




, α =

β = −2:

−1
0
−1

 +

 2
−1

2


λ

, α = β = 1:

1
0
0

 +

−1
1
0

 ,

−1
0
1


λ

, v ostatńıch př́ıpadech
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nemá řešeńı. 3.1.64 α 6= 0∧α 6= 2β:




2β + 1

α(2β − α)
αβ + β

α− 2β
α + 1

α(α− 2β)




, α = −1∧β = −1

2
:

−1
0
0

+

−2
1
2


λ

,

v ostatńıch př́ıpadech nemá řešeńı. 3.1.65 α 6= −1 ∧ β 6= 0:




2

β
3β − 4

β(α + 1)
4− 6β − 3αβ

β(α + 1)




, α =

−1∧ β =
4

3
:


3

2
0
−3

+

 0
1
−1


λ

, v ostatńıch př́ıpadech nemá řešeńı. 3.1.66 α 6= 3

2
∧ α 6= −β:




2α2 − αβ − 3

(α + β)(2α− 3)
α2β − 3α2 + α + 3

(α + β)(2α− 3)
1 + αβ

α + β




, α =

3

2
∧ β = 1:

 1
−1

1

 +

 3
−2

5


λ

, v ostatńıch př́ıpadech

nemá řešeńı. 3.1.67 α 6= 3

2
∧ α 6= −β:




1

3− 2α
α

2α− 3
1


, α = −β:


0
1

3
2

3

 +

 −3
3 + α

2α− 3


λ

,

v ostatńıch př́ıpadech nemá řešeńı. 3.1.68 β 6= 1 ∧ β 6= 2α:




1− α− 2β + 2β2

(1− β)(β − 2α)
β − α
1− β

β3 + α2 + α− 3αβ

(1− β)(2α− β)




,

α = 1 ∧ β = 1:

1
0
0

 +

 1
−1

0


λ

, v ostatńıch př́ıpadech nemá řešeńı. 3.1.69 α 6= 0 ∧ α 6=

1 ∧ α 6= −1

2
:




1− αβ
α− α2

α3 − α2 − α− 3αβ2 + 1

(α− 1)(2α + 1)
β + α3 − α2 − 2α− αβ2 + 2αβ

(α− α2)(2α + 1)




, α = 1 ∧ β = 1:

−2
2
1

 +

 3
−2
−1


λ

,

v ostatńıch př́ıpadech nemá řešeńı. 3.1.70 α 6= 0 ∧ α 6= 2β ∧ α 6= −2β: jediné řešeńı, α =

0 ∧ β = 1:

0
1
0

 +

1
0
0

 ,

0
0
1


λ

, α = −2 ∧ β = −1:

 0
−1
−4

 +

1
0
1


λ

, α = −2 ∧

β = 1:

 0
−1
−2

 +

 1
8

25


λ

, α = 2 ∧ β = −1:

−1
3
−1

 +

 3
−8
−1


λ

, v ostatńıch př́ıpadech
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nemá řešeńı. 3.1.71 γ 6= −9:




γ(4α + 3β) + 2α + 10β + 153

17(γ + 9)
γ(3α− 2β)− 7α− 35β + 153

17(γ + 9)
9− 2α− β
γ + 9




, γ = −9 ∧ 2α + β = 9:


6α + 5β + 9

34
−4α + 9β + 45

34
0

 +

1
1
1


λ

, γ = −9 ∧ 2α + β 6= 9: nemá řešeńı. 3.1.72 λ 6= 1 ∧ λ 6= −2:




αλ+ α− β − γ
(λ+ 2)(λ− 1)
βλ+ β − α− γ
(λ+ 2)(λ− 1)
γλ+ γ − α− β
(λ+ 2)(λ− 1)




, λ 6= −2 ∧ α + β + γ = 0:


β − α

3
0

2β + α

3

 +

1
1
1


λ

, λ = 1 ∧ α =

β = γ:

α0
0

 +

−1
1
0

 ,

−1
0
1


λ

, v ostatńıch př́ıpadech nemá řešeńı. 3.1.73 pro n liché:



αn − αn−1 + αn−2 − . . .− α2 + α1

2
α1 − αn + αn−1 − . . .− α3 + α2

2
...

αn−1 − αn−2 + . . .− α1 + αn
2




, pro n sudé: je-li α1 + α3 + . . . + αn−1 6= α2 +

α4 + . . .+αn, nemá řešeńı, v opačném př́ıpadě:


0
α1

α2 − α1

...
αn−1 − αn−2 + . . .− α2 + α1

+





1
−1

1
−1
...
−1




λ

.

3.1.74

αβ
γ

 =

0
0
0

− libovolný násobek,

αβ
γ

 ∈
 2

2
−1


λ

− jednonásobek řešeńı,

αβ
γ

 ∈
−1

0
1

 ,

1
1
0


λ

− dvojnásobek řešeńı. 3.1.75


α
β
γ
δ

 =


0
0
0
0

−k libovolné,


α
β
γ
δ

 ∈



1
0
0
1



λ

−

k =
1

2
libovolné.
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Kapitola 4

Lineárńı variety

4.1.1

Nalezněte parametrické rovnice variety W ⊂ R2, je-li:

a) W ≡ 2x− 3y = −4,

b) W ≡ y = 2,

c) W =

(
1
1

)
+

[(
3
4

)]
λ

,

d) W =

[(
2
1

)
,

(
−1

3

)]
α

.

4.1.2

Nalezněte parametrické rovnice variety W ⊂ R3, je-li:

a) W ≡ 2x− 3y = −4,

b)
W ≡ x − y − 2z = 1

2x + 3y − z = −2
,

c) W =

 1
−1

0

 ,

2
3
1

 ,

0
1
2


α

,

d) W =

1
2
3

 ,

−1
0
3

 ,

0
1
3


α

.

4.1.3

Nalezněte parametrické rovnice variety W ⊂ R4, je-li:

a) W ≡ 2x − 3y = −4,

b)
W ≡ x + y − z + u = 1

2x + u = 2
z − u = 0

,

c) W =




1
−1

3
4

 ,


2
0
0
1

 ,


−1

1
2
0

 ,


0
2
−1
−3



α

,

d) W =
{
~a ∈ R4|ϕ1(~a) = 2 ∧ ϕ2(~a) = −1

}
, kde ϕ1, ϕ2 ∈ (R4)#,

(ϕ1)E# =


1
2
−1

2

, (ϕ2)X# =


0
1
2
−1

, X =




1
0
−1

1

 ,


2
1
0
−1

 ,


0
2
−1

1

 ,


2
−1

1
0


 je báze R4.
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4.1.4

Nalezněte neparametrické rovnice variety W ⊂ R2, je-li:

a) W =

(
1
−1

)
+

[(
2
1

)]
λ

,

b) W =

[(
1
3

)
,

(
2
4

)]
α

,

c)
W ≡ x = 3 − 3t

y = 1 + 2t
,

d)
W ≡ x = 1

y = t
,

e)
W ≡ x = 1

y = 2
.

4.1.5

Nalezněte neparametrické rovnice variety W ⊂ R3, je-li:

a)
W ≡ x = 1 − t

y = 2 + 3t
z = 2t

,

b)
W ≡ x = 1 + 3t − r

y = t + r
z = 3 − r

,

c) W =

1
2
3


α

,

d) W =

2
4
5

 ,

1
1
2

 ,

1
2
3

 ,

−1
0
1


α

.

4.1.6

Nalezněte neparametrické rovnice variety W ⊂ R4, je-li:

a)

W ≡ x = 1 + r
y = 2 − 3r
z = −1 + 2r
u = 1

,

b)

W ≡ x = −2 + 3r − 4s − 3t
y = 3 + s + t
z = 1 + 5r + 2s + t
u = −1 + 2r + 3s + 2t

.

c) W =




1
−1

3
4

 ,


2
0
0
1

 ,


−1

1
2
0

 ,


0
2
−1
−3



α

,

d) W =
{
~a ∈ R4|ϕ1(~a) = 2 ∧ ϕ2(~a) = −1

}
, kde ϕ1, ϕ2 ∈ (R4)#,

(ϕ1)E# =


1
2
−1

2

, (ϕ2)X# =


0
1
2
−1

, X =




1
0
−1

1

 ,


2
1
0
−1

 ,


0
2
−1

1

 ,


2
−1

1
0


.

4.1.7

Necht’ W ⊂ R4, W =




1
1
0
0

 ,


−1

1
0
0

 ,


−1

2
1
1

 ,


0
1
1
1



α

. Necht’ ϕi(~a) = αi, i ∈ l̂, jsou vektorové

rovnice variety W (ϕi ∈ (R4)#, αi ∈ R).
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a) Čemu je rovno l?

b) Určete (ϕi)X# , i ∈ l̂, je-li X =




3
3
4
−5

 ,


5
−7

8
2

 ,


4
5
−7
−3

 ,


7
8
3
4


 báze R4.

4.1.8

Zjistěte, zda následuj́ıćı soubor vektor̊u z prostoru R3 je afinně závislý či nezávislý:

a)

1
2
0

,

b)

0
0
0

 ,

−1
2
4

,

c)

 1
−1

2

 ,

0
1
4

 ,

 2
−2

3

,

d)

1
5
4

 ,

 0
5
−1

 ,

2
1
1

 ,

1
3
0

,

e)

2
4
1

 ,

0
0
1

 ,

 1
2
−1

 ,

 3
−1
−2

.

4.1.9

Nalezněte všechny hodnoty parametru α tak, aby následuj́ıćı soubor vektor̊u z prostoru C4 byl
afinně nezávislý:

a)




1
α
1
−1

 ,


1
1
1
α

 ,


1
1
2
−1


,

b)



α + 2

1
α2

α + 1

 ,


α2 + 1
−1
α + 1
α

 ,


2α2 − 3α− 2

−7
−3α2 + 4α + 2
−α− 1

 ,


1
−1
α
1


,

c)




3
0

α + 1
1

 ,


2
3
4
1

 ,


2
4
−3

1

 ,


4
4

α− 10
2

 ,


1
1
1
1


,

d)




α
0
−i
−α

 ,


α
1

1− i
2− α

 ,


2
−α

2− 3i
4− 2i− 3α

 ,


α− 2
α + 2

0
1

 ,


2α
0
0
i


.
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4.1.10

Zjistěte, zda vektory ~a,~b,~c, ~d ∈ R4, ~a =


1
0
2
4

, ~b =


1
0
3
4

, ~c =


−2

1
1
3

, ~d =


−2
−1

0
1

, lež́ı:

a) na jedné př́ımce, b) v jedné rovině.

4.1.11

Dokažte, že:

a) Každý jednočlenný soubor vektor̊u je afinně nezávislý.

b) Dvojčlenný soubor vektor̊u je afinně závislý, právě když vektory tvoř́ıćı tento soubor jsou
stejné.

4.1.12

Každý lineárně nezávislý soubor vektor̊u je afinně nezávislý. Dokažte. Plat́ı též obrácená implikace?
Uved’te vhodné př́ıklady.

4.1.13

Nalezněte pr̊unik lineárńıch variet W1,W2 ⊂ R2 (parametrické i neparametrické rovnice –
existuj́ı-li), je-li:

a) W1 ≡ x + 2y = 1 , W2 ≡ 2x − y = 2 ,

b) W1 ≡ 2x − 3y = −1 , W2 ≡ x = 1 + 3t
y = 2t

,

c)
W1 ≡ x = −1 − t

y = 6 + 2t
,

W2 ≡ x = t
y = 3 − t

.

4.1.14

Nalezněte pr̊unik lineárńıch variet W1,W2 ⊂ R3 (parametrické i neparametrické rovnice –
existuj́ı-li), je-li:

a)
W1 ≡ x = −2 + 3t

y = 2t
z = r

,
W2 ≡ x = 3 + 7t

y = −2 − 3t
z = 2 + 5t

,

b) W1 =

 1
−1

0

 ,

2
3
1

 ,

0
1
2


α

, W2 ≡ x − 3y − 4z = −11 ,

c)
W1 ≡ x − y − 2z = 1

2x + 3y − z = −2
,
W2 ≡ 2x − y = 2

x − y − z = 0
,
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d) W1 =
{
~a ∈ R3|ϕ(~a) = −1

}
, kde ϕ ∈ (R3)#, (ϕ)X# =

 1
2
−3

, X =

1
1
1

 ,

 1
−1

0

 ,

−1
0
0


je báze R3,

W2 ≡ x = 1 + t + 3s
y = −1 + 3t − 3s
z = 1 + 2t + 2s

.

4.1.15

Nalezněte pr̊unik lineárńıch variet W1,W2 ⊂ R4 (parametrické i neparametrické rovnice –
existuj́ı-li), je-li:

a) W1 =




1
0
0
1

 ,


−1

1
1
0

 ,


0
1
0
0



α

, W2 =




1
−1

1
−1

 ,


0
1
1
1

 ,


1
2
1
1

 ,


1
−1

1
0



α

,

b)

W1 ≡ x = 1 + r + s
y = 1 − r + 2s
z = 2r − s
u = 2 − r − s

, W2 =




1
1
0
0

 ,


2
3
−1

1

 ,


0
1
−1

2



α

,

c) W1 =




1
2
3
1

 ,


−1
−1

0
2

 ,


0
0
1
0



α

,
W2 ≡ x + y + 2z − u = 2

x = 0
,

d) W1 =
{
~a ∈ R3|ϕ1(~a) = −1 ∧ ϕ2(~a) = 2

}
, kde ϕ1, ϕ2 ∈ (R4)#,

(ϕ1)E# =


1
1
0
0

, (ϕ2)X# =


0
1
1
1

, X =




1
1
1
1

 ,


1
1
1
0

 ,


1
1
0
0

 ,


1
0
0
0


 báze R4,

W2 ≡ x = 1 + t + r + s
y = 2t − r
z = 1 − t
u = t + 2r

.

4.1.16

Necht’ W1,W2 ⊂ R5, W1 = ~a+ [~b]λ, W2 = ~c+ [~d]λ. Nalezněte W1 ∩W2, je-li:

a) ~a =


2
1
1
3
−3

, ~b =


2
3
1
1
−1

, ~c =


1
1
2
1
2

, ~d =


1
2
1
0
1

,

b) ~a =


3
1
2
1
3

, ~b =


1
0
1
1
2

, ~c =


2
2
−1
−1
−2

, ~d =


2
1
0
1
1

.

72



4.1.17

Necht’ W1,W2 ⊂ R3. Nalezněte neparametrické rovnice W1 +W2, je-li:

W1 =

1
1
2

 ,

−1
3
2


α

,
W2 ≡ x = 0

y = 1
.

4.1.18

Necht’ W1,W2 ⊂ R4. Nalezněte neparametrické rovnice W1 + 2W2, je-li:
W1 ≡ x = −1 + t + 2r

y = 2 + t
z = 1 + t + 3r
u = t

, W2 =




1
−2

0
2

 ,


2
−3

0
3

 ,


1
0
−1

4



α

.

4.1.19

Necht’ W1,W2 ⊂ R4. Nalezněte parametrické a neparametrické rovnice variety W1 +W2, je-li:

W1 =




1
2
3
1

 ,


−1
−1

0
2

 ,


0
0
1
0



α

,
W2 ≡ x + y + 2z − u = 2

x = 0
.

4.1.20

Necht’ W1,W2 ⊂ R4, Nalezněte parametrické a neparametrické rovnice variety 2W1−3W2, je-li:

W1 =




1
−1

2
0

 ,


3
−3

5
2



α

,
W2 ≡ x + y = 1

x − y − 2z + u = 0
x + 2y + u = 2

.

4.1.21

Vyšetřete vzájemnou polohu variet W1,W2 ⊂ R3, je-li:

a)
W1 ≡ x = 1 + 2t

y = −3 − t
z = −2 + 5t

, W2 ≡ 4x + 3y − z = −3 ,

b)
W1 ≡ x = 4 + t

y = 7 − 8t
z = −11 + 3t

, W2 =

2
2
1

 ,

 0
1
−1

 ,

1
3
4


α

,

c) W1 =

0
2
1

 ,

−1
3
2


α

,
W2 ≡ x = 5 + 2t

y = 7 − t
z = 6 − 2t

,

d)
W1 ≡ x − y − z = −2

4y − z = 11
,

W2 ≡ 3x − y + 2z = 5
x − y + z = 0

,
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e) W1 =
{
~a ∈ R3|ϕ(~a) = 2

}
, kde ϕ ∈ (R3)#, (ϕ)X# =

 1
−1

2

, X =

 1
1
−1

 ,

 1
−1

0

 ,

1
0
0


je báze R3, W2 =

 1
4
−3

 ,

 2
2
−2

 ,

1
0
0


α

.

4.1.22

Necht’ W1,W2 ⊂ R3. Zjistěte, pro která α jsou W1 a W2 rovnoběžné, je-li:

W1 ≡ x = 3 + s
y = 11 + αr + 2s
z = −2 + 5t

,
W2 ≡ 3x − 4y = 11

y − 3z = −2
.

4.1.23

Vyšetřete vzájemnou polohu variet W1,W2 ⊂ R4, je-li:

a)
W1 ≡ x + y − 2z − u = −2

2x + z = 0
, W2 =




1
1
1
1

 ,


0
1
1
1

 ,


2
0
0
1



α

,

b) W1 ≡ x − 2y + 3z − 2u = 3 , W2 =




4
1
1
1

 ,


0
0
3
3

 ,


14
4
−1

0



α

,

c)
W1 ≡ −2x + y + z + u = 1

x − y = 0
y + u = 2

,
W2 ≡ x = −1 + s

y = r
z = 2 + r − s
u = − r − 2s

.

4.1.24

Necht’W1,W2 ⊂ R4. Zjistěte, pro které hodnoty parametru α jsou variety W1,W2 a) rovnoběžné,
b) r̊uznoběžné, je-li:

W1 =




1
−1

0
2

 ,


−α

2
1
1



α

,
W2 ≡ x + y = 1

x − z = 2
.

4.1.25

Necht’ W1,W2 ⊂ R4. Zjistěte, pro které hodnoty parametru β jsou variety W1,W2 a) rovnoběžné,
b) r̊uznoběžné, je-li:

W1 ≡ 2x − y + 3z − u = 1
x + 2y − z + u = 2

, W2 =




1
1
0
0

 ,


1
β
1
5



α

.
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4.1.26

Zjistěte, jsou-li body ~a =

(
−4

1

)
, ~b =

(
−1

5

)
, ~c =

(
2
−1

)
, ~d =

(
5
3

)
z prostoru R2 vrcholy

rovnoběžńıka.

4.1.27

Dokažte, že body ~a =

 3
−1

2

, ~b =

 1
2
−1

, ~c =

−1
1
−3

, ~d =

 3
−5

3

 z prostoru R3 jsou vrcholy

lichoběžńıka. Které strany jsou jeho základnami?

4.1.28

Necht’ ~a,~b,~c ∈ R2, ~a =

(
−1

4

)
, ~b =

(
1
1

)
, ~c =

(
0
−1

)
. Nalezněte neparametrické rovnice př́ımky

v R2, která procháźı bodem ~a a je rovnoběžná s př́ımkou procházej́ıćı body ~b, ~c.

4.1.29

Necht’ ~a,~b,~c ∈ R3, ~a =

2
1
2

, ~b =

−1
0
1

, ~c =

 2
−3

1

.

Nalezněte neparametrické rovnice př́ımky v R3, která procháźı bodem ~a a je rovnoběžná
s př́ımkou procházej́ıćı body ~b, ~c.

4.1.30

Necht’ W1,W2 ⊂ R3. Nalezněte neparametrické rovnice roviny W ⊂ R3 takové, že W1 ⊂ W a
W2 ⊂ W , je-li:

a)
W1 ≡ x = 3 + 5t

y = −1 + 2t
z = 2 + 4t

,
W2 ≡ x = 8 + 3t

y = 1 + t
z = 6 − 2t

,

b)
W1 ≡ 8x − 7y − 7z = 7

5x − 7z = 0
,

W2 ≡ 3x − 2y − 3z = −15
5y − 3z = 3

.

4.1.31

Necht’ ~a ∈ R3, W1,W2 ⊂ R3. Nalezněte neparametrické rovnice př́ımky v prostoru R3, která
procháźı bodem ~a, prot́ıná W1 a je rovnoběžná s W2, je-li:

a) ~a =

−1
2
4

,
W1 ≡ x = 1 + t

y = −1 − 3t
z = 2 + 2t

,
W2 ≡ x = 2 − 3t + r

y = 1 + 2t − r
z = −1 + t − 2r

,

b) ~a =

 2
3
−1

,
W1 ≡ x = −1 + 3t

y = −2 − t
z = 2 + 2t

, W2 ≡ 14x + 5y − z = 40 ,
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c) ~a =

 2
3
−1

,
W1 ≡ 3x + y + z = 4

x + y = 1
, W2 =

1
2
7

 ,

0
1
8

 ,

 4
−3

0


α

.

4.1.32

Necht’ W1,W2,W3 ⊂ R3, W1 ≡ x− y + z = 0, W2 ≡ 3x− y − z = −2, W3 ≡ 4x− y − 2z = α.
Určete parametr α tak, aby W1 ∩W2 ∩W3 byla př́ımka v prostoru R3.

4.1.33

Necht’ ~a,~b ∈ R2, W ⊂ R2, ~a =

(
1
1

)
, ~b =

(
3
−1

)
, W ≡ αx − y = 1 − α. Nalezněte všechny

hodnoty parametru α tak, aby W protla úsečku s krajńımi body ~a,~b.

4.1.34

Necht’ W1,W2 ⊂ R2, W1 ≡ αx + 2βy = γ − 1, W2 ≡ (1 − α)x + (1 − 2β)y = −γ. Nalezněte
nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro parametry α, β, γ tak, aby

a) W1 = W2,

b) W1, W2 byly rovnoběžné disjunktńı,

c) W1, W2 byly r̊uznoběžné.

4.1.35

Necht’ ~a ∈ R3, W1,W2 ⊂ R3. Nalezněte neparametrické rovnice všech rovin v prostoru R3, které
procházej́ı bodem ~a a jsou rovnoběžné s W1 i W2, je-li:

~a =

1
1
1

,
W1 ≡ x − 2y = 0

3x − z = 1 ,
W2 ≡ x = t

y = −1 + 2t
z = 1 + t

.

4.1.36

Necht’ W1,W2,W3 ⊂ R3. Nalezněte neparametrické rovnice všech př́ımek v prostoru R3, které
lež́ı ve W1 a prot́ınaj́ı W2 i W3, je-li:

W1 ≡ 3x + 4y + z = 2 ,
W2 ≡ x = 2 + 2t

y = − t
z = 4 − 2t

,
W3 ≡ x + y = 2

2x + z = 3
.

4.1.37

Necht’ W1,W2 ⊂ R3, W1 =
{
~a ∈ R3|ϕ(~a) = 1

}
, kde ϕ ∈ (R3)#, (ϕ)X# =

 1
1
−1

, X =1
2
3

 ,

0
1
2

 ,

1
1
0

 je báze R3,
W2 ≡ x = 1 + r + s

y = −1 + 2r − s
z = − s

.
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Nalezněte parametrické i neparametrické rovnice př́ımky v prostoru R3, která procháźı bodem 1
−1

2

 a je rovnoběžná s W1 ∩W2.

4.1.38

Necht’ W1,W2,W3,W4 ⊂ R3, W1 =
{
~a ∈ R3|ϕ(~a) = 1

}
, ϕ ∈ (R3)#, (ϕ)X# =

 1
1
−1

,

X =

1
2
3

 ,

0
1
2

 ,

1
1
0

,
W2 ≡ x = 1 + r + s

y = −1 + 2r − s
z = − s

, W3 =

1
2
3

 ,

0
1
2


α

,

W4 ≡ x − 2y = 1
x + 2y − 3z = −4

.

Nalezněte parametrické rovnice př́ımky v prostoru R3, která procháźı W3∩W4 a je rovnoběžná
s W1 ∩W2.

4.1.39

Nalezněte všechny hodnoty parametru α ∈ C, při kterých je množina všech řešeńı následuj́ıćı
soustavy lineárńıch rovnic př́ımkou:

αx + y − z + αu = 0
x + αy + α2z = 1

(α + 1)x + y + αz − α2u = α
.

4.1.40

Necht’ A ∈ L(R3,R2), W ⊂ R3, E3AE2 =

(
1 −1 0
2 2 −1

)
, W ≡ 4x − z = 3. Nalezněte

neparametrické rovnice variety A(W ).

4.1.41

Necht’ X = (x1, x2) je báze prostoru P2, Y = (y1, y2, y3) báze prostoru P3, x1(t) = 1 + t,

x2(t) = 1− t, y1(t) = t, y2(t) = 1, y3(t) = t2 pro každé t ∈ C, A ∈ L(P2,P3),
XAY =

1 0
2 −1
3 2

,

W1,W2 ⊂ P2, W1 = a+ [z1]λ, W2 = b+ [z2]λ, a(t) = t, z1(t) = 1−3t, b(t) = 1− t, z2(t) = 2−6t
pro každé t ∈ C. Nalezněte bázi zaměřeńı variety A(W1 +W2).

4.1.42

Necht’ A ∈ L(R3,R4), W ⊂ R3. Nalezněte neparametrické rovnice variety A(W ), je-li:

XAY =
1

2


3 9 1

−11 −13 −5
3 3 1

13 17 7

, X =

1
0
2

 ,

2
0
1

 ,

0
1
2

, Y =



−1

0
1
0

 ,


0
−1

0
1

 ,


0
−1

1
0

 ,


1
0
0
1


,

W ≡ x− 2y − z = 1.

77



4.1.43

Necht’ A ∈ L(R2,R3), E2AE3 =

1 0
0 −1
2 2

, W ⊂ R3. Nalezněte A−1(W ) (parametrické a

neparamatrické rovnice – existuj́ı-li), je-li:

a) W =

 1
2
−1

 ,

 2
4
−1


α

,

b)
W ≡ x = 1 + 2t

y = 1 + t
z = 2t

,

c) W ≡ 2x− 2y − z = 1,

d) W =

3
2
2

 ,

−1
2
−6

 ,

1
1
0


α

.

4.1.44

Necht’ A ∈ L(R2,R4), W ⊂ R4. Nalezněte parametrické i neparametrické rovnice A−1(W ), je-li:

E2AE4 =


1 1
1 −1
0 2
3 1

, W =


1
−2

0
0

+




1
−2

1
0

 ,


1
−1

0
1



λ

.

4.1.45

Necht’ A ∈ L(R2,R4), W ⊂ R4. Nalezněte neparametrické rovnice A−1(W ), je-li:

XAE4 =


3 1
−1 −1

4 −2
−1 1

, X =

((
1
1

)
,

(
1
−1

))
,

W ≡ x = 2 + r + 3s
y = −4 + r − 4s
z = −7 + r − 4s
u = 2 + r + s

.

4.1.46

Necht’ A ∈ L(R3,R4), W ⊂ R4. Nalezněte neparametrické rovnice A−1(W ), je-li:

E3AE4 =


1 1 1
1 −1 3
0 2 −2
3 1 5

, W =




1
2
−1

4

 ,


3
2
1
8



α

.

4.1.47

Necht’ W1,W2 ⊂ R3. Nalezněte parametrické rovnice př́ıčky variet W1,W2, které procházej́ı
bodem ~a, je-li:

a)
W1 ≡ x = 1 + 2t

y = −3 + 4t
z = 5 + 3t

,
W2 ≡ x − 5y − 5z = 15

3x + 5y − 5z = 35
, ~a =

 4
0
−1

,

b) W1 =

 17
−3
−2

 ,

−18
11
5


α

, W2 =

 −4
11
−15

 ,

 23
−25

3


α

, ~a =

−10
19
17

.
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4.1.48

Necht’W1,W2,W3 ⊂ R3. Nalezněte parametrické rovnice př́ıčky varietW1,W2, která je rovnoběžná
s W3, je-li:

a)
W1 ≡ x = 2 + t

y = 3 − t
z = 4 ,

,
W2 ≡ 5x − y = 0

x + z = 3,
, W3 =

 1
−1

2

 ,

3
1
3


α

,

b)
W1 ≡ x = 1 + t

y = 2 − 3t
z = − 2t

,
W2 ≡ x = 1 − t

y = 1 + 2t
z = 3 − 2t

,
W3 ≡ x + y + 5z = 3

2x + y + 3z = 4
,

c) W1 =

 2
−1
−2

 ,

 4
−7
−6


α

,
W2 ≡ 4x + y − z = 2

2x + 2y + z = 7
, W3 =

 0
−1

4

 ,

 2
−8
−4


α

.

4.1.49

Necht’ W1,W2 ⊂ R3,
W1 ≡ x + y − z = 0

2x − y = 2
, W2 =

1
1
1

 ,

1
2
3


α

.

Nalezněte parametrické rovnice př́ıčky variet W1,W2, která je podprostorem R3.

4.1.50

Necht’ W1,W2,W3 ⊂ R3. Nalezněte parametrické rovnice př́ıčky variet W1,W2, která lež́ı ve
W3, je-li:
W1 ≡ x = 1 + t

y = 2t
z = 3 − t

,
W2 ≡ x = 5 + 3t

y = −2 + 2t
z = 1 + t

,

a) W3 ≡ 2x− y − 3z = 2, b) W3 ≡ 3x− y + z = −1.

4.1.51

Necht’ W1,W2,W3 ⊂ R4. Nalezněte parametrické rovnice př́ıčky variet W1,W2, která je procháźı
bodem ~a a určete pr̊useč́ıky této př́ıčky s W1 a W2, je-li:

a) W1 =


1
0
−2

1

+




1
2
−1
−3



λ

, W2 =


0
1
1
−1

+




2
3
−2
−4



λ

, ~a =


8
9

−11
−15

,

b)

W1 ≡ x = 1 + t
y = 1 + 2t
z = 1 + t
u = 1

, W2 =




2
2
3
1

 ,


3
2
4
4



α

, ~a =


4
5
2
7

.
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4.1.52

Necht’W1,W2 ⊂ R4. Nalezněte parametrické rovnice př́ıčky varietW1,W2, která je podprostorem

prostoru R4, je-li: W1 =


2
1
−1

3

+




3
−1

2
−2



λ

, W2 =


0
1
1
−1

+




7
0
1
2



λ

.

4.1.53

Necht’ W1 ⊂ V je př́ımka, W2 ⊂ V lineárńı varieta. Necht’ W1 ∩W2 je alespoň dvouprvková
množina. Potom W1 ⊂ W2. Dokažte.

4.1.54

a) Necht’ W1,W2 ⊂ V jsou dvě př́ımky. Potom existuje lineárńı varieta W ⊂ V , dim W ≤ 3
taková, že W1 ⊂ W i W2 ⊂ W . Dokažte.

b) Zobecněte a) na př́ıpad dvou variet od dimenźıch k a l.

4.1.55

Necht’ W1,W2 ∈ Vn jsou lineárńı variety, dim W1 = k, dim W2 = l, W1 ∩W2 6= ∅, k + l > n.
Potom dim (W1 ∩W2) ≥ k + l − n. Dokažte.

4.1.56

Necht’ W je nadrovina ve vektorovém prostoru V . Potom v prostoru V neexistuje lineárńı
varieta, která je s W mimoběžná. Dokažte.

4.1.57

Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T , P ⊂⊂ V , necht’ existuje codim P . Označme P̃
množinu všech lineárńıch variet v prostoru V , které maj́ı P za své zaměřeńı. Je-li W1,W2 ∈ P̃ ,
W1 = ~a+ P , W2 = ~b+ P , α ∈ T , definujeme W1 �W2 = ~a+~b+ P , α�W1 = α~a+ P .

a) Dokažte, že P̃ je s operacemi � a � vektorový prostor nad tělesem T ,

b) Určete dim P̃ .

4.1.58

Necht’ W1,W2 jsou mimoběžné př́ımky v prostoru R3, ~a ∈ R3, ~a /∈ W1, ~a /∈ W2. Nalezněte
nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro to, aby existovala právě jedna př́ıčka př́ımek W1 a W2

procházej́ıćı bodem ~a. Vyšetřete i ostatńı možné př́ıpady.

4.1.59

Necht’ W1,W2 jsou mimoběžné př́ımky v prostoru R3, W př́ımka v R3. Nalezněte nutnou a
postačuj́ıćı podmı́nku pro to, aby existovala právě jedna př́ıčka př́ımek W1 a W2 rovnoběžná
s W . Vyšetřete i ostatńı možné př́ıpady.
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Výsledky

4.1.1 a) x = −2+3t, y = 2t, b) x = t, y = 2, c) x = 1+3t, y = 1+4t, d) x = 2+3t, y = 1−2t.
4.1.2 a) x = −2+3t, y = 2t, z = r, b) x = 3+7t, y = −2−3t, z = 2+5t, c) x = 1+ t−r, y =
−1 + 4t+ 2r, z = t+ 2r, d) x = 1 + t, y = 2 + t, z = 3.
4.1.3 a) x = −2 + 3r, y = 2r, z = s, u = t, b) x = −t, y = 1 + t, z = 2 + 2t, u = 2 + 2t,
c) x = 2+r−2t, y = r+2t, z = −3r−t, u = 1−3r−4t, d) x = 4+t−2r, y = −1, z = t, u = r.
4.1.4 a) x− 2y = 3, b) x− y = −2, c) 2x+ 3y = 9, d) x = 1, e) x = 1, y = 2. 4.1.5 a) 2x+ z =
2, 3x+ y = 5, b) x− 3y − 4z = −11, c) x = 1, y = 2, z = 3, d) y − z = −1. 4.1.6 a) 3x+ y =
5, 2x − z = 3, u = 1, b) 3x − 2y − 5z + 8u = −25, c) 5x + 7y + 4z = 10, x + 5y + 2u = 4,

d) x − z + 2u = 4, y = −1. 4.1.7 a) 1, b) např.


9
6
−4
−1

. 4.1.8 a) AN, b) AN, c) AN, d) AZ,

e) AN. 4.1.9 a) α ∈ C, b) neexistuje, c) α 6= 41, d) α 6= −2 ∧ α 6= i. 4.1.10 a) ne, b) ne.

4.1.12 ne. 4.1.13 a)

{(
1
0

)}
, x+ 2y = 1, 2x− y = 2, b) ∅, c)

{(
1
2

)}
, 2x+ y = 4, x+ y = 3.

4.1.14 a)




−43

23
2

23

−34

23


, 2x − 3y = −4, x − y − 2z = 1, 2x + 3y − z = −2 b) x = 2t, y =

1 + 2t, z = 2 − t, x − 3y − 4z = −11, 2x − y + 2z = 3, c) ∅, d) W1, x = 1 + t + 3s, y =
−1 + 3t− 3s, z = 1 + 2t+ 2s, 3x+ y− 3z = −1. 4.1.15 a) x = −1 + t, y = 1− t, z = 1, u = t,
x− u = −1, y + u = 1, z = 1, b) x = −1 + 3t, y = 1 + 2t, z = −2 + t, u = 4− 3t, x− 3z =
5, y− 2z = 5, 3z+u = −2, c) x = 0, y = t, z = 1 + t, u = 3t, x = 0, y− z = −1, 3y−u = 0,
d) x = −5t, y = 1 + 5t, z = 1 − t, u = −2 − 5t, x − 5z = −5, y + 5z = 6, u − 5z =

−7. 4.1.16 a)




−2
−5
−1

1
−1


, b)




0
1
−1
−2
−3


. 4.1.17 x + y = 3. 4.1.18 3x + y − 2z − 2u = −9.

4.1.19 x = t, y = 2 + r − 2s + t, z = 1 + s + t, u = r − 2t, 5x − y − 2z + u = −4.
4.1.20 x = −1+2t, y = −2−2t, z = 1+3t, u = −3+2t, x+y = −3, 3x−2z = −5, x−u = 2.
4.1.21 a) rovnoběžné, b) r̊uznoběžné, c) mimoběžné, d) r̊uznoběžné, e) rovnoběžné. 4.1.22 α 6=
−5. 4.1.23 a) r̊uznoběžné, b) rovnoběžné, c) mimoběžné. 4.1.24 a) neexistuje, b) neexistuje.
4.1.25 a) -1, b) neexistuje. 4.1.26 ano. 4.1.27 ab, cd. 4.1.28 2x−y = −6. 4.1.29 x+y = 3, z = 2.
4.1.30 a) 8x− 22y + z = 48, b) x+ y − 2z = −4. 4.1.31 a) x = −1− t, y = 2 + t, z = 4 + 2t,
b) x = 2 + 3t, y = 3 − 7t, z = −1 + 7t, c) neexistuje. 4.1.32 α = −3. 4.1.33 α ∈ 〈0, 1〉.
4.1.34 a) α = 2β = 1 − γ ∧ β 6= 0 ∧ β 6= 1

2
, b) α = 2β ∧ γ 6= 1 − 2β ∧ β 6= 0∧ 6= 1

2
,

c) α 6= 2β. 4.1.35 11x− 4y− 3z = 4. 4.1.36 neexistuje. 4.1.37 x = 1 + t, y = −1− t, z = 2− t,
x + y = 0, x + z = 3. 4.1.38 x = −3 + t, y = −2 − t, z = −1 − t. 4.1.39 α libovolné.
4.1.40 2x + y = 3. 4.1.41 (u), u(t) = −4 − t + t’

2
. 4.1.42 x − 2y + z = 0, 5x − 8y + 9u = −2.

4.1.43 a)

{( 1

2
−1

)}
, 2x + y = 0, 2x + 2y = −1, b) x = 1 + 2t, y = −1 − t, z = 2 − t,

x + 2y = −1, c) ∅, d) R2, x = t, y = r. 4.1.44 x = −1

2
+ t, y = −t, 2x + 2y = −1.

4.1.45 2x + 3y = −3. 4.1.46 x − y + 3z = 2. 4.1.47 a) x = 4 + t, y = t, z = −1 − 2t,
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b) x = −10 − 3t, y = 19 + 4t, z = 17 + 4t. 4.1.48 a) x =
1

10
+ 2t, y =

1

2
+ 2t, z =

29

10
+ t,

b) x =
11

9
+2t, y =

5

9
−7t, z =

31

9
+t, c) neexistuje. 4.1.49 neexistuje. 4.1.50 a) x = 4+10t, y =

6 + 11t, z = 3t, b) neexistuje. 4.1.51 a) x = 8 + 6t, y = 9 + 7t, z = −11− 8t, u = −15− 11t,
2
2
−3
−4

 ,


−4
−5

5
7

, b) x = 4 + t, y = 5 + t, z = 2, u = 7 + 3t


2
3
2
1

 ,


1
2
2
−2

. 4.1.52 x = 42t, y =

t, z = 7t, u = 11t. 4.1.54 dim W ≤ k + l + 1. 4.1.57 b) codim P . 4.1.58 žádná z př́ımek
W1, W2 nesmı́ být rovnoběžná s rovinou proloženou druhou z nich a bodem ~a, jinak je úloha
neřešitelná. 4.1.59 př́ımka W nesmı́ být rovnoběžná s rovinou proloženou jednou z př́ımek W1,
W2 rovnoběžně s druhou z nich, jinak je úloha neřešitelná.
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Kapitola 5

Matice a operátory

5.1 Inverzńı matice a inverzńı operátor

5.1.1

Necht’ α, β, γ, δ ∈ C, A ∈ L(C2), A~x =

(
αx1 + βx2
γx1 + δx2

)
pro každé ~x =

(
x1
x2

)
∈ C2. Nalezněte co

nejjednodušš́ı nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku (kladenou na č́ısla α, β, γ, δ), aby A byl regulárńı
operátor na prostoru C2.

5.1.2

Zjistěte, zda A ∈ L(P) je regulárńı, je-li pro každé x ∈ P , t ∈ C:

a) (Ax)(t) = x(t+ 1),

b) (Ax)(t) = x(t+ 1)− x(t),

c) (Ax)(t) = tx(t).

5.1.3

Necht’ A ∈ L(Rn,n), B ∈ Rn,n. Zjistěte, zda je A regulárńı operátor (v závislosti na n), je-li pro
každé X ∈ Rn,n:

a) AX = XT ,

b) AX = X + XT ,

c) AX = BX,

d) AX = XB.

5.1.4

Zjistěte, zda operátor derivováńı D ∈ L(Pn) je regulárńı.

5.1.5

Zjistěte, zda operátory derivováńı D a integrováńı S na prostoru P jsou regulárńı. Vyšetřete
regularitu operátor̊u DS a SD na prostoru P .

83



5.1.6

Necht’ A,B ∈ L(V ), A je regulárńı. Potom h(AB) = h(BA) = h(B). Dokažte.

5.1.7

Muśı být součet dvou regulárńıch operátor̊u na prostoru V opět regulárńı operátor na V ?
Uved’te vhodné př́ıklady.

5.1.8

Může být součet dvou lineárńıch operátor̊u na prostoru V , z nichž jeden, resp. žádný neńı
regulárńı operátor na V , regulárńı operátor? Uved’te vhodné př́ıklady.

5.1.9

Necht’ A,B ∈ L(V ), A je regulárńı, B neńı regulárńı. Potom žádný z operátor̊u AB,BA neńı
regulárńı na prostoru V . Dokažte.

5.1.10

Necht’ A1, . . . , An ∈ L(V ), necht’ právě jeden z nich neńı regulárńı na prostoru V . Potom
A1A2 . . . An neńı regulárńı na prostoru V . Dokažte.

5.1.11

Necht’ A,B ∈ L(V ), necht’ žádný z nich neńı regulárńı na V . Může být AB regulárńı na prostoru
V ? Uved’te vhodné př́ıklady. (Rozlǐste dim V < +∞ a dim V = +∞).

5.1.12

Necht’ A,B ∈ L(V ), které komutuj́ı. Potom AB je regulárńı na prostoru V , právě když A i B
jsou regulárńı na V . Dokažte.

5.1.13

Necht’ A1, . . . , An ∈ L(V ) takové, že každé dva komutuj́ı. Potom operátor A1A2 . . . An je
regulárńı na prostoru V , právě když je regulárńı na V každý z operátor̊u A1, . . . , An. Dokažte.

5.1.14

a) Necht’ A,B ∈ L(V ). Potom A i B jsou regulárńı operátory na prostoru V , právě když jsou
regulárńı na V operátory AB a BA. Dokažte.

b) Necht’ A,B ∈ L(Vn). Potom A i B jsou regulárńı operátory na prostoru Vn, právě když jsou
regulárńı na Vn operátory AB nebo BA. Dokažte.
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5.1.15

Necht’ A,B ∈ L(V ), necht’ jsou oba regulárńı na prostoru V . Dokažte, že následuj́ıćı čtyři
výroky jsou ekvivalentńı:
AB = BA, A−1B = BA−1, AB−1 = B−1A, A−1B−1 = B−1A−1.

5.1.16

Necht’ A,B,C,D ∈ L(V ), necht’ operátory A + B a A − B jsou regulárńı na prostoru V .
Potom existuje právě jedna dvojice lineárńıch operátor̊u X, Y na V taková, že AX +BY = C,
BX + AY = D. Dokažte a nalezněte operátory X, Y .

5.1.17

Jak se změńı tvrzeńı věty z př́ıkladu 5.1.16, jestliže vypust́ıme předpoklad o regularitě některého,
resp. obou operátor̊u A+B, A−B?

5.1.18

Necht’ (~x1, . . . , ~xk), (~y1, . . . , ~yk) jsou lineárně nezávislé soubory vektor̊u z prostoru Vn. Potom

existuje regulárńı operátor A ∈ L(Vn) takový, že A~xj = ~yj pro každé j ∈ k̂. Dokažte. Je A
určen jednoznačně?

5.1.19

Necht’ A ∈ L(V ) takový, že A2−A+I = Θ, kde I znač́ı identický operátor. Potom A je regulárńı
na prostoru V . Dokažte. Uved’te př́ıklad operátoru A, který uvedenou podmı́nku splňuje. (Stač́ı
uvažovat prostor dimenze dva.)

5.1.20

Necht’ k ∈ N, A ∈ L(V ) takový, že Ak = Θ. Potom operátor I − A je regulárńı na prostoru V
a plat́ı (I − A)−1 = I + A+ A2 + · · ·+ Ak−1. Dokažte.

5.1.21

Necht’ A ∈ L(V ) takový, že existuje α ∈ T , α 6= 1, a plat́ı A2 = αA. Potom operátor I − A je
regulárńı na V . Dokažte.

5.1.22

Necht’ A ∈ L(V ). Necht’ existuje právě jeden operátor B ∈ L(V ) takový, že AB = I nebo
BA = I. Potom A je regulárńı na prostoru V . Dokažte.

5.1.23

Dokažte, že výpočet inverzńı matice k dané matici A n-tého řádu lze převést na řešeńı n soustav
lineárńıch rovnic, z nichž každá obsahuje n rovnic o n neznámých a má za matici soustavy
matici A.
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5.1.24

Necht’ A ∈ T n,n je regulárńı matice. Jak se změńı matice A−1, jestliže v matici A:

a) záměńıme i-tý a j-tý řádek,

b) i-tý řádek vynásob́ıme č́ıslem α ∈ T, α 6= 0,

c) k i-tému řádku přičteme libovolný α-násobek j-tého řádku, α ∈ T (i 6= j)?

Jak se změńı inverzńı matice při podobných transformaćıch sloupc̊u?

5.1.25

Nalezněte všechny matice A ∈ R2,2, pro něž je A3 = I.
(Návod: srovnejte A2 a A−1.)

5.1.26

Dokažte, že následuj́ıćı matice jsou regulárńı, a nalezněte k nim matice inverzńı:

a)

(
2 3
5 8

)
,

b)

(
4 −1
2 1

)
,

c)

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
, α ∈ R,

d)

5 3 1
2 −1 1
3 −3 2

,

e)

−1 2 −3
4 −5 6
1 1 2

,

f)

 2 2 3
1 −1 0
−1 2 1

,

g)

3i 1 2− i
0 3 5
2i i 3 + i

,

h)


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

,

i)


3 3 −4 −3
0 6 1 1
5 4 2 1
2 3 3 2

,

j)


1 2 −1 −2
3 8 0 −4
2 2 −4 −3
3 8 −1 −6

,

k)


1 0 −1 1
2 1 0 −1
0 2 −1 1
2 −1 1 0

.

5.1.27

Zjistěte, pro které hodnoty parametru α ∈ C jsou následuj́ıćı matice regulárńı, a nalezněte
k nim matice inverzńı:

a)

(
α 1
1 0

)
, b)

(
1 1
α α

)
, c)

(
1 0
1 α

)
, d)

(
α 1
1 α

)
,
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e)

0 α 1
α 1 α
1 α 0

, f)

0 1 α
1 α 1
α 1 0

, g)

α 1 0
0 α 1
1 0 α

, h)

1 1 1
1 1 α
1 α 1

.

5.1.28

Zjistěte, pro které hodnoty parametru α, β, γ, δ ∈ C jsou následuj́ıćı matice regulárńı, a nalezněte
k nim matice inverzńı:

a)

(
α β
γ δ

)
,

b)

α β γ
α β δ
α γ δ

,
c)


α β γ δ
β β γ δ
γ γ γ δ
δ δ δ δ

.

5.1.29

Dokažte, že následuj́ıćı matice n-tého řádu jsou regulárńı, a nalezněte k nim matice inverzńı:

a)


1 1 1 · · · 1
0 1 1 · · · 1
0 0 1 · · · 1
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

,

b)


1 1 1 · · · 1
1 0 1 · · · 1
1 1 0 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 0

,

c)



1 2 3 · · · n− 1 n
0 1 2 · · · n− 2 n− 1
0 0 1 · · · n− 3 n− 2
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 2
0 0 0 · · · 0 1


,

d)


1 a 0 · · · 0
0 1 a · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

,

e)


1 a a2 · · · an−1

0 1 a · · · an−2

0 0 1 · · · an−3

...
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · 1

,

f)


1 + a 1 1 · · · 1

1 1 + a 1 · · · 1
1 1 1 + a · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 1 + a

.

5.1.30

Z přednášky v́ıte, že lze-li čtvercovou matici A ekvivalentńımi řádkovými úpravami E1, E2, . . . , Ek
převést na I, pak I = Mk ·· · ··M2 ·M1 ·A, kde Mi vznikla z I ekvivalentńı úpravou Ei. V př́ıkladu
č́ıslo 5.1.26 f) zkonstruujte matici A−1 pomoćı takového postupu, tj. A−1 = Mk · · · · ·M2 ·M1.

5.1.31

Spočtěte vše, co lze spoč́ıst bez výpočtu A−1: a) B−1A, b) A−1B, c) XA−1, d) A−1X, e) ATA−1,
kde

A =


1 1 0 0
1 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1

 , B =


2 1
2 1
0 2
0 0

 , X =

(
1 2 0 0
2 1 2 0

)
.
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5.1.32

Najděte A−1, pro taková α, pro která existuje, kde A je matice soustavy:

αx + α2y = α3

x + αy + αz = α
−x + y − αz = 1

.

Pomoćı této matice vyřešte soustavu v př́ıpadě, kdy má jediné řešeńı.

5.1.33

Necht’ jsou dány

A =


1 0 0 1
−1 0 0 1

0 0 1 1
0 1 1 1

 , B =


2 0 0 2
1 0 1 0
0 1 1 1
−1 1 2 −1

 .

Spočtěte ty z následuj́ıćıch součin̊u, které maj́ı smysl. A u těch, které smysl nemaj́ı, vysvětlete
proč.

1) A−1B−1, 2) AB−1, 3) A−1B, 4) BA−1, 5) (AB)−1, 6) (BTA)−1.

5.1.34

Jsou dány matice A =


1 0 0 1
0 1 1 0
−1 0 0 0

0 0 1 −1

 a B =


2 0 0 2
0 1 1 0
−1 0 0 0

0 0 3 −2

 a X =

(
1 0 0 2
2 0 0 1

)
.

a) Zkontrolujte, že A je regulárńı.

b) Najděte bez výpočtu A−1 ty z následuj́ıćıch součin̊u matic, které maj́ı smysl:

1) A−1B, 2) A−1X, 3) B−1A, 4) XA−1.

5.1.35

Necht’ A =

 cosα sinα 0
− sinα cosα 0

0 0 1


a) Pro jaká α ∈ R je matice A regulárńı?

b) Pro taková α najděte A−1.

c) Jak se operátor A definovaný pro každé ~x ∈ R3 jako A~x := A~x jmenuje? (Nápověda:
Uvědomte si, jakou operaci A s vektory v R3 provád́ı.)

5.1.36

Necht’ je dána matice A · B =


1 −1 0 0
2 0 1 0
1 1 1 1
0 0 1 1

 . (Matice A a B neznáme.)
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Z následuj́ıćıch matic vypočtěte všechny ty, které lze na základě zadaných údaj̊u źıskat:

A−1 · B−1, B · A, A−1 · B, B−1 · A−1, BT · A, BT · AT .

5.1.37

Jsou dány matice A =


1 0 0 −1
0 1 0 1
−1 0 0 0

0 0 1 1

 a B =


0.001 0.301 1.012 3.333

0 0 2.56 1000
0 0 0 3.56
0 0 0 0

 .

a) Najděte A−1 Gaussovou eliminaćı.

b) Určete h(A−1B).

5.1.38

Necht’ A ∈ T n,n je regulárńı matice. Potom AT je také regulárńı matice a plat́ı (AT )−1 = (A−1)T .
Dokažte.

5.1.39

Nalezněte matici přechodu od báze Y k bázi X , tedy YIX :

a) v prostoru C3, je-li X =

1
2
1

 ,

2
3
3

 ,

3
7
1

, Y =

3
1
4

 ,

5
2
1

 ,

 1
1
−6

,

b) v prostoru R2,2, je-li X =

((
1 1
1 1

)
,

(
1 2
1 1

)
,

(
1 1
2 1

)
,

(
1 3
2 3

))
,

Y =

((
1 0
3 3

)
,

(
−2 −3
−5 −4

)
,

(
2 2
5 4

)
,

(
−2 −3
−4 −4

))
,

c) v prostoru Pn, je-li X = (e1, . . . , en), Y = (y1, . . . , yn), yi(t) = (t − α)i−1 pro každé i ∈ n̂,
t ∈ C (α ∈ C).

5.1.40

Necht’ X =

1
1
1

 ,

 1
−1
−1

 ,

−1
0
−1

, Y =

2
1
0

 ,

0
2
1

 ,

1
0
2

 jsou báze prostoru C3,

~x ∈ C3. Nalezněte:

a) YIX ,

b) X IY ,
c) (~x)Y , je-li (~x)X =

2
0
0

, d) (~x)X , je-li (~x)Y =

1
2
4

.

5.1.41

Necht’ X ,Y jsou báze prostoru V4. Necht’ pro každé ~x ∈ V4, kde (~x)X =


α1

α2

α3

α4

, (~x)Y =


β1
β2
β3
β4

,

plat́ı: β1 = 2α1 + α2, β2 = α2 − 2α3, β3 = α3 + 3α4, β4 = α4 − 3α1. Nalezněte YIX .
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5.1.42

Necht’ X ,Y jsou báze prostoru R3, necht’ pro každé ~x ∈ R3, (~x)X =

α1

α2

α3

, (~x)Y =

β1β2
β3

,

plat́ı: α1 = 2β1 − β2 + β3, α2 = β1 + 3β2 − β3, α3 = β1 + β2 − 4β3. Nalezněte:

a) bázi Y , je-li X =

1
0
0

 ,

1
1
0

 ,

1
1
1

, b) bázi X , je-li Y =

4
2
1

 ,

3
4
1

 ,

−4
−5
−4

.

5.1.43

Jak se změńı matice přechodu od báze Y k bázi X , tj. YIX , jestliže:

a) v bázi X zaměńıme i-tý a j-tý vektor,

b) v bázi Y zaměńıme k-tý a l-tý vektor,

c) v bázi X zaměńıme i-tý a j-tý vektor a v bázi Y zaměńıme k-tý a l-tý vektor?

5.1.44

Necht’ X ,Y jsou báze prostoru Vn. Potom X#

IY
#

=
(YIX )T . Dokažte.

5.1.45

Necht’ X ,Y ,Z jsou báze prostoru Vn. Potom ZIX = YIXZIY . Dokažte.

5.1.46

Necht’ A ∈ L(Vn), X ,Y báze prostoru Vn. Potom XA = YA, právě když YIX komutuje s XA
nebo YA. Dokažte.

5.1.47

Necht’ A ∈ L(C2), X =

((
1
1

)
,

(
1
−1

))
báze prostoru C2, XA =

(
2 3
0 −1

)
. Dokažte, že A je

regulárńı operátor na prostoru C2, a nalezněte X (A−1) a E(A−1).

5.1.48

Necht’ A ∈ L(R3), X =

 1
1
−1

 ,

 1
−1

0

 ,

1
0
0

 báze prostoru R3, XA =

−1 0 1
0 −1 0
0 0 −1

.

Dokažte, že A je regulárńı operátor na prostoru R3, a nalezněte Y(A−1), je-li

Y =

1
1
1

 ,

1
1
0

 ,

 0
1
−1

 báze prostoru R3.
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5.1.49

Necht’ A ∈ L(R2,2), AX = −XT pro každé X ∈ R2,2. Dokažte, že A je regulárńı operátor na

prostoru R2,2, a nalezněte Y(A−1)E , je-li Y =

((
3 4
7 6

)
,

(
5 −2
8 4

)
,

(
−3 5
−1 5

)
,

(
2 3
5 3

))
báze

prostoru R2,2 a E je standardńı báze R2,2.

5.1.50

Necht’ A ∈ L(P3), (Ax)(t) = x(t + 1) − 2x(t) pro každé x ∈ P3, t ∈ C. Dokažte, že A je
regulárńı operátor na prostoru P3 a nalezněte X (A−1)Y , kde X = (x1, x2, x3), Y = (y1, y2, y3)
báze prostoru P3 a plat́ı: x1(t) = 3 − t + 2t2, x2(t) = 2 + 3t − t2, x3(t) = −1 + 2t + 4t2,
y1(t) = −8− 3t− 2t2, y2(t) = −2− t+ t2, y3(t) = −13− 10t− 4t2 pro každé t ∈ C.

5.1.51

Necht’ A ∈ L(V3), X = (~x1, ~x2, ~x3) báze prostoru V3,

A~x = (α1 +2α2)~x1 +(α2 +2α3)~x2 +(α3 +2α1)~x3 pro každé ~x ∈ V3, kde (~x)X =

α1

α2

α3

. Dokažte,

že A je regulárńı operátor na prostoru V3, a nalezněte X (A−1).

5.1.52

Necht’ A,B ∈ T n,n. Dokažte, že řešeńı maticové rovnice AX = B, XA = B lze převést na řešeńı
n soustav lineárńıch rovnic, z nichž každá obsahuje n rovnic o n neznámých a má za matici
soustavy matici A, resp. matici AT .

5.1.53

Necht’ A,B ∈ T n,n. Potom

a) Maticová rovnice AX = B je řešitelná, právě když h(A) = h(A|B).

b) Maticová rovnice XA = B je řešitelná, právě když h(A) = h

(
A
B

)
.

Dokažte.

5.1.54

Necht’ A,B ∈ T n,n, h(B) > h(A). Potom jsou maticové rovnice AX = B, XA = B neřešitelné.
Dokažte.

5.1.55

Necht’ A,B ∈ T n,n. Maticová rovnice AX = B, resp. XA = B má právě jedno řešeńı, právě když
je A regulárńı. Dokažte. Nalezněte toto řešeńı.
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5.1.56

Necht’ A,B ∈ T n,n, A neńı regulárńı. Potom maticová rovnice AX = B, resp. XA = B je bud’

neřešitelná, nebo má nekonečně mnoho řešeńı. Dokažte.

5.1.57

Necht’ A ∈ T n,n. Maticová rovnice AX = O, resp. XA = O je vždy řešitelná a má nenulové
řešeńı, právě když matice A neńı regulárńı. Dokažte.

5.1.58

Nalezněte množinu všech řešeńı následuj́ıćıch maticových rovnic:

a)

(
3 5
2 4

)
X =

(
1 2
2 4

)
,

b) X
(

3 5
2 4

)
=

(
−1 5
−2 6

)
,

c) X
(

1 −3
2 −6

)
=

(
3 2
1 4

)
,

d)

(
4 6
6 9

)
X =

(
1 1
1 1

)
,

e)

(
2 3
4 2

)
X
(

1 0
2 1

)
=

(
7 5
6 1

)
,

f)

(
2 3
4 6

)
X =

(
1 2
2 4

)
,

g)

2 3 1
4 −1 1
5 1 1

X =

1 −3 2
5 −1 5
1 −1 3

,

h) X

 5 3 1
1 −3 −2
−5 2 1

 =

−8 3 0
−5 9 0
−2 15 0

,

i)

3 −1 2
4 −3 3
1 3 0

X =

3 9 7
1 11 7
7 5 7

,

j)

−6 −3 5
4 −5 2
5 −7 3

X

9 7 6
1 1 2
1 1 1

 =

 2 0 2
18 12 9
23 15 11

,

k)


1 1 1 · · · 1
0 1 1 · · · 1
0 0 1 · · · 1
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

X =


1 2 3 · · · n
0 1 2 · · · n− 1
0 0 1 · · · n− 2
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

,

l) X



a 0 0 · · · 0 a
0 a 0 · · · 0 a
0 0 a · · · 0 a
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · a a
0 0 0 · · · 0 a


=


1 1 1 · · · 1
1 1 1 · · · 1
1 1 1 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 1

.

Výsledky

5.1.1 αδ − βγ 6= 0. 5.1.2 a) ano, b), c) ne. 5.1.3 a) ano, b) pouze pro n = 1, c), d) pouze pro
B regulárńı. 5.1.4 ne. 5.1.5 regulárńı je pouze DS. 5.1.7 ne, např. I+(−I) = Θ. 5.1.8 ano, např.
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Θ + I = I, nebo součet projektor̊u AP +AQ = I, kde P,Q ⊂⊂ V a P ⊕Q = V . 5.1.11 pouze na

prostoru V , dim V = +∞, např.DS. 5.1.16 X =
1

2

[
(A+B)−1(C +D) + (A−B)−1(C −D)

]
,

Y =
1

2

[
(A+B)−1(C +D)− (A−B)−1(C −D)

]
. 5.1.17 pokud A+B i A−B jsou monomorfńı,

pakX, Y bud’ neexistuj́ı, nebo jsou dány jednoznačně; v ostatńıch př́ıpadechX, Y bud’ neexistuj́ı,

nebo je jich nekonečně mnoho. 5.1.18 jedině pro k = n. 5.1.19 A ∈ L(C2), EA =

(
1/2 1
−3/4 1/2

)
.

5.1.21 A je regulárńı, protože B =
1

1− α
A+ I splňuje AB = I = BA. 5.1.24 a) zaměńı se i-tý

a j-tý sloupec, b) i-tý sloupec se vynásob́ı č́ıslem
1

α
, c) od j-tého sloupce se odečte α-násobek

i-tého sloupce. Jako a), b), c), ale s řádky. 5.1.25 A = I nebo A =

(
α β
γ −1− α

)
, kde α +

α2+βα = −1. 5.1.26 a)

(
8 −3
−5 2

)
, b)

1

6

(
1 1
−2 4

)
, c)

(
cosα sinα
− sinα cosα

)
, d)

−1 9 −4
1 −7 3
3 −24 11

,

e)
1

15

 16 7 3
2 −1 6
−9 −3 3

, f)

 1 −4 −3
1 −5 −3
−1 6 4

, g)
1

25

−2− 9i 1 + 2i 3 + i
10 5 + 5i −15
−6 2− 3i 9

, h)
1

4


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

,

i)


−7 5 12 −19

3 −2 −5 8
41 −30 −69 111
−59 43 99 −159

, j)


24 3 −4 −8

−23

2
−1 2

7

2
10 1 −2 −3
−5 0 1 1

, k)
1

10


2 2 0 2
−4 1 5 1
−8 −3 5 7

0 −5 5 5

. 5.1.27 a) pro

každé α,

(
0 1
1 −α

)
, b) pro žádné α, c) α 6= 0,

1

α

(
α 0
−1 1

)
, d) α 6= ±1,

1

α2 − 1

(
α −1
−1 α

)
,

e) α 6= ±
√

2

2
,

1

2α2 − 1

 −α2 α α2 − 1
α −1 α

α2 − 1 α −α2

, f) α 6= 0∧α 6= ±
√

2,
1

α(2− α2)

 −1 α 1− α2

α −α2 α
1− α2 α −1

,

g) α 6= −1 ∧ α 6= 1

2
± i

√
3

2
,

1

α3 + 1

 α2 −α 1
1 α2 −α
−α 1 α2

, h) α 6= 1,
1

α− 1

α + 1 −1 −1
−1 0 1
−1 1 0

.

5.1.28 a) αδ − βγ 6= 0,
1

αδ − βγ

(
δ −β
−γ α

)
, b) α 6= 0 ∧ γ 6= β ∧ γ 6= δ,

1

α(δ − γ)(γ − β)

δ(γ − β) βδ − γ2 β(γ − δ)
0 α(γ − δ) α(δ − γ)

α(β − γ) α(γ − β) 0

, c) δ 6= 0 ∧ α 6= β ∧ β 6= γ ∧ γ 6= δ,

1

δ(α− β)(β − γ)(γ − δ)


δ(β − γ)(γ − δ) δ(γ − β)(γ − δ) 0 0
δ(γ − β)(γ − δ) δ(α− γ)(γ − δ) δ(α− β)(δ − γ) 0

0 δ(β − α)(γ − δ) δ(α− β)(β − δ) δ(α− β)(γ − β)
0 0 δ(α− β)(γ − β) γ(α− β)(β − γ)

.
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5.1.29 a)


1 −1 0 · · · 0
0 1 −1 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...
. . .

...
0 0 0 · · · 1

, b)


2− n 1 1 · · · 1

1 −1 0 · · · 0
1 0 −1 · · · 0
...

...
...
. . .

...
1 0 0 · · · −1

,

c)


1 −2 1 · · · 0
0 1 −2 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...
. . .

...
0 0 0 · · · 1

, d)


1 −a a2 · · · (−a)n−1

0 1 −a · · · (−a)n−2

0 0 1 · · · (−a)n−3

...
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · 1

, e)


1 −a 0 · · · 0
0 1 −a · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

,

f) − 1

a(n+ a)


1− n− a 1 1 · · · 1

1 1− n− a 1 · · · 1
1 1 1− n− a · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 1− n− a

.

5.1.30 např. A−1 =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 1 0 0
0 1 −1
0 0 1

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 1 0 0
0 1 0
0 −4 1

 ·
·

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 1 0 0
0 1 0
1 0 1

 1 0 0
−2 1 0

0 0 1

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

.

5.1.31 a) B−1A nemá smysl, b) A−1B =


2 −1
0 2
0 0
0 0

, c) XA−1 =

(
0 1 1 −1
1 1 −1 1

)
, d) A−1X

nemá smysl, e) A>A−1 = I, nebot’ A je symetrická, tj. A = AT . 5.1.32 α 6= 0 ∧ α 6= −1,

A−1 =
1

α2(α + 1)

 α2 + α −α3 −α3

0 α2 α2

−1− α α2 + α 0

, řešeńı je A−1
 α3

α
0

 =

 α2 − α
1

1− α

.

5.1.33 B−1A−1 = (AB)−1 =
1

2


1 0 1 −1
−1 0 1 −1
−2 2 −2 2

2 −2 2 0

, BTAT = (AB)T =


1 2 1 0
−1 0 1 0

0 1 1 1
0 0 1 1

.

Ostatńı součiny nelze určit. 5.1.34 A−1B =


1 0 0 0
−1 1 −2 0

1 0 3 0
1 0 0 2

, B−1A =
1

6


6 0 0 0
2 6 4 0
−2 0 2 0
−3 0 0 3

,

součin A−1X nemá smysl a XA−1 =

(
2 0 1 0
1 0 −1 0

)
. 5.1.35 a) A je regulárńı pro všechna α,

b) A−1 = A> =

 cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1

,

c) operátor rotace – vektor ~x si po násobeńı touto matićı zachová 3. složku, zat́ımco jeho
pr̊umět do roviny generované vektory ~e1, ~e2 se otoč́ı o úhel α po směru ručiček hodin; celkově
to tedy znamená, že se vektor ~x otoč́ı kolem

”
osy“ ~e3 o úhel α. 5.1.36 spoč́ıtat lze pouze
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B−1A−1 = (AB)−1 =
1

2


1 0 1 −1
−1 0 1 −1
−2 2 −2 2

2 −2 2 0


a A>B> = (AB)> =


1 2 1 0
−1 0 1 0

0 1 1 1
0 0 1 1

. 5.1.37 a) A−1 =


0 0 −1 0
1 1 1 0
1 0 1 1
−1 0 −1 0

,

b) h(A−1B) = 3, nebot’ h(B) = 3 a A je regulárńı.

5.1.39 a)

−27 −71 −41
9 20 9
4 12 8

, b)


2 0 1 −1
−3 1 −2 1

1 −2 2 −1
1 −1 1 −1

,

c)



1 −α α · · · (−α)k · · · (−α)n−1

0 1

(
2

1

)
(−α) · · ·

(
k

1

)
(−α)k−1 · · ·

(
n− 1

1

)
(−α)n−2

0 0 1 · · ·
(
k

2

)
(−α)k−2 · · ·

(
n− 1

2

)
(−α)n−3

...
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 0 · · · 0 · · · 1


. 5.1.40 a)

1

2

4 3 −1
2 −1 −1
2 2 −4

,

b)
1

9

3 5 −2
3 −7 1
3 −1 −5

, c)
2

3

1
1
1

, d)

 3
−2
−5

. 5.1.41
1

16


−1 1 2 −6
18 −2 −4 12
9 −9 −2 6
−3 3 6 −2

.

5.1.42 a)

4
2
1

 ,

3
4
1

 ,

−4
−5
−4

, b)

1
0
0

 ,

1
1
0

 ,

1
1
1

. 5.1.43 a) zaměńı se i-tý a j-

tý řádek, b) zaměńı se k-tý a l-tý sloupec, c) zaměńı se i-tý a j-tý řádek a k-tý a l-tý

sloupec. 5.1.47 X (A−1) =
1

2

(
1 3
0 −1

)
a E(A−1) =

1

2

(
2 −1
−1 1

)
. 5.1.48

 3 2 −1
−8 −5 −2

0 0 −1

.

5.1.49


−3 −5 3 −2
−7 −8 1 −5
−4 2 −5 −3
−6 −4 −5 −3

. 5.1.50 I.

5.1.51
1

9

 1 −2 4
4 1 −2
−2 4 1

. 5.1.55 A−1B, resp. BA−1. 5.1.58 a)

{(
−3 −6

2 4

)}
, b)

{(
−7 10
−10 14

)}
,

c) nemá řešeńı, d) nemá řešeńı, e)

{
1

8

(
18 −7
−20 18

)}
, f)

{(1− 3α

2
1− 3β

α 2β

)∣∣∣∣∣α, β ∈ C

}
,

g)

1

8

 −8 4 −2
−12 −2 −7

60 −26 41

, h)


1 2 3

4 5 6
7 8 9

, i)


1− 3α 2− 3β 1− 3γ

2 + α 1 + β 2 + γ
1 + 5α 2 + 5β 3 + 5γ

∣∣∣∣∣∣α, β, γ ∈ C

,
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j)


1 1 1

1 2 3
2 3 1

, k)




1 1 1 · · · 1
0 1 1 · · · 1
0 0 1 · · · 1
...

...
...
. . .

...
0 0 0 · · · 1




,

l) pro a = 0 nemá řešeńı, pro a 6= 0:


1

a


1 1 1 · · · 1 2− n
1 1 1 · · · 1 2− n
...

...
...
. . .

...
...

1 1 1 · · · 1 2− n


.
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5.2 Determinant matice a operátoru

5.2.1

Určete počet inverźı v následuj́ıćıch permutaćıch:

a)

(
1 2 3 4 5
2 3 5 4 1

)
, b)

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 9 6 3 2 5 4 7 8

)
,

c)

(
1 2 . . . n n+ 1 n+ 2 . . . 2n
1 3 . . . 2n− 1 2 4 . . . 2n

)
,

d)

(
1 2 3 . . . n n+ 1 n+ 2 . . . 2n 2n+ 1 2n+ 2 . . . 3n
1 4 7 . . . 3n− 2 2 5 . . . 3n− 1 3 6 . . . 3n

)
,

e)

(
1 2 3 . . . n n+ 1 n+ 2 . . . 2n 2n+ 1 2n+ 2 . . . 3n
2 5 8 . . . 3n− 1 3 6 . . . 3n 1 4 . . . 3n− 2

)
,

f)
(

1 2 . . . n n+ 1 n+ 2 . . . 2n 2n+ 1 2n+ 2 . . . 3n 3n+ 1 3n+ 2 . . . 4n
1 5 . . . 4n− 3 2 6 . . . 4n− 2 3 7 . . . 4n− 1 4 8 . . . 4n

)
,

g)
(

1 2 . . . n n+ 1 n+ 2 . . . 2n 2n+ 1 . . . 3n− 1 3n 3n+ 1 . . . 4n− 1 4n
4n 4n− 4 . . . 4 4n− 1 4n− 5 . . . 3 4n− 2 . . . 6 2 4n− 3 . . . 5 1

)
,

h)

(
1 2 . . . j − 1 j j + 1 j + 2 . . . k k + 1 . . . n
1 2 . . . j − 1 k j j + 1 . . . k − 1 k + 1 . . . n

)
,

i)

(
1 2 . . . j − 1 j j + 1 . . . k − 1 k k + 1 . . . n
1 2 . . . j − 1 k j + 1 . . . k − 1 j k + 1 . . . n

)
.

5.2.2

Určete znaménka následuj́ıćıch permutaćı:

a)

(
1 2 3 4 5 6
6 3 1 2 5 4

)
, b)

(
1 2 3 4 5 6 7
7 5 6 4 1 3 2

)
,

c)

(
1 2 . . . n n+ 1 n+ 2 . . . 2n
2 4 . . . 2n 1 3 . . . 2n− 1

)
,

d)

(
1 2 3 4 . . . 2n− 1 2n
2 1 4 3 . . . 2n 2n− 1

)
,

e)

(
1 2 3 4 5 6 . . . 3n− 2 3n− 1 3n
3 2 1 6 5 4 . . . 3n 3n− 1 3n− 2

)
,

f)

(
1 2 . . . n− 1 n
n n− 1 . . . 2 1

)
.

5.2.3

Kolik inverźı tvoř́ı:

a) č́ıslo 1 v permutaci π ∈ Sn takové, že π(k) = 1,

b) č́ıslo n v permutaci π ∈ Sn takové, že π(k) = n?
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5.2.4

Jaký je největš́ı počet inverźı může mı́t permutace z Sn? Jaká je to permutace?

5.2.5

Kolik inverźı je ve všech permutaćıch množiny n̂ dohromady?

5.2.6

Počet permutaćı z Sn, které maj́ı k inverźı, je stejný jako počet permutaćı z Sn, které maj́ı(
n

2

)
− k inverźı. Dokažte.

5.2.7

Necht’ k je celé č́ıslo, 0 ≤ k ≤
(
n

2

)
. Potom existuje permutace π ∈ Sn, která má právě k

inverźı. Dokažte.

5.2.8

Necht’ π ∈ Sn, Iπ = k, σ = (π(n) π(n− 1) . . . π(1)). Určete počet inverźı v permutaci σ.

5.2.9

Určete č́ısla i, k tak, aby permutace z S9:

a) π = (1 2 7 4 i 5 6 k 9) byla sudá,

b) π = (1 i 2 5 k 4 8 9 7) byla lichá.

5.2.10

Necht’ r, n ∈ N, r < n, π ∈ Sn, necht’ πr+1 = (π(r+1) π(r+2) . . . π(n) π(1) π(2) . . . π(r)).
Potom sgn πr+1 = (−1)(n−1)r · sgn π. Dokažte.

5.2.11

Necht’ r, n ∈ N, r ≤ n. Necht’ π ∈ Sn taková, že π(1) < π(2) < · · · < π(r) a π(r + 1) <
π(r + 2) < . . . < π(n). Určete Iπ.

5.2.12

Určete složenou permutaci π1 ◦ π2, je-li:

a) π1 = (5 3 2 4 1), π2 = (2 4 5 1 3),

b) π1 = (7 3 1 2 6 4 5), π2 = (4 7 1 3 6 5 2),

c) π1 = (2 7 1 4 8 6 3 5), π2 = (1 3 8 7 6 2 5 4).
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5.2.13

Určete inverzńı permutaci k permutaci:

a) (4 1 5 2 3),

b) (2 6 4 3 1 5),

c) (5 8 2 1 4 7 3 6),

d) (2 3 5 9 1 8 7 4 6).

5.2.14

Nalezněte permutaci σ, která vyhovuje rovnici:

a) σπ1 = π2, je-li π1 = (4 2 6 3 1 5), π2 = (2 6 1 3 4 5),

b) π1σ = π2, je-li π1 = (6 5 1 2 4 3), π2 = (2 3 6 5 4 1),

c) π1σπ2 = π3, je-li π1 = (7 3 2 1 6 5 4), π2 = (3 1 2 7 4 5 6), π3 = (5 1 3 6 4 7 2).

5.2.15

Určete permutaci πk, je-li:

a) π = (5 2 4 1 3), k = 100,

b) π = (2 3 6 7 1 4 5), k = 259,

c) π = (3 5 4 1 7 10 2 6 9 8), k = 1000.

5.2.16

Rozložte následuj́ıćı permutace na transpozice:

a) (4 1 3 5 2),

b) (3 6 5 1 4 2),

c) (7 1 5 8 4 2 3 6),

d) (5 3 1 4 10 7 9 6 2 8).

5.2.17

Necht’ M = {π ∈ Sn|(∀k ∈ n̂)(π(k) 6= k)}. Určete počet prvk̊u množiny M .
Návod: Dokažte, že tento počet rn vyhovuje rekurentńımu vztahu rn = (n−1)(rn−1 + rn−2) pro
n ≥ 2, r0 = 1, r1 = 0.

5.2.18

Zjistěte, které z následuj́ıćıch součin̊u (př́ıpadně opatřených znaménkem minus) jsou členy
determinantu matice A př́ıslušného řádu, a určete, jakým znaménkem jsou opatřeny:

a) A42A64A11A53A26A35,

b) A72A31A25A43A52A16A64,

c) A12A23A34 · · ·An−1,nAkk, k ∈ n̂, n > 1,

d) A23A34A17A65A72A41,

e) A11A2nA3,n−1 · · ·An2.
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5.2.19

Určete č́ısla i, k tak, aby součin:

a) A53A61A16Ai2A45Ak4 byl členem determinantu matice A šestého řádu,

b) −A22A3kA76A13A57A4iA65 byl členem determinantu matice A sedmého řádu.

5.2.20

Kolik nenulových člen̊u má determinant matice A řádu n, jestliže A11 = 0 a všechny ostatńı
prvky determinantu jsou r̊uzné od nuly?

5.2.21

Necht’ i, k ∈ n̂. V kolika členech determinantu matice A řádu n se vyskytuje prvek determinantu
Aik?

5.2.22

Nalezněte všechny členy determinantu matice A čtvrtého řádu, které obsahuj́ı prvek A23 a jsou
opatřeny znaménkem minus.

5.2.23

Nalezněte všechny členy determinantu matice A pátého řádu tvaru ±A14A23A3iA4jA5k. Co
dostaneme, jestliže ze součtu těchto člen̊u vytkneme A14A23?

5.2.24

Určete, jaké znaménko má v determinantu A řádu n součin prvk̊u a) na hlavńı diagonále, b) na
vedleǰśı diagonále.

5.2.25

Pouze na základě definice determinantu nalezněte koeficienty polynomu p u člen̊u xα, pro zadané
hodnoty exponentu α, je-li:

a) p(x) =

∣∣∣∣∣∣
3x 1 2
x x 1
2 x 2x

∣∣∣∣∣∣, α = 2, α = 3,

b) p(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x 2 1 x
1 x 1 3
2 3 x x
1 1 2 x

∣∣∣∣∣∣∣∣, α = 3, α = 4,

c) p(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2x 1 2 5
−3 −1 x 2
1 2 2x 3
−1 x 3 −x

∣∣∣∣∣∣∣∣, α = 3, α = 4.
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5.2.26

Pouze na základě definice determinantu vypočtěte:

a)

∣∣∣∣∣∣
3 2 1
2 3 5
3 4 2

∣∣∣∣∣∣,

b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A11 A12 A13 A14 A15

A21 A22 A23 A24 A25

A31 A32 0 0 0
A41 A42 0 0 0
A51 A52 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A11 A12 · · · A1n

0 A22 · · · A2n

...
. . .

. . .
...

0 · · · 0 Ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣,

d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A11 · · · A1,n−1 A1n

A21 · · · A2,n−1 0
... . .

.
. .
. ...

An1 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

5.2.27

Necht’ A ∈ T n,n taková, že na pr̊useč́ıćıch k řádk̊u a l sloupc̊u má samé nulové prvky, necht’

k + l > n. Potom detA = 0. Dokažte.

5.2.28

Necht’ A ∈ T n,n taková, že počet jej́ıch nulových prvk̊u je větš́ı než n2 − n. Potom detA = 0.
Dokažte.

5.2.29

Rozložte následuj́ıćı polynomy v proměnné x na kořenové činitele, aniž poč́ıtáte př́ıslušné
determinanty (použit́ım definice a vlastnost́ı determinantu matice):

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 · · · n− 1 n
x 2 · · · n− 1 n
1 x · · · n− 1 n
...

...
. . .

...
...

1 2 · · · x n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
1 1− x 1 · · · 1
1 1 2− x · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · n− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an
a1 a1 + a2 − x a3 · · · an
a1 a2 a2 + a3 − x · · · an
...

...
...

. . .
...

a1 a2 a3 · · · an−1 + an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 · · · n− 1 n
1 2 · · · n− 1 x− n
1 2 · · · x− n+ 1 n
...

...
. . .

...
...

1 x− 2 · · · n− 1 n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

e)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x2 · · · xn

1 a1 a21 · · · an1
...

...
...

. . .
...

1 an a2n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
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5.2.30

Jak se změńı hodnota determinantu matice n-tého řádu A ∈ Cn,n, jestliže:

a) řádky naṕı̌seme v obráceném pořad́ı,

b) sloupce naṕı̌seme v obráceném pořad́ı,

c) matici překloṕıme podle hlavńı diagonály,

d) matici překloṕıme podle vedleǰśı diagonály,

e) každý prvek matice zaměńıme s prvkem symetricky položeným vzhledem k středu matice,

f) každý prvek matice vynásob́ıme č́ıslem α 6= 0,

g) každý prvek Aij vynásob́ıme č́ıslem αi−j, α 6= 0,

h) od každého řádku kromě posledńıho odečteme následuj́ıćı řádek a od posledńıho řádku
odečteme p̊uvodńı prvńı řádek,

i) ke každému sloupci (poč́ınaje posledńım a konče druhým) přičteme předcházej́ıćı sloupec a
k prvńımu sloupci přičteme p̊uvodńı posledńı sloupec,

j) každý prvek matice nahrad́ıme č́ıslem komplexně sdruženým?

5.2.31

Vypočtěte determinant matice, ve které je součet řádk̊u se sudými indexy roven součtu řádk̊u
s lichými indexy.

5.2.32

Nalezněte vztah mezi determinanty D a D′, jestliže

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an
an a1 a2 · · · an−1
an−1 an a1 · · · an−2
...

...
...

. . .
...

a2 a3 a4 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, D′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an
a2 a3 a4 · · · a1
a3 a4 a5 · · · a2
...

...
...

. . .
...

an a1 a2 · · · an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.33

Necht’ A ∈ T n,n regulárńı. Nalezněte všechna č́ısla α ∈ T taková, že det(αA) = detA, je-li
a) T = R, b) T = C.

5.2.34

Dokažte následuj́ıćı vztahy:

a)

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 a1x+ b1y + c1
a2 b2 a2x+ b2y + c2
a3 b3 a3x+ b3y + c3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣,
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b)

∣∣∣∣∣∣
a1 + b1x a1 − b1x c1
a2 + b2x a2 − b2x c2
a3 + b3x a3 − b3x c3

∣∣∣∣∣∣ = −2x

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣,
c)

∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 a2 + b2 a3 + b3
a1 + c1 a2 + c2 a3 + c3
b1 + c1 b2 + c2 b3 + c3

∣∣∣∣∣∣ = −2

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣.
5.2.35

Necht’ M je množina všech matic z Rn,n (n ≥ 2), které maj́ı v každém řádku a v každém sloupci

právě jeden prvek rovný jedné a všechny ostatńı prvky jsou rovny nule. Vypočtěte
∑
A∈M

detA.

Kolik prvk̊u má množina M?

5.2.36

Necht’ A ∈ T n,n, n ≥ 2, necht’ matice Aπ vznikne z matice A provedeńım permutace π ∈ Sn na

jej́ı řádky. Vypočtěte
∑
π∈Sn

detAπ.

5.2.37

Č́ısla 253, 529, 391 jsou dělitelné 23. Dokažte, že

∣∣∣∣∣∣
2 5 3
5 2 9
3 9 1

∣∣∣∣∣∣ je rovněž dělitelný 23, aniž spoč́ıtáte

jeho hodnotu.

5.2.38

Necht’ A = (aij) ∈ Rn,n, aij jsou celá nezáporná č́ısla rovná nejvýše dev́ıti. Označme Ni č́ıslo
zapsané ciframi i-tého řádku matice A se zachováńım jejich pořad́ı. Potom detA je dělitelný
největš́ım společným dělitelem č́ısel N1, N2, . . . , Nn. Dokažte.

5.2.39

Necht’ ϕ : T n,n → T , ϕ(A) = detA. Je ϕ ∈ (T n,n)#?

5.2.40

Necht’ A,B ∈ T n,n takové, že AB = O, A 6= O, B 6= O. Potom detA = detB = 0. Dokažte.

5.2.41

Necht’ funkce fik, i, k ∈ n̂, maj́ı v bodě x0 ∈ R vlastńı derivace. Potom
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 d

dx

∣∣∣∣∣∣∣
f11(x) · · · f1n(x)
...

. . .
...

fn1(x) · · · fnn(x)

∣∣∣∣∣∣∣

x=x0

=
n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f11(x0) · · · f1n(x0)
...

. . .
...

fk−1,1(x0) · · · fk−1,n(x0)
f ′k,1(x0) · · · f ′kn(x0)
fk+1,1(x0) · · · fk+1,n(x0)

...
. . .

...
fn,1(x0) · · · fnn(x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. Dokažte.

5.2.42

Nalezněte součet algebraických doplňk̊u všech prvk̊u determinantu:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 0 · · · 0
0 a2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣, b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 · · · 0 a1
0 0 · · · a2 0
...

...
. . .

...
...

an 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

5.2.43

Vypočtěte determinanty následuj́ıćıch matic.

a)

∣∣∣∣∣∣
8 1 −1
3 2 5
7 4 1

∣∣∣∣∣∣,
b)

∣∣∣∣∣∣
α2 + 1 αβ αγ
αβ β2 + 1 βγ
αγ βγ γ2 + 1

∣∣∣∣∣∣, α, β, γ ∈ C,

c)

∣∣∣∣∣∣
cosα sinα cos β sinα sin β
− sinα cosα cos β cosα sin β

0 − sin β cos β

∣∣∣∣∣∣, α, β, γ ∈ R,

d)

∣∣∣∣∣∣
1 1 ε
1 1 ε2

ε2 ε 1

∣∣∣∣∣∣, kde ε = cos
2

3
π + i sin

2

3
π,

e)

∣∣∣∣∣∣
sin2 α cos 2α cos2 α
sin2 β cos 2β cos2 β
sin2 γ cos 2γ cos2 γ

∣∣∣∣∣∣, α, β, γ ∈ R,

f)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos

α− β
2

sin
α + β

2
cos

α + β

2

cos
β − γ

2
sin

β + γ

2
cos

β + γ

2

cos
γ − α

2
sin

γ + α

2
cos

γ + α

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, α, β, γ ∈ R,

g)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4 −1
5 7 4 −6
2 1 3 0
0 −4 −2 8

∣∣∣∣∣∣∣∣,
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h)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a b 0 c
0 y 0 0 d
0 e z 0 f
g h k u l
0 0 0 0 v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, všechna ṕısmena komplexńı,

i)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3

2
−9

2
−3

2
−3

5

3
−8

3
−2

3
−7

3
4

3
−5

3
−1 −2

3
7 −8 −4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

j)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

3
−5

2

2

5

3

2

3 −12
21

5
15

2

3
−9

2

4

5

5

2

−1

7

2

7
−1

7

3

7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
61 11 14 50 56
24 11 13 17 19
80 24 45 57 70
62 20 7 13 52
51 13 32 40 46

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.44

Necht’ p, q ∈ C a necht’ a, b, c jsou všechny kořeny rovnice x3+px+q = 0. Vypočtěte

∣∣∣∣∣∣
a b c
b c a
c a b

∣∣∣∣∣∣.
5.2.45

Necht’ A ∈ T n,n, k ∈ N, Ak = O. Potom detA = 0. Dokažte. Plat́ı obrácené tvrzeńı? Uved’te
vhodné př́ıklady.

5.2.46

Necht’ A ∈ T 2,2. Potom A2 = O, právě když pro každé přirozené č́ıslo k > 2 je Ak = O. Dokažte.
(Návod: viz př́ıklad 5.2.45.)

5.2.47

Nalezněte všechny matice A ∈ T 2,2, pro které plat́ı A3 = O. (Návod: viz př́ıklad 5.2.45.)
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5.2.48

Vypočtěte determinanty následuj́ıćıch lineárńıch operátor̊u.

a) A ∈ L(C2), Ax =

(
2x1 − 3x2
x1 + 4x2

)
pro každé ~x =

(
x1
x2

)
∈ C2,

b) A ∈ L(R2,2), AX =

(
2 1
−1 3

)
X pro každé X ∈ R2,2,

c) A ∈ L(P3), Ax = x(t+ 1)− 2x(t) pro každé x ∈ P3, t ∈ C,

d) D ∈ L(Pn).

Použit́ım řádkových a sloupcových úprav a věty o rozvoji determinantu vypočtěte př́ıklady
5.2.49-5.2.62.

5.2.49∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 1
1 0 1 · · · 1 1
1 1 0 · · · 1 1
...

...
...

. . .
...

...
1 1 1 · · · 0 1
1 1 1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.50∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y y · · · y
y x y · · · y
y y x · · · y
...

...
...

. . .
...

y y y · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.51∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x · · · x
x a2 x · · · x
x x a3 · · · x
...

...
...

. . .
...

x x x · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.52∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 1
x 1 1 · · · 1 1
1 x 1 · · · 1 1
...

...
...

. . .
...

...
1 1 1 · · · x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.53∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ a1 a2 a3 · · · an
a1 x+ a2 a3 · · · an
a1 a2 x+ a3 · · · an
...

...
...

. . .
...

a1 a2 a3 · · · x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.54∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a1 a2 · · · an−1 1
a1 x a2 · · · an−1 1
a1 a2 x · · · an−1 1
...

...
...

. . .
...

a1 a2 a3 · · · x 1
a1 a2 a3 · · · an 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.55∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n
−1 0 3 · · · n
−1 −2 0 · · · n
...

...
...

. . .
...

−1 −2 −3 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.56∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 2 n− 1 n
2 3 4 · · · n− 1 n n
3 4 5 · · · n n n
...

...
...

. . .
...

...
...

n n n · · · n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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5.2.57∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1 1
a1 a1 · · · a1 a1 − b1 a1
a2 a2 · · · a2 − b2 a2 a2
...

...
. . .

...
...

...
an − bn an · · · an an an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.58∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 · · · xn

a11 1 x · · · xn−1

a21 a22 1 · · · xn−2

...
...

...
. . .

...
an1 an2 an3 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.59∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 · · · 1 1
1 0 x x · · · x x
1 x 0 x · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
1 x x x · · · x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.60∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 2 · · · 2 2 1
2 2 · · · 2 2 2
2 2 · · · 3 2 2
...

...
. . .

...
...

...
2 n− 1 · · · 2 2 2
n 2 · · · 2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 2.

5.2.61∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 1 n
2 3 4 · · · n 1
3 4 5 · · · 1 2
...

...
...

. . .
...

...
n 1 2 · · · n− 2 n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.62∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 · · · 1 1
x1 a1 0 · · · 0 0
x2 x2 a2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
xn−1 xn−1 xn−1 · · · an−1 0
xn xn xn · · · xn an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.63

Spoč́ıtejte detA, A, je-li a) Aij = min {i, j}, b) Aij = max {i, j}, c) Aij = |i− j|.

Př́ıklady 5.2.64-5.2.68 vypočtěte rozkladem na součet. Všechny matice v těchto př́ıkladech jsou
reálné.

5.2.64∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 a1 + b2 · · · a1 + bn
a2 + b1 a2 + b2 · · · a2 + bn

...
...

. . .
...

an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
5.2.65∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1y1 1 + x1y2 · · · 1 + x1yn
1 + x2y1 1 + x2y2 · · · 1 + x2yn

...
...

. . .
...

1 + xny1 1 + xny2 · · · 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

5.2.66∣∣∣∣∣∣∣∣∣
sin (2α1) sin (α1 + α2) · · · sin (α1 + αn)

sin (α2 + α1) sin (2α2) · · · sin (α2 + αn)
...

...
. . .

...
sin (αn + α1) sin (αn + α2) · · · sin (2αn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
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5.2.67∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos (α1 − β1) cos (α1 − β2) · · · cos (α1 − βn)
cos (α2 − β1) cos (α2 − β2) · · · cos (α2 − βn)

...
...

. . .
...

cos (αn − β1) cos (αn − β2) · · · cos (αn − βn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

5.2.68

Necht’ A, B, C jsou čtvercové matice n-tého řádu takové, že:

a) Cij =
n∑
k=1

AikBjk,

b) Cij =
n∑
k=1

AikBkj,

c) Cij =
n∑
k=1

AkiBjk,

d) Cij =
n∑
k=1

AkiBkj.

Potom detC = detA · detB. Dokažte.

5.2.69

Vypočtěte čtverce následuj́ıćıch determinant̊u:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣, b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1 −1
2 2 1 1
2 0 −3 −1
3 −7 −1 9

∣∣∣∣∣∣∣∣.
5.2.70

Vypočtěte

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

∣∣∣∣∣∣∣∣ nalezeńım jeho čtverce.

Rozkladem na součin dvou determinant̊u vypočtěte determinanty reálných matic v př́ıkladech
5.2.71-5.2.79:

5.2.71∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 a1 + b2 · · · a1 + bn
a2 + b1 a2 + b2 · · · a2 + bn

...
...

. . .
...

an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
5.2.72∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1y1 1 + x1y2 · · · 1 + x1yn
1 + x2y1 1 + x2y2 · · · 1 + x2yn

...
...

. . .
...

1 + xny1 1 + xny2 · · · 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

5.2.73∣∣∣∣∣∣∣∣∣
sin (2α1) sin (α1 + α2) · · · sin (α1 + αn)

sin (α2 + α1) sin (2α2) · · · sin (α2 + αn)
...

...
. . .

...
sin (αn + α1) sin (αn + α2) · · · sin (2αn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
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5.2.74∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos (α1 − β1) cos (α1 − β2) · · · cos (α1 − βn)
cos (α2 − β1) cos (α2 − β2) · · · cos (α2 − βn)

...
...

. . .
...

cos (αn − β1) cos (αn − β2) · · · cos (αn − βn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

5.2.75∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1n−1 2n−1 3n−1 · · · nn−1

2n−1 3n−1 4n−1 · · · (n+ 1)n−1

...
...

...
. . .

...
nn−1 (n+ 1)n−1 (n+ 2)n−1 · · · (2n− 1)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
5.2.76

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(a0 + b0)

n (a0 + b1)
n · · · (a0 + bn)n

(a1 + b0)
n (a1 + b1)

n · · · (a1 + bn)n

...
...

. . .
...

(an + b0)
n (an + b1)

n · · · (an + bn)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

5.2.77∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− an1bn1
1− a1b1

1− an1bn2
1− a1b2

· · · 1− an1bnn
1− a1bn

1− an2bn1
1− a2b1

1− an2bn2
1− a2b2

· · · 1− an2bnn
1− a2bn

...
...

. . .
...

1− annbn1
1− anb1

1− annbn2
1− anb2

· · · 1− annbnn
1− anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.78∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 s2 · · · sn−1
s1 s2 s3 · · · sn
s2 s3 s4 · · · sn+1

...
...

...
. . .

...
sn−1 sn sn+1 · · · s2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, kde sk =

n∑
j=1

xkj , k = 0, 1, . . . , 2n− 2.

5.2.79∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 s2 · · · sn−1 1
s1 s2 s3 · · · sn x
s2 s3 s4 · · · sn+1 x2

...
...

...
. . .

...
sn sn+1 sn+2 · · · s2n−1 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, kde sk =

n∑
j=1

xkj , k = 0, 1, . . . , 2n− 1.

5.2.80

Necht’ {Dn}+∞n=1 je č́ıselná posloupnost vyhovuj́ıćı rekurentńımu vztahu Dn = pDn−1 + qDn−2,
(pro n ≥ 3), kde p, q jsou konstanty nezávislé na n, z nichž alespoň jedna je r̊uzná od nuly.
Potom plat́ı:

a) Pro q = 0 je Dn = pn−2D2.

b) Je-li q 6= 0 a má-li rovnice λ2 − pλ− q = 0 kořeny λ1, λ2, je:

1) Dn = C1λ
n
1 + C2λ

n
2 , pokud λ1 6= λ2,
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2) Dn = (C1 + nC2)λ
n
1 , pokud λ1 = λ2,

kde C1, C2 jsou konstanty jednoznačně určené č́ısly D1, D2.

Dokažte.

Použit́ım př́ıkladu 5.2.80 vypočtěte determinanty v př́ıkladech 5.2.81-5.2.90:

5.2.81∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 0 0 · · · 0
1 2 1 0 · · · 0
0 1 2 1 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.82∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0 · · · 0 0
−1 0 1 0 · · · 0 0

0 −1 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.83∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 0 · · · 0
1 3 2 0 · · · 0
0 1 3 2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.84∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 0 · · · 0 0
1 3 2 0 · · · 0 0
0 1 3 2 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.85∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 6 0 0 0 · · · 0 0
4 5 2 0 0 · · · 0 0
0 1 3 2 0 · · · 0 0
0 0 1 3 2 · · · 0 0
...

...
...

...
...
. . .

...
...

0 0 0 0 0 · · · 3 2
0 0 0 0 0 · · · 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.86∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α + β αβ 0 0 · · · 0
1 α + β αβ 0 · · · 0
0 1 α + β αβ · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · α + β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.87∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α + β αβ 0 0 · · · 0
2 α + β αβ 0 · · · 0
0 1 α + β αβ · · · 0
0 0 1 α + β · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · α + β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.88∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α + 1 α 0 0 · · · 0 0
1 α + 1 α 0 · · · 0 0
0 1 α + 1 α · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 1 α + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.89∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

x

1

x2
0 0 · · · 0

1
2

x

1

x2
0 · · · 0

0 1
2

x

1

x2
· · · 0

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 · · · 2

x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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5.2.90∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x2 x 0 0 · · · 0
x 1 + x2 x 0 · · · 0
0 x 1 + x2 x · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Odvozeńım rekurentńıho vztahu vypočtěte determinanty matic v př́ıkladech 5.2.91-5.2.113:

5.2.91∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 0 · · · 0 0
0 x −1 · · · 0 0
0 0 x · · · 0 0
...

...
...
. . .

...
...

0 0 0 · · · x −1
a0 a1 a2 · · · an−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.92∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 · · · 1
1 α1 0 · · · 0
1 0 α2 · · · 0
...

...
...
. . .

...
1 0 0 · · · αn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.93∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a a · · · a a
b 0 a · · · a a
b b 0 · · · a a
...

...
...
. . .

...
...

b b b · · · b 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.94∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 0 · · · 0 b
0 a 0 · · · b 0
0 0 a · · · 0 0
...

...
...
. . .

...
...

0 b 0 · · · a 0
b 0 0 · · · 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(determinant řádu 2n).

5.2.95∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 12 0 0 · · · 0 0
−1 1 22 0 · · · 0 0

0 −1 1 32 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 1 (n− 1)2

0 0 0 0 · · · −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.96∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 · · · 0 0
1 1 1 0 · · · 0 0
0 1 1 1 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.97∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0 · · · 0 0
1 0 1 0 · · · 0 0
0 1 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.98∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosα 1 0 · · · 0 0
1 2 cosα 1 · · · 0 0

0 1 2 cosα
. . . 0 0

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0
. . . 2 cosα 1

0 0 0 · · · 1 2 cosα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.99∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 cosα 1 0 · · · 0 0
1 2 cosα 1 · · · 0 0

0 1 2 cosα
. . . 0 0

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0
. . . 2 cosα 1

0 0 0 · · · 1 2 cosα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(α 6= kπ, k celé).
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5.2.100∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n!a0 (n− 1)!a1 (n− 2)!a2 · · · 1!an−1 an
−n x 0 · · · 0 0
0 −(n− 1) x · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.101∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a x x · · · x
y a x · · · x
y y a · · · x
...

...
...

. . .
...

y y y · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.102∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x21 · · · xn−11

1 x2 x22 · · · xn−12

1 x3 x23 · · · xn−13
...

...
...

. . .
...

1 xn x2n · · · xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(Vandermond̊uv determinant).

5.2.103∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an (a− 1)n · · · (a− n)n

an−1 (a− 1)n−1 · · · (a− n)n−1

...
...

. . .
...

a a− 1 · · · a− n
1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.104∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2n− 1)n (2n− 2)n · · · nn (2n)n

(2n− 1)n−1 (2n− 2)n−1 · · · nn−1 (2n)n−1

...
...

. . .
...

...
2n− 1 2n− 2 · · · n 2n

1 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.105∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 + 1 x2 + 1 · · · xn + 1
x21 + x1 x22 + x2 · · · x2n + xn

...
...

. . .
...

xn−11 + xn−21 xn−12 + xn−22 · · · xn−1n + xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.106∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1
x1 − 1

x2
x2 − 1

· · · xn
xn − 1

x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...
xn−11 xn−12 · · · xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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5.2.107∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f1(x1) f2(x1) · · · fn−1(x1)
1 f1(x2) f2(x2) · · · fn−1(x2)
...

...
...

. . .
...

1 f1(xn) f2(xn) · · · fn−1(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣, fk(x) = xk + ak1x
k−1 + ak2x

k−2 + · · ·+ akk pro k ∈ n̂− 1.

5.2.108∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
f1(cosϕ1) f1(cosϕ2) · · · f1(cosϕn)
f2(cosϕ1) f2(cosϕ2) · · · f2(cosϕn)

...
...

. . .
...

fn−1(cosϕ1) fn−1(cosϕ2) · · · fn−1(cosϕn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
fk(x) = ak0x

k + ak1x
k−1 + · · ·+ akk

pro k ∈ n̂− 1
.

5.2.109∣∣∣∣∣∣∣∣∣
an1 an−11 b1 an−21 b21 · · · bn1
an2 an−12 b2 an−22 b22 · · · bn2
...

...
...

. . .
...

ann+1 an−1n+1bn+1 an−2n+1b
2
n+1 · · · bnn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

5.2.110 *∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1 1 + x21 · · · 1 + xn1
1 + x2 1 + x22 · · · 1 + xn2
...

...
. . .

...
1 + xn 1 + x2n · · · 1 + xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

5.2.111 *∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x21 · · · xn−21 xn1
1 x2 x22 · · · xn−22 xn2
...

...
...

. . .
...

...
1 xn x2n · · · xn−2n xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

5.2.112 *∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x21 x31 · · · xn1
1 x22 x32 · · · xn2
...

...
...

. . .
...

1 x2n x3n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

5.2.113 *∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x21 · · · xk−11 xk+1

1 · · · xn1
1 x2 x22 · · · xk−12 xk+1

2 · · · xn2
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
1 xn x2n · · · xk−1n xk+1

n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣, 1 ≤ k ≤ n− 1.

Vhodnou metodou spoč́ıtejte determinanty v př́ıkladech 5.2.114-5.2.127:

5.2.114∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

1

(
2

1

) (
3

1

)
· · ·

(
n

1

)
1

(
3

2

) (
4

2

)
· · ·

(
n+ 1

2

)
...

...
...

. . .
...

1

(
n

n− 1

) (
n+ 1

n− 1

)
· · ·

(
2n− 2

n− 1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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5.2.115∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1(
m

1

) (
m+ 1

1

) (
m+ 2

1

)
· · ·

(
m+ n

1

)
(
m+ 1

2

) (
m+ 2

2

) (
m+ 3

2

)
· · ·

(
m+ n+ 1

2

)
...

...
...

. . .
...(

m+ n− 1

n

) (
m+ n

n

) (
m+ n+ 1

1

)
· · ·

(
m+ 2n− 1

n

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.116∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0! 1! 2! · · · n!
1! 2! 3! · · · (n+ 1)!
2! 3! 4! · · · (n+ 2)!
...

...
...

. . .
...

n! (n+ 1)! (n+ 2)! · · · (2n)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.117∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 · · · an
a2 a3 a4 · · · an+1

...
...

...
. . .

...
an an+1 an+2 · · · a2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ {aj}
2n−1
j=1 jsou prvky geometrické posloupnosti.

5.2.118∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 · · · 0 1

1

(
1

1

)
0 0 · · · 0 x

1

(
2

1

) (
2

2

)
0 · · · 0 x2

...
...

...
...

. . .
...

...

1

(
n− 1

1

) (
n− 1

2

) (
n− 1

3

)
· · ·

(
n− 1

n− 1

)
xn−1

1

(
n

1

) (
n

2

) (
n

3

)
· · ·

(
n

n− 1

)
xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

5.2.119∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ap − x ap+1 − x · · · ap+n−1 − x
ap+n − x ap+n+1 − x · · · ap+2n−1 − x

...
...

. . .
...

ap+n(n−1) − x ap+n(n−1)+1 − x · · · ap+n
2−1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
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5.2.120∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 1 1 1 · · · 1
1 a1 0 0 · · · 0
1 0 a2 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
1 0 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.121 *∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− b1 b2 0 · · · 0 0
−1 1− b2 b3 · · · 0 0

0 −1 1− b3
. . . 0 0

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0
. . . 1− bn−1 bn

0 0 0 · · · −1 1− bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.122∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 · · · n
1 1 2 3 · · · n− 1
1 x 1 2 · · · n− 2
1 x x 1 · · · n− 3
...

...
...

...
. . .

...
1 x x x · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.123 *∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 · · · n
x 1 2 3 · · · n− 1
x x 1 2 · · · n− 2
...

...
...

...
. . .

...
x x x x · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.124∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ 1 x x · · · x
x x+ 2 x · · · x
x x x+ 4 · · · x
...

...
...

. . .
...

x x x · · · x+ 2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.125∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1 + b1)

−1 (a1 + b2)
−1 · · · (a1 + bn)−1

(a2 + b1)
−1 (a2 + b2)

−1 · · · (a2 + bn)−1

...
...

. . .
...

(an + b1)
−1 (an + b2)

−1 · · · (an + bn)−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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5.2.126∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
1

2

1

3
· · · 1

n
1

2

1

3

1

4
· · · 1

n+ 1
...

...
...

. . .
...

1

n

1

n+ 1

1

n+ 2
· · · 1

2n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.2.127∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 · · · 1
1 ε ε2 ε3 · · · εn−1

1 ε2 ε4 ε6 · · · ε2(n−1)

1 ε3 ε6 ε9 · · · ε3(n−1)

...
...

...
...

. . .
...

1 εn−1 ε2(n−1) ε3(n−1) · · · ε(n−1)
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ε = cos

2π

n
+ i sin

2π

n
.

5.2.128

Necht’ D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a00 a01 · · · a0,n−1
a10 a11 · · · a1,n−1
...

...
. . .

...
an−1,0 an−1,1 · · · an−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

Vypočtěte determinant

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f0(x1) f0(x2) · · · f0(xn)
f1(x1) f1(x2) · · · f1(xn)
...

...
. . .

...
fn−1(x1) fn−1(x2) · · · fn−1(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣,
kde fj(x) = a0j + a1jx+ · · ·+ an−1,jx

n−1, j = 0, 1, . . . , n− 1.

Výsledky

5.2.1 a) 5, b) 13, c)
n(n− 1)

2
, d)

3

2
n(n− 1), e)

n(3n+ 1)

2
, f) 3n(n− 1), g) n(5n+ 1), h) k− j,

i) 2(k − j)− 1. 5.2.2 a) 1, b) 1, c) (−1)
n(n+1)

2 , d) (−1)n, e) (−1)n, f) (−1)
n(n−1)

2 . 5.2.3 a) k − 1,

b) n − k. 5.2.4
n(n− 1)

2
, (n, n − 1, . . . , 1). 5.2.5

n!

2

(
n

2

)
. 5.2.8

(
n

2

)
− k. 5.2.9 a) i = 8, k =

3, b) i = 3, k = 6. 5.2.11
r∑

k=1

π(k) − r(r + 1)

2
. 5.2.12 a) (3 4 1 5 2), b) (2 5 7 1 4 6 3),

c) (2 1 5 3 6 7 8 4). 5.2.13 a) (2 4 5 1 3), b) (5 1 4 3 6 2), c) (4 3 7 5 1 8 6 2),
d) (5 1 2 8 3 9 7 6 4). 5.2.14 a) (4 6 3 2 5 1), b) (4 6 1 2 5 3), c) (4 2 6 7 1 3 5). 5.2.15 a) ε,
b) ε, c) π. 5.2.16 a) τ14τ24τ45, b) τ13τ26τ34τ35, c) τ17τ27τ35τ48τ58τ67τ78, d) τ15τ23τ35τ510τ67τ79τ89τ910.

5.2.17 n!

(
1− 1

1!
+

1

2!
− · · ·+ (−1)n

n!

)
. 5.2.18 pouze a) minus, e) (−1)

(n−2)(n−1)
2 . 5.2.19 a) i =

3, k = 2, b) i = 4, k = 1. 5.2.20 (n − 1)!(n − 1). 5.2.21 (n − 1)!. 5.2.22 −A11A23A32A44 ,
−A12A23A34A41, −A14A23A31A42. 5.2.23 A14A23A31A45A52, A14A23A32A41A55,
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A14A23A35A42A51,−A14A23A31A42A55,−A14A23A32A45A51,−A14A23A35A41A52,

∣∣∣∣∣∣
A41 A42 A45

A31 A32 A35

A51 A52 A55

∣∣∣∣∣∣.
5.2.24 a) 1, b) (−1)

n(n−1)
2 . 5.2.25 a) -3, 6, b) -3, 1, c) 6, 0. 5.2.26 a) −21, b) 0, c)

n∏
j=1

Ajj,

d) (−1)
n(n−1)

2

n∏
j=1

Aj,n−j+1. 5.2.29 a) (−1)n−1n
n−1∏
j=1

(x−j), b) (−1)n
n−1∏
j=0

(x−j), c) (−1)n−1a1

n−1∏
j=1

(x−

aj), d) (−1)
(n−2)(n−1)

2

n∏
j=2

(x− 2j), e) (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a21 · · · an−11
...

...
...

. . .
...

1 an a2n · · · an−1n

∣∣∣∣∣∣∣ ·
n∏
j=1

(x− aj).

5.2.30 a), b) determinant se vynásob́ı (−1)
n(n−1)

2 , c), d), e) nezměńı se, f) vynásob́ı se αn, g)
nezměńı se, h) je roven nule, i) je rovne nule pro sudé n, dvojnásobku pro n liché, j) roven č́ıslu

komplexně sdruženému. 5.2.31 0. 5.2.32 D′ = (−1)
(n−2)(n−1)

2 D = (−1)b
n−1
2
c. 5.2.33 a) α = 1 pro

n liché, α = ±1 pro n sudé, b) α = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, k = 0, 1, . . . , n − 1. 5.2.35 nula, n!.

5.2.36 nula. 5.2.39 pouze pro n = 1. 5.2.42 a)

(
n∏
i=1

ai

)
n∑
j=1

1

aj
, je-li ai 6= 0 pro každé i ∈ n̂,

n∏
i=1
i 6=j

ai, je-li aj = 0 pro nějaké j, b) (−1)n+1(−1)
n(n−1)

2

(
n∏
i=1

ai

)
n∑
j=1

1

aj
, je-li ai 6= 0 pro každé

i ∈ n̂, (−1)n+1(−1)
n(n−1)

2

n∏
i=1
i 6=j

ai, je-li aj = 0 pro nějaké j. 5.2.43 a) -110, b) α2 + β2 + γ2 + 1,

c) 1, d) -3, e) 0, f)
1

2
(sin(β − α) + sin(γ − β) + sin(α − γ)), g) -138, h) xyzuv, i) 1, j)

1

35
,

k) -100. 5.2.44 nule. 5.2.45 ne, např. A = ( 1 1
0 0 ) splňuje detA = 0 a Ak = A pro každé k ∈ N.

5.2.47

(
α β
γ −α

)
, α2 = −βγ, α, β, γ ∈ T . 5.2.48 a) 11, b) 49, c) -1, d) 0. 5.2.49 (−1)n−1.

5.2.50 (x+(n−1)y)(x−y)n−1. 5.2.51

(
n∏
k=1

(ak − x)

)(
n∑
k=1

x

ak − x

)
, je-li x 6= aj pro každé j ∈ n̂,

x

n∏
k=1
k 6=j

(ak−x), je-li aj = x pro nějaké j. 5.2.52 (1−x)n−1. 5.2.53 xn +xn−1
n∑
k=1

ak. 5.2.54
n∏
k=1

(x−

ak). 5.2.55 n!. 5.2.56 (−1)
n(n−1)

2 (−1)n−1n. 5.2.57 (−1)n−1(−1)
n(n−1)

2

n∏
k=1

bk. 5.2.58
n∏
k=1

(1− akkx).

5.2.59 (n − 1)(−1)n−1xn−2. 5.2.60 (−1)
n2−n+2

2 · 2(n − 2)!. 5.2.61 (−1)
n(n−1)

2 · 1

2
(nn + nn−1).

5.2.62
n∏
k=1

(ak − xk) −
n∏
k=1

ak. 5.2.63 a) 1, b) (−1)n+1n, c) (−1)n−1(n − 1)2n−2. 5.2.64 0 pro

n > 2, (a1 − a2)(b2 − b1) pro n = 2, a1 + b1 pro n = 1. 5.2.65 0 pro n > 2, (x2 − x1)(y2 − y1)
pro n = 2, 1 + x1y1 pro n = 1. 5.2.66 0 pro n > 2, − sin2(α1 − α2) pro n = 2, sin 2α1 pro
n = 1. 5.2.67 0 pro n > 2, sin(α1 − α2) sin(β1 − β2) pro n = 2, cos(α1 − β1) pro n = 1.
5.2.69 a) 256, b) 78400. 5.2.70 (a2 + b2 + c2 + d2)2. 5.2.71 viz 5.2.64. 5.2.72 viz 5.2.65. 5.2.73 viz
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5.2.66. 5.2.74 viz 5.2.67. 5.2.75 (−1)
n(n−1)

2 [(n − 1)!]n. 5.2.76
n∏
k=0

(
n

k

) n∏
j,k=0
k>j

(ak − aj)(bj − bk).

5.2.77
n∏

j,k=1
k>j

(ak − aj)(bj − bk). 5.2.78
n∏

j,k=1
k>j

(xk − xj)2. 5.2.79
n∏
k=1

(x− xk)
n∏

j,k=1
k>j

(xk − xj)(bj − bk).

5.2.81 n+ 1. 5.2.82
1

2
(1 + (−1)n). 5.2.83 2n+1 − 1. 5.2.84 1. 5.2.85 9− 2n+1. 5.2.86

n∑
k=0

βkαn−k.

5.2.87 αn + βn. 5.2.88
n∑
k=0

αk. 5.2.89
n+ 1

xn
. 5.2.90

n∑
k=0

x2k. 5.2.91
n∑
k=0

akx
k. 5.2.92 −

n∑
k=1

n∏
j=1
k 6=j

aj.

5.2.93 (−1)n−1
n−1∑
k=1

akbn−k. 5.2.94 (a2 − b2)n. 5.2.95 n!. 5.2.96 1 pro n = 6k nebo n = 6k − 5,

−1 pro n = 6k − 3 nebo n = 6k − 2, 0 pro n = 6k − 4 nebo n = 6k − 1, k ∈ N.

5.2.97 0 pro n liché, (−1)n/2 pro n sudé. 5.2.98 cosnα. 5.2.99
sin(n+ 1)α

sinα
. 5.2.100 n!

n∑
k=0

akx
n−k.

5.2.101
x(a− y)n − y(a− x)n

x− y
pro x 6= y, (a−x)n−1(a+(n−1)x) pro x = y. 5.2.102

n∏
j,k=1
k>j

(xk−xj).

5.2.103
n∏
k=1

k!. 5.2.104 (−1)n
n∏
k=1

k!. 5.2.105
n∏

j,k=1
k>j

(xk − xj). 5.2.106
n∏
k=1

xk
xk − 1

n∏
j,k=1
k>j

(xk − xj).

5.2.107
n∏

j,k=1
k>j

(xk − xj). 5.2.108 2
n(n−1)

2

n−1∏
k=1

ak0

n∏
j,k=1
k>j

sin
ϕj + ϕk

2
sin

ϕj − ϕk
2

. 5.2.109
n+1∏
j,k=1
k>j

(ajbk −

akbj). 5.2.110

(
2

n∏
j=1

xj −
n∏
j=1

(xj − 1)

)
·

n∏
j,k=1
k>j

(xk−xj). 5.2.111
n∑
j=1

xj

n∏
j,k=1
k>j

(xk−xj). 5.2.112
n∑
k=1

n∏
j=1
j 6=k

xj·

n∏
j,k=1
k>j

(xk − xj). 5.2.113
n∏

j,k=1
k>j

(xk − xj) ·
∑

xl1 · · · · · xln−k
, kde se sč́ıtá přes všechny kombinace

(l1, . . . , ln−k) z č́ısel 1, 2, . . . , n. 5.2.114 1. 5.2.115 1. 5.2.116

(
n∏
k=1

k!

)2

. 5.2.117 0 pro n > 1, a1

pro n = 1. 5.2.118 (x− 1)n. 5.2.119 0 pro n > 2, xap(a− 1)(1−a2) pro n = 2, ap−x pro n = 1.

5.2.120
n∏
k=0

ak−
n∑
k=1

n∏
j=1
j 6=k

aj. 5.2.121 1−b1+b1b2−b1b2b3+· · ·+(−1)nb1b2 . . . bn. 5.2.122 (−1)n−1xn−2.

5.2.123 (−1)n((x− 1)n − xn). 5.2.124 2
n(n+1)

2

[
1 + x

(
2− 1

2n

)]
. 5.2.125

n∏
j,k=1
k>j

(ak − aj)(bk − bj) ·

[
n∏

j,k=1

(aj + bk)

]−1
. 5.2.126

(
n−1∏
k=1

k!

)3

·

(
2n−1∏
k=n

k!

)−1
. 5.2.127 nn/2. 5.2.128 D ·

n∏
j,k=1
k>j

(xk − xj).
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5.3 Vlastńı č́ısla a diagonalizace matic a operátor̊u

5.3.1

Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice A. Rozhodněte, zda A je diagonalizovatelná.
Pokud je A diagonalizovatelná, najděte matici X takovou, že X−1AX = D, kde D je diagonálńı:

a) A =

5 2 −3
4 5 −4
6 4 −4

, b) A =

3 1 −1
0 2 0
1 1 1

.

5.3.2

Nalezněte všechna α ∈ R, pro která je matice A diagonalizovatelná.

a) A =


0 0 0 α
0 0 2 0
0 α α 0
4 0 0 0

, b) A =


1 0 0 2
0 0 0 0
0 0 0 0
3 0 0 α

.

5.3.3

Zjistěte, zda A =

(
−2 −2

6 5

)
a B =

(
−1 −3

2 4

)
jsou podobné a v kladném př́ıpadě nalezněte

X tak, že A = X−1BX.

5.3.4

Zjistěte, pro které hodnoty parametru β je diagonalizovatelná matice

 −11 −8 4
12 + β 9 + β −3

2β 2β 3

.

5.3.5

Rozhodněte, pro jaká α ∈ R je diagonalizovatelná matice A =

 α 1 1− α
−α −1 α

0 0 1

.

5.3.6

Je dána matice A =
1

3

1 −1 1
2 0 2
1 1 1

.

a) Najděte vlastńı č́ısla matice A a k nim př́ıslušné vlastńı vektory.

b) Rozhodněte o diagonalizovatelnosti matice A.

c) Najděte bázi C3 složenou z vlastńıch vektor̊u matice A, existuje-li.
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5.3.7

Je matice A podobná matici B? Pokud ano, najděte matici podobnostńı transformace.

A =

 1 1 1
−1 −1 −1

0 1 0

, B =

 i 0 0
0 0 0
0 0 −i

.

5.3.8

Jsou dány matice A =

1 0 2
0 1 1
1 0 0

 a B =

−1 0 −2
0 −1 −1
−1 0 0

. Najděte jejich vlastńı č́ısla a k nim

př́ıslušné vlastńı vektory.

5.3.9

Je dána matice A =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

. Najděte jej́ı vlastńı č́ısla a k nim př́ıslušné vlastńı vektory.

5.3.10

Je matice A =

0 0 0
2 −2 2
1 −1 1

 diagonalizovatelná? Pokud ano, najdětě matice X a D, kde D je

diagonálńı a X−1AX = D.

5.3.11

Rozhodněte, pro jaká α ∈ R je diagonalizovatelná matice A =

 2 1 0
2 1 0

2− α α− 1 α

.

5.3.12

Jsou dány matice A =

1 0 2
0 3 0
2 0 1

 a B =

3 0 0
0 −1 0
0 0 3

. Je matice A podobná matici B? Pokud

ano, najděte podobnostńı transformaci, tj. najděte regulárńı matici X takovou, že X−1AX = B.

5.3.13

Pro jaká α ∈ R je A diagonalizovatelná? Pro taková α najděte regulárńı matici X a diagonálńı
matici D tak, že X−1AX = D.

A =

 α 0 −α
0 0 0
−α 0 α

 .
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5.3.14

Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice A =

1 0 0
1 0 1
1 0 0

. Je podobná matici

1 0 0
0 0 0
0 0 0

?

Pokud ano, najděte matici podobnostńı transformace. Pokud ne, vysvětlete.

5.3.15

Necht’ A,B ∈ Cn,n takové, že B vznikne z A záměnou i-tého a j-tého řádku a zároveň i-tého a
j-tého sloupce (i, j ∈ n̂, i 6= j). Potom jsou matice A,B podobné. Dokažte. Nalezněte matici
X ∈ Cn,n takovou, aby B = X−1AX.

5.3.16

Zjistěte, zda následuj́ıćı matice A,B ∈ C3,3 jsou podobné:

a) A =

0 1 α
0 0 1
0 0 0

, B =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

, kde α ∈ C,

b) A =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

, B =

3 0 0
0 0 0
0 0 0

,

c) A =

2 0 0
0 0 1
0 −1 0

, B =

2 0 0
0 0 1
0 1 0

,

d) A =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

, B =

1 0 0
0 ω 0
0 0 ω2

, kde ω je některý z nereálných kořen̊u rovnice x3 = 1.

Definice

Necht’ A,B ∈ L(V ). Operátory A a B jsou vzájemně podobné, právě když existuje regulárńı
operátor X ∈ L(V ) takový, že A = X−1BX.

5.3.17

Dokažte, že relace podobnosti lineárńıch operátor̊u na V (resp. matic z Cn,n) je reflexivńı,
symetrická a tranzitivńı.

5.3.18

Necht’ A,B ∈ L(V ) podobné. Dokažte, že potom:

a) h(A) = h(B),

b) An, Bn jsou podobné (n ∈ N),

c) jsou-li nav́ıc A,B regulárńı, jsou A−1, B−1 podobné.

122



5.3.19

Necht’ A,B ∈ L(Vn) podobné. Dokažte, že potom:

a) detA = detB,

b) pA = pB.

5.3.20

Necht’ A,B ∈ L(V ) podobné, C0 ∈ L(V ) regulárńı takový, že B = C−10 AC0,
P =

{
C ∈ L(V )|B = C−1AC

}
, Q = {DC0|D ∈ L(V ), AD = DA}. Dokažte, že P = Q.

5.3.21

Necht’ A,B ∈ L(V ), necht’ alespoň jeden z nich je regulárńı na V . Potom jsou operátory AB
a BA podobné. Dokažte. Z̊ustane uvedené tvrzeńı v platnosti, jestliže žádný z operátor̊u A,B
neńı regulárńı na V ?

5.3.22

Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T , α ∈ T , A ∈ L(V ), který je podobný operátoru
αI. Potom A = αI. Dokažte.

Definice

Necht’ A ∈ L(V ) a P ⊂⊂ V . Podprostor P nazveme invariantńı vzhledem k A, pokud A(P ) ⊂
P .

5.3.23

Necht’ A ∈ L(V ), P,Q ⊂⊂ V invariantńı vzhledem k A. Potom:
a) P +Q, b) P ∩Q
jsou rovněž invariantńı podprostory vzhledem k operátoru A. Dokažte.

5.3.24

Necht’ A ∈ L(V ). Dokažte, že potom plat́ı:

1. kerA i A(V ) jsou invariantńı podprostory prostoru V vzhledem k operátoru A,

2. je-li P ⊂⊂ V invariantńı vzhledem k A, je také A(P ) invariantńı podprostor prostoru V
vzhledem k operátoru A.

5.3.25

Necht’ A ∈ L(V ), ~x1, . . . , ~xk vlastńı vektory operátoru A. Potom [~x1, . . . , ~xk]λ je invariantńı
podprostor prostoru V vzhledem k operátoru A. Dokažte.
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5.3.26

Necht’ A ∈ L(V ) je regulárńı, P ⊂⊂ V invariantńı vzhledem k A, dim P < +∞. Potom P je
invariantńı vzhledem k A−1. Dokažte.

5.3.27

Nalezněte všechny lineárńı operátory A na prostoru Vn nad tělesem T takové, aby každý
podprostor prostoru Vn byl invariantńım podprostorem vzhledem k operátoru A.

5.3.28

Uved’te př́ıklad vektorového prostoru V2 a operátoru A ∈ L(V2) tak, aby jedinými invariantńımi
podprostory prostoru V2 vzhledem k operátoru A byly {~0} a V2.

5.3.29

Necht’ X = (~x1, ~x2) je báze prostoru V2, A ∈ L(V2),
XA =

(
0 0
0 1

)
. Nalezněte všechny

invariantńı podprostory prostoru V2 vzhledem k operátoru A.

5.3.30

Necht’ m,n ∈ N, m ≤ n. Potom prostor Pm je invariantńım podprostorem prostoru Pn vzhledem
k operátoru derivováńı D na Pn. Dokažte.

5.3.31

Necht’ A,B ∈ L(Vn), pA = pB. Potom detA = detB. Dokažte.

5.3.32

Necht’ A je lineárńı operátor na komplexńım vektorovém prostoru Vn, σ(A) = {λ1, . . . , λk}.
Potom:

1.
k∏
j=1

λ
νa(λj)
j = detA,

2. č́ıslo
k∑
j=1

νa(λj)λj je rovno součtu diagonálńıch prvk̊u (t́ım mysĺıme prvky na hlavńı

diagonále ) v matici XA nezávisle na volbě báze X prostoru Vn (tzv. stopa operátoru
A, znač́ıme Tr(A)).

Dokažte.

5.3.33

Necht’ A ∈ L(Vn), σ(A) = {λ1, . . . , λk}, označme hj = h(A−λjI) pro j ∈ k̂. Potom má operátor

A právě
k∑
j=1

(n− hj) lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u. Dokažte.
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5.3.34

Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T , A ∈ L(V ). Potom každý nenulový vektor
z prostoru V je vlastńım vektorem operátoru A, právě když existuje č́ıslo α ∈ T takové,
že A = αI. Dokažte.

5.3.35

Necht’ je splněna alespoň jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

1. A ∈ L(Vn), Vn nad C,

2. A ∈ L(Vn), Vn nad R, n liché č́ıslo,

3. A ∈ L(V ), V nad C, dim A(V ) < +∞.

Potom σ(A) 6= ∅. Dokažte.

5.3.36

Uved’te př́ıklad lineárńıho operátoru na prostoru konečné kladné dimenze, který nemá žádný
vlastńı vektor.

5.3.37

Necht’ A ∈ L(Vn), který má n r̊uzných vlastńıch č́ısel, B ∈ L(Vn), který komutuje s A. Dokažte,
že potom:

1. B je diagonalizovatelný,

2. každý vlastńı vektor operátoru A je vlastńım vektorem operátoru B.

5.3.38

Necht’ A ∈ L(V ). Potom A je monomorfńı, právě když 0 /∈ σ(A). Dokažte.

5.3.39

Necht’ A ∈ L(Vn). Potom A je regulárńı, právě když 0 /∈ σ(A). Dokažte.

5.3.40

Necht’ A ∈ L(Vn) regulárńı, σ(A) = {λ1, . . . , λk}. Dokažte, že potom:

a) σ(A−1) =

{
1

λ1
, · · · , 1

λk

}
,

b) νAg (λj) = νA
−1

g

(
1

λj

)
pro každé j ∈ k̂,

c) νAa (λj) = νA
−1

a

(
1

λj

)
pro každé j ∈ k̂,
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d) každý vlastńı vektor operátoruA př́ıslušný λj je vlastńım vektorem operátoruA−1 př́ıslušným
1

λj
,

e) operátor A je diagonalizovatelný, právě když je diagonalizovatelný operátor A−1.

5.3.41

Necht’ X = (~x1, ~x2, ~x3) je báze vektorového prostoru V3 nad R, A ∈ L(V3). Zjistěte, zda A
je diagonalizovatelný operátor. V kladném př́ıpadě nalezněte diagonálńı bázi Y = (~y1, ~y2, ~y3)
operátoru A a určete YA, je-li:

a) XA =

5 2 −3
4 5 −4
6 4 −4

,

b) XA =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

,

c) XA =

4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

,

d) XA =

3 1 −1
0 2 0
1 1 1

,

e) XA =

 4 2 1
−2 1 2
−2 −2 1

.

5.3.42

Necht’ X = (~x1, ~x2, ~x3) je báze vektorového prostoru V3 nad C, A ∈ L(V3). Zjistěte, zda A
je diagonalizovatelný operátor. V kladném př́ıpadě nalezněte diagonálńı bázi Y = (~y1, ~y2, ~y3)
operátoru A a určete YA, je-li:

a) XA =

1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

,

b) XA =

−13 6 −12
4 −3 4

16 −8 15

,

c) XA =

 4 7 −5
−4 5 0

1 9 −4

,

d) XA =

23 −10 −8
33 −14 −12
22 −10 −7

.

5.3.43

Necht’ X = (~x1, ~x2, ~x3) je báze vektorového prostoru V3 nad R, A ∈ L(V3). Dokažte, že A je
regulárńı operátor na prostoru V3, a zjistěte, zda je diagonalizovatelný operátor A−1. V kladném
př́ıpadě nalezněte diagonálńı bázi Y = (~y1, ~y2, ~y3) operátoru A−1 a určete Y(A−1), je-li:

a) XA =

 5 −2 −2
−2 1 −1
14 −6 −4

, b) XA =

 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

, c) XA =

−20 9 −18
6 −5 6

24 −12 22

.
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5.3.44

Necht’ X =




1
1
1
1

 ,


1
1
1
0

 ,


1
1
0
0

 ,


−1

0
0
0


 je báze vektorového prostoru R4, A ∈ L(R4).

Zjistěte, zda A je diagonalizovatelný operátor. V kladném př́ıpadě nalezněte diagonálńı bázi
Y = (~y1, ~y2, ~y3, ~y4) operátoru A a určete YA, je-li:

a) EA =


3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1

,

b) XA =


1 0 2 −1
0 1 4 −2
2 −1 0 1
2 −1 −1 2

,

c) EAX =


1 −1 −1 1
0 0 2 −2
0 2 −2 0
0 0 −2 −2

,

d) XAE =


1 1 1 −1
0 0 0 0
1 1 1 −1
1 0 0 0

,

e) XA =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

,

f) XAE =


1 1 1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
2 1 1 −1

.

5.3.45

Necht’ A ∈ L(C2,2), AX = XT pro každé X ∈ C2,2. Zjistěte, zda A je diagonalizovatelný operátor.
V kladném př́ıpadě nalezněte diagonálńı bázi operátoru A.

5.3.46

Necht’ A ∈ L(P3), (Ax)(t) = x(α − 2t) pro každé x ∈ P3, t ∈ C. Určete všechna α ∈ C, při
kterých je operátor A diagonalizovatelný, pro tato α nalezněte diagonálńı bázi X = (x1, x2, x3)
operátoru A a sestavte XA.

5.3.47

Necht’ X =

((
1 0
1 0

)
,

(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)
,

(
0 1
0 0

))
je báze prostoru R2,2, A ∈ L(R2,2), EAX =

1 0 0 0
0 0 0 α
0 0 0 1
0 0 0 0

. Určete všechna α ∈ R, při kterých je operátor A diagonalizovatelný, pro tato

α nalezněte diagonálńı bázi Y operátoru A a sestavte YA.

5.3.48

Necht’ A ∈ L(R4). Nalezněte všechna α ∈ R, při kterých je operátor A diagonalizovatelný, je-li:

a) EA =


0 0 0 α
0 0 2 0
0 3 0 0
4 0 0 0

,
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b) EA =


0 0 0 α
0 0 2 0
0 α α 0
4 0 0 0

, c) EA =


1 0 0 2
0 0 0 0
0 0 0 0
3 0 0 α

.

5.3.49

Zjistěte, který z následuj́ıćıch operátor̊u A ∈ L(Rn), resp. A ∈ L(Cn) je diagonalizovatelný
(n ≥ 2):

a) EA =


1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1

,

b) EA =


a b b · · · b
b a b · · · b
...

...
...
. . .

...
b b b · · · a

,

c) EA =


0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 1
0 0 0 · · · 0 0

,

d) EA =


0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 1 0
...

...
. . .

...
...

0 1 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0

,

e) EA =


0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 1
1 0 0 · · · 0 0

.

5.3.50

Necht’ P,Q ⊂⊂ V , P 6= V , Q 6= V , P ⊕Q = V , necht’ AP je projektor na P podle Q.

a) Nalezněte σ(AP ).

b) Určete algebraickou a geometrickou násobnost vlastńıch č́ısel operátoru AP , je-li dimV ∈ N.

c) Je operátor AP diagonalizovatelný v př́ıpadě dimV ∈ N?

5.3.51

Nalezněte charakteristický polynom, spektrum a všechny vlastńı vektory operátoru derivováńı
D ∈ L(Pn). Je operátor D diagonalizovatelný na prostoru Pn?

5.3.52

Necht’ V je množina všech reálných funkćı reálné proměnné, které maj́ı vlastńı derivace všech
řád̊u v R. Potom:

a) dokažte, že zobrazeńı D, které každé funkci f ∈ V přǐrazuje jej́ı derivaci f ′, je lineárńı na
prostoru V ,

b) dokažte, že σ(D) = R, a najděte všechny vlastńı vektory.
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5.3.53

Necht’ V je vektorový prostor všech posloupnost́ı komplexńıch č́ısel,A ∈ L(V ),A(α1, . . . , αn, . . .) =
(0, α1, . . . , αn, . . .). Nalezněte spektrum operátoru A.

5.3.54

Necht’ V je množina všech reálných funkćı f reálné proměnné t takových, že existuje n ∈ N,

č́ısla a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R a plat́ı f(t) =
n∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt) pro každé t ∈ R. Dokažte:

a) V je nad R vektorovým prostorem (operace jsou definovány obvyklým zp̊usobem, tj. bodově),

b) zobrazeńı D, které každé funkci f ∈ V přǐrazuje jej́ı derivaci f ′, je lineárńı operátor na
prostoru V ,

c) σ(D) = ∅.

5.3.55

Necht’ A ∈ L(V ), V 6= {~0}. Dokažte, že plat́ı:

a) je-li A2 = A, je σ(A) ⊂ {0, 1},

b) je-li A2 = I, je σ(A) ⊂ {−1, 1},

c) je-li A2 = Θ, je σ(A) = {0}.

5.3.56

Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T , A ∈ L(V ), označme

σ̃(A) = {λ ∈ T | A− λI neńı regulárńı}.

Dokažte, že potom:

a) σ(A) ⊂ σ̃(A),

b) λ ∈ σ̃(A), právě když λ ∈ σ(A) nebo (A− λI)V 6= V ,

c) je-li dim V < +∞, je σ(A) = σ̃(A).

5.3.57

Necht’ A ∈ L(V ), λ ∈ σ(A), ~x ∈ V vlastńı vektor operátoru A př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu

λ, f ∈ P . Potom vektor ~x je vlastńım vektorem operátoru f(A) (je-li f(t) =
n∑
j=0

bjt
j, pak

f(A) =
n∑
j=0

bjA
j, kde klademe A0 = I) př́ıslušej́ıćım vlastńımu č́ıslu f(λ). Dokažte.
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5.3.58

Necht’ A ∈ L(V ), f ∈ P . Dokažte, že potom:

a) σ(f(A)) = f(σ(A)),

b) σ̃(f(A)) = f(σ̃(A)) - viz př́ıklad 5.3.56.

5.3.59

Necht’ n ∈ N. Dokažte, že každý polynom n-tého stupně s koeficientem (−1)n u nejvyšš́ı mocniny
proměnné je charakteristickým polynomem nějakého lineárńıho operátoru na komplexńım vektorovém
prostoru Vn.

5.3.60

Použit́ım Hamiltonovy-Caleyho věty vypočtěte k následuj́ıćım regulárńım matićım matice inverzńı:

a)

(
1 2
3 4

)
,

b)

 1 −1 0
2 3 1
−2 0 4

,

c)

 2 2 3
1 −1 0
−1 2 1

,

d)


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

,

e)


1 2 −1 −2
3 8 0 −4
2 2 −4 −3
3 8 −1 −6

.

Výsledky

5.3.1 a) Vlastńı č́ıslo 1 s vlastńım vektorem

1
1
2

, vlastńı č́ıslo 2 s vlastńım vektorem

1
0
1

,

vlastńı č́ıslo 3 s vlastńım vektorem

1
2
2

. Označ́ıme-li X =

1 1 1
1 0 2
2 1 2

, je X−1AX =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

.

b) Neńı diagonalizovatelná. Jediné vlastńı č́ıslo je 2 s geometrickou násobnost́ı 2. LN vlastńı

vektory k 2 jsou např.

1
0
1

 a

−1
1
0

. 5.3.2 a) pro α 6= 0 ∧ α 6= −8, b) pro všechna α ∈ R.

5.3.3 A = X−1BX pro X =

(
3 1
−1 0

)
. 5.3.4 β 6= −2. 5.3.5 α 6= 1. 5.3.6 a) vlastńı č́ıslo 0

s νa(0) = 1, s νg(0) = 1 a s vlastńım vektorem např.

−1
0
1

, vlastńı č́ıslo
2

3
s νa

(
2

3

)
= 2, s

νg

(
2

3

)
= 1 a s vlastńım vektorem např.

0
1
1

, b) matice neńı diagonalizovatelná, c) neexistuje.

5.3.7 Jsou podobné. Označ́ıme-li X =

−i −1 −i
i 0 i
1 1 −1

, je X−1AX = B. 5.3.8 A má vlastńı č́ıslo
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1 s vlastńım vektorem např.

0
1
0

, vlastńı č́ıslo −1 s vlastńım vektorem např.

−2
−1

2

 a vlastńı

č́ıslo 2 s vlastńım vektorem např.

2
1
1

. Matice B má vlastńı č́ısla s opačnými znaménky

a vlastńı vektory stejné. 5.3.9 A má vlastńı č́ıslo 1 s LN vlastńımi vektory např.


1
0
0
1

 a


0
1
1
0


a vlastńı č́ıslo −1 s LN vlastńımi vektory např.


−1

0
0
1

 a


0
−1

1
0

. 5.3.10 Je diagonalizovatelná.

Označ́ıme-li X =

0 −1 1
2 0 1
1 1 0

, je X−1AX =

−1 0 0
0 0 0
0 0 0

. 5.3.11 α 6= 0 ∧ α 6= 3. 5.3.12 Jsou

podobné. Označ́ıme-li X =

1 −1 0
0 0 1
1 1 0

, je X−1AX = B. 5.3.13 Je diagonalizovatelná pro

α ∈ R s např. X =

1 0 1
0 1 0
1 0 −1

 a s D =

0 0 0
0 0 0
0 0 2α

. 5.3.14 A má vlastńı č́ıslo 1 s

vlastńım vektorem např.

1
2
1

 a vlastńı č́ıslo 0 s vlastńım vektorem např.

0
1
0

. Přitom

plat́ı νa(1) = 1, νg(1) = 1 a νa(0) = 2, νg(0) = 1. Matice A tedy nemůže být podobná
diagonálńı matici. 5.3.15 X vznikne z I záměnou i-tého a j-tého sloupce. 5.3.16 a), b), d)
ano, c) ne. 5.3.21 ne, protipř́ıkladem je A = D (operátor derivováńı) a B = S (operátor

integrováńı). 5.3.27 A = αI, α ∈ T . 5.3.28 A ∈ L(R2), EA =

(
0 1
−1 0

)
. 5.3.29 {~0}, [~x1]λ,

[~x2]λ, V2. 5.3.36 A ∈ L(R2), EA =

(
0 1
−1 0

)
. 5.3.41 a) ~y1 = ~x1 + ~x2 + 2~x3, ~y2 = ~x1 + ~x3,

~y3 = ~x1 + 2~x2 + 2~x3,

1 0 0
0 2 0
0 0 3

, b) ~y1 = ~x1 − ~x2, ~y2 = ~x1 − ~x3, ~y3 = ~x1 + ~x2 + ~x3,0 0 0
0 0 0
0 0 3

, c) neńı, d) neńı, e) neńı. 5.3.42 a) neńı, b) ~y1 = ~x1 + 2~x2, ~y2 = 2~x2 + ~x3,

~y3 = −3~x1 +~x2 +4~x3,

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

, c) ~y1 = ~x1 +~x2 +2~x3, ~y2 = 3(4− i)~x1 +2(5+3i)~x2 +17~x3,

~y3 = 3(4+i)~x1+2(5−3i)~x2+17~x3,

1 0 0
0 2 + 3i 0
0 0 2− 3i

, d) ~y1 = 2~x1+3~x2+2~x3, ~y2 = 4~x2−5~x3,

~y3 = 4~x1 + 11~x3,

0 0 0
0 1 0
0 0 1

. 5.3.43 a) ~y1 = 3~x1 + 5~x2 + 4~x3, ~y2 = ~x1 + 4~x2− 2~x3, ~y3 = ~x2− ~x3,
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−1 0 0
0 1 0
0 0 1

2

, b) neńı, c) ~y1 = ~x1 + 2~x2, ~y2 = 2~x2 + ~x3, ~y3 = −3~x1 + ~x2 + 4~x3,

−1
2

0 0
0 −1

2
0

0 0 1

.

5.3.44 a) neńı, b) neńı, c) Y =




1
−1
−1
−1

 ,


1
1
0
0

 ,


1
0
1
0

 ,


1
0
0
1


,


−2 0 0 0

0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

, d) Y =




0
1
0
0

 ,


0
0
1
0

 ,


1
0
1
0

 ,


0
0
0
1


,


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

, e) Y =




0
1
1
1

 ,


2
2
1
0

 ,


2
1
1
1

 ,


0
0
1
0


,


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

,

f) neńı. 5.3.45

((
1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 1
−1 0

))
. 5.3.46 α libovolná, x1(t) = 1, x2(t) =

3t−α, x3(t) = 9t2−6αt+α2,

1 0 0
0 −2 0
0 0 4

. 5.3.47 α = 0, Y =

((
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)
,

(
1 0
1 0

))
,

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

. 5.3.48 a) α > 0, b) α > 0, c) α libovolné. 5.3.49 a), b), d) ano na Rn i Cn,

c) ne, e) ano na Cn, na Rn pouze pro n = 2. 5.3.50 a) {0, 1}, b) νa(1) = νg(1) = dim P ,
νa(0) = νg(0) = dim Q, c) ano. 5.3.51 pD(λ) = (−λ)n, σ(D) = {0}, polynomy nultého stupně,
pouze pro n = 1. 5.3.52 vlastńı podprostor př́ıslušný α je tvaru Pα = [f ]λ, kde f(t) = eαt

pro každé t ∈ R. 5.3.53 ∅. 5.3.60 a)
1

2

(
−4 2

3 −1

)
, b)

1

22

 12 4 −1
−10 4 −1

6 2 5

, c)

 1 −4 −3
1 −5 −3
−1 6 4

,

d)
1

4


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

, e)
1

2


48 6 −8 −16
−23 −2 4 7

20 2 −4 −6
−10 0 2 2

.
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Kapitola 6

Hermitovské a kvadratické formy

6.1.1

Necht’ V3 je komplexńı vektorový prostor, X je báze V3. Zjistěte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı

h : V3 × V3 → C je hermitovská forma na prostoru V3, (~x)X =

α1

α2

α3

,(~y)X =

β1β2
β3

:

a) h(~x, ~y) = α1 · β1,

b) h(~x, ~y) = α1 · β2 − 2|α3|2,

c) h(~x, ~y) = 2α1 · β2 + 2α2 · β1 − 3α3 · β3,

d) h(~x, ~y) = ϕ(~x) · ϕ(~y), kde ϕ ∈ V #
3 ,

e) h(~x, ~y) = ϕ(~x) · ϕ(~y), kde ϕ ∈ V #
3 .

6.1.2

Necht’ V3 je reálný vektorový prostor, X báze prostoru V3. Zjistěte, které ze zobrazeńı h :
V3 × V3 → R z př́ıkladu 6.1.1 je hermitovská forma na prostoru V3 (proužky lze samozřejmě
vynechat).

6.1.3

Zjistěte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı h : P × P → C je hermitovská forma na prostoru P :

a) h(x, y) = x(0)y(1) + x(1)y(0),

b) h(x, y) = x(0)y(1)− x(1)y(0),

c) h(x, y) =

∫ 1

0

x(t)y(t)dt, přičemž

∫ 1

0

x(t)y(t)dt =

∫ 1

0

Re (x(t)y(t)) dt+i

∫ 1

0

Im (x(t)y(t)) dt,

d) h(x, y) =

∫ 1

0

x(t)y(t)dt.
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6.1.4

Necht’ Vn je vektorový prostor nad tělesem C, A ∈ Cn,n taková, že Aij = Aji pro každé i, j ∈ n̂,

X báze prostoru Vn, h(~x, ~y) =
n∑
i=1

n∑
j=1

Aijαiβj =
(
α1 · · · αn

)
A

β1...
βn

 pro každé ~x, ~y ∈ Vn,

(~x)X =

α1

...
αn

, (~y)X =

β1...
βn

. Dokažte, že h je hermitovská forma na prostoru Vn.

Ekvivalentńı formulace: Necht’ Vn je vektorový prostor nad tělesem C a X je báze Vn. Necht’

A ∈ Cn,n splňuje A = AH . Necht’ h(~x, ~y) = ((~x)X )T A (~y)X . Dokažte, že h je hermitovská
forma.

6.1.5

Necht’ ϕ ∈ V #, h(~x, ~y) = ϕ(~x)ϕ(~y) pro každé ~x, ~y ∈ V . Dokažte, že h je hermitovská forma na
prostoru V .

6.1.6

Zjistěte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı Q : R3 → R je kvadratická forma na prostoru R3

~x =

x1x2
x3

:

a) Q(~x) = x21 + 1,

b) Q(~x) = x1x2 − 2x2x3,

c) Q(~x) = 3x23 − 2x21,

d) Q(~x) = x21 + 3x22 − 2x1x2 + x2x3 − 4x1x3,

e) Q(~x) = x2x3 − 4x1.

6.1.7

Necht’ Vn je vektorový prostor nad tělesem C, A ∈ Cn,n taková, že Aij = Aji pro každé i, j ∈ n̂,

X báze prostoru Vn, Q(~x) =
n∑
i=1

n∑
j=1

Aijαiαj =
(
α1 · · · αn

)
A

α1

...
αn

 pro každé ~x ∈ Vn,

(~x)X =

α1

...
αn

. Dokažte, že Q je kvadratická forma na prostoru Vn, a nalezněte jej́ı poláru.

Ekvivalentńı formulace: Necht’ Vn je vektorový prostor nad tělesem C a X je báze Vn. Necht’

A ∈ Cn,n splňuje A = AH . Necht’ Q(~x) = ((~x)X )T A (~x)X . Dokažte, že Q je kvadratická forma,
a nalezněte jej́ı poláru.
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6.1.8

Necht’ Vn je vektorový prostor nad tělesem R a X je báze Vn. Necht’ A ∈ Rn,n splňuje A = AT .
Necht’ Q(~x) = ((~x)X )T A (~x)X . Dokažte, že Q je kvadratická forma, a nalezněte jej́ı poláru.

6.1.9

Necht’ V je reálný vektorový prostor, ϕ1, ϕ2 ∈ V # a Q(~x) = ϕ1(~x)ϕ2(~x) pro každé ~x ∈ V .
Dokažte, že Q je kvadratická forma na prostoru V , a nalezněte jej́ı poláru.

6.1.10

Necht’ X je báze reálného vektorového prostoru Vn, Q kvadratická forma na prostoru Vn, která

má v bázi X tvar Q(~x) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijαiαj pro každé ~x ∈ Vn, (~x)X =

α1

...
αn

. Je-li Q pozitivně

(negativně) definitńı, potom aii > 0 (aii < 0) pro každé i ∈ n̂. Dokažte. Plat́ı též obrácené
tvrzeńı?

6.1.11

Necht’ X ,Y jsou báze prostoru Vn, Q kvadratická forma na prostoru Vn. Dokažte, že potom:

a) Q je regulárńı, právě když det XQ 6= 0,

b) det YQ = |(det YIX )|2 · det XQ.

6.1.12

Pro kvadratické formy Q z př́ıkladu 6.1.6 nalezněte:
a) XQ, b) poláru formy Q, c) nulprostor formy Q, d) signaturu Q.

6.1.13

Necht’ Q je kvadratická forma na reálném prostoru V2, která má v bázi X = (~x1, ~x2) prostoru
V2 tvar:

a) Q(~x) = −α2
2,

b) Q(~x) = −α2
1 + 2α1α2,

c) Q(~x) = α2
1 − 2α2

2 + 4α1α2,

d) Q(~x) = α1α2,

kde (~x)X =

(
α1

α2

)
. Nalezněte polárńı bázi formy Q.
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6.1.14

Necht’ Q je kvadratická forma na reálném prostoru V3, která má v bázi X = (~x1, ~x2, ~x3) prostoru
V3 tvar:

a) Q(~x) = α2
1 + 3α2

2 + 4α2
3 − 2α1α2 + 4α1α3 − 2α2α3,

b) Q(~x) = α2
1 − 2α2

2 + 4α1α2,

c) Q(~x) = α2
1 + 4α2

2 + α2
3 − 4α1α2 + 2α1α3,

d) Q(~x) = 9α2
2 + 9α2

3 + 12α1α2 + 12α1α3 − 6α2α3,

e) Q(~x) = α1α3 − α1α2 + α2α3 − α2
3,

f) Q(~x) = α1α2 + α2α3 + α1α3,

kde (~x)X =

α1

α2

α3

. Nalezněte polárńı bázi formy Q.

6.1.15

Necht’ Q je kvadratická forma na prostoru R3, která má ve standardńı bázi prostoru R3 tvar
Q(~x) = −x21 + x22 − 5x23 + 6x1x3 + 4x2x3. Nalezněte polárńı bázi formy Q.

6.1.16

Necht’ Q je kvadratická forma na reálném prostoru V3, X = (~x1, ~x2, ~x3) báze V3,

XQ =

−1 −2 2
−2 0 1

2 1 −1

. Nalezněte polárńı bázi formy Q.

6.1.17

Necht’ h je hermitovská forma na prostoru R3, která má ve standardńı bázi prostoru R3 tvar
h(~x, ~y) = 2x1y1−x1y2−x2y1 +x1y3 +x3y1 +x2y2 + 2x3y3. Nalezněte bázi prostoru R3 takovou,
aby v ńı měla matice formy h tvar:

a)

1 0 0
0 4 0
0 0 9

, b)

1 0 0
0 4 0
0 0 0

.

6.1.18

Necht’ Q je kvadratická forma na R4, která pro každé ~x =


x1
x2
x3
x4

:

a) Q(~x) = −x21 − x24 + 2x1x4 − 4x1x3,

b) Q(~x) = x21 + x22 + x23 − 2x1x2 + 2x1x3 − 2x1x4 + 2x2x3 − 4x2x4 − 2x24,

c) Q(~x) = x1x2 + x2x3 + x3x4 + x1x4,
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d) Q(~x) = x21 + x22 + x23 + x24 − 2x1x2 + 6x1x3 − 4x1x4 − 4x2x3 + 6x2x4 − 2x3x4.

Nalezněte polárńı bázi formy Q.

6.1.19

Necht’ h je hermitovská forma na reálném prostoru V4, která má v bázi X = (~x1, ~x2, ~x3, ~x4)
prostoru V4 tvar h(~x, ~y) = α1β1 + α2β3 + α3β4 − α3β3 + α3β2 + α4β3. Nalezněte polárńı bázi
formy h.

6.1.20

Necht’ Q je kvadratická forma na reálném prostoru V4, X = (~x1, ~x2, ~x3, ~x4) báze prostoru V4,

XQ =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 −1
1 0 −1 0

. Nalezněte polárńı bázi formy Q.

6.1.21

Necht’ Q je kvadratická forma na prostoru R4, EQ =


0 0 0 −1
0 −1 2 3
0 2 −4 −7
−1 3 −7 −9

. Nalezněte polárńı

bázi formy Q.

6.1.22

Necht’ Q je kvadratická forma na prostoru R4, která má ve standardńı bázi prostoru R4 tvar
Q(~x) = x22 − 4x2x3 + 2x2x4 + 4x23 + x24. Nalezněte bázi prostoru R4, v ńıž má matice formy Q

tvar


4 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −9 0
0 0 0 1

.

6.1.23

Necht’ Q je kvadratická forma na reálném prostoru V4, která má v bázi X = (~x1, ~x2, ~x3, ~x4)
prostoru V4 tvar Q(~x) = 2α1α3 + α1α4. Nalezněte bázi nulprostoru formy Q.

6.1.24

Necht’ Q je kvadratická forma v R3, která má ve standardńı bázi prostoru R3 tvar Q(~x) =

2x21 − x22 + 6x23 + 4x1x2 − 12x1x3. Zjistěte, pro která α lež́ı vektor

 1
−2
α

 v nulprostoru formy

Q.
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6.1.25

Necht’ Q je kvadratická forma na prostoru R3, která má v bázi X =

2
1
1

 ,

0
2
1

 ,

0
0
1


prostoru R3 tvar Q(~x) = α2

3 − 2α1α3 − 2α2α3. Zjistěte, pro která α ∈ R lež́ı vektor

 1
2 + α

0


v nulprostoru formy Q.

6.1.26

Necht’ Q je kvadratická forma na reálném prostoru R3, která má ve standardńı bázi prostoru
R3 tvar:

a) Q(~x) = 5x21 + x22 + αx23 + 4x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3,

b) Q(~x) = x21 − 3x22 + x23 + 2x1x2 − 4x1x3 + 2αx2x3,

c) Q(~x) = 5x21 + 5x22 + x23 + 2αx1x2 + 4x1x3 + 4x2x3,

d) Q(~x) = x21 + x22 + x23 + 2αx1x2 + 6x1x3 + 2x2x3,

e) Q(~x) = 2x1x2 − 4x21 − 2x22 − 4x23 − 3αx1x3 − 2x2x3.

Určete charakter formy Q v závislosti na parametru α ∈ R.

6.1.27

Necht’ Q je kvadratická forma na reálném prostoru V3, která má v bázi X = (~x1, ~x2, ~x3) prostoru
V3 tvar Q(~x) = αα1α2 + 2α2α1α3. Určete charakter formy Q v závislosti na parametru α.
Nalezněte polárńı bázi formy Q.

6.1.28

Necht’ Q je kvadratická forma na reálném prostoru V4, která má v bázi X = (~x1, ~x2, ~x3, ~x4)
prostoru V4 tvar Q(~x) = α2

1 +2αα1α2−α2
3. Určete charakter formy Q v závislosti na parametru

α a nalezněte polárńı bázi formy Q.

6.1.29

Necht’ Q je kvadratická forma na reálném prostoru V3, která má v bázi X = (~x1, ~x2, ~x3) prostoru
V3 tvar Q(~x) = 5α2

1 +α2
2 +αα2

3 + 4α1α2− 2α1α3− 2α2α3. Nalezněte všechna α ∈ R taková, aby

existovala báze V3, v ńıž má matice formy Q tvar

1
4

0 0
0 1 0
0 0 0

, a nějakou takovou bázi nalezněte.

6.1.30

Necht’ Q je kvadratická forma na R3, která má ve standardńı bázi prostoru R3 tvar Q(~x) =
αx21− 2x22 + (α+ 1)x23− 2αx1x2− 2αx1x3 + 2x2x3. Nalezněte všechna α ∈ R taková, aby forma
Q měla kladný index setrvačnosti stejný jako záporný.
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6.1.31

Necht’ Q je kvadratická forma na V3, která má v bázi X prostoru V3 tvar Q(~x) = αα2
1 − 2α2

2 +
(α + 1)α2

3 − 2αα1α2 − 2αα1α3 + 2α2α3. Nalezněte všechna α ∈ R taková, aby forma Q byla
a) pozitivně definitńı, b) singulárńı.

6.1.32

Necht’ Q je kvadratická forma na R3, která má ve standardńı bázi prostoru R3 tvar Q(~x) =
x21 + (α2 + 4α)x22 + (4α + 1)x23 − 2αx1x2 + 2x1x3 − (4α2 + 2α− 12)x2x3.

a) Určete signaturu formy v závislosti na parametru α.

b) Zjistěte, pro která α je forma Q singulárńı.

c) Nalezněte všechna α taková, aby existovala báze prostoru R3, v ńıž matice formy Q má tvar0 0 0
0 1 0
0 0 −4

.

6.1.33

Necht’ Q je kvadratická forma na reálném prostoru Vn,

β1...
βn

 ∈ Rn,
n∑
j=1

β2
j 6= 0, X báze prostoru

Vn, Q(~x) =
n∑
i=1

n∑
j=1

βiβjαiαj pro všechna ~x ∈ Vn, (~x)X =

α1

...
αn

. Určete signaturu formy Q.

6.1.34

Necht’ Q je kvadratická forma na reálném prostoru Vn. Potom Q se dá rozložit na součin dvou
lineárńıch funkcionál̊u na prostoru Vn, právě když je splněna jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

a) hodnost formy Q je menš́ı než 2,

b) hodnost formy Q je dva a indexy setrvačnosti formy Q jsou stejné.

Dokažte.

6.1.35

Necht’ Vn je reálný vektorový prostor, ϕ ∈ V #
n , ϕ 6= Θ. Potom:

a) ϕ2 je kvadratická forma na Vn, kde ϕ2(~x) = (ϕ(~x))2,

b) Je-li Q pozitivně definitńı kvadratická forma na Vn, pak det X (Q+ϕ2) > det XQ pro každou
bázi X prostoru Vn, kde (Q+ ϕ2)(~x) = Q(~x) + ϕ2(~x). Dokažte.
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6.1.36

Necht’ Vn je reálný vektorový prostor, M množina všech kvadratických forem na prostoru Vn,
definujme na M vektorové operace sč́ıtáńı a násobeńı reálným č́ıslem přirozeným zp̊usobem.
Dokažte, že množina M s těmito operacemi je vektorový prostor nad tělesem R a určete jeho
dimenzi. Rozmyslete si, zda podobné tvrzeńı plat́ı pro hermitovské formy a zda je opět třeba
omezit se na reálné vektorové prostory.

Výsledky

6.1.1 pouze c), d). 6.1.2 pouze a), c), d), e). 6.1.3 pouze a), d). 6.1.6 pouze b), c), d). 6.1.7 h(~x, ~y) =
n∑
i=1

n∑
j=1

Aijαiβj. 6.1.8 h(~x, ~y) = ((~x)X )T A (~y)X . 6.1.9 h(~x, ~y) =
1

2
(ϕ1(~x)ϕ2(~y) + ϕ2(~x)ϕ1(~y)).

6.1.10 ne. 6.1.12 Q z b): a)


0

1

2
0

1

2
0 −1

0 −1 0

, b)
1

2
x1y2 +

1

2
x2y1 − x2y3 − x3y2, c) [2~x1 + ~x3]λ,

d)

1
1
1

, Q z c): a)

−2 0 0
0 0 0
0 0 3

, b) 3x3y3−2x1y1, c) [x2]λ, d)

1
1
1

, Q z d): a)


1 −1 −2

−1 3
1

2

−2
1

2
0

,

b) x1y1 + 3x2y2 − x1y2 − x2y1 − 2x1y3 − 2x3y1 +
1

2
x2y3 +

1

2
x3y2, c) {~0}, d)

2
1
0

. 6.1.13 a) X ,

b) (~x1, ~x1 + ~x2), c) (~x1,−2~x1 + ~x2), d) (~x1 + ~x2, ~x1− ~x2). 6.1.14 a) (~x1, ~x1 + ~x2, 5~x1 + ~x2− 2~x3),
b) (~x1,−2~x1 + ~x2, ~x3), c) (~x1, ~x1 + ~x2 + ~x3, 3~x1 + ~x2 − ~x3), d) (~x2, ~x2 + 3~x3, ~x1 − ~x2 − ~x3),

e) (~x3, 2~x2+~x3, ~x1+~x2+~x3), f) (~x1+~x2, ~x1−~x2,−~x1−~x2+~x3). 6.1.15

0
1
0

 ,

1
0
0

 ,

 3
−2

1

.

6.1.16 (~x1, 2~x1 − ~x2, 2~x1 + 3~x2 + 4~x3). 6.1.17 a)

 0
−1

0

 ,

2
2
0

 ,

−3
−3

3

, b) neexistuje.

6.1.18 a)




1
0
0
0

 ,


−2

0
1
0

 ,


0
0
1
2

 ,


0
1
0
0


, b)




1
0
0
0

 ,


−2

1
3
0

 ,


4
1
−3

0

 ,


−2
−1

3
2


,

c)




1
1
0
0

 ,


1
−1

0
0

 ,


−1
−1

1
1

 ,


−1

1
1
−1


, d)




1
0
0
0

 ,


5
3
0
1

 ,


2
0
0
1

 ,


13
8
−1

1


. 6.1.19 (~x1, ~x3, ~x2 +

~x3,−~x2+~x4). 6.1.20 (~x1+~x2+~x4, ~x1−~x2−~x4, ~x2+~x3, ~x2−~x3). 6.1.21




0
1
0
0

 ,


1
3
0
1

 ,


−1

3
0
1

 ,


−1

2
1
0


.

6.1.22




0
2
0
0

 ,


1
0
0
0

 ,
1

2


0
9
3
−3

 ,
1

2


0
1
1
1


. 6.1.23 (~x2, ~x3− 2~x4). 6.1.24 neexistuje. 6.1.25 pouze
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pro α = −5

2
. 6.1.26 a) α > 2 pozitivně definitńı, α = 2 pozitivně semidefinitńı, α < 2

indefinitńı, b) indefinitńı pro každé α, c) α ∈ (3, 5) pozitivně definitńı, α ∈ {3, 5} pozitivně

semidefinitńı, α ∈ (−∞, 3) ∪ (5,+∞) indefinitńı, d) indefinitńı pro každé α, e) α ∈
(
−8

3
, 2

)
negativně definitńı, α ∈

{
−8

3
, 2

}
negativně semidefinitńı, α ∈ (−∞,−8

3
)∪(2,+∞) indefinitńı.

6.1.27 α = 0 pozitivně i negativně semidefinitńı, α 6= 0 indefinitńı, (~x1+~x2, ~x1−~x2,−2α~x2+~x3).

6.1.28 indefinitńı pro každé α, (~x1,−α~x1 + ~x2, ~x3, ~x4). 6.1.29 pouze α = 2,
1

2
~x2, ~x1− 2~x2,−~x1 +

3~x2 + ~x3. 6.1.30 α = 0. 6.1.31 a) neexistuje, b) α = 0. 6.1.32 a)

3
0
0

 pro α ∈ (1, 3),

2
1
0

 pro

α ∈ (−∞,−3) ∪ (−1, 1) ∪ (3,+∞),

2
0
1

 pro α ∈ {1, 3},

1
2
0

 pro α ∈ (−3,−1),

1
1
1

 pro

α ∈ {−1,−3}, b) ±1, ±3, c) −1, −3. 6.1.33 (1, 0, n− 1). 6.1.36
n(n+ 1)

2
.
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Kapitola 7

Vektorové prostory se skalárńım
součinem

V celé kapitole je těleso reálné nebo komplexńı.

7.1 Skalárńı součin a ortogonalita

7.1.1

Necht’ H je vektorový prostor se skalárńım součinem nad tělesem T . Potom plat́ı:

a) 〈α~x+ ~y|~z〉 = α〈~x|~z〉+ 〈~y|~z〉,

b) 〈~x|~y〉 = 〈~y|~x〉,

c) 〈~x|α~y + ~z〉 = α〈~x|~y〉+ 〈~x|~z〉,

d) 〈~x|~0〉 = 〈~0|~x〉 = 0

pro každé ~x, ~y, ~z ∈ H a každé α ∈ T . Dokažte.

7.1.2

Necht’ H je prostor se skalárńım součinem nad tělesem T . Potom plat́ı:

a) ‖~x‖ ≥ 0, ‖~x‖ =0, právě když ~x = ~0,

b) ‖α~x‖ = |α|‖~x‖,

c) ‖~x+ ~y‖2 + ‖~x− ~y‖2 = 2(‖~x‖2 + ‖~y‖2),

d) 〈~x|~y〉 =
1

4
(‖~x+ ~y‖2 − ‖~x− ~y‖2), je-li T = R,

〈~x|~y〉 =
1

4

[
‖~x+ ~y‖2 − ‖~x− ~y‖2 + i(‖~x+ i~y‖2 − ‖~x− i~y‖2)

]
, je-li T = C,

e) |‖~x‖ − ‖~y‖| ≤ ‖~x− ~y‖

pro každé ~x, ~y ∈ H a každé α ∈ T . Dokažte.
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7.1.3

Necht’ H je vektorový prostor se skalárńım součinem 〈·|·〉. Pro každé ~x, ~y ∈ H položme:

a) {~x|~y} = ‖~x‖ · ‖~y‖,

b) {~x|~y} = 〈~y|~x〉,

c) {~x|~y} = α〈~x|~y〉, α ∈ R.

Zjistěte, je-li zobrazeńı {·|·} skalárńı součin na prostoru H.

7.1.4

Necht’ Vn je vektorový prostor nad tělesem T , X báze prostoru Vn, h : Vn × Vn → T , h(~x, ~y) =

n∑
j=1

αjβj, kde (~x)X =

α1

...
αn

, (~y)X =

β1...
βn

. Dokažte, že h je skalárńı součin na prostoru Vn.

7.1.5

Necht’ Hn je prostor se skalárńım součinem nad tělesem T , X = (~x1, . . . , ~xn) báze prostoru
Hn. Potom existuje právě jedna matice A = (aij) ∈ T n,n taková, že pro každé ~x, ~y ∈ Hn,

(~x)X =

α1

...
αn

, (~y)X =

β1...
βn

 je 〈~x|~y〉 =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijαiβj. Dokažte. Čemu je rovno aij?

7.1.6

Zjistěte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı h : R2 × R2 → R je skalárńı součin na prostoru R2:

a) h(~x, ~y) = x1y1 + 2x2y2 − x1y2,

b) h(~x, ~y) = x1y2 + x2y1,

c) h(~x, ~y) = x1y1 + x2y2 + x1y2 + x2y1,

d) h(~x, ~y) = 2x1y1 + 3x2y2 + 2x1y2 + 2x2y1,

pro každé ~x, ~y ∈ R2, ~x =

(
x1
x2

)
, ~y =

(
y1
y2

)
.

7.1.7

Zjistěte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı h : R3 × R3 → R je skalárńı součin na prostoru R3:

a) h(~x, ~y) = 3x1y1 − x1y2 − x2y1 + 2x2y2 + x1y3 + x3y1 + x3y3,

b) h(~x, ~y) = 2x1y1 − x1y2 − x2y1 + x3y3,

c) h(~x, ~y) = 2x1y2 − x2y1 + x1y1 + x3y1 + x2y2 + 2x3y3,

d) h(~x, ~y) = x1y1 + 2x2y2 + 6x3y3 + x1y2 + x2y1 + 2x1y32x3y1 + 3x2y3 + 3x3y2,

pro každé ~x, ~y ∈ R3, ~x =

x1x2
x3

, ~y =

y1y2
y3

.
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7.1.8

Necht’ α, β, γ, δ ∈ C, h : C2 × C2 → C, h(~x, ~y) = αx1y2 + βx2y1 + γx1y2 + δx2y2 pro každé

~x, ~y ∈ C2, ~x =

(
x1
x2

)
, ~y =

(
y1
y2

)
. Nalezněte nutné a postačuj́ıćı podmı́nky, jaké muśı splňovat

č́ısla α, β, γ, δ, aby byl h skalárńı součin na prostoru C2.

7.1.9

Necht’ h : Tm,n × Tm,n → T , h(A,B) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijbij, A = (aij), B = (bij). Dokažte, že h je

skalárńı součin na prostoru Tm,n.

7.1.10

Zjistěte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı h : P3 × P3 → C je skalárńı součin na P3:

a) h(x, y) =

∫ b

a

x(t)y(t)dt, a, b ∈ R, a < b,

b) h(x, y) = x(0)y(0) + x(1)y(1) + x(2)y(2),

c) h(x, y) = 2α0β0 + α1β1 + α2β2 + α0β1 + α1β0, x(t) = α0 + α1t+ α2t
2, y(t) = β0 + β1t+ β2t

2

pro každé t ∈ C.

7.1.11

Zjistěte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı h : P × P → C je skalárńı součin na P :

a) h(x, y) =

∫ b

a

x(t)y(t)dt, a, b ∈ R, a < b,

b) h(x, y) = x(0)y(0) + x(1)y(1) + x(2)y(2),

c) h(x, y) = 2α0β0 + α1β1 + α2β2 + α0β1 + α1β0, x(t) =
n∑
j=1

αjt
j, y(t) =

n∑
j=1

βjt
j pro každé

t ∈ C, n ≥ 2.

7.1.12

Necht’ X je báze prostoru Hn se skalárńım součinem. Potom 〈~x|~y〉 =
n∑
j=1

αjβj pro každé ~x, ~y ∈

Hn, (~x)X =

αj...
αn

, (~y)X =

βj...
βn

, právě když báze X je ortonormálńı. Dokažte.
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7.1.13

Necht’ H je prostor se skalárńım součinem nad tělesem T , (~x, ~y) soubor vektor̊u z prostoru H.
Dokažte, že potom:

a) |〈~x|~y〉| = ‖~x‖ · ‖~y‖, právě když soubor (~x, ~y) je lineárně závislý,

b) ‖~x+~y‖ = ‖~x‖+‖~y‖, právě když existuje č́ıslo α ∈ T , α ≥ 0 takové, že ~x = α~y nebo ~y = α~x.

7.1.14

Necht’ h je hermitovská forma na vektorovém prostoru V , jej́ıž diagonála je pozitivně semidefinitńı.
Zjistěte, zda pro každé ~x, ~y ∈ V plat́ı |h(~x, ~y)| ≤

√
h(~x, ~x)

√
h(~y, ~y).

7.1.15

Necht’

α1

...
αn

 ∈ Cn,

β1...
βn

 ∈ Cn. Potom plat́ı

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

αjβj

∣∣∣∣∣
2

≤
n∑
j=1

|αj|2 ·
n∑
j=1

|βj|2. Dokažte.

7.1.16

Necht’ f, g jsou spojité reálné funkce definované na intervalu 〈a, b〉. Potom plat́ı(∫ b

a

f(t)g(t)dt

)2

≤
∫ b

a

f 2(t)dt ·
∫ b

a

g2(t)dt. Dokažte.

7.1.17

Necht’ (~x1, . . . , ~xk) je lineárně nezávislý soubor vektor̊u z prostoru se skalárńım součinem. Potom
gramián (tedy determinant Gramovy matice G splňuj́ıćı Gij = 〈~xi|~xj〉) tohoto souboru je kladné
č́ıslo. Dokažte.

7.1.18

Necht’ (~x1, . . . , ~xk) je soubor vektor̊u z prostoru H se skalárńım součinem nad tělesem T , i, j ∈ k̂,
i 6= j, α ∈ T . Jak se změńı gramián tohoto souboru, jestliže:

a) v souboru (~x1, . . . , ~xk) zaměńıme vektory ~xi a ~xj,

b) vektor ~xi vynásob́ıme č́ıslem α,

c) k vektoru ~xj přičteme vektor ~xi?

7.1.19

Necht’ (~x1, . . . , ~xk) je soubor vektor̊u z prostoru se skalárńım součinem, G Gramova matice

tohoto souboru, k ∈ n̂. Necht’ detG
(

1, · · · , k
1, · · · , k

)
= 0. Potom detG = 0. Dokažte.
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7.1.20

Necht’ (~x1, . . . , ~xk) je soubor vektor̊u z prostoru se skalárńım součinem. Potom prvek Gramovy
matice tohoto souboru, který má největš́ı absolutńı hodnotu, je v této matici na diagonále (je-li
jich v́ıce, tak alespoň jeden z nich). Dokažte.

7.1.21

Necht’ (~x, ~y, ~z) je soubor vektor̊u z : a) unitárńıho prostoru, b) eukleidovského prostoru, (~x, ~z)
lineárně závislý. Zjistěte, zda muśı platit 〈~x|~y〉~z = 〈~y|~z〉~x.

7.1.22

Necht’ (~x, ~y, ~z) je soubor vektor̊u z prostoru se skalárńım součinem. Potom je soubor
(~z, 〈~y|~z〉~x− 〈~x|~z〉~y) ortogonálńı. Dokažte.

7.1.23

Soubor vektor̊u (~x, ~y) z eukleidovského prostoru je ortogonálńı, právě když ‖~x+ ~y‖2 = ‖~x‖2 +
‖~y‖2. Dokažte. Plat́ı tato ekvivalence i v unitárńım prostoru?

7.1.24

Soubor vektor̊u (~x, ~y) z unitárńıho prostoru je ortogonálńı, právě když pro každé

(
α
β

)
∈ C2

plat́ı ‖α~x+ β~y‖2 = ‖α~x‖2 + ‖β~y‖2. Dokažte.

7.1.25

Necht’ (~x, ~y) je soubor vektor̊u z eukleidovského prostoru takový, že ‖~x‖ = ‖~y‖. Potom je soubor
(~x− ~y, ~x+ ~y) ortogonálńı. Dokažte.

7.1.26

Necht’ (~x1, . . . , ~xk) je lineárně nezávislý soubor vektor̊u z prostoru H se skalárńım součinem
nad tělesem T , (~y1, . . . , ~yk), (~z1, . . . , ~zk) ortogonálńı soubory nenulových vektor̊u z prostoru H

takové, že pro každé l ∈ k̂ je ~yl, ~zl ∈ [~x1, . . . , ~xl]λ. Potom existuj́ı č́ısla α1, . . . , αk ∈ T taková,

že pro každé l ∈ k̂ je ~yl = αl~zl. Dokažte.

7.1.27

Necht’ (~x1, . . . , ~xk), (~y1, . . . , ~yk) jsou soubory vektor̊u z prostoru se skalárńım součinem takové,

že 〈~xi|~yj〉 = δij pro každé i, j ∈ k̂. Potom jsou oba soubory lineárně nezávislé. Dokažte.

7.1.28

Necht’ (~x1, . . . , ~xn) je báze prostoru Hn se skalárńım součinem. Potom existuje právě jedna báze
(~y1, . . . , ~yn) prostoru Hn taková, že 〈~xi|~yj〉 = δij pro každé i, j ∈ n̂. Dokažte. Jaká je nutná a
postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby ~xj = ~yj pro každé j ∈ n̂?
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7.1.29

Necht’ (~x1, . . . , ~xk), (~y1, . . . , ~yl) jsou lineárně nezávislé soubory vektor̊u z prostoruH se skalárńım

součinem takové, že 〈~xi|~yj〉 = 0 pro každé i ∈ k̂, j ∈ l̂. Určete dim [~x1, . . . , ~xk, ~y1, . . . , ~yl]λ.

7.1.30

Necht’ P,Q ⊂⊂ Hn se skalárńım součinem, dim P < dim Q. Potom existuje ~x ∈ Q∩P⊥, ~x 6= ~0.
Dokažte.

7.1.31

Necht’ P,Q ⊂⊂ Hn se skalárńım součinem, P ⊕Q = Hn. Potom P⊥ ⊕Q⊥ = Hn. Dokažte.

7.1.32

Necht’ Hn je prostor se skalárńım součinem, P,Q ⊂⊂ Hn. Dokažte, že potom plat́ı:

a) (P +Q)⊥ = P⊥ ∩Q⊥,

b) (P ∩Q)⊥ = P⊥ +Q⊥,

c) P ⊂⊂ Q, právě když Q⊥ ⊂⊂ P⊥,

d) H⊥n = {~0}, {~0}⊥ = Hn.

7.1.33

Necht’ (~x1, . . . , ~xk) je ortonormálńı soubor vektor̊u z prostoru H se skalárńım součinem, ~x ∈ H.

Potom
k∑
j=1

|〈~x|~xj〉|2 = ‖~x‖2, právě když ~x ∈ [~x1, . . . , ~xk]λ. Dokažte.

7.1.34

Nalezněte úplný soubor vektor̊u v prostoru:

a) C2 se standardńım skalárńım součinem,

b) P2 se skalárńım součinem 〈x|y〉 =

∫ 1

0

x(t)y(t)dt pro každé x, y ∈ P2,

c) R3 se skalárńım součinem 〈~x|~y〉 = x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3 − x2y3 − x3y2 pro každé ~x, ~y ∈ R3,

~x =

x1x2
x3

, ~y =

y1y2
y3

,

d) P ⊂ R4 se standardńım skalárńım součinem, P =




1
2
−1

3

 ,


4
5
5

−12

 ,


2
3
1
−2



λ

,
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e) P ⊂ R3 se skalárńım součinem 〈~u|~v〉 = 3u1v1− u1v2− u2v1 + 2u2v2 + u1v3 + u3v1 + u3v3 pro

každé ~u,~v ∈ R3, ~u =

u1u2
u3

, ~v =

v1v2
v3

,
P ≡ x + y − 2z = 0

2x − y − z = 0
,

f) P se skalárńım součinem 〈x|y〉 =

∫ 7

−3
x(t)y(t)dt pro každé x, y ∈ P .

7.1.35

Doplňte na ortonormálńı bázi prostoru R4 se standardńım skalárńım součinem následuj́ıćı
soubory vektor̊u:

a)

1

2


1
1
1
1

 ,
1

6


1
1
3
−5


,

b)

1

5


2
2
−4

1

 ,
1√
2


1
−1

0
0

 ,
1√
3


1
1
1
0


,

c)

1

3


2
−2

0
1


,

d)

 1√
6


1
2
−1

0

 ,
1√
7


1
1
2
1


,

e)

1

2


1
1
1
1

 ,
1

2


1
−1

1
−1


.

7.1.36

Najděte ortonormálńı bázi V =




1
1
0
0

 ,


0
1
1
0

 ,


0
0
1
1



λ

⊂⊂ R4, je-li R4 eukleidovský.
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7.1.37

Najděte ortonormálńı bázi V =




1
2
2
−1

 ,


1
1
−5

3

 ,


3
2
8
−7



λ

⊂⊂ R4, která obsahuje vektor

z




2
1
−2

0



λ

.

7.1.38

Nalezněte ortonormálńı bázi prostoru C3 se standardńım skalárńım součinem, která obsahuje:

a) vektor z

 i
3i√

6


λ

,

b) dva vektory z

 1
2
−i

 ,

 1
−2i

4


λ

.

7.1.39

Doplňte vektor


1
1
1
1

, je-li to možné, na ortogonálńı bázi prostor̊u:

a)




1
−1

1
−1

 ,


2
4
2
4



λ

,

b)




1
1
0
−1

 ,


1
1
−1

0

 ,


1
1
0
0

 ,


3
3
−1
−1



λ

.

7.1.40

Najděte ortogonálńı bázi eukleidovského prostoru R3 obsahuj́ıćı vektor ~x =

1
1
1

.

7.1.41

Necht’ P ⊂⊂ R4, kde R4 je eukleidovský prostor a P =




1
1
1
1

 ,


−1
−1

0
0

 ,


1
0
1
−1

 ,


0
0
1
1



λ

.

Najděte
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a) ortonormálńı bázi P ,

b) ortogonálńı pr̊umět vektoru ~a =


1
−1

1
0

 do P , tedy ~aP .

7.1.42

Najděte ortonormálńı bázi P ⊂⊂ R4, kde R4 je eukleidovský prostor a P =




1
0
1
1

 ,


1
1
0
0

 ,


0
−1

1
1



λ

.

7.1.43

Necht’ ~x =


1
0
0
1

, P ⊂⊂ R4, kde R4 je eukleidovský prostor a P =




1
−1

1
1

 ,


3
−1

3
1

 ,


1
0
1
0

 ,


2
−1

2
1



λ

.

Najděte ortogonálńı pr̊umět ~x do P , tj. ~xP .

7.1.44

Doplňte na ortonormálńı bázi prostoru

[(
1 2
2 −1

)
,

(
1 1
−5 3

)
,

(
3 2
8 −7

)]
λ

⊂ R2,2 se skalárńım

součinem 〈A|B〉 =
2∑

i,j=1

aijbij pro každé A,B ∈ R2,2, A = (aij), B = (bij), která obsahuje:

a) vektor z

[(
2 1
−2 0

)]
λ

, b) vektor z

[(
1 1
1 1

)]
λ

, c) vektor z

[(
1 1
1 1

)
,

(
0 1
2 1

)]
λ

.

7.1.45

Nalezněte ortogonálńı bázi prostoru P ⊂ R3 se skalárńım součinem 〈~u|~v〉 = 2u1v1 − u1v2 −

u2v1 + u2v2 + u3v3 pro každé ~u,~v ∈ R3, ~u =

u1u2
u3

, ~v =

v1v2
v3

, P ≡ 2x − 2y + z = 0, která

obsahuje:

a) vektor z Q ≡ x − y − z = 0 ,

b) vektor z Q ≡ x + y = 0
x + z = 0

,

c) vektor z Q ≡ y + z = 0
2x − 4y − z = 0

.

7.1.46

Nalezněte ortogonálńı bázi prostoru P3 se skalárńım součinem 〈x|y〉 =

∫ 1

−1
x(t)y(t)dt pro každé

x, y ∈ P3, která obsahuje vektory z P1 i P2.
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7.1.47

Necht’ H je reálný prostor spojitých reálných funkćı na intervalu 〈0, π〉 (operace jsou definovány

obvyklým zp̊usobem) se skalárńım součinem 〈f |g〉 =

∫ π

0

f(t)g(t)dt pro každé f, g ∈ H, fk(t) =

cos kt pro každé t ∈ 〈0, π〉, k ∈ N0, gk(t) = sin kt pro každé t ∈ 〈0, π〉, k ∈ N. Potom:

a) 〈fj|fk〉 = 0 pro každé j, k ∈ N0, j 6= k,

b) 〈gj|gk〉 = 0 pro každé j, k ∈ N, j 6= k.

Dokažte. Určete ‖fj‖, ‖gk‖, j ∈ N0, k ∈ N.

7.1.48

Necht’H je reálný prostor spojitých reálných funkćı na intervalu 〈−π, π〉 (operace jsou definovány

obvyklým zp̊usobem) se skalárńım součinem 〈f |g〉 =

∫ π

−π
f(t)g(t)dt pro každé f, g ∈ H,

fk(t) = cos kt pro každé t ∈ 〈−π, π〉, k ∈ N0, gk(t) = sin kt pro každé t ∈ 〈−π, π〉, k ∈ N.
Potom pro každé n ∈ N0 je soubor (f0, f1, . . . , fn, g1, . . . , gn) ortogonálńı báźı svého lineárńıho
obalu. Dokažte. Určete ‖fj‖, ‖gk‖, j ∈ N0, k ∈ N.

7.1.49

Necht’ H je reálný prostor reálných polynomů se skalárńım součinem 〈x|y〉 =

∫ 1

−1

x(t)− y(t)√
1− t2

dt

pro každé x, y ∈ H, Tk(t) = cos(k arccos t) pro každé t ∈ 〈−1, 1〉, k ∈ N0. Potom:

a) Tk je reálný polynom k-tého stupně v proměnné t pro každé k ∈ N0 (tzv. Čebyšev̊uv
polynom),

b) 〈Tj|Tk〉 = 0 pro každé j, k ∈ N0, j 6= k.

Dokažte. Určete ‖Tk‖ pro k ∈ N0.

7.1.50

Necht’ H je reálný prostor reálných polynomů se skalárńım součinem 〈x|y〉 =

∫ 1

−1
(x(t)−y(t))dt

pro každé x, y ∈ H, Xk(t) =
1

2kk!

dk

dtk
[t2 − 1]k pro každé t ∈ R, k ∈ N0. Potom:

a) Xk je reálný polynom k-tého stupně v proměnné t pro každé k ∈ N0 (tzv. Legendre̊uv
polynom),

b) 〈Xj|Xk〉 = 0 pro každé j, k ∈ N0, j 6= k.

Dokažte. Určete ‖Xk‖ pro k ∈ N0.
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7.1.51

Necht’ P ⊂ R4 se standardńım skalárńım součinem. Nalezněte bázi P⊥ do R4, je-li:

a) P =




3
−5

4
1

 ,


1
−1

0
7



λ

,

b) P =




3
1
4
4

 ,


1
1
0
2

 ,


0
1
−2

1



λ

,

c) P =




2
−3

4
8

 ,


0
−1

0
0

 ,


1
−1

3
5



λ

,

d) P =




3
2
1
0

 ,


−1
−1

2
−1

 ,


1
1
0
1

 ,


2
3
−1

1



λ

,

e) P ≡
z − u = 0

3x − 2z − 11u = 0
3x + 3y + 2z − 28u = 0

,

f) P ≡ y − z = 0 .

7.1.52

Necht’ P ⊂⊂ R4, kde R4 je eukleidovský prostor. Najděte P⊥, je-li:

P =




1
1
1
1

 ,


−1
−1

0
0

 ,


1
0
1
−1

 ,


0
0
1
1



λ

.

7.1.53

Necht’ P ⊂⊂ R4, kde R4 je eukleidovský prostor. Najděte P⊥, je-li:

P =




2
2
1
0

 ,


0
2
2
1

 ,


−2

2
3
2



λ

.

7.1.54

Nalezněte bázi P⊥3 do P4 se skalárńım součinem 〈x|y〉 =

∫ 1

0

x(t)y(t)dt pro každé x, y ∈ P4.
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7.1.55

Necht’ P ⊂ R3 se skalárńım součinem 〈~u|~v〉 = 2u1v1 + u2v2 + 6u3v3 − u1v2 − u2v1 + u2v3 + u3v2

pro každé ~u,~v ∈ R3, ~u =

u1u2
u3

, ~v =

v1v2
v3

. Nalezněte ortogonálńı bázi P⊥ do R3, je-li:

a) P =

 1
2
−1


λ

,

b) P =

1
0
1

 ,

1
1
2


λ

,

c) P =

−1
2
0

 ,

3
1
1

 ,

3
8
2


λ

,

d) P ≡ x = 0 ,

e) P ≡ x − y − z = 0
2x + y − z = 0

.

7.1.56

Necht’ P,Q ⊂ R3 se skalárńım součinem 〈~u|~v〉 = 2u1v1−u1v2−u2v1 +u1v3 +u3v1 +u2v2 +2u3v3

pro každé ~u,~v ∈ R3, ~u =

u1u2
u3

, ~v =

v1v2
v3

. Nalezněte ortonormálńı bázi P⊥ do R3 obsahuj́ıćı

vektor z Q, je-li:

a) P ≡ x − y = 0 , Q ≡ x − z = 0 ,

b) P ≡ x + 2y + 3z = 0 , Q ≡ 2x − y = 0 ,

c) P =

 1
−1

3


λ

, Q =

2
1
0

 ,

1
2
0


λ

.

7.1.57

Necht’ P,Q ⊂⊂ R4, kde R4 je eukleidovský prostor. Najděte bázi Q⊥ do P , je-li:

Q =



−1
−5

2
3



λ

, P =




1
4
1
2

 ,


0
−1

3
5

 ,


−2
−9

1
1



λ

.

7.1.58

Necht’ P,Q ⊂⊂ R4, kde R4 je eukleidovský prostor,Q =




3
−2

2
−3



λ

, P =




1
−1

1
−1

 ,


2
−2

3
−3

 ,


0
1
−2

1



λ

.

Najděte bázi Q⊥ do P, tj. bázi ortogonálńıho doplňku Q do P .
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7.1.59

Necht’ P,Q ⊂⊂ R4, kde R4 je eukleidovský prostor. Najděte bázi Q⊥ do P , je-li:

Q =




1
0
2
0



λ

, P =




1
1
1
1

 ,


−3

2
2
2

 ,


1
2
0
2



λ

.

7.1.60

Necht’ je dán vektor ~x =


2
−1

1
2

 a P ⊂⊂ R4, kde R4 je eukleidovský prostor, P =



a1
a2
a3
a4


∣∣∣∣∣∣∣∣ a2 − a3 = 0

.

Najděte ortogonálńı pr̊umět ~x do P .

7.1.61

Necht’ P ⊂⊂ R4,Q ⊂⊂ R4, kde R4 je eukleidovský prostor,




1
−1

1
−1

 ,


−1

1
−1

1

 ,


1
0
1
0

 ,


0
1
0
1

 ,


1
1
0
1



λ

a Q =



a1
a2
a3
a4


∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 − a3 = 0 ∧ a2 − a4 = 0

. Najděte

a) Q⊥P do P (nikoli do R4),

b) ortogonálńı pr̊umět vektoru ~x =


1
0
1
1

 do Q⊥P , tj. ~xQ⊥P .

7.1.62

Najděte ortonormálńı bázi P = []λ ⊂⊂ R4 nejprve pomoćı Gramova-Schmidtova ortogonalizačńıho
procesu a pak ještě jiným zp̊usobem.

7.1.63

Necht’ P ⊂⊂ R4, kde R4 je eukleidovský prostor, P =



a1
a2
a3
a4


∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 + a2 + a3 = 0

. Najděte

a) P⊥ do R4,

b) ortonormálńı bázi P ,

c) ortogonálńı pr̊umět


2
−2

1
−1

 do P pomoćı nalezené ortonormálńı báze.
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7.1.64

Necht’ P ⊂⊂ C4, P =




1
i
0
0

 ,


i
0
1
0



λ

. Najděte

a) P⊥ do C4,

b) ortogonálńı pr̊umět


1
1
1
1

 do P .

7.1.65

Necht’ P,Q ⊂ R2,2 se skalárńım součinem 〈A|B〉 =
2∑

i,j=1

aijbij pro každé A,B ∈ R2,2, A = (aij),

B = (bij). Nalezněte bázi Q⊥ do P , je-li:

a) Q =

[(
1 1
1 1

)]
λ

, P =

[(
2 3
−3 1

)
,

(
4 3
2 −2

)]
λ

,

b) Q =

[(
0 1
0 −2

)]
λ

, P =

[(
3 0
0 4

)
,

(
1 2
0 −2

)
,

(
3 2
0 1

)]
λ

,

c) Q =

[(
1 0
0 −2

)
,

(
4 2
2 5

)]
λ

, P =

[(
2 1
1 0

)
,

(
0 −1
−1 1

)
,

(
0 2
2 3

)]
λ

,

d) Q =

[(
−1 −5

2 3

)]
λ

, P =

[(
1 4
1 2

)
,

(
0 −1
3 5

)
,

(
−2 −9

1 1

)]
λ

,

e) Q =

[(
0 −1
3 5

)
,

(
3 13
0 1

)]
λ

, P =

[(
1 5
−2 −3

)
,

(
1 4
1 2

)
,

(
1 3
4 7

)]
λ

.

7.1.66

Necht’ P,Q ⊂ P se skalárńım součinem 〈x|y〉 =

∫ 1

0

x(t)y(t)dt, P = [x1]λ, Q = [y1, y2, y3]λ.

Nalezněte ortogonálńı bázi P⊥ do Q, je-li:

a) x1(t) = 1 + t2, y1(t) = 1 + t+ t2, y2(t) = 2t, y3(t) = 2− t+ 2t2, pro každé t ∈ C,

b) x1(t) = 1, y1(t) = 1− t3, y2(t) = t3, y3(t) = t+ t2, pro každé t ∈ C.

7.1.67

Necht’ P ⊂⊂ R4 se standardńım skalárńım součinem, ~x ∈ R4. Nalezněte vektory ~y ∈ P , ~z ∈ P⊥
takové, že ~x = ~y + ~z, je-li:

a) ~x =


−2

2
2
5

, P =




1
1
−1

2

 ,


3
1
0
1



λ

,
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b) ~x =


2
7
−3
−6

, P =




1
1
1
1

 ,


1
1
−1

2



λ

,

c) ~x =


6
5
4

13

, P =




3
1
1
7

 ,


0
−3
−2

1



λ

,

d) ~x =


2
0
1
4

, P =




2
3
3
0

 ,


2
1
1
4

 ,


1
2
2
−1



λ

,

e) ~x =


1
1
1
1

, P =




0
1
0
1



λ

.

7.1.68

Najděte ortogonálńı doplněk k P =




2
2
1
0

 ,


0
2
2
1

 ,


−2

2
3
2



λ

⊂⊂ R4, je-li

a) R4 vybaven standardńım skalárńım součinem,

b) R4 vybaven skalárńım součinem h takovým, že Eh =


1 1 0 0
1 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2

.

7.1.69

Necht’ P ⊂⊂ R4,

P = [


1
1
1
1

 ,


−1
−1
0
0

 ,


1
0
1
−1

 ,


0
0
1
1

]λ.

Najděte P⊥, pokud

a) R4 je eukleidovský,

b) R4 vybaven skalárńım součinem h takovým, že Eh =


2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.
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7.1.70

Najděte ON bázi P ⊂⊂ R4, kde P =




1
0
1
1

 ,


1
1
0
0

 ,


0
−1

1
1



λ

, pokud

a) R4 eukleidovský,

b) v R4 je definován skalárńı součin h splňuj́ıćı Eh =


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.

7.1.71

Necht’ ~x =


1
0
0
1

, P ⊂⊂ R4, kde P =




1
−1

1
1

 ,


3
−1

3
1

 ,


1
0
1
0

 ,


2
−1

2
1



λ

. Najděte ortogonálńı

pr̊umět ~x do P , tj. ~xP , pokud

a) R4 je vybaven standardńım skalárńım součinem,

b) v R4 je definován skalárńım součin 〈~x|~y〉 = 2x1y1+2x2y2+x3y3+x4y4 pro každé ~x =


x1
x2
x3
x4

,

~y =


y1
y2
y3
y4

.

7.1.72

Necht’ je dán vektor


2
−1

1
2

 a P ⊂⊂ R4, kde P = {


α1

α2

α3

α4

 ∣∣ α2−α3 = 0}. Najděte ortogonálńı

pr̊umět ~x do P ,

a) pokud R4 je eukleidovský,

b) pokud je v R4 definován skalárńı součin 〈~x|~y〉 = 2x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4 + x1y2 + x2y1

pro každé ~x =


x1
x2
x3
x4

, ~y =


y1
y2
y3
y4

.
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7.1.73

Necht’ P ⊂⊂ C4, P =




1
i
0
0

 ,


i
0
1
0



λ

. Následuj́ıćı úlohu řešte nejprve při standardńım

skalárńım součinu a poté při skalárńım součinu h s matićı ve standardńı bázi Eh =


1 1 0 0
1 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.

Najděte

a) P⊥ do C4,

b) ortogonálńı pr̊umět


1
1
1
1

 do P .

Výsledky

7.1.3 a) ne, b) ano, c) pouze pro α > 0. 7.1.5 〈~xi|~xj〉. 7.1.6 a), b), c) ne, d) ano. 7.1.7 a), d)
ano, b), c) ne. 7.1.8 α > 0 ∧ δ > 0 ∧ β = γ ∧ αδ > |γ2|. 7.1.10 a), b), c) ano. 7.1.11 a) ano,
b), c) ne. 7.1.14 ano. 7.1.18 a), c) nezměńı se, b) vynásob́ı se č́ıslem |α|2. 7.1.21 a) ne, b) ano.

7.1.23 ne. 7.1.28 (~x1, . . . , ~xn) ortonormálńı báze. 7.1.29 k+l. 7.1.34 a)

((
1
0

)
,

(
0
1

))
, b) (x1, x2),

x1(t) = 1, x2(t) =
√

3(1− 2t) pro každé t ∈ C, c)

1
0
0

 ,

√
2

2

0
1
0

 ,

√
10

10

0
1
2

,

d)

 1√
15


1
2
−1

3

 ,
1√

4035


29
43
16
−33


, e)

 1√
6

1
1
1

, f) neexistuje. 7.1.35 a) ~x3 =
1√
26


−4

0
3
1

,

~x4 =
1

3
√

26


5

−13
6
2

, b) ~x4 =
1

5
√

6


−1
−1

2
12

, c) ~x2 =


0
0
1
0

, ~x3 =
1√
2


1
1
0
0

, ~x4 =
1

3
√

2


−1

1
0
4

,

d) nelze, e) ~x3 =
1√
2


1
0
−1

0

 , ~x4 =
1√
2


0
1
0
−1

. 7.1.36 např.

 1√
2


1
1
0
0

 ,
1√
6


−1

1
2
0

 ,
1

2
√

3


1
−1

1
3


.

7.1.37 např.




2
1
−2

0

 ,


1
2
2
−1

 ,


−8
14
−1
18


. 7.1.38 a)

1

4

 i
3i√
6

 ,
1

4
√

15

 15
−3

i
√

6

 ,
1√
10

 0
−2i√

6

,

b)

 1√
6

 1
2
−i

 ,
1

5
√

30

 5
−2− 12i

24 + i

 ,
1

5
√

5

 −10
4− i

2− 2i

.
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7.1.39 a)




1
1
1
1

 ,


1
−3

1
1


, b)


1
1
1
1

 /∈ Q. 7.1.40

1
1
1

 ,

 1
0
−1

 ,

 1
−2

1

. 7.1.41 a) např.

báze

1

2


1
1
1
1

 ,
1

2


−1
−1

1
1

 ,
1√
10


1
−1

2
−2


, b)

1

10


4
−4
13
−3

. 7.1.42 např.

 1√
3


1
0
1
1

 ,
1√
15


−2
−3

1
1


.

7.1.43
1

2


1
−1

1
1

.

7.1.44 a)

((
2 1
−2 0

)
,

(
1 2
2 −1

)
,

(
−8 14
−1 18

))
, b) neexistuje,

((
−5 1

7 1

)
,

(
63 71
41 −43

)
,

(
−6 43
−17 46

))
.

7.1.45 a)

1
1
0

 ,

0
1
2

, b) neexistuje, c)

 3
2
−2

 ,

5
8
6

. 7.1.46 (e1, e2, e1−3e3). 7.1.47 ‖f0‖ =

√
π, ‖fj‖ = ‖gj‖ =

√
π

2
pro j ∈ N. 7.1.48 ‖f0‖ =

√
2π, ‖fj‖ = ‖gj‖ =

√
π pro j ∈ N.

7.1.49 ‖Tk‖ =

√
π

2
pro k ∈ N, ‖T0‖ =

√
π.

7.1.50

√
2

2k + 1
. 7.1.51 a)




2
2
1
0

 ,


17
10
0
−1


, b)



−2

2
1
0

 ,


1
1
0
−1


, c)




2
0
1
−1


, d) neexistuje,

e)




0
0
1
1

 ,


0
1
0
−7

 ,


1
0
0
−3


, f)




0
1
−1

0


. 7.1.52




2
−2
−1

1



λ

. 7.1.53




1
−2

2
0

 ,


1
−1

0
2



λ

.

7.1.54 (e1 − 12e2 + 30e3 − 20e4). 7.1.55 a)

0
1
0

 ,

 3
4
−1

, b)

 14
21
−6

, c)

 31
46
−14

,

d)

 5
7
−2

, e)

0
1
0

 ,

 19
27
−8

. 7.1.56 a)

0
1
0

 ,

 1
1
−1

, b) neexistuje,

c)

 1√
5

1
3
0

 ,
1√
145

 16
13
−10

. 7.1.57




2
7
5
9



λ

. 7.1.58 např.




4
1
−5

0

 ,


−1

1
1
−1


. 7.1.59 např.




2
5
−1

5

 ,


−10

5
5
5


. 7.1.60


2
0
0
2

. 7.1.61 a)




1
0
−1

0



λ

, b)
1

2


1
0
−1

0

.

7.1.62 např.

1

3


2
2
1
1

 ,
1

3
√

5


−4

2
4
3


. 7.1.63 a) P⊥ =




1
1
1
0



λ

, b)




0
0
0
1

 ,
1√
2


−1

0
1
0

 ,
1√
6


−1

2
−1

0


,
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c)
1

3


5
−7

2
−3

. 7.1.64 a)




0
0
0
1

 ,


−i
−1

1
0



λ

, b)
1

3


2

3 + i
3− i

0

. 7.1.65 a) úloha nemá smysl,

b)

((
1 0
0 0

)
,

(
0 2
0 1

))
, c)

((
8 −13

−13 4

))
, d)

((
2 7
5 9

))
, e) neexistuje. 7.1.66 a) (45e1 −

112e2 + 45e3), b) (e1 − 4e4, 46e1 − 135e2 − 135e3 + 266e4). 7.1.67 a) ~y =


−1

1
−2

3

, ~z =


−1

1
4
2

,

b) ~y = ~0, ~z = ~x, c) ~y = ~x, ~z = ~0, d) ~y =
1

4


−1

5
5

−13

, ~z =
1

4


9
−5
−1
−3

, e) ~y =


0
1
0
1

, ~z =


1
0
1
0

.

7.1.68 a)




1
−1

0
2

 ,


1
−2

2
0



λ

, b)




3
−2

0
1

 ,


4
−3

2
0



λ

. 7.1.69 a)




2
−2

1
1



λ

, b)




1
−2
−1

1



λ

.

7.1.70 a)

 1√
3


1
0
1
1

 ,
1√
15


2
3
−1
−1


, b)

 1√
3


1
0
1
1

 ,
1

2
√

6


2
3
−1
−1


. 7.1.71 a)

1

2


1
−1

1
1

, b)
1

3


2
−1

2
1

.

7.1.72 a)


2
0
0
2

, b)
1

3


4
1
1
6

. 7.1.73 a)




0
0
0
1

 ,


−i
−1

1
0



λ

,
1

3


2

3 + i
3− i

0

, b)




0
0
0
1

 ,


1− 2i
−1 + i

1
0



λ

,

1

4


2− i
5 + i
4− i

0

.

7.2 Lineárńı funkcionály na prostorech se skalárńım součinem

7.2.1

Necht’ ϕ je lineárńı funkcionál na prostoru C3 se standardńım skalárńım součinem. Nalezněte

vektor ~z ∈ C3 takový, že pro všechna ~x ∈ C3 je ϕ(~x) = 〈~x|~z〉, je-li pro všechna ~x =

x1x2
x3

 ∈ C3:

a) ϕ(~x) = x2,

b) ϕ(~x) = 2x1 − 3x3,

c) ϕ(~x) = 2x1 + ix2 − 4x3.
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7.2.2

Necht’ ϕ je lineárńı funkcionál na prostoru R3 se skalárńım součinem 〈~x|~y〉 = x1y1 + 2x2y2 +

2x3y3 + x1y2 + x2y1 − x2y3 + x3y2 pro každé ~x, ~y ∈ R3, ~x =

x1x2
x3

, ~y =

y1y2
y3

, X =1
1
1

 ,

1
1
0

 ,

1
0
0

 báze prostoru R3. Nalezněte vektor ~z ∈ C3 takový, že pro všechna

~x ∈ C3 je ϕ(~x) = 〈~x|~z〉, je-li:

a) (ϕ)E# =

 1
2
−1

,

b) (ϕ)X# =

 1
2
−1

.

7.2.3

Necht’ ϕ je lineárńı funkcionál na prostoru P2 se skalárńım součinem 〈x|y〉 =

∫ 1

−1
x(t)y(t) pro

každé x, y ∈ P2. Nalezněte vektor z ∈ P2 takový, že pro všechna x ∈ P2 je ϕ(x) = 〈x|z〉, je-li
pro každé x ∈ P2:

a) ϕ(x) = x

(
1

2

)
,

b) ϕ(x) = x(1)− x(0),

c) ϕ(x) = x(i).

7.2.4

Necht’ ϕ je lineárńı funkcionál na prostoru P2 se skalárńım součinem 〈x|y〉 = x(0)y(0)+x(1)y(1)
pro každé x, y ∈ P2. Nalezněte vektor z ∈ P2 takový, že pro všechna x ∈ P2 je ϕ(x) = 〈x|z〉,
je-li pro každé x ∈ P2:

a) (ϕ)E# =

(
i
3

)
,

b) ϕ(x) = x(0) + x(2).

7.2.5

Necht’ ϕ je lineárńı funkcionál na prostoru P3 se skalárńım součinem 〈x|y〉 =

∫ 1

0

x(t)y(t) pro

každé x, y ∈ P3. Nalezněte vektor z ∈ P3 takový, že pro všechna x ∈ P3 je ϕ(x) = 〈x|z〉, je-li
pro každé x ∈ P3, x(t) = α0 + α1t+ α2t

2:

a) ϕ(x) = α0 + 2α1 − α2,

b) ϕ(x) =
1

3
α0 +

1

6
iα1.
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7.2.6

Necht’ ϕ je lineárńı funkcionál na prostoru P3 se skalárńım součinem 〈x|y〉 = α0β0 + 2α1β1 +
α2β2 +α0β1 +α1β0 pro každé x, y ∈ P3, x(t) = α0 +α1t+α2t

2, y(t) = β0 +β1t+β2t
2 pro každé

t ∈ C, ϕ(x) = ix(−i) pro každé x ∈ P3. Nalezněte vektor z ∈ P3 takový, že pro všechna x ∈ P3

je ϕ(x) = 〈x|z〉.

7.2.7

Necht’ X = (~x1, . . . , ~xn) je ortonormálńı báze vektorového prostoruHn nad C, ϕ ∈ H∗n.Nalezněte
vektor z ∈ Hn takový, že pro všechna x ∈ Un je ϕ(x) = 〈x|z〉, je-li pro každé ~x ∈ Un,

(~x)X =

α1

...
αn

:

a) ϕ(~x) =
n∑
j=1

(2− j)αj,

b) ϕ(~x) =
n∑
j=1

(2− i)αj.

7.2.8

Necht’ H je prostor se skalárńım součinem, dim H < +∞, ~x0 ∈ H, A ∈ L(H), ϕ ∈ H#,
ϕ(~x) = 〈~x0|A~x〉 pro každé ~x ∈ H. Nalezněte vektor ~z ∈ H takový, že pro všechna ~x ∈ H je
ϕ(~x) = 〈~x|~z〉.

7.2.9

Necht’ H je prostor se skalárńım součinem nad tělesem T , dim H < +∞, ϕ1, ϕ2 ∈ H#, α ∈ T ,
~y1, ~y2 ∈ H takové, že pro všechna ~x ∈ H je ϕ1(~x) = 〈~x|~y1〉, ϕ2(~x) = 〈~x|~y2〉. Nalezněte vektor
~z ∈ H takový, že pro všechna ~x ∈ H je (αϕ1 + ϕ2)(~x) = 〈~x|~z〉.

Výsledky

7.2.1 a)

0
1
0

, b)

 2
0
−3

, c)

 2
−i
−4

. 7.2.2 a)

0
1
0

, b)

−8
7
3

. 7.2.3 a)
1

2
e1 +

3

4
e2, b)

3

2
e2,

c)
1

2
e1 −

3

2
ie2. 7.2.4 a) (−3 − i)e1 + (6 + i)e2, b) 2e2. 7.2.5 a) 3(−31e1 + 176e2 − 170e3),

b) 3(1+2i)e1−4(3+8i)e2 +10(1+3i)e3. 7.2.6 (−1−2i)e1 +(1+ i)e2 + ie3. 7.2.7 a)
n∑
j=1

(2−j)~xj,

b) (2 + i)
n∑
j=1

~xj. 7.2.8 A∗~x0. 7.2.9 α~y1 + ~y2.
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7.3 Lineárńı operátory a matice na prostorech se skalárńım

součinem

7.3.1

Je dána matice A =

 3
√

2 0√
2 2 0
0 0 1

. Nejprve uved’te, co vše o jej́ıch vlastńıch č́ıslech, vlastńıch

vektorech a diagonalizovatelnosti v́ıme z teorie. Poté najděte jej́ı vlastńı č́ısla a k nim př́ıslušné
LN vlastńı vektory.

7.3.2

Najděte OG bázi prostoru R3 obsahuj́ıćı vektor ~x =

1
1
1


• nejprve při použit́ı standardńıho skalárńıho součinu,

• poté při použit́ı skalárńıho součinu h, pro který plat́ı Eh =

3 0 0
0 2 0
0 0 1

.

7.3.3

Je matice A =

 0 0 i
0 2 0
−i 0 0


a) hermitovská,

b) unitárńı,

c) pozitivně definitńı?

Co vše umı́te ř́ıci bez poč́ıtáńı o jej́ıch vlastńıch č́ıslech, vl. vektorech a diagonalizaci? Poté
vlastńı č́ısla spočtěte a najděte k nim př́ıslušné LN vlastńı vektory.

7.3.4

Necht’ A =

 2
√

2 0√
2 1 0
0 0 3

. Je matice A

a) normálńı,

b) hermitovská,

c) pozitivně definitńı?

Pokud jste nějakou vlastnost zaškrtli, napǐste, co z ńı vyplývá bez poč́ıtáńı pro spektrum σ(A)
a diagonalizovatelnost A. Poté najděte vlastńı č́ısla matice A a k nim př́ıslušné vlastńı vektory.
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7.3.5

Pro jaká α ∈ C je matice A =

 1 α 1
−α 0 0

1 0 −1


a) hermitovská?

b) symetrická?

V př́ıpadě b) (tedy symetrické matice) napǐste, co v́ıte o vlastńıch č́ıslech a diagonalizaci bez
poč́ıtáńı. Poté najděte vlastńı č́ısla a k nim př́ıslušné LN vlastńı vektory.

7.3.6

Pro tu z následuj́ıćıch matic, která je hermitovská a neńı symetrická, uved’te, co vše v́ıte o jej́ıch
vlastńıch č́ıslech, vlastńıch vektorech a diagonalizaci bez poč́ıtáńı. Poté najděte vlastńı č́ısla a k

nim př́ıslušné LN vlastńı vektory. A =
1√
2

 i 0 i

0
√

2 0
−i 0 i

, B =

 1 0 i
0 1 0
−i 0 1

, C =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

.

7.3.7

Necht’ Hn je prostor se skalárńım součinem nad tělesem T , h : L(Hn)×L(Hn)→ T , h(A,B) =
tr (AB∗). Dokažte, že h je skalárńı součin na prostoru L(Hn).

7.3.8

Necht’ X =

((
1
1

)
,

(
0
i

))
je báze prostoru C2 se standardńım skalárńım součinem, A ∈ L(C2),

XA =

(
i 1
−1 2

)
. Nalezněte X (A∗).

7.3.9

Necht’ A ∈ L(R3), R3 se skalárńım součinem 〈~x|~y〉 = x1y1 + 5x2y2 + 6x3y3 + 2x1y3 + 2x3y1 +

3x2y3 + 3x3y2 pro každé ~x, ~y ∈ R3, ~x =

x1x2
x3

, ~y =

y1y2
y3

, EA =

0 1 −2
2 0 −1
3 −2 0

. Nalezněte

E(A∗).

7.3.10

Necht’ X je báze vektorového prostoru R3 se skalárńım součinem 〈~x|~y〉 = 2α1β1+3α2β2+α3β3+

2α1β2 + 2α2β1 +α1β3 +α3β1 +α2β3 +α3β2 pro každé ~x, ~y ∈ E3, (~x)X =

α1

α2

α3

, (~y)X =

β1β2
β3

,

EA =

 2 1 1
−1 −3 1

1 2 −1

. Nalezněte E(A∗).
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7.3.11

Necht’ X je ortonormálńı báze eukleidovského prostoru H3, A ∈ L(H3), Y = (~y1, ~y2, ~y3) je báze
H3. Nalezněte Y(A∗), je-li:

a) YA =

1 1 3
0 5 −1
2 7 −3

, (~y1)X =

1
2
1

, (~y2)X =

1
1
2

, (~y3)X =

1
1
0

,

b) YA =

−1 1 5
1 −2 −8
1 3 7

, (~y1)X =

0
0
1

, (~y2)X =

0
1
1

, (~y3)X =

1
1
1

.

7.3.12

Necht’ P,Q ⊂ R3 se standardńım skalárńım součinem P ≡ x − y = 0 ,

Q ≡ x + y = 0
2x + y + z = 0

, A je projektor na P podle Q. Nalezněte X (A∗), je-li X = 0
−1

0

 ,

0
0
1

 ,

2
0
0

.

7.3.13

Necht’ D je operátor derivováńı na prostoru P2 se skalárńım součinem 〈x|y〉 = 3

∫ 1

0

x(t)y(t)dt

pro každé x, y ∈ P2. Nalezněte E(D∗).

7.3.14

Necht’ D je operátor derivováńı na prostoru P3 se skalárńım součinem 〈x|y〉 = α0β0+α1β1+α2β2
pro každé x, y ∈ P3, x(t) = α0+α1t+α2t

2, y(t) = β0+β1t+β2t
2 pro každé t ∈ C, X = (x1, x2, x3)

báze P3, x1(t) =
1

2
t2 − 1

2
t, x2(t) = t2 − 1, x3(t) =

1

2
t+

1

2
t2. Nalezněte X (D∗).

7.3.15

Necht’ H je prostor se skalárńım součinem, dim H < +∞, A1, . . . , Ak ∈ L(H) takové, že
k∑
j=1

A∗jAj = Θ. Potom Aj = Θ pro každé j ∈ k̂. Dokažte.

7.3.16

Necht’ Hn je prostor se skalárńım součinem, A,B ∈ L(Hn) takové, že A∗A = B∗B − BB∗.
Potom A = Θ. Dokažte.

7.3.17

Necht’ P,Q ⊂⊂ H se skalárńım součinem, dim H < +∞, P ⊕Q = H, A projektor na P podle
Q. Potom A∗ je projektor na Q⊥ podle P⊥. Dokažte.
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7.3.18

Necht’ Hn je prostor se skalárńım součinem, A ∈ L(Hn), P ⊂⊂ Hn invariantńı vzhledem k A.
Potom P⊥ je invariantńı vzhledem k operátoru A∗. Dokažte.

7.3.19

Necht’ H je prostor se skalárńım součinem, dim H < +∞, A ∈ L(H). Necht’ ~x0 ∈ H je
vlastńı vektor operátoru A př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ1 a současně vlastńı vektor operátoru
A∗ př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ2. Potom λ2 = λ1. Dokažte.

7.3.20

Necht’ Hn je prostor se skalárńım součinem, A ∈ L(Hn), σ(A) = {λ1, . . . , λk}. Potom σ(A∗) ={
λ1, . . . , λk

}
. Dokažte.

7.3.21

Necht’ Hn je prostor se skalárńım součinem, A ∈ L(Hn). Potom detA∗ = detA. Dokažte.
Zformulujte analogické tvrzeńı pro matici sdruženou k matici A ∈ T n,n.

7.3.22

Necht’ A je symetrický operátor na vektorovém prostoruH nad R, dim H < +∞, α ∈ R. Potom
αA je také hermitovský operátor na prostoru H. Dokažte.

7.3.23

Necht’ A je hermitovský operátor na unitárńım prostoru Un. Potom:

a) detA ∈ R,

b) 〈A~x|~x〉 ∈ R pro každé ~x ∈ Hn,

c) je-li A 6= Θ, α ∈ C, je operátor αA hermitovský, právě když α ∈ R.

Dokažte.

7.3.24

Necht’ A ∈ L(H), H prostor nad C se skalárńım součinem, dim H < +∞. Potom operátory
AA∗, A∗A jsou hermitovské. Dokažte.

7.3.25

Necht’ A,B jsou hermitovské operátory na prostoru se skalárńım součinem H nad C, dim H <
+∞. Potom:

a) A+B je hermitovský operátor na prostoru H,

b) AB +BA je hermitovský operátor na prostoru H,

c) AB je hermitovský operátor na prostoru H, právě když operátory A,B komutuj́ı,
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d) je-li nav́ıc A regulárńı na prostoru H, je A−1 rovněž hermitovský operátor na prostoru H.

Dokažte.

7.3.26

Necht’ A,B jsou hermitovské operátory na vektorovém prostoru H, dim H < +∞. Potom
operátor i(AB −BA) je rovněž hermitovský na prostoru H. Dokažte.

7.3.27

Necht’ X = (~x1, . . . , ~xn) je báze vektorového prostoru Hn nad R, A ∈ L(Hn) takový, že
〈A~xi|~xj〉 = 〈~xi|A~xj〉 pro každé i, j ∈ n̂, i 6= j. Potom je A symetrický naHn. Dokažte. Ukažte, že
uvedená podmı́nka nestač́ı k tomu, aby operátor A ∈ L(Hn), který ji splňuje, byl hermitovský
na Hn nad C.

7.3.28

Necht’ X = (~x1, . . . , ~xn) je báze vektorového prostoru Hn nad C, A ∈ L(Hn) takový, že
〈A~xi|~xj〉 = 〈~xi|A~xj〉 pro každé i, j ∈ n̂. Potom je A hermitovský na Hn. Dokažte.

7.3.29

Necht’ P,Q ⊂⊂ H se skalárńım součinem, nad C, dim H < +∞, P ⊕ Q = H, A projektor na
P podle Q. Potom A je hermitovský operátor na prostoru H, právě když P⊥ = Q. Dokažte.

7.3.30

Necht’ M je množina všech symetrických operátor̊u na vektorovém prostoruHn nad R. Dokažte,
že M ⊂⊂ L(Hn) a určete dim M .

7.3.31

Necht’ M je množina všech hermitovských operátor̊u na vektorovém prostoru Hn nad C.
Dokažte, že M ⊂⊂ L(Hn) nad tělesem R a určete dim M .

7.3.32

Necht’ X je ortonormálńı báze prostoru Hn se skalárńım součinem, A ∈ L(Hn) kosý (A je kosý,
právě když A∗ = −A). Potom matice XA je kosá. Dokažte.

7.3.33

Necht’ X je ortonormálńı báze prostoru Hn se skalárńım součinem, A ∈ L(Hn), matice XA kosá.
Potom je operátor A kosý. Dokažte.

7.3.34

Necht’ A je kosohermitovský operátor na vektorovém prostoru Hn nad C, λ0 ∈ σ(A). Potom je
λ0 ryze imaginárńı č́ıslo. Dokažte.
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7.3.35

Necht’ A je kososymetrický operátor na vektorovém prostoru Hn nad R. Potom σ(A) = ∅ nebo
σ(A) = {0}. Dokažte.

7.3.36

Necht’ A je kososymetrický operátor na vektorovém prostoru H nad R, dim H < +∞, α ∈ R.
Potom αA je také kososymetrický operátor na prostoru H. Dokažte.

7.3.37

Necht’ A je kososymetrický operátor na vektorovém prostoru Hn nad C. Potom:

a) h(A) je sudé č́ıslo,

b) detA = 0, je-li n liché,

c) 〈A~x|~x〉 = 0 pro každé ~x ∈ Hn.

Dokažte.

7.3.38

Necht’ A je kosohermitovský operátor na vektorovém prostoru Hn nad C. Potom:

a) detA ∈ R, pokud je n sudé č́ıslo,

b) detA je ryze imaginárńı č́ıslo, je-li n liché,

c) č́ıslo 〈A~x|~x〉 = 0 je ryze imaginárńı pro každé ~x ∈ Hn,

d) je-li A 6= Θ, α ∈ C, je operátor αA kosohermitovský, právě když α ∈ R.

Dokažte.

7.3.39

Necht’ A,B jsou kosé operátory na prostoru se skalárńım součinem H nad C, dim H < +∞.
Potom:

a) A+B je kosý operátor na prostoru H,

b) AB je hermitovský operátor na prostoru H, právě když operátory A,B komutuj́ı,

c) AB je kosý operátor na prostoru H, právě když AB +BA = Θ,

d) je-li nav́ıc A regulárńı na prostoru H, je A−1 rovněž kosý operátor na prostoru H.

Dokažte.

7.3.40

Necht’ A je hermitovský nebo kosý operátor na prostoru se skalárńım součinem H nad C,
dim H < +∞, P ⊂⊂ H invariantńı vzhledem k A. Potom P⊥ je rovněž invariantńı vzhledem
k operátoru A. Dokažte.
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7.3.41

Necht’ A je hermitovský nebo kosý operátor na prostoru se skalárńım součinem H nad C,
dim H < +∞, ~x ∈ H takový, že A2~x = ~0. Potom A~x = ~0. Dokažte.

7.3.42

Necht’ X = (~x1, . . . , ~xn) je báze prostoru Hn se skalárńım součinem, A ∈ L(Hn) takový, že
〈A~xi|~xj〉 = −〈~xi|A~xj〉 pro každé i, j ∈ n̂. Potom A je kosý na Hn (A je kosý, právě když
A∗ = −A). Dokažte.

7.3.43

Necht’ M je množina všech kososymetrických operátor̊u na prostoru Hn nad R. Dokažte, že
M ⊂⊂ L(Hn) nad tělesem R a určete dim M .

7.3.44

Necht’ M je množina všech kososymetrických operátor̊u na prostoru Hn nad C. Dokažte, že
M ⊂⊂ L(Hn) nad tělesem R a určete dim M .

7.3.45

Necht’ A je kososymetrický operátor na prostoru Hn nad R. Potom A je diagonalizovatelný,
právě když A = Θ. Dokažte.

7.3.46

Necht’ A = (aij) ∈ Cn,n. Potom A je unitárńı, právě když je splněna některá z následuj́ıćıch
podmı́nek:

a)
n∑
k=1

akiakj = δij pro každé i, j ∈ n̂,

b)
n∑
k=1

aikajk = δij pro každé i, j ∈ n̂.

Je-li splněna jedna z podmı́nek, plat́ı i druhá. Dokažte.

7.3.47

Necht’ A je unitárńı operátor na prostoru H se skalárńım součinem nad tělesem C, dim H <
+∞, α ∈ T . Potom operátor αA je unitárńı, právě když |α| = 1. Dokažte.

7.3.48

Necht’ A,B jsou unitárńı operátory na prostoru Hn se skalárńım součinem nad C. Potom:

a) AB je unitárńı operátor na prostoru Hn,

b) | detA| = 1,
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c) A−1 je unitárńı operátor na prostoru Hn.

Dokažte.

7.3.49

Necht’ A je unitárńı operátor na prostoru H nad C se skalárńım součinem, dim H < +∞,
P ⊂⊂ H invariantńı vzhledem k A. Potom P⊥ je rovněž invariantńı vzhledem k A. Dokažte.

7.3.50

Necht’ X = (~x1, . . . , ~xn) je báze prostoru Hn nad C se skalárńım součinem, A ∈ L(Hn) takový,
že 〈A~xi|A~xj〉 = 〈~xi|~xj〉 pro každé i, j ∈ n̂, i 6= j. Potom je A unitárńı operátor na Hn. Dokažte.

7.3.51

Necht’ A je unitárńı operátor na prostoru Hn nad C se skalárńım součinem, X ortonormálńı
báze prostoru Hn, necht’ matice XA je trojúhelńıková. Potom X je diagonálńı. Dokažte.

7.3.52

Necht’ P,Q ⊂⊂ H nad C se skalárńım součinem, dim H < +∞, P ⊕Q = H, A projektor na P
podle Q. Potom A je unitárńı operátor, právě když P = H. Dokažte.

7.3.53

Nalezněte nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro to, aby diagonálńı matice byla unitárńı.

7.3.54

Necht’ A je lineárńı operátor na prostoru H nad C se skalárńım součinem, dim H < +∞.
Dokažte, že když A má dvě ze tř́ı následuj́ıćıch vlastnost́ı: 1. je hermitovský, 2. je unitárńı,
3. A2 = I, potom má i vlastnost třet́ı.

7.3.55

Necht’ A je kosý operátor na prostoru H se skalárńım součinem, dim H < +∞. Potom:

a) operátor A− I je regulárńı na prostoru H,

b) operátor B = (A+ I)(A− I)−1 je unitárńı na prostoru H,

c) operátor B − I je regulárńı na prostoru H.

Dokažte.

7.3.56

Necht’ B je unitárńı operátor na prostoru H nad C se skalárńım součinem, dim H < +∞, B−I
je regulárńı na prostoru H. Potom je operátor (B+I)(B−I)−1 je kosý na prostoru H. Dokažte.
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7.3.57

Necht’ A je hermitovský operátor na vektorovém prostoru H nad C, dim H < +∞. Potom:

a) operátor A− iI je regulárńı na prostoru H,

b) operátor B = (A− iI)−1(A+ iI) je unitárńı na prostoru H,

c) operátor B − I je regulárńı na prostoru H.

Dokažte.

7.3.58

Každý hermitovský, kosý nebo unitárńı operátor na prostoru H nad C se skalárńım součinem
konečné dimenze je normálńı na prostoru H. Dokažte.

7.3.59

Necht’ A je normálńı operátor na prostoru H se skalárńım součinem nad tělesem T , dim H <
+∞, α ∈ T . Potom:

a) operátor αA je normálńı na prostoru H,

b) je-li nav́ıc A regulárńı na prostoru H, je operátor A−1 rovněž normálńı na prostoru H.

Dokažte.

7.3.60

Necht’ A je lineárńı operátor na prostoruH se skalárńım součinem nad tělesem T , dim H < +∞,
α, β ∈ T , |α| = |β|. Potom operátor αA+ βA∗ je normálńı na prostoru H. Dokažte.

7.3.61

Necht’ A je normálńı operátor na prostoru H se skalárńım součinem, dim H < +∞, λ ∈ σ(A),
P = {~x ∈ H|A~x = λ~x}. Potom P⊥ je invariantńı vzhledem k A. Dokažte.

7.3.62

Necht’ A je lineárńı operátor na prostoru H se skalárńım součinem, dim H = 1. Potom A je
normálńı operátor na prostoru H. Dokažte.

7.3.63

Necht’ A je normálńı operátor na vektorovém prostoru Hn nad C. Existuje vždy diagonálńı
báze operátoru A, která neńı ortogonálńı?

7.3.64

Necht’ A ∈ L(Vn), A diagonalizovatelný. Potom lze na Vn definovat skalárńı součin h tak, že A
je normálńı operátor na prostoru Vn se skalárńım součinem h. Dokažte.

171



7.3.65

Necht’ A je lineárńı operátor na prostoruH nad C se skalárńım součinem, dim H < +∞. Potom:

a) existuje právě jedna dvojice operátor̊u A1, A2 ∈ L(H) taková, že A1 je hermitovský, A2 kosý
na prostoru H a plat́ı A = A1 + A2,

b) A je normálńı na prostoru H, právě když operátory A1, A2 komutuj́ı.

Dokažte.

7.3.66

Necht’ A je lineárńı operátor na unitárńım prostoru H nad C, dim H < +∞. Potom:

a) existuje právě jedna dvojice hermitovských operátor̊u A1, A2 ∈ L(H) taková, že A = A1 +
iA2,

b) A je normálńı na prostoru H, právě když operátory A1, A2 komutuj́ı.

Dokažte.

7.3.67

Lineárńı operátor A na prostoru H se skalárńım součinem nad C, dim H < +∞ nazveme
kladný (resp. nezáporný), právě když je hermitovský na prostoru H a 〈A~x|~x〉 > 0 pro každé
~x ∈ H, x 6= ~0 (〈A~x|~x〉 ≥ 0 pro každé ~x ∈ H). Dokažte:

a) hermitovský operátor je kladný (resp. nezáporný), právě když všechna jeho vlastńı č́ısla jsou
kladná (resp. nezáporná),

b) kladný operátor je regulárńı.

7.3.68

Necht’ A je nezáporný operátor na prostoru Hn se skalárńım součinem nad C, h(A) = h > 0.
Potom existuj́ı nezáporné operátory A1, . . . , Ah ∈ L(Hn) takové, že:

a) h(Aj) = 1 pro každé j ∈ ĥ,

b) A = A1 + A2 + . . .+ Ah.

Dokažte.

7.3.69

Necht’ H je prostor se skalárńım součinem, A je zobrazeńı prostoru H na sebe takové, že pro
každé ~x, ~y ∈ H je 〈A~x|A~y〉 = 〈~x|~y〉. Potom je A ∈ L(H). Dokažte.

7.3.70

Necht’ Hn je prostor se skalárńım součinem, A je zobrazeńı prostoru Hn do sebe takové, že pro
každé ~x, ~y ∈ Hn je 〈A~x|A~y〉 = 〈~x|~y〉. Potom je A ∈ L(Hn). Dokažte.
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7.3.71

Necht’ Hn je vektorový prostor nad R, A zobrazeńı prostoru Hn do sebe takové, že:

a) pro každé ~x, ~y ∈ Hn je ‖A~x− A~y‖ = ‖~x− ~y‖,

b) ‖A~0‖ = 0.

Potom pro každé ~x, ~y ∈ Hn je 〈A~x|A~y〉 = 〈~x|~y〉. Dokažte.

7.3.72

Necht’ X =

((
1
1

)
,

(
0
i

))
je báze prostoru C2 se standardńım skalárńım součinem, A ∈ L(C2),

XA =

(
i 1
−1 2

)
. Zjistěte, zda A je normálńı operátor na prostoru C2.

7.3.73

Necht’ A ∈ L(C3), C3 se standardńım skalárńım součinem, A

1
1
1

 =

3 + i
2− i

1

, A

−1
3
2

 =3 + 3i
6 + i
−4

, A

−2
0
1

 =

 0
2i
−5

. Zjistěte, zda A je:

a) hermitovský operátor na prostoru C3,

b) unitárńı operátor na prostoru C3.

7.3.74

Necht’ A je lineárńı operátor na prostoru P2 se skalárńım součinem 〈y|z〉 = y(0)z(0) + y(1)z(1)
pro každé y, z ∈ P2, (Ax)(t) = x(t + α) pro každé x ∈ P2 a každé t ∈ C. Nalezněte všechna
α ∈ C taková, že A je:

a) hermitovský,

b) unitárńı operátor na prostoru P2.

7.3.75

Necht’A je lineárńı operátor na prostoru P2 se skalárńım součinem 〈y|z〉 = y(0)z(0)+y(−1)z(−1)
pro každé y, z ∈ P2, (Ax)(t) = x(t+ α) + x(t− 2α) pro každé x ∈ P2 a každé t ∈ C. Nalezněte
všechna α ∈ C taková, že A je:

a) hermitovský,

b) unitárńı operátor na prostoru P2.
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7.3.76

Necht’ X =

((
1
1

)
,

(
1
0

))
je báze prostoru R2 se skalárńım součinem 〈~x|~y〉 = 2x1y1 + x2y2 −

x1y2 − x2y1 pro každé ~x, ~y ∈ R2, ~x =

(
x1
x2

)
, ~y =

(
y1
y2

)
, A ∈ L(R2), XAE =

(
1 + α 1

0 α

)
.

Nalezněte všechna α taková, že A je symetrický operátor na prostoru R2.

7.3.77

Necht’ X =

2
0
0

 ,

0
i
0

 ,

0
0
1

 je báze prostoru C3 se standardńım skalárńım součinem,

A ∈ L(C3), XA =

1 0 α
0 0 −2
β α 0

. Nalezněte všechny hodnoty parametr̊u α, β takové, že A je:

a) unitárńı,

b) hermitovský operátor na prostoru C3.

7.3.78

Necht’ A je lineárńı operátor na prostoru R2 se skalárńım součinem 〈~x|~y〉 = x1y1−x1y2−x2y1 +

2x2y2 pro každé ~x, ~y ∈ R2, ~x =

(
x1
x2

)
, ~y =

(
y1
y2

)
, A ∈ L(R2), XAE =

(
0 α
1 0

)
. Nalezněte

všechna α taková, že A je:

a) normálńı,

b) symetrický,

c) ortogonálńı operátor na prostoru R2.

7.3.79

Zjistěte, zda je operátor derivováńı na prostoru Pn se skalárńım součinem hermitovský, je-li:

a) 〈x|y〉 =

∫ 1

0

x(t)y(t)dt pro každé x, y ∈ Pn,

b) 〈x|y〉 =
n∑
j=1

x(
j

n
)y(

j

n
)dt pro každé x, y ∈ Pn.

7.3.80

Zjistěte, zda je operátor derivováńı na prostoru Pn se skalárńım součinem unitárńı, je-li:

a) 〈x|y〉 =

∫ 1

0

x(t)y(t)dt pro každé x, y ∈ Pn,

b) 〈x|y〉 =
n∑
j=1

x(
j

n
)y(

j

n
)dt pro každé x, y ∈ Pn.
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7.3.81

Necht’ n ∈ N, n ≥ 2. Je možné na prostoru Pn zavést skalárńı součin tak, aby operátor derivováńı
na prostoru Pn s t́ımto skalárńım součinem byl normálńı?

7.3.82

Necht’ A je lineárńı operátor na prostoru Pn se skalárńım součinem 〈x|y〉 =

∫ 1

0

x(t)y(t)dt pro

každé x, y ∈ Pn, (Ax)(t) = x(−t) pro každé x ∈ Pn, t ∈ C. Zjistěte, zda A je:

a) hermitovský,

b) unitárńı operátor na prostoru Pn.

7.3.83

Necht’ X je ortonormálńı báze vektorového prostoru H2 nad C, A ∈ L(H2):

a) XA =

(
α 0
1 1

)
,

b) XA =

 α
1

2

−1

2
α

.

Nalezněte všechny hodnoty parametru α ∈ C takové, aby operátor byl unitárńı na prostoru
H2.

7.3.84

Necht’ C je unitárńı matice z prostoru Cn,n se skalárńım součinem 〈A|B〉 =
n∑

i,j=1

aijbij pro každé

A,B ∈ Cn,n, A = (aij), B = (bij). Určete ‖C‖.

7.3.85

Necht’ C,D jsou unitárńı matice z prostoru Cn,n se skalárńım součinem 〈A|B〉 =
n∑

i,j=1

aijbij pro

každé A,B ∈ Cn,n, A = (aij), B = (bij), A ∈ L(Cn,n, B ∈ L(Cn,n), AX = CX, BX = XD pro
každé X ∈ Cn,n. Dokažte, že A,B jsou unitárńı operátory na prostoru Cn,n, které komutuj́ı.

7.3.86

Necht’ C,D jsou hermitovské matice z prostoru Cn,n se skalárńım součinem 〈A|B〉 =
n∑

i,j=1

aijbij

pro každé A,B ∈ T n,n, A = (aij), B = (bij), A ∈ L(T n,n, B ∈ L(T n,n), AX = CX, BX = XD pro
každé X ∈ T n,n. Dokažte, že A,B jsou hermitovské operátory na prostoru T n,n, které komutuj́ı.
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7.3.87

Necht’ H je prostor se skalárńım součinem 〈·|·〉 nad tělesem C, dim H < +∞. Definujme na
množině H×H operace sč́ıtáńı a násobeńı č́ıslem z tělesa C obvyklým zp̊usobem. Potom:

a) H×H je vektorový prostor nad tělesem C,

b) zobrazeńı {·|·} : (H × H) × (H × H) → C, {~z1|~z2} : 〈~x1|~x2〉 + 〈~y1|~y2〉, ~z1 = (~x1, ~y1),
~z2 = (~x2, ~y2), je skalárńı součin na prostoru H×H,

c) zobrazeńı A : H×H → H×H, A(~x, ~y) = (~y,−~x), je unitárńı operátor na prostoru H×H.

Dokažte.

7.3.88

Necht’ X je ortonormálńı báze vektorového prostoruH2 nad C,A ∈ L(H2). Nalezněte ortonormálńı
diagonálńı bázi Y = (~y1, ~y2) operátoru A, je-li:

a) XA =

(
3 2 + 2i

2− 2i 1

)
, b) XA =

(
3 2− i

2 + i 7

)
, c) XA =

(
1 −12

−12 −6

)
.

7.3.89

Necht’ X je ortonormálńı báze vektorového prostoruH3 nad C,A ∈ L(H3). Nalezněte ortonormálńı
diagonálńı bázi Y = (~y1, ~y2, ~y3) operátoru A, je-li:

a) XA =
1

9

4 + 3i 4i −6− 2i
−4i 4− 3i −2− 6i

6 + 2i −2− 6i 1

,

b) XA =

3 −i 0
i 3 0
0 0 4

,

c) XA =

 11 2 −8
2 2 10
−8 10 5

,

d) XA =
1

3

 2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2

.

7.3.90

Necht’ X je ortonormálńı báze vektorového prostoruH4 nad R,A ∈ L(H4). Nalezněte ortonormálńı
diagonálńı bázi Y = (~y1, ~y2, ~y3, ~y4) operátoru A, je-li:

a) XA =


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

, b) XA =


0 1 1 1
1 0 −1 −1
1 −1 0 −1
1 −1 −1 0

.

7.3.91

Necht’ X je ortonormálńı báze vektorového prostoruH2 nad R,A ∈ L(H2). Nalezněte ortonormálńı
bázi Y = (~y1, ~y2) prostoru H2, v ńıž má matice operátoru A kvazidiagonálńı tvar, a určete jej,
je-li:
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a) XA =

(
0 1
1 0

)
, b) XA =

(
0 1
−1 0

)
, c) XA =

1

5

(
3 4
4 −3

)
.

7.3.92

Necht’ A =

(
0 1
1 0

)
. Nalezněte všechny ortogonálńı matice B ∈ R2,2 takové, že matice B−1AB

je diagonálńı.

7.3.93

Necht’ A je symetrický operátor na prostoru R2 se skalárńım součinem 〈~x|~y〉 = 2x1y1 − x1y2 −

x2y1 + x2y2 pro každé ~x, ~y ∈ R2, ~x =

(
x1
x2

)
, ~y =

(
y1
y2

)
takový, že A

(
1
1

)
=

(
3
2

)
, detA = −4.

Nalezněte EA.

7.3.94

Necht’ A je symetrický operátor na prostoru R2 se skalárńım součinem 〈~x|~y〉 = 2x1y1 + 3x2y2−

2x1y2 − 2x2y1 pro každé ~x, ~y ∈ R2, ~x =

(
x1
x2

)
, ~y =

(
y1
y2

)
takový, že A

(
2
2

)
=

(
−1

2

)
, detA =

−9

2
. Vypočtěte A

(
0
1

)
.

7.3.95

Necht’ A je symetrický operátor na prostoru R2 se skalárńım součinem 〈~x|~y〉 = x1y1 − x1y2 −

x2y1 + 2x2y2 pro každé ~x, ~y ∈ R2, ~x =

(
x1
x2

)
, ~y =

(
y1
y2

)
, který neńı regulárńı a plat́ı A

(
2
1

)
=(

−2
0

)
. Nalezněte spektrum operátoru A.

7.3.96

Necht’ X =

((
1
1

)
,

(
1
−1

))
je báze prostoru R2 se skalárńım součinem 〈~x|~y〉 = 4x1y1+α12x1y2+

α21x2y1 + 4x2y2 pro každé ~x, ~y ∈ R2, ~x =

(
x1
x2

)
, ~y =

(
y1
y2

)
, A ∈ L(R2), AX

(
1 1
−2 4

)
. Určete

α12, α21 tak, aby operátor A byl symetrický.

7.3.97

Necht’ A je ortogonálńı operátor na prostoru R3 se standardńım skalárńım součinem takový, že

A

1
1
1

 =

−1
−1

1

, A

 1
0
−1

 =

 1
−1

0

, detA < 0. Nalezněte EA.
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7.3.98

Necht’ A je ortogonálńı operátor na prostoru R2 se skalárńım součinem 〈~x|~y〉 = 2x1y1− 2x1y2−

2x2y1 + 3x2y2 pro každé ~x, ~y ∈ R2, ~x =

(
x1
x2

)
, ~y =

(
y1
y2

)
takový, že A

(
3
0

)
=

(
3
4

)
, detA < 0.

Nalezněte EA.

Výsledky

7.3.1 vl. č. 1:

0
0
1

 ,

−1√
2
0

 a vl. č. 4:

√2
1
0

. 7.3.2 a)

1
1
1

 ,

 1
0
−1

 ,

 1
−2

1

,

b)

1
1
1

 ,

−1
0
3

 ,

 1
−2

1

. 7.3.3 vl. č. 2:

0
1
0

, vl. č. 1:

 i
0
1

, vl. č. -1:

−i0
1

. 7.3.4 vl.

č. 3:

0
0
1

 ,

√2
1
0

, vl. č. 0:

−1√
2
0

. 7.3.5 a) pro α ryze imaginárńı, b) pro α = 0. V tomto

př́ıpadě má vl. č. 0:

0
1
0

, vl. č.
√

2:

1 +
√

2
0
1

 a vl. č. −
√

2:

1−
√

2
0
1

. 7.3.6 hermitovská

je jen matice B, vl. č. 1:

0
1
0

, vl. č. 0:

−i0
1

, vl. č. 2:

 i
0
2

. 7.3.8

(
−2− 3i 1− 2i

5− 4i 4 + 2i

)
.

7.3.9

 128 413 514
36 117 145
−61 −197 −245

. 7.3.10

 5 5 3
−5 −7 −2

3 6 0

. 7.3.11 a)

−36 −37 −15
30 30 14
26 27 9

, b)

 0 3 2
−1 0 −2

2 0 4

.

7.3.12
1

4

 2 2 −4
0 4 0
−1 1 2

. 7.3.13

(
−6 −3
12 6

)
. 7.3.14

−1 1 1
0 0 0
−1 −1 1

. 7.3.21 detA∗ = detA.

7.3.27 A ∈ L(C2), C2 se standardńım skalárńım součinem, EA =

(
i 0
0 1

)
. 7.3.30

n(n+ 1)

2
.

7.3.31 n2. 7.3.43
n(n− 1)

2
. 7.3.44 n2. 7.3.53 na diagonále muśı být č́ısla v absolutńı hodnotě

rovná 1. 7.3.63 nemuśı. 7.3.72 ne. 7.3.73 a) ano, b) ne. 7.3.74 a) α = 0, b) α = 0. 7.3.75 a) α = 0,

b) neexistuje. 7.3.76 α = −1

2
. 7.3.77 a) neexistuje, b) α = −2 ∧ β = −8. 7.3.78 a) α = 1,

b) α = 1, c) neexistuje. 7.3.79 a), b) pouze pro n = 1. 7.3.80 a), b) ne. 7.3.81 ne. 7.3.82 a),

b) pouze pro n = 1. 7.3.83 a) neexistuje, b) ±
√

3

2
. 7.3.84

√
n. 7.3.88 a) (~y1)X =

√
3

3

(
1 + i

1

)
,

(~y2)X =

√
3

3

(
1

i− 1

)
, b) (~y1)X =

√
6

6

(
1

2 + i

)
, (~y2)X =

√
6

6

(
i− 2

1

)
, c) (~y1)X =

1

5

(
4
−3

)
,

(~y2)X =
1

5

(
3
4

)
. 7.3.89 a) (~y1)X =

1

3

 2
−2i
i

, (~y2)X =
1

3

 2
i

−2i

, (~y3)X =
1

3

−i2
2

, b) (~y1)X =0
0
1

, (~y2)X =

√
2

2

−i1
0

, (~y3)X =

√
2

2

 1
−i

0

, c) (~y1)X =
1

3

2
2
1

, (~y2)X =
1

3

 1
−2

2

, (~y3)X =
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1

3

−2
1
2

, d) (~y1)X =

√
2

2

 1
0
−1

, (~y2)X =

√
3

3

1
1
1

, (~y3)X =

√
6

6

 1
−2

1

. 7.3.90 a), b) (~y1)X =

1

2


−1

1
1
1

, (~y2)X =
1√
2


1
1
0
0

, (~y3)X =
1√
6


1
−1

2
0

, (~y4)X =
1√
12


1
−1
−1

3

. 7.3.91 a) (~y1)X =

1√
2

(
1
1

)
, (~y2)X =

1√
2

(
1
−1

)
, YA =

(
1 0
0 −1

)
, b) Y = X , c) (~y1)X =

√
5

5

(
2
1

)
, (~y2)X =

√
5

5

(
1
−2

)
, YA =

(
1 0
0 −1

)
. 7.3.92

1√
2

(
1 1
1 −1

)
,

1√
2

(
1 −1
1 1

)
,

1√
2

(
−1 1
−1 −1

)
,

1√
2

(
−1 −1
−1 1

)
,

1√
2

(
1 1
−1 1

)
,

1√
2

(
−1 1

1 1

)
,

1√
2

(
1 −1
−1 −1

)
,

1√
2

(
−1 −1

1 −1

)
. 7.3.93

(
4 −1
4 −2

)
. 7.3.94

(5

2
4

)
.

7.3.95 {0,−2}. 7.3.96 neexistuj́ı. 7.3.97
1

3

 1 −2 −2
−2 −2 1

2 −1 2

. 7.3.98 a)

(
1 0
4

3
−1

)
, b) ~y1 =

√
6

1

2
1

3

,

~y2 =
√

6

 0√
3

3

, YA =

(
1 0
0 −1

)
.

7.4 Metrická geometrie

7.4.1

Určete vzdálenost bodu ~a od P v prostoru R4 se standardńım skalárńım součinem, je-li:

a) ~a =


−2

2
2
5

, P =




1
1
−1

2

 ,


3
1
0
1



λ

,

b) ~a =


6
5
4

13

,
P ≡ 5x − z − 2u = 0

7x − 3y + 3z − 3u = 0
.

7.4.2

Určete vzdálenost bodu ~a od P v prostoru R4 se skalárńım součinem 〈~v|~w〉 = v1w1 + 2v2w2 +

v3w3 − v3w4 − v4w3 + 3v4w4 pro každé ~v, ~w ∈ R4, ~v =


v1
v2
v3
v4

, ~w =


w1

w2

w3

w4

, je-li:

a) ~a =


−1

2
3
2

,
P ≡ x + y + z − u = 0

y − 2u = 0
,
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b) ~a =


4
3
4
−4

, P =




1
2
−2

0



λ

.

7.4.3

Určete vzdálenost variet W1,W2 v prostoru R3 se standardńım skalárńım součinem, je-li:

a)
W1 ≡ 2x − y = 11

2x + 2z = 32
,
W2 ≡ x = 3 − 7t

y = 1 + 2t
z = 1 + 3t

,

b) W1 ≡ x + 5y + z = 3 , W2 =

−1
1
2

 ,

1
0
5


α

,

c) W1 =

−1
1
3

 ,

1
0
4


α

, W2 =

3
1
2

 ,

 6
−1

4


α

,

d) W1 ≡ x − 2y − 2z = 3 , W2 =

1
1
0

 ,

2
1
1

 ,

−1
0
3


α

.

7.4.4

Určete vzdálenost bodu ~a od variety W v prostoru R4 se standardńım skalárńım součinem, je-li:

a) ~a =


4
2
−5

1

,
W ≡ 2x − 2y + z + 2u = 9

2x − 4y + 2z + 3u = 12
,

b) ~a =


4
−1

3
7

,W =



x
y
z
u

 ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣ 3y + 2y + 2u = −3 ∧ 3x+ 4y + 3z + u = 3 ∧ x− z + u = −3

,

c) ~a =


−2

4
8

16

,
W ≡ 2x − y + z + u = 1

x − y − z + 2u = 0
3x + z + u = 2

,

d) ~a =


1
2
−1

1

, W =




0
−1

1
1

 ,


0
−4

0
6

 ,


4
−2
−2

4



α

,

e) ~a =


5
1
−7

6

, W =




3
2
0
0

 ,


7
5
−8

4

 ,


3
2
1
0

 ,


3
2
0
1



α

.
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7.4.5

Určete vzdálenost bodu ~a od variety W v prostoru R3 se skalárńım součinem 〈~u|~v〉 = 2u1v1 −

u1v2 − u2v1 + u2v2 + u3v3 pro každé ~u,~v ∈ R3, ~u =

u1u2
u3

, ~v =

v1v2
v3

, je-li:

a) ~a =

1
2
1

, W =

0
1
1

 ,

2
1
0

 ,

 0
1
−1


α

,

b) ~a =

 2
−1

3

, W =

1
2
2


α

,

c) ~a =

6
0
2

,
W ≡ x + y − 2z = 1

3x − 2y + z = −2
.

7.4.6

Určete vzdálenost variet W1,W2 v prostoru R4 se standardńım skalárńım součinem, je-li:

a) W1 =




4
5
3
2

 ,


5
7
5
4

 ,


6
3
4
4



α

, W2 =




1
−2

1
−3

 ,


3
−2

3
−2

 ,


2
−4

1
−4



α

,

b) W1 ≡ x − 2y + 3z −u = 31 ,

W2 ≡ x = t
y = 2t
z = 1 + t
u = 2

.

7.4.7

V prostoru R3 se skalárńım součinem 〈~x|~y〉 = x1y1 + 5x2y2 + 2x3y3 − x1y2 − x2y1 pro každé

~x, ~y ∈ R3, ~x =

x1x2
x3

, ~y =

y1y2
y3

 jsou dány W1 =

0
1
0

 ,

1
1
0


α

, W2 =

1
0
0

 ,

0
0
1


λ

.

Určete jejich vzdálenost.

7.4.8

V prostoru R3 se skalárńım součinem 〈~u|~v〉 = u1v1 + u2v2 − 2u3v2 − 2u2v3 + 5u3v3 pro každé

~u,~v ∈ R3, ~u =

u1u2
u3

, ~y =

v1v2
v3

 jsou dány W1 =

1
1
1

 ,

0
0
1


α

, W2 ≡ x − y = 2,

W3 ≡ z = 1. Určete vzdálenost W1 od W2 ∩W3.

7.4.9

Necht’ W1,W2 jsou mimoběžné př́ımky v eukleidovském prostoru R3, W jejich př́ıčka, která

s oběma sv́ırá úhel
π

2
, W ∩W1 = {~a}, W ∩W2 = {~b}. Potom ρ(W1,W2) = ρ(~a,~b). Dokažte.
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7.4.10

Necht’ ~x, ~y jsou nenulové vektory z vektorového prostoru H nad R. Potom:

a) úhel vektor̊u ~x, ~y je roven nule, právě když existuje α > 0 takové, že ~x = α~y,

b) úhel vektor̊u ~x, ~y je roven π, právě když existuje α < 0 takové, že ~x = α~y.

Dokažte.

7.4.11

Necht’ ~x, ~y jsou nenulové vektory z vektorového prostoru H nad R, které sv́ıraj́ı úhel ϕ, α ∈ R,
α 6= 0. Určete úhel vektor̊u: a) ~x, ~αy, b) α~x, α~y.

7.4.12

Necht’ ~u,~v jsou nenulové vektory z vektorového prostoruH nad R, které sv́ıraj́ı úhel
π

3
, ‖~u‖ = 2,

‖~v‖ = 3. Necht’ ~x = 3~u− 2~v, ~y = ~u+ 2~v. Vypočtěte 〈~x|~y〉.

7.4.13

Necht’ ~x, ~y jsou nenulové vektory z vektorového prostoru H nad R, které sv́ıraj́ı úhel
5π

6
,

‖~x‖ = 4, ‖~y‖ = 2. Určete č́ıslo α tak, aby soubor (2~x− α~y, ~x+ 2~y) byl ortogonálńı.

7.4.14

Necht’ (~x, ~y) je ortogonálńı soubor vektor̊u z vektorového prostoru H nad R, ‖~x‖ = ‖~y‖ 6= 0.

Určete č́ıslo α tak, aby vektory α~x+ ~y, ~x+ α~y sv́ıraly úhel: a) 0, b) π, c)
π

6
.

7.4.15

Necht’ (~x1, ~x2, ~x3) je soubor vektor̊u z vektorového prostoru H3 nad R takový, že každé dva

vektory souboru sv́ıraj́ı úhel
π

3
, ‖~xi‖ = 1 pro každé i ∈ 3̂. Dokažte, že (~x1, ~x2, ~x3) je báze

prostoru H3 a nalezněte ortonormálńı bázi H3.

7.4.16

Určete úhel variet W1,W3 ⊂ R3 se standardńım skalárńım součinem, je-li:

a)
W1 ≡ x + y + 3z = 1

x − y − z = 2
, W2 =

 0
0
−1

 ,

 0
−1

0

 ,

 1
1
−4


α

,

b)
W1 ≡ y = 2

z = 1
,
W2 ≡ x − y + z = −2

2x − 2y + z = 1
,

c) W1 =

 3
−1

3

 ,

 2
−1

1

 ,

1
1
2


α

, W2 =

 2
1
−2

 ,

 0
−2

2

 ,

3
0
1


α

.
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7.4.17

Určete úhel varietW1,W2 z předcházej́ıćıho př́ıkladu, je-li skalárńı součin v prostoru R3 definován

předpisem 〈~u|~v〉 = u1v1−u1v2−u2v1+2u2v2−u1v3−u3v1+3u3v3 pro každé ~u,~v ∈ R3, ~u =

u1u2
u3

,

~v =

v1v2
v3

.

7.4.18

Světelný paprsek v eukleidovském R2 procháźı bodem

(
6
9

)
a dopadá pod úhlem

π

4
na př́ımku

W ≡ x = 0. Určete neparametrickou rovnici odraženého paprsku.

7.4.19

Světelný paprsek v eukleidovském R2 se pohybuje po př́ımce W1 ≡ 2x − 3y = 12 a odráž́ı se
od př́ımky W2 ≡ y = 0. Určete:

a) bod odrazu,

b) naparametrickou rovnici př́ımky, po ńıž se pohybuje odražený paprsek.

7.4.20

Necht’ W1 ≡ x+2y = 1 a W2 ≡ x+2y = 3 jsou variety v eukleidovském prostoru R2. Nalezněte
neparametrické rovnice všech př́ımek v R2, které jsou rovnoběžné s W1 i W2 a děĺı vzdálenost
mezi nimi v poměru 1 : 3.

7.4.21

Necht’ W1 ≡ x = 0 a W2 ≡ 3x − 4y = −12 jsou variety v prostoru v eukleidovském prostoru

R2. Ve W1 nalezněte všechny body, které maj́ı stejnou vzdálenost od bodu

(
0
0

)
jako od W2.

7.4.22

V eukleidovském prostoru R2 nalezněte neparametrické rovnice všech př́ımek, které procházej́ı

bodem

(
1
2

)
a maj́ı stejnou vzdálenost od bod̊u

(
3
3

)
a

(
5
2

)
.

7.4.23

Necht’ W1 ≡ x − 2y = −3 a W2 ≡ x = 0 jsou variety v eukleidovském prostoru R2. Nalezněte

neparametrické rovnice všech př́ımek v prostoru R2, které s W1 sv́ıraj́ı úhel
π

6
a procházej́ı

W1 ∩W2.
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7.4.24

Necht’ ~a,~b ∈ R2, R2 eukleidovský. Nalezněte neparametrické rovnice př́ımek, které sv́ıraj́ı úhel
π

2
, procházej́ı bodem ~a a maj́ı stejnou vzdálenost od bodu ~b, je-li: a) ~a =

(
7
1

)
, ~b =

(
0
0

)
b) ~a =

(
1
1

)
, ~b =

(
2
3

)
.

7.4.25

Necht’ W ≡ x+ y = −1 je varieta v prostoru R2 se skalárńım součinem 〈~u|~v〉 = 2u1v1 − u1v2 −

u2v1 + 5u2v2 pro každé ~u,~v ∈ R2, ~u =

(
u1
u2

)
, ~v =

(
v1
v2

)
. Nalezněte neparametrické rovnice

všech př́ımek v prostoru R2, které procházej́ı bodem

(
1
1

)
a sv́ıraj́ı s W úhel

π

4
.

7.4.26

Necht’ W1 =

12
9
1

 ,

8
6
0


α

, W2 ≡ 3x + 5y − z = 2 a W3 ≡ x − y + 6z = −4 jsou variety

v eukleidovském prostoru R3. Nalezněte neparametrické rovnice př́ımky v prostoru R3, která

procháźı W1 ∩W2 a s W3 sv́ırá úhel
π

2
.

7.4.27

Necht’ W1 ≡ x+ y + z = 2, W2 ≡ x+ 2y − z = 1, W3 ≡ x+ 2y + z = −1, W4 ≡ x+ 2y + z = 3
jsou variety v prostoru R3 se standardńım skalárńım součinem. Ve W1 ∩W2 nalezněte všechny
body, které maj́ı stejnou vzdálenost od W3 jako od W4.

7.4.28

Necht’ W1,W2 ⊂ R3, R3 eukleidovský, ~nW1 =

 2
−1
−2

,

 2
1
−1

 ∈ W1,
W2 ≡ x = r

y = −7 − 4s
z = 1 + s

,

~a =

 2
−1
−2

, ~b =

 2
1
−1

. Ve W1 ∩W2 nalezněte všechny body, jejichž poměr vzdálenost́ı od

bod̊u ~a,~b je 2 : 3.

7.4.29

Necht’ W1 ≡ x − y − z = 0 ,
W2 ≡ x = 2 − 2t

y = s
z = t

jsou variety v prostoru R3 se

skalárńım součinem 〈~u|~v〉 = u1v1+2u2v2+3u3v3−2u2v3−2u3v2 pro každé ~u,~v ∈ R3, ~u =

u1u2
u3

,
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~v =

v1v2
v3

, ~a =

1
0
0

, ~b =

1
1
2

. Ve W1 ∩ W2 nalezněte všechny body, které maj́ı stejnou

vzdálenost od bodu ~a jako od bodu ~b.

7.4.30

Necht’ W =

1
1
1

 ,

1
1
0


α

je varieta v prostoru R3 se skalárńım součinem 〈~u|~v〉 = u1v1 −

u1v2−u2v1 + 2u2v2 + 2u3v3 pro každé ~u,~v ∈ R3, ~u =

u1u2
u3

, ~v =

v1v2
v3

, ~a =

1
2
3

, ~b =

−1
0
1

.

Nalezněte ve W všechny body, jejichž poměr vzdálenost́ı od bod̊u ~a,~b je 1 : 2.

7.4.31

Necht’ W ≡ 2x+y−4z = −5 je varieta v eukleidovském prostoru R3. Nalezněte neparametrické

rovnice všech rovin v prostoru R3, které jsou rovnoběžné s W a maj́ı od bodu

1
2
0

 vzdálenost

√
21.

7.4.32

Necht’ W1 ≡ x − 4y = −7 ,
W2 ≡ x = 6 + r

y = 2 − r
z = 5

jsou variety v eukleidovském prostoru

R3. Nalezněte parametrické rovnice všech př́ımek v prostoru R3, které lež́ı ve W1, prot́ınaj́ı W2

a sv́ıraj́ı s W2 úhel
π

3
.

7.4.33

Necht’ W1 ≡ 2x + 3y − z = 0, W2 =

1
1
4

 ,

0
1
2

 ,

 1
−5

0


α

jsou variety v eukleidovském

prostoru R3. Nalezněte neparametrické rovnice všech př́ımek v prostoru R3, které jsou rovnoběžné

s W1, s W2 sv́ıraj́ı úhel
π

4
a jsou podprostory prostoru R3.

7.4.34

Necht’ W1 ≡ x + y + z = −1 ,
W2 ≡ y − z = −1

x + 2y = 0
jsou variety v eukleidovském

prostoru R3. Nalezněte neparametrické rovnice všech př́ımek v prostoru R3, které procházej́ı

bodem

−1
1
−1

, jsou rovnoběžné s W1 a s W2 sv́ıraj́ı úhel
π

2
.
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7.4.35

Necht’ W =

1
1
0

 ,

2
0
0


α

je varieta v prostoru R3 se skalárńım součinem 〈~u|~v〉 = 3u1v1 +

2u2v2 +u3v3 +u1v2 +u2v1 +u2v3 +u3v2 pro každé ~u,~v ∈ R3, ~u =

u1u2
u3

, ~v =

v1v2
v3

. Nalezněte

neparametrické rovnice všech rovin v prostoru R3, které s W sv́ıraj́ı úhel
π

2
a maj́ı od bodu1

2
3

 vzdálenost
√

3.

7.4.36

Necht’
W1 ≡ 2x + y − z = −3

x − y + 4z = 0
, W2 ≡ x − y = 0 jsou variety v prostoru R3

se standardńım skalárńım součinem. Nalezněte parametrické rovnice všech př́ımek v prostoru

R3, které procházej́ı bodem

1
7
9

, sv́ıraj́ı úhel
π

2
s W1 a úhel

π

6
s W2.

7.4.37

Necht’
W ≡ x + y = 1

z = 0
je varieta v eukleidovském prostoru R3. Nalezněte neparametrické

rovnice všech rovin W1,W2 v prostoru R3, takových, že W1 ∩W2 = W , W1 a W2 sv́ıraj́ı úhel
π

2
a maj́ı stejnou vzdálenost od počátku.

7.4.38

W ≡ x− y = 0 je varieta v prostoru R3 se skalárńım součinem 〈~u|~v〉 = u1v1 + 2u2v2 − u1v2 −

u2v1 + u3v3 pro každé ~u,~v ∈ R3, ~u =

u1u2
u3

, ~v =

v1v2
v3

. Nalezněte neparametrické rovnice

všech rovin v prostoru R3, které s W sv́ıraj́ı úhel
π

2
, jsou podprostory R3 a jejichž vzdálenost

od bodu

1
1
1

 je stejná jako od bodu

 0
−1

2

.

7.4.39

Necht’ W1 =

1
2
3

 ,

−1
4
1


α

,
W2 ≡ x + y = 1

z = 1
jsou variety v eukleidovském prostoru

R3. Nalezněte parametrické rovnice všech rovin v prostoru R3, které s W1 sv́ıraj́ı úhel
π

4
, jsou

rovnběžné s W2 a maj́ı od bodu

−1
0
2

 vzdálenost 2.
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7.4.40

Necht’ W1 ≡ x = 1 ,
W2 ≡ x + y − z = 2

y = 1
, W3 =

0
0
1

 ,

−1
1
2


α

jsou variety

v eukleidovském prostoru R3. Nalezněte parametrické rovnice všech př́ımek v prostoru R3, které

procházej́ı bodem W1 ∩W3, s W1 sv́ıraj́ı úhel
π

6
a s W2 úhel

π

4
.

7.4.41

Necht’
W1 ≡ y = 0

z = 1
, W2 =

3
1
1

 ,

2
0
0

 ,

−1
0
3


α

jsou variety v eukleidovském prostoru

R3. Nalezněte neparametrické rovnice všech rovin v prostoru R3, které jsou rovnoběžné s W1,

s W2 sv́ıraj́ı úhel
π

2
a procházej́ı W1 ∩W2.

7.4.42

Necht’ W ≡ x − 2y + z = 3 je soubor vektor̊u z eukleidovském prostoruu R3. Nalezněte ve W

všechny body, které maj́ı od bod̊u

1
1
1

,

−1
1
2

,

0
0
0

 stejnou vzdálenost a určete ji.

7.4.43

Necht’ (x1, x2, x3, x4) je soubor vektor̊u z prostoru P3 se skalárńım součinem 〈x|y〉 = α0β0 +
α1β1 +α2β2 pro každé x, y ∈ P3, x(t) = α0 +α1t+α2t

2, y(t) = β0 +β1t+β2t
2 pro každé t ∈ C,

x1(t) = 3t2 + 2t + 1, x2(t) = −t2 + 2t + 1, x3(t) = 3t2 + 2t + 5, x4(t) = 3t2 + 5t + 2 pro každé
t ∈ C. Nalezněte v P3 všechny polynomy s reálnými koeficienty, které maj́ı od všech xj, j ∈ 4̂,
stejnou vzdálenost a určete ji.

7.4.44

Necht’
W1 ≡ x = t

y = 0
z = 0

,
W2 ≡ x + z = 0

y = −5
jsou variety v eukleidovském prostoru R3.

Nalezněte parametrické rovnice všech př́ıček variet W1, W2, které s W1 sv́ıraj́ı úhel
π

3
a s W2

úhel
π

2
.

7.4.45

Necht’
W1 ≡ x + y = 0

y − z = 1
,
W2 ≡ y = 0

z = 1
jsou variety v eukleidovském prostoru R3.

Nalezněte parametrické rovnice všech př́ıček variet W1, W2, které s W1 sv́ıraj́ı úhel
π

2
a s W2

úhel
π

4
.
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7.4.46

Necht’
W1 ≡ x = 4t

y = 4 + 3t
z = −1 − 2t

, W2 ≡ x − y + 3z = −2 jsou variety v eukleidovském

prostoru R3. Nalezněte parametrické rovnice pravoúhlého pr̊umětu W1 do W2.

7.4.47

Necht’ W ⊂ R3 se standardńım skalárńım součinem, ~a ∈ R3. Nalezněte pravoúhlý pr̊umět bodu
~a do W , je-li:

a)

 8
0
−3

 ,

 10
5
−7


α

, ~a =

 22
3
−4

,

b)
W ≡ 2x − 5y − z = 21

4x + 3y − 6z = −37
, ~a =

 8
−3
10

.

7.4.48

Necht’ (~x, ~y, ~z) je soubor vektor̊u z prostoru R3 se skalárńım součinem takový, že ~x× ~y = ~z× ~u
a ~x× ~z = ~y × ~u. Potom je soubor (~x− ~u, ~y − ~z) lineárně závislý. Dokažte.

7.4.49

Necht’ (~x, ~y, ~z) je soubor vektor̊u z prostoru R3 se skalárńım součinem. Potom:

a) (~x× ~y)× ~z + (~y × ~z)× ~x+ (~z × ~x)× ~y = ~0,

b) (~x, ~y, ~z) je lineárně nezávislý, právě když (~x× ~y|~z) 6= 0.

Dokažte.

7.4.50

Necht’ ~a ∈ R3 se skalárńım součinem, A : R3 → R3, A~x = ~x× ~a.

a) Dokažte, že A ∈ L(R3).

b) Zjistěte, zda je A diagonalizovatelný operátor na prostoru R3, v kladném př́ıpadě nalezněte
diagonálńı bázi operátoru A.

c) Zjistěte, zda A je normálńı operátor na prostoru R3.

d) Zjistěte, zda A je regulárńı operátor na prostoru R3.
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22, b) 0. 7.4.2 a) 2, b)
√

130. 7.4.3 a) 2
√

21, b)

√
3

3
, c)

√
2

2
, d) 0. 7.4.4 a) 5, b) 7,

c)
√

51, d)
√

7, e) 2. 7.4.5 a)

√
2

2
, b) 3

√
2, c)

√
89. 7.4.6 a) 3, b) 2

√
15. 7.4.7 2. 7.4.8

√
2.

7.4.11 a) ϕ pro α > 0, π − ϕ pro α < 0, b) ϕ. 7.4.12 −12. 7.4.13 4. 7.4.14 a) 1, b) −1,

c)
√

3 nebo

√
3

3
. 7.4.15

(
~x1,

√
3

3
(−~x1 + 2~x2),

√
6

6
(−~x1 − ~x2 + 3~x3)

)
. 7.4.16 a)

π

6
, b)

π

4
, c)

π

2
.

7.4.17 a)
π

2
−arccos

√
10

10
, b)

π

2
, c) arccos

12√
438

. 7.4.18 x+y = 3 nebo x−y = −15. 7.4.19 a)

(
6
0

)
,

b) 2x+3y = 12. 7.4.20 2x+4y = 3 nebo 2x+4y = 5. 7.4.21

(
0

−12

)
nebo

(
0
4

3

)
. 7.4.22 x+2y = 5

nebo x − 6y = −11. 7.4.23 2(−8 + 5
√

3)x + 22y = 33 nebo 2(−8 − 5
√

3)x + 22y = 33.
7.4.24 a) 3x+ 4y = 25, 4x− 3y = 25, b) x− 3y = −2, 3x+ y = 4. 7.4.25 y = 1 nebo 2x− y = 1.

7.4.26 x + y = 0, 6y + z = −2. 7.4.27

 3
−1

0

. 7.4.28

 −1
−11

2

,
1

5

 7
−7
−2

. 7.4.29
1

10

 6
−1

7

.

7.4.30


1
1

11 +
√

7

3

,


1
1

11−
√

7

3

. 7.4.31 2x+ y− 4z = −17 nebo 2x+ y− 4z = 25. 7.4.32 x =

5+4t, y = 3+ t, z = 5+ t nebo x = 5+4t, y = 3+ t, z = 5− t. 7.4.33 neexistuje. 7.4.34 x = −1,
y + z = 0. 7.4.35 2x − y − z = 0 nebo 2x − y − z = −6. 7.4.36 x = 1 + t, y = 7, z = 9 + t
nebo x = 1 + 4t, y = 7 + t, z = 9 + t. 7.4.37 W1 ≡ x + y +

√
2z = 1, W2 ≡ x + y −

√
2z = 1.

7.4.38 y + 2z = 0 nebo y = 0. 7.4.39 neexistuje. 7.4.40 x = 1 + t, y = −1 +
√

2t, z = t nebo

x = 1+t, y = −1−
√

2t, z = t. 7.4.41 y+2z = 2. 7.4.42
1

6

 1
−3
11

,

√
131

6
. 7.4.43 x(t) = 3+3t+t2,

3. 7.4.44 x = 5
√

2 + t, y =
√

2t, z = t nebo x = −5
√

2 + t, y = −
√

2t, z = t. 7.4.45 x = −4 + t,
y = t, z = 1 nebo x = 2 + t, y = 0, z = 1 + t. 7.4.46 x = −4 + 7t, y = 1 + 4t, z = 1 − t.

7.4.47 a)
1

45

 454
235
−323

, b)

 8
−3
10

. 7.4.50 b) pouze pro ~a = ~0, např. E , c) ano, d) ne.
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