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1 Uvod

Diferencidlni rovnice je funkciondlni rovnice obsahujici nezndmou funkci a jeji derivace. Cilem
zkoumdnd je co nejzretelnéji (jednoznacné) urcit tuto funkci (a jeji derivace).

Podstatné tedy je, Ze neznamou je v tomto piipadé funkce, a Ze se v rovnicich vyskytuji
rovnéz derivace neznamé funkce.

Diferencialnich rovnice 1ze klasifikovat podle fady hledisek. Zasadni je rozdéleni na dife-
rencialni rovnice obycejné a parcialni. Obycejné diferencidlni rovnice se vyznacuji tim, Ze
neznama funkce je funkei jediné proménné. V parcidlnich diferencidlnich rovnicich se naproti
tomu setkdme s neznamou funkci vice proménnych. Diferencidlni rovnice lze také délit na
linedrni a nelinearni atd.

7 hlediska feseni diferencialnich rovnic maji zasadni teoretickou hodnotu véty o existenci
a jednoznacnosti, které stanovi podminky, pii jejichz splnéni je zarucena existence praveée
jednoho Feseni. Metody feseni diferencidlnich rovnic jsou rozmanité. Casto se v literatufe i
praxi muzeme setkat s metodami kvalitativnimi (také geometrickymi), analytickymi a nume-
rickymi. Analytické metody jsou ty, které ndm piimo poskytuji funkéni predpis pro nezndmou
funkci. Bohuzel tfida tloh fesitelnych analyticky neni pfili§ rozsahld a v zdsadé se omezuje
pouze na nékolik specidlnich typt rovnic. V praxi se vétSina tiloh musi fesit prostfednictvim
numerickych, pfipadné kvalitativnich, metod.

V tomto kurzu se budeme zabyvat pouze obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi a analy-
tickymi metodami jejich TeSeni.

1.1 Pviklady

PRIKLAD 1.1. Pohyb hmotného bodu po piimce.
Pro jednorozmérny pohyb hmotného bodu mame zndmou pohybovou rovnici

mi = F, (1.1)
kde m predstavuje hmotnost bodu (m je tedy kladnd konstanta) a pro zjednoduseni predpokldddme,
ze F je redlnd konstanta (F pfedstavuje pusobici silu). Dvoji integraci rovnice (1.1) snadno
zjistime, ze
W =1Ee ot (1.2)
2m ! 2 '
kde C; a Cy jsou néjaké realné blize neuréené integraéni konstanty. Reseni (1.2) tedy nenf
uréeno jednozna¢né a proto nasi tlohu doplnime o dodatetné podminky (tzv. pocétecni
podminky)

z(0) = Tin, (potatecni poloha)
mz(0) = Dini- (pocatetni hybnost)
Potom zfejmé plati, ze C1 = pini/m a Co = x;p; a FeSeni této tlohy lze zapsat ve tvaru

1F, 1
z(t) = §%t + Epim't + Zing-
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Obrazek 1.1: A Hladina kapaliny ve sklenici rotujici okolo osy y. B Rovnovéaha sil na hladiné
kapaliny v rotujici sklenici.

PozNAMKA 1.2. Uloha feSend v predchozim piikladé se oznacuje jako tzv. pocdtecni uloha
pro diferencidlni rovnici. V tomto piipadé méla tvar

mi = F,
z(0) = Zing,
mz(0) = Dini-

V literatufe se také casto setkdme s nazvem Cauchyova pocdteéni iloha.

PRIKLAD 1.3. Rotujici sklenice.

Mame sklenici naplnénou kapalinou umisténou v tthovém poli. Sklenice rotuje okolo osy
y. Situace je schematicky zachycena na obr. 1.1A. Pocatek soustavy soufadné jsme umistili
okolnosti.

V ustaleném stavu je tvar hladiny v ¢ase neménny. To nastavé, je-li vyslednice sil puisobicich
na hladiné kolm4 k hladiné. Tuto situaci zndzornuje obr. 1.1B. Na hladiné pusobi jednak sila
tihova, jejiz velikost je G = og a jednak sila odstiediva, jejiz velikost F,(x) = ozw?. Zde o
je hustota kapaliny, g je tthové zrychleni a w je 1hlova rychlost rotace sklenice. Vztah mezi
thlem «(x) a derivaci y'(z) je ddn podminkou rovnovéhy. Z obr. 1.1B je patrné, ze musi platit

/(@) = tga(r) = 20

Hledanym feSenim je tedy feSeni tlohy

y(0) = 0,

kde jsme pro jednoznac¢nost doplnili po¢atecni podminku ve tvaru y(0) = 0. Snadno ovéfime,

ze hledanou funkeci je funkce
w?
= —z°.
29

Hladina mé zfejmé tvar rotacniho paraboloidu.

y(z)



Obrazek 1.2: Matematické kyvadlo.

PRIKLAD 1.4. Parcialni diferenciilni rovnice.
Megjme funkci u ddnu predpisem:

1 (z—w0)?
u(t,x) = e_%,

V2r Dt

kde D > 0, D je konstanta, t > 0, x € R. Spoc¢teme nésledujici parcialni derivace funkce u:

1 e —
Opu(t,x) = e~ Dt~ <_a: ‘TO) ,

vV2rn Dt 2Dt
p—zn)2 _ 2
82 u(t,x) _ 1 e_( 4D(z)) (J} $0) B 1 ,
e \/2m Dt 4D?¢2 2Dt
1 _G@=20? [(z—m0)% 1
Oru(t = D M )
hu(t, x) TrDte Dt ( 1Di 5

Porovnanim poslednich dvou rovnic Ize sestavit parcidln{ diferencialn{ rovnici ;u = D92, u,
kterd muze popisovat napf. vedeni tepla.

PRIKLAD 1.5. Matematické kyvadlo.

Dalsim zndmym prikladem, ktery vede na feSeni diferencidlni rovnice je matematické ky-
vadlo (obr. 1.2). Snadno sestavime pohybovou rovnici I$3(t) = —mglsino(t), kde I = mi?
je prislusny moment setrvacnosti, m je hmotnost hmotného bodu, I délka zavésu, g velikost
tthového zrychleni a ¢ je dhel (viz obr. 1.2). Rovnici nakonec upravime do vysledného tvaru
9
l

7 tohoto tvaru je ihned patrné, Ze rovnici nebude mozno fesit pouhou integraci ve tvaru
J dt jako v nékterych predeslych pifkladech. Podotykdme, ze v literatufe se proces fesent
diferencialni rovnice Casto nazyva integraci, prestoze se o integraci v pravém slova smyslu
nejedna, stejné jako v tomto piipadé.

Piikladem feSeni uvedené rovnice jsou napi. funkce ¢(t) = 0 nebo ¢(t) = m, které od-
povidaji setrvani kyvadla v nékteré z rovnovaznych poloh. V prvnim piipadé jde ziejmé
o stabilni rovnovaznou polohou, zatimco ve druhém se jednd o rovnovaznou polohu labilni.
Rovnovaznou polohu také nazyvame pevny bod.

Mimo uvedeného si na rovnici muZeme vSimnout i toho, Ze v ni explicitné nevystupuje
proménna t, coz nam muze pomoci pii jejim feSenim. Na zavér jeSté poznamendme, ze tato
rovnice patfi mezi tzv. separabilni rovnice.

@+ =sinp = 0.
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PRIKLAD 1.6. Clausiova—Clapeyronova rovnice.
Mame diferencidlni rovnici ve tvaru

oL
AT T(95 — V1)’

ktera popisuje zavislost tlaku na teploté v uzaviené nadobé konstantniho objemu s kapalinou
a jejimi parami. Zde p je tlak, T je teplota, [ je mérné skupenské teplo (vypafovéni), ¥ je
mérny objem kapaliny a 92 je mérny objem pary.

Hleddme funkci p = p(7T'), ktera tesi uvedenou rovnici. Proces feseni se skladd ze dvou
dil¢ich krokt — separace a integrace. Tim dostaneme

p(T) InT+C, kde C € R.

T Uy

Reseni je zavislé na integraéni konstanté C, kterou muzeme uréit po zavedeni dopliujici
podminky, napt. ve tvaru p(Tp) = po. Odtud C' = py — 19217791111 Ty a vysledné feseni je ve
tvaru

_ T
192 — 191 To '

Na zévér je jesté tfeba poznamenat, ze vysledné feseni neni dobie fyzikalné oduvodnéné.
Pii feseni jsme predpokladali, ze ani mérné skupenské teplo [, ani mérny objem kapaliny ¢
a jeji pary 9, nezavisi na teploté. To vSak neni pfilis dobré ptiblizeni [2].

p(T) = po +

1.2 Oznateni 4. 1.

Definice 1.7. Obycejny diferencidlni vyraz n-tého radu je ve tvaru

F:F(l‘,y,y,,y”,..-,y(n))a '.rlL"?m J(yi(f)t//

kde F e C® : (R"*2) - R, p >0, y(") je netriviadlné zastoupena v F'.
Potom obyéejnou diferencialni rovnici n-tého fadu nazveme rovnici

F(x7y7y/7y”7"‘7y(n)) :07 .’L'GI, (13)
kde I C R je otevieny interval a levé strana je obyc¢ejny diferencidlni vyraz (n-tého radu).

Definice 1.8. ReSeni rovnice (1.3) na intervalu I je kazdd funkce y = y(z), y : I — R,
pro kterou y*) = y*)(z) existuje Vz € I a Vk = 0,1,...,n, a kterd spliuje rovnici (1.3)
Ve e 1.

POzZNAMKA 1.9. ReSeni diferencidlni rovnice z piredchozi definice je tzv. klasické resent,
pozadujici bodové splnéni rovnice (1.3).

PozNAMKA 1.10. Graf feSeni y = y(z) rovnice (1.3) je mnozina G = {(yé)) | z € I}.

V literatufe se mnozina G také nazyva integrdlni krivkou. -CA"‘ o,
PozNAMKA 1.11. V piifkladech v piedchézejici sekci byly rovnice doplnény podminkami,g3
predepsanymi v jediné hodnoté nezdvisle proménné. Jednd se o po¢atecni podminky (viz poznamka 1.2).
Kdybychom méli podminky udany v ruznych hodnotach nezavisle proménné, hovorili bychom

o okrajovych podminkdch. Hovofime potom o okrajové tloze pro diferencidlni rovnici.

LS )T, & eh e ION ISR '
cd iy /‘3 ken ) (KEI (F(’('g(x),. -3%):

/

Q-

V 2Vpo ro 2-‘._]@*.\./
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MU


Mobile User

Mobile User

Mobile User

Mobile User

Mobile User

Mobile User

Mobile User

Mobile User

Mobile User

Mobile User

Mobile User

Mobile User

Mobile User

Mobile User


T N A il o)
‘3 L() /? J \X:#XJ—gb& CNy

1 Uvod 3 r - '\—,Ao-")t‘SI/ N

PRIKLAD 1.12. Vedeni tepla sténou. ¢ - | | oq/:_
Méjme rovnici

)

42T Je,é_n atn.
— O, Z '} \ \ﬁ

da? 1§ ! / 3 )

kde D > 0 nazyvame koeficient teplotni difuze. Tato rovnice popisuje jednodu'(\zhy prl’}fad

stacionarniho vedeni tepla jednoduchou sténou s konstantnim koeficientem difuze. Okrajové

podminky pro nagi tlohu jsou

) = T,
T(L) = TL7

kde L je tloustka stény, Ty chdpeme jako vnitini teplotu a T}, jako vnéjsi teplotu.

Snadno nahlédneme, Ze feSeni uvedené rovnice je DT (z) = Cixz + Co, kde C7 a Cy jsou
integra¢ni konstanty, které uréime z okrajovych podminek. Z nich plyne C; = %(TL —Tp) a
Cy = DTjy. Koneéné teseni tedy je

Ty, — T,
T(x) =204 Ty
L

Reseni ukazuje linearni zavislost teploty T na soufadnici z. V technické praxi se vsak ¢asto
setkdme s materidly, které se vyznacuji nelinedrnim vedenim tepla (kde napt. D = D(x) je
néjakou obecnou funkei). Tim se Feseni rovnice pochopitelné komplikuje. “a (03 4

PRIKLAD 1.13. ReSme rovnici \
y(s)=0

y" + 100y = 0. vy

Tato rovnice mé obecné feseni' y(x) = Cf cos 10z + Co sin 10x. fk‘

Zkoumejme feSeni rovnice pro riizné okrajové podminky. Nejdifve necht y(0) = 0 a y(r) =
0. Obeé tyto podminky lze zfejmé splnit zdroven pro volbu C; = 0 a Cy € R. Dostavame tedy
nekone¢né mnoho feseni ve tvaru y(z) = Cysin 10z, kde Cy € R.

Necht jsou zadény nésledujici okrajové podminky: y(0) = 1 a y(w) = 0. Z prvni podminky
plyne, ze C1 = 1 a Cy € R, zatimco z druhé plyne C; = 0 a Cy € R. Je ziejmé, Zze obé tyto
podminky nemohou byt splnény soucasné, a proto takova okrajova tloha nemé feSeni.

Jpor

PozNAMKA 1.14. Jednoznac¢nost FeSeni rovnice (1.3).

Rekneme, Ze feden rovnice (1.3) je dano jednoznacéné prave tehdy, kdyz pro kazdé dvé Fesent
y1, ya takové, ze y1 : [1 > Rays: Io — R, kde Iy NIy # 0 (I; a I jsou oteviené intervaly)
plati vyrok (Vﬂ: ehn Ig)( 1(x) = yg(:c)) Neboli feSeni se musi shodovat na pruniku svych
defini¢nich oboru. Y\% T/\ N 1'\_

PozNAMKA 1.15. Postup hleddni feseni diferencidlni rovnice zahrnuje algebraické a funk-
cionélni upravy (substituce). Podobné jako v linedrni algebfe mohou tyto upravy byt ekviva-

q Y ', <J - - 4
lentni nebo neekvivalentni. A AU F It _,p/

Definice 1.16. Dvé diferencidlni rovnice nazveme ekvivalentni pravé tehdy, kdyz maji
stejné mnoziny feSeni.

PRIKLAD 1.17. Necht je ddna rovnice

zy' =y* —y,

'K pojmu obecné reseni viz poznimka 4.21.
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z niz ipravou (vynasobenim vyrazem z~!(y? — y)~!) vznikne rovnice

/

Yy _Z

-y
Tuto dpravu vsak lze uvazovat pouze pro x # 0, y # 0 a y # 1. Uvazujme funkce y(z) = 0
nebo y(x) = 1 definované na R. Obé tyto funkce fesi prvni rovnici, ale nemohou byt fesenimi
druhé. Je tedy zfejmé, Ze obé rovnice nemaji stejné mnoziny feSeni, a proto nemohou byt
ani ekvivalentni. To je dusledkem provedeni neekvivalentni tipravy. Navic se lze presvédcit,
ze TeSeni druhé rovnice tesi také prvni rovnici, ale nikoli na stejné mnoziné. Uvazujme napf.
funkei y(z) = 1/(1 — ), kterd fesi druhou rovnici pro x # 0 a = # 1. Tato funkce vsak také
feSenim prvni rovnice pro x # 1. Pii kazdé dpraveé diferencialni rovnice je tedy tieba davat
pozor, zda je tato uprava ekvivalentni, nebo ne.



l(nl
2 Reseni specialnich typa rovnic (wfw f}{L
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2.1 Geometricka interpretace rovnice y' = f(x,y)

PozNAMKA 2.1. Méjme diferencidlni rovnici ve tvaru _
(Ko
AN

y, = f(xay)v

kde funkce f je definovana na néjaké oblasti Dom(f) C R2. O takové rov 01 iikdme, ze je

v normalnim tvaru. \\r‘ Q, C( } (
Rovnici lze geometricky chépat tak, ze kazdému bodu (x) € Dom(f) je prlrazena ho nota

f(x,y), kterd je smérnici jisté piimky prochézejici timto bodem Je-li funkce y = y(z) feseni

rovnice (2.1), pislusnd integralni kiivka mé tu vlastnost, ze jeji tetna v bodé (y(x)) je totozna

s piimkou, jejiz smérnice je f(z,y(x)) a kterd timto bodem prochézi.

Definice 2.2. Mgjme diferencialni rovnici ve tvaru (2.1). Nechf I' = Dom(f) C R2. Pak
mnozina {( ( y)) | (z) € T'} se nazyva smérové pole.

PozNAMKA 2.3. Dle piedchozi definice mtzeme zndroznit smérové pole tak, Ze do kazdého
bodu (m) € I' umistime vektor ( f(:i )) V zajmu piehlednosti vS§ak smérové pole reprezentu-

jeme jinym zpusobem. Do kazdého bodu ( ) € I' umistime kratkou usecku se stfedem v bodé

(y), jejiz smérnice je rovna hodnoté f(z, y) Na délku usecky pak klademe jen ten pozadavek,
aby takto vznikly obrazek byl piehledny.

Definice 2.4. Mgjme diferencidln{ rovnici ve tvaru (2.1), I' = Dom(f) C R2. Necht déle
plati (3C € R) (El(gg) € I')(f(zo,y0) = C). Pak mnozina {(z) el | f(z,y) = C} se nazyvé
izoklinicka k#ivka.

PRIKLAD 2.5. Zakreslime smérové pole a izoklinické kiivky nésledujicich rovnic (smérové pole
zakreslime pro prehlednost ve stylu pozndmky 2.3):

a) ¥ =y/z, kde I' = R? \ {x = 0}. Smérové pole je v tomto ptipadé podle definice mnozina
{(y}x) | (z) € F}. Izoklinické kiivky jsou dany rovnici y = Cz, C € R. Protoze = # 0
muzeme sl ty kiivky pfredstavit jako polopfimky za¢inajici v poc¢atku. Samotny pocatek,
vSak na téchto kfivkach nelezi. Smérové pole a nékolik izoklinickych kiivek je zachyceno

na obr. 2.1A.

b) 3/ = 22 + 2, kde I' = R?. Zde smérové pole je mnozina {(rg}rzﬂ) ] (;) € I'} a izoklinické
kiivky jsou kruznice se stfedem v pocatku dané rovnici 22 4+ y? = C, kde C € R. Snadno
se presvédcime, ze obrazek smérového pole podle definice 2.2 by byl v tomto pripadé velmi
nepiehledny. Smérové pole a vybrané izoklinické kiivky k této rovnici jsou znédzornény na

obr. 2.1B.

¢) ¥ =z, kde I' = R%. Smérové pole u této rovnice je mnozina {(313) \ (;) € I'}. Izoklinické
kiivky jsou vertikdly s rovnici x = C, kde C' € R. Situace je zachycena na obr. 2.1C.
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Obrazek 2.1: Smérova pole a izoklinické kiivky pfislusné k danym diferencidlnim rovnicim.
A k rovnici ¢ = y/z, B k rovnici 3 = 2% + y?, C k rovnici ¢ = .
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POZNAMKA 2.6. Mdme-li diferencidln{ rovnici ve tvaru (2.1) a chceme-li zakreslit jeji smérové
pole, muzeme v zdsadé postupovat dvéma zpusoby. Prvni zpusob lze shrnout do néasledujiciho
schématu:

1. Vybereme body (;), v nichz chceme spocitat sklony.
2. Pro kazdy z vybranych bodu spoé¢teme piislusny sklon C' podle vztahu C' = f(z,y).

3. Do vybranych bodu zakreslime usecky s patfiénym sklonem.

S timto piistupem se zpravidla setkdme, pokud k vykresleni smérového pole pouzivame
pocitac. Muzeme si vSimnout, ze v predchozim ptikladé byla pouzita pravé tato metoda.

V piipadé, ze potiebujeme vykreslit smérové pole efektivnéji (napf. pokud jej potiebujeme
vykreslit ruéné), volime radéji druhy zpusob. Ten spocivéa v tom, Ze

1. Zvolime si sklon C.
2. Najdeme piislusné izoklinické kfivky, tj. vyfesime rovnici f(z,y) = C.
3. Podél nalezené kiivky zakreslime usecky s piislusnym sklonem.

4. Postup zopakujeme pro dalsi hodnotu C, dokud nejsme s vysledkem spokojeni.

2.2 Rovnice se separovanymi proménnymi

Definice 2.7. Necht P = P(z), Q = Q(y) jsou spojité funkce. Pak rovnice 1. fadu ve tvaru

P(z) +Q(y)y' =0 (2.2)
se nazyva rovnice se separovanymi proménnymi.

PozNAMKA 2.8 (Formalni postup). Mé&jme rovnici (2.2), kterou zapiSeme ve tvaru

P()+ Q)L =0,

Tuto rovnici bychom chtéli upravit tak, ze ji vynasobime vyrazem dz. Vznikla by nésledujici
rovnice

P(r)dz + Q(y)dy = 0.
Problém této upravy ovsem je, ze neni platna. Vyraz % totiz neni zlomek, nybrz nedélitelny
symbol. Nicméné, pokud by bylo mozné dpravu provést, dostali bychom se k vySe uvedené
rovnici. Levou stranu této rovnice bychom mohli chapat jako diferencidl dG néjaké funkce
G = G(z,y). Pritom by zfejmé muselo platit

G (z,y)

Pa) =20 Q)

Integraci rovnosti dG = 0 dostdvame G(z,y) = konst., tedy

_ 0G(z,y)
= ="

Glz,y) = / P(z)da + / Q(y)dy = konst.,

coz lze chapat jako zapis implicitné zadané funkce y = y(x), kterd by pii splnéni urcitych
podminek byla feSenim rovnice (2.2). Jak to tedy s feSenim rovnice (2.2) je, ndm prozradi
nasledujici dvé véty.
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Véta 2.9. Necht P = P(x) je spojitd na I = (a,b) a Q = Q(y) je spojitd na J = (c,d). Pak
plati

(1) Yy = y(z), kde y je Tesent (2.2) na I; C I, splnuge funkce y na Iy také rovnost

/P d:c—i—/Q (2.3)

(11) (EIC € ]R) (EIIQ C I) (Vy I —» R, y’em.) plati [ P(z)dz + [Q(y)dy = C = y na I
splriuge rovnici (2.2).

pro néjaké C € R.

Dukaz.

(I) Méme tedy funkci u, kterd fesi na Iy C I rovnici (2.2). Tzn. u je na I; spojitd a
diferencovatelna a plati

(V:c € 11) (P(m) +Q(u(@)u (z) = o).

Integraci tohoto vztahu dostaneme

/ dx—l—/Q x)der =C pro kazdé z € I,

kde C je integraém’ konstanta. Podle véty o integraci substituci plati [ Q(u(z))u/(z)dz =
[ J Qy } . Tzn. ptedchozi rovnost lze psat ve tvaru

/P(:B)dx + {/Q(y)dy} =C pro kazdé z € I,
y=u(x)
coz jsme chtéli dokazat.

(II) Mame néjakou funkci y(z), kterd je na Iy C I diferencovatelna a spliuje zde pro néjaké

C € R rovnici
[ P +| [ awa) -
S(y)

Tato rovnost plati pro kazdé x € I a s danym oznacenim ji lze zapsat ve tvaru H(x) +
S (y(:ﬁ)) = C pro vSechna z € I5. Funkce H a S jsou ztejmé diferencovatelné (jsou
to primitivni funkce k P a @), a proto muzeme uvedenou rovnost derivovat. Tim
dostaneme

H'(z) + 5 (y(z)) y'(z) =0 pro kazdé z € Io.
S~ N——
P(z) Qy(z))

Dostali jsme se tedy k rovnosti P(x) + Q(y(x))y’(x) = 0 pro kazdé x € Iy, tj. funkce y
fesi na I rovnici (2.2), coz jsme chtéli dokazat. O

Véta 2.10. Necht P je spojitd na I = (a,b), Q je spojitd na J = (c,d) a Q(y) # 0 na J. Pak
V(Zg) € I x J existuje pravé jedno teseni (2.2) tak, Ze y(zo) = yo.

10
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T

Dikaz. Oznacme H(z) = [ P(x)dz a S(y) = ny(y)dy.

(D)

(IT)

x0 Yo
Ukazme nejdiive existenci feSeni. Z definice funkei H a S je ziejmé, ze H(xg) = 0
a S(yo) = 0. Uvazme obecny implicitni vztah (2.3) z predchozi véty, ktery lze pii
zavedeném oznaceni psat ve tvaru

H(z)+ S(y)=C, kde C €R.

Zkoumame, zda ndm tento vztah za danych predpokladu implicitné definuje néjakou
funkci y = y(x). Na funkci y pfitom klademe ten pozadavek, aby y(xg) = yo. Z toho
ovSem plyne, Ze pozadujeme

H(zo) + S(yo) = C,
=0 =0

coz lze splnit jen pro C' = 0. Mame tedy implicitni vztah H(z)+ S(y) = 0, funkce H a
S jsou diferencovatelné na svych definiénich oborech a navic plati S’'(y) = Q(y) # 0 na
J. Tim jsme splnili predpoklady véty o implicitni funkei [8, Véta 13.5], a tedy existuje
funkce y = y(z) takovd, ze spliuje rovnici H(z) + S(y(z)) = 0. To ale podle predchozi
véty znamend, ze spliiuje i rovnici (2.2), coz jsme chtéli dokazat.

Dokazme jednozna¢nost ve smyslu pozndmky 1.14. Necht y; a y2 jsou feSeni (2.2) na
I1 a Iy a necht xg € I; N I5. Plat{ tedy

P(x)—l—Q(yl(x))y&(x) = 0 r e,
P(z) + Q(y2(z))ys(z) = 0 x € Is.

Odectenim obou rovnic dostaneme

Q(y1(2))y1(2) = Q(y2(2))ya(z)  z€ NI,
coz lze déle upravit na

@)@ = (@)
%{S(yl(fﬂ))} = %{S(m(ﬂ?))]

Integraci posledni rovnosti se dostaneme ke vztahu
S(yi(z)) = S(y2(z)) +d, deR, zelNkh.
Protoze obé feseni y1, y2 obsahuji bod (Zg), dostavame specidlné pro x = xy rovnost
=Y0 =Yo

z niz plyne, ze d = 0. Plati tedy S(yi(z)) = S(y2(x)) pro Vz € I; N I a zdroveii
S'(y) = Q(y) # 0 na J. Funkce S je tedy na J monoténni (protoze je i spojitd, jak
je ziejmé z jeji definice). Tzn. y1(z) = ya2(x) pro Vo € I} N Iy, a Feseni je tedy déno
jednoznaéné. O

11
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PRIKLAD 2.11. ReSme rovnici

2uy’ — 423 = 0. (2.4)
Rovnice je typu (2.2), kde Q(y) = 2y a P(z) = —423 (kde P i Q jsou spojité na R) a jeji
feseni je tedy podle véty 2.9 implicitné dano rovnici

/P(x)dx + /Q(y)dy =C, kde C' € R.

Integraci této rovnice, tj. — [ 4x3dx + [ 2ydy = C, se dostaneme k rovnici
—1'4 + y2 = Ca

kterd ndm implicitné definuje funkci y = y(x).

Ziejmeé plati Q(y) # 0 < y # 0. Podle véty 2.10 prochézi kazdym bodem roviny R?, ktery
nelezi na pifmce y = 0, prdvé jedna integralni kiivka nasi diferencidlni rovnice. Zvlast je
tfeba diskutovat piipad, kdy Q(y) = 0, tj. kdyz nemame z véty 2.10 zarucenu jednoznac¢nost.
Dosazenim do (2.4) se snadno presvédéime, ze body (g), kde x # 0, neprochazi zaddné feseni
rovnice (2.4). Bodem (8) prochdzi dvé feseni, a to y(z) = £22 (viz déle).

Jak jiz bylo poznamenano, feSeni nasi diferenciadlni rovnice jsou implicitné dédna rovnici
—zt +y? = C, kde C € R. Uvazme zvlast nasledujici pifpady podle hodnoty konstanty C':

e pro C =0: y(z) = +2% a D, = R,
e pro C' > 0: y(z) = £vV/C + 2% a D, =R,
e pro C' < 0: y(z) = £VC + 2 a Dy, = (—o0, —/|C|) U (V|C|, +0).

2.3 Rovnice separovatelné

Definice 2.12. Necht P; = Pi(z), Q1 = Q1(x), P, = P3(y) a Q2 = Q2(y) jsou spojité funkce.
Pak rovnice tvaru

P1(z)Pa(y) + Q1(z)Q2(y)y’ =0 (2.5)

se nazyva separovatelna diferencialni rovnice 1. fadu.

PozNAMKA 2.13 (Formalni postup). Rovnici (2.5), kde Py, Q1 jsou spojité na intervalu
I = (a,b) a P2, Q2 jsou spojité na intervalu J = (¢, d), upravime pro Q1(x), P>(y) # 0 do

tvaru
Pila) , Qolw)
Qi(z)  Pa(y)
Poznamenejme jesté, ze jsme provedli obecné neekvivalentni tpravu. Nemame totiz zaruceno,
ze funkce @1 a P» nenabyvaji na svych defini¢nich oborech (resp. na intervalech I a J)
nulovych hodnot. Timto problémem se budeme zabyvat pozdéji.
Rovnice (2.6) je separovand a muzeme pro jeji vyfeseni pouzit postup ze sekce 2.2. Hledand
funkce y = y(x) je implicitné definovand vztahem

Py (z) dz + Q2(y)

Q1(x) Py(y)

Pro jednoznac¢nost navic pozadujeme, aby Q2(y) # 0 (na intervalu J).

(2.6)

dy=C, kdeCeR.

12
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Dalsi feseni rovnice (2.5) se objevuji v dusledku provedeni neekvivalentni upravy. Pozadavkem
Py(y) # 0 jsme vyloucili vSechny takové funkce y, pro néz Py(y(z)) = 0 pro néjaké x € I.
Ozna¢me b; € J, kde j = 1,...,n,, kofeny rovnice P»(y) = 0. Snadno se lze pfesveédcit
dosazenim, ze funkce ve tvaru y(z) = bj, pro Vj € 7, jsou feSenim rovnice (2.5).

Déle je tieba vysetiit piipad, kdy Q1(z) = 0. Ozna¢me a; € I, kde i = 1,...,n,, kofeny
rovnice Q1(z) = 0. Pifmky v = a;,i=1,...,ngay =0b;,j =1,...,n, rozdéluji interval I x J
na Céstecné oteviené intervaly, kde Qi(z), P2(y) # 0. Rovnice (2.5) a (2.6) jsou na téchto
casteénych intervalech ekvivalentni. Takto ziskand TeSeni je vSak tfeba ruéné prozkoumat
z hlediska defini¢niho oboru piimo na rovnici (2.5).

Resen{ diferencidlni rovnice (2.5) jsou tedy funkce y(z) = bj, j = 1,...,np, kde cisla b,
jsou kofeny rovnice P,(y) = 0, a vSechna Feseni rovnice (2.6), u nichz je ale tfeba ru¢né ovérit
jejich definiéni obor.

PRIKLAD 2.14. Resme rovnici
y—ay = 0. (2.7)

Rovnice je ve tvaru (2.5), kde Pi(z) = 1, Qi(z) = z, P2(y) = y a Q2(y) = —1 (v8echny
tyto funkce jsou spojité na R). Interval I x .J ve smyslu piedchozi poznamky je tedy celé R?.
Predpokladejme, ze zy # 0. Pak lze (2.7) upravit do tvaru

y = 0. (2.8)

SR
@ | =

Tato rovnice je jiz separovand a jeji feSeni pro xzy # 0 je implicitné definované rovnici In |z| —
In|y| = C, kde C € R. Véta 2.10 ndm navic zarucuje jednoznacnost tohoto reseni. Snadnou
Upravou ziskame feSeni ve tvaru

ly(z)| = D |z, kde D =e ¢ > 0.

V prvnim a tietim kvadrantu lze feSeni psat ve tvaru y(z) = Dz, zatimco ve druhém a ¢tvrtém
kvadrantu ve tvaru y(z) = —Dx. Tato FeSeni si geometricky piedstavime jako polopiimky
s poc¢atkem v bodé (8). Bod (8) vSak na t(:achto polopiimkach nelezi. Piimky y = 0a x =0
feSenim této rovnice pochopitelné nejsou. ReSeni lze ziejmé zapsat jednotné

y(z) = D, kde D #0,D, =R™UR™.

Soustied' me se nyn{ na fesenf rovnice (2.7). Rovnice P(y) = 0 ma pravé jeden kofen y; = 0
a rovnice @1 (x) = 0 mé rovnéz jeden kofen x1 = 0. Podle predchozi poznamky je tedy funkce
y(z) = 0 feSenim rovnice (2.7), coz snadno ovéiime dosazenim. Podminka xy # 0 rozdéluje
R? na étyfi kvadranty, na nichz jsou rovnice (2.7) a (2.8) ekvivalentni. Proto zde maji tyto
rovnice stejnéd feSeni. Je vsak tfeba ovérit jejich definiéni obor. Snadno zjistime, Ze funkce
y(z) = Dz, kde D # 0 fesi (2.7) na celém R. Proto lze vSechna feSeni zapsat v jednotném
tvaru

y(z) = Dz, Vx e R,D e R.

Lze si véimnout, Ze kazdym bodem R?, ktery nelezi na pifmce x = 0, prochdz{ pravé jedna
integralni kiivka. Bodem (8) jich prochézi nekoneé¢né mnoho. Ostatnimi body na piifmce x = 0
neprochézi zadna.
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2.4 Homogenni diferencidlni rovnice 1. fadu

Definice 2.15. Funkce F' = F(z1,...,2,) se nazyvd homogenni stupné k, pokud plati

(Vt ER~ {0}) (F(txl, cotzn) = R F (2, .. ,azn)), kde k € R.

PRIKLAD 2.16.

7.

. F(z,y) = 22+y?—2y. Protoze F(tz,ty) = t?22+t%y?> —t2xy = t>F(x,y), je F homogenni

stupné 2.

. F(z,y,2) = x +y — z je homogenni stupné 1 (linedrni funkce jsou homogenni stupné 1

primo z definice).

2
T —x
F(x,y) = y2—74zcy2’ pro y? — 42 # 0 je homogenni stupné 0.

F(z,y) = 2% — y neni homogenni.

. F(z,y) = /22 + y2 (tj. eukleidovska norma v R?). Potom F(tx,ty) = |t| F(z,y) (coz je

defini¢ni vlastnost normy). V tomto piipadé se také iikd, ze F' je pozitivné homogenni
stupné 1. Pokud bychom v definici 2.15 pfipoustéli pouze ¢t > 0, mohli bychom fict, ze
F' je homogenni stupné 1.

F(z,y) = /22 + y?. Potom F(tx,ty) = \/|t|F(z,y) a F je pozitivné homogenn{ stupné
1/2.

F(z,y) = /x, pro x > 0. F je homogenni stupné 1/2 pro ¢t > 0.

Definice 2.17. Necht P = P(z,y), Q = Q(z,y) jsou homogenn{ funkce stupné k (na pruniku
svych defini¢nich obort, ktery budiz neprazdny). Pak diferencidlni rovnice tvaru

P(z,y) +Q(z,y)y’ =0 (2.9)

se nazyva homogenni diferencialni rovnice stupné k.

PozNAMKA 2.18 (Formdlni postup). Rovnici typu (2.9) poméh4 fesit substituce ,,y = zu®,
kde u je nova funkce. Chceme tedy provést zdménu proménnych (funkciondlni dprava). Za
timto tcelem definujeme zobrazeni ®, které ndm praveé prechod (z,y) <> (¢,u) umozni. Na
zobrazeni ® pritom klademe pozadavek, aby bylo regularni a dostatecné diferencovatelné.
Néapovéda pro spravné zavedeni zobrazeni ® je pravé ve vztahu ,,y = zu“. Polozme tedy
x =t ay = tu a potom ziejmé muzeme psat

*(0)= ()

Ziejmé plati

o)) = ()

Tj. zobrazeni ® je reguldrni pravé tehdy, kdyz t # 0.

14
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Abychom propojili funkéni zavislost y = y(x) <> u = u(t) sestavime zdkladni funkéni
identitu

y(z(t) = tu(t),

kterou lze derivovat podle proménné t. Levé strana pak bude £ (y(z(2)) = ¢/'(t) L (t) = ¥/ (1).
Pravé strana bude mit tvar % (tu(t)) = u(t) + tu(t). Dostaneme se tedy ke vztahu

y'(t) = u(t) + ti(t),
ktery dosadime do rovnice (2.9). Tim dojdeme ke vztahu
P(t,tu(t)) + Q(¢, tu(t)) (u(t) + tu(t)) = 0.

Z homogenity funkci P a @) plyne
[ P(1Lu(®) + Q(1, u(®)) (u(t) + ta(t))| = 0.

Protoze predpokldddme t # 0 (napi. kvili regularité ®), mizeme rovnici vykrétit vyrazem t*
a po snadné uprave dostaneme

[P(Lu(t)) + Q(l,u(t))u(t)} +1Q(1, u(t))u(t) =0, (2.10)

coz je separovatelnd rovnice v proménnych ¢ a u.
Vztah mezi feSenimi rovnice (2.9) a (2.10) ndm déva nasledujici véta.

Véta 2.19. Nechf M C R, 0 ¢ M je oteviend mnozina. Je-li u = u(t) resend rovnice (2.10),
pak y(x) = zu(x) je fesend rovnice (2.9) na M.

Je-li y = y(z) Fesend rovnice (2.9), pak u = u(t), kde u(t) = 1y(t), je Fesent rovnice (2.10).

Dukaz. Viz predchozi pozndmka. V obou smérech pouzita regularni substituce t = z, tu = y
pro t € M. V prvnim pifpadé piejdeme od (2.10) k (2.9) vyndsobeni nenulovym &fslem t*.
P#i opa¢ném sméru budeme &islem ¢* délit. ]

PRIKLAD 2.20. Resme rovnici
y(1+1n9> —ay =0, (2.11)
i

Zde ziejmé P(x,y) =y (1 + In(y/z)) a Q(z,y) = —x. Snadno se presvédéime, ze P i @ jsou
homogenni stupné 1. Ve funkci P se vyskytuje zlomek a logaritmus, coz omezuje jeji defini¢ni
obor na mnozinu Dp = {( ) ly/z > O}. Abychom vyhovéli podmince y/x > 0, omezujeme

x
Yy
se na I. a III. kvadrant R2.

Jak vime z poznamky 2.18, homogenni rovnice feSime substituci

*(2) = (0);

ktera je reguldrni pro ¢t # 0 (tato podminka je vzhledem k Dp automaticky splnéna). Po
dosazeni dostaneme

tu <1+lnt:) —t(u+ta) =0,
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odkud po upravé obdrzime
ulnu —ta =0, (2.12)

coz je separovatelnd rovnice.
Rovnici (2.12) tdpravime za predpokladu t # 0, u # 0 a u # 1 do tvaru
1 1
1 i = 0. (2.13)

t wulnu

Predpoklad t # 0 je v naSem piipadé automaticky splnén a déleni rovnice vyrazem t tedy
bylo ekvivalentni ipravou. Déleni vyrazem ulnwu ovSem ekvivalentni ipravou nebylo. Funkce
u(t) = 0 ziejmeé nevyhovuje (kvuli logaritmu), a proto nefesi rovnici (2.12). Funkce u(t) = 1
ale rovnici (2.12) vyhovuje.

Resen{ rovnice (2.13) jsou diferencovatelné funkce, které vyhovuji rovnici

/it—/ du e kdeC o,

ulnu

z niz po integraci dostaneme
In|t| —In|lnu(t)| =InC.

Odlogaritmovanim tedy obdrzime vztah
[t| = C |lnu(t)].
Snadno si rozmyslime, ze pokud feseni zapiSeme ve tvaru
u(t) = e, kde D € R, t # 0,

postihli jsme tim vSechna feSeni rovnice (2.12) vcetné feseni u(t) = 1 pro volbu D = 0.
Vsechna feseni puvodni rovnice (2.11) lze tedy zapsat ve tvaru

y(x) = zeP?, kde D e R, x # 0.

PozNAMKA 2.21 (Kvazihomogenni rovnice). Funkci F' = F(z,y) nazvu kvazihomogenni
funkci, pokud plati

(Vt eR {0}) <F(t°‘x,t5y) = t"F(a, y)), kde a, 8 € R.

Rovnici tvaru
P(z,y) + Q(z,y)y =0,

kde P = P(z,y),Q = Q(x,y) jsou kvazihomogenni funkce se stejnymi exponenty «, 8, nazvu
kvazihomogenni diferencialni rovnici.

Reseni: Pokud  # 0, pak lze pomoci substituce y = 25w rovnici prevést na rovnici
separovatelnou. Existence a jednoznac¢nost feSeni bude mimo body x = 0 zarucena vétou
analogickou 2.19.
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ax+by+c )

2.5 Diferencialni rovnice tvaru y' = f <a$+5yﬂ

POzZNAMKA 2.22. Resime rovnici ve tvaru

, ax +by+c
= _— |, 2.14
i f(aa:+6y+v> 219

kde f je spojitd funkce (na néjakém intervalu), a, b, ¢, a, 3, v jsou redlné konstanty. Pro rovnici
v tomto tvaru nemame zadné zvlastni pojmenovani.

PozNAMKA 2.23 (Formalni postup). Pfifesen{ diferencidln{ rovnice (2.14) rozlisime nésledujic{
piipady:

1. Necht a = b= o = 8 = 0. Potom rovnice (2.14) je tvaru
c
e
Y

y(x):f<§)x+D, D€eR.

a feSenim je ziejmé

2. Necht b = 8 = 0. Pak z (2.14) mdme ve tvaru

ar + c

y=f < ) ,

ax + 7y

coz je jiz separovand rovnice. Resenim tedy je
ar + ¢
= d
o) = [ 1 (25 ) aw

3. Necht ¢ =~ = 0. Potom z (2.14) dostaneme

;o ax + by
4 _f<ax+6y>’

coz je vlastné homogenni diferencidlni rovnice. To snadno ovéiime, srovname-li tuto
rovnici s (2.9). Zjistime

azx + by
P LE, = — ———— a x’ =
(x,y) f<ax+ﬁy> Q(z,y)

a tedy

atz + bty ax + by

Plte,ty) = —f (| ———— | =—f | ———= ) = t°P(z,y).

atz + Pty ax + By
Vidime, ze funkce P i @ jsou homogenni stupné 0. Nasi rovnici fesime postupem z od-
stavce 2.4.

4. Necht B> + 2 #0a D = Z b = 0.

B
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

a) Necht navic b # 0. Potom z D = a8 — ab = 0 plyne o = Sa/b a rovnici (2.14) lze

prepsat do tvaru
b
J = f ar +by+c . (2.15)
8
b (ax +by) +

Poznamenejme, ze funkce z(x) = ax + by(x) méa stejnou diferencovatelnost jako
funkce y(z). Dalsim krokem feSeni je provedeni substituce ® : (z,y) — (t,u)
definované nasledujicim predpisem

’ (i) - (axiby> ‘

Transformace ® je zfejmé regularni, protoze

6

Je ziejmé, ze det @’ (i) # 0, coz znamen4 regularitu &.

Nase zdkladn{ funkéni identita je u(t) = at+by(t) a jeji derivace je u(t) = a+by'(t)
(y = y(z) derivujeme podle ¢ jako slozenou funkci). Touto substituci pfevedeme

nasi rovnici do tvaru
Lt —a) = ¢ [ O+
palt) —a) = f (ﬁu(z&) = 7) ; (2.16)

coz je diferencialni rovnice separovatelna.

Muzeme tedy konstatovat, ze kazdému teSeni y(z) rovnice (2.15) odpovida feseni
u(t) = at 4+ by(t) rovnice (2.16). Snadno se dokdze i opacné tvrzeni, ze ke kazdému
feseni u(t) rovnice (2.16), existuje feSeni y(z) rovnice (2.15) takové, ze u(x) =
ax + by(x).

b) Necht nyni b = 0. Zfejmé (b=0Ab*+ 3% #0) = (8 # 0). Potom z D = 0
dostaneme af = 0, a tedy a = 0. Nyni je zfejmé, ze ax 4+ by = 0 a naSe rovnice

piejde do tvaru
;o c
V=7 (oz:rJrﬁer’Y) '

Podobné jako v predchozim piipadé, pouzijeme reguldrni substituci @ : (z,y) —

(t,u) definovanou
x x
® = .
<y> <Ow«“ + By)

A dale pokracujeme analogicky jako v predchozim piipadé.

5. Necht Z 2’ # 0. Potom soustava
ary+byg+c =
arg+ By +v =

18



2 Reseni specidlnich typi rovnic
mé jednozna¢né urcené feseni. Linedrni transformace ® : (x,y) — (¢, u)
) Y—1%0

je ziejmé reguldrni. Zakladni funéni identita je y(z) = yo + u(x — o) a jeji derivace je
y'(z) = u(x — z¢). Snadno nahlédneme, ze plati

ar+py+y=ax+By+v—(axo+ Byo+7v) = alz—x0)+ By —yo),
ar +by+c=ar+by+c—(axg+byy+c) = alx—x9) +bly— )
Y Yy (azg + byo + ¢) ( 0) +b(y — o)

=0 =t =u

Tim jsme nasi rovnici pfevedli do tvaru

at + bu
i(t) = — . 2.17
i) =1 (45 (217)
Resen{ rovnice v tomto tvaru jsme jiz provedli v pifpadé (3). Snadno ovéifme dosazenim,
ze pokud wu(t) fesi (2.17), pak y(x) = yo + u(z — xo) Fesi rovnici (2.14). A naopak, je-li

y(x) feSenim rovnice (2.14), pak funkce u(t) = —yo + y(xo + t) Fesi rovnici (2.17).

+2 \?
DY . 2.18
Y <:U+y—1> ( )

PRIKLAD 2.24. Mé&jme rovnici

Rovnicejetypuy’zf(%gzi‘;),kde f(s)=2%, a=0,b=1,c=2,a=1,38=1a

v = —1. Snadno si rozmyslime, Ze se jedna o piipad 5.
Soustavé linearnich rovnic

Oxg+1yp+2 = 0
leg+1yg—1 = 0

vyhovuje feseni (xg,yo) = (3, —2). Provadime tedy reguldrni substitucit =x —3 au =y +2.
Tim se dostaneme k homogenni rovnici stupné 0

a:2<tiu>% (2.19)

2
Porovnanim s (2.9) zjistime, ze P(t,u) = —2 (ﬁ) a Q(t,u) = 1. Homogenni rovnice fesime

substituci typu ,,u = tw*. Zvolime tedy regularni substituci ® : (s, w) — (t,u) definovanou

*(e)= ()

Potom ziejmé plati 4(s) = w + sw(s) a tedy

. sw 2
w+sw:2( ) .
S+ sw
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

Tuto rovnici snadno upravime do tvaru

: w(l + w?)
=——7Q". 2.20
o (14 w)? (2:20)
Jedna se tedy o separovatelnou rovnici.
Predpokladejme, ze s # 0 a w # 0. Potom
1 (1+w)?
-+ ——w =0 2.21
s T w(l+ wz)w ’ (221)
z ¢ehoz plyne
In|s| +In|w| 4+ 2arctgw = InC, kde C' > 0.
Odlogaritmovanim této rovnice dostaneme
C
|w(s)|exp (2arctgw(s)) = — kde C' > 0, (2.22)

s’

coz je implicitni zapis funkce w(s). Tato funkce, je-li diferencovatelnd, fesi (2.21) pro s # 0.

Protoze jsme provedli neekvivalentni ipravu, je tieba jesté diskutovat feseni rovnice (2.20).
Pozadovali jsme, aby w # 0. Pak funkce w(s) = 0 fesi (2.20) pro vSechna s € R, coz snadno
ovéiime dosazenim. Toto FeSeni lze postihnout zdpisem (2.22), pfipustime-li v ném navic
C' = 0. Pokud v (2.22) pripustime také C' < 0, zbavime se absolutnich hodnot. Muzeme
konstatovat, ze diferencovatelné funkce w(s), které fesi rovnici

w(s) exp(2arctg w(s)) = g, kde C € R,
s

jsou Fesenim rovnice (2.20) pro s # 0.
Po dosazeni puvodnich proménnych obdrzime implicitni zapis funkce y = y(x), kterd resi
puvodni rovnici (2.18) (je-li diferencovatelnd)

y(z) +2

(y(a:)+2)exp<2arctg< s >>:C, kde C' € R.

Definién{ obor funkce y je ziejmé (—o0,3) U (3,00). Snadno si rozmyslime, ze tento zdpis
zahrnuje vSechna nalezend feSeni, véetné konstantniho feseni y(z) = —2, které odpovida
feseni w(s) = 0 pro volbu C = 0.

2.6 Linearni diferencialni rovnice 1. ¥adu

Definice 2.25. Necht p = p(z), ¢ = ¢(x) jsou spojité. Pak rovnici ve tvaru

Y +p(z)y = q(x) (2.23)

nazyvame linearni diferencialni rovnice 1. fadu.
Pokud ¢(x) = 0, pak (2.23) nazveme linedrni diferencidlni rovnice 1. fddu bez pravé
strany a ma tvar
y + p(x)y = 0. (2.24)

Pokud ¢(z) # 0, pak (2.23) nazveme linedrni diferencidlni rovnice 1. fddu s pravou
stranou.
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

PozZNAMKA 2.26 (Formalni postup, rovnice bez pravé strany). Rovnice (2.24) m4 trividlni
feseni y(x) = 0. Navic je separovatelnd a lze ji Fesit postupem ze sekce 2.3. Jeji feSeni je
implicitné dano rovnici

/p(:c)d:c + / dy _ C, tj. po integraci /p(:c)d:c +In|y(x)| =C,
Y

kde C' € R je integra¢ni konstanta. Odlogaritmovanim posledni rovnosti dostaneme vztah
ly(z)| exp (f p(w)dx) = D, kde D =% > 0. Snadno si rozmyslime, ze jednotny zépis feseni,
zahrnujici v8echny uvedené alternativy je nasledujici

y(z) = De~ JP@)dz kde D € R.
Uvedené feseni nazyvame obecné resent rovnice (2.24).
Véta 2.27. Necht p = p(x) je spojitd na (a,b). Pak pro kazdé (zg) € (a,b) xR existuje prdvé
jedno teseni y = y(x) ulohy

Y +p(x)y =

(o) (2.25)

0
Yo
na (a,b).

Dukaz. Je tieba dokdzat existenci a jednoznacnost.

(I) Nejprve dokazeme existenci (viz také pozndmka 2.26). Uvazme piipad yo = 0. Potom
feseni m4 zfejmé tvar y(x) = 0, Vz € (a,b). Necht ddle yg # 0. Pak feSenim je funkce
y(z) = Dexp {— [ p(z)dz}, pro kazdé = € (a,b), D € R.

Konstantu D je tfeba ur¢it. Uvazme proto poéateéni podminku ve tvaru y(xg) = yo.
Potom zfejmé musi platit D = yo exp { [ p(2)dz|y—s, }. Dostdvdme tak vysledné feseni

ve tvaru
X

y(x) = yo exp —/p(é)df

zq

(IT) Nyni dokazme jednoznac¢nost. Pfedpokladejme, Ze jsme podle pfedchozi ¢asti dukazu a
podle pozndmky 2.26 ziskali feseni y1 (z) = yo exp {— ffo p(f)df} (separaci proménnych).
Ptedpokladejme dale, Ze existuje né&jaké feSeni y2. O téchto feSenich ukizeme, Ze jsou
shodnd. Protoze y; a yo tesi tlohu (2.25), plati

v+p@y = 0 Yo+ p(@)y2 = 0
vi(zo) = wo y2(zo) = wo
Daéle definujeme funkci u = u(z) nésledujicim predpisem

T

u(@) = y(x) exp / p(E)de b |

zo
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

zkoumejme jeji chovani pomoci prvni derivace.
x T

u'(z) = yp(x)exp /p(£)d£ + y2() exp /p(i)dﬁ plz) =

Z0 o
T

= Wh(@) + 1(@)p(@)) exp / p(€)de $ = 0,

=0 o

To ale znamend, ze u je konstantni (tzn. (3C € R) (Vx € (a,b)) (u(x) = C)). Konstantu
C' lze pritom urcit z poc¢atecnich podminek u(zg) = y2(xo) = yo, a tedy C' = yo. Odtud
ziejmé dostavame

xX

w@)exp ] [ 9O b = m.
Zo
coz po ziejmé upravé dava vztah

T

Y2(z) = yo exp —/p(i)di

zo

Pro libovolné dvé feseni y; a ys tedy plati y; () = y2(x) pro Va € (a,b), coz uz znamend
jednoznacnost. O

POzZNAMKA 2.28. Z dukazu predchozi véty vyplyva, ze pocateéni podmince y(zg) = 0 vzdy
odpovida teseni y(x) = 0, Vx € (a,b).

PozNAMKA 2.29 (Formalni postup, rovnice s pravou stranou). Pro feSenf rovnice s pravou
stranou se pouzivd metoda variace konstanty. Aplikace zminéné metody na tuto ulohu
spoCiva v tom, ze ve vztahu pro obecné feSeni rovnice (2.24) predpoklddame, ze D jiz neni
konstanta, ale je funkei proménné z, tj. D = D(x). Resenf pak piedpoklddidme ve tvaru

y(z) = D(x) exp {— /p(x)d:v} .
Dosadime-li predpokladany tvar feseni do rovnice (2.23) dostaneme
D'(z)exp{ - } + D(z) exp{ -+ }(—p(x)) +p(x)D(z) exp{ -~ } = q(=).
Druhy a tiet{ s¢itanec na levé strané se navzdjem vyrusi a dostaneme vztah pro D'(x)
D'(a) = ala)exp { [ ntarae}.

odkud integraci uréime D(x).
Obecné Feseni rovnice s pravou stranou potom je

y(z) = [ / o(z) exp { / p(x)dx} dx] exp {— / p(x)dx} . (2.26)

Uvédomme si, ze v ¢asti [ [ ¢(x) exp { [ p(x)da} dz] je schovéna i integraéni konstanta (jedna
se o neurcity integral) a je zde tedy i zabudovéno feSeni rovnice bez pravé strany.
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

PozNAMKA 2.30. Poznamenejme jesté, ze feSeni rovnice s pravou stranou se ¢asto zapisuje ve
tvaru sou¢tu obecného feseni rovnice bez pravé strany a partikuldrniho feSeni rovnice s pravou
stranou (viz feSeni linedrnich rovnic [1]).

Véta 2.31. Necht p = p(x) a ¢ = q(x) jsou spojité na (a,b). Pak pro kazdé (zg) € (a,b) xR
existuje pravé 1 vesent ulohy

v +p(z)y

()
v(20) (2.27)

q
Yo

na (a,b).
Dukaz. Podobné jako v predchozi vété, je i zde tfeba dokéazat existenci a jednoznaénost.

(I) Dokazme existenci za pomoci poznamky 2.29. Pomoci separace proménnych a metody
variace konstanty navrhneme feSeni tlohy (2.27) ve tvaru

y(z) = /xq(f)exp jp(T)dT d§+ D | exp —jp(f)df

Z tohoto vztahu ihned plyne y(xg) = D a vzhledem k pocateéni podmince ziejmeé
D = yy. Funkce y = y(z) fesi dlohu (2.27).

(IT) Pfi dokazovani jednoznacnosti se postupuje obvyklym zpusobem. Piedpokldddme, ze
jsme nasli feSeni y; ve tvaru z piredchozi ¢asti dukazu. Déle predpokladdme, ze mame
néjaké dalsi feSeni yo, o némz ukdzeme, ze musi byt shodné s feSenim ¥, ¢imz bude
jednoznaénost dokazana. Pro funkce y; a ys tedy plati

v +p@y = q(z) . vo+p@)y: = q(x)
y1(ro) = o y2(ro) = o
Odectenim piislusnych rovnic ziskame
/
—y2) +p()(y1 —y2) = 0,
(1 —v2) +p(@)(y1 — y2)

ozn. z

(y1 —y2)(z0) = 0.
Oznatme z = y; — y2. Pro takto definovanou funkci z tedy dostdvame
2 +plx)z = 0,
(xo) =

Pro funkci z tedy fesime ilohu ve tvaru (2.25). Tato tloha vsak m4 pravé jedno feseni,
ato z(x) =0, Ve € (a,b). Odtud y;(z) = y2(x), Yz € (a,b). Tim je vSak jednoznacnost
dokazéna. O

z

PRIKLAD 2.32. Elektricky obvod.
Méjmeé RL obvod (viz obr. 2.2). Ozna¢me E napéti, R elektricky odpor, L indukénost a J
elektricky proud. Piedpokladejme, Ze prubéh piipojeného napéti je ddn vztahem

E(t) = Epsinwt,
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

R

Obrézek 2.2: RL obvod.

a necht pocatecni stav proudu v ¢ase tg = 0 je J(0) = Jo.

7 Kirchhoffovych zdkonu dostavdme pro tento obvod rovnici

dJ
L— + RJ = E(t).
P (t)

Pr1i feSeni této diferencidlni rovnice postupujeme tak, Ze nejprve najdeme feSeni prislusné
rovnice bez pravé strany (separaci proménnych) a poté metodou variace konstanty najdeme
obecné feSeni rovnice s pravou stranou. Na zavér je tfeba urcit integra¢ni konstantu z poc¢ateéni
podminky.

Reseni rovnice bez pravé strany je ziejmeé

J(t) = ae_%t, kde oo € R.

Pro pouziti metody variace konstanty predpokladame, ze o = «(t) a tedy, ze feSeni rovnice
bez pravé strany je ve tvaru
_Ry
J(t) = aft)e” L'

Toto feseni dosadime do puvodni diferencidlni rovnice (s pravou stranou), abychom dostali
vztah

L <o/(t)e"ft +a(t)e Lt (—?)) + Ra(t)e L' = B(t),

odkud po upravé

Integraci posledni rovnice dostaneme

~— TR

per partes

¢
E
at) = fo /SinWT eLTdr = 7t [Rsinwt — Lw cos wt] .
0

Dospéli jsme tedy k feseni

 R2 4 L2w?

partikuldrni feseni

J(t) [Rsinwt — Lw cos wt] t+De Tt
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

kde je jesté tfeba urcit integra¢ni konstantu D z poc¢atecnich podminek

Ey

TO0) == gy (LW + D
Resen{ ulohy
d
Ld;t] + RJ = Eysinwt
JO0) = Jo
tedy je
Eo ) E()Lw _ Ry
J(t) = m[Rsmwt—Lwcoswt] + {Jo + RQ—FW] et

Polozime-li R = v R2 + L2w?cosy a L = vV R? 4+ L2w?sin~, lze psat
Rsinwt — Lw coswt = v/ R? + L2w? sin(wt — ),

odkud je patrné, ze pfilozené napéti vybudi v RL obvodu proud se stejnou frekvenci a
s fazovym zpozdénim .

2.7 Bernoulliho diferencialni rovnice

Definice 2.33. Necht p = p(z) a ¢ = ¢(x) jsou spojité na (a,b), o € R~ {0, 1}. Pak rovnice
ve tvaru

Y +p(@)y = q(z)y” (2.28)
se nazyva Bernoulliho' diferencidlni rovnice 1. fadu.
POZNAMKA 2.34. V definici jsme zduraznili, ze a # 0,1. Pro a = 0 je rovnice (2.28) linedrn{
diferencidlni rovnice s pravou stranou. Pro o = 1 dostavame linedrni diferencialni rovnici

bez pravé strany. Tyto rovnice byly feSeny v pifedchozim odstavci. Stejné tak bychom ziejmé
mohli pozadovat, aby ¢(z) # 0 na (a,b).

PozZNAMKA 2.35. Pro a > 0 pripoustime také y(z) = 0. Funkce y(z) = 0 je v tomto piipadé
fesenim rovnice (2.28) na (a,b).

P0ozNAMKA 2.36 (Formdlni postup). Necht y # 0 (vzhledem k pfedchozim pozndmkam si

tento predpoklad zFejmé muzeme dovolit). Vydélenim vyrazem y® prevedeme rovnici (2.28)

do tvaru
11—«

y~ Y +p(x)y = q(x).

Provedeme substituci @ : (z,y) — (t,u) definovanou

v <:yc) - (ylgi“> '

Pozadujeme, aby substituce @ byla reguldrni neboli pozadujeme, aby det ®’ <§> #0.

o' <z> = <é a _2)ya) —  detd/ @) = (1—a)y ™.

!Jakob Bernoulli (1654-1705), §vycarsky matematik.
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Protoze od zacdtku predpokladdme, ze a@ # 1 a y # 0, je det ®’ (gy:) zFejmé nenulovy a

transformace ® je proto regularni.

Zékladni funkén{ identita je u(x) = y'~%(z). Zderivujeme zakladn{ identitu podle parame-
tru « a dostaneme u(z) = (1 — )y~ “(x)y'(x). Z téchto vztahu lze dosadit do rovnice (2.28)
za y'=%(x) a y~%(2)y'(z), ¢fmz dostaneme

i)+ plt)ult) = q(0)

odkud po snadné tpravé

w(t) + (1 — a)p(t)u(t) = (1 — a)q(t). (2.29)
To je ovsem linedrni diferencialni rovnice s pravou stranou (typu (2.23)).
Véta 2.37. Necht a # 0,1, p=p(z) a q = q(x) jsou spojité na (a,b), q(z) # 0 na (a,b).

(I) Necht u = u(t) Fesi rovnici (2.29). Pak kaZdd funkce y = y(x) dand na I C (a,b)
vztahem y'=%(x) = u(z), y(x) # 0 na I, a magjici derivaci y' na I, 7esi rovnici (2.28)
na I.

(II) Pokud y = y(z) je Teseni rovnice (2.28) na I C (a,b) takové, Ze y(x) # 0 na I, pak
funkce u(t) = y*=(t) je na intervalu I veseni rovnice (2.29).

Dikaz. Véta je dusledkem piedchozi poznamky a existenéni véty pro (2.29). O

PozNAMKA 2.38. Pifpadnd platnost fesen{ vné I (v rdmci (a,b)) se ovéfuje na zakladeé
konkrétni podoby rovnice (2.28).

PRIKLAD 2.39. Mé&jme rovnici
1

vy —y =2y,
kterd je jesté v o néco obecnéjsim tvaru nez rovnice (2.28) (y' je ndsobeno proménnou z). Jinak
rovnice opovidd tvarem rovnici (2.28), kde @« = —1. Odtud ovsem plyne, ze y(z) = 0 nemuze
byt fesenim této rovnice. Na feSeni mame podminku y(z) # 0 pro vSechna x z relevantniho
rozsahu, ktery eventuelné najdeme béhem feSeni rovnice.
Nasobeni rovnice zavisle proménnou y vede na tvar

zyy —y? = 22
Provedeme reguldrni substituci ® : (z,y) — (u,t) takovou, Ze t = x a u = y%. Zakladni funkéni
identita je potom u(x) = y?(x) a pro derivaci dostdvame 7(z) = 2y(x)y’(x). Po dosazeni do
puvodni rovnice dostavame linearni diferencidlni rovnici s pravou stranou

t.
5u(t) —u(t) =12,

kterou fesime standardnim postupem z odstavce 2.6, tj. separaci a metodou variace konstanty.
Pro rovnici bez pravé strany dostadvame

t.
Eu(t) —u(t)=0 =

IS~
SN
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

Funkce u pak zfejmé musi vyhovovat rovnici In |u| = 2In|t| + C, kde C € R a tedy
u(t) = Dt?,  kde D #0.

Reseni rovnice s pravou stranou pak predpokldddame ve tvaru

Reseni dosadime do piislusné rovnice, ¢imz obdrzime rovnost
t .
§(D(t)t2 + D(t)2t) — D(t)t* = t2.

Pro derivaci D(t) jsme tedy dostali D(t) = 2/t. Integrace pravé uvedené rovnosti vede na
D(t) =2In|t| + E, kde E € R.

Potom ziejmé u(t) = (Int? + E)t? a po zpétném dosazeni

y(r) = |z|VInz? + E,

kde defini¢ni obor y je ddn konstantou E a bodem x = 0. Ziejmé totiz x # 0, protoze v bodé
x = 0 nem4 funkce y derivaci a zaroven pozadavek y(z) # 0 vede na podminku In 22 + E > 0.

2.8 Riccatiho diferencialni rovnice

Definice 2.40. Necht funkce ag = ag(z), a; = a1(x), as = as(x) jsou spojité na (a,b). Pak
rovnice ve tvaru
Y = ao(z) + a1(z)y + az(z)y? na (a,b) (2.30)

se nazyvé Riccatiho? diferenciilni rovnice 1. #adu.

POZNAMKA 2.41. Pro ag(xz) = 0 je (2.30) Bernoulliho rovnice (s o = 2). Pro as(z) = 0 je
(2.30) linedrni diferencidlni rovnice s pravou stranou.

POzZNAMKA 2.42. 7 pozdéjsi existencni teorie vyplyne, Ze poc¢dtecni tiloha

/

Y = ao(z) +ai(z)y + az(z)y’
y(zo) = o
ma jednoznaéné feSeni.
Riccatiho rovnice je analyticky feSitelna v pripadech, které uvedeme déle.

PozNAMKA 2.43. Pokus o tpravy rovnice (2.30).

1. Zaména nezavisle proménné.

Provedeme transformaci ® : (¢,u) — (z,y) definovanou vztahem

(0)-()

2Jacopo Francesco Riccati (1676-1754), italsky matematik.
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

Za Gcelem ovéreni regularity ® sestavime matici derivace ® v bodé (¢,u) a spocteme
jeji determinant

& (D _ <¢>(()t) ?) — detd (i) = (1)

Vidime, ze uvazovand transformace je reguldrni pravé tehdy, kdyz o(t) # 0

Sestavime zdkladni funkéni identitu y (¢ (t)) = u(t), odkud ¢/ (¢(t))(t) = @(t). Uvedené
vztahy dosadime do (2.30) a po vyndsobeni ¢(t) dostaneme

a(t) = @(t)ao ((t)) + @(t)ar (p(t))u(t) + @(t)az (o(1))u?(t),

coz je opét rovnice ve tvaru (2.30). Vidime tedy, Ze libovolné pieskalovani nezivisle
proménné vede opét k Riccatiho rovnici.

= +8 | >
u %Jré

kde a, 3,7, 6 jsou spojité funkce proménné ¢, na které dale klademe pozadavek

. Substituce zavisle proménné.

Zavedeme substituci

a(t) p (t)‘
0.
21 6(1)] 7
U transformace @ je jako obvykle tieba ovérit regularitu. Matice derivace zobrazeni ®
je

¢ 1 0
o’ = _
(u> d (au+ﬁ> a(yu+d)—y(autpB) | -
dt \ yu+d (vu+9)2
Odtud plyne pozadavek
dot @ <t> _a(ut+d) —y(au+pB)  ad—of

u

(yu +6)? (yu +6)?

Zakladni funkéni identita je

Z poslednich dvou vztahu dosadime do (2.30) a pro pravou stranu rovnice obdrzime

vztah
a(t)u(t) + B(t) a(t)u(t) + B(t)>2
y)

R.H.S. = ao(t) + a1(t) NOMORTION as(t) <V(t)u(t) +4(t
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

Po vynasobeni celé rovnice nenulovym vyrazem (yu + 6)? a ziejmé tipravé dostaneme

(6 — 4B = (—=B'0+ B8 + agd?® + a186 + ax5%) +

+(=a'6+ By — B’y + ad’ + 2ap76 + a1ad + a1 8y + 2a2a8)u +

+(—a'y + v + agy? + aray + aga®)u’.

Vzhledem k tomu, Ze podle piredpokladu ad — 3 # 0, je vyslednd rovnice opét ve tvaru
(2.30).

. Kanonicky tvar Riccatiho rovnice.

Definice 2.44. Rovnice (2.30) ma kanonicky tvar, pravé kdyz
(Vm € (a, b)) (ag(w) =+1Aa(x) = 0).

Ptevod rovnice (2.30) do kanonického tvaru provedeme pomoci substituce

? (t> - <w<t>ut+ a<t>> |

V(1) = (i o) — @ (L) =l

plyne z pozadavku na regularitu ® podminka w(t) # 0.

Protoze

Zakladni funkéni identita je y(z) = w(z)u(z) + a(z), odkud pro derivaci dostaneme
Y (z) = W' (2)u(z) + w(x)u/(z) + o/ (x). Z téchto vztahu dosadime do puvodni rovnice
(2.30) a ziskdme vztahy
LHS. = W'(tu(t)+w(t)u'(t) + o/ (1),
RH.S. = ao(t) + ar(t)w(t)u(t) + a1 (t)a(t) + az(t)w? (t)u(t) +
+2a(t)a(t)w(t)u(t) + as(t)a?(t).

Po ziejmych upravach pak dostaneme

A = wzt) ([ao(t) + ar ()alt) + ax(t)a®(t) — o/ (1)] +

+[a1(t)w(t) + 2a2(t)e(t)w(t) — o' (¢)]u(t) +
+a2(t)w2(t)u2(t)) .

Pii pfevodu do kanonického tvaru jsme podle definice pozadovali splnéni nédsledujicich
dvou podminek
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

Odtud pro neznamé funkce w(t) a a(t) plynou vztahy

L1
as(t)’

1 ai(t) < 1 )’ ]
at) = = |—224(—) |.
- A o
Véta 2.45 (Resenf Riccatiho rovnice pii znalosti jednoho feseni). Nechf y1 = yi(z) je fesend

(2.30) na (a,b). Pak ostatni teseni lze najit integraci (feSenim) linedrni rovnice s pravou
stranou.

Diikaz. Necht funkce y; = yi(z) fes{ rovnici (2.30) na (a,b). Hleddme né&jaké jiné feSenf
y # y1. Provedeme substituci z =t au = 1/(y — 1), tj.

*()= ()

Opét nas zajima regularita této transformace. Proto sestavime matici derivace ®

. 1 0
o' ( ) = ( y1(2) 1 ) ~
y G—n@)? G-n@)?

1
Odtud ziejme det @’ (‘;) = ———— # 0 a tedy transformace @ je regularni.

(v — y1(2))

Zakladni funkéni identita je
y(@) = (@) + —
a jeji derivaci podle proménné x dostaneme

V(@) = 1h(x) = (o)

u
Dosadime-li z obou uvedenych vztahu za y a ¢y’ v rovnici (2.30), dostaneme

o) = gile) = anfe) + o) (yl(:v) ; 1) + as(a) <y§<x> L@ 1) |

u(z) u(z)  u(z)
Pri dalsich dpravéch posledni rovnosti si uvédomime, ze podle predpokladu plati yj(x) =
ao(z) + a1(z)y1(z) + az(z)yi(z). Rovnéz také vime, ze u(xr) # 0 a lze tedy celou rovnost
vynésobit vyrazem —u?(x), ¢imz ziskdme

u(z) = —a1(z)u(r) — 2az(x)y1(z)u(r) — az(x).
Odtud, po drobnych upravach a zdméné ¢t = x, vyplyva rovnost
alt) + [ (8) + 2a2()y (8)] u(t) = ~az(t)

Tato rovnice je linearni diferencidlni s pravou stranou a lze ji fesit obvyklym postupem. Tim
je ovSem véta dokazana. O
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

PRIKLAD 2.46. Resme diferencialn{ rovnici
y =2z + 23y — xy?

Jednd se ziejmé o Riccatiho rovnici pro ag(r) = 2z, ai(z) = 23 a az(r) = —z. Mizeme
si také véimnout, ze funkce yi(z) = 22 fesf na R tuto rovnici. Potom lze postupovat podle
dukazu predchozi véty a reguldrni substituci t = z a v = 1/(y — y1(x)) prevést rovnici do
tvaru

0 — t3u = t,

coz je linedrni diferencidlni rovnice 1. fadu s pravou stranou. Tu uz umime snadno vyfesit.

u(t) = [/texp{—t:}dzH-a] exp{t:}, QR

Nyni sta¢i provést zpétnou substituci, ¢imz dostaneme

or=sts L fron “Van o] e {2,

2

Jejim feSenim je

kde a € R. Nalezli jsme tedy jedno feseni y1(z) = x* a vSechna ostatni feSeni jsme dostali ve

tvaru y(z).

Véta 2.47 (Pievod na LDR 2. fadu). Necht ag = ao(z), a1 = a1(x), az = az(x) a ay(z) jsou
spojité na (a,b) a az(z) # 0.

(I) Necht y = y(x) resi (2.30). Pak funkce

) = exp {~ [[an(oluto)as

as(t)ii — [ag(t) + al(t)ag(t)} i+ ap(t)ad(t)u = 0 (2.31)

7esi rovnict

na intervalu (o, B) C (a,b).
(II) Necht naopak u = u(t) resi (2.31) na (v,6) C (a,b), u(t) # 0 Vt € (v,0). Pak funkce

_ . u(=)
)

az(x)u(z)
7esi puvodni rovnici (2.30) na intervalu (7, 9).

Dikaz.

(I) Necht y = y(z) fesf (2.30). Provedeme funkciondln{ substituci ve tvaru

B

u(t) = exp {— [aste@ras
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

Uvedeny vztah zaroven predstavuje funkéni identitu. Abychom mohli dosadit do rovnice
(2.30), musime si z funkéni identity vyjadrit y a y'. Ziejmé tedy

b
r=t

u(t) = [—ag(t)y(t)} exp {—/ag(aj)y(:n)dx

a protoze as(t) # 0 lze psat

Pro 3/ dostaneme

ii(t)as (t)u(t) — i(t)ag(t)u(t) — (i) as(t)
(az(tyu(t))”

Vzhledem k tomu, ze az(t) # 0 (podle pfedpokladu) a u(t) # 0 (u je exponenciela),

y'(t) =~

lze rovnici (2.30) po dosazeni za y a y' ndsobit vyrazem (ag(t)u(t))Q. Po snadnych
upravach pak dostavame vyslednou rovnost

as(t)u(t) — [a'g(t) + a1 (t)ag(t) |u(t) + ao(t)a3(t)u(t) = 0.
Funkce u = u(t) tedy fesf rovnici (2.31), coz jsme chtéli dokézat.
Necht naopak u = u(t) fesf rovnici (2.31) na (v, ) C (a,b), u(t) # 0Vt € (v,d). Funkce

u Tesi diferencidlni rovnici 2. fadu a je tudiz dvakrat diferencovatelna. Polozme

uo) = @)

a podle postupu v ptredchozi ¢asti dukazu zpétné snadno ovéiime, ze y = y(x) Fesi
rovnici (2.30) na (v, 9). O

PozZNAMKA 2.48. Specidlni tvar Riccatiho rovnice je

Y + ay?® = ba®, kde a,b # 0, o € R. (2.32)

Pro nésledujici volby parametru umime rovnici (2.32) fesit analyticky:

1.
2.

Necht a = 0. Potom je rovnice (2.32) separovatelna.

Necht o = —2. Potom mé rovnice (2.32) tvar
b
Yy +ay? = .
x

Provedeme substituci ® : (¢t,u) — (z,y), takovou, ze z = t a y = 1/u. Ovéiime jeji
regularitu
(N (10
¢ <u> B (0 —1/u?)"
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

t 1 . "
Potom det @’ (u> = —— # 0, a tedy transformace je reguldrnf.
u

Zakladni funkéni identita ma tvar

odkud

Dosadime do rovnice (2.32) za y a 3 a po ziejmych dpravach dostdvame

u(t)
2

W(t) —a+b 0.
Tato rovnice je ve tvaru (2.9), kde P(t,u) = —a+bu?/t?> a Q(t,u) = 1. Snadno ovéifme,
ze se jednd o rovnici homogenni stupné 0.

. Pro nékteré dalsi hodnoty parametru « (které uré¢ime pozdéji), lze s vyhodou zavést
substituci tvaru
y=wu+ 6,

kde w = w(t) a § = §(¢) jsou zatim neznamé funkce. Uz vime, ze tato substituce prevadi
Riccatiho rovnici v jinou Riccatiho rovnici (viz poznamka 2.43). Budeme pozadovat, aby
tato nova Riccatiho rovnice byla opét ve specidlnim tvaru (2.32). Regularitu navrhované
substituce jsme jiz ovérili (poznamka 2.43). V tomto specidlnim piipadé vede pozadavek
na regularitu k podmince w(t) # 0.

Zakladni funkéni vztah mame ve tvaru

a pro derivaci ¢’ plati '
Y (t) = w(t)u(t) + w(t)u(t) + o(t).

Po dosazeni a tpravé puvodni rovnice (2.32) dostdvame
wit 4 (@ + 2awd)u + aw’u® = bt* — § — ad®. (2.33)
Maé-li byt uvedend rovnice opét ve tvaru (2.32), musi byt zfejmeé splnény podminky

w+2awé = 0,
§+ad® =

Tyto podminky pfedstavuji soustavu diferencidlnich rovnic a funkce w a § musi byt
jejim feSenim. Druhd rovnice je separovatelnd a snadno ovéfime, Ze jejim feSenim je
napt. funkce §(t) = 1/at. Dosadime-li nalezenou funkci 6 do prvni rovnice, prevedeme
ji tfm rovnéz na rovnici separovatelnou a opét snadno ovéifme, ze funkce w(t) = 1/t2
této rovnici vyhovuje.

Nyni jsme urcili piivodné neznamé funkce w a § a nase substituce ma tedy tvar

1 1
*2U+*

Y=
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

Pokra¢ujeme v upravéach rovnice (2.33), kterou po dosazeni za w(t) a d(t) a vynasobeni
nenulovym vyrazem t? pievedeme do tvaru

- a9 2
Ut Ut = bt (2.34)

coz je sice Riccatiho rovnice, ale stdle neni v pozadovaném specialnim tvaru. Provedeme
proto dalsi substituci @ : (t,u) — (s,w) definovanou vztahem

a+3
*(1) = ()
u 1/u
Obvyklym zpusobem vySetiime regularitu transformace ®. Tak zjistime, Ze transformace
® je reguldrni pravé tehdy, kdyz (a+3)t*2 /u? # 0. Ziejmé tedy musf platit, ze o # —3,
t # 0 (splnéni této podminky jiz ale mame zajisténo) a u # 0.

Zakladni funkéni identita je
1

u(t)

w (ta+3)

a jeji derivaci podle proménné ¢ ziskame

w' (t73) (a + 3)tT2 = —UQ—(t)u(t).

Z poslednich dvou vztahu vyjadiime u(t) a @(t) a dosadime do rovnice (2.34), ¢imz
ziskdme

L 2 a1 +2
—ﬁw (Oé+ B)ta + ﬁﬁ = bt® s

odkud po snadnych tpravach ziskdme

b a
/ 2 —a—4
= t .
a3 T ar3
V posledni rovnici jesté prejdeme od t k s
LU (2.35)
w’ = s at3, .
a4+ 3 a+3

Posledni rovnice jiz je v pozadovaném specidlnim tvaru (2.32). Muzeme si vSimnout,
ze pri transformaci proménnych se nam rovnéz transformovaly koeficienty a a b, ale
predevsim exponent z @ na a1 = —(a +4)/(a + 3).

Muze se stat, ze exponent a; je roven 0 nebo —2. Potom rovnici (2.35) umime fesit.
Pokud nenastane ani jeden z téchto piipadt, muzeme zopakovat predchozi postup, po-
moci néhoz dostaneme dalsi exponent as. S timto novym exponentem muzeme provést
celou uvahu znovu. Cilem je odvodit piipustné hodnoty pro parametr « tak, aby po k
krocich platilo, ze ay, = 0 nebo ay, = —2. V téchto piipadech totiz umime rovnici (2.32)
po kone¢ném poctu substituci prevést do tvaru, v némz ji umime vyfesit. Za tim tcelem
nejdiive spoctéme
2a+6—-—a—4 a+2

a+3 S a+3

o1+ 2=
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

7 této rovnosti ovSem vyplyva, ze pozadavek ay = —2 je splnén pravé tehdy, kdyz
a = —2. Uvahu Ize zfejmé zobecnit i na ay. V dal$im se proto omezime na pozadavek
ap = 0. Z piedchozi rovnosti plyne

1 1
otd 1
a—+2

al+2 a+2

Snadno si rozmyslime, Zze po k krocich dojdeme ke vztahu

Lo ey
ap+2 ar_1+2 a+2

Abychom odvodili podminku na « polozme a; = 0. Potom

L — kj—f— L
0+2 a+2’
odkud n

Véta 2.49. Pro hodnoty o € {4k/(1 — 2k) | k € N} lze rovnici (2.32) transformovat na rov-
nici separovatelnou pomoci opakovaného pouziti téchto dvou substituci:

1 1
Yy = t—Qu + prt r=t
a ndsledné . ot
(o) =+ ()= (7)
u
Dukaz. Viz pfedchozi poznamka. O

PozNAMKA 2.50. Ve skutecénosti lze fesi pro vSechna « € {—4k/(1+ 2k) | k € Z}. (Vzniklo
zaménou k na —k v predchozi vété.) Pro k zadporna provedu substituce podle pfedchozi véty,
pro k kladnd substituce inverzni. Pro ostatni « je dokdzéno, ze rovnice (2.32) nem4 FeSeni v
elementarnich funkcich.

2.9 Diferencialni rovnice ve tvaru = = f(y') a y = g(v')
PozNAMKA 2.51. Resime-li obecnou diferencidlni rovnici 1. fddu
F(x7 y’ y/) = 07

obvykle se snazime ji ,,rozfesit“ vzhledem k 3. To ale neni vzZdy mozné. V nékterych piipadech
se ukazuje vyhodné vyftesit tuto rovnici vzhledem k = nebo k y. Ve zvlastnich piipadech se
nam pak muze podafit prevést tuto rovnici do tvaru

z=f) (2.36)

nebo
y=9(y). (2.37)
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

PozNAMKA 2.52 (Formalni postup, rovnice (2.36)). Reseni budeme hledat v parametrickém
tvaru. Za tim tcelem zavedeme parametr ¢ tak, ze t = y' odkud

x = f(t)
coz predstavuje parametrickou rovnici pro . Nyni odvodime, jak by mélo vypadat paramet-
rické vyjadreni y. Vyjdeme z rovnice t = ¢/, z niz plyne

T

y(z) = y(zo) + / tdz,

zo

kde predpoklddame, ze t = t(z). Polozime-li yo = y(zo) a xg = f(to) a prejdeme-li v integrélu
od proménné x k proménné ¢ dostaneme

t

yalt) =w+ [ 7(r)ar.
to
Tato rovnice spolu s rovnici x(t) = f(t) predstavuje hledané feseni rovnice (2.36) v paramet-
rickém tvaru.

V dalsim textu budeme pro jednoduchost misto y(x(t)) psat jednoduse y(t). Na zaver jesté
dodejme, ze aby uvedeny postup byl korektni, je tfeba zajistit splnéni jistych predpokladi.
Predevsim je tfeba zajistit proveditelnost substituce v integralu a déle je tfeba zjistit existenci
inverzni funkce k funkci f. Néasledujici véta ndm zajisti splnéni postacujicich predpokladu, za
kterych je uvedeny postup spravny.

Veéta 2.53. Necht f md na intervalu (t1,t2) spojitou derivaci, kterd zde neméni znamend.
Necht a = inf{f(t) | t € (t1,t2)} a b=sup{f(t) | t € (t1,t2)}. Pak kaZdgm bodem [z, yo] €
(a,b) x R prochdzi prdvé jedna integrdlni krivka y = y(x) diferencidlni rovnice

= f(y) (2.36)

jejiz tecna v bodé [xo,yo] md smérnici v intervalu (t1,t2), a kterd je tedenim rovnice (2.36)
na intervalu (a,b). Parametrické rovnice této krivky jsou

o) = f(),
y(t) = v+ / rf/(r)dr,

kde tg € (tl,tg) takové, Ze xg = f(to).

Dikaz. 7 predpokladu plyne, ze funkce f je na (¢1,t2) spojitd a ryze monoténni a existuje
k nf tedy inverzni funkce h : (a,b) = (t1,ts). Funkce h je na (a,b) také ryze monoténni,
spojitd a mé zde spojitou derivaci. Potom rovnici (2.36) lze roziesit vzhledem k 3 a plati

y = h(x). (2.38)
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

Rovnice (2.38) je rovnice se separovanymi proménnymi a podle véty 2.10 prochazi kazdym
bodem [z¢, yo] € (a,b) x R pravé jedna integralni kiivka
X
) =mn+ [ B (239
o
Funkce y(z) je feSenim rovnice (2.38) na celém (a,b). Pfitom rovnice (2.36) a (2.38) jsou
ekvivalentni, protoze pokud pro néjakou funkci p(z) plati = = f(¢'(x)), pak plati i ¢'(z) =
h(z) a naopak. Kazdym bodem pésu (a,b) x R tedy prochdzi pravé jedna integralni kiivka,
ktera je feSenim rovnice (2.36) na (a,b).

Hleddme parametrické vyjadreni feseni y(z). Zavedeme do integralu v rovnici (2.39) sub-
stituci & = f(t). Z vlastnosti funkce f plyne, ze pro kazdé = € (a,b) existuje pravé jedno
t € (t1,t2) tak, ze f(t) = z. Specidlné tedy i f(t9) = xo. Potom

t ¢
y=w+ [N D=+ [ ()ar
to to
Z posledni rovnice a z rovnice { = f(t) dostavame hledané parametrické vyjadieni feseni y(x)
rovnice (2.36) na (a,b) ve tvaru

() = f(),
y(t) = m+/#fwmn

to

kde t € (tl,tg). ]

PozNAMKA 2.54 (Formalni postup, rovnice (2.37)). ReSenf budeme opét hledat v paramet-
rickém tvaru. Podobné jako v pfedchozim piikladé nejdiiv naznac¢ime princip odvozeni tohoto
parametrického vztahu, pricemz se nebudeme zabyvat predpoklady, za kterych naSe odvozeni
plati. Posléze zformulujeme a dokazeme vétu, kterd nas postup ospravedlni.

Polozme ¢t = y'. Potom rovnici (2.37) mdme ve tvaru y = g(t). Protoze y' = dy/dz = t, pak
za urcitych predpokladi lze také psét dz/dy = 1/t, odkud

Yy
1
T =2 —i—/dy.
) ty)

Yo

Polozme 1y = g(to) a v integrdlu provedme substituci y = g(¢). Potom

t
1
x =m0+ / —g'(7)dr.
T
to

Hledany parametricky popis feSeni tedy je

t
1
o) = a+ [ 1g(ryrn,
to

y(t) = g(@).
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

Veéta 2.55. Necht g md na intervalu (t1,t3) spojitou derivaci, kterd zde neméni znamend.
Necht 0 & (t1,t2). Polozme o = inf{g(t) | t € (t1,t2)} a f =sup{g(t) | t € (t1,t2)}. Potom
kazdym bodem [xo,yo] € R X (o, B) prochdzi pravé jedna integrdlni krivka diferencidlni rovnice

y=9"), (2.37)

jejiz smérnice teény v [xo,yo] leZi v intervalu (t1,t2), a kterd je Tesenim rovnice (2.37) na
intervalu (a,b), kde

t
/
a = inf /g(T dr,

te (t1,t2) T
to

t
/
b = xg+ sup /g(T

te( tl,tz)to T
Yo = g(to)-
Parametrické rovnice této krivky jsou
¢ /
o(t) = xo—i-/g(T)dT

-
to

y(t) = g(t)

Dikaz. 7 predpokladu plyne, ze funkce g je ostfe monoténni a spojitd na (t1,ts), pricemz
g(t1,t2) = (a, ). Proto zde existuje i inverzni funkce h k funkci g, kterd je rovnéz ostie
monoténni a spojitéd takova, ze h(a, 5) = (t1, t2). Funkce h ma na (o, 8) také spojitou derivaci.
Rovnici (2.37) lze pfepsat do tvaru

y' = h(y), (2.40)

coz je separovatelnd rovnice. Protoze 0 ¢ (t1,t2), pak h(y) # 0 na («, ) a tato rovnice je
ekvivalentni s rovnici

Potom kazdym bodem mnoziny R X («a, ) prochédzi préavé jedna integralni kiivka rovnice
(2.40). Resenim rovnice (2.40) je pak kazda diferencovatelnd funkce implicitné zadana rovnici

1
x—i—c:/dy, kde c € R.
h(y)

Bodem [zg,y0] € R X (o, §) prochdzi ziejmé integralni kiivka urcend rovnici

/ dv
T — T :/h(v) (2.41)

Yo

Vzhledem k tomu, ze g a h jsou inverzni funkce, jsou rovnice (2.37) a (2.40) ekvivalentni. Bo-
dem [z, yo] prochdzi tedy také pravé jedna integralni kiivka rovnice (2.37), kterd je implicitné
zaddna rovnici (2.41).
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2 Reseni specidlnich typu rovnic

V integralu v rovnici (2.41) zavedeme substituci v = g(), ¢imz dostaneme

t

=z 1 "(1)dr = = tgl(T) T
= st [ e 0= w0+ [ £

to to

kde to € (t1,t2) takové, ze yo = g(to). Parametrické rovnice integrélni kiivky (2.41) jsou tedy

Tato kiivka je integralni kiivkou rovnice (2.37) na intervalu (a,b), kde

t
/ /
a=mx9+ inf g(T)dT a b=xz9+ sup /9(7—)
te(tl,t2)t T te(titz) » T
0 0

PRIKLAD 2.56. Resme rovnici
W) +y —z=0.

Rovnici 1ze zfejmé piepsat do tvaru
=)+,
a je tedy tvaru (2.36). Provedeme substituci 3’ = ¢, odkud

r=f(t) =141t

dr. O

Funkce f je zfejmé ostie rostouci na R a mé zde spojitou derivaci. Tim médme splnény
predpoklady véty 2.53 (a = —oo0 a b = 4+00), a parametrické rovnice feseni jsou tedy

x(t) = 24t
t

y(t) = wyo+ /7’(37’2 + 1)dr =

to
1 2 3 4 1 2 3 4
= — =ty — =t —t —t kde t € R.
Yo 5 0 40+2 +4 s et c
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3 Teoretické vlastnosti fedeni diferencialnich
rovnic

3.1 Diferencialni rovnice tvaru y' = f(x,y)

3.1.1 Existence feSeni

Definice 3.1. Necht I C R je omezeny interval a .# je mnozina funkci definovanych na I.
Potom tikdme, ze funkce z .# jsou stejné omezené pravé tehdy, kdyz

(EIK > o) (Vf = ///) (\m e I) (|f(x)| < K)
Rikéme, ze funkce z .# jsou stejné spojité pravée tehdy, kdyz
(Va > o) (35 > 0) <Vf € ///) (vxl,@ e 1) (|x1 —aa] < 8= | f(z1) — flx2)] < e).

PozNAMKA 3.2. Bolzanova!-Weierstrassova® véta (viz napi. [0, Véta 3.6]) ndm zarucuje, Ze
mame-li posloupnost definovanou na kompaktnim intervalu [a, b], 1ze z ni vybrat konvergentni
podposloupnost. Nasledujici véta ndm poskytuje analogické tvrzeni pro funkce.

Véta 3.3 (Arzelaova® Ascoliova®). Necht .# je mnozina funkci definovanych na omezeném
intervalu I C R, které jsou na I stejné omezené a stejné spojité. Pak z kaZdé posloupnosti
funket {gn}n>1 v A lze vybrat podposloupnost {gn }n'>1, kterd je na I stejnomérné konver-
gentni.

Dikaz. Oznaéme napi. I = (a,b). O intervalu I vime, Ze je ¢asti R a je omezeny. Na intervalu
I zkonstruujeme hustou mnozinu bodu (tj. mnozinu, jejiz uzavér je roven celému intervalu
I). Tuto mnozinu navic zkonstruujeme tak, aby byla spocetna.

V prvnim kroku rozdélime interval I = (a,b) na dvé poloviny. Délici bod ozna¢ime z; a
ziejmé plati
b—a

5
Ve druhém kroku rozdélime dvé poloviny intervalu I opét na dvé poloviny. Tim dostaneme
délici body 9 a x3, pro které plati

T =a-+

+1b—a a +1b—a
T = a — X = X — .
2 2 2 3 199

!Bernhard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848), némecky hovoiici ¢esky matematik, filozof
a katolicky knéz.

?Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), némecky matematik.

3Cesare Arzela (1847-1912), italsky matematik.

“Guilio Ascoli (1843-1896), italsky matematik.
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3 Teoretické vlastnosti reseni diferencidlnich rovnic

Ve tietim analogicky sestrojime body x4 az x7 definované néasledujicim zpusobem:

1b—a 1b—a
o= ety N 6T Mt

1b—a 1b—a
Trs = SUQ—I-Z 5 xr7 = SU3—|—Z 5

Déle postupujeme analogicky. Je zfejmé, ze takto konstruujeme posloupnost bodti z I. Tyto
body jsou rozmistény rovnomérné a neustale se pfiblizuji. Mnozina téchto bodu je tedy husta
v I. V kazdém kroku konstrukce jsou vzdalenosti mezi body stejné.

Necht {gn}n>1 je posloupnost funke{ z mnoziny .#. Potom:

1. Prox = x je ¢iselnd posloupnost {g, (1) }n>1 omezend na kompaktu a podle Bolzanovy—

s

Weierstrassovy véty existuje jeji konvergentni ¢iselnéd podposloupnost, kterou oznacime
{gy(ll)(xl)}nzl. Posloupnost {gg)}nzl je funkéni posloupnost vybrana z puvodni funkéni
posloupnosti {gn }n>1 a mé tedy i piislusné vlastnosti.

2. Pro x = x4 je ¢iselnd posloupnost { 97(11) (x2) }n>1 omezend a opét tedy existuje jeji konver-
gentni podposloupnost, kterou analogicky oznac¢ime {gn2) (x2)}n>1. Potom {gg) () }n>1
je funkéni posloupnost, ktera konverguje v bodé x1 a xs.

3. V procesu muzeme pokracovat matematickou indukci. Predpokladejme, ze {gfj‘“) (@) }n>1
je posloupnost funkei z .#, konvergujici v bodech = = x4, ..., z,. Potom v (k 4+ 1)-nim

kroku polozme x = x1. Pak ¢iselnd posloupnost {gy(Lk)(xk+1)}n21 je omezena. A opét
tedy existuje jeji konvergentni podposloupnost, kterou oznacime {g£k+1)(xk+1)}n21. Po-
tom analogicky {gflkﬂ)(:c)}nzl je funkéni posloupnost v ., kterd konverguje v bodech
T=T1yey Tpt]-

7 mnoziny vybranych posloupnosti vybereme jednu za pomoci diagondlniho schématu.
Uvazujeme tedy posloupnost {g,(Ln) () }n>1, pro kterou plati: je-li x = zy, k € N pevné, potom
¢iselnd posloupnost {g,(ln) (zk) }n>1 konverguje.

Stejnomérnou konvergenci takto sestrojené funkéni posloupnosti {gﬁln) () }n>1 ndm zaruci
nasledujici lemma. Tim bude dukaz ukoncen.

Lemma 3.4. Posloupnost {gé") () }n>1 je na I stejnomérné konvergentni.

Diikaz. K ditkazu pouzijeme Bolzanovo-Cauchyho® kritérium (viz napt. [6, Véta 3.11]), podle
néhoz zkoumana posloupnost konverguje na I stejnomérné pravé tehdy, kdyz

(Ve > o) (Eln() e N) (vn > no) (vp e N) (Vaz c I) (

Meéjme tedy zadéano libovolné ¢ > 0. Déle vyuzijeme vlastnosti posloupnosti {972”)}”21.
Predevsim vime, ze tato posloupnost je stejné spojitd, coz znamena, ze plati
<3
5):

gD (@) - o) ()] < 2).

(Vs > O) (EI(S > 0) (Vn € N) (V:v’,x” € I) (‘x' —a"| <b= g™ (z") — g (2"

® Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francouzsky matematik.
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3 Teoretické vlastnosti reseni diferencidlnich rovnic

Z konstrukce posloupnosti { gé")}nzl je pak ziejmé, ze existuje p € N takové, ze sousedni body
v mnoziné {z1,...,zp} jsou k sobé blize nez ¢ (o némz vime, ze existuje ze stejné spojitosti).

Posloupnost {ggn)}nzl v téchto bodech {1, ..., 25} konverguje, tzn. pro libovolné ¢ > 0 plati

<Eln0> (vn > no) <Vp e N) (w 1. ,p)(

Ziejmé plati, ze vezmeme-li libovolny bod x € I, pak tento bod urcité lezi v nékterém
z intervalku vyrobenych prostiednictvim bodu {z1,...,z5}. Tj. existuji jeho sousedni body
xp,xp € {x1, ..., x5} tak, ze x € [z, xp] a |z — xp| < 6.

7 trojihelnikové nerovnosti ziejmé plati

n n 9
gl (25) — 7(1)(%')‘ < 5)-

(n+p) (n)

gt (@) — g (93)‘ < I (1) — gl (371)’ + ‘gr(f” (z1) — g™ ()|

g () — g ()| +

A B C

/

Ze stejné spojitosti posloupnosti {gﬁn)}nzl plyne A, C < /3. Z konvergence {ggn)}nzl v bo-
dech {1, ..., 25} pak plyne B < £/3. Shrneme-li dosavadni vysledky, zjistime, Ze pro libovolné
e > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé n > ng, p € N a x € I plati

g (z) — g\ (z)] < e,

coz jsme chtéli dokazat.
Dikazem tohoto lemmatu je zakoncen i dukaz Arzelaovy—Ascoliovy véty.

PozNAMKA 3.5. Zabyvejme se existenci FeSeni pocateéni ilohy

y, = f(l'?y)) (31)
y(z0) = Yo,
kde f:T' = R, I' € R?, T je oblast, (zg) €T a f € C(I'). Dukaz existence feseni této lohy je
konstrukéni a postupuje se podle tivah Leonharda Eulera®. Pro ilustraci pouzijeme nésledujici
priklad.

PRIKLAD 3.6. Mé&jme sklenici s pivem, jehoZ péna postupné v case opaddva. Zajimal by nés
¢asovy prubéh rozpadu pivni pény. Piedpokladejme, Ze rozpad pivni pény se fidi diferencidlni
rovnici ve tvaru

y = —ay, (3.2)

kde a > 0 je konstanta rozpadu pény a y oznacuje vysSku pény. Déle pfedpokladejme, ze
pocétecni vyska pény v ¢ase t = 0 je y(0) = yp. Je zFejmé, ze Fesime tlohu typu (3.1).
Ozna¢me 7 > 0 ¢asovy krok feSeni. Derivaci aproximujeme diferenci

Jor) w2 YT = (k= 1)7)

T

Oznatme y(k7) = yg. Potom diferencialni rovnici (3.2) nahradime diferen¢ni rovnici ve tvaru

Yk~ Yk
T

= —QYg—-1,

SLeonhard Euler (1707-1783), svycarsky matematik a fyzik.
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3 Teoretické vlastnosti reseni diferencidlnich rovnic

Obrazek 3.1: Ke konstrukci Eulerovy lomené ¢ary.

kterou lze postupnymi tpravami prevést do tvaru

yr = (1 — a1)kyo.

Necht £ € R* je libovolny, ale pevné zvoleny, ¢asovy okamZik. Pak pro libovolné n € N lze
interval [0,%] rozdglit na kroky 7 = t/n. Potom lze psat

% n
m=-arrp=(1-a2)
Prejdeme-li v predchozi rovnosti k limité n — oo, dojdeme k presnému reSeni

y(t) = e “yp.

PozZNAMKA 3.7. Pokracujme déle v tivahdch o existenci feseni tlohy (3.1). Zkonstruujeme
tzv. Eulerovu lomenou ¢&aru (resp. funkci).

Piedpoklddejme, Ze mame oblast I', ddle necht bod (zg) € I'. Pak zfejmé existuje okoli U
bodu (zg) tak, ze je omezené a U C U C I'. Ziejmé plati nasledujici tvrzeni

fec@) = <3M > o) (v(i) € U) (\f(x,y)\ < M).

Potom volime b > aM tak, aby [z¢ — a,x0 + a] X [yo — b,yo + b] C U. Tak okolo bodu (28)
sestrojime obdélnik o délkach hran 2a a 2b, ktery cely lezi v U (viz obr. 3.1).

Daéle se zabyvejme intervalem [zg,xo+ a] (vSechny tdvahy, které ddle provedeme, bude
mozné analogicky provést i v intervalu [zg — a, x¢]). Interval [zg, 2o + a] rovnomérné rozdélime
na m podintervalt tvaru [z;_1, $j]j:17__.7m, kde x,, = g + a. Délka jednotlivych dil¢ich inter-
valu je ziejmé h = a/m. V jednotlivych dil¢ich intervalech pak za¢neme postupné konstruovat
Eulerovu lomenou funkei ¢, (x) (o této funkei lze také fici, ze je po ¢dstech linedrni). Defi-
nujme tedy

em(x) =yo + f(zo,y0)(x —x0)  pro @ € [z, x1].
Déle oznacme
y1 = om(z1) = yo + f(z0, yo)h.
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3 Teoretické vlastnosti reseni diferencidlnich rovnic
Tim jsme sestrojili bod (zi), ktery je vychodiskem pro dalsi krok konstrukce. Ve druhém
podintervalu postupujeme analogicky a klademe

om(z) =y1 + f(21,y1)(x — 21) pro r € [r1, 7] .

Pro krajni bod pak plati
Y2 = pm(z2) = y1 + f(z1,91)h

Takto postupujeme déle. Obecné tedy muzeme psat
om(®) = yj—1+ f(@j-1,y;-1) (@ —xj—1)  prox € [wj—1, 2], (3.3)

proj=1,...,makdey; =yj—1 + f(zj-1,yj-1)h.

O pravé zkonstruované funkei ¢,, je tieba ovérit, ze pro libovolné x € [xg, ¢ + a] spliuje
om(z) € [yo — b, yo + b]. Jinymi slovy, pozadujeme, aby funkce ¢,, protinala nas obdélnik
pouze na svislych hrandch. Tuto vlastnost nam zaruéi nasledujici lemma.

Lemma 3.8. Funkce @n,(x) md pro x € [xg,zo+ a] hodnoty z intervalu [yo — b,yo + b].
Pritom vyuZivame vztahu b > Ma.

Diikaz. Chceme dokdzat, ze pro libovolné = € [xg,xo + a] plati |om(z) — yo| < b. Jestlize
x € [z, zo + a], pak ziejmeé Tk € {1,...,m} tak, ze x € [xp_1, Tk
7 trojuhelnikové nerovnosti plyne nasledujici odhad

[om(@) = ol < lom () = om(@r-1)| + lom(Tr-1) = om(Tr-2)| + -
o lem(2) — em(@)] + lem (1) — em (o)l

kde jsme oznacili yo = @m(z0). Uvedomime-li si, ze pp,(2;) = y;, muzeme prostiednictvim
(3.3) jednotlivé absolutni hodnoty na pravé strané nerovnosti odhadnout nasledujicim zpusobem

lom(z) = om(ze-1)| < |f(@r-1, Yp—1)| |2 — zp—1],
lom(z;) — om(zi-1)| < |f(zj-1,9;-1)|h,
kde j =1,...,k — 1. Muzeme tedy psat
k—1
om(@) = ol < [f(@r—1,up )| [& = zpa| + Y |f(2j-1,95-1)[ b < M |z — 2] < Ma <b.
—— — —
<M i=1 <M
Tuto tvahu provadime postupné pro = € [xg, x1], poté pro x € [x1,232],...,2 € [Tm—1, Tm].
Tak je zajisténo, ze pro vSechna x € [z, z¢ + a] je [@m(x) — yo| < b, coz jsme chtéli dokazat.
[
PozNAMKA 3.9. Konstrukei funkef ¢, (x) pro m = 1,2, ... vznikd funkén{ posloupnost
{om () bm>1 (3.4)

na intervalu [z, xo + a]. Zabyvejme se déle vlastnostmi této posloupnosti.

Lemma 3.10. Funkéni posloupnost (3.4) je stejné omezend.
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3 Teoretické vlastnosti reseni diferencidlnich rovnic

Dukaz. 7 predchoziho lemmatu vime, ze plati |, () — yo| < b pro libovolné m. Odtud ziejmé

(¥m & N) (lem(@)| < luol +).

coz jsme chtéli dokazat. O
Lemma 3.11. Funkéni posloupnost (3.4) obsahuje stejné spojité funkce.

Dukaz. Podle definice stejné spojitosti chceme ukazat, ze plati
(VE > O) (Elé > 0) (Vm € N) (Vm,az/ € [z, z0 + a]) (‘x - x’| <= ’gom(x) — om(a')] < 8).

Protoze z,2' € [xg,x0 + al, zfejmé existuji indexy k,l € m tak, ze © € [vy_1,7%] a 2’ €
[_1, x;]. Bez jmy na obecnosti necht k < [. Potom tedy plati

|om(2) = om(@)] < lom(@) = om(@r)l + |om(zr) = Pm(@esy) + -
ot lem(i-2) = em(@i-1)| + [em(@i-1) — om(2)]

Odhadneme-li diléi absolutni hodnoty na pravé strané této nerovnosti pomoci vztahu (3.3),
dostaneme

lom(z) — om(ze)| = |f(@r—1,yp—1)| |z — 28],
lom(z1-1) — om(z)| = |flzict,y1)l 2" — 2],
lom(25) — em(zi—1)| = |f(xj—1,y5-1)|h,

kde j = k+1,...,1—1. Uvdzime-li, ze pro kazdé j € m plati |f(xj_1,yj—1)| < M, dostdvame
odhad

’gpm(x) — om(@)| < M (|2 — x| + |z) — Tpga |+ + |:c/ —xl_ll) = M‘x—x/}.

Potom tedy pro libovolné £ > 0 polozime § = ¢/M a pak pro kazdé m € N a pro kazdé
z, & € [xo,z0 + a] plati |z — 2’| < § = |om () — pm(2')| < e. Tim je dukaz ukoncen. O

POzZNAMKA 3.12. Sestrojili jsme funkéni posloupnost {¢, }m>1, 0 niz jsme zjistili, ze obsahuje
funkce stejné omezené a stejné spojité na intervalu [zg,zo + a|. Podle véty 3.3 lze z této
posloupnosti vybrat stejnomérné konvergentni podposloupnost na [zg, zo + a]. ZFejmé tedy

(Hy(fﬂ) na [xg, o + a]) (som/ m’gw y)

O funkci y je tfeba dokazat, ze fesi tlohu (3.1).

(1) Ztejme plati (Vm € N)(@m (o) = yo), odkud y(xg) = yo a funkce y tedy spliiuje pocatecni
podminku.

(2) O tom, ze funkce y vyhovuje i piislusné diferencidlni rovnici, nas presvédéi nasledujici
lemma.

Lemma 3.13. Plaif

<Vm € (950,3:0 + a)) <},f§ <y(1‘ +h}1 - y(m) . f(:c,y(a:))) _ 0>.
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3 Teoretické vlastnosti reseni diferencidlnich rovnic

Diikaz. Zvolime T € (zg,z0 + a) pevné a h € R tak, aby T + h € (z9,70 + a) a budeme
zkoumat chovéani vyrazu

|‘Pm/ (j + E) - P/ (j) - Ef(jv Pm/ (f))’ =A

pro vysokd m/. .

Protoze T, T + h € (xq, 70 + a), ziejmé existuji indexy k,I € m’ tak, ze T € [xp_1,71] a
Z+h € [z;_1, 7). Bez ijmy na obecnosti necht h > 0, tj. také k < [ a pro dostatecné vysoka m’
bude tato nerovnost ostra — k tomu staci” m’ > a/h (toho jesté pozdéji vyuzijeme). Zkoumany
vyraz pak lze prepsat a odhadnout nésledujicim zpusobem

I—

[\

A = ‘Som’(f) - Qam’(xk) + [Qom’(xj) - Pm’ (:CjJrl)] + O (ml—l) - Som’(f + E) +
=k
-2 B
g —T+ > [2je1 — 2] + T+ - 211) (@ o (E))’
=k
< |90m’ (E) - Pm/ (xk) + (J:k - j)f(fv Qom’(f)” +

1-2
+ ) Jem(@5) = o (1) + (@11 = 25) (@, o ()| +
j=k

+ ‘Spm’(xl—l) - Som’(f_‘_ E) + (f"i_ﬁ - xl—l)f(fv (Pm/(f))‘ :

Vyuzijeme-li definice funkce Eulerovy lomené funkce ¢, (3.3) dostaneme

om(T) — om(zk) = flTr-1,96-1)(F — 21),
em(@;) = em(jr1) = f(@5,95)(z; — i),
om(@i—1) —em(@ +h) = f(ui—1,y-1) (@1 — (T + 1)),
pro j = k,...,l — 2. V souladu se zavedenym znacenim plati x; — ;41 = —h. Pomoci pravé

ziskanych vztaht upravime odhad vyrazu A, ¢imz dostaneme

A < T =zl | f(@h—1,Yk—1) — [(Z, 00 (Z))| +
-2

—I—Zh |f($j,yj) - f(fv ‘pm/(f)” +

=k
+ o1 — @+ h)| 1f (@1, m-1) — F(Z, o (T))] -

Protoze f € C(T') je funkce f spojitd také na kompaktu [xg — a,zo + a] X [yo — b,yo +b] C T.
Funkce spojitd na kompaktu je na ném spojitd stejnomérné [0, Véta 4.19] a plati tedy

(¥e >0) (30> 0) (V(z.9), (@', ) € a0 — a0 + a] x [yo = b,0 +b])
€
(‘x —a:" < I A |y — y" <= ‘f(x,y) — f(x’,y’)‘ < 5)
Dale vime, ze funkce {¢,,} jsou stejné spojité na [zg, o + a] a plati tedy

(v6 > o) (30 = 6/M > 0) (vin N) (Ie =31 < & = [pm(@) - pm(@) < 5).

"Pozadujeme totiz h < h, kde h = a/m’, odkud m’ > a/h.

46



3 Teoretické vlastnosti reseni diferencidlnich rovnic

V predchozi poznamce jsme ukazali, ze funkéni podposloupnost {¢,,/} konverguje stejnomérné
k y(x) na [z, zo + a] a rovnéz tedy plati

lim ¢ (2) = y(2),

m/—o0

pro kazdé x € [xg, o + al.

Vezméme m’ > a/h (viz za¢atek dikazu, zajima nds m’ — +00). Déle zvolme pevné h tak,
aby h < min{4,8/M}. Potom ziejmé |Z +h — x;_1|, ..., |zr — T| < h a také |z; — T| < h pro
vSechna j € {k —1,...,1 — 1}. Potom tedy

=

|4pm’ (CC]) - Pm/ (j)| <
<

[f(x,95) = f(Z, onv (T))]

| ™

Pomoci provedenych odhadi muzeme dokonéit odhad vyrazu A, ¢imz dostaneme

-2 -
A<t [m—an+ Y bt o - @+R)] = he

, 2
=k

=h
Provedeme-li nyni v nerovnosti limitni pfechod m’ — oo obdrzime vztah
o . — . . he
Y@ +h) —y(@) - hf(@y(@)| < 5,

odkud ziejmé

_ T4+ h) —y(@
(vg > 0) <3h0 > 0) (\m < h0> OW i })l y(@) F(@y@)| < s>,
a tedy B
B) —
lim <y(“ ) vl _ f(x,y(x))> 0,
h—0 h
pro libovolné = € (xg, xg + a), coz jsme chtéli dokazat. O

PozZNAMKA 3.14. Podle pravé dokdzaného lemmatu a jemu piedchdzejici pozndmky je tedy
funkce y, ktera je limitni funkei podposloupnosti {¢,, }, fesenim tlohy (3.1).

Véta 3.15 (Peanova®, o existenci). Necht funkce f je spojitd na oblasti T C R?, (28) erl.

Pak ezistuje alespori jedno reSent rovnice y' = f(x,y) spliujici podminku y(xo) = yo.

Diikaz. Podle pfedchozi poznamky je hledanym feSenim funkce y, kterd je limitni funkei
podposloupnosti {p,,}. O

PozZNAMKA 3.16. Peanova véta ndm ddva k dispozici postacujici podminku existence
feSeni, nikoliv v8ak nutnou. Uvazme diferencidlni rovnici

y = sgny.

8Giuseppe Peano (1858-1932), italsky matematik.
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S

Obrézek 3.2: Integralni krivky rovnice 3’ = sgny.

Je ziejmé, ze funkce f(x,7y) = sgny neni spojitd na R?, proto na tuto rovnici nelze rovnou
pouzit Peanova véta. Snadno se viak presvédéime, ze kazdym bodem R? prochazi pravé jedna
integralni kiivka.

Pro y > 0 dostdavdame y' = 1 odkud pro hledané feseni ziskdme vztah y(z) = x + Cy pro
x > —C. Konstantu C dopoé¢itdme jednoznacné z pocateénich podminek. Podobné pro y < 0
je ziejmé y' = —1 a tedy hledané fesen{ m4 tvar y(z) = —z + Cs pro x < Cs. Konstantu Cy
opét jednozna¢né uréime z pocdtecnich podminek. Nakonec uvazme, ze funkce y(z) = 0 také
vyhovuje dané diferencidlni rovnici pro vSechna x € R. Integralni kiivky jsou zachyceny na
obr. 3.2.

3.1.2 Jednoznatnost feseni
PozZNAMKA 3.17. Peanova véta nezarucuje jednoznaénost feSeni. Uvazme rovnici
/ 3
Y =Vy

Podle Peanovy véty prochazi kazdym bodem R? alespon jedna integralni kiivka této rovnice.
Snadno se vSak presvédéime, ze funkce

y(z) = 0,
23
y(l‘) = ﬁa

fesi tuto diferencidlni rovnici pro vSechna x € R. Bodem (8) tedy prochézi alesponn dvé ruzné
integralni kiivky.

Véta 3.18 (Osgoodova’, o jednoznaénosti). Necht funkce f = f(z,y) md vlastnost

(7 () () e) (1) - 7ol < @ (e = D).

kde @ : [0,C] — R{ je funkce spojitd a kladnd na (0,C], ®(0) = 0 a ddle plati, ze

C
. du .
m —_— Y = Q.
e—=04 P (u)
€

William Fogg Osgood (1864-1943), americky matematik.
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o

yo) € I' prochdzi nejvyse jedna integrdalni krivka rovnice (3.1).

Potom kazdym bodem (

Diikaz. Dikaz se provede sporem. Necht funkce y; a 12 jsou dvé navzdjem ruznd feseni tlohy
(3.1). Ztejmeé tedy plati y1(zo) = y2(x0) = yo a zéroven existuje x; (bez ijmy na obecnosti
necht napi. xy > x¢) takové, ze y1(x1) # ya(x1).

Déle definujme z(z) = y1(z) — ya2(x). Ziejmé tedy z(zo) = 0. Bez Gjmy na obecnosti necht
z(z1) > 0. Funkce z je zfejmé spojitd, a proto IH,, tak, ze z(xz) > 0 pro Vo € H,,. Potom
podle predpokladi muzeme psat

7 (@) =i (@) — (@) = f(z,01(2)) — f2,92(2) < |f(2,31(2) — f(2,52(2))] < @(|2(2))),

kde jsme vyuzili odhadu, Ze zddné ¢islo nepievysi svoji absolutni hodnotu a predpokladu véty.
Protoze z(x) > 0 na Hy,, plati |z(z)| = z(z) na Hy,.
Je tedy potieba fesit diferencidlni nerovnici ve tvaru

2(x) < ®(2(x)) Vo € Hy,.

Nerovnici lze upravit na tvar
2 (x 2 (x)dx
7() <1l = /() <z —z.
x
Podle véty o integraci substituci ([0, Véta 6.19]) upravime integral v nerovnosti pomoci sub-

stituce u = z(x) na tvar
/ du <
] — .
u) =

Uvéazime-li, ze funkce z je spojitd, zfejmeé Jzo € [xg, 21) tak, ze z(z2) = 0. Bodu spliujicich
tento pozadavek muze byt v intervalu [zg,x1) vice. Urcité je tam alespon jeden, a to piimo
bod xg. Bod x5 vybereme tedy tak, aby platilo z(xz2) = 0 a zéroven z(x) > 0 pro xs < x < 1
(je tedy co nejblize bodu x1). Potom ptejdeme v nerovnosti k limité x — x5, odkud z(x) — 0

a dostaneme
z(z1)

. du
lim —— < x1 — X9,
e—04 @(U) N—_——
3 €R
| ——
“+o00
COZ je ovsem Spor. ]

PozNAMKA 3.19. Osgoodova véta neurcuje piesné funkci ®@. Pouze nam iika, jaké vlastnosti
mit musi. V praxi se funkce ® nejcastéji voli ve tvaru

O (u) = ku.
Dale se také muzeme setkat s volbami
®(u) = ku-|lnul,
®(u) = ku-|lnu|-|ln|lnull

a podobné.
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Definice 3.20. Necht funkce f = f(z,y) je definovd na oblasti I' ¢ R2. Pak iikdme, Ze
funkce f spliuje na I' Lipschitzovu'’ podminku s konstantou L > 0 vzhledem k y
pravé tehdy, kdyz

(2 (1) 1) (e im) = sl < L = 3el).

Rekneme, 7e funkce f spliiuje na I' lokélné Lipschitzovu podminku s konstantou
L vzhledem k y pravé tehdy, kdyz V(zg) € I existuje okoli H bodu (zg) tak, ze f spliuje
na H Lipschitzovu podminku s konstantou L vzhledem k y.

PozNAMKA 3.21. O funkci f, kterd na I spliiuje (resp. lokdlné spliiuje) Lipschitzovu podminku
s konstatnou L vzhledem k y také fikdame, ze je lipschitzovska (resp. lokdlné lipschit-
zovskd) na I" vzhledem k .

Véta 3.22. Necht je f: T — R, kde T je oblast v R? a ddle necht 0,f € C(T'). Potom f je
lokalné lipschitzovska na I' vzhledem k y.

Diikaz. Zvolme libovolny bod (‘Zg) € I'. Protoze podle predpokladu je funkce d,f € C(I'),

existuje konstanta L > 0 a okoli H bodu (28) takové, ze V(z) € H plati, ze |0y f(z,y)| < L.

(L existuje podle véty o omezenosti spojité funkce na kompaktu H, bod (
vnitiku H.) Okoli H lze zfejmé zvolit konvexni.

Pro pevné x se muzeme na funkci f(z,y) divat jako na funkeci jedné redlné proménné y a
na rozdil |f(z,y1) — f(x,y2)| aplikovat vétu o pfirustku funkce (viz [0, Véta 5.10]). Potom
pro libovolné (;1), (;2 ) € H plati

|f(@,y1) — flz,y2)| = |0y f (@, )| lyr — y2| < Ly — 2,

zo

yo) musi byt z

coz jsme chtéli dokazat. O

Véta 3.23. Necht funkce f je spojitd na T' a lokdIné lipschitzovskd vzhledem k y na T'. Potom
kaZdym bodem (x ) € I' prochdzi prdvé jedna integrdlni krivka dlohy (3.1).

0
Yo

Dukaz. Véta je dusledkem véty 3.15 a 3.18. O

3.1.3 Prodlouzitelné a neprodlouzitelné ¥eseni

PozZNAMKA 3.24. Podle dukazu Peanovy véty 3.15 jsme k bodu (’;8) € I sestrojili obdélnik
tak, ze funkce y(z) definovand na intervalu [z — a,zo + a| spliovala Vo € (xg — a,z9 + a)
rovnici y'(z) = f(x,y(z)) a zdroven y(xg) = yo. Peanova véta ndm tedy zarucuje existenci
feseni ulohy (3.1) lokdlné, na jistém okoli (viz obr. 3.3).

Ozna¢me

r1 = xo+ta,

y1 = ylwo+a).

19 Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), némecky matematik.
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X X, X X

Obrazek 3.3: Peanova véta zarucuje existenci feseni lokalné, ke konstrukei prodlouzeni feseni.

Ziejmé plati (zi) € I' a lze tedy fesit tlohu s novou pocateéni podminkou (diky tomu, ze
nalezené feseni bylo definované na uzavieném intervalu)
y = flzy),

y(r1) = yi.

7 Peanovy véty vyplyva existence funkce y(M(z) definované na intervalu [z — a1, z1 4 a1],
kterd fesi uvedenou tlohu na otevieném intervalu (z7 — a1,z + a1). Puvodni funkei y(x)
definovanou na intervalu [xo — a,zo + a] 1ze zfejmé prodlouzit na interval [zo — a,z1 + a1]
tak, ze polozime
(2) = y(x) pro x € [xo — a,xo + aj
i yM(x) prox € (xo+a,x1 +a1]

Prodlouzena funkce y potom fesi ptuvodni dlohu na prodlouzeném intervalu (xg — a, x1 + ay).
Timto postupem lze pokracovat v prodluzovéni feseni dlohy (3.1) déle. V k-tém kroku
prodluzovani polozime

T = Tg—1+ ap—1,
e = y*F Y (z ) +ar).

Plati (3”:) € T a z Peanovy véty existuje y¥)(z) definované na intervalu [zj, — ay, z + ax).
Puvodni feseni tedy muzeme prodlouzit o interval [xg,z + ax] a Vo € (g — a,z + ax) je
splnéna rovnice ¢/ (z) = f(x,y(x)).

Z provedenych uvah je zifejmé, Ze analogicky bychom mohli puvodni feSeni prodluzovat
doleva.

V dalsim textu se budeme zabyvat definici prodlouzitelného a neprodlouzitelného feSeni,

existenci neprodlouzitelného teseni a budeme zkoumat, kam az lze feSeni prodlouzit.

Definice 3.25. Nechf funkce ¢(x) je fesenfm tlohy (3.1) na [a, 8]. Rikdme, Ze feseni ¢ je
prodlouzitelné pravé tehdy, jestlize existuje funkce ¢ (z), definovana na [aq, £1] (takovém,
ze a1 < a, f1 > B a piitom ag < aV B1 > ), takova, ze ¢1][q,5 = ¢ a @1 Tesl dlohu (3.1).

Funkce ¢ se pak nazyva prodlouzenim funkce . Redeni tlohy (3.1) definované na («, 3),
pro které neexistuje prodlouzeni, se nazyva neprodlouzitelné.
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POZNAMKA 3.26. Reseni definované na uzavieném intervalu lze vzdy prodlouzit. Neprod-
louzitelné feseni je definovano pouze na otevienych intervalech.

Véta 3.27. Necht f € C(T'). Pak veseni ¢ = @(x) 4lohy (3.1) definované na («, 3) je ne-
prodlouzitelné pravé tehdy, kdyz plati alespori jedna z ndsledujicich podminek (pro neprod-
louzitelnost v daném sméru):

(1) B = +oo (ve sméru doprava), resp. o = —oo (ve sméru doleva),

(2) |e(x)| = 400 pro x — B_, resp. pro x — oy,

(3) Q(((p@)),ﬁf) — 0 pro x — P_, resp. pro x — a.

Dukaz. Véta je ekvivalenci a je tedy tieba dokazat obé implikace.

1. «: Predpokladejme postupné splnéni podminky (1), (2) a (3).

(1) Necht 8 = +o0o. Potom (a, 3) nelze prodlouzit za 3, a tedy ¢ je neprodlouzitelné
(doprava). Analogicky se ukaze neprodlouzitelnost doleva pro bod a.

(2) Pokud ¢ lze prodlouzit za 3, pak lze urcité vy¢islit ¢ v bodé x = 3, tzn. ¢ je FeSenim
(3.1). Potom 3 lirg o(x) € R, coz je spor s podminkou (2).
T—pP—

(3) Pokud lze ¢ prodlouzit za 8, pak lim ¢(x) € R. Potom také lim (¢ ,) € T.
z—B_ B (@)

Z podminky (3) pak plyne xliIB, (WE’;)) € OI'. Pak tedy $l_1>ré17 (¢(xx)) e 'NJr, coz je
spor s piedpokladem, ze I je oblast.

. =: Diikaz se provede sporem. Necht ¢ = ¢(z) je neprodlouzitelné fesen{ a zdroveii necht
neni splnéna zadnd z podminek (1), (2), (3), tj. plati =(1) A =(2) A =(3). Z lemmatu

3.29 pak Exl_%l (w@)) € R? a ze spojitosti funkce g((g),ar) (kde za argument funkce

povazujeme (z)) plyne, Ze

Jlim o [ F.),00) 2 d>0.
z=6- - \\@() D
Tento limitni bod tedy lezi uvniti I, tj. plati

B (J@) - (hmﬁf_ 90(9:)) <t

Ozna¢me lirél o(x) = p(B). Lze tedy Tesit pocatecni tlohu y' = f(z,y), y(8) = »(B8) a
z—

feseni ¢ prodlouzit za bod (3, coz je spor.

PozNAMKA 3.28. Vétu lze intuitivné pochopit tak, ze FeSeni nelze prodlouzit, pokud

(1) neni kam,

(2) neni co,
(3) neni kudy.
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y
_____________________ 0
p(x)
/ | ﬁ X
__________________ ——4dp

Obréazek 3.4: Ke konstrukci bodu P a Q.

Lemma 3.29. Necht plati predpoklady predchozi véty a navic necht plati —(1) A —(2) A —(3).
Potom existuje 111}31 o(x) € R.
z—

Diikaz. Pii dokazovani vyuzijeme nésledujici lemmas:

Lemma 3.30. Spojitd funkce na [a,b] nabyjva vsech hodnot mezi svym mazximem a minimem,
resp. mezi hodnotami f(x') a f(z") pro kazdé 2’2" € [a,b).

Dikaz. Viz napt. [0, Véta 4.23] O

Z predpokladu —(1) plyne 8 € R. Definujme

T = {{l"n}nzl ’ x, 22 B_}

mnozinu vSech posloupnosti, které konverguji k bodu § zleva. Dale ozna¢me
P = inf{liminfgo(:cn) ‘ {Zn}n>1 € 7r},
n—oo -

Q = sup{limsupgo(xn) ‘ {@n}In>1 € w},

n—o0

7 konstrukce je ziejmé, ze P < @ a jisté také plati: P < 400 a @ > —oo. Déale budeme
uvazovat piipad, kdy P, @ € R —situace by tedy mohla vypadat napt. jako na obr. 3.4. Pripad,
kdy alespon jedno z P nebo () neni kone¢né, si laskavy Ctenar jisté s radosti pridokaze sam.
Hledan4 limita zfejmé existuje prave, kdyz P = @ (a v tom piipadé je reélnd). Pii dokazovani
této rovnosti budeme postupovat sporem, tj. predpokladejme, ze P < ). Nejdiive vyslovime
pomocné tvrzeni.

Tvrzeni 3.31.

(‘v’y € [P, Q]) (y je hromadny bod hodnot p(x) pro z — B_).

Dukaz. Chceme ukazat, ze plati

(Vy € [P, Q]) <<§ ) je hromadny bod grafu funkce go).
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Obrazek 3.5: Ke konstrukei posloupnosti {z], }n>1 a {2 }n>1.

Body (g) a (g) tento pozadavek zfejmeé splnuji, coz okamzité vyplyva z definice P a @ (jako

limes superior a limes inferior). Pro body (5) takové, ze y € (P, Q) postupujume nasledujicim
zpusobem.
Vezméme 0 < ¢’ < 2min{|y — P|, |y — Q|}. Z definice bodu P pak plyne

(El{x;}ng € 7T) (hnrglor.}fgo(x;) e[pPP+ 8’)).

Podobné z definice bodu @ plyne
(El{x;i}nzl € 7r) (lim sup () € (Q -, Q])

n—oo

Z vlastnosti limes superior a limes inferior a posloupnosti {z]} a {z/'} plyne existence vy-
branych posloupnosti (vzhledem k tomu, ze puvodni posloupnosti uz nebudeme pottebovat,
oznac¢ime tyto vybrané posloupnosti stejné jako ty puvodni), pro néz plati

<E|n0) (Vn > n()) ((p(x;) € [P, P+ 2y A p(al) € (Q — 2€, Q])

Situace je zachycena na obr. 3.5.

Potom pro n > ng mdme z),,z! € (o, 3) a

/

p(xl) < P+2¢ <y,
o) > Q-2 >y.
Funkce ¢ je spojita a tedy pro kazdé ni,ng > ng nabyvé vsech hodnot mezi p(z;,,) a ().
Specialné tedy ¢ nabyva i hodnoty y. Potom tedy musi platit
(3 bez1 € 7) (o) = v).
Odtud ziejmé lim |2/, p(x!)] = (5
n—00 Y
dokazat. O

) a tedy (5 ) je hromadny bod grafu ¢, coz jsme chtéli
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Obrazek 3.6: Ke konstrukei obdélniku D C T'.

Ukézali jsme, ze vSechny body tsecky

M={<§> ’yE[P,Q]}

jsou hromadnymi body grafu ¢. Z piedpokladu —(3)'! plyne, ze graf funkce ¢ se neblizi
k hranici OI'. Situace je zachycena na obr. 3.6. Zfejmé kazdy bod usecky M lez bud v I’
anebo v JI', neni viak mozné, aby vSechny tyto body lezely v dI' (to by byl spor s —(3)).

Zvolme libovolné yo € (P,Q) tak, aby ( ﬁ) ) € I'. Okolo bodu (ﬁ) ) sestrojime obdélnik
(viz obr. 3.6)

D =[B—01,B] x [yo —e1,y0 + &1},
kde konstanty €1, 61 volime tak, aby D C I'. Ozna¢me déle

B:max{|f(x,y)| ’ @) eD}.

Potom

(3{502}@1, {zp}n>1 € ﬂ) (Vn € N) (90(932) =1yo —e1 A () = yo + 61).

Zvolme § > 0 tak, ze § < 01 A < €1/2B. Potom

(3710) (Vn > no) (x;,fﬂg € (B -0, 5))

a pritom plati
/

|o(an,) — ()| = 2e1.

g, <Q((w§z)),ar) b, 0).
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Protoze vsak ¢ je feSenim, musi zaroven platit

£
lp(zl) — (@] = P& |l —al| < BS < 2.
N—— —_—— 2
=[fEnpEn))l<B <6
Odtud |¢(x;,) — ()| = 261 < &, coz je spor.
Potom tedy P = Q a 11%1 o(z) € R. O
T—p_

PozNAMKA 3.32. Je-li I' C R? omezen4 oblast, potom
(1) a5 €R = (1),

(2) |p(z)| omezené = —(2).

Muze tedy nastat pouze podminka (3).

Véta 3.33. Necht T' C R? je oblast, f € C(I), (zg) € I'. Potom existuje alespori jedno
neprodlouzitelné resent ulohy (3.1).

Diikaz. Opakované vyuzijeme Peanovy véty a jeji konstrukce. Reseni budeme prodluzovat bez
ijmy na obecnosti doprava. Definujme

Bn={(5) €T ool <n vl <no((%) 00> 1.

Potom plati E,, C E, 1 a déle
(Vn € N) (@2) € En),
(Vn c N) (HMn > 0) (v (g) e En> (|f(x, y)| < Mn>.

V Ej lze pomoci Peanovy véty sestrojit feseni ¢ definované na intervalu [zg — @, zo + aJ.
Prodluzovanim tohoto feSeni stejnou konstrukef lze ziskat feseni ¢ na intervalu [xg, ag] tak,
ze (SO?SO)) ¢ FE; (kdyby to neslo, tj. kdyby neprodlouzitelné feseni ¢ bylo celé v Eq, pak by
bylo omezené a daleko od 9T, coz by byl spor s vétou 3.27).

Bod (¢€£O)) € I'. Necht n1 je nejmens{ index takovy, Ze (w?c?o)) € E,,. Vezmeme tento bod
za pocateéni podminku a (opakovanou) Peanovou konstrukei ¢ prodlouzime na [xg, a1] tak,
7e (eozlalﬂ) % En,.

Bod (‘p?all)) € I'. Necht ny je nejmensi index takovy, ze (

al

(p(al)) € E,,. Opakované prod-

louzime na [zg, az] tak, ze (90?;2)) ¢ En,.
Takto sestrojime posloupnosti {ny }x>1, {ax }x>1 rostouci, tj. 3 klim ar, € RU{+4o00} a pritom
- - —00

(v e ) ((wg;k)) ¢ T,)

a feSeni @ je prodlouzeno na interval |zg, lim aj|. Ozna¢me @ = lim ag.
k—00 k—o00
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Necht neplati ani jedna z podminek véty 3.27 (tj. plati =(1) A =(2) A =(3)). Potom, podle

lemmatu 3.29, existuje klg](r)lo ((psz)) a je rovna [a,¢(a)] € I' a tedy

(3e0 > 0) (B(l@. ¢(@], 00) C T).

Pak
(Hdo > 0) (3k0> (Vk > ko) (((p?;kﬂ e B([a, (@), 00) A 9([<<p(a;k)> ,or) > do).
Navic
@h)@k>h)@m>;:AhmM+QH!m¢wﬂ<m)
Pak ovsem

(Vk > max{ko, k1}> (<(P?;k)> c Enk>

coz je spor s predpokladem —(1) A—(2) A—(3). Z véty 3.27 pak plyne, Ze ¢ je neprodlouzitelné.
O]

3.1.4 Véta o hladkosti a o spojité zavislosti na datech

Véta 3.34 (o hladkosti, resp. o tzv. regularité). Necht f = f(x,y) md na T spojité derivace
vzhledem k x a y 7ddu p > 0. Pak tesent ulohy (3.1) md spojité derivace podle x Tddu p + 1.

Diikaz. Resfme tlohu

y/ = f(x,y),
y(zo) = wo,

kde f € C®P/(T), p > 0. Diikaz se provede netiplnou matematickou indukei podle k < p.
Zvolme k = 0. Potom z Peanovy véty 3.15 mame feseni ¢ = ¢(x) na [zg — a, xo + a], a plati
o' (z) = f(z,¢(x)) pro Y € (xg — a,x0 + a). Funkce ¢ je tedy spojitd (f je také spojitd),

a tedy f(z,p(z)) je také spojitd. Odtud ziejmé ¢’ je spojitd, coz znamend ¢ € V)
Predpokladejme, ze tvrzeni véty plati, pro 0 < k —1 < p a dokazme jej i pro k. Vime tedy,

ze p € CP A f e C®). Potom ziejmeé ¢ () = f(z, p(z)) € CH), a tedy ¢ € C*+1), O

PozNAMKA 3.35. Nésledovat by méla véta o spojité zavislosti na datech. P¥i jejim dokazovani
vSak narazime na nerovnost, s niz se jesté setkame i v dalsich ¢astech textu. Pfipravime si
pro ni proto zvlastni zpusob zpracovani — pomoci tzv. Gronwallova lemmatu.

Lemma 3.36 (Gronwallovo'?). Necht u : [z —a,z0 +a] — Ry je spojitd a necht Y €
[xo — a,xo + a] plati

m§a+/ﬁmaﬁ,

kde a, B > 0.

2Thomas Hakon Grénwall (1877-1932), §védsky matematik.
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Potom Vz € [z9,x0 + a] plati

u(z) < a+ /Bu(ﬁ)d{ < aeP@=20),

zq

Dikaz. Oznacéme

v(z) =a+ /[3u(§)d§.

Funkce v je zfejmé spojité diferencovatelnd a pro jeji derivaci plati
v'(z) = Bu(x) < Bu(x).

Dostali jsme diferencialni nerovnost, kterou po snadné upravé a po vyndsobeni kladnym
vyrazem e P#(@=%0) prevedeme na tvar

d
/ —pB(z—x0) _ —B(x—z0) _ —B(z—=0) <
v'(z)e pu(x)e =% (v(x)e ) <0.

Tuto nerovnost muzeme integrovat (v mezich z¢ az x). Z véty o nerovnostech v integrélech
([6, Véta 6.12]) plyne, Ze nerovnost mezi integrandy se po integraci zachova. Dostaneme tedy

v(z)e BE=20) _ 4 (z0) <0,

odkud

Potom tedy plati

¢imz je dukaz lemmatu ukoncen. O

PozNAMKA 3.37. Snadno si také rozmyslime, zZe lze vyslovit i ndsledujici tvrzeni.
Necht u : [zg — a, 20 + a] — R{ je spojitd a necht Vx € [z¢ — a, o + a] plati

u(z) <a+

)

jﬁU(f)df

kde a, 8 > 0.
Potom Vx € [xg — a,xo + a] plati

u(z) < oellE—ol,
Véta 3.38 (o spojité zavislosti na datech). Necht I' C R? je oblast, necht
F ={f:T >R | f je spojitd .| f(z.y)| < M na T |f(a,y) = S, 7)| < LIy~ 7 },

kde M,L > 0. Necht (mg) €T, y = y(x) resi ulohu (3.1) pro f € F a je definovino na
intervalu [zg — a, ¢ + al.
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X,— a X x+ta X

Obrazek 3.7: K diukazu véty o spojité zavislosti na datech.

Potom (\15 > 0) (35 > o) (Vfo e (20 — a,zo + a)) (vyo c R) (\17 e ﬁ) :
potud (170~ aul < 3) A (170~ ol <) A (v (7) € 1) () - S| <),

pak (Vm € (xo — a,xo + a)> (\y(x) —y(z)| < 5), kde y = y(z) 7est dlohu y = f(x,y),
y(@o) = Yo

Diikaz. Necht (‘Zg) € I'. Potom zfejmé existuje okoli U takové, Ze (”;8) ceUcU-CT.
V blizkosti bodu (Zg) zvolime bod (gg) tak, aby lezel v obdélniku sestrojeném béhem Eulerovy
konstrukce okolo bodu (;8) (viz obr. 3.7).

Potom pocatecni ulohy

y, = f(x,y) y/ = f(x,y)
y(zo) = o y(To) = Yo

maji jednozna¢né urcend feseni definovand na intervalu [xg — a,xo + al, kterd oznac¢ime po-
stupné y = y(z) a g = y(x). Tyto funkce tedy spliuji na intervalu (xg — a, 29 + a) rovnosti
"(x) = flz,7(x))

(To) = %o

y(zr) = f(z,y(x))
y(ro) = o

®
e
< &

Po integraci uvedenych rovnic s ptrihlédnutim k poc¢ateénim podminkam obdrzime rovnice

y(@) = w+ / F(6, y(€))de,

Hz) = To+ / F(e7(6))de.

Snadno si rozmyslime, Ze integraly na pravé strané uvedenych rovnic jsou vlastni Riemannovy.
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Jejich ode¢tenim dostaneme

y(@) —9(z) = yo—yo+/fsy ) — /f

- yo—yo+/[f<s u(©) - d£+/f

Zo

Vyraz y(x) — y(x) budeme chtit odhadnout. Proto si pfipravime odhady pro jednotlivé
vyrazy na pravé strané.

(a) Ziejme lze volit |yo — Jo| < 0, kde § > 0.

(b) Protoze f € .% a lze volit |zg — Tg| < d, plati odhad

/ (e 5(6)e| <

(c) Pfiodhadu prostifedniho ¢lenu vyuzijeme toho, ze pii konstrukei, podle predpokladu véty,
rovnou pozadujeme splnéni podminky

(v (;j) eT) ([F(@,y) - flw.y)| < 5).

S [F(6,9(€)) = T(€, 5(€)))de |- Protoze f € 7, plati

[ [Fen©)] | < 21 oo — .
— N——

<M <6

Oznacme A =

A < / F(Ey(©) - FE7(6)| de

/fﬁy (fy )| de| + /\f

<Lly(&

IN

kﬁ‘

(&,7(€))| d¢

|

IN

/|y &) 5(6)|de| + 8 |e — o]
~——

<a

Potom ziejmé plati nasledujici odhad

ly(@) — J(a)] < &+ M6 +as + L /ry<s>—y<s>rds |

Z0

Oznac¢ime-li u(z) = |y(x) — g(z)| (u je zfejmé spojitd a nezdpornd na [xg — a, o + a]), muzeme
vySe uvedenou nerovnost prepsat do tvaru
x

[uoe)

Zo

u(z) <1+ M+a)d+L
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Z Gronwallova lemmatu 3.36, resp. z poznamky 3.37, potom Vz € [z — a, ¢ + a| plati
ly(x) — ()| < (1+ M +a) § "7l < (14 M +a) § ™.
Potom pro libovolné € > 0 klademe

g
§ = —La
1+M—|—ae

a, volfme-li |Zo — zo| < 8, |7y — yo| < § a lib. f € .F takovou, ze ‘f(x,y) —?(x,y)‘ < 6, pak
Va € [xo — a, o + a] plati, Ze |y(x) — y(z)| < €, coz jsme chtéli dokdzat. O
3.2 Soustavy diferencialnich rovnic 1. ¥adu

Definice 3.39. Necht F' = (F!,... F"), kde F* : (R'*"*") = R, k € n. Potom soustava

dy! dy™
F! Loy, = =0
<x7y ) ’y ) d{L" ) d;[;
(3.5)
dy! dy™
Frla,y', ...y —2—,...,— ) =0
(xy Yol dz
pro nezndmou vektorovou funkci y = (y',...,y"), kde v* : (R) — R, k € 7 se nazyva

soustava diferencialnich rovnic 1. fadu.

PozNAMKA 3.40. Libovolny systém vysstho fadu (tim mdme na mysli, Ze na levé strané
soustavy (3.5) by vystupovaly netrivialné i derivace vyssich fadu), lze prevést na systém
1. fadu. Uvazme nasledujici soustavu diferencialnich rovnic fadu k € N

d 1 dym dk: 1 dk n
F! x,yl,...,y",i,...,i,...,—y,...,—y 0
dz dz dzk dzk
F 1 n dyl dyn dkyl dky" 0
Tyl e Y ey, ——— | =
Y Yo e dx dxk dxk
Do této soustavy zavedeme substituci ve tvaru
1 _ dlyj
KA
pro véechna j € n a pro vsechna [ = 0,1,...,k — 1. Uvedend soustava pak pirejde do tvaru
dzF1 dzk1
k— _
Fl (m,z?,...,zg,z%,...,z}b,...,zl 1,...,2711 L dlx Yooy dnx =0
dzF1 dzk—1
Frola, 20, 00,20 20, o 2t oo g Rk L " =0
(717 y*ny ~1 »“n y <1 7n7dx7 ’dx
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0 0
dzy _ dzy, _
dzx v ’ dz "
k—2 k—2
dzy — k-1 dz, R
dz Lo T dzx "

coz uz je soustava 1. fadu.

Definice 3.41. Necht f = (f!,..., f"), kde f*: (R1*") —= R, k € i. Pak soustava

d 1
dzux: = fl('r7y1""7yn)
(3.6)
dym
AR -

se nazyva soustava diferencialnich rovnic 1. fddu v normalnim tvaru s vektorovym
zapisem

/

y = f(z,y), (3.7)

pro neznamou vektorovou funkei y = (y!,...,y").

Definice 3.42. Vektorova funkce y : I — R", I C R je otevieny interval, je feSenim soustavy
(3.41) prave tehdy, kdyz spliuje (3.41) Va € I (tj. bodove).

Definice 3.43. Necht funkce g = g(z,9",...,y") je definovdna na A C R*" (g: A — R).
Rikame, ze g spliiuje na A Lipschitzovu podminku vzhledem k 3!, ..., y" s konstantou
L > 0 préavé tehdy, kdyz plati

Rikéme, ze funkce ¢ spliiuje na A Lipschitzovu podminku lokélné pravé tehdy, kdyz pro
kazdy bod (zo,yg,---,y8) € A existuje jeho okoli H C A tak, 7ze g spliiuje na H Lipschitzovu
podminku vzhledem k 4%, ..., 4" s konstantou L > 0.

(Hwts o) g™ € A) (Joes oy = gl ™) < 2 [~ g
k=1

) . , 0 N . ,
PozNAMKA 3.44. Pokud A je oteviend a a—gj € C(A), j € n, pak g spliuje na A lokélné
Y
Lipschitzovu podminku.

Véta 3.45 (o existenci a jednoznacnosti feseni pocatecni tlohy). Necht I' C R je oblast,
f:T =R feCl)a
o k
V',keA) Y cem).
( pEET (W ( )>
% ’ €T
Necht ddle (yg) el.

Potom existuje 6 > 0 a ¢ : (xg — 6,20 + §) — R™ tak, Ze funkce ¢ = @(x) Tesi pocdatecni
ulohu s vektorovym zdpisem

y = f(zy),
y(zo) = yo.
Pokud I C R je otevreny, xg € I, ¥ : I — R™ je reseni (3.8), potom plati

(Vw eIn(xg—0d,zo+ 5)) ((p(a:) = w(:v)>

(3.8)
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P0ozZNAMKA 3.46. Dukaz pravé uvedené véty vynechdvame. Analogicky diukaz bude proveden
pro vétu o existenci a jednoznacnosti feSeni pocateéni ulohy pro soustavu linearnich dife-
rencidlnich rovnic. Postup dukazu vsak shrneme do kratkého komentare.

Je tfeba dokézat existenci a jednoznacnost. Zabyvejme se nejdiive existenci feSeni pocatecni
tilohy (3.8). Existence se dokazuje pomoci tzv. Picardovych'? iteraci. Snadno si rozmyslime,
ze funkce ¢ = p(x) je feSenim tlohy (3.8) pravé tehdy, vyhovuje-li integralni rovnici (ve
vektorovém tvaru)

Y =10 +/f(€,y)d€-

Necht je funkce ¢ feSenim tlohy (3.8). Potom ziejmé plati ¢'(z) = f(x, p(x)). Integraci této
rovnosti, s pfihlédnutim k pocdteénim podminkdm, piejdeme ke tvaru

o(x) = o + / F(€ (€))de.

Odtud tedy plyne, ze feSeni ulohy (3.8) vyhovuje i uvedené integralni rovnici (tato rov-
nice v sobé automaticky zahrnuje i prislusné pocateéni podminky). Naopak necht funkce
@ spliuje uvedenou integrdlni rovnici. Potom je ¢ zfejmé diferencovatelna a také vyho-
vuje pocateénim podminkdam ulohy (3.8). Derivaci integralni rovnosti pak dostaneme rovnost
o' (x) = f(x,p(x)), tj. funkce ¢ je FeSenim tilohy (3.8).

Nyni provedeme Picardovy iterace. Budeme pracovat na intervalu (zo — d,z9 + ), kde
parametr § se blize uréi v prubéhu dukazu. V prvnim kroku oznac¢me

¢1(x) = 4o
a polozme

oa(z) = o + / F(& 1 (6)de.

Timto zpusobem postupujeme déle. V k-tém kroku tedy polozime
x
puta) =un+ [ 7€ o€
o

Vytvaiime tak posloupnost funkei definovanych na symetrickém intervalu (xg — 0,z + 0).
O této posloupnosti ukazeme, ze pro vhodné § > 0 na intervalu (xg — 0, xg + 0) stejnomérné
konverguje k limitni funkeci ¢, kterd je feSenim dané tlohy.

Jednoznacnost se dokazuje pomoci Grénwallova lemmatu.

13Charles Emile Picard (1856-1941), francouzsky matematik.
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3.3 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu

Definice 3.47. Necht a;; : (R) — R, b; : (R) — R. Pak soustava

dy! n .
- = ay;j(x)y’ + bi(x
dx ];1 1]( ) 1( )
(3.9)
dy™ n ,
—— = anj(x)y + by (x
B = Ly @

se nazyva soustava linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu s vektorovym zapisem

/

y = Az)y +b(x),

pro neznamou vektorovou funkei y = (y',...,y").

POzZNAMKA 3.48. Soustavu (3.9) lze formulovat také pro pripad
Qij (R) — (C,
bj : (R) — (C,
¥ : (R)—C.

Véta 3.49 (o existenci a jednozna¢nosti feseni pocatecni tilohy). Necht I C R je otevreny
interval, a;; - I — R, bj : I — R jsou spojité, xo € I, yo € R". Pak iloha

y = Az)y+b(z)
V@) — (3.10)

md na I tesent ¢ = (x). Je-li J C R otevieny interval, xo € J, ¢ : J — R" resent (3.10),
pak

(V:c eln J> ((p(x) = w(x))
Dikaz. Budeme postupovat podle poznamky 3.46.
(1) Nejprve dokézeme existenci. Uvazme, ze ¢ : I — R"™ fesi (3.10) pravé tehdy, kdyz
x

o) =+ [ [A©0©) +b(©)]dc.

0
Polozme (Picardovy iterace) pro kazdé x € I, k € N

wo(xz) = o,

x

o@) = ot [ [A©(©) +b(©)]de.

o

Tak jsme na intervalu I sestrojili vektorovou funkéni posloupnost {p }x>1. Déle dokdzeme
nasledujici lemma.
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Lemma 3.50. Funkéni posloupnost {pg}r>1 konverguje stejnomérné na libovolném in-
tervalu [a, B] C I takovém, Ze xg € (o, ).

Dikaz. Zvolme libovolné [, 8] C I, xg € (a, 5). Chceme ukdzat, ze {¢y}r>1 konverguje
na [a, 8] stejnomérné. K tomu vyuzijeme Bolzanovo—Cauchyho kritérium (viz napft. [0,
Véta 7.8]), které lze zformulovat ve tvaru

(vg > 0) (Hko c N) (Vk eN, k> k()) <Vp e N) (Va: c [a,ﬁ]) (Mﬂ,(m) — ()| < 5),

pro vechna i € n.

Déle vime, ze funkce a;j(x) a bj(x) jsou spojité na kompaktnim intervalu [, 3] a jsou
tedy omezené, tj. plati

(31( > o) (Vz’,j c ﬁ) (Va: c [a,ﬁ]) (|aij(x)| < K, |bi(2)] < K)

Ziejmé také plati
(EIY > 0) (Vj c ﬁ) (‘yé‘ < Y).

Z B.-C. kritéria je zfejmé, Ze budeme muset odhadovat rozdily tvaru |}, (x) — ¢} (z)].
Proto si tyto odhady nejprve pripravime. Ziejmé Vi € n plati

Il n

/ [D%(g)\ 1 +|bi<f>r] a¢

zo W=l g <y <K

@) @) = | [[3 etend +nie)]ac] <
2 1

x

/[iKYJrK}dg

To J=1

IA

=Y + 1)K |z — zo|.

Pii odhadu (k + 1)-niho rozdilu dojdeme k rekurentnimu vztahu Vi € 1

ek (@) — hl@)] = / [Zam ol (€]

o

/Z’aw )l )Sok Sok 1 f)‘df

:B()]l

IN

Abychom tuto rekurenci vyfesili, odhadnéme nejdiive rozdil |} (z) — ¢} ()],
pomuze uréit tvar feSeni. Jeho platnost potom ovéfime prostfednictvim matematické
indukce. Ziejme tedy Vi € n

x

[ 4 082 1€~ ol g

x0

1 1
= —(nK? (Y +— ) |z — 20|
2(” )( +n>|l‘ Zo

|oh(z) — i (z)] <

Ocekdvame tedy, ze plati Vi € 1

@)~ ea@)] < gy (¥4 1) o -l
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Pro k = 1,2 jiz mame platnost tohoto vztahu ovérenu. Predpokladejme, Ze pro k plati a
dokazme ji i pro k + 1. Pro kazdé i € n

A A o 1 1
@) = k@] = | [SRp@RS (Y2l -l dg
o J=1 ’
1 k1 1 k1
< G (Y ) el

Tim je platnost naseho odhadu ovérena.

Potom Vi € n

p
Z |<Pk+z 9071%+l—1(95)’

=1

> (v ( ) z i g (1) =

=1

IN

|Phsp(®) = @h(2))]

IN

usek fady SK na lib. omez. intervalu

Vidime, Ze na pravé strané naseho odhadu stoji usek fady, ktera je stejnomérné konver-
gentni na libovolném omezeném intervalu (polomér konvergence této rady je zjevné +oo,
stejnomérnd konvergence pak plyne napi. z [7, Véta 5.5]). V dusledku toho se ziejmé
pro k — 400 a p — +o0o musi prava strana blizit k 0 a lze ji tedy udélat libovolné ma-
lou. Odtud funkéni posloupnost {¢y, }x>1 konverguje na [o, ] stejnomérné a na I lokalné
stejnomérné (vzhledem k libovolnosti [, A]).

Tim je dikaz lemmatu dokoncen. O

Pokracujeme v dokazovani véty o existenci a jednoznacnosti. Oznac¢me

pu(®) = Tim @p(z).

k—+o0

Potom v itera¢nim vztahu

T

() = o + / [A(©)pr(6) +b(e)]de

Zo

provedeme limitni pfechod k — 400, pficemz vyuzijeme stejnomérné konvergence funkéni
posloupnosti {¢y }r>1 na libovolném intervalu o, 8] C I (tj. i na intervalu s krajnimi body
zo a x). Lze tedy provést zdmeénu limity a integrédlu. Dostaneme

x

pul(@) = yo + / [A(©)p.(6) + b(E)]de.

o

Odtud vidime, ze plati

(0e(@0) = w0) A (36L@)) (v € T) (Pl(@) = Ale)u(@) + b(a)).

To ale znamend, ze @, Fesi ulohu (3.10), coz jsme chtéli dokazat.
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3 Teoretické vlastnosti reseni diferencidlnich rovnic

(2) Zbyva dokézat jednoznacénost Feseni. Necht ¢ = 1)(z) je feSenim tlohy (3.10) na intervalu
J C R. Necht z pfedchoziho postupu mame feSeni ¢, na intervalu I. Dosadime obé feseni
do (3.10) a dostaneme

xT

oul@) = yot / [A(©)p.(6) + b(E)]de.

Zo
x

W(z) = o+ / [A(€)w(€) + b(6)]de.

Z0

Odectenim obou rovnic ziskame rovnici

pule) = vla) = [ A2 - w(E)de.
Uvazme nyni [o, 5] C I NJ, 29 € (a, 5). Potom

@)~ | < | [ 3 jas©) el - (o) ag

=1
xzo J <K <l () =¥ (&) lo
T

/ nK [l (&) — ¥ (©)], de

zo

IN

kde jsme vyuzili zfejmou nerovnost

. 1/2
Pl (@) = ' (@)] < llpul@) = ¥(@)lly = (Z |0l () — W(l’)z)
j=1
a odhadu z predchozich ¢éasti dukazu. Potom muzeme psat
n 1/2
los (@) = P(@)ll, = <Z | () — w%mf)
i=1

xT

o\ 1/2
/ nE [|pu(€) — H(©)]], dé )

IN
/=

xT

/ nK [lp.(€) — ¥ (©)]l, de

o

AN
3
Z
N

/ =€) — (€, de
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3 Teoretické vlastnosti reseni diferencidlnich rovnic

Oznacime-li tedy u(x) = ||¢«(x) — ¢ (z)||,, dostdvame nerovnost
u(z) < n*’K /u(f)d{ .
o

7 Gronwallova lemmatu 3.36, resp. z poznamky 3.37, pak plyne
u(x) <0.

Odtud zfejmé
<Vx e, Bl CcIn J) (tp*(x) = w<x))7

Sporem ukédzeme, Ze uvedens rovnost musi platit i pro ostatni € I N J. Necht tedy
existuje 1 € I'NJ tak, ze p.(x1) # 1 (z1). Potom zfejmé existuje interval [aq, f1] C INJ
tak, ze x1 € [aq, 1] a xo € (a1, f1). Zopakujeme-li nyni predchozi postup, dojdeme ke

sporu. Plati tedy
(Vx eln J) (go*(ac) = w(az))

Tim je diukaz véty dokoncen.
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4 Analytické feSeni linearnich diferenciadlnich
rovnic n-tého ¥adu

Definice 4.1. Necht ¢,p; : (R) = R, j € n, n € N. Pak rovnice

se nazyva linearni diferencidlni rovnice n-tého radu.
Leva strana rovnice (4.1) je hodnotou linearniho diferencialniho operatoru L, tj.

Rovnice

se nazyva linearni diferencialni rovnice n-tého radu bez pravé strany.

Rovnice

se nazyva linearni diferencidlni rovnice n-tého fadu s pravou stranou.

y™ 4 (2)y Y + -+ pa(2)y = q(x)

Ly=20

Ly = q(x)

(4.1)

(4.4)

PozNAMKA 4.2. V dalsim textu budeme o funkcich p; a ¢ pfedpoklddat, ze jsou spojité na
néjakém otevieném intervalu I C R.

PozNAMKA 4.3. Ukédzeme, Ze linedrni diferencidlni rovnici n-tého faddu lze prevést na soustavu
n linedrnich diferencidlnich rovnic 1. fddu. Mé&jme diferencidlni rovnici (4.1) s poc¢ate¢nimi

podminkami

Oznacme

y(zo) = yp
y'(z0) = 3
y"D(zg) = o}
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4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu

Pak soustava 1. fadu

(y") y?
W) = o
(yn—l)l — yn
W = —pu(@)y" —pna(@)y? = —pi(2)y" + q(2)
s pocatecénimi podminkami
1(%) = yé
*(z0) = v
y*(z0) = yo
je ekvivalentni s ulohou (3.10), kde
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
Ax) = . a b=
0 0 0 0 1 0
—Pn  —Pn-1 —DPn-2 —DPn-3 ‘' —Di q(z)

Pak existence a jednoznacénost feseni této tlohy je dédna piislusnou vétou pro tlohu (3.10),
tj. vétou 3.49.

l
Tvrzeni 4.4. Necht (y1,...,y1) jsou feseni (4.3). Paky = > ajy;, kde (a1, ...,qq) € R, je
j=1
resenim (4.3).

~

Diikaz. Ziejmé plati (Vj € 1)(Ly; = 0). Odtud a z linearity operatoru L plyne

l l
Z Othyj =0=1L Zajyj . [
j=1 j=1

Tvrzeni 4.5. Necht z 7esi (4.4). Potom funkce (y + z) 7esi (4.4) prdvé tehdy, kdyZ y resi
(4.3).

Dukaz. Podle predpokladu véty plati Lz = q.
(1) = Lly+z2)=q=Ly+ Lz=q= Ly =0.
(2) «:Ly=0=Lz+Ly=q= L(y+z2) =q. O

POZNAMKA 4.6. Funkce z se nazyvd partikuldrni Feseni rovnice (4.4). Funkce y se nékdy
nazyva obecné teseni rovnice (4.3). Blize k tomu, kdy nazveme funkci y obecnym feSenim,
viz poznamka 4.21.
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4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu

4.1 Reseni rovnice bez pravé strany

Definice 4.7. Necht k € N, f; : I - R, j € k. Funkce fj jsou linearné zavislé (LZ) na
intervalu I pravé tehdy, kdyz plati

(Elal,...,ak €R> (Elio 6%) <ai0 ;EO/\jzzoajfj(x) =0,z EI).

V opaéném piipadé jsou linedrné nezavislé (LN) na I.

PozNAMKA 4.8. Necht J C I. Pak jsou-li funkce f; LZ na I, jsou LZ také na J.

PRIKLAD 4.9. Uvazme funkce 1,z,22,..., 2" na intervalu (—1,1). Snadno si rozmyslime, ze

tyto funkce jsou na kazdém intervalu LN, a tedy i na (—1,1). Fakt, ze pro x = 0 prejde
soubor funkci do tvaru 1,0, 0, ..., 0, nema vliv na linedrni nezavislost funkci na celém intervalu
(—1,1).

Ukézeme, ze funkee 1,z, 22, ..., 2" jsou LN na libovolném intervalu I. Podle definice tedy
zkoumame, jaké museji byt koeficienty linearni kombinace, aby platilo

k

P
Za]x =0
j=1

pro vSechna x € I. Zderivujeme-li tuto rovnost k-krat, zjistime, ze odtud plyne o, = 0. Potom
rovnost muzeme piepsat ve tvaru

k—1
a; i1 =0
j =0.

Jj=1

pro vechna x € I. Rovnost opét zderivujeme, tentokréat (k—1)-krat, odkud vyplyne aj—1 = 0.
Timto postupem nakonec ovérime, ze mé-li byt rovnost splnéna pro vSechna x € I, musi platit
a; =ag =--- = ay = 0. Tedy funkce 1, z,22, ..., 2" jsou LN na libovolném intervalu.

Definice 4.10. Nechf k € N, I C R je otevieny, a nechf Vj € k maji funkce fi I =R
derivace do fadu k — 1. Funkce

fi(z) fa(z) fi(2)
fi(z) fa(x) (@)
W(z) =Wy, () = .
k— k— k—
@ B @ W)
se nazyvd Wronskiho' determinant (wronskian) funkci fi,..., f; na intervalu I.

PozNAMKA 4.11. Matice wronskidnu se také nazyva Wronskiho matice.

Véta 4.12. Necht k € N, fj jsou na I diferencovatelné do vddu k — 1 pro vsechna j € 74\,
(fi,---, fx) LZ na I. Pak

(\m e I) (Wfl,,.,,fk (z) = o).

1J6zef Maria Hoéne-Wroriski (1778-1853), polsky filozof, matematik, fyzik, vynalezce, pravnik a ekonom.
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4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu

Dukaz. Protoze (f1,...,fr) LZ na I, pak podle definice

<E|oz1,...,ozk) (Elio €E> (ozio #OAVxEI:jZiajfj(az) :0).

7 predpokladu diferencovatelnosti pak také plyne, ze Vo € I a VI € k-1 plati

k
Z ajf](l) (x) =0.
j=1

Vidime tedy, ze sloupce Wronskiho determinantu jsou LZ (pro kazdé = € I a se stejnymi
koeficienty «;). Proto musi platit

Wi, (2) =0, Ve € 1,

coz jsme chtéli dokazat. O

POZNAMKA 4.13. Piedchozi vétu jsme vyslovili ve formé implikace. Snadno si rozmyslime, Ze
opacna implikace za danych predpokladu neplati.

Uvazme napf. funkce fi(z) = 2® a fo(z) = |23|. Tyto funkce jsou na intervalu (—1,1) LN.
Spoc¢téme nyni wronskidn funkei fi a fo na intervalu (—1,1). Nejdiive uvazime, ze plati

filz) = fa(z)
file) = —fa(z)

pro = > 0,
pro z < 0.

Ziejmeé tedy

.’133 $3
Wi p(2) 322 322 0 pro z > 0,
1.3 —.’L'S
Wi p(2) 322 322 = 0 pro x < 0,
Wi s 0) = o.

Vidime tedy, ze Wy, r,(x) = 0 pro véechna x € (—1,1) i pfesto, Ze funkce f; a fo jsou na
(—=1,1) LN.

POZNAMKA 4.14. V poznamce 4.3 jsme pievedli feSeni pocatecni tilohy pro rovnici (4.1) na
feSeni pocatecni tlohy piislusné soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic 1. fadu. Daéle se
budeme zabyvat pocatecni tlohou pro rovnici (4.1), kterou zapiSeme ve tvaru

y™ +p1(z)y™ Y + -+ pa(2)y q(w),
y(zo) Y0,
y' (o) Y1, (4.5)
y(n—l) (33()) Yn—1-

PozNAMKA 4.15. Nékolik poznamek k rovnici bez pravé strany (4.3).

(1) Funkce definovana predpisem y(x) = 0 pro Vx € I, tesi (4.3).
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4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu

(2) Prog=0ayo=0,y1 =0,...,yp—1 = 0 v tloze (4.5) plati
(31 feseni (4.5) Y = Y(x)) <Vx € I> (Y(q:) = 0).

Dukaz. Z poznamky 4.3 a z véty 3.49 plyne pro (4.5) existence pravé jednoho feseni

= y(x) na I. Z bodu (1) této poznamky plyne, ze Y = 0 (na I) fesi rovnici bez pravé
strany, tj. rovnici Ly = 0. Funkce Y zfejmé vyhovuje i danym pocateé¢nim podminkam.
Odtud tedy plyne

(va € I> (Y(x) = y(z) = o),
coz jsme chtéli dokazat. O
(3) Necht y1,...,yx Fesi (4.3) na I, k > n a necht
Wy, (20) =0 pro né&jaké zg € I.

To znamena, ze sloupce matice

y1(zo) Y2 (o) Yk (o)
Y1 (20) Y5 (20) Y (0)
y D (o) y (o) y ™ (o)

jsou LZ, tj.

(Bon, .. € B) (3i0 € F) (o 20 (1 =0,1, .k~ 1) (S (e0) = 0)).
j=1

k
Oznaéme Y(z) = Y a;y;(x) pro Vo € I. Potom ziejmé Y (xo) = 0,..., Y D (zg) =0
j=1

a Y tesi (4.3). Protoze k > n, pak z bodu (2) této pozndmky plyne, ze Y (z) = 0 pro
v8echna x € I. Odtud potom

(\m € I) (Wyl,_,,% (z) = 0).

Véta 4.16. Necht yi, ...,y jsou reseni (4.3) na intervalu I :
y "™+ pi(@)y" Y 4 paa)y = 0.

Pak plati bud’
(Va: c I) (Wyl,,,_,yn (z) = o)

nebo

(Vw c I) (Wyl,,_,,yn (z) # 0).
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4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu

Dikaz. Mohou nastat dvé moznosti. Bud (Jzg € I)(W,,, . 4. (x0) = 0) a potom z piedchozi
poznamky (z bodu (3)) plyne

(V.ZU S I) (Wyl,...,yn (.T) = O)’
anebo takové z( neexistuje, tj. plati
(Vﬂ? S I) <Wy17...,yn (l‘) 7é O) =

PozNAMKA 4.17. Necht yi,...,y, fesi (4.3) na I. Potom podle piedchozi véty plati bud
Wy,....yn(x) = 0, anebo Wy, . (x) # 0 pro vSechna z € I.

(a) Uvazme nejdifve prvni piipad, tj. necht plati (Vo € I)(Wy, . 4.(z) = 0). Zvolme zg € I,
W (zp) = 0, pak zFejmé existuji koeficienty a1, ..., a, a Jig € N, a;, # 0 tak, ze

Zajy§l)($o):07 VZ:O,]-,,TI—]_
j=1

Definujme

Y(2) =) ajy;(@).
j=1

Plati (VI = 0,1,...,n — 1)(Y®(x0) = 0) a z pozndmky 4.15 (bod (2)) plyne Y (z) = 0

pro vSechna x € I. Dohromady dostavame
(Elal,...,an € R) (Elio € ﬁ) <ai0 £0AVxel: Zajyj(a?) = O).
j=1

To znamend, ze funkce (y1,...,yn) jsou LZ na I.

Spojime-li dosazeny vysledek s vétou 4.12, dostaneme kritérium pro linedrni zavislost
funkci na intervalu I. Necht vy, ..., y, fesi (4.3) na I. Potom

(Y15---,Yn) jsou LZ na I & (Va: € I) <Wy1,.‘.,yn (x) = O).

(b) Necht nynf nastdvd druhd moznost, tj. pro vsechna z € I platf Wy, _, (x) # 0. Snadno
dospéjeme k zavéru, ze

(y1,---,yn) jsou LN na I < (Vm € I> <Wy17m,yn(x) # O).
Definice 4.18. Soubor feSeni y1,...,y, na intervalu I rovnice
v 4+ pi @)y 4 4 pa(a)y =0 (4.3)

se nazyva fundamentdlni systém (FS) praveé tehdy, kdyz funkce y1,...,y, jsou LN na I.

Véta 4.19. Je-li (y1,...,Yyn) fundamentdlni systém na I, pak kazdé reseni y = y(x) rovnice
(4.3) na I lze jednoznacné vyjddrit ve tvaru

y(z) = Zajyj(:v), Vo e 1.
j=1
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4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu

Diikaz. Necht y = y(z) fesi (4.3) na I. Potom zfejmé existuji derivace ¢/, ...,y D, y(™ na
I. Pro zvolené o € I vyéislime hodnoty y(zo), 4/ (zo), ...,y Y (xg). Protoze (y1,...,yn) je

FS, pak Wy, . 4. (o) # 0. Potom soustava rovnic
- l
Zajyj(.)(xo):y(l)(mo), 1=0,1,....,.n—1
j=1
ma pravé jedno feseni ai,...,q, € R (matice této soustavy je totiz Wronskiho matice, a ta
je reguldrni).
Ozna¢me

n
Y(z)= Zajyj(:n), pro kazdé = € I.
j=1

Potom musi platit Y (zq) = y®(z0), pro ostatni = € I zatim nevime. Definujme

2(@) = Y(2) - y(a).

Pak z fedf rovnici (4.3) s po¢ateénimi podminkami: z(xg) = 0,2’ () = 0,..., 2" D (xg) = 0.
Z poznamky 4.15 (z bodu (2)) pak plyne

(vx € 1) (z(x) - o) = (Vm € 1) (Y(x) - y(x)).

To tedy znamena .
(V:B € I) (y(x) = Zajyj (:U))
j=1

Tim je diukaz véty dokoncen. O
PozNAMKA 4.20. Z pravé uvedené véty plyne, ze kazdy soubor (Y1,...,Y,,), m > n, funkci,
jez fesi rovnici (4.3) na I, musi byt na I LZ.

POzZNAMKA 4.21. Necht (y1,...,¥yn) je FS feSeni rovnice bez pravé strany. Potom funkci

n
Yy = Z QY
i=1

nazveme obecnym tesenim diferencidlni rovnice (4.3).

PozZNAMKA 4.22. Podle predchozi véty plati, Ze mame-li fundamentéln{ systém (y1,...,yn),
muzeme libovolné feseni rovnice (4.3) ziskat jako jeho linedrni kombinaci. Fundamentalni
systém tedy tvori bdzi linedrniho prostoru a nabizi se otdzka volby jiné baze (tj. jiného FS).
Tim se zabyva nasledujici véta.

Véta 4.23. Necht y1,. .., yn jsou Feseni (4.3) a jsou LN (tj. tvori F'S). Necht ddle
n
Yj(x) :Zcﬁyi(w), Vjen,Vr e l.
i=1

Potom
C11 - Clp

WY17~--7Yn ($) = - : Wyly---yyn (x)7 \V/x S I

Cnl ° Cnn
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4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu

a (Yr,...,Y,) je FS prdvé tehdy, kdyz

11 - Cln
£ 0.

Cnl °* Cnn

Diikaz. Oznatme Vx € I aVjen

l - l
Y}()(x):Zcﬂyl()(:r), l=0,1,...,n—1.
i=1

Potom Vx € I
Y1 () T Yk() €11 Cml
Y1 () T Yi(2) C12 +*+  Cp2
Wy, v, () = :
@) oy V@) \ew o e
c11 Cin
= Wyla---yyn (x)
—_———
#0 Cnl *°° Cnn
€11 " Cin
Odtud je jiz piimo videét, ze (Y1,...,Y,,) je FS pravé tehdy, kdyz # 0.
Cnl *°° Cnp
all(a?) cee aln(m)
POZNAMKA 4.24. Necht A(z) = je maticovd funkce. Potom
ap1(x) -+ app(x)
d d
@ <det A([IJ)) = a (; SENT A1x(1) (x)a’Qﬂ(Q) (.%‘) © Opg(n) (x)>
= da;ray(z)
= Z sSgn Z A17(1) (x) U % ©Opg(n) (x)
T i=1
& darey ()
= Z Z SEN T G1x(1) (l‘) e % © Qug(n) (x)
=1
ar(x) - ap(x)
= a;l ($) a;n(x)
i=1
ap1(z) -+ apn(x)

Véta 4.25. Necht y1,...,yn jsou Feseni (4.3) na I, xg € I. Potom

Wy, (@) = Wy g (o) Jra 1O,
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4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu

Dukaz. Podle poznamky 4.24 uréime

vi(x) o yp(z)
L (W a@) = CHy @) oy @) | e 1)enf rédek
A\ YLoesstin = 2 y§l+1)(l‘) ygﬂ)(@ < (I +2)-hy tadek
v V(@) y ()
vi(x) o yp(z)
vi(z) o (o)
W) @)
yw) o y(@)

Snadno si totiz rozmyslime, ze vSechny subdeterminanty v sumé, az na ten posledni (tj. pro
I =n —1), jsou subdeterminanty z matic, které maji vzdy alespon dva fadky stejné. Rovnéz
si muzeme povsimnout, Ze vysledny determinant se lisi od determinantu Wy, .. (x) pouze
na poslednim radku.

Protoze yi,...,y, Tesi (4.3) na I, lze ziejmé psat Vi € n
n .
yl(n) (x) + ij(x)ygn_])(a:) =0, rel
j=1

(n)

. . d , . .
Odtud muzeme dosadit za y,; * do vztahu pro Ep (Wy1,~~,yn (ZE)) a po tpravé podle pravidel

prace s determinanty dostaneme

vi(z) o yalx)
& Wy @) == S| o A )
dx endn = ygn— )(l’) y7(’Ln_ )(l’) )
@) ey ()

Dostali jsme tedy linearni diferencialni rovnici 1. fadu bez pravé strany, tato rovnice je sepa-
rovatelnd a snadno ovérime, Ze jejim fesenim je

T

Wy1,..-,yn(x) = Wyh‘..,yn(xo) exp —/pl(t)dt )

o
coz jsme chtéli dokazat. O

POZNAMKA 4.26. Vzorec z predchozi véty ziejmé plati i pro (y1,...,yn) LZ na I. V tom
piipadé totiz podle definice musi platit W (x) = 0 pro vSechna x € I. Specidlné tedy také
W (zo) = 0. Dosadime-li do vzorce z predchozi véty za W (xo) = 0 zjistime, zZe je tato podminka
splnéna.
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4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu

POzZNAMKA 4.27. Zamysleme se nyni nad nésledujici otdzkou: Mdme-li n funkei y1,...,yn,
které jsou na néjakém otevieném intervalu I LN a maji na ném derivace do n-tého fadu
véetné, zda existuje néjakd diferencidlni rovnice bez pravé strany takova, ze (yi,...,yn) je

jejl FS. To nam prozradi néasledujici véta.

Véta 4.28. Necht y1,...,yn maji na otevieném intervalu I spojité derivace n-tého Tddu a
necht Wy, 4. (x) #0, Vo € I. Potom ezistuje prdvé jedna diferencidini rovnice

Ly=0
tak, Ze na intervalu I ji funkce vy, ...,y Test.
Diikaz. Je tieba ukézat existenci a jednoznacnost.

(1) Nejdiive ukazeme existenci, a to tak, ze pfislusnou rovnici sestrojime. Uvazme

y(x) y1(x) Yn(2)
y'(x) v (x) Yn ()
Wy, () = s
n— n—1 n—1
v @)y V) il V)
y @) @) (@)
Provedeme rozvoj uvedeného determinantu podle prvniho sloupce (viz [4, Véta 82]). Do-
staneme
n—1
Wt (@) = > (=D (@)Wi(2) + (=1)"y™ (@) Wy,,.y, (),
=0

kde Wi(x) je determinant matice, kterd vznikne z matice determinantu Wy, . .. (x)
vynechanim prvniho sloupce a (I + 1)-niho fadku. Snadno si rozmyslime, ze

(W € ﬁ) (Wyi,yh..-,yn (z) = 0)-
Z predpokladi véty mame na I zaruceno Wy, .. (x) # 0. Polozme pro Vj €

(=1 Wa—j(2)
Wy17~--,yn (37) .

Takto definované funkce p; jsou ziejmé spojité. Potom rovnice

pj(z) =

v +pi(@)y" Y 4+ pa()y =0
je linedrn{ diferencidlni rovnice n-tého fddu s fundamentalnim systémem (yi,. .., yy).

(2) Zbyva dokézat jednoznacnost. Ditkaz se provede, jako obvykle, sporem. Necht tedy funkce
Y1, ..., Yn TeST dvé ruzné diferencidlni rovnice

y™ 4 pi(@)y™ TV - pa(z)y = 0,
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4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu

Odectenim obou rovnic dostaneme diferencidlni rovnici

(pr() = ri(@)y" ™ - 4 (@) = ral2))y = 0,

kde k = min{j | p;j(z) # r;j(z)}, tzn. k je nejnizsi index, kde se koeficienty p; a r, lisi.
Ziejme plati k > 1. Je tedy vidét, ze funkce yy, . . ., yy, Tesi diferencidlni rovnici (n—k)-tého
rfadu a pritom jsou na I LN, a to je spor. O

PRIKLAD 4.29. Najdeme linedrni diferencidlni rovnici 3. fddu, jejiz fundamentalni systém je
tvofen funkcemi z, 2 a e®.
Podle dukazu predchozi véty lze tuto rovnici zapsat ve tvaru

y x x> e
1 y 1 2z &% _ 0
(=13 W(z)|y" 0 2 " 7
y/// 0 0 e:B
kde )
x x° €&
W(z)=|1 2z &%= (2% - 22+ 2)c".
0 2 €*

Provedeme-li v hledané diferencialni rovnici rozvoj determinantu podle 1. sloupce, dostaneme

1 1 2z e* x x? e x z2 e x z2 e
W) yl0 2 e -y |0 2 e*|+y"|1 2z & -9y |1 2z ¥ y =0.
0 0 e* 0 0 €* 0 0 e* 0 2 e€*

Po tdpravé a vypoctu piislusnych determinantt dostaneme vyslednou rovnici ve tvaru

2
" x " 2z / 2

4 _:1:2—2;v—|—2y+x2—2$—|—2y x2—2x—|—2y:

0.

4.2 Reseni rovnice s pravou stranou

PozNAMKA 4.30 (Metoda variace konstant (Lagrange?)). Uvazujeme diferencidln{ rovnici
tvaru
y™ 4 py(2)y Y + -+ pu(x)y = q(x) (4.4)

a necht (yi,...,y,) je FS prislusné rovnice bez pravé strany (4.3).
Hleddme feseni (4.4) ve tvaru

2w) = ej(@)y;(@), (4.6)
j=1

kde ¢;(z) jsou zatim neurcené funkce. Resime rovnici n-tého fadu, a proto potfebujeme deri-
vace z az do n-tého fadu. Prvni derivaci ziskdme

Z(@) = ci(@)yj(z) + D a)y;(@).
i=1 j=1

2Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), italsko-francouzsky matematik a astronom.
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4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu

V poznamce 2.29, kde jsme fteSili linedrni diferencidlni rovnici 1. fadu s pravou stranou,
jsme na funkci D(z), jejiz roli zde sehrdvaji pravé funkce c;(z), kladli jednu dodatecnou
podminku. Snadno si rozmyslime, ze v piipadé rovnice n-tého fadu muzeme klast az n
podminek. Podminky samoziejmé volime tak, aby ndm maximalné usnadnily hledani funkci
¢j(z). Necht tedy plati

n

S ¢ @)y (@) = 0.

j=1
Potom druhou derivaci (s pfihlédnutim k pravé uvedené dopliujici podmince) obdrzime

vztah
n

) =) ey (@) + Y la)yj(a).
j=1

J=1

Analogicky jako v prvnim kroku pozadujeme splnéni podminky
n
> ci@)yja) =o.
j=1
Timto zpusobem postupujeme déle. V (n — 1)-nim kroku dostaneme
n
_ -1 -2
L0 (@) = Y ey @) + Y @y a),
j=1

pricemz pozadujeme splnéni podminky

=1
V poslednim, n-tém kroku uz jen spocitame vztah pro n-tou derivaci

n

L(n) Z ¢ (x)y](n) (z) + Z c;- (.’I))y‘gnfl)(gg).
=1

j=1
Odtud tedy dostavame

¢j(z) Ly; + > @)y D (x) = q(a),

j=1 7 =t

Lz =

n

kde jsme vyuzili toho, ze funkce z m4 fesit rovnici (4.4). Dostavame pak soustavu n linedrnich

rovnic pro n nezndmych ¢ (z),...,c,(x) ve tvaru

> @) = 0
j=1

3
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4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu

Matice soustavy je regularni, protoze je piimo matici wronskianu Wy, . (), o némz vime,
ze je nenulovy ((y1,...,yn) je FS). Existuje tedy prévé jedno fesenf ¢ (z),...,c,(z). Podle
Cramerova® pravidla (viz [1, Véta 83]) tedy plat{

o) = 10—,
] Wyl"“?yn (x)

kde W;(z) je determinant matice, ktera vznikne z matice soustavy nahradime-li j-ty sloupec
sloupcem pravych stran. Odtud potom dostaneme

[ W)
= [ L5 4+ d;.
=) / W (@0 T

Obecné feseni rovnice (4.4) mame ve tvaru

z(x) = /dfy + > djy
ARG Z“

PozNAMKA 4.31. V predchoz{ vété jsme se zabyvali konstrukef feseni rovnice (4.4), pricemz
jsme predpoklddali, ze médme k dispozici fundamentélni systém (y1,...,¥y,). Nyni ukdzeme,
jakym zpusobem takovy fundamentalni systém ziskdme. Resme pocédtecni lohy tvaru

Y™+ p1(@)y™ Y 4t pa(z)y = 0,
y(o)
y'(z0) .
: = %
y" Y (x0)
pro viechna j € n. Zde €} znaéf j-ty vektor standardni baze. Odtud ziskdme n feseni y1, ..., yn.

Vzhledem k pocatecnim podminkdm ziejmé plati W, . .. (x¢) # 0 a z poznamky 4.15 (bod
(3)) plyne Wy, . 4.(x) # 0 pro vSechna x € I (kde I je néjaky otevieny interval, na kterém
hleddme feseni). Potom funkce y,...,y, jsou LN na I a podle definice tedy tvoii funda-
mentalni systém.

Na zéavér jen podotknéme, ze na8i ivahu by bylo mozné zobecnit i pro volbu vektoru
libovolné béze (ne standardni).

4.3 Linearni diferencialni rovnice n-tého fadu s konstantnimi
koeficienty
Definice 4.32. Necht ag #0, aj € R, j € fig, ¢ : (R) = R je spojitd funkce. Potom rovnice
aoy™ + a1y Y + - 4 any = g(x) (4.7)

se nazyva linearni diferencialni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty.

3Gabriel Cramer (1704-1752), $vycarsky matematik.
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4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu

P0ozNAMKA 4.33. Podobné jako v pfedchozim textu zjednodusime zapis linearn{ diferencidlni
rovnice n-tého fadu s konstatnimi koeficienty prostiednictvim diferencidlniho linedrniho operatoru
L. Tzn. misto tvaru (4.7), resp. (4.8), budeme psit jednoduse Ly = g(x), resp. Ly = 0.

Véta 4.34. Funkce e je Fesenim rovnice

prdave tehdy, kdyz X 7esi algebraickou rovnici
n .
Z CLj)\n_j =0.
§=0

Diikaz. Polozme y(x) = e*®. Dosadime-li nyni do levé strany rovnice (4.8), dostaneme
Ly(x) = Z ajy("_j)(ar) =M Z a; A",
j=0 =0

Odtud je ihned ziejmé, ze e fedf (4.8) prave, kdyz A fesf Z?:o a;j A" = 0. O

Definice 4.35. Rovnice .
Z CLj)\n_j =0
=0

se nazyva charakteristicka.
Polynom

p(A) = aA"
=0

se nazyva charakteristicky.

POzZNAMKA 4.36. Vzhledem k definici 4.32 a 4.35 je charakteristicky polynom p(\) polyno-
mem s realnymi koeficienty. Takové polynomy ovSem mohou mit i komplexni kofeny (mame
specidlné na mysli kofeny s nenulovou imaginarni ¢asti). Pfitom komplexni funkce e*®, kde
Ao € C je kofenem charakteristického polynomu, spliuje prislusnou diferencialni rovnici ve
tvaru (4.8). Z tohoto divodu by bylo vhodné rozsifit pojem feseni diferencidlni rovnice.

Podle definice 1.8 totiz rozumime feSenim diferencidlni rovnice realnou funkci s jistymi
vlastnostmi. Mohli bychom nyni upustit od pozadavku, Ze feSenim muZe byt pouze redlna
funkce a nahradit jej pozadavkem, ze feSenim muze byt komplexni funkce realné proménné
(pficemz ostatni pozadavky na Feseni bychom ponechali beze zmény). To by ndm pozdéji
uSettilo préaci s konstrukei redlného fundamentalniho systému.

PozNAMKA 4.37. Charakteristicky polynom podle definice 4.35 je polynom stupné n. Takovy
polynom ma pravé n obecné komplexnich kofenu. V nésledujicich vétach se budeme zabyvat
konstrukei ¢asti fundamentalniho systému v pripadech, kdy jsme nalezli nékolik navzajem
ruznych kofent nebo jeden kofen k-nasobny.

Na§im cilem pfitom je zkonstruovat fundamentalni systém v obecném piipadé, kdy mame
celkem m navzdjem ruznych kofenu \; s ndsobnostmi k;, pricemz > ;" k; = n.

A1x AmT

Véta 4.38. Necht M1, ..., A\ jsou rizné koveny charakteristické rovnice. Pak eM%, ... e
gsou LN teseni rovnice (4.8).
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4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu
Diikaz. Necht a1, ..., o, € R. Polozme Vo € R
m
Z ;e =0
i=1
a zkoumejme, jaké museji byt koeficienty aq, ..., a,,. Derivovanim této rovnosti dostaneme
m
Zai)\ée)‘”c =0, prol=0,1,...,n.
i=1

Z povahy rovnice (4.7) je ziejmé, ze m < n. Muzeme tedy pouzit pravé prvnich m takto
vytvofenych rovnosti. Dostaneme homogenni soustavu m linearnich rovnic pro m neznamych

koeficientu aq, ..., ay,. Pfitom pro determinant matice soustavy plati
eMT PRAE erm? 1 1 e 1
)\1€>‘1r /\ge)‘ﬁ L )\mekmr m - A Ao . )\m
= H e g . # 0
) i=1 B
)\rlnfle)\lx )\7271*16)\238 o )\m—le&nx )\;nfl )\?27%1 . Am—l

Vandermondetv determinant

K vypoétu Vandermondeova® determinantu viz napi. [5, Piiklad 516]. Matice homogenni
linedrni soustavy je regularni a soustava mé tedy pouze trividlni feSeni, tj. a1 = ... = a;, =0
(viz [4, Poznamka 16, Véta 45]). Potom funkce (e*1?, ..., e*®) jsou LN. O

Véta 4.39. Necht \g € C je k-ndsobny koren charakteristického polynomu p. Pak (4.8) resi
LN funkce e*0% geo® g2eror  pk—lerow

Diikaz. Pro dukaz této véty se nam bude hodit nésledujici lemma.

Lemma 4.40. Pokud md Ao ndsobnost k, pak ¥Vl =10,1,....k —1 je p(l)()\o) = 0.
Dukaz. Protoze A\g ma nasobnost k, 1ze ziejmé psat
PN = (A= 20)" QM)

kde @ je polynom stupné n—k takovy, ze Q(Ag) # 0. Pro [-tou derivaci polynomu p dostaneme
s pomoci zndmé Leibnizovy® formule®

l
l ; ; k!
p(l)()\) = Z < > ()\ - )‘O)k_JQ(l_])(A)fa pro l= Oa 17 s ak - L
=\ (k= J)!
Odtud jiz okamzité plyne tvrzeni lemmatu. O

* Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796), francouzsky hudebnik a chemik.
5Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), némecky matematik a filozof.
6 Necht funkce o(z) a 1b(x) maji derivace n-tého fédu, pak plati

()™ =3 (?) Dap(n =0,

=0

83



4 Analytické feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého radu

Ziejmé plati
L) = p(A\)e =" g(z, A).
Nyni si vyjadiime I-tou derivaci g podle A, I = 0,1,...,n. S pouzitim Leibnizovy formule
dostavame l
Hhalw.n) = o (b)) =3 (l.)p<f><x>w”em.
=0 M
Pro A = Ao zfejmé plati

<Vl:0,1,...,k—1) (agg(x,xo) :0).

Pfitom pro I = 0,1,...,k — 1 také plati (zdména derivaci, resp. derivace a L, je mozna diky
hladkosti)
al
B g(x, M) = ) (L (e)””)) - (W) =0,
)\:)\0 8)\
N——/ 1 X=X\g
—zler0®
To znamend, ze funkce z'e*® kde I = 0,1,...,k — 1, Tesf rovnici (4.8).

Zbyva dokézat, ze funkce 2'e*? jsou LN. Polozme tedy

k
§ :aixzfle)\gx -0
=1

a zkoumejme, jaké odtud plynou pozadavky na koeficienty as, . . ., ax. Uvedend rovnost nastava
ziejmé praveé tehdy, kdyz plati
k
Z aixi_l =0.
i=1

Snadno si rozmyslime, Ze toto muze nastat pouze tehdy, je-li a1, ..., ar = 0 (viz piiklad 4.9).
Tim je dikaz dokoncen. O

m
Veéta 4.41. Necht p(\) md korveny A1, ..., A\ 8§ ndsobnostmi ki, ..., ky, . ki = n. Potom
=1

(2

Sfunkce

ez gpehr o ghitlghim

AmT xe)\mx, e ‘,Ek:m—le)\mx

tvori FS rovnice (4.8).

Diikaz. 7 predchozi véty vime, ze tyto funkce fesi (4.8). Zaroven vime, ze funkce na jednot-
livych fadcich jsou LN. Zbyva tedy vySetfit linedarni nezavislost i mezi radky.

Jen pro ucely tohoto dukazu definujme stupen nulového polynomu: st p := —1, je-li p nulovy
polynom.

Budeme postupovat sporem. Predpokladejme, ze funkce jsou LZ, tj. existuji koeficienty
cij € R, kde j e m,i=0,1,...,k; — 1, tak, ze

m kj—1 m
95 DINEREES P ER R
j=1 i=0 j=1
~—
Pj(x)
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a pritom
m k-1

> el > 0.

j=1 i=0
P;j je zfejmé polynom stupné s; < k; — 1.

Lemma 4.42. Za dangjch predpokladi plati: (Vj € m)(Va € R)(Pj(x) = 0).

Diikaz. Po vydéleni vyrazem eM? miizeme rovnost Do Pj(z)e*i® = 0 piepsat do tvaru
m
P(x)+ Z Pj(z)ei—M)T = 0
j=2

Stupen polynomu P; je s;. Zderivujeme tedy tuto rovnost (s; + 1)-krat, ¢imz ziskdme

dsi+1
g (P )*ZQ TR =0,
T
dsitl
kde EPTEE] ———Pj(z) = 0, protoze jsme derivovali vicekrat, nez je stupen polynomu. Snadno si

také rozmyslime, Ze stupen polynomu QSQ) je prave sj.7

Novou rovnost upravime analogicky jako v predchozim kroku (tj. délime vyrazem e(*2=A1)z),

tim dostaneme
m

QP (@) + 3 QP (@) — g,

j=3
Polymom Qg) je stupné ss. Zderivujeme tedy tuto rovnost (sg + 1)-krat, prejde na tvar

d32+1
dps2+1 ( (2) ) + Z Q (/\ T = 0’

_D

kde Qgg) jsou opét polynomy stupné s;.
Tento postup opakujeme, dokud nedojdeme k rovnosti

Q,(fl") (x)e(Am*/\m—l)x =0 pro Vx € R,

odkud vyplyva Q%n ) = 0. Pitom stupen polynomu QS@” ) je praveé sm,, tj. stejny, jako stupen
polynomu P,,. Odtud tedy plyne

(v:c € R) (Pm(x) - 0).

Analogicky zpracujeme i ostatni polynomy P;. O

S pouzitim Leibnizovy formule totiz dostdvime

d51+1

P (ip (A —Al)z) i (52 <51 + 1> Pg( )(Z)(Aj . )\l)s1+17i) i

=\ (x)
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Pokrac¢ujeme v dokazovani véty. Podle lemmatu tedy plati

kj—1
(Vi em)(ve e R)(Pia) = Y ea’ =0).
i=0
Funkce jsou (1,z,...,2% 1) jsou podle piikladu 4.9 LN na R, a proto pro viechna i, j musi
platit, ze ¢;; = 0, coz je spor. 0

Tvrzeni 4.43. Necht z = z(x) 7esi (4.8), z: (R) — C. Pak Re{z(z)} a Im{z(z)} Fesi (4.8).

Diikaz. Oznacme
z1(z) = Re{z(x)} a zo(z) = Im{z(x)}.

Potom protoze z(z) tesi (4.8) (v C), pro vSechna x € R plat{
Lz(z) = L(z1(x) +iz2(z)) = Lz1(z) + iLza(x) = 0.

To nastéva prave, kdyz Lz;(z) = 0 a Lza(x) = 0 pro vSechna = € R, coz jsme chtéli dokazat.
O

POZNAMKA 4.44. Jiz jsme uvedli, Ze polynom p(\) je polynom s redlnymi koeficienty. Je
zndmo, ze je-li A € C \ R kofenem tohoto polynomu, pak je jeho kofenem i ¢islo komplexné
sdruzené A, a to se stejnou nasobnosti (viz napf. [4, Dodatek, Véta 4]). Potom tedy funkce

z1(z) =e a zo(x) =e

fesf (4.8). Oznacme
A=a+ib,

kde a,b € R. Potom plati

e)\z — e(a+1b)x _ axelbx

e = e*(cos bx + isin bx)

a analogicky

eM = % (cos bx — isinbx).

Podle ptedchozi véty jsou tedy funkce
y1(z) = eRA cos(Im Ax) a yo(z) = A gin(Im \x)

fesenim rovnice (4.8). Tato dvé feSeni jsou navic LN na R. K funkci 2o bychom nasli redlné
funkce y; a —yo. Vidime tedy, ze pro dvé komplexné sdruzené funkce z1, zo jsme nalezli dvé
LN redlné funkce y1, y2 tak, ze z1, zo jsou jejich linearni kombinaci.

Necht mdme (21, 22,93, - -.,¥yn) FS. Snadno si rozmyslime, 7ze (y1,y2,93,.--,Yn) je TOVNEZ
fundamentalni systém. K tomu stac¢i ukazat linearni nezavislost funkci y1, y2, y3, - . . , Yn. Ziejmeé
Y1, Y2 € [21, 22]x, protoze

Az Az
Re Az e +e zl(x) + 22(1,)
y1(x) e cos(Im Ax) : ; 7
Az _ S\x -
yo(x) = M sin(Im\z) = © 2ie _ z1(z) = 22(95)'
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Sporem se ukaze, ze je-li y € 21,22, ¥ # 0, pak y ¢ [y3,...,yn]r. Necht tedy plati y €
[21, 22]x A Y € [y3, ..., Yn]r. Potom existuji koeficienty «;, i € 1 tak, ze

n

n
Y= —Q1z1 — 2y = Zaiyi A Z lovi| > 0.
i=3 i=1

Po snadné tpravé dostaneme

n n
o121 + a9z + Z oy =6 A Z || >0,
i=3 i=1

coz je spor s tim, ze (z1,22,Y3, ..., Yn) je FS. Odtud ihned plyne, ze (y1,...,yn) je FS.
Nyni provedeme prevod wronskianu. Snadno provérime, ze plati

W21,227y3,~~,yn (*r) - 1 ) Wy1,~~~,yn (:L‘) =21 Wy17~--,yn (x)

1

Provedené zaveéry lze zobecnit i na pripad, kdy nasobnost kofene charakteristického poly-
nomu je vétsi nez 1.

PozNAMKA 4.45. Redlny fundamentalni systém tedy sestrojime nédsledujicim zpusobem:

(1) je-li A; jednoduchy, realny koren, pak do FS zafadime funkci

AT
e ;

(2) je-li A\; k;-nésobny redlny koten, pak do FS zafadime funkce

iz

T L gl

e

(3) a nakonec, je-li \; k;-ndsobny kofen z C \ R, potom do FS zafadime

eRe Aix weRe Aix k; 7leRe iz

cos(Im \;z),
ki—leRe Aix

cos(Im \;x),
eRe Aix

cos(Im\x), ..., =
sin(Im \jz), ze® @ sin(Im \jz), ..., = sin(Im \;x).
PozNAMKA 4.46 (Jak uhodnout partikuldrni fesen{ ma-li pravé strana specialni{ tvar.).

Doposud jsme se zabyvali predev§im otazkou konstrukce fundamentalniho systému rovnice
(4.7). Resfme-li v8ak rovnici s pravou stranou, je tfeba kromé fundamentalniho systému nalézt
také partikuldrni feSeni. Podle poznamky 4.30 muzeme hledat partikularni feSeni napf. za
pomoci metody variace konstant. Snadno si vSak rozmyslime, ze tento postup je zdlouhavy a
vypocetné namahavy.

Ve zvlastnich piipadech, kdy ma prava strana rovnice specidlni tvar, umime partikularni
feSeni nalézt snéze:
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1. Méjme rovnici ve tvaru
Ly = P(z)e"”,

kde P je polynom (stupné p > 0), a je redlnd konstanta. Partikuldarni feseni potom
hleddme ve tvaru

2(@) = 2FQ()e™,

kde k je nasobnost ¢isla a jakozto kofene charakteristického polynomu uvedené dife-
rencidlni rovnice (neni-li ¢islo a kofenem, klademe k& = 0) a @ je polynom stejného
stupné jako polynom P.

2. Meéjme rovnici ve tvaru
Ly = " [Py(z) cosbx + P»(x) sin bz ],

kde a,b € R a funkce P;, P» jsou polynomy stupnu p; a ps. Pak partikularni feSeni
hledame ve tvaru
2(x) = ™2k [Q1(z) cosbx + Qa(z) sin bz ],

kde k je nasobnost ¢isla a + ib jakozto kofene charakteristického polynomu (neni-li
kotenem, klademe k = 0) a funkce @1, Q2 jsou polynomy stupné max{pi,p2}.

3. Méjme rovnici ve tvaru
Ly = q1(v) + q2(z),

kde ¢ a g2 jsou redlné funkce spojité na otevieném intervalu I C R. Potom partikularni
feSeni hledame ve tvaru souctu

z(x) = z1(x) 4+ 22(x),

kde z1 (z) je partikuldrni feseni rovnice Ly = q1(x) a z2(z) je partikuldrni feseni rovnice
Ly = ga(x).

Rigor6zni rozbor téchto piipadu je proveden napt. v [3].
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5 Analytické feSeni soustav linearnich
diferencialnich rovnic 1. fadu

Definice 5.1. Systém ve tvaru
y' — Az)y = b(z) (3.9)

se nazyva soustava linearnich diferencidlnich rovnic 1. fadu bez pravé strany pravée
tehdy, kdyz b = 0. V opac¢ném piipadé se nazyva soustava linearnich diferencialnich
rovnic 1. fadu s pravou stranou.

PozNAMKA 5.2. V dalsim textu budeme kvuli vété o existenci a jednoznacnosti predpokladat,
ze funkce A(x) a b(x) jsou spojité na néjakém otevieném intervalu I C R.

PozNAMKA 5.3. Analogicky jako v piredchozi kapitole muzeme rovnice zapsat kompaktnéji
pomoci linearniho diferencidlniho operatoru L ve tvarech

h
<
|
-
—
8
~
~—~

kde Ly =y — A(x)y.
POzZNAMKA 5.4. Vzhledem k linearité plati
Lz=bANLy=0= L(y+z)=0.

Libovolné funkce z takova, ze Lz = b, se nazyva partikuldrni reseni rovnice (3.9).

5.1 Reseni soustavy bez pravé strany

PozNAMKA 5.5. Uvedeme nékolik pozndmek k feSeni soustavy bez pravé strany:
(1) Funkce y = 6 tesi rovnici bez pravé strany (5.2).

(2) Pocateéni tdloha
y —Az)y =0
y(xo) =0

ma jediné feseni y(z) = 0, Vo € I, kde I je definiéni obor maticové funkce A (z). Tvrzeni
plyne z véty o existenci a jednoznaé¢nosti 3.49.

(5.3)

n
(3) Pokud funkce y, ..., yy fesi rovnici (5.2), potom pro Vayq,...,an € Rjey = > ayy; také
i=1
feseni rovnice (5.2). Tvrzeni plyne z linearity L.
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5 Analytické Feseni soustav linedarnich diferencidlnich rovnic 1. fadu

Definice 5.6. Necht jsou dany funkce yi,...,y, : I — R”, I je interval v R, kde y;(z) =

(yjl- (x),... ,yjn(x)) Potom wronskianem funkci y1, ..., y, rozumime determinant
yi (z) yé@)
yi(e) .. yp(o)
W,y () = N : (5.4)
yr(z) - yn(a)
Definice 5.7. Funkce y1,...,y, jsou na intervalu I linedrné zavislé (LZ) pravé tehdy,
kdyz

(Elal,...,an € R) (Elio € ﬁ) (aio £0AVxel: zn:ajyj(x) = 0).
j=1

V opaéném piipadé fekneme, Ze jsou linedrné nezavislé (LN) na [.
Véta 5.8. Necht yi,...,yn jsou LZ na I. Pak (Yo € I)(Wy, . 4. (z) =0).
Diikaz. Tvrzeni je ziejmé. O

PozNAMKA 5.9. Uvazme dvé funkce

Potom ziejmé

[L‘fL’2

0o o0

Wyt ys (v) =

a pritom jsou funkce y1,y2 LN na libovolném intervalu.

Vidime tedy, ze tvrzeni pfedchozi véty nelze jednoduse obrétit. Situace je podobnd situaci
v predchozi kapitole o linearnich diferencidlnich rovnicich n-tého fadu, kde jsme zformulovali
opacné tvrzeni s dodateénym piredpokladem, ze funkce 1, ..., y, splnovaly rovnici bez pravé
strany. Néasledujici véta nas presvédci, ze takové tvrzeni lze zformulovat i zde.

Véta 5.10. Necht y1,. ..,y 7esi rovnici (5.2) na intervalu I a necht

(on € I) <Wy17_“7yn (z0) = 0)‘

Potom y1,...,yn jsou LZ na I.

Dikaz. Je-li Wy, . 4. (x0) =0, pak jsou vektory yi(xo),...,yn(zo) LZ a tedy

(Elal, e, ap € R) (Elio € ﬁ) (aio 0N zn:ajyj(mg) = 0).

Jj=1

Definujme funkci Y tak, ze

n
Y(z)= Zajyj(x) pro kazdé = € I.
j=1
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5 Analytické Feseni soustav linedarnich diferencidlnich rovnic 1. fadu
Potom Y (zp) = 6 a zdroven Y fesi rovnici (5.2) na intervalu I, coz plyne z poznamky 5.5,
bodu (3). Potom, vyuzijeme-li jesté bod (2) pozndmky 5.5, dostaneme
Y(z)=10 pro viechna = € I
a tedy funkce y1, ...,y jsou LZ na I. O

PozNAMKA 5.11. Dusledkem praveé uvedené véty je nédsledujici tvrzeni.
Necht y1,...,y, Fesl rovnici (5.2) na I. Pak plati bud

(V:): e I) (Wyl,..l,yn (z) = 0),

nebo

(Vw < I) <Wy17'”7yn (z) # 0).

Definice 5.12. Rekneme, ze soubor 4, ..., %, je fundamentalni systém (FS) feseni rov-
nice (5.2) na I pravé tehdy, kdyz tyto funkce fesi rovnici (5.2) na I a zaroven jsou LN na
1.

Véta 5.13. Nechl yy,...,y, je FS na I. Pak kazdé veseni rovnice (5.2) lze v ném jednoznaéné
vyjadrit (tj. lze jej jednoznacné zapsat jako linedrni kombinaci funkci yi, ..., Yn).

Diikaz. Necht y(z) tesf (5.2) na I a necht zg € I. Ddle necht (yi,...,y,) je FS na I. Potom
soubor vektoru (yi1(zo), ..., yn(zo)) tvoii bazi prostoru R". Pak

(Hal, e, Qp € R) <y(mo) = iajyj(l’o))-
j=1

Definujme

n
Y(z) = Zozjyj(x) pro kazdé z € I.
j=1
Ihned vidime, ze Y (z9) = y(zo) a zdroven Y tesi (5.2) na I. Mdme tedy pocatecni ilohu

ff=Ax)f = 9,
f(xo) = Y(wo).

Podle véty 3.49 ma tato iloha jednoznac¢né feSeni a pritom y i Y jsou jejim feSenim na I.
Musi tedy platit

<Vx € I) (Y(x) - y(x)).
Odtud dostdvame .
y(x) = Z a;y;(x) pro vSechna z € I. O
j=1
PozNAMKA 5.14. Doposud jsme se zabyvali situacemi, kdy jsme méli k dispozici néjaky FS.

Vibec jsme v8ak nefesili otdzku existence FS. To napravime v nasledujici véte.

Véta 5.15. Pro systém (5.2) existuje F'S.

91



5 Analytické Feseni soustav linedarnich diferencidlnich rovnic 1. fadu

Diikaz. FS ziskdme fesenim pocdtecnich tloh ve tvaru
v —Alx)y = 0,
y(xo) = €,
pro j € m, kde €; znaci j-ty vektor standardni baze R". O
n
Véta 5.16. Necht y1,...,yn 780 (5.2) na I, C = (Cij)ijl: zi(x) = ) cijyj(x),ien, v e l.
j=1
Pak zy,. ..z, Tesi (5.2) a plati
Weoon (%) = |C] Wy, .y, (2), Ve el
a tedy (z1,...,2n) je FS pravé tehdy, kdyz (y1,...,yn) je FS a zdrovern |C| # 0.

Diikaz. Snadno provéiime

Ax) .0 zh(w) yi(z) ... yi(@)] lenn ... cm
Wtz () = = : = |C[Wy,,...yn (2).
Zbyvajici tvrzeni je jiz ziejmé. O

Veéta 5.17. Necht yi,...,yn 7esi (5.2) na I, xg € I. Pak

T

Wy () = Wy (20) exp / TrA€)dE S, Veel

zo

Diikaz. Podle poznamky 4.24 plati

%(Wyl,...,yn($)> =D W) @) ... @) ()] = ().

J=1

@) ... g

Vyuzijeme nyni toho, Ze podle pfedpokladi véty fesi y; rovnici (5.2) a plati tudiz

(v]) () = Y aj(@)yi(@).
=1

Dostaneme
vi () Yn(z)
(%) = ZZaﬂ(:U) yi(z) ... yh(2)|<+ j-ty Fddek.
j=11=1 - :
ui' («) Yn (x)
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5 Analytické Feseni soustav linedarnich diferencidlnich rovnic 1. fadu

Snadno si rozmyslime, Zze determinanty v jednotlivych séitancich jsou rovny 0 pro [ # j. Pro
| = j z nich naopak dostavame wronskidny Wy, ., (z). Shrneme-li dosavadni vysledky, méme

d n
(W @) = () = D a35(2) Wi ):
7=1
Tr A(z)

Dostali jsme tedy diferencidlni rovnici ve tvaru

& Wapron @) = T A ) W (2),

jejimz fesenim je (jak se snadno presvédéime dosazenim )

MN%MZWMWMMWJ/ﬁAwﬁ,

Zo

coz jsme chtéli dokazat. O

Véta 5.18. Nechf funkce yi,...,yn € CO(I) a necht W, . (x) # 0 na I. Potom existuje
pravé jeden systém tvaru (5.2), pro néjz je (yi,...,yn) F'S na I.

Diikaz. Je tieba dokéazat existenci a jednoznacnost.

(1) Existenci dokazeme konstrukci. Ozna¢me nejdiive

(yil)’(ff) (yil)’(w) e (y%)’(x)
y (@) i) o yp(e)

Vsimneme si, ze pravy dolni minor matice na pravé strané je vlastné wronskian Wy, ., ().
Rovnéz pozorujeme, ze

(vi € ) (Dilw,ys(a)) = 0)).
Rozvojem determinantu podle 1. sloupce dostavame
n
Di(w,y()) = (1) () Wy,..y, (x) + D (=1Y1 () Dy (<),
—_——— =
#0

kde Dyj(x) je determinant matice, jez vznikne z matice determinantu D;(z,y(z)) vy-
nechdnim 1. sloupce a (j + 1)-nfho Fadku.

Sestavime matici A(x) = (ai;(z)) tak, ze

aij(z) = (1) Wf” ,(yi)(JT) .
Potom
Y —Az)y =10
je hledanou diferencidlni rovnici s fundamentdlnim systémem (y1,...,y,).
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5 Analytické Feseni soustav linedarnich diferencidlnich rovnic 1. fadu

(2) Necht funkce y; Fesi na intervalu I dvé ruzné diferencidlni rovnice
y-Aly=0 a oy -Bly=0,
kde (3zg € I)(A(zo) # B(xo)).
Potom zrejmé plati
(vj' € ﬁ) (v:c € 1) ((A(x) — B(z))y;(z) = 0)

a zaroven vektory y1 (z), . . ., yn () tvoii bazi vektorového prostoru R™, pro libovolné pevné
x € I. Potom ale musi platit

(\m € 1) (A(a:) - B(x)),

COZ je Spor. ]

5.2 ReSeni soustavy s pravou stranou

PozNAMKA 5.19 (Metoda variace konstant). Necht (y1,...,y,) je fundamentélni systém
pro (5.2) na intervalu I. Hledejme Feseni rovnice (5.1) ve tvaru

2(2) =) eila)y; (),
j=1

kde ¢j : I — R pro vSechna j € n. Potom plati
(@)= @)+ cilx) yilx) =D @yi(e)+ Ad) [ D ¢i(@)y;()
j=1 —— =1

=t —A(2yy; ()

2(x) — A(z)z(z) = b(x).

Dostali jsme tedy soustavu n linedrnich rovnic pro n nezndmych c;(x) ve tvaru

n yi(z) .. ye(@)\ [clz) b'(z)

> G@y(@) =bz) N

7=t yi(@) - yn(@)) \cy(2) b" ()
Determinant matice soustavy je wronskidn W, . (xz) # 0, a proto jsou neznamé c;(x)
urceny jednoznacné. S vyuzitim Cramerova pravidla dostavame

Wi(z)
Wy1,~~~,yn (:U> ’

kde Wj(z) je determinant matice, ktera vznikne z matice soustavy nahradime-li j-ty sloupec
sloupcem pravych stran. Potom

Wj(x)
cj(x) = /de+d~
’ Wyh---,yn (l’) 7
kde d; jsou integracni konstanty. Obecné FeSeni rovnice s pravou stranou (5.1) potom je

) =3 | [ 72 de] o +j§ijldjyj<x>.

J=1

c; (z) =
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5 Analytické Feseni soustav linedarnich diferencidlnich rovnic 1. fadu

5.3 Soustavy s konstantnimi koeficienty

Definice 5.20. Necht A € R™". Potom soustavu ve tvaru
y' — Ay = b(z) (5.5)
nazveme soustava linearnich diferencidlnich rovnic 1. fadu s konstantnimi koefici-
enty.
PozNAMKA 5.21. Uvazujme rovnici bez pravé strany ve tvaru
v — Ay =0.

Predpoklddejme feSeni ve tvaru

y(x) = e o,

kde v € R™. Dosadime-li za y do rovnice, ziskdme vztah
MMy — AeMy =60 — (A—AE)v=20.

Resime tedy tlohu hledani vlastnich ¢isel a k nim pifslusejicich vlastnich vektorti matice A.

PozNAMKA 5.22. Nez piistoupime k dalsi vété, pfipomeneme si tvrzeni, které se ndm pro jeji
diikaz bude hodit.

Podle Jordanovy' véty (viz [1, Véta 17.8]) je kazd4 matice A € C™" podobna? matici J
v tzv. Jordanové normdlnim tvaru. Tj. existuje regularni matice P tak, ze plati

A =P 1P,

kde matici J 1ze zapsat v blokové diagonalnim tvaru

J= . kde J. =

p
Js,

Zde \; € 0(A), ¢tvercové matice J;- nazyvame Jordanovy bloky (bunky) pfislusné vlastnimu
¢islu \;. Cisla s; = vy(\;) jsou geometrické ndsobnosti vlastniho éfsla \; a ziejmé musf platit

> dim T = va (M),
j=1

kde v,4();) je algebraickd nasobnost vlastniho ¢isla A;.

Snadno si také rozmyslime, ze kazdy blok J; (povazujeme-li jej za samostatnou matici) ma
pravé jedno vlastni ¢islo \; s algebraickou nasobnosti rovnou fddu matice J 3 a s geometrickou
nasobnosti 1. K tomuto vlastnimu ¢islu tedy piislusi praveé jeden vlastni vektor (a pochopitelné
jeho libovolné nenulové nésobky).

'Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), francouzsky matematik.
2Rekneme, 7e matice A je podobna matici B pravé tehdy, kdyz existuje reguldrni matice T tak, ze plati
A =T 'BT.
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5 Analytické Feseni soustav linedarnich diferencidlnich rovnic 1. fadu

Véta 5.23. Necht A1, ..., N, jsou riznd vlastni éisla matice A s algebraickymi ndsobnostmi
P
ki,....kp, > kj =n. Pak FS pro rovnici y — Ay = 6 md tvar
j=1
My (), ..., My, (z)
e Tyor (1), ..., ey, (1)
. . )
e)‘Pmypl (), ..., e’\szpkp ()

kde y;j(x) je vektorovy polynom stupné nejuyse j—1 (resp. vektor o slozkdch ve tvaru polynomai
stupné mensiho nez j).

Diikaz. V rovnici 4 — Ay = 6 provedeme substituci y(x) = P~1z(x), kde P je matice
z poznamky 5.22. Dostaneme tak novou rovnici ve tvaru

2 —Jz=40.

Thned vidime, Ze soustava se ,rozpadla“ na nékolik nezavislych soustav podle bloku matice
J. Toho vyuzijeme a feseni budeme hledat po jednotlivych blocich. Necht napi. prvni blok je

tvaru
A1

1 N

k sloupcu

Potom je tieba fesit soustavu ve tvaru

(Zl)/ — )\lzl,

(2% = 2P+

(Zk‘)/ — Zk‘—l + )\le.

Pfitom klademe z'(x) = 0 pro i > k.
Provedeme-li dalsf substituci 2/ (x) = eM®u/ (x), pfevedeme soustavu do tvaru

(') =0,
Wy =
(uk)/ — uk—l

0 0 0 1

0 0 0 T
ul(x) = ) UQ(x) = ) U3($) = ’ ) Uk(l') =

0 1 T k=2 /(k — 2)!

1 x z2/2 zF=1/(k —1)!
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5 Analytické Feseni soustav linedarnich diferencidlnich rovnic 1. fadu

Nyni je potieba provést zpétnou transformaci

2} (2) uj(z)
k k
yj(x) = P! Zjéx) =M pL. uj(()x) proj=1,...,k.
0 0
—_—————

=y1;5(x)
Odtud také vidime, Ze TeSeni je v pozadovaném tvaru, kde y1; je vektorovy polynom stupné
nejvyse j — 1.
Analogicky se zpracuji i ostatni bloky. O
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6 Okrajové ulohy pro obycejné diferencialni
rovnice

Definice 6.1. Necht p,p’,q € C![a,b] a p(x) > ¢p > 0, pak rovnice (6.1), (6.2) a (6.3)
—(p()y) +al@)y = f(z), naxze(ad), (6.1)
ary(a) + fry'(a) = 0,
agy(b) + Bay/ (b

se nazyvaji okrajova dloha v samoadjungovaném tvaru a vztahy (6.2) a (6.3) se nazyvaji
okrajové podminky.

— —

Y

Levou stranu rovnice (6.1) lze opét zapsat pomoci linedrniho diferencidlniho operatoru L
ve tvaru Ly = —(p(2)y")' + q(z)y.

PozNAMKA 6.2. Okrajova tloha nemusi byt FeSitelnd jednoznaéné. Napifklad za podminek
¢q=0, a12=0, B12 =1 je y(x) urena jednoznacné az na aditivni konstantu.

PozNAMKA 6.3 (Formalni postup). Rovnici (6.1) lze upravit na LDR druhého fddu ve tvaru
=P (@) (z) = p(x)y"(z) + q(@)y(x) = f(z).

Uvazujme nejprve obecné feseni. Zvolme si fundamentdlni systém {vi(z),ve(x)} tak, aby
platilo:

e vy (x) fesi (6.1) a (6.2) a pritom nefesi (6.3).
o vy(x) Fesi (6.1) a (6.3) a pritom nefest (6.2).

Sestrojime Wronskian

Wy s (z) = Wi s (o) exp ¢ = / 11)7((5))

o

d¢ ¢,

—Inp(z0)—In p(x)

z néhoz ziskdme

Wy1 Y2 (.Z') p(xo) ozn.
: = = Wy, p(@)p(z) = K =konst. Vz € [a,b (6.4
Wyl,yz(xo) p(l’) 1 y2( ) ) [ ] )
Pro ziskani partikuldrniho feSeni provedeme variaci konstanty (y = y(z), v; = v(x),
¢i = c(x)).
Yy = v+ Cov2
Yy = v+ chue +c1v) + cavh
—_———
=0
y' = v+ b + v + covy
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6 Okrajové tlohy pro obycejné diferencialni rovnice

Na ¢ jsme polozili jednu podminku. Dosadime y, 4y, y" zpét do (6.1) (p = p(z), ¢ = q(x)).

Ly = p(—cv] — cyvy) 4+ cr(—p'vy — pof + qui) + ca(—p'vy — puy + qua) = f(x)
=Lv1=0 =Lvy=0

Obé oznac¢ené zdvorky jsou nulové, nebot vy (z) i va(x) Tesl (6.1) bez pravé strany.
Z této rovnice a z predchédzejici podminky ziskdme soustavu rovnic pro ¢j a c.

—f(z)
p
v +dhve = 0

Wi w4
Cl'U]_ + 621)2 -

Reseni nalezneme Cramerovym pravidlem (determinant soustavy je nenulovy Wroriskian).

da) = —— 0w _ w@i@
' Wy oo (@) |=f(2)/p(z) vh(2) K
Gz) = — 2t |n@) 0 _ n@)f(@)
? Wy (@) [0)(2)  —f(x)/p(z) K

Konstanta K je z (6.4). Dosadime do okrajovych podminek:
e 7 (6.2) ziskdme aq(c1v1 + cov2)(a) + fi(c1v] + cavh)(a) =0
e 7 (6.3) ziskdme aa(c1v1 4 cav2)(b) + Ba(c1v] + c2vh)(b) =0

Vytknutim upravime na

c1(a) (aqvi(a) + B1vy(a)) +ea(a) (aqve(a) + Bivh(a)) = 0
=0 £0

c1(b) (a1 (b) + B2v] (b)) +ca(b) (agua(b) + Bovh(b)) = 0
% =0

Nulovost dvou oznacenych zavorek vyplyva z volby vi(z) a ve(x). Z téchto podminek tedy
vyplyva, ze ca(a) = ¢1(b) = 0.
Reseni ziskame integraci.

b T

ci(z) = —/UQ(S)Jc(S)dS a co(x) = —/vl(s)f(s)ds

Vysledné feSeni je pak

y(z) = / Glx, ) f(s)ds (6.5)
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6 Okrajové tlohy pro obycejné diferencialni rovnice

Véta 6.4. (o existenci) Za danijch predpokladi existuje Tesent okrajové ilohy ve tvaru (6.5).
Diikaz. Tvrzeni vyplyva z piedchozi konstrukce. O

POZNAMKA 6.5. Jednoznacnost prozkoumédme vySetfenim vyrazu (Ly,y) (skaldrni soucin
na £2 prostoru viech kvadraticky integrabilnich funkci)

b

b
Lyy) = / Ly(x)y(x)de = / y [(~ (@) @) + a@)y(x)] da
b

b
=~ [ 1oyt [y

a

b b
e / p(@) [y (@)]* da | + / 4(@)y? (2)dz

’ b ’ b
= —p(b)y’(b)y(b)+p(a)y’(a)y(a)+/p(fv) Iy’(x)|2dx+/q(:v)y2(w)dw

Ve tfetim kroku jsme pouzili per partes na prvni s¢itanec. V okrajovych podminkéch exis-
tuje alespon jedno z «, 8 nenulové.

e bud 1 =0, pak y(a) = 0;
nebo f # 0, pak y'(a) = —Fy(a)
e bud B2 =0, pak y(b) = 0;
nebo B # 0, pak y'(b) = —F2y(b)
Muzeme pokracovat v ipravach vyrazu (Ly,y) a vyuzijeme téchto podminek.

b b
(Ly,y) = %(b)y%b)—%p(a)y?(aw / p(@) |y ()| da + / g(x)y? (z)de

a a
Z definice 6.1 plati p(z) > co > 0. Touto nerovnosti odhadneme vyraz (Ly,y).

b b

()5 (a) + o / 1y (@) dz + / o)y (2)dz

a a

aq

(Ly,y) > %p(b)yQ(b)—EP

Tuto nerovnost jsme si pripravili pro dikaz néasledujici véty.

Véta 6.6. (o jednoznacnosti) Necht q(x) > 0 a ddle as,fs > 0, as + 2 > 0 a

a,—p1 > 0, ag — 1 > 0. Pak pokud B1 = OA B2 = 0 Aq(x) > qo > 0, resp. pokud
(51 #0 V fPg # 0> A <a1 #0 V ag # O) Vo q(z) > qo > 0, Teseni okrajové ilohy je
jednoznacné.
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6 Okrajové tlohy pro obycejné diferencialni rovnice

Diikaz. Necht y; a yy fesi okrajovou tlohu, tj. Ly = f(z) a Lys = f(x). Odectenim ziskdm
L(y1 —y2) = 0, pak i (L(y1 — y2),y1 — y2) = 0. Dosadime |y; — y2| za y do piedchozi nerov-
nosti.

0 > %p(b) ryl—yzr%b)—%p(a) v — 2 (a) +
b b
teo [l = @do [ o) = ol ()

Integraci nerovnosti ziskdme (y; — y2)(x) = konst. Po pfidani pfedpokladu z tvrzeni véty
ziskdme y;(x) = y2(x) na [a, b]. O

PozZNAMKA 6.7 (Fyzikalni motivace). Uvazme tlohu vedeni tepla sténou, zndme-li teploty
na obou stranach této stény. Tuto ulohu lze formalizovat nésledujicimi rovnicemi

_ky,, = f(.’E), na r < (a’ b),
y(a) = T,
yo) = T,

kde y(x) je neznamda funkce popisujici prubéh teploty ve sténé, f(x) je funkce popisujici
zdroje/propady dané veli¢iny (tj. teploty) ve sténé, konstanta k je tepelnd vodivost stény a
T,, Ty jsou teploty na krajich stény. Vidime tedy, ze fesime okrajovou dlohu pro diferencidlni
rovnici. Redenf této tlohy s nulovou pravou stranou je uvedeno v pifkladu 1.12.

Obecné teseni nasi ulohy lze zapsat v néasledujicim tvaru

1 T S
y(z) = _k//f(l?)dp ds + Ciz + Cq,

kde C7, (5 jsou integracni konstanty, které je potfeba urc¢it za pomoci okrajovych podminek.
M3 tedy platit

y(a) =T, = Cia+Co,

b s
1
yb) =Ty = —k//f(p)dp ds +Chb + Co,

=D

coz prepiSeme do tvaru

Cia+Cy = T,
Cib+ Cy T, — D.

Odtud nakonec dostavame
Cl = m(Tb_Ta_D)y
a
Cy = T,——(T,—T, — D).
2 a b a( b a )
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6 Okrajové tlohy pro obycejné diferencialni rovnice
y(x) Y2

fea

17

a b X

Obrazek 6.1: K vysvétleni metody stielby.

PozNAMKA 6.8 (Metoda stielby). Mé&jme typovou tlohu

/"

Yy :f<m7y7yl)7 kde z € (a7b)7
y(a) =, (6.6)
y(b) = 7.

Jeden z moznych postupi, jak vysSetfit existenci feseni této lohy, je pouziti tzv. metody
stifelby, kterd byla ptuvodné uréena pro numerické tlohy. Tato metoda spocivd v tom, Ze
misto puvodni okrajové tlohy (6.6) budeme fesit nasledujici poc¢atecéni ilohu

y// = f(l‘,y,yl),
y(a) = m, (6.7)
y'(a) = o,

kde neznamy parametr o chceme zvolit tak, aby feSeni dospélo do bodu (WZ).

Resenfm tlohy (6.7) je tedy funkce y(z;a) (v zapisu jsme zdiraznili zavislost na para-
metru «). Volba parametru « pritom odpovidd volbé pocateéniho sklonu kiivky y(zx;«),
pricemz jej volime tak, aby platilo y(b;a) = 2. To ndm muze piipominat volbu néklonu
déla s pozadavkem, aby vystieleny projektil zasdhl danou soufadnici. Odtud také pochéazi
nazev této metody. Situace je zndzornéna na obr. 6.1.

Uloha, (6.7) je pocatetni a tudiz muzeme rozhodnout o existenci a jednozna¢nosti jejtho
feSeni. Potom staci zkoumat fesitelnost algebraické rovnice

y(b; ) = 72,

které pak odpovidé existence a pocet Feseni puvodni okrajové tlohy (6.6).
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uloha pro diferencialni rovnici lemma
okrajova, 4, 98 Gronwallovo, 57
pocatecni, 2 )
tipravy matice
v Jordanové normalnim tvaru, 95

ekivalentni, 5

neekvivalentni, 5 metoda

cAra variace konstant, 22, 79, 94
o E/ulerova lomena, 43 obvod RL, 23
FeSeni
diferencidlni rovnice, 4, 62 podminka
jednoznacnost, 5 Lipschitzova, 50, 62
klasické, 4 podminky
neprodlouzitelné, 51 okrajové, 4, 98
prodlouzitelné, 51 pocateéni, 1

podobnost matic, 95

pole smérové, 7

polynom
charakteristicky, 82

Cauchyova pocatecni iloha, viz tloha pro di-
ferencidlni rovnici, po¢ateéni

determinant
Vandermondeuv, 83

¢ enice. 2
Wronskiho, 71, 90 rotujict sklenice,

rovnice
charakteristicka, 82
Clausiova—Clapeyronova, 4
rovnice diferencialni
Bernoulliho, 25
ekvivalentni, 5
homogenni, 14
linearni n-tého radu, 69
bez pravé strany, 69
s konstantnimi koeficienty, 81
s pravou stranou, 69
linearni 1. radu, 20

funkce

Eulerova lomena, 43

homogenni, 14
pozitivneé, 14

linedrné nezavislé, 71

linearné zavislé, 71

lipschitzovskd, 50

lokalné lipschitzovska, 50

stejné omezené, 40

stejné spojité, 40

kiivka bez pravé strany, 20
integrélni, 4 s pravou stranou, 20
izoklinicka, 7 obycejna, 4

kanonicky tvar Riccatiho rovnice, 29 parcialni, 3

kyvadlo matematické, 3 Riccatiho, 27

Riccatiho specidlni, 32

Leibnizova formule, 83 se separovanymi proménnymi, 9
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REJSTRIK

separovatelna, 12
tvaru z = f(v'), y = g(y), 35

tvaru ' = f (—Siigl;i%), 17

v normélnim tvaru, 7

soustava diferencidlnich rovnic, 61
linearnich, 64, 89
bez pravé strany, 89
s konstatnimi koeficienty, 95
s pravou stranou, 89
v normalnim tvaru, 62
systém
fundamentélni, 74, 91

vyraz diferencidlni
obycejny n-tého radu, 4
védro Newtonovo, viz rotujici sklenice
véta
Arzelaova—Ascoliova, 40
Jordanova, 95
Osgoodova, 48
Peanova, 47

wronskian, viz determinant, Wronskiho

105



	Obsah
	Předmluva
	1 Úvod
	1.1 Příklady
	1.2 Označení

	2 Řešení speciálních typů rovnic
	2.1 Geometrická interpretace rovnice y' = f(x,y)
	2.2 Rovnice se separovanými proměnnými
	2.3 Rovnice separovatelné
	2.4 Homogenní diferenciální rovnice 1. řádu
	2.5 Diferenciální rovnice tvaru y'=f((ax+by+c)/(px+qy+r))
	2.6 Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	2.7 Bernoulliho diferenciální rovnice
	2.8 Riccatiho diferenciální rovnice
	2.9 Diferenciální rovnice ve tvaru x=f(y') a y=g(y')

	3 Teoretické vlastnosti řešení diferenciálních rovnic
	3.1 Diferenciální rovnice tvaru y'=f(x,y)
	3.1.1 Existence řešení
	3.1.2 Jednoznačnost řešení
	3.1.3 Prodloužitelné a neprodloužitelné řešení
	3.1.4 Věta o hladkosti a o spojité závislosti na datech

	3.2 Soustavy diferenciálních rovnic 1. řádu
	3.3 Soustavy lineárních diferenciálních rovnic 1. řádu

	4 Analytické řešení lineárních diferenciálních rovnic n-tého řádu
	4.1 Řešení rovnice bez pravé strany
	4.2 Řešení rovnice s pravou stranou
	4.3 Lineární diferenciální rovnice n-tého řádu s konstantními koeficienty

	5 Analytické řešení soustav lineárních diferenciálních rovnic 1. řádu
	5.1 Řešení soustavy bez pravé strany
	5.2 Řešení soustavy s pravou stranou
	5.3 Soustavy s konstantními koeficienty

	6 Okrajové úlohy pro obyčejné diferenciální rovnice
	Literatura
	Rejstřík

