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1. Uvop
Obycejna diferencilni rovnice n-tého radu je kazda rovnice tvaru

(1) Fz,y,y,y",...,y™) =0,
kde F je funkce n + 2 proménnych takové, ze y(™ ve funkénim predpisu skuteéné vystupuje.

Definice 1. ReSenim (integralem) diferenciélni rovnice na neprazdné mnoziné M C R se nazgva
kazda funkce f(z), kterd ma na M n derivaci a plati: F(z, f(z), f'(z),..., f™(x)) = 0 pro kazdé
rxeM.

Definice 2. Integralni krivkou se nazyva graf reseni.

Uloha. Hledejte FeSeni rovnice (1), které v bodé z splituje zadané podminky:
(1) y(xo) = yo, ¥ (x0) = ybs -,y V(o) = 4" — tzv. Cauchyova (poééteéni) tiloha.
(2) Okrajové dloha: Reseni se hledd na intervalu (a, b); hodnoty FeSen{ a derivaci spliiuji v okra-
jovych bodech zadané podminky.

Definice 3. Rikdme, 7e bodem [0, yo] prochdzi pravé jedna integralni kiivka dané rovnice 1. fadu,
pravé kdyz existuje interval Z, obsahujici zy uvniti tak, ze vSechna feseni rovnice na mnozinach M
obsahujicich interval Z a prochézejicich bodem [zg, yo] na intervalu Z splyvaji.

Definice 4. Rekneme, 7e danym bodem [z, yo] prochézi pravé jedna integraln{ kivka rovnice (1) n-
tého fadu, splitujici podminky 3/ (z0) = b, ¥ (z0) = yil,. ..,y V(o) = yénil), existuje-li interval
7 obsahujici xg uvnitt tak, Ze vsechna feseni rovnice na mnoziné M obsahujici Z a prochézejici
bodem [zg, yo] na intervalu Z splyvaji.

2. RESENT NEKTERYCH SPECIALNICH ROVNIC 1. RADU

2.1. ReSeni rovnice y' = f(z,y). Rovnici tvaru y' = f(z,y) nazyvdme rovnici ve tvaru vyfeseném
vzhledem k 1. derivaci. K¥ivku f(z,y) = ¢ nazyvame isoklina.

2.2. Rovnice se separovanymi proménnymi. Rovnici se separovanymi proménnymi rozumime
rovnici tvaru

(2) Plx) +Qy)y' =0,

kde P(x) a Q(y) jsou spojité funkce jedné redlné proménné.

Véta 5. Necht P(x) je spojitd na intervalu Z = (a,b) a Q(y) spojitd na intervalu K = (c, d). Potom
(1) kazdé feseni rovnice (2) na intervalu Z; C Z spliluje rovnici

(3) [ P@ps+ [away=c

pro néjaké C.
(2) Kazda funkce implicitné definovana vztahem (3) pfi libovolném C na intervalu Zp C Z, kterd
mé na intervalu Z, derivaci, je Fesenim (2).

Dikaz. (1) (=) Integrovanim rovnice a substituci y = u(x) okamzité dostavame
¢ = [(Pa) + Q) (@)de = [ Pla)da+ / QW
(2) (<) Bud F'(z) = P(x), G'(y) = Q(y), necht plati F(z) + =0, F(z) +G(2(x)) = C.

Potom pro derivaci musi platit
P(x) + Q(2(2))#'(x) =0
U
Véta 6. Nechf P(x) je spojitd na (a,b), Q(y) spojitd na (c,d), nechf Q(y) # 0 pro y € (c,d).
Potom kazdym bodem oblasti (a,b) x (¢,d) prochézi pravé jedna integrélni kiivka rovnice (2) (tj.
je-li [xo,y0] € (a,b) x (c,d) existuje pravé jedno TeSeni (2) spliujici rovnici y(zg) = xo).
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Diikaz. (1) Budte F'(z) = P(z), G'(y) = Q(y), necht funkce y(z) vyhovuje rovnici F(x) +
G(y(z)) = C. Soucasné musi platit F(xo) + G(yo) = C, celkem tedy musi y(x) spliiovat
rovnici F(z) + G(y(x)) = F(xo) + G(yo). Diky spojitosti parcidlnich derivaci lze y(z) z této
rovnice explicitné vyjadrit.

(2) Budte y1(z),y2(x), y1(z0) = y2(x0) = yo riizna feseni (2) na (a, B) 3 x¢. Potom musi platit

P(x) + Qy(2)y1(z) = P(z) + Qy2(2))ys(),

G(@) = = Gln(a),

tedy G(y1(z)) = G(y2(x))+C. Protoze tato rovnice musi platit i pro z = xg, jedinou moznou
hodnotou C je C = 0. Protoze @ je spojitd a Q(x) # 0, je G prostd, tudiz yi(z) = ya2(x),
COZ je spor. O

2.3. Separovatelné rovnice. Separovatelnou rovnici rozumime rovnici tvaru

Py(z)Pa(y) + Q1(x)Q2(y)y" =0,

kde Py, Q1 jsou spojité na (a,b) a Pa, Q2 jsou spojité na (¢, d). Za predpokladu Q1(x)Ps(y) # 0 lze
tuto rovnici prevést na rovnici tvaru

Pl(-T) Q?(y) r_
G@ Py’

Oznalme ay,as,...,a, € (a,b) a by, by,...,b, € (¢,d) nulové body Q1 resp. Ps. Resenim ptivodn{
rovnice jsou i konstantni kfivky y = b; na (a,b).
Pii urc¢ovani definiéniho oboru je nutné ovérit pripadné pruseciky s konstantami.

2.4. Homogenni diferenciilni rovnice 1. fadu.

Definice 7. Funkce n redlnych proménnych F(x1,xo,...,x,) se nazyvd homogenni stupné k,
plati-li, ze

F(txy,try, ... tx,) = tNF(zy, x0,...,2,).
Rovnici
(4) P(:my) + Q(xvy)yl =0,

kde P, (@ jsou homogenni funkce stejného stupné k nazyvame homogenni rovnici stupné k.
K feseni vede substituce y = xu, kde u je novd nezndmé funkce. Ta prevede puvodni rovnici na
rovnici

P(z,zu) + Q(z, zu)(u + zu’) = 0,
2F[P(1,u) + Q(1,u)(u + zu')] = 0,
ktera je separovatelna.
Véta 8. Necht 0 ¢ M C R. Je-li u(z) feseni rovnice
(5) P(Lu) + Q(Luu +zQ(1,u)u’ = 0,

je y(x) = zu(x) Fesenim rovnice (4). Je-li y FeSenim rovnice (4) na M, existuje u(x), které je FeSenim
(5) na M tak, Ze y(x) = zu(z).

Pozndmka. Zavadi se také zobecnéné homogenni (kvazihomogenni) rovnice. Ty se fesi sub-
stituci y = z - u pro o € R. Této substituce je mozné vyuzit, pokud lze po substituci vytknout x z
kazdého ¢lenu diferencialni rovnice ve stejné mocniné.
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2.5. Rovnice tvaru y' = f (%) U rovnice tvaru
axr + by + ¢

) y—f (e
ax + By +

rozlisime nasledujici pripady:
(1) o =p=a=>b=0: Potom

<

-1(3)
f<c>a:+(].

~

;o ax +c¢

Y _f<ozm+7)’
o= [1(25) e

;o azx + by

y'_f<a$+ﬁy>’

a b
a f

Bud b#0, pak a8 —ab=0a a = fa a rovnici upravime na tvar
ar + by + ¢
b lax +by) +~
a déle na

(7) z'—a+bf<ﬂz+c>.

Rl

tedy

)
(2) b= p =0: Potom

B) e=v=

tato rovnice je homogenni.
(4) Neplati b= =0, ale je

=0.

Funkee y(x) je feSenim (6) na mnoziné M, pravé kdyz z(z) = ax + by(x) je feSenim (7).
(5) Plati, ze

Z g‘ £0.
Vytesime soustavu rovnic
axg+byg+c=0
arg+ Byo+v=0
a zavedeme substituci
U= — X r=xg+Uu
V=Y —Yo Y =1yo+twv.
Plati
v(u) =y(x) —yo =y(xo +u) —yo = y(x) =v(x — x0) + Yo.
Substituci dostaneme

v/:y/: ( (1‘0+u)+by0+v )
(o +u)+ Byo +v) +

f(au+bv—|—axo+byo+c) f<au—|—bv>

au + v+ axg + Byo + au + fu
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Je-li v(u) FeSenim rovnice (8), pak y(z) = yo + v(x — o) je FeSenim rovnice (6) a naopak ke
kazdému feseni y(x) rovnice (6) lze nalézt Feseni (8) tak, Ze dany vztah plati.

2.6. Linearni diferencialni rovnice 1. fAdu. Rovnice tvaru

(9)

Y+ plx)y = q(z),

kde p(x) a ¢(z) jsou spojité na (a,b).

(1)

Reseni rovnice bez pravé strany: Mé&jme rovnici ¥’ + p(z)y = 0. Tuto rovnici ziejmé Fesi
y(x) = 0 pro kazdé x. Po vydéleni y (pfedpokldddme y # 0) dostaneme
/
Y
Y

coz je ekvivalentni s rovnici

In |y| + /p(x)daz =K.
Po odlogaritmovani dostaneme
y = C’e_fp(x)dx, CeR
coz je obecné feseni rovnice bez pravé strany pro kazdé C.

Véta 9. Je-li p(z) spojitd na (a,b), prochdzi kazdym bodem [z, yo] € (a,b) X (—o0, +00)
prévé jedna integralni k¥ivka rovnice y’' + p(z)y = 0, kterd je feSenim rovnice na celém (a, b).

Dikaz. Obecné Teseni mé tvar

) — e oo
bodem [z, yo] prochdzi pouze
o L
Osou x prochazi praveé y = 0. (|

Metoda variace konstanty: Predpokladejme, ze C' zavisi na x
y=C(x)e” fp(m)dm,
tedy
Clx) = y(a:)efp(‘r)dm.
Dosazenim za y do (9) obdrzime
C'(@)e /P — @)e SO () () ) [P0V < g(a),

y’ Y

po Upraveé
C/(:L,)e—fp(z)dz _ q(x)7

C(x) = /q(x)efp(m)dx +C.
Obecné feseni rovnice s pravou stranou je
o) = [ [awyel 7 s ] o [
Véta 10. Nechf p(z), g(y) jsou funkce spojité na (a,b). Potom pro libovolné C je funkce

y(z) = [ / g(z)e] P@1 C] o~ [ ez

feSenim rovnice y’' + p(x)y = ¢(x) na (a,bd). Kazdym bodem [zq,yo] € (a,b) x (—o0,+00)
prochdz{ préavé jedna integralni kiivka, kterd je feSenim na (a,b) a je popséna rovnic{ tvaru
(10) pro vhodnou volbu C.
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Véta 11. Obecné Teseni linedrn{ diferencidlni rovnice s pravou stranou je souc¢tem obecného (ho-
mogenniho) Feseni rovnice bez pravé strany a libovolného pevné zvoleného feseni rovnice s pravou
stranou (partikuldrniho Fesenf).

2.7. Bernoulliho rovnice. Rovnice tvaru
(11) Y +p(x)y = q(x)y”,

kde p(x), q(z) jsou spojité na (a,b), a € R. Pokud je @« = 0 nebo a = 1, je to linedrni rovnice
prvniho Fadu. Jinak opét y = 0 trivialné fesi, za predpokladu y # 0 muzeme rovnici upravit na

dale substituci z = y'=%, 2/ = (1 — a)y~*y’ na

a
(12) 7+ (1= a)p(x)z = (1 - a)q(z).
Véta 12. Necht o # 0,1. Necht p(z), ¢(x) jsou spojité na (a,b), ¢(x) neni na (a,b) identicka 0.
necht z(z) je feSenim (12) na (a, b). Pak kazda funkce y(z) spliiujici na intervalu Z C (a, b) rovnici
y'~%(z) = z(v) a takovd, Ze na svém definiénim oboru je y(z) # 0 a existuje y'(x) na Z je feSenfm
(11) na Z.

Naopak necht y(x) je feSeni (11) na Z C (a,b) a y(z) # 0 na Z. Pak existuje feseni z(x) rovnice
(12) na Z takové, ze y'~%(z) = z(x).
2.8. Riccatiho rovnice.
(13) y' = ao(x) + a1 (2)y + as(x)y?,
kde ag, a1, as jsou spojité funkce na (a,b). Je-li ag = 0, je to Bernoulliho rovnice, je-li ag = 0, je to
linedrni rovnice.

(1) Substituce & = ¢(t), kde ¢ mé spojité derivace na (¢, d), ¢(c,c) C (a,b), nezabere,

% B %‘P'(t) = ao(p(t)¢(t) + a1 ((t)) ' (t)y + az (1))@ (t)y”

protoze dostaneme jenom novou Riccatiho rovnici.
(2) Substituce

_az+f
y= g
kde «, 8,7, 6 maji spojité derivace na (¢,d) C (a,b) a je
a p
¥ 5‘ 70
také nezabere.
% _ 1 / ’ / o / / _
T = ogplled £z 4 B)0+8) = (2 + 75+ oz + 5)) =
__ 1 _ / Iy N2
- (72+6)2[(a6 vB)z + (&'y — vy a)z*+
+ (@6 + 'y =78 —d'a)z+ (86 — ')
o) + an(@)y -+ aa()y? = T grzlan(y + 8 +an(y+ d)(az + B)+
+ az(az + B)F.

Abychom se v nové rovnici zbavili 22, musi platit

oy —~a—apy? —axa® —aya =0,
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oy -+« <a)2 o
——— —a—a |- | —a—=0,
Y Y

/ 2
(e% «Q (e%
<> —ap — a2 () —G,l*:O.
v Y v

Dostali jsme opét pouze jinou Riccatiho rovnici.
Kanonicky tvar Riccatiho rovnice: U 2 je koeficient +1 a y v rovnici nevystupuje. Prvniho
1ze dosdhnout substituci

y =w(z)z,
! !’ 2.2
wz +zw = ag+ ajwz + aswz”,
/
aop w
2 =24 a; — =)z + aw?z?,
w w
z ¢ehoz dostdvdme podminku pro w(z)
1
az ()

Nulového koeficientu u y dosdhneme substituci y = v + «a, tim rovnice prejde na

w==

u' = lag +a1a+ asa’® — o]+ (ar + 2az0) + asu?,

tedy a musi byt

_ ai(w)
alr) = 2az(z)’
Zname-li jedno feSeni yi(x) na (a,b), umime najit zbyvajici. Bud y;(z) feSeni Riccatiho

rovnice
!

y1(x) = ao(x) + ar(x)y1 (z) + ag(2)yi (2).
Zavedeme substituci

1
ule) = y(z) —yi(x)’
za predpokladu u(z) # 0 je
1
y(z) = yi(z) + u(@)

Po dosazeni dostaneme

., 1 1\°
y=y1——=ata{pnt+t-—|F+aly+-—) =
u (A u

2a2y1
u

2 ai as

=ao+ a1y +ay; + — + +
u u
takze
v + (a1 + 2a2y1)u + az = 0.

Tim jsme Riccatiho rovnici pfevedli na linearni diferencidlni rovnici prvniho fadu.
Vztah Riccatiho rovnice a linedrni diferencidlni rovnice 2. fddu. Uvazujme linedrni dife-
rencialni rovnici 2. Ffadu

po(2)y” +p1(2)y’ + pa(z)y = r(2), po(z) # 0.
Bud'te ag, a1, az, ab spojité na (a,b), az(x) # 0, y(x) FeSeni Riccatiho rovnice na (o, 8) C
(a,b). Zavedeme substituci

u(x) — e—faz(w)y(z)dx

W' (x) = —az(x)y(@)u(x).
7Z této rovnice vyjadiime y
—u'()

y(w) = as(x)u(z)
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a derivovanim vyrazu

u/
— = —a2y
u
dostaneme
w'u —u'? , ,
= —asy — agy'.
u? 2
Vynésobime to u?
" 12 / N, 2
u'u —u' = (—asy — a2y’ )u”,
dosadime za 3’
" 2 _ / 2 2
u'u —u" = [—ayy — az(ao + a1y + agy”)Ju”,
dosadime v/ () = —ag(z)y(x)u(z), vynisobime as/u
u"u = —abyu® — azapu® — azaryu?,
asu” = —abasyu — adaou — adaiyu,

dosadime za y
apu” = dyu' — adagu + azaru’.
Resen{ Riccatiho rovnice vyhovuje linearni diferencialni rovnici 2. stupné
asu” — [ay + araz]u’ + adagu = 0.
Véta 13. Necht ag(z),a1(x), az(z), ah(x) jsou spojité na (a,b). Necht y(z) fesi (13). Potom

funkce
’U,(.’E) _ e—fag(z)y(m)dm

je TeSenim (14) na (a, 3). Naopak, necht u(z) je feSenim (14) na (v,d) C (a,b) a u(z) # 0,
az(z) # 0 pro = € (v,6). Potom

je FeSenim (13) na (v, 4d).
Specialni Riccatiho rovnice:
y +ay® = bz®,
kde a,b # 0 jsou konstanty, a € R. Pro o = 0 je to separovatelnd rovnice, pro o = —2
dostaneme po substituci

homogenni rovnici
2
U
W =a-b (f) :
x

y = u(z)z + vlz)
'z +u + 0+ a(u®2? + 2uvz + v?) = ba®
u? + (u' 4 2auv)z + (V' + av®) + au?2? = ba™.

Polozme v 4+ av? = 0 a ' + 2auv = 0. Potom

Jinak zavedeme substituci

v’ (o) 1
—— =a v(x) = —
v2 ax
2 1
u’+2auv:u’+£ =0 = u(r) = —
x x
Zavedeme tedy substituci
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Dostaneme .
z 1
2 @
— 4+a—z"=bx
x2 x4 ’
a
2+ —22'2 b t2,
T
Za z dosadime
1
Z =,
21
/
LA L O e
22 x272 ’
1 1

to vynasobime z?

a
/ a+2 .2

27 +bx T2 = —.
! LT g2

1
oc+3, T = :Ela+s

Rovnici pretransformujeme do nové proménné r; = x , za predpokladu o #

—3, x > 0. Pro derivace plati

4 :(a+3)xa+2i7 4 _ 1 i’
dz de;’ dx; (a+3)zet2dx
ptvodni rovnici upravime na
21 2
xa+2 + bzl = $O‘+4
a po transformaci obdrzime
dzy —otd
a+3)—— + bz} = azx, “*7.
(0 3) > +bsf = aa;
Po tpravé mame novou Riccatiho rovnici, ale s jinym a.
dz; b 5 a4
— + z] = 7t
dz;  a+37t  a+371
kde
a+4
o =— .
! a+3

Chceme dojit k @y = —2 nebo vy = 0. Proa; = -2 je a = =2, pro a3 =0 je a = —4.
NapiSeme rekurentni vztah

op—1+4

ak—1+3
ag—1+4  ag-1+3  ap_1+2

Qp =

ak+2__ak_1+3 ak_1+3_ak_1+3
1 :ak_1+3: n 1 okt 1 '
o + 2 oap_1+2 ap_1+2 o+ 2
Pro a, = 0 (e, = —2 nemd vyznam, protoZe se nikam nehnu) dostaneme
L1 4k
2 are N T YT
kde £ =0,1,2,.... Pokud zvolime opacny smér rekurze
r 1
a+2 a_p+2’
dostaneme
4k
Tkt
kde k =1,2,.... Celkem tedy muzeme nalézt feSeni pro
4k
“To—

kde k € Z. Lze dokazat, ze pro jinad « to nejde. Kromé toho lze TeSeni této rovnice prevést
na tvar y” + qr®y = 0, kde ¢ je konstanta.
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2.9. Diferencialni rovnice tvaru z = f(y') resp. y = g(v/').

(1)

Rovnice typu « = f(y’). Rovnici parametrizujeme y' = t, x = f(t). Potom po substituci
dz = f’(t)dt dostaneme

y = /y’da:+C = /tda:+C = /tf’(t)dtZ /tTf'(T)dT—&-C.

to

Véta 14. Necht funkce f(t) ma v intervalu (1, t2) spojitou kladnou (resp. zdpornou) deri-
vaci, necht

a= inf f(t b= sup f(¢
te(t1,t2) () te(t,ta) ()

(resp. @ = —oo pro f neomezenou zdola, b = 400 pro f neomezenou shora). Pak kazdym
bodem [zg, yo] € (a,b) x (=00, +00) prochdzi pravé jedna integralni kiivka rovnice z = f(y'),
jejiz tetna mé smérnici z intervalu (¢, ¢2) a je FeSenim rovnice na celém (a,b). Parametrické
rovnice této kiivky jsou

z=f(t)

t

Z/Tf/(T)dT—i-yo,

to
kde t € (fl,tg). Plati, ze f(to) = xg.
Diikaz. ProtoZe funkce f je prostd, rovnici z = f(y') lze pievést na tvar y' = f~1(z), coz je
rovnice se separovatelnymi proménnymi. Z toho okamzité plyne existence a jednoznac¢nost
reSeni.
Integrovanim a pouzitim pocatecnich podminek dostaneme

/f z)dz + C = /f €)dé + yo.

Polozenim x = f(t), zg = f(to) a po substituci z = f(7), dz = f/(7)dt méme
f(@) t
y= / F7HEAE +yo = /Tf/(T)dTero. O
f(to) to

Rovnice typu y = g(y'). Parametrizace y' = ¢, y = g(t).

J;—/—d +C = / t)dt + C = / dT—i—x

Véta 15. Necht funkce g(t) méa na intervalu (¢1,ts) spojitou kladnou (resp. zdpornou)
derivaci. Necht 0 ¢ (¢1,t2). Ozna¢me

o= inf g B= sup g(t)
tE(t1,t2) te(tl,tz)

(resp. @« = —o0, resp. f = 400). Potom kazdym bodem [zg,y0] € (—o0,+00) X (a, 3)
prochézi préavé jedna integralni kiivka, kterd je feSenim rovnice na intervalu (a,b), kde

t t

a=ux9+ inf / 9() dr, b=x9+ sup /Mdr,
tE(tLtz)t T te(tlth)t T
0 0
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pricemz g je definovdno vztahem yo = g(to). Parametrické rovnice kiivky jsou:

t
/
x:mo—k/MdT
T

to
y = g(t) + o,
kde t € (tl,tg).

Diikaz. Funkce g je prostd, tudiz existuje inverzni funkce g=!, tedy v’ = ¢~*(y) a pokud
/
Yy #0

/

Y

-1
9 (y)
To je rovnice se separovanymi proménnymi, z ¢ehoz plyne existence a jednoznacnost feseni.
Integraci a z poc¢ate¢nich podminek dostaneme

Yo

=1.

Dosadime y = g(t), yo = g(to) a zavedeme substituci n = g(7), dn = ¢'(7)dr.
9(t) Lo
xzxo—F/ dn :xo—|—/g(7)d7'. O
g(to) ! to

Na zévér se mus{ vySettit piipad, kdy y' = 0 a to je tehdy kdyz yo = ¢(0), takze je to
konstantni feSeni.

3. VETY O EXISTENCI, JEDNOZNACNOSTI A VLASTNOSTECH RESENI ROVNICE TVARU ¥y’ = f(x,y)

Definice 16. Nechf M je mnozina nekoneéné mnoha funkei definovanych na omezeném intervalu
7 C R. Pak
(1) fekneme, Ze funkce z M jsou stejné omezené na intervalu Z, pravé kdyz existuje redlné ¢islo
K tak, ze | f(x)| < K pro libovolnou funkci f € M a libovolné = € 7.
(2) Rekneme, ze funkce z M jsou stejné spojité na Z, pravé kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje
d > 0 tak, Ze pro vsechny dvojice x1,zo € Z spliiujici nerovnost |z1 — x3| < 0 a pro vSechny
f e M plati, ze |f(z1) — f(x2)| < e.

01
>
K I D I A e D B N B I A B
I I I [} I | I [} I I I I
[ i o e Bt S e e e e i
L_L_LJ_J_l_l_L_L_L_uJ
| | | | | | | | | | | |
I T I S P TR S I S |
| | | | | | | | | | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I I I I I I I I I I I I
| | P B . T Spinay iy ERpy iy p— |
I I I I I I I I I I I I
F—l——l——l—d -4 -+ -+ —F = —I— -
I I I I I I I I I I I I
F=-1 "4 -T - 1T -t - -1 -1 "l
I I I I I I I I I I I I
7K e

OBRAZEK 1. K dukazu Arzelovy véty

Véta 17 (Arzela). Necht M je mnoZina nekoneéné mnoha funkei definovanych na omezeném in-
tervalu Z C R, které jsou na Z stejné omezené a stejné spojité. Pak z kazdé (obecné nekonvergetnf)
posloupnosti g, funkci z M lze vybrat posloupnost, ktera je na Z stejnomérné konvergentni.
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Srnice f'(zo, yo)
OBRAZEK 2. Konstrukce Eulerovy lomené ¢ary

Dikaz.

3.1. Eulerova lomena ¢ara.

Definice 18. Necht je ddna diferencidln{ rovnice ¢’ = f(z,y), kde defini¢nfm oborem funkce f je ob-
last G. Zvolme [z, yo] € G. Eulerova lomend ¢ara piislusna k [z, yo] je kazda kiivka zkonstruovand
takto:

Véta 19 (Peano). Necht funkce f(x,y) je spojitd na oblasti G C R?, pak kazdym bodem [x¢,yo] € G
prochdz{ integralni kiivka rovnice 3y’ = f(x,y) (tj. existuje alespon jedno Feseni rovnice y' = f(x,y)
spliiujici podminku y(xg) = yo)-

Diikaz. Kolem bodu [zg, yo] zkonstruujeme obdélnik G;. ProtoZe f je spojita, existuje takové K,
7e pro kazdy bod [z,y] € G je |f(z,y)| < K. Bud M mnozina viech Eulerovych lomenych ¢ar ¢,
piislusnych k [xo,yo]. Grafy vSech téchto ¢ar pak lezi v trojihelnicich ABC a ADE (viz obr. 3).
Na intervalu (a,b) jsou funkce p, € M stejné omezené a stejné spojité, nebot |p(z") — p(z')| <
K |2" — 2'|. Lze z nich podle Arzelovy véty proto vybrat posloupnost ¢,,, kterd na (a, b) stejnomérné
konverguje.

Chceme dokazat, ze ta limitni funkce ¢ vyhovuje pivodni dif. rovnici, plati

lim
x! —sp! 1:// —

pla") — @) _ f@, (@),

/
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OBRAZEK 3. K diikazu Peanovy véty

K

|

|

|

| |
x/ 1'//

/\/\\ .

OBRAZEK 5. K diikazu Peanovy véty

tedy pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0 takové, zZe pro |z — 2’| < §

W — fa', p(a))| < %E a ¢(zo) =1yo

Pro dostatecné vysoké n musi platit

20 ettt <

o — !

Fa () — e < PN ZOnl) b o) v,

! — !
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(f(@",9) —e)(a” —2') < pnla”) = pn(2’) < (f(2',7) +e)(@" —2').
Kde 2’ a § := ¢(a’) jsou pevné dané. Dokdzeme pravou stranu. Protoze f(x,y) je na G spojitd a
omezena konstantou K, pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro |z — 2’| < 24, |y — Y| < 3Kd
plati

(1) f(z,y) < f(2",Y) +e,
(2) (2' — 25,2’ + 26) x (§ — 3K6,5 + 3K5) € BCDE.

Pro kazdé 6 > 0 dale existuje ng takové, ze pro n > ng je

(1) délka ,hran® ¢, mensi nez é (to vyplyva z konstrukce posloupnosti ¢, ),
(2) |on(z’) — p(z')| < K& (protoze podle véty 17 ¢, = ¢).

[on(z) = 3 = ln(@) — 0(2")] < |on(@) = on(@’)] +|on(z)) — p(a')] < 3KS

Klz—a2'|<2K§ K

takze muzu ¢!, odhadnot pomoci f(z',7) +¢

1"

onle") = gule) = [ 2 az < (7062, 5) + 0" - ).

z/

Analogicky se dokaze druha nerovnost. O

Definice 20. Necht () je feSenim rovnice y' = f(x,y) na intervalu {(«, 3). Toto FeSeni se nazyva
prodlouZitelné vpravo (resp. vlevo), existuje-li feseni 1 () na {(«, 81) (resp. (a1, 3)), kde 8 < 51
(resp. a > o) takové, Ze p1(x) = (x) pro z € (a, 8). Funkce ¢;(x) se nazyva prodlouZeni fesSeni
¢ vpravo (vlevo). f{eéenL které neni prodlouzitelné vpravo ani vlevo, se nazyva neprodlouzitelné
(iplné) a jeho graf se nazyvéa charakteristika. Analogicky pro otevieny interval, ale za prodlouzeni
se povazuje i (a,b) — (a,b).

Véta 21. Nechf f(x,y) je spojitd na oblasti G. Nutnou a postacujici podminkou, aby feSeni ¢(x)
na intervalu (o, 8) bylo neprodlouzitelné vpravo (resp. vlevo) je splnéni alespon jedné z nasledujicich
podminek:

(1) B = o0, resp. @ = —0o0,

(2) |¢(z)| = oo pro x — B— (resp. ¢ — ay),

(3) o([z, p(z)],0G) — 0 pro x — _ (resp. x — o), kde IG je hranice G.

Dikaz. A) (<)
1. Ziejmé.
2. Protoze y je spojita, musela by v b existovat konecna limita, coz je spor.
3. Pokud by feseni bylo prodlouzitelné, 8 by byl ¢asti definiéniho oboru f a [3,¢(8)] € G, coz
je spor s tim, ze G je otevrena.
B) (=) Necht Zddnd z podminek neplati. DokdZeme, %e pak existuje konetna limita
lim o(z).

r—f[—
Bud'te p = liminf, ,5_ ¢(z), ¢ = lim sup, _,5_ ¢(v) a pfedpokladdejme, Ze p < ¢. Z toho dojdeme
ke sporu. Bud M = {[3,y]lp < y < ¢}. M je mnozina hromadnych bodt grafu, nebot [3,p] a
[8, ¢ jsou hromadnymi body podle definice lim sup a lim inf a pro ostatni to plati diky spojitosti
. Kazdy bod z M lezi bud’ v G nebo na dG. Viechny ale nemohou lezet na dG, jinak by platila
podminka 3, coZ by byl spor. Necht [3,r] nelez{ na G. Zvolme ¢ tak, Ze (r —e,r +¢) C M a
uvazujme ,obdélnicek* (5 —e, §) x (r—e,r+¢). Potom graf funkce ¢(z) mus{ projit obdélnickem
wodshora dolt“ nekone¢né krat, nebot jinak by {r — e,r + ¢} nebyly hromadné body grafu.
Soucasné ale pro kazdy prichod grafu ¢ mezi body 1 a 22 (¢’ je spojitd a proto na kompaktu
omezena)
2e = |p(x2) — @(@1)] = |¢"(§)| (22 — 71) < K(22 — 21),

tedy

>25
To — X —.
2 12 5
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Graf ¢ muze odshora dolt a naopak projit pouze koneéné krat, coz je spor. Musi tedy platit, ze
p = ¢, tedy existuje kone¢nd limita lim,_,5_ ¢(z) a plati

im P70 L e = tim f(E o) = F(8.0(8). O

z—p— T — ﬂ ri—B— zi—[—
Pozndmka. Je-li f(z,y) omezend a oblast G je omezend, existuje limita

lim o(z).

T—[B—

Véta 22. Necht f(x,y) je spojitd na oblasti G. Pak kazdym bodem [zg,yo] oblasti G prochdzi graf
alespon jednoho neprodlouzitelného feSeni, tj. alespon jedna charakteristika.

Drikaz. Oznaéme rg = %Q([mo,yo],aG). Pokud je G = R?, polozime ry = 1. UvaZzujme interval
To = (xo — 70, Zo + r0) X (Yo — T0, Yo + 7o) Zkonstruujeme FeSeni ¢g na intervalu (z¢ — ho, xg + ho),

kde
ho = min {ro, ;{00}

ho se voli tak, aby feseni protinalo levou a pravou stranu ,obdélnika®, intervalu a

Ky = max |f(x,y)].
Zo

Resen{ o budeme prodluzovat doprava. V bodé [€1,y1], kde 1 = xg + ho, y1 = @o(x1) provedeme
stejnou Gvahu a sestrojime feSeni 1 na (x1 — hy,21 + h1). Postupné dostaneme resen{

wo(z) x € (xo— hg, 1)

1\X X .’El,l'l—f—hl
sy 4P T )

vr(z) € (zk,xp + hi)

na intervalu (xg — hg, 8), kde 8 = limg_ o0 . Je-li B = +o0, FeSeni je neprodlouzitelné. Jinak
rozlisime tyto pripady:
(1) Plati, ze lim,_,5_ p(z) = Loo. V tom pripadé je FeSeni neprodlouzitelné.
(2) Limita lim,_,5_ ¢(z) neexistuje. Podle dikazu predchozi véty ale takovy piipad nemuze
nastat.
(3) Jelim,_5- ¢(x) =y a [8, Y] € OG. To odpovidd podmince 3 z pfedchozi véty, tedy Feseni
je neprodlouzitelné.
(4) limyy5- @(z) = Yo a [B,yu] € G. Oznatme r, = 1o([b,y.],0G), K, = maxz, f(z,y),
h., = min{ry,, = }. Potom
ry, = lim r,, K, = lim K,,h, = lim h,.
n—oo n—oo n—oo
ProtoZe r, > 0 a funkce f(x,y) je omezend (K, < oo), musi byt h, > 0 a feSen{ by mélo
jit dal prodlouzit, coz je spor.

Pozndmka. Definiéni obor neprodlouzitelného feSeni zavisi na poc¢atecnich podminkach.

Véta 23 (o jednoznaénosti — Osgood). Necht funkce f(z,%) je definovdna na oblasti G a spliiuje
nésledujici podminku: Pro libovolné dva body [z,y1] € G a [z,ys2] € G plati

If(x,y1) - f(x7y2)| < (I)(|y2 - y1|)7

kde @ je funkce jedné realné proménné u, spojitd a kladnd na intervalu (0, ¢), kde ¢ > 0, pficemz

I du _ .
513(1) (I)(u) - e

€

Potom kazdym bodem [xg, yo] oblasti G prochdzi nejvyse jedna integralni kiivka rovnice y' = f(x,y).
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y() I
- | f

[Y—|—-—= == === ==

€2

OBRAZEK 6. K ditkazu véty o jednoznacnosti

Diikaz. Vétu dokdZeme sporem. Predpoklddejme, Ze existuje bod [zg,yo], kterym prochazeji dvé

ruzné integralni kiivky y1 () a y2(x), y1(xo) = y2(z0) = yo a existuje x1 takové, Ze y1(x1) # ya(21).
Bud z(z) = y2(z) — y1(x). Bez ijmy na obecnosti budeme piedpokladat, %e xg = 0, x1 > 0,

z(z1) > 0, z(z1) < c. Pokud to neplati, zfejmé toho muzeme dosahnout odpovidajici substituci.
Plati, ze

Z(x) = (y2 — 1) (@) = yo(z) — i (2) = f(2,92(2)) = f2,n(2)) <
< [f (@, y2(2) = fz,91(2))] < S(jya () — y2(2)]) <
< 20(|y1(z) — y2(2)]) = 2@(|2(2)])-
(

bud y(z) feseni rovnice y' = 2®(y) s pocateéni podminkou y(x1) = 2(z1) =: z1. Pro y € (0,¢) je

tato rovnice ekvivalentni rovnici

y
y' 1 1/ dy 1/ dn
=1 - [ —= c, - 7—$—1‘1
20(y) 2/ 2(y) 2) @(n)
Pro z plati
y
. 1/ 1 / dnp
TR ) o O
21
Kazdé funkce inverzn{ k ¥ je feSenim rovnice y = 2<I>( ). Funkce ¥ je monotonn{ (integrand je

kladny) a zobrazuje (0,c¢) — (—oo, ¥(c)), nebot
Z1
lim — & / dn
y—0 2 (I)(n) N
y
Déle plati,y(z1) = z(x1) > 0 a tedy
2 (w1) <28(|z1|) = 2@ (y(x1)) = ¥/ (21),

tedy z(z) probihd nalevo od z; ,nad® funkei y(z). Protoze soutasné z(0) = 0 a z(z) i y(z) jsou
spojité, musi se y a z znovu protnout v néjakém x5 € (0, 2z1) a musi platit

2 (12) >y (22) = 20 (y(22)) = 2@ (2(22)).
Soucasné ale z’(z2) < 2®(|z(z2)]), coz je spor. O
Poznamka. Volba ®: ®(u) = Lu, kde L je konstanta, potom dostavame podminku tvaru

|f(@,y1) = fz,92)] < Lly2 =yl
Pripadné
®(u) = Lu|lny|
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nebo
®(u) = Lu|Inul |In |Inu|| .

Definice 24. Bud funkce f(z,y) definovans ve viech bodech mnoZiny A. Rikéme, Ze F spliiuje v A
Lipschitzovu podminku vzhledem k y (s konstantou L), jestlize pro libovolné [z,y1] € A a [z,y2] € A
plati

If(z,y1) — f(z,y2)| < Lly2 —y1l -

Definice 25. Nechf f(z,v) je definovand na mnoziné A. Rikéme, 7e f(z,y) splituje lokalné Lipschit-
zovu podminku, existuje-li ke kazdému bodu [zg, yo] € A okoli V tak, ze f(x,y) splituje Lipschitzovu
podminku na V.

Véta 26. Je-li G oteviend mnozina v R? a g—}yc(ac,y) spojitd v G, pak f(x,y) spliuje na G lokélné

Lipschitzovu podminku.
Diikaz. Protoze g—i(x, y) je spojitd, existuje takové okoli H, Ze pro kazdé x € H je

0
M(x,y)\ <L

Potom

0
|f(z,y2) — f(z,y0)| = lag/c(w,y)‘ ly2 —y1| < Llya —wn|. O

Vé&ta 27. Necht funkce f(x,v) je definovana a spojitd na oblasti G C R? a spliiuje lokalné Lipschi-
tzovu podminku vzhledem k y. Potom

(1) Kazdym bodem [xq,yo] € G prochézi pravé jedna charakteristika (tj. graf neprodlouzitelného
feseni).

(2) Kazd4a integraln{ kiivka je ¢dsti nékteré charakteristiky.

(3) Dvé charakteristiky, které maji spoletny bod, jsou totozné.

3.2. Vztah hladkosti resSeni a pravé strany diferencialni rovnice.

Véta 28. Necht f(x,y) ma v oblasti G C R? spojité parcidlni derivace podle x a y do p-tého fadu,
kde p € Ny. Pak kazdé feSeni rovnice y' = f(z,y) ma na svém definiénim oboru spojité derivace
podle x az do radu p + 1.

Diikaz. Derivovanim rovnice za pouziti fetézového pravidla y' = f(z,y) dostaneme

" — g—i(%y(z)) + g—i(m,y(z))y’(x)

Pokud toto provedeme p-krat, na levé strané dostaneme y®+1), na pravé strané bude kombinace
nejvyse p-tych derivaci funkci y a f, které jsou spojité. O

3.3. Zavislost Feseni na pocatecnich podminkach a na pravé strané.

Véta 29. Nechf funkce f(x,y) je definovéna, spojitd a omezend na oblasti G a necht kazdym
bodem [xg,yo] € G prochézi pravé jedna integralni kiivka rovnice ¥’ = f(z,y). Necht y(z) je Feseni
diferencidlni rovnice na intervalu (o, 8), © € {(«, 8), yo = y(zo). Pak toto feseni zdvisi spojité na
bodé [zg, yo] a pravé strané f(x,y).

Presnéji: Necht y(x) je (jediné) FeSenf rovnice y' = f(z,y) na {(a,3), (o < o < ), y(x0) = Yo.
Pak pro libovolné £ > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdy bod [¥g,%0] € G a kazdou funkci f(z,y)
takové, Ze [Tg — zo| < 6, [Yo —yo| < 0 a |f(z,y) — f(z,y)| < & pro kazdé [z,y] € G (pFitemz
f(z,y) je definovdna a spojitd na G) lze kazdé feseni 7(x) rovnice y' = f(x,y) sphiujici podminku
y(ZTo) = Yo prodlouzit na (a, ) a plati |y(z) — y(x)| < € pro kazdé = € («, ).

Diikaz. Vétu dokézeme sporem. Predpokladejme, zZe existuje posloupnost pocatecnich podminek
[k, Y], posloupnost pravych stran f(z,y) a posloupnost feseni yy (z) takové, ze xx — xo, yx(xg) —

Yo, SUP[ yiec |fe(z,y) — f(z,y)] — 0 a nerovnost |yx(z) — y(x)| < o na (a,B) neni splnéna pro
zadné k.
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Bud |f(z,y)] < K pro x € G. Protoze |fx| < |f| + |f — fkl, lze fr také omezit konstantou
[fi(z,y)| < K. Bud
O = (zg—a,x9+a) X (xg — Ka,z9g + Ka) C G,
(xg — a,mo + a) C (o, ). Bud'te Ky = maxo | f(z,y)], Kr = maxo | fx(z,y)|-
Podle vety o prirtistku funkce je
k(@) = ye(@")] = [y (O] 2" — 2" < K |2" — 2"

Funkce y jsou stejné spojité, existuje tedy vybrand posloupnost y;(z) stejnomérné konvergujici
k néjaké funkci y*(z).
DokéZzeme, Ze y* (1) = yo a y*' () = f(x,y*(2)) a tim dojdeme ke sporu. Plati, ze
i (o) — wol < [y7 (wo) — y7 (@) + [y (27) — wol =
= [y (&) w7 — ol +[y; (x}) — wol -

Protoze zf — o a yf(x}) — yo, je y* = yo. Dale chceme dokdzat, ze pro |z’ — 2’| dost mald je

y (') —y* (=)
[

- f(xﬁy*(x'»] <

a pro dostatecné vysoka n je

y; (@) — i (a") .
e G A CON
Platf, 7e
y;:(x/) _ y;‘(x”) § Z‘I(.T/ _ .%'H) §
T Iy @) < | — @y @) <

< f G wi (&) = f@'ym(@)] <
< (w7 (60) = f (i (€))] + 1 (&, w7 (&) = f(2", 5™ (2))]

—0

Protoze |z’ — &| < |2’ — 2| a

i (&) —y™ (@) < |y; (&) — v ()] + |y (&) — v ()],
-0
pricemz |y*(&) — y*(a)| < K |& — 2’| < K |2 — '], pro dostateéné malé |z” — 2’| nerovnost plati.
Existuje a > 0 takové, ze |yi(x) — y(x)| < € pro z € (xg — a,z9 + a). Zkonstruujeme obdélnik
(o — a,zo + a) X (yo — Ka,yo + Ka) C G (obdélnik jesté omezime tak, aby jeho thlopticka byla
maximalné napt. 1,80([zo, yo], 0G)). Na misté pruseciku kiivky s timto obdélnikem zkonstruujeme
dalsi obdélnik (x( —a’, z(+a') x {yy — Kd',yo+ Ka') C G, kde z{, = zo+a, y, = y(xp) tak, aby opét
platilo |yx — y(z)| < € pro x € (x, —d’, z( + a’). Takto postupné pokryjeme cely interval {(xo —a, ).
Protoze interval (zg — a,f) je kompaktni, existuje koneéné podpokryti. MuzZeme proto vybrat
maximélni maximélni k takové, Ze nerovnost pro yi plati po celém (zg — «, ). Analogicky pro
prodlouzeni ,,doleva“. O

4. SYSTEMY DIFERENCIALNICH ROVNIC

Systémem diferencidlnich rovnic nazyvame systém tvaru

F1($7y1»y27“wynvyllvyév"'vy;z) :0
FZ(x7y17y27"’7yn7yll7yl27"'7y;7,) 0

Fn(x7y17y27-~'7yn7y117yl27"'7y;1) =0.

Libovolny systém rovnic vyssiho radu Ize prevést na systém rovnic prvniho radu.
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OBRAZEK 7. K dikazu véty 29

Priklad. Pro systém F(x,y,vy',y",2") = 0, G(z,y,z,y',2',2",2") = 0 zavedeme nové proménné
Nn=9 Y% =v,y3 =2z, ys =2, ys = 2" a pfevedeme ho na systém

Y1 = U2

F(x,y1,Y3,92,Y5,94) = 0

yé = Y4

Yy = Ys
G(,y1, Y3, Y2, Y4, Ys, Ys) = 0.

Omezime se na systémy tvaru
yll = f1($7y17y27 cee 7yn)

y12 = f2(x7y17y27 cee 7yn)
(15)

y;, = fn(x7y17y27-~'7yn)u

tzv. normalni systém diferencialnich rovnic. Tento systém lze zapsat také vektorové

z; fl(xaylw"ayn)

" Fla) = ; , 7 = fle.9).
' fn(xay17"',yn)
Yn

Definice 30. ReSenim normalnfho systému diferenciglnich rovnic (15) na intervalu Z je kazda n-tice
funkei y1(z),. .., yn(z) (tj. kazdy vektor ¥), které jsou definovany na intervalu Z, maji tam derivaci
a po dosazeni do (15) je rovnost splnéna pro kazdé x € Z. y;(x) je i-ta slozka FeSeni. Nechf funkce

fi(z,y1,...,yn) jsou definovany na néjaké oblasti G C R"™! a necht
p1(x)

on()

je Teseni (15) na Z. (n + 1)-tice
x

p1(x)

()
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vytvoii pro z € T prostorovou kiivku v R"*1. Tuto kiivku nazyvdme integralni k¥ivkou.

Definice 31. Necht funkce f(x,y1,%2,...,¥s) je definovidna na mnoziné A C R"*1. f{ekneme, ze
funkce f spliiuje na A Lipschitzovu podminku vzhledem k y1,y2,...,yn (s konstantou L), plati-li
pro kazdé dva body [z,y1,¥2,---,Yn] € A, [T, 1,02, -, Un] € A nerovnost

n
Hf(x7y1ay27“‘7yn)_f(m7?j17y/\2u"'7§;)” SLZ'Z/Z_Z//\Zl
i=1

Definice 32. f{ekneme, ze funkce f (z,91,Y2,--.,Yn) spliluje na mnoziné A lokélné Lipschitzovu
podminku, jestlize ke kazdému bodu [z, y1,¥s,...,ys] € A existuje okoli O tak, Ze f spliiuje na O
Lipschitzovu podminku vzhledem k y1,ys, ..., Yn.

Véta 33. Nechf funkce f(x,y1,92,---,Yn) M4 na oteviené mnoziné A spojité derivace %’ j En.

Pak f spliiuje na A lokalné Lipschitzovu podminku.

Véta 34 (o existenci a jednoznacnosti FeSenf). Necht funkce f;(x,y1,y2,...,Yn), kde j € T jsou
v intervalu Z = (z¢g — a,x0 + a) X {y10 — by,y10 + b) X -+ X (Yno — b,yno + b) (kde a > 0,0 >
0,0, Y10, - - - , Yno jsou dand ¢isla) spojité a tudiz omezené, |f;(x, y1,...,yn)| < K, K > 0 anecht vZ
splituje Lipschitzovu podminku (s konstantou L) vzhledem k y1,...,y,. Oznatme h = min (a, %)
Potom plati:

(1) Existuje Feseni

Y10
¥(xo) = |
Yno
a jehoz integralni ktivka lezi v Z.
(2) Toto Teseni je jediné v tomto smyslu: Je-li
z1(z)
Z(x) =

Y10
Yno
je Z(x) = §(z) pro kazdé z € (o, B).
Diikaz. ReSeni systému (15) s potatetni podminkou

Y10
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je ekvivalentni feSeni systému integralnich rovnic

(@) = y1o + / £ty (0, 0s(0), - g (1)t

Yn(2) = Yo + / Fult, 1 (0, 92(8), - ya (D))t

Zkonstruujeme tzv. posloupnost Picardovych aproximaci #% (), 7V (z), .. .:

Y10 T
7O =1 : |, 7 (x) = 7 +/f(t737(k_1
Yno
(1) Ziejmé je 5 (z0) = fio.
(2) Ziejmé y](k)(gc) jsou spojité na (g — h,zo + h) a také plati, ze [z, 7% ()] € T pro kazdé
x € {(xg — h,zo + h). To dokdZeme indukei podle k.
Pro 7(°) to zfejmé plati. Protoze funkce f; jsou omezené, plati, ze

7D @0)] < K.

Potom je

k k— k—
o (@) 0| = /fjty< D(8), gD @),y ® D (1))t <

SK\x—xo|§Kh§K%§b

tedy [z, 7% (2)] € T.
(3) Dokézeme stejnomérnou konvergenci posloupnosti %) () = #(x) na mnoziné (xo—h, zo+h)
Plati, ze

‘ (k) (k 1)(x)’ _

- /fj<t,y§’“><t>,...,y;k V(e /fg 2@, gD a))de| <

< [est @0 - B0, )] <

o
gL/(Zy i) — D) )dt<LZ/ =2 (0)] ar
v \i=l
Daéle dokdzeme matematickou indukci nerovnost
(k) (k—1) o1 Ix—l‘ol
[y (@) - o V)| < KL =

Pro k =1 vztah plati:

‘ yjo /f] (t,y10, - - - Y1n)dt| < K |z — 0] .

Zo
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Prechod k —1 — k :

n x

k k—1
@ - | <y [
i:lwo

k— k—
AOEE R OIF =

k-1 K (Lnh)*
< — .
| di = Ln k!

<Kpph L
< G

o
—_—

lz—zq|*
E

Posloupnost

v (@) =y + Z (@) — 4 @)

stejnomérné konverguje k néjaké funkei y;(x), nebot fada

3 (1" @)~ o V(@)

ma& konvergentni majorantu

Ln & Ln
Oznacme
yi(z)
ylo)y =
yn(x)

Diky stejnomérné konvergenci a spojitosti y( )( ) jsou y;(x) spojité na (xo — h, o+ h). Déle
plati, ze [z, 7(x)] € T pro kazdé x € (xp — h xo + h), nebot

. k
19(2) = yjol = lim ’yj( ) yjo’ <b.

(4) Protoze funkce §*) = (x) a f;(z,¥) jsou stejnomérné spojité, pak také f;(z, 5% (z)) =
fi(z, 4(z)).

(5) Limitn{ funkce y;(z) spliiuji soustavu rovnic, nebot

yi(x) = lim " (z) = lim yj0+/fj(t’l7<k_1))dt :yj0+/fj(t y

k—o0

Tim je existence feSeni dokézana.
Jednoznacnost dokdzeme sporem. Predpokladejme TeSeni Z(x) na
(a, B) C (xo — h,x0 + h), pritemz

Y10
Hxo) = |
Yno

a necht dale existuje x1 € {(«, B) takové, %e Z(x1) # #(x1). Definujme

Z |yz - Zz |
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pro z € {(a, ). Zfejmé x(xo) = 0, x(x1) # 0, pfedpokladejme xg < x;. Definujme déle zo = sup{z €
(wo, z1)|x(z) = 0}. Ziejmé z¢ < x3 < 21 < B < o + h. Déle plati

ly (2) — ol = /fj D)dt| < K |25 — wo| < Kh < b

Bod [x2,y1(z2), ..., yn(x2)] = [2, 21 (56’2), .oy zn(x2)] lezi uvnit¥ intervalu Z, takze
(1) Existuje 0 > 0 takové, ze xo + 0 < 7.
(2) Pro x € (xa,x2 + ) je [x2,21(x2), ..., 2n(x2)] € L.

Zvolime § < ﬁ Definujme

A= sup x(z)>0.
z€(x2,22+0)

Pro x € (z2, 22 + §) déle plati

(@) = 25| =| (22 / Hge) | - |2 + / iz || =

- / (5 (1 7)) — (6, 20))de| < / 55, £t 20 dt <

T2

<L/Z|yz =L /()

Z2

T

Z lyj () — z(z)] < nL/X(t)dt < nLAS,

tedy A < nLA6, takze

1
§>—
- nL )
coz je hledany spor. O
Pozndmka. Nadédle budeme predpokladat, ze funkce f1,..., f, jsou lokalné lipschitzovské a spojité

na G C R*HL,
Definice 35. Necht @(x) je FeSeni systému 7' = f(z,y) na intervalu Z. ReSenf ¢(z) systému (15)
na interval J se nazyva prodlouzeni feseni p, plati-li

) ZcJ,IT#J,

(2) ¥(z) = J(z) proz € L.
feseni, ke kterému neexistuje zddné prodlouzeni, se nazyva neprodlouzitelné (tplné) a jeho graf
se nazyva charakteristika.
Véta 36. Necht funkce fj(2,41,92,...,yn) pro j = 1,2,...,n jsou spojité a lokalné lipschitzovské
na oblasti G € R"*1. Potom plati:

(1) Necht bod [x,¥10,---,Yno] € G. Pak existuje pravé jedno Feseni

yi(w)
ylz) |
Yn(x)
systému (15), které je neprodlouzitelné a spliiuje podminky
Y10
ylx) |
Yno

tj. kazdym bodem G prochazi pravé jedna charakteristika.
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(2) Kazdé Teseni systému (15) je ¢asti nékteré charakteristiky.
(3) Dvé charakteristiky systému (15), které maji spole¢ny bod, jsou totozné.

Diikaz. Zkonstruujeme TeSeni s definiénim oborem (xg, B) neprodlouzitelné vpravo. Na intervalu
(xo — h,zo + h) existuje Feseni prochézejici bodem [xg, yo], existuje i feseni na (g, xo + h). Na bod
[xo + h, y(xo + h)] opét aplikujeme vétu o existenci. Definujme ¢éislo B = sup M, kde M je mnozina
vsech b takovych, ze na (xg,b) existuje Feseni 7(z) splitujici po¢ateéni podminku

Y10
y(wo) = |
Yno
Uvedenym postupem jsme ziskali posloupnost by < by < --- takovou, Ze lim;_,o 3; = B, i) Tesi

rovnici na (g, 8;). Potom pro k < m plati, ze §¥) (z) = gj’(m)( ) na <x0,6k) To dokdzeme sporem.
Predpokladejme, 7e existuje £ € (2, B1.) takové, ze %) (€) # ¢ (€). Bud déale 1 = sup{z|j* () =
7™ (z)}. Protoze 4% (x1) = ¢ (z1), bodem [z, i _’(k) (x1)] prochézeji dvé integralni kiivky, coz je
Spor.

Na intervalu (zg, B) je feSenim ¢(z) = §*), kde = € (x¢, B ). Neexistuje fedeni na (xq, B), kde
B; > B protoze B je supremum. Analogicky se dokaze tvrzeni pro smér doleva.

Uvazujme FeSeni Z(z) na (a, (), které se shoduje s ¢ v z1 € (a, §). Pak

(1) (a,B8) C (A, B),

(2) Z(z) =y(x) pro x € (o, B).
Bud (v,6) = (A, B) N (a, B). Potom Z(z) = ¢(z) pro x € (v,4). Necht pro & € («, ) je §(&) # Z(€).
Bud' zs = sup{z|Z(z) = 7(z)}, potom urcité a < zo < &, Z(wa) = y(xs) (diky spojitosti).

Dokéazeme, ze v = «, § = . Predpokladejme, ze 1 < § = B < .

(1) Pti volbé pocatetni podminky x¢g = x1 dostdvdme spor s definici B = sup b.

(2) 2o > 21 21 <29 <0 =B < [ opét spor s B =supb.

(3) Je-li zy < 21, zkonstruujeme Fesen{

?(m) _ {y:(x) x € (xg,x1)
Z(x) x € (x1,B).

To spliiuje pocatecni podminku a opét dostavame spor. O

Véta 37. Necht funkce f(x,91,...,yn), j = 1,...,n maji na oblasti G C R"*! spojité derivace
podle vsech proménnych do fadu p (p € Ny). Pak vSechna TeSeni systému (15) maji spojité derivace
podle z do fadu p + 1.

Véta 38. Necht funkce f(z,¥1,...,yn) jsou spojité a omezené na oblasti G C R"*! a necht kazdym
bodem [z¢,7(°)] € G prochazi pravé jedna charakteristika systému (15). Necht §/(z) je FeSenf systému
na (a, 8), zo € (a, B) a §(zo) = 7. Potom toto FeSeni zévisi spojité na pravé strané f(z,y) a bodu
[0, ’Q(O)]-

To je: Necht bodem [z, 7(°)] prochdzi graf fesenf 4/(z) s defini¢nim oborem (o, ) (o < ¢ < f3).

(0
Pak pro libovolné ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kazdy bod [EE, ﬂ( )} a kazdou funkci f takové,

(0) = S =
de [0 — 20l <8, [ — 79| <6, |F@ 9 - Fiw. 9| <5 projenalngl € G (piicems flz,y)
11
je spojitd na G) lze kazdé feSeni y(x) rovnice i = A(a:, ) splitujici 7(7o) = 7» prodlouzit na («, )

a plati Hﬁ(x) - g’(x)HH <eprozx € (o f).
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5. SYSTEMY LINEARNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC. LINEARN{ ROVNICE n-TEHO RADU
Systémem linearnich diferencialnich rovnic rozumime systém rovnic
Y = an(@)y1 + ar2(w)y2 + - + a1n(2)yn + bi(x)
Yo = ap1(z)y1 + ag2()y2 + - - - + a2n (2)yn + ba(z)

(16)
y;, == anl(x)yl + an2(‘r)y2 + -+ ann(z)yn + bn(z)7

kde a;;(x), bi(z) i Feseni jsou komplexni funkce realné proménné.
Tento systém lze zapsat i maticové jako ¢ = A(z)y + b(z), kde

z; an(z) ... a(x) b (z)
y= . A(z) = ) b(z) = :
‘ an1(z) ... apn(x) b (2)
Yn
Véta 39 (o existenci a jednoznacnosti). Necht a;;(z), b;(z), kde 4,7 € n jsou komplexni funkce
realné proménné, spojité na intervalu Z. Necht z € Z a y19, 420, - - - , Yno € C. Oznaéme
Y10
7O =1 :
Yno

Potom systém (16) mé Feseni

y1 ()
ylo) = | -
Yn ()
na intervalu Z, pro které plati, ze ¢(z¢) = 79, Toto FeSeni je jediné v tomto smyslu: Je-li
z1(x)
o) =1

fesen{ (16) na intervalu Z; C Z, xg € Zy, pro které Z(zo) = y'?, je Z(x) = ¢(x) pro x € 7;.
Dikaz. Systém rovnic (16) je ekvivalentni s Cauchyovou poc¢atecni tilohou

/ Zalj )y;(t) +b1(t) | dt + y10

Zo

n

/ Zanj y] +b ( ) dt+yn0

To
Y10 y§p)
?j(O) _ ], ?7(19) — , (p) / Zam p 1) (t) + bi(t) | dt + yio-
yno y’gp) xo

Chceme dokézat, ze P stejnomérné konverguji k #(x) pro x € Z, pfitemz () splituje (16).
Dokazeme, ze na kazdém Ty C T uzavieném a obsahujicim zo 7P) (z) = ¢(z), kterd spliiuje (16).
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Ozna¢me L délku Zy. Z omezenosti a;;, b; plyne |a;;(x)] < K, |bi(z)] < K. Oznaéme YV =
max(|y1ol, |y20], - - -, [ynol). Plati, ze

PR | o |PHL pt+1
nP KPH |z — ] < (1 +Y> (nKL)
(p+1)! (p+1)!

y" @) =y @) < (L4 ny) -

To dokazeme matematickou indukeci:

u @) - o @)

IN

/ S i (B)io + bi(t)| dt| < (Y + K) [z — o] =
o j:l

=1 +nY)K |z — x|,

Tl n
W@ =P @) < [ a0 (570 - o V) ae <
Jj=1
Zo
pp+1 r
<(1+ nY)nT / |t = ol dt.
xo

Potom je

lim ) (x) = lim [yz“” () + 3 (# @) - W—%))] .

p—o p—o0

Rada m4 konvergentni majorantu
1 — (nKL) 1 KL
— Y — | = Y n -1
Gy =),

tudiz posloupnost ¥ (z) na uzavieném Zy C Z stejnomérné konverguje.

Jednoznac¢nost dokaZeme sporem. Mé&jme funkce (), Z(x) takové, Ze Z(xq) = 70, §(xo) = 7¥
a necht neplati, ze Z(z) = y(z) pro kazdé x € Z;. Dokdzeme, ze na kazdém uzavieném intervalu
y(z) = Z(x). Po dosazeni do Cauchyovy pocatecni tilohy dostaneme

(o) = o) = [ X a0 (0 - 2i(0)a
=1
xo
pro kazdé x € Z;. Déle je diky spojitosti |a;;(z)] < A, |y;(z) — z;(z)| < K pro i € n. DokédZeme, Ze
pro Vp € Ny je
Alp — P
i) — z4(2)] < KWP,')

To provedeme indukei, pro p = 0 to plati z predpokladu,

xT n » x
lyi(z) — 2 ()] < / S s (t) (yy (1) — 2 (1)) dt < KW;P .An/ |t — ol dt =
o ']:1 ' o
(nA |z — zo|)PH
N (p+1)!
V limité pak
Al — »
lim Kw 0. O

p—roo p!

Pozndmka. Jsou-li funkee a;;(z), bi(x) a pocatetni podminka redlné, je i FeSeni §(x) redlnd funkce
realné proménné.
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5.1. ReSeni linearni diferencialni rovnice n-tého ¥adu. Linearni rovnice n-tého fadu
(17) y + pr(@)y ™Y + pa(@)y " 4+ pu(2)y = q(2)

je ekvivalentni se soustavou

Y1 =y2

Ys = Y

Yn = —D1(2)Yn — P2(2)Yn—1 — ... = pa(@)yn + (),
kde y1(z) = y(2), ya(2) = y'(2), ya(z) =y~ (2).
Véta 40. Necht p;(z),p2(z),- .., pn(z),q(z) jsou komplexni funkce realné proménné spojité v in-
tervalu Z. Bud'te xg € Z a yo, Y4, Y4, - - - ,yon_l) komplexni ¢isla. Pak existuje feSeni y(x) rovnice
(17) v intervalu Z, které splituje podminky y(zo) = yo, ¥/ (20) = yb». .., y™ V(ao) = y{" . Je-li
z(x) Teeni (17) na intervalu Z; C Z, zo € Z; a plati z(z0) = yo, 2'(x0) = yp, ...,z = y(()n_l),

plati také z(z) = y(z) pro kazdé = € 7;.
Jak nalézt vSechna feSen{ (17): Linedrn{ diferencidlni rovnici bez pravé strany rozumime rovnici
(18) v+ p1(2)y" Y 4 -+ pala)y = 0.
Operator
Ly) =y™ + pr(2)y" "V + -+ pala)y

nazyvéme linedrni diferencidlni operator. Linearita (L(cy) = cL(y), L(y + z) = L(y) + L(z)) je
zfejmé. Soustavy (17) resp. (18) lze pomoci tohoto operdtoru zapsat jako L(y) = g(z) resp. L(y) = 0.

Pozndmka. (1) Jsou-li funkce y;(x),...,yr(z) feSenim (18), je FeSenim i jejich linedrni kombi-

nace
k
Z ciyi().
i=1
Diikaz. Protoze L(y;) =0, je

k k
L (Z Cﬂﬁ) = Z CzL(yl) =0. O
i=1 i=1
(2) Je-li z(z) fesenim (17), pak y(x) + z(x) je FeSenim (17), pravé kdyz y(z) je FeSenim (18).

Diikaz. (a) (=) L(y+2) =q, L(z) =q¢ = L(y) = L((y+2) —z) = L(y +2) — L(2) = 0.
(b) (<) L(y) =0 = L(y+z)=L(y) + L(z) = ¢ O

Regeni hleddme tak, Ze nalezneme viechna fedeni y (18) a jedno (partikuldrn{) feSeni z rovnice
(17). Kazdé TeSeni (17) méa tvar y + z.

5.1.1. Nalezeni vsech reseni rovnice bez pravé strany.

Definice 41. Necht je dano n funkei f)(z), fo(z),. .., fn(z) definovanych na intervalu Z. Rekneme,

ze jsou linedrné zavislé na 7, existuji-li ¢isla ¢y, ..., ¢, ne vSechna rovna nule tak, ze
n
Z ¢ifi =0
i=1
pro kazdé x € Z. Jestlize funkce fi(z), fa(x),..., fn(x) nejsou linedrné zavislé, fekneme, Ze jsou

linedrné nezavislé.

Pozndmka. Jsou-li funkce linedrné nezavislé na Z, jsou linedrné nezavislé i na 7, kde Z C Z;.
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Definice 42. Necht fi(z), fo(z), ..., fn(z) maji na Z derivace az do (n — 1)-tého Fadu. Funkci

fi(z) fox) .o fu@)
W(z) =Wp fa,...5, () = : : :
@) 5@ i @)
nazyvédme Wronského determinantem (wronskidnem) funkei f1, fa,..., f, na Z.
Véta 43. jestlize funkce f1, fo,..., f» maji na intervalu Z derivace do (n — 1)-tého fadu a jestlize

jsou na Z linedrné zavislé, je Wy, 1,.... 1, () = 0 pro kazdé = € Z.

Dikaz. Soustava rovnic

afilz)  +  ef(lz) + -+ afalz) = 0
afilr)  +  efi@) o+ -+ afil@) =0
clfl(nfl) () + czfénfl)(m) + -+ cnfy(Lnfl) (r) = 0
mé netrividlni feseni, takze det = W = 0. (|

Pozndmka. Vétu obecné nelze obrétit — napi. funkce f1(z) = 2®, fo(z) = |2*| na intervalu (—a, a)
nejsou linedrné zavislé. Pritom pro z =0 je W =0, pro > 0 je

3 a3
W= 322 322 0
aiprox <0 je
2B 3 0
W= 322 =322

Poznamka. (1) y =0 fesi (18).
(2) Pokud existuje feseni Y (z) rovnice (18) takové, ze Y (z¢) = Y’ (z¢) = --- = YV (z9) = 0,
pak Y (z) = 0 pro kazdé x € Z, plyne to z jednoznaénosti Feseni.
(3) Necht yq(x),...,yn(z) Fesi (18). Jsou-li linedrné zavislé, je W, . (z) = 0 pro kazdé x € 7.

Existuje-li xg € Z tak, ze Wy, . 4. (z9) = 0, existuji ¢1, ..., ¢, tak, ze
c1y1(o) + cay2(o) + o+ CnYn(T0) =0
ayi(ze) +  cyplze)  + 0+ cyp(@e) = 0
C1y§"_1)(xo) + C2y§n_l)($0) + -+ Cnyr(zn_l)(wo) =0
Bud Y (zg) = c1y1(z0) + c2y2(wo) + -+ + cnyn(xo). Protoze Y(x) fesi (18) a Y(zg) =
Y'(zo) ==Y D(x) =0, je cryr () + - - - + cpyn(x) = 0 pro kazdé = € Z. Disledkem

je nasledujici véta.

Véta 44. Necht yi(x),y2(x),...,yn(x) jsou Tedeni (18) na intervalu Z. Potom jejich Wronského
determinant je bud vSude roven nule nebo vSude rtizny od nuly. V prvnim piipadé jsou funkce
linedrné zavislé, v druhém nezavislé.

Definice 45. Systém y;(z), ..., yn(z) n FeSeni rovnice (18) (n-tého fddu) se nazyva fundamentalni
systém FeSeni rovnice (18), pokud jsou funkce y;(z),. .., yn(2) linedrné nezavislé na Z, tj. pokud
Wy,....y (x) # 0 na I.

Véta 46. Je-li y1(z), ..., yn(z) fundamentalni systém Teseni rovnice (18) na intervalu Z, lze kazdé
feSeni y(x) rovnice (18) na Z vyjadiit ve tvaru

y(r) = Z ciyi()

a to jedinym zpusobem.
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Diikaz. Necht yy(z),...,yn(z),y(x) Fesi (18) a y1(x),...,yn(z) tvoii fundamentalni systém. Bud

déle xg € Z. Polozme cq, ..., c, rovny Teseni soustavy
c1y1 (o) + cay2(zo) . cnYn(T0) = y(zo)
ayi(zo) + (@) + o+ aynlze) = Y(20)
ap" V@) + eant" Vwo) + o+ et Vmo) =y D (o).
Funkce
Z(CL‘) = y(x) — 1Y (.’1?) R Cnyn(x)
je linedrn{ kombinaci y1(x), ..., yn(x), y(x), tudiz také fesi (18). Protoze
2(x0) = 2 (wo) = -+ = 2"V (z0) = 0,

je z(x) = 0 pro kazdé x € T.
Jednoznacnost dokazeme sporem. Predpoklddejme, zZe
y(x) = diyi(z) + - + dnyn(z),
pro kazdé x € Z a existuje j takové, zZe ¢; # d;. Pak ale musi platit
0=(d —c)ya(z) - + (dn — cn)yn ().
Protoze jsou funkce y1(z),...,yn(z) linedrné nezdvislé, musi byt ¢; = d; pro kazdé i € n, coz je
spor. O

Pozndmka. Na Z; C T je to také fundamentalni systém.

Véta 47. Rovnice (18) mé fundamentélni systémy. Jsou-li y1(z),...,yn(z) TeSeni (18) a je-li
n

Yi(z) = chjyj(ﬂf)’ Ya(z) = ZCijj(x), s Yo(z) = Z cnjyi (),

plati
€11 €12 ... Cin
C21 C22 ... C2n
WYI;‘-an (.’I;) = : : Wy17~~;yn (.’I;)
Cnl Cnp2 ... Cpn
a tedy Y7,Ys, ..., Y, tvori fundamentalni systém, praveé kdyz
i1 €12 ... Cip
C21 C22 ... Cop
£ 0.
Cnl Cn2 ... Cpn
Diikaz. Oznaéme z1(z), ..., zn(x) funkce, pro které plati
L(z1)=0 21(z0) =1 21(z0) =0 A" (20) = 0
L(z2)=0 29(z0) =0 2h(xo) =1 o 2" (20) =0
L(z,) =0 zn(20) =0 2 (9) =0 e 27D () = 1.
Plati, ze W, »,......, = |I| = 1. Protoze
Yl (.’13) c11 ... Cin Y1 (Z‘)

Yn(.’IJ) Cnl oo Cpp yn(ac)
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z aditivity derivace je

Y1(k)(95) cn Cin y§k)(:v)
Yn(k) (.13) Cnl .-+ Cnn yglk) (q;)
Celkem tedy
Yi(x) Y1(k)(x) c11 Cin y1(x) yik)(x)
Ya(@) - YiP(@))  \em o) \pa(e) (@)

tedy Wy, v, (%) = [cij| Wy, ..y, (7).

O

Poznamka. Jsou-li p1(z),...,p,(x) redlné funkce, rovnice (18) muze mit i komplexn{ feseni y(z) =
u(x) + iv(x), pak ale i u(x) a v(z) jsou feSeni (18), nebot L(u+iv) =0 = L(u)+iL(v) =0 =
L(u) =0 A L(v) = 0. Kromé toho mé i FeSeni u — iv.

Lemma 48. Je-li funkce A(z) definovdna vztahem

ain(z) ... aip(z)
Aw) =] .
an1(z) ... app(x)
pak
ain(z) ... a(x)
PR e
Slaa@ oo an()
anl.(x) . a,m.(m)

Véta 49. Necht y1(z),...,yn(z) jsou FeSeni (18) na intervalu Z, necht xy € Z. Potom

Wi (1) = Wy ()0 OF,

Diikaz. Podle predchoziho lemmatu je

y1() Yn ()
vi(z) o yn(e)
W?,/l1,~~~7yn (z) = )
Y (@) .y (w)
yi(x) . yn(w)

nebot vSechny s¢itance az na posledni jsou nulové (determinanty obsahuji dva stejné ¥adky). Do
posledniho fadku dosadime
(n) _

(n—1) (n—2)

v =@y (x) —pa(x)y; () = pal(@)yi(z)
a pricteme k poslednimu odpovidajici nasobky predchozich radka tak, abychom zrusili vSechno az
na —pp (ac)ygn_l)(x), z posledniho fddku vytkneme —p;(z) a dostaneme tak

Wélv-"yyn (.’L‘) =M (x)Wyhm,yn ('75)’
takze
w!
W =N (x),

In|W|= f/pl(x)derlnC,
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W =Ce f;o pa(t)dt

7 py(t)dt
0 .

W(z) = W(xg)e ). O

Pozndamka. Méame-li linearni rovnici n-tého radu bez pravé strany a mame-li n+ 1 a vice feseni, jsou
linearné zavislé.

Véta 50. Budte v, ...,y, funkce, které maji v intervalu Z spojité derivace az do f4du n a necht
Wy,....yn (€) # 0 pro viechna x € Z. Potom existuje pravé jedna rovnice (18) se spojitymi koeficienty
pi(x), kterd ma feseni y1 (), y2(x), ..., yn(x). Je to rovnice

Wy g1 ,yz,.eesm (T) —0.

Wy ya,.oyn (%)
Diikaz. Nejprve dokaZeme jednoznaénost. Bud
jind rovnice, které také vyhovuji fesenf y1,...,y,. Bud k prvni index takovy, Ze pi(z) — ri(z) # 0.

Potom, protoze p;(x),r;(x) jsou spojité, existuje 7y C I takovy, ze pi(z) — ri(z) # 0 pro kazdé
x € I;. Odeétenim (18) a (19) dostaneme

(20) (pr() = ri(@))y" P (@) + -+ (pa(@) = ra(@))y(x) = 0

pro kazdé x € Z;. Funkce yi,...,y, jsou linedrné nezdvislé a fesi (20), takze mam vic LN feSeni

nez koeficientti, coz je spor. V pripadé, ze se rovnice lisi pouze u posledniho koeficientu, dostaneme

(pn(z) — rn(x))y(z) = 0, coz sice neni diferencidlni rovnice, ale dvé LN FeSen{ také neexistuji.
Plati, ze

y Y1 . Yn

y' i Yn

Wy 1 ,yz,enyn (T) = .
y(nfl) y§n—1) o y%n—l)

y oy
Po dosazeni libovolné funkce y1,%a,...,yn dostaneme W = 0, nebot v matici budou dva stejné
sloupce. Rozvinutim podle prvniho sloupce a vydélenim dostaneme rovnici typu (18). Algebraické
dopliiky jsou spojité a koeficient u y(™) se zkrati. O

5.1.2. Linedrni rovnice s pravou stranou, metoda variace konstant. Bud
z(x) = cryr(x) + coya () + -+ - + cpyn ()
feseni rovnice (18). Pokusime se najit funkce ¢;(z) tak, aby funkce
2(x) = c1(@)yr () + c2(2)y2(z) + -+ + cn(@)yn(x)

fesila rovnici (17). Hleddme tak n konstant, zatim méme pouze jednu podminku. Dalsich n — 1
podminek vyrobime tak, ze predchozi vztah budeme postupné derivovat. Po prvnim derivovani
dostaneme

?(2) = ca(@)yi (@) + -+ en@)yp (@) + A (@)ya(@) + -+ + ¢ (2)yn ().

Aby se dalo jednoduse derivovat dal, poloZime podminku
> @)yi(x) = 0.
i=1

Dalsim derivovanim dostaneme

/ /

Z(@) = 1@y () + -+ enl@)yy (@) + A (@) () + -+ + (), (2)

a polozime
n

> ei(@)yi(x) =0.

i=1
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Nakonec dostaneme
2V (@) = e @)y (@) + o+ en(@)y T () +
+ (@) @)+ + () D) (),
(n — 1)-t4 podminka je
¢ ()" (z) = 0.
=1

3
Protoze

(@) = 1 (@) (@) + - + @)yl (@) + e @V @)+ @) (@)
a v dusledku predchozich podminek je
L(2) = c1()L(y1) + ca(@)Lyz) + - + () Lyn) +
+ey (@) V(@) + -+ @)y (@) = gla).

Protoze L(y;) = 0, dostdvame posledni podminku

@)y (@) = q(2).

n

i—

5.2. Linearni rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty. Rovnice tvaru

(21) L(y) = aoy"™ + a1y + - + any = g(a),

kde ag # 0, a; € C a g(x) je spojitd funkce R — C. Za y(z) dosadime e**. Potom dostaneme
apA\" e + a NV LM 4, e’ =0,

tedy

(ao)\" +a N 4 an) N =0,
pro kazdé x € Z. Rovnici FI(A) = 0, kde F(A\) = agA"™ + --- + ap, nazyvame charakteristickou
rovnici, F()\) je charakteristicky polynom.

Véta 51. Necht p je k-nidsobny kofen F()). Pak FeSenim linedrni diferencidlni rovnice jsou
et gelt® gler . ghlerr

Diikaz. Bud y(z) = et®z(x), L(y) = e**M(z), kde M je linearni diferencialni operator stejného
radu jako L.

n n l
! % —1 x
L) =Y any® = an [Z (e 1 -
=0 =0

=0

_ [Z Z () M-zw))]

M(z)
Bud G()) charakteristicky polynom M (z). Potom

n l
G =D an )y, (ﬁ) AT = P\ p).
=0 =0

(A+p)t

ProtoZe p je k-ndsobny koten F, je F(z) = (x — u)kﬁ(x), kde F je polynom. Déle je F(A+ pu) =
MeF(A 4+ p), tedy G mé k-ndsobny kofen 0. Potom G musf mit tvar
G(\) = AN+ AN A, g AF

a M ma tvar
M(z) = Az 4+ A2 4 A 2B,
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Rovnice M(z) = 0 ma ziejmé feSeni 1,z,22%,...,28 1 takie L(y) = 0 méa Tfeseni
er getw . ghlene

Bud'te A1, A2,..., ), kofeny charakteristického polynomu a ki, ks, ..., k, jejich nisobnosti, tj.
> | ki =n. Bud déle systém FeSeni

e)\1£l?7 z6A11E7 :L,k‘lfle)\ld?’

e)\QZE, xek217 e xkg—le)\2$’
(22)

et ger® . gheTledeT,

Ukézeme, Ze TeSeni (22) jsou linedrné nezavisld na intervalu Z. Nejprve ale dokézeme nésledujici
lemma. (|

Lemma 52. Necht P;(z), P(z), ..., P.(x) jsou nenulové polynomy a Ai, Ag, ..., A, vzajemné rizna
¢isla. Pak na kazdém intervalu Z (obsahujicim alespon 2 body) neplati, Ze
Py(2)eM® + Py(2)e2® 4 -+ + Pu(z)eM® =0
pro kazdé x € 7.
Diikaz. Vétu dokdzeme indukei. Je-li Py (z)e*® = 0, je nutné Py (z) = 0. Piedpokladdme, Ze r-Elenna,
relace plati, potom je
(23) Py(z) = —Pg(x)e’\”_’\”; — Pg(x)e’\”_)‘” - = Pr(x)e)‘””_’\”;.
Bud p; = \; — A1, plati, ze p; # 0 pro kazdé i € 7~ {1}. ProtoZe plati
(Pi(z)ers) 7Y = Qifw)er,
(k 4+ 1)-tym derivovanim (23) dostaneme
0=Q2(x)e"*® + - 4+ Qr(x)e!™,
tedy (r — 1)-¢lennd relace by musela rovnéz platit, coz je spor. U

Predpokladejme nyni rovnost
P

k;—1
g g cijx? it =0
=0

i=1

P; ()
pro kazdé x € Z. Z ptredchoziho lemmatu vyplyva, ze vSechny polynomy P;(z) jsou nulové, tudiz
¢ij = 0. Z toho plyne, Ze FeSeni (22) jsou linedrné nezavisld a tvori fundamentalni systém.

Pro rovnici s realnymi koeficienty existuje realny fundamentalni systém. Nalezeny fundamentalni
systém ale neni redlny, protoze koreny charakteristického polynomu mohou byt komplexni. Vime
ovsem, ze pokud je kofenem a+1ib, je kofenem i a —ib. Pokud fundamentalni systém obsahuje dvojici
feseni

n (l‘) — xke(a-i—ib)m, yg(l‘) — xke(a—ib)m.
Tuto dvojici ze systému odstranime a misto ni zaradime

e) = L@ 0@ L 0@) ()

2 ’ 21 ’
tedy
z1(z) = 2%e cosbx,  zo(x) = zFe sin b
Je potieba dokézat, ze i novy systém je fundamentalni. Plati, ze
/2 1/2 0 ... 0\ [wn(z) 21 ()
/21 1/22 0 ... 0 ya(x) z9(x)

0 0 1 ... 0 ys(x) | = | ya(x)

0 0 0 1)\ \m@
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a protoze

Wzl,zmys ~~~~~ Yn — 7£Wyl,y2,ysy---7yn #0

a protoze Wy, v, ys....yn 7 0, je to fundamentalni systém.

5.3. Systémy linearnich diferencialnich rovnic. Systémem lineadrnich rovnic rozumime systém

(24) 7 = A(x)j+ b(x).
Systémem linearnich rovnic bez pravé strany rozumime systém
(25) 7 = A(2)7.

—

?(x))gj’. Plati-li L(Z) = b(z) a L(§) =0,

Zavadime linearni diferencialni operator L(j) = ¢ —
je Z+ ¢ FeSenim (24). Jsou-li §, Z FeSeni (24), pak Z — ¢ Fesi
5.3.1. Nalezeni vsech reseni systému bez pravych stran.
(1) Nulovy vektor 6 je FeSenim (25).
(2) Jestlize FeSeni ¢(x) spliiuje v bodé z¢ € T podminku ¢(xg) = 0, pak z jednoznacnosti FeSeni
plyne, §(z) = 0 pro kazdé x € 7.
(3) Jsou-li 7™M, 7, ... 7™ feseni (25), pak

k
Z i (x)

i=1
je Feseni (25).
Bud'te 7V, 72, ..., 7™ funkce takové, Ze

yg(w)
; Yy ()
7w =",
yi ()
Potom definujeme wronskian
1 2 n
yéli(w) yg(x) E ; x)
Yy (2) Yy (2) ()
Wi g, g (z) = .
@) wl@) @)
Véta 53. Jsou-li funkce 7, 72, .. 4™ linedrné zavislé na intervalu Z, potom v kazdém bodé
x €T je
Wi g gom (x) = 0.
Diikaz. Necht existuji ci, ca, ..., c, ne véechna rovna nule takovd, ze pro kazdé z € T je

D
I
—
N
>y

tedy pro kazdé x € Z a i € 7 je

chy(ﬁ

To je systém s matici stejnou jako je matice W a ma netrivialni feseni, tedy Wy g, g (z) =
0. O
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Pozndmka. Pfedchozi vétu nelze obecné obratit, napifklad funkce z a 22 jsou linedrné nezavislé, ale

T 5C2

0o o=

Plati vSak nasledujici véta.

Vé&ta 54. Necht 7™, 72 ... 7™ jsou feseni (25) na intervalu Z. Jestlize alesponl v jednom bodé
xg €7 je
Wi g g (20) =0,

jsou 7V, g2 ™) linedrné zavislé.
Diikaz. Bud W (xg) = 0. Potom existuji c1,ca, ..., ¢, ne viechna rovna nule takovd, Ze
n
> i (wo) =0
j=1
Bud

3

1

i
Plati, ze )7(330) =0a proto z jednoznac¢nosti Y(z)=0 pro kazdé x € Z. Proto plati
n
> (@) =0
i=1
pro kazdé x € 7 a tedy funkce jsou linedrné zavislé. O
Piimym dusledkem dvou predchozich vét je nasledujici véta.
Véta 55. Jsouli ¢V, 73 ... §™ fegeni systému (25) na intervalu Z, potom W) g gm je

bud pro kazdé x € T riizny od nuly nebo je pro kazdé 2 € Z roven nule. Prvni p¥ipad nastava, kdyz
jsou Teseni linedrné nezavisla, druhy, kdyz jsou linearné zavisla.
Definice 56. Fundamentilnim systémem FeSeni systému (25) nazgvame kazdych n linedrné
nezavislych Feseni (25).
Véta 57. Necht ¢, 72 ... 4™ je fundamentalni systém feseni (25). Pak kazdé feSeni if(z)
systému (25) lze psit ve tvaru

7= iV (@) + g (@) + - + ™ (2),
kde ¢; jsou konstanty, které jsou feSenim () urteny jednoznaéné.

Diikaz. Bud x¢ € Z. ProtoZe feseni tvori fundamentalni systém, je W (zo) # 0. UvaZzujme soustavu
linedrnich rovnic

n
> e (@o) = yi(ao)
j=1
pro kazdé i € n. Protoze matice soustavy je reguldrni, je soustava jednoznacné resitelnd. Definujme

V= je) - Y e (@).
=1

Protoze Y je linearni kombinace feSeni systému (25), fesf i ¥ systém (25). Protoze Y () = 0, je
Y (z) = 0 pro kazdé = € Z. Nakombinovali jsme tak Teseni ¥ z fundamentédlniho systému.
Necht také plati

g(x) =Y dig" (x).
i=1
Potom

=t
I
(]

—
£

Q
§
N
<L
—~

=
LY



POZNAMKY Z DIFR 37

proto musi platit d; = ¢; pro ¢ € n. O

Véta 58. Existuji fundamentélni systémy feseni systému (25), pfi redlnych a;;(z) existuji redlné
fundamentalni systémy.

Diikaz. Bud xo € Z. Budte dale ¢V, 7? ... ¢ feseni takova, ze 4V (zo) = e, 73 (xg) =
e®@ .. g (z9) = e(™ . Potom Wi g gm0 (20) = 1. O

Véta 59. Necht 7™, 72, ... 7™ jsou feeni (25). Necht

Y11 CIEaE Yin
I=1{: S K
Tnl -+ Unn
je danad matice. Polozme
(26) (2) =Y 77 (@)
j=1

pro kazdé i € . Pak funkce z(¥) () jsou opét feseni (25) a plati
Weay, oz = det I'Wiay s

a tudiz 2V, 23 .. Z(" je fundamentalni systém, pravé kdyz ¢V, 7®, ..., 7™ je fundamentalni
systém a det I' # 0.

Diikaz. Vztah (26) je ekvivalentni vztahu
(Z0, 2@ F) = O, g, gt

7 toho vyplyvé, ze kazda z funkei 2V, 22 .. 2" je linedrni kombinaci funkei 71, 72, ... 7).
Soucasné z toho vyplyva vztah pro determinanty. O

Véta 60. Pro libovolnou n-tici feseni ¢V, 7?), ... 7™ systému (25) a bod z¢ € J plati

" T(A1)dt
Wi g g () = W) g g (330)6‘[”0 ’ ;

kde 7(A(x)) = a11(x) + asa(z) + - - - + ann(x) = Tr A(x) je stopa matice A(x).

Diikaz. Pro derivaci wronskidanu plati podle lemmatu 48

p@ @ @)

. 2. ni
q n y;(f,)}(w) y;(c,)}(af) y,(c,)ll(x)
@W:Zygi @ 9 (@) @)
k=1 yk+1(1:) yk_H(x) yk11(93)
pl @) @) @)

Na i-tém misté v derivovaném tadku je zderivovana k-ta slozka i-tého fesSeni, kterd vyhovuje k-té
rovnici systému:

n
N .
g = ar (@)l (@).
j=1
Tento vztah dosadime za derivace a ode¢teme od derivovaného radku vhodné nésobky ostatnich tak,

aby tam zustal pouze k-ty scitanec. k-ty fadek determinantu bude pak mit tvar

an(@)y”  am@)y? o am(@)y|-
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Potom plati, ze

n
%Wg<1>g(2> ,,,,, g = Zakk(ﬂﬁ)ng,g(z) ..... 7 = Wi g g T(A(x)).
k=1

Pro W = 0 véta plati, pokud W # 0, je to separovatelnd rovnice a jeji feseni je (z pocitecnich
podminek C' = W (xyg))

W = W(aco)ef;) T(A(t))dt.
Véta 61. Necht funkce 7V, ¢, ... ¢ spliuji vatah

Wi g gm0 # 0

pro x € Z, kde 7 je interval, a maji na Z spojité derivace. Pak existuje pravé jeden systém tvaru
(25), jehoZ jsou fundamentdlnim systémem. Je to systém

O

1 / 2 / /
vi )/ y )/ y§")/
1 2
T ), y )/ y§”), .
;W (2) (n)
Yy Y Y ey —— =0
.2 2. 2. 2. Wy”“),ﬁ(z),.--,zi(")
: / ) / : /
T U Q)
pro kazdé i € n.
Diikaz. Prvni ¢ast dokdzeme sporem. Predpokladejme, ze 7'V, 72, ..., 7" fesf rizné systémy (9 =

A(z)7™ i 9 = B(2)7™. Potom (A(x) — B(z))7” (x) = 0 pro kazdé i € 7, tedy
(A(z) = B(2)) (51" (2), 77 (x),..., 5" (x)) = 0.

Y

Matice Y je regularni, nebot funkce jsou linedrné nezavislé, proto existuje Y ', po vynasobeni
rovnice Y ! zprava dostaneme A (z) — B(x) = 0, tedy matice A(z) a B(z) jsou stejné, coz je spor.

Rozvinutim matice podle 1. sloupce dostaneme systém typu (25). Po dosazeni libovolného 7D za
i/ rovnost plati. O

5.4. Systémy linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Systém 3’ =

A7+ b(z), kde A € C™".

5.4.1. Nalezeni fundamentdlniho systému. Resenf systému i = Ay se pokusime hledat ve tvaru
§(z) = 7er; \ver = Aver. Pokud je A diagonalizovatelnd, jsou @' vlastni vektory. Pokud ne, je
to slozitéjsi.

Véta 62. Nechf A, Aa,..., A, jsou vSechna vzdjemné ruznd vlastni ¢éisla matice A fadu n s al-
gebraickymi ndsobnostmi ki, kg, ..., kp, k1 + &k, + -+ + kp, = n. Pak systém diferencidlnich rovnic
¥ = Ay md fundamentdlni systém FeSen{ tvaru

i @ene B @ g @,

@), P @edr, g (m)erer,

?j(lp) (x)eApx, (@»(210)(1,)e>\p:1c7 g}(cp)(x)eA,,x’

P

kde yj(z)(m) je n vektori, jejichz slozky jsou polynomy stupné nejvyse j — 1 (nebo jsou nulové).

Diikaz. Existuje reguldrni matice T takovd, Ze plati A = TJT !, kde J je matice v Jordanové
normélnim tvaru. Vynasobenim rovnice ' = Ay = TJT ! matici T~! zleva dostaneme Ty =
JT'y. Oznaéme Z = T~ 'y a uvazujme systém 2/ = JZ. Pokud najdeme fundamentélni systém
vyse uvedenych vlastnosti systému 2’ = JZ, odpovidd mu fundamentaln{ systém stejnych vlastnosti
systému i/ = A4, nebof linearni kombinaci polynomt stupné k& dostaneme opét polynom stupné k.
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Matice J mé blokovy tvar

g
J5Y
J= 1) ;
szl
T
kde
A1
1 N
3 = 1\
1 N
Systém Z' = JZ mé tedy tvar (q:= k1)
Zi = )\12:1
Zé = z1 + Azo
Zé = zZ9 + A12’3
Z; = Zq_l + Aqu
Z;+1 = /\22q+1
Zgyo = Zg+1 T A2Zgy2

Hledani fundamentalniho systému jsme tak rozlozili na dil¢i problémy. Nyni fesime systém

’

21 = )\121

Zé = z1 + Aiz2

Zé = zo  +  Azs

/ —

zg = Zg—1 +  Aizg.

A1

Tady 2} = zi—1 + A12;.. Zavedeme substituci z;(x) = e*%u;(x), dosazenim vyjde

/ A A
z; = e U1 + A et Py
a derivaci identity vyjde
I A A /
Zi = )\16 IIUZ' + e lxui

a tedy u} = u;_1. Tento systém m4 ¢ linedrné nezdvislych reseni, naptiklad

0 0 0 0

o [o] [o] [0 )

of lo]| [o] [0 N

. : N z?

: 3 N O

O ) 0 b 0 b 1 b) .

o [of |12 v i

ol 1] =] 2 (="
$2 3:3

1 T 5 &
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Regen{ celého systému pak jsou

0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 T
. . . N :02
. . . N j
0 0 0 1 :
0 ek1$7 0 €>\1$, 1 ekll'7 xT 6)\11,.”7 xq.—l 6)\1w7... ([l
0 1 x é—? (g—1)!
1 x é—? i 0

1 30
0 0 0 0 :
: : : 0
0 0 0 0

Poznamka. Je-li A1 ki-nésobné vlastni ¢islo, existuje skupina k; linedrné nezavislych feseni tvaru
7(z)e*®, kde §(z) ma za své slozky polynomy stupné nejvyse k; — 1.

To umoziiuje hledat fundamentalni systémy metodou ,neuréitych koeficient“. Za ¢(z) dosadime
soucin Z(x)e*?, kde Z(z) je ,polynomialni“ vektor. V kazdé rovnici dostaneme rovnost dvou poly-
nomu stupné nejvyse ky — 1.

5.4.2. Metoda variace konstant. Bud 7™M, 7 ... 7" fundamentilni systém systému (25).
Predpokladame partikularni feseni systému s pravou stranou

cr(@)7 M (@) + ea(@) g (@) + - + en(@)§") (2).
Dosazenim do systému dostaneme
i (@)7 M (@) + ()7 (@) + - + ¢ (@) g™ (@) +

-/ /

+ (@)D (@) + e2(@)y® (@) + -+ enl@)y® () =
= 1 () A@) TV (@) + 2 (@) AT (2) + -+ + (@) A@)F (@) + B(2)

> (@) (x) = ba)

-/

protoze c;(x)y® (x) = ¢;(x)A(z)§? (z) pro kazdé i € n. Matice soustavy je regularni, existuje proto
pravé jedno feseni. Soustavu vyfesime Cramerovym pravidlem. Protoze viechny funkce () i b jsou
spojité, bude spojité i fesend.
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