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2.5. Rovnice tvaru y′ = f

(
ax+by+c
αx+βy+γ

)
5
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1. Úvod

Obyčejná diferenciálńı rovnice n-tého řádu je každá rovnice tvaru
(1) F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0,
kde F je funkce n+ 2 proměnných taková, že y(n) ve funkčńım předpisu skutečně vystupuje.

Definice 1. Řešeńım (integrálem) diferenciálńı rovnice na neprázdné množině M ⊂ R se nazývá
každá funkce f(x), která má na M n derivaćı a plat́ı: F (x, f(x), f ′(x), . . . , f (n)(x)) = 0 pro každé
x ∈M .

Definice 2. Integrálńı křivkou se nazývá graf řešeńı.

Úloha. Hledejte řešeńı rovnice (1), které v bodě x0 splňuje zadané podmı́nky:
(1) y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 — tzv. Cauchyova (počátečńı) úloha.

(2) Okrajová úloha: Řešeńı se hledá na intervalu 〈a, b〉; hodnoty řešeńı a derivaćı splňuj́ı v okra-
jových bodech zadané podmı́nky.

Definice 3. Ř́ıkáme, že bodem [x0, y0] procháźı právě jedna integrálńı křivka dané rovnice 1. řádu,
právě když existuje interval I, obsahuj́ıćı x0 uvnitř tak, že všechna řešeńı rovnice na množinách M
obsahuj́ıćıch interval I a procházej́ıćıch bodem [x0, y0] na intervalu I splývaj́ı.

Definice 4. Řekneme, že daným bodem [x0, y0] procháźı právě jedna integrálńı křivka rovnice (1) n-
tého řádu, splňuj́ıćı podmı́nky y′(x0) = y′0, y′′(x0) = y′′0 ,. . . ,y(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 , existuje-li interval

I obsahuj́ıćı x0 uvnitř tak, že všechna řešeńı rovnice na množině M obsahuj́ıćı I a procházej́ıćı
bodem [x0, y0] na intervalu I splývaj́ı.

2. Řešeńı některých speciálńıch rovnic 1. řádu

2.1. Řešeńı rovnice y′ = f(x, y). Rovnici tvaru y′ = f(x, y) nazýváme rovnićı ve tvaru vyřešeném
vzhledem k 1. derivaci. Křivku f(x, y) = c nazýváme isoklina.

2.2. Rovnice se separovanými proměnnými. Rovnićı se separovanými proměnnými rozumı́me
rovnici tvaru
(2) P (x) +Q(y)y′ = 0,
kde P (x) a Q(y) jsou spojité funkce jedné reálné proměnné.

Věta 5. Necht’ P (x) je spojitá na intervalu I = (a, b) a Q(y) spojitá na intervalu K = (c, d). Potom
(1) každé řešeńı rovnice (2) na intervalu I1 ⊂ I splňuje rovnici

(3)
∫
P (x)dx+

∫
Q(y)dy = C

pro nějaké C.
(2) Každá funkce implicitně definovaná vztahem (3) při libovolném C na intervalu I2 ⊂ I, která

má na intervalu I2 derivaci, je řešeńım (2).

D̊ukaz. (1) (⇒) Integrováńım rovnice a substitućı y = u(x) okamžitě dostáváme

C =
∫

(P (x) +Q(u(x))u′(x))dx =
∫
P (x)dx+

∫
Q(y)dy.

(2) (⇐) Bud’ F ′(x) = P (x), G′(y) = Q(y), necht’ plat́ı F (x) +G(y) = C, F (x) +G(z(x)) = C.
Potom pro derivaci muśı platit

P (x) +Q(z(x))z′(x) = 0
. �

Věta 6. Necht’ P (x) je spojitá na (a, b), Q(y) spojitá na (c, d), necht’ Q(y) 6= 0 pro y ∈ (c, d).
Potom každým bodem oblasti (a, b) × (c, d) procháźı právě jedna integrálńı křivka rovnice (2) (tj.
je-li [x0, y0] ∈ (a, b)× (c, d) existuje právě jedno řešeńı (2) splňuj́ıćı rovnici y(x0) = x0).
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D̊ukaz. (1) Bud’te F ′(x) = P (x), G′(y) = Q(y), necht’ funkce y(x) vyhovuje rovnici F (x) +
G(y(x)) = C. Současně muśı platit F (x0) + G(y0) = C, celkem tedy muśı y(x) splňovat
rovnici F (x) +G(y(x)) = F (x0) +G(y0). Dı́ky spojitosti parciálńıch derivaćı lze y(x) z této
rovnice explicitně vyjádřit.

(2) Bud’te y1(x), y2(x), y1(x0) = y2(x0) = y0 r̊uzná řešeńı (2) na (α, β) 3 x0. Potom muśı platit

P (x) +Q(y1(x))y′1(x) = P (x) +Q(y2(x))y′2(x),

d
dxG(y1(x)) = d

dxG(y2(x)),

tedy G(y1(x)) = G(y2(x))+C. Protože tato rovnice muśı platit i pro x = x0, jedinou možnou
hodnotou C je C = 0. Protože Q je spojitá a Q(x) 6= 0, je G prostá, tud́ıž y1(x) = y2(x),
což je spor. �

2.3. Separovatelné rovnice. Separovatelnou rovnićı rozumı́me rovnici tvaru

P1(x)P2(y) +Q1(x)Q2(y)y′ = 0,

kde P1, Q1 jsou spojité na (a, b) a P2, Q2 jsou spojité na (c, d). Za předpokladu Q1(x)P2(y) 6= 0 lze
tuto rovnici převést na rovnici tvaru

P1(x)
Q1(x) + Q2(y)

P2(y) y
′ = 0.

Označme a1, a2, . . . , am ∈ (a, b) a b1, b2, . . . , bn ∈ (c, d) nulové body Q1 resp. P2. Řešeńım p̊uvodńı
rovnice jsou i konstantńı křivky y = bi na (a, b).

Při určováńı definičńıho oboru je nutné ověřit př́ıpadné pr̊useč́ıky s konstantami.

2.4. Homogenńı diferenciálńı rovnice 1. řádu.

Definice 7. Funkce n reálných proměnných F (x1, x2, . . . , xn) se nazývá homogenńı stupně k,
plat́ı-li, že

F (tx1, tx2, . . . , txn) = tkF (x1, x2, . . . , xn).

Rovnici

(4) P (x, y) +Q(x, y)y′ = 0,

kde P,Q jsou homogenńı funkce stejného stupně k nazýváme homogenńı rovnićı stupně k.
K řešeńı vede substituce y = xu, kde u je nová neznámá funkce. Ta převede p̊uvodńı rovnici na
rovnici

P (x, xu) +Q(x, xu)(u+ xu′) = 0,

xk[P (1, u) +Q(1, u)(u+ xu′)] = 0,

která je separovatelná.

Věta 8. Necht’ 0 6∈M ⊂ R. Je-li u(x) řešeńı rovnice

(5) P (1, u) +Q(1, u)u+ xQ(1, u)u′ = 0,

je y(x) = xu(x) řešeńım rovnice (4). Je-li y řešeńım rovnice (4) na M , existuje u(x), které je řešeńım
(5) na M tak, že y(x) = xu(x).

Poznámka. Zavád́ı se také zobecněné homogenńı (kvazihomogenńı) rovnice. Ty se řeš́ı sub-
stitućı y = xα · u pro α ∈ R. Této substituce je možné využ́ıt, pokud lze po substituci vytknout x z
každého členu diferenciálńı rovnice ve stejné mocnině.
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2.5. Rovnice tvaru y′ = f
(
ax+by+c
αx+βy+γ

)
. U rovnice tvaru

(6) y′ = f

(
ax+ by + c

αx+ βy + γ

)
rozlǐśıme následuj́ıćı př́ıpady:

(1) α = β = a = b = 0: Potom

y′ = f

(
c

γ

)
,

tedy

y = f

(
c

γ

)
x+ C.

(2) b = β = 0: Potom

y′ = f

(
ax+ c

αx+ γ

)
,

y(x) =
∫
f

(
ax+ c

αx+ γ

)
+ C.

(3) c = γ = 0:

y′ = f

(
ax+ by

αx+ βy

)
,

tato rovnice je homogenńı.
(4) Neplat́ı b = β = 0, ale je ∣∣∣∣a b

α β

∣∣∣∣ = 0.

Bud’ b 6= 0, pak aβ − αb = 0 a α = β
b a a rovnici uprav́ıme na tvar

y′ = f

(
ax+ by + c

β
b (ax+ by) + γ

)
a dále na

(7) z′ = a+ bf

(
z + c
β
b z + γ

)
.

Funkce y(x) je řešeńım (6) na množině M , právě když z(x) = ax+ by(x) je řešeńım (7).
(5) Plat́ı, že ∣∣∣∣a b

α β

∣∣∣∣ 6= 0.

Vyřeš́ıme soustavu rovnic
ax0 + by0 + c = 0
αx0 + βy0 + γ = 0

a zavedeme substituci
u = x− x0 x = x0 + u

v = y − y0 y = y0 + v.

Plat́ı
v(u) = y(x)− y0 = y(x0 + u)− y0 =⇒ y(x) = v(x− x0) + y0.

Substitućı dostaneme

v′ = y′ = f

(
a(x0 + u) + b(y0 + v) + c

α(x0 + u) + β(y0 + v) + γ

)
=

= f

(
au+ bv + ax0 + by0 + c

αu+ βv + αx0 + βy0 + γ

)
= f

(
au+ bv

αu+ βv

)
.

(8)
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Je-li v(u) řešeńım rovnice (8), pak y(x) = y0 + v(x− x0) je řešeńım rovnice (6) a naopak ke
každému řešeńı y(x) rovnice (6) lze nalézt řešeńı (8) tak, že daný vztah plat́ı.

2.6. Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu. Rovnice tvaru
(9) y′ + p(x)y = q(x),
kde p(x) a q(x) jsou spojité na (a, b).

(1) Řešeńı rovnice bez pravé strany: Mějme rovnici y′ + p(x)y = 0. Tuto rovnici zřejmě řeš́ı
y(x) = 0 pro každé x. Po vyděleńı y (předpokládáme y 6= 0) dostaneme

y′

y
+ p(x) = 0,

což je ekvivalentńı s rovnićı

ln |y|+
∫
p(x)dx = lnK.

Po odlogaritmováńı dostaneme

y = Ce−
∫
p(x)dx, C ∈ R

což je obecné řešeńı rovnice bez pravé strany pro každé C.

Věta 9. Je-li p(x) spojitá na (a, b), procháźı každým bodem [x0, y0] ∈ (a, b) × (−∞,+∞)
právě jedna integrálńı křivka rovnice y′+p(x)y = 0, která je řešeńım rovnice na celém (a, b).

D̊ukaz. Obecné řešeńı má tvar

y = Ce
−
∫ x
x0
p(x)dx

,

bodem [x0, y0] procháźı pouze

y = y0e
−
∫ x
x0
p(x)dx

.

Osou x procháźı právě y = 0. �

(2) Metoda variace konstanty: Předpokládejme, že C záviśı na x

y = C(x)e−
∫
p(x)dx,

tedy
C(x) = y(x)e

∫
p(x)dx.

Dosazeńım za y do (9) obdrž́ıme

C ′(x)e−
∫
p(x)dx − C(x)e−

∫
p(x)dxp(x)︸ ︷︷ ︸

y′

+p(x)C(x)e−
∫
p(x)dx︸ ︷︷ ︸

y

= q(x),

po úpravě
C ′(x)e−

∫
p(x)dx = q(x),

C(x) =
∫
q(x)e

∫
p(x)dx + C.

Obecné řešeńı rovnice s pravou stranou je

y(x) =
[∫

q(x)e
∫
p(x)dx + C

]
e−
∫
p(x)dx.

Věta 10. Necht’ p(x), q(y) jsou funkce spojité na (a, b). Potom pro libovolné C je funkce

(10) y(x) =
[∫

q(x)e
∫
p(x)dx + C

]
e−
∫
p(x)dx

řešeńım rovnice y′ + p(x)y = q(x) na (a, b). Každým bodem [x0, y0] ∈ (a, b) × (−∞,+∞)
procháźı právě jedna integrálńı křivka, která je řešeńım na (a, b) a je popsána rovnićı tvaru
(10) pro vhodnou volbu C.
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Věta 11. Obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice s pravou stranou je součtem obecného (ho-
mogenńıho) řešeńı rovnice bez pravé strany a libovolného pevně zvoleného řešeńı rovnice s pravou
stranou (partikulárńıho řešeńı).

2.7. Bernoulliho rovnice. Rovnice tvaru
(11) y′ + p(x)y = q(x)yα,
kde p(x), q(x) jsou spojité na (a, b), α ∈ R. Pokud je α = 0 nebo α = 1, je to lineárńı rovnice

prvńıho řádu. Jinak opět y = 0 triviálně řeš́ı, za předpokladu y 6= 0 můžeme rovnici upravit na
y′

yα
+ p(x)y1−α = q(x),

dále substitućı z = y1−α, z′ = (1− α)y−αy′ na
z′

1− α + p(x)z = q(x)

a
(12) z′ + (1− α)p(x)z = (1− α)q(x).

Věta 12. Necht’ α 6= 0, 1. Necht’ p(x), q(x) jsou spojité na (a, b), q(x) neńı na (a, b) identická 0.
necht’ z(x) je řešeńım (12) na (a, b). Pak každá funkce y(x) splňuj́ıćı na intervalu I ⊂ (a, b) rovnici
y1−α(x) = z(x) a taková, že na svém definičńım oboru je y(x) 6= 0 a existuje y′(x) na I je řešeńım
(11) na I.

Naopak necht’ y(x) je řešeńı (11) na I ⊂ (a, b) a y(x) 6= 0 na I. Pak existuje řešeńı z(x) rovnice
(12) na I takové, že y1−α(x) = z(x).

2.8. Riccatiho rovnice.
(13) y′ = a0(x) + a1(x)y + a2(x)y2,

kde a0, a1, a2 jsou spojité funkce na (a, b). Je-li a0 ≡ 0, je to Bernoulliho rovnice, je-li a2 ≡ 0, je to
lineárńı rovnice.

(1) Substituce x = ϕ(t), kde ϕ má spojité derivace na (c, d), ϕ(c, c) ⊂ (a, b), nezabere,
dy
dt = dy

dxϕ
′(t) = a0(ϕ(t))ϕ′(t) + a1(ϕ(t))ϕ′(t)y + a2(ϕ(t))ϕ′(t)y2

protože dostaneme jenom novou Riccatiho rovnici.
(2) Substituce

y = αz + β

γz + δ
,

kde α, β, γ, δ maj́ı spojité derivace na (c, d) ⊂ (a, b) a je∣∣∣∣α β
γ δ

∣∣∣∣ 6= 0

také nezabere.
dy
dx = 1

(γz + δ)2 [(αz′ + α′z + β′)(γz + δ)− (z′γ + γ′z + δ′)(αz + β)] =

= 1
(γz + δ)2 [(αδ − γβ)z′ + (α′γ − γ′α)z2+

+ (α′δ + β′γ − γ′β − δ′α)z + (β′δ − δ′β)]

a0(x) + a1(x)y + a2(x)y2 = 1
(γz + δ)2 [a0(γz + δ)2 + a1(γz + δ)(αz + β)+

+ a2(αz + β)2].
Abychom se v nové rovnici zbavili z2, muśı platit

α′γ − γ′α− a0γ
2 − a2α

2 − a1γα = 0,
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α′γ − γ′α
γ2 − a0 − a2

(
α

γ

)2
− a1

α

γ
= 0,(

α

γ

)′
− a0 − a2

(
α

γ

)2
− a1

α

γ
= 0.

Dostali jsme opět pouze jinou Riccatiho rovnici.
(3) Kanonický tvar Riccatiho rovnice: U y2 je koeficient ±1 a y v rovnici nevystupuje. Prvńıho

lze dosáhnout substitućı
y = ω(x)z,

ωz′ + zω′ = a0 + a1ωz + a2ω
2z2,

z′ = a0

ω
+
(
a1 −

ω′

ω

)
z + a2ωz

2,

z čehož dostáváme podmı́nku pro ω(x)

ω = ± 1
a2(x) .

Nulového koeficientu u y dosáhneme substitućı y = u+ α, t́ım rovnice přejde na
u′ = [a0 + a1α+ a2α

2 − α′] + (a1 + 2a2α) + a2u
2,

tedy α muśı být

α(x) = − a1(x)
2a2(x) .

(4) Známe-li jedno řešeńı y1(x) na (a, b), umı́me naj́ıt zbývaj́ıćı. Bud’ y1(x) řešeńı Riccatiho
rovnice

y′1(x) = a0(x) + a1(x)y1(x) + a2(x)y2
1(x).

Zavedeme substituci
u(x) = 1

y(x)− y1(x) ,

za předpokladu u(x) 6= 0 je

y(x) = y1(x) + 1
u(x) .

Po dosazeńı dostaneme

y′ = y′1 −
u′

u2 = a0 + a1

(
y1 + 1

u

)
+ a2

(
y1 + 1

u

)2
=

= a0 + a1y1 + a2y
2
1 + a1

u
+ 2a2y1

u
+ a2

u2

,

takže
u′ + (a1 + 2a2y1)u+ a2 = 0.

T́ım jsme Riccatiho rovnici převedli na lineárńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu.
(5) Vztah Riccatiho rovnice a lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu. Uvažujme lineárńı dife-

renciálńı rovnici 2. řádu
p0(x)y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = r(x), p0(x) 6= 0.

Bud’te a0, a1, a2, a
′
2 spojité na (a, b), a2(x) 6= 0, y(x) řešeńı Riccatiho rovnice na (α, β) ⊂

(a, b). Zavedeme substituci

u(x) = e−
∫
a2(x)y(x)dx,

u′(x) = −a2(x)y(x)u(x).
Z této rovnice vyjádř́ıme y

y(x) = −u′(x)
a2(x)u(x)
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a derivováńım výrazu
u′

u
= −a2y

dostaneme
u′u− u′2

u2 = −a′2y − a2y
′.

Vynásob́ıme to u2

u′′u− u′2 = (−a′2y − a2y
′)u2,

dosad́ıme za y′

u′′u− u′2 = [−a′2y − a2(a0 + a1y + a2y
2)]u2,

dosad́ıme u′(x) = −a2(x)y(x)u(x), vynásob́ıme a2/u

u′′u = −a′2yu2 − a2a0u
2 − a2a1yu

2,

a2u
′′ = −a′2a2yu− a2

2a0u− a2
2a1yu,

dosad́ıme za y
a2u
′′ = a′2u

′ − a2
2a0u+ a2a1u

′.

Řešeńı Riccatiho rovnice vyhovuje lineárńı diferenciálńı rovnici 2. stupně
(14) a2u

′′ − [a′2 + a1a2]u′ + a2
2a0u = 0.

Věta 13. Necht’ a0(x), a1(x), a2(x), a′2(x) jsou spojité na (a, b). Necht’ y(x) řeš́ı (13). Potom
funkce

u(x) = e−
∫
a2(x)y(x)dx

je řešeńım (14) na (α, β). Naopak, necht’ u(x) je řešeńım (14) na (γ, δ) ⊂ (a, b) a u(x) 6= 0,
a2(x) 6= 0 pro x ∈ (γ, δ). Potom

y(x) = − u′(x)
a2(x)u(x)

je řešeńım (13) na (γ, δ).

(6) Speciálńı Riccatiho rovnice:
y′ + ay2 = bxα,

kde a, b 6= 0 jsou konstanty, α ∈ R. Pro α = 0 je to separovatelná rovnice, pro α = −2
dostaneme po substituci

y(x) = 1
u(x)

− u
′

u2 + a

u2 = b

x2

homogenńı rovnici
u′ = a− b

(u
x

)2
.

Jinak zavedeme substituci
y = u(x)z + v(x)

u′z + uz′ + v′ + a(u2z2 + 2uvz + v2) = bxα

uz′ + (u′ + 2auv)z + (v′ + av2) + au2z2 = bxα.

Položme v′ + av2 = 0 a u′ + 2auv = 0. Potom

− v
′

v2 = a =⇒ v(x) = 1
ax

u′ + 2auv = u′ + 2u
x

= 0 =⇒ u(x) = 1
x2

Zavedeme tedy substituci
y = z

x2 + 1
ax
.
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Dostaneme
z′

x2 + a
1
x4 z

2 = bxα,

z′ + a

x2 z
2 = bxα+2.

Za z dosad́ıme
z = 1

z1
,

− z
′
1
z2

1
+ a

x2z2
1

= bxα+2,

to vynásob́ıme z2
1

z′1 + bxα+2z2
1 = a

x2 .

Rovnici přetransformujeme do nové proměnné x1 = xα+3, x = x
1

α+3
1 , za předpokladu α 6=

−3, x > 0. Pro derivace plat́ı
d

dx = (α+ 3)xα+2 d
dx1

,
d

dx1
= 1

(α+ 3)xα+2
d

dx,

p̊uvodńı rovnici uprav́ıme na
z′1
xα+2 + bz2

1 = a

xα+4

a po transformaci obdrž́ıme

(α+ 3) dz1

dx1
+ bz2

1 = ax
−α+4
α+3

1 .

Po úpravě máme novou Riccatiho rovnici, ale s jiným α.
dz1

dx1
+ b

α+ 3z
2
1 = a

α+ 3x
α1
1 ,

kde
α1 = −α+ 4

α+ 3 .

Chceme doj́ıt k α1 = −2 nebo α1 = 0. Pro α1 = −2 je α = −2, pro α1 = 0 je α = −4.
Naṕı̌seme rekurentńı vztah

αk = −αk−1 + 4
αk−1 + 3

αk + 2 = −αk−1 + 4
αk−1 + 3 + 2αk−1 + 3

αk−1 + 3 = αk−1 + 2
αk−1 + 3

1
αk + 2 = αk−1 + 3

αk−1 + 2 = 1 + 1
αk−1 + 2 = k + 1

α+ 2 .

Pro αk = 0 (αk = −2 nemá význam, protože se nikam nehnu) dostaneme
1
2 = 1

α+ 2 + k =⇒ α = −4k
2k − 1 ,

kde k = 0, 1, 2, . . . . Pokud zvoĺıme opačný směr rekurze
1

α+ 2 = k + 1
α−k + 2 ,

dostaneme
α = −4k

2k + 1 ,

kde k = 1, 2, . . . . Celkem tedy můžeme nalézt řešeńı pro

α = −4k
2k − 1 ,

kde k ∈ Z. Lze dokázat, že pro jiná α to nejde. Kromě toho lze řešeńı této rovnice převést
na tvar y′′ + qxαy = 0, kde q je konstanta.
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2.9. Diferenciálńı rovnice tvaru x = f(y′) resp. y = g(y′).
(1) Rovnice typu x = f(y′). Rovnici parametrizujeme y′ = t, x = f(t). Potom po substituci

dx = f ′(t)dt dostaneme

y =
∫
y′dx+ C =

∫
tdx+ C =

∫
tf ′(t)dt =

t∫
t0

τf ′(τ)dτ + C.

Věta 14. Necht’ funkce f(t) má v intervalu (t1, t2) spojitou kladnou (resp. zápornou) deri-
vaci, necht’

a = inf
t∈(t1,t2)

f(t) b = sup
t∈(t1,t2)

f(t)

(resp. a = −∞ pro f neomezenou zdola, b = +∞ pro f neomezenou shora). Pak každým
bodem [x0, y0] ∈ (a, b)×(−∞,+∞) procháźı právě jedna integrálńı křivka rovnice x = f(y′),
jej́ıž tečna má směrnici z intervalu (t1, t2) a je řešeńım rovnice na celém (a, b). Parametrické
rovnice této křivky jsou

x = f(t)

y =
t∫

t0

τf ′(τ)dτ + y0,

kde t ∈ (t1, t2). Plat́ı, že f(t0) = x0.

D̊ukaz. Protože funkce f je prostá, rovnici x = f(y′) lze převést na tvar y′ = f−1(x), což je
rovnice se separovatelnými proměnnými. Z toho okamžitě plyne existence a jednoznačnost
řešeńı.

Integrováńım a použit́ım počátečńıch podmı́nek dostaneme

y(x) =
∫
f−1(x)dx+ C =

x∫
x0

f−1(ξ)dξ + y0.

Položeńım x = f(t), x0 = f(t0) a po substituci x = f(τ), dx = f ′(τ)dt máme

y =
f(t)∫

f(t0)

f−1(ξ)dξ + y0 =
t∫

t0

τf ′(τ)dτ + y0. �

(2) Rovnice typu y = g(y′). Parametrizace y′ = t, y = g(t).

x =
∫ dx

dy dy + C =
∫ 1

t
g′(t)dt+ C =

t∫
t0

g′(τ)
τ

dτ + x0.

Věta 15. Necht’ funkce g(t) má na intervalu (t1, t2) spojitou kladnou (resp. zápornou)
derivaci. Necht’ 0 6∈ (t1, t2). Označme

α = inf
t∈(t1,t2)

g(t) β = sup
t∈(t1,t2)

g(t)

(resp. α = −∞, resp. β = +∞). Potom každým bodem [x0, y0] ∈ (−∞,+∞) × (α, β)
procháźı právě jedna integrálńı křivka, která je řešeńım rovnice na intervalu (a, b), kde

a = x0 + inf
t∈(t1,t2)

t∫
t0

g′(τ)
τ

dτ, b = x0 + sup
t∈(t1,t2)

t∫
t0

g′(τ)
τ

dτ,
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přičemž t0 je definováno vztahem y0 = g(t0). Parametrické rovnice křivky jsou:

x = x0 +
t∫

t0

g′(τ)
τ

dτ

y = g(t) + y0,

kde t ∈ (t1, t2).
D̊ukaz. Funkce g je prostá, tud́ıž existuje inverzńı funkce g−1, tedy y′ = g−1(y) a pokud
y′ 6= 0

y′

g−1(y) = 1.

To je rovnice se separovanými proměnnými, z čehož plyne existence a jednoznačnost řešeńı.
Integraćı a z počátečńıch podmı́nek dostaneme

x =
∫ dy
g−1(y) + C = x0 +

y∫
y0

dη
g−1(η) .

Dosad́ıme y = g(t), y0 = g(t0) a zavedeme substituci η = g(τ), dη = g′(τ)dτ .

x = x0 +
g(t)∫

g(t0)

dη
g−1(η) = x0 +

t∫
t0

g′(τ)
τ

dτ. �

Na závěr se muśı vyšetřit př́ıpad, kdy y′ = 0 a to je tehdy když y0 = g(0), takže je to
konstantńı řešeńı.

3. Věty o existenci, jednoznačnosti a vlastnostech řešeńı rovnice tvaru y′ = f(x, y)

Definice 16. Necht’ M je množina nekonečně mnoha funkćı definovaných na omezeném intervalu
I ⊂ R. Pak

(1) řekneme, že funkce z M jsou stejně omezené na intervalu I, právě když existuje reálné č́ıslo
K tak, že |f(x)| ≤ K pro libovolnou funkci f ∈M a libovolné x ∈ I.

(2) Řekneme, že funkce z M jsou stejně spojité na I, právě když ke každému ε > 0 existuje
δ > 0 tak, že pro všechny dvojice x1, x2 ∈ I splňuj́ıćı nerovnost |x1 − x2| < δ a pro všechny
f ∈M plat́ı, že |f(x1)− f(x2)| < ε.

ε1

δ1

K

−K

Obrázek 1. K d̊ukazu Arzelovy věty

Věta 17 (Arzela). Necht’ M je množina nekonečně mnoha funkćı definovaných na omezeném in-
tervalu I ⊂ R, které jsou na I stejně omezené a stejně spojité. Pak z každé (obecně nekonvergetńı)
posloupnosti gn funkćı z M lze vybrat posloupnost, která je na I stejnoměrně konvergentńı.
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[x−1, y−1]

G

[x−2, y−2]

[x0, y0]

[x1, y1]

[x2, y2]

směrnice f ′(x0, y0)

Obrázek 2. Konstrukce Eulerovy lomené čáry

D̊ukaz.

�

3.1. Eulerova lomená čára.

Definice 18. Necht’ je dána diferenciálńı rovnice y′ = f(x, y), kde definičńım oborem funkce f je ob-
last G. Zvolme [x0, y0] ∈ G. Eulerova lomená čára př́ıslušná k [x0, y0] je každá křivka zkonstruovaná
takto:

Věta 19 (Peano). Necht’ funkce f(x, y) je spojitá na oblasti G ⊂ R2, pak každým bodem [x0, y0] ∈ G
procháźı integrálńı křivka rovnice y′ = f(x, y) (tj. existuje alespoň jedno řešeńı rovnice y′ = f(x, y)
splňuj́ıćı podmı́nku y(x0) = y0).

D̊ukaz. Kolem bodu [x0, y0] zkonstruujeme obdélńık G1. Protože f je spojitá, existuje takové K,
že pro každý bod [x, y] ∈ G je |f(x, y)| < K. Bud’ M množina všech Eulerových lomených čar ϕα
př́ıslušných k [x0, y0]. Grafy všech těchto čar pak lež́ı v trojúhelńıćıch ABC a ADE (viz obr. 3).
Na intervalu (a, b) jsou funkce ϕα ∈ M stejně omezené a stejně spojité, nebot’ |ϕ(x′′)− ϕ(x′)| <
K |x′′ − x′|. Lze z nich podle Arzelovy věty proto vybrat posloupnost ϕn, která na (a, b) stejnoměrně
konverguje.

Chceme dokázat, že ta limitńı funkce ϕ vyhovuje p̊uvodńı dif. rovnici, plat́ı

lim
x′′→x′

ϕ(x′′)− ϕ(x′)
x′′ − x′

= f(x′, ϕ(x′)),
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G

A

a b

[x0, y0]
E

D C

B

K

−K

Obrázek 3. K d̊ukazu Peanovy věty

x′ x′′

K

Obrázek 4. K d̊ukazu Peanovy věty

x′

δδδδ

3Kδ

3Kδ

Obrázek 5. K d̊ukazu Peanovy věty

tedy pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro |x′′ − x′| < δ∣∣∣∣ϕ(x′′)− ϕ(x′)
x′′ − x′

− f(x′, ϕ(x′))
∣∣∣∣ < 1

2ε a ϕ(x0) = y0

Pro dostatečně vysoké n muśı platit∣∣∣∣ϕn(x′′)− ϕn(x′)
x′′ − x′

− f(x′, ϕ(x′))
∣∣∣∣ < ε,

f(x′, ϕ(x′))− ε < ϕn(x′′)− ϕn(x′)
x′′ − x′

< f(x′, ϕ(x′)) + ε,
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(f(x′, ŷ)− ε)(x′′ − x′) < ϕn(x′′)− ϕn(x′) < (f(x′, ŷ) + ε)(x′′ − x′).
Kde x′ a ŷ := ϕ(x′) jsou pevně dané. Dokážeme pravou stranu. Protože f(x, y) je na G spojitá a
omezená konstantou K, pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro |x− x′| < 2δ, |y − ŷ| < 3Kδ
plat́ı

(1) f(x, y) < f(x′, ŷ) + ε,
(2) 〈x′ − 2δ, x′ + 2δ〉 × 〈ŷ − 3Kδ, ŷ + 3Kδ〉 ∈ BCDE.

Pro každé δ > 0 dále existuje n0 takové, že pro n > n0 je
(1) délka ”hran“ ϕn menš́ı než δ (to vyplývá z konstrukce posloupnosti ϕn),
(2) |ϕn(x′)− ϕ(x′)| < Kδ (protože podle věty 17 ϕn ⇒ ϕ).

|ϕn(x)− ŷ| = |ϕn(x)− ϕ(x′)| ≤ |ϕn(x)− ϕn(x′)|︸ ︷︷ ︸
K|x−x′|≤2Kδ

+ |ϕn(x′)− ϕ(x′)|︸ ︷︷ ︸
Kδ

< 3Kδ

takže můžu ϕ′n odhadnot pomoćı f(x′, ŷ) + ε

ϕn(x′′)− ϕn(x′) =
x′′∫
x′

dϕn(x)
dx dx < (f(x′, ŷ) + ε)(x′′ − x′).

Analogicky se dokáže druhá nerovnost. �

Definice 20. Necht’ ϕ(x) je řešeńım rovnice y′ = f(x, y) na intervalu 〈α, β〉. Toto řešeńı se nazývá
prodloužitelné vpravo (resp. vlevo), existuje-li řešeńı ϕ1(x) na 〈α, β1〉 (resp. 〈α1, β〉), kde β < β1
(resp. α > α1) takové, že ϕ1(x) = ϕ(x) pro x ∈ 〈α, β〉. Funkce ϕ1(x) se nazývá prodloužeńı řešeńı
ϕ vpravo (vlevo). Řešeńı, které neńı prodloužitelné vpravo ani vlevo, se nazývá neprodloužitelné
(úplné) a jeho graf se nazývá charakteristika. Analogicky pro otevřený interval, ale za prodloužeńı
se považuje i (a, b)→ (a, b〉.

Věta 21. Necht’ f(x, y) je spojitá na oblasti G. Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou, aby řešeńı ϕ(x)
na intervalu (α, β) bylo neprodloužitelné vpravo (resp. vlevo) je splněńı alespoň jedné z následuj́ıćıch
podmı́nek:

(1) β = +∞, resp. α = −∞,
(2) |ϕ(x)| → ∞ pro x→ β− (resp. x→ α+),
(3) %([x, ϕ(x)], ∂G)→ 0 pro x→ β− (resp. x→ α+), kde ∂G je hranice G.

D̊ukaz. A) (⇐)
1. Zřejmé.
2. Protože y je spojitá, musela by v b existovat konečná limita, což je spor.
3. Pokud by řešeńı bylo prodloužitelné, β by byl část́ı definičńıho oboru f a [β, ϕ(β)] ∈ G, což

je spor s t́ım, že G je otevřená.
B) (⇒) Necht’ žádná z podmı́nek neplat́ı. Dokážeme, že pak existuje konečná limita

lim
x→β−

ϕ(x).

Bud’te p = lim infx→β− ϕ(x), q = lim supx→β− ϕ(x) a předpokládejme, že p < q. Z toho dojdeme
ke sporu. Bud’ M = {[β, y]|p < y < q}. M je množina hromadných bod̊u grafu, nebot’ [β, p] a
[β, q] jsou hromadnými body podle definice lim sup a lim inf a pro ostatńı to plat́ı d́ıky spojitosti
ϕ. Každý bod z M lež́ı bud’ v G nebo na ∂G. Všechny ale nemohou ležet na ∂G, jinak by platila
podmı́nka 3, což by byl spor. Necht’ [β, r] nelež́ı na ∂G. Zvolme ε tak, že 〈r − ε, r + ε〉 ⊂ M a
uvažujme ”obdélńıček“ 〈β−ε, β〉×〈r−ε, r+ε〉. Potom graf funkce ϕ(x) muśı proj́ıt obdélńıčkem

”odshora dol̊u“ nekonečně krát, nebot’ jinak by {r − ε, r + ε} nebyly hromadné body grafu.
Současně ale pro každý pr̊uchod grafu ϕ mezi body x1 a x2 (ϕ′ je spojitá a proto na kompaktu
omezená)

2ε = |ϕ(x2)− ϕ(x1)| = |ϕ′(ξ)| (x2 − x1) ≤ K(x2 − x1),
tedy

x2 − x1 ≥
2ε
K
.
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Graf ϕ může odshora dol̊u a naopak proj́ıt pouze konečně krát, což je spor. Muśı tedy platit, že
p = q, tedy existuje konečná limita limx→β− ϕ(x) a plat́ı

lim
x→β−

ϕ(x)− ϕ(β)
x− β

= lim
xi→β−

ϕ′(ξ) = lim
xi→β−

f(ξ, ϕ(ξ)) = f(β, ϕ(β)). �

Poznámka. Je-li f(x, y) omezená a oblast G je omezená, existuje limita

lim
x→β−

ϕ(x).

Věta 22. Necht’ f(x, y) je spojitá na oblasti G. Pak každým bodem [x0, y0] oblasti G procháźı graf
alespoň jednoho neprodloužitelného řešeńı, tj. alespoň jedna charakteristika.

D̊ukaz. Označme r0 = 1
2%([x0, y0], ∂G). Pokud je G = R2, polož́ıme r0 = 1. Uvažujme interval

I0 = 〈x0 − r0, x0 + r0〉 × 〈y0 − r0, y0 + r0〉 Zkonstruujeme řešeńı ϕ0 na intervalu 〈x0 − h0, x0 + h0〉,
kde

h0 = min
{
r0,

r0

K0

}
h0 se voĺı tak, aby řešeńı prot́ınalo levou a pravou stranu ”obdélńıka“, intervalu a

K0 = max
I0
|f(x, y)|.

Řešeńı ϕ0 budeme prodlužovat doprava. V bodě [x1, y1], kde x1 = x0 + h0, y1 = ϕ0(x1) provedeme
stejnou úvahu a sestroj́ıme řešeńı ϕ1 na 〈x1 − h1, x1 + h1〉. Postupně dostaneme řešeńı

ϕ(x) =


ϕ0(x) x ∈ 〈x0 − h0, x1〉
ϕ1(x) x ∈ 〈x1, x1 + h1〉

...
ϕk(x) x ∈ 〈xk, xk + hk〉

na intervalu 〈x0 − h0, β), kde β = limk→∞ xk. Je-li β = +∞, řešeńı je neprodloužitelné. Jinak
rozlǐśıme tyto př́ıpady:

(1) Plat́ı, že limx→β− ϕ(x) = ±∞. V tom př́ıpadě je řešeńı neprodloužitelné.
(2) Limita limx→β− ϕ(x) neexistuje. Podle d̊ukazu předchoźı věty ale takový př́ıpad nemůže

nastat.
(3) Je limx→β− ϕ(x) = yω a [β, yω] ∈ ∂G. To odpov́ıdá podmı́nce 3 z předchoźı věty, tedy řešeńı

je neprodloužitelné.
(4) limx→β− ϕ(x) = yω a [β, yω] ∈ G. Označme rω = 1

2%([b, yω], ∂G), Kω = maxIω f(x, y),
hω = min{rω, rωKω }. Potom

rω = lim
n→∞

rn,Kω = lim
n→∞

Kn, hω = lim
n→∞

hn.

Protože rω > 0 a funkce f(x, y) je omezená (Kω < ∞), muśı být hω > 0 a řešeńı by mělo
j́ıt dál prodloužit, což je spor.

Poznámka. Definičńı obor neprodloužitelného řešeńı záviśı na počátečńıch podmı́nkách.

Věta 23 (o jednoznačnosti — Osgood). Necht’ funkce f(x, y) je definována na oblasti G a splňuje
následuj́ıćı podmı́nku: Pro libovolné dva body [x, y1] ∈ G a [x, y2] ∈ G plat́ı

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ Φ(|y2 − y1|),

kde Φ je funkce jedné reálné proměnné u, spojitá a kladná na intervalu (0, c〉, kde c > 0, přičemž

lim
ε→0

c∫
ε

du
Φ(u) = +∞.

Potom každým bodem [x0, y0] oblasti G procháźı nejvýše jedna integrálńı křivka rovnice y′ = f(x, y).



POZNÁMKY Z DIFR 17

y(x)

z(x)

c

x1x2

Obrázek 6. K d̊ukazu věty o jednoznačnosti

D̊ukaz. Větu dokážeme sporem. Předpokládejme, že existuje bod [x0, y0], kterým procházej́ı dvě
r̊uzné integrálńı křivky y1(x) a y2(x), y1(x0) = y2(x0) = y0 a existuje x1 takové, že y1(x1) 6= y2(x1).

Bud’ z(x) = y2(x) − y1(x). Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že x0 = 0, x1 > 0,
z(x1) > 0, z(x1) < c. Pokud to neplat́ı, zřejmě toho můžeme dosáhnout odpov́ıdaj́ıćı substitućı.

Plat́ı, že
z′(x) = (y2 − y1)′(x) = y′2(x)− y′1(x) = f(x, y2(x))− f(x, y1(x)) ≤

≤ |f(x, y2(x))− f(x, y1(x))| ≤ Φ(|y1(x)− y2(x)|) <
< 2Φ(|y1(x)− y2(x)|) = 2Φ(|z(x)|).

bud’ y(x) řešeńı rovnice y′ = 2Φ(y) s počátečńı podmı́nkou y(x1) = z(x1) =: z1. Pro y ∈ (0, c〉 je
tato rovnice ekvivalentńı rovnici

y′

2Φ(y) = 1, 1
2

∫ dy
Φ(y) = x+ C,

1
2

y∫
z1

dη
Φ(η) = x− x1.

Pro x plat́ı

x = x1 + 1
2

y∫
z1

dη
Φ(η) = x1 −

1
2

z1∫
y

dη
Φ(η) =: Ψ(y).

Každá funkce inverzńı k Ψ je řešeńım rovnice y′ = 2Φ(y). Funkce Ψ je monotonńı (integrand je
kladný) a zobrazuje (0, c〉 7→ (−∞,Ψ(c)〉, nebot’

lim
y→0
−1

2

z1∫
y

dη
Φ(η) = −∞.

Dále plat́ı,y(x1) = z(x1) > 0 a tedy
z′(x1) < 2Φ(|z1|) = 2Φ(y(x1)) = y′(x1),

tedy z(x) prob́ıhá nalevo od x1 ”nad“ funkćı y(x). Protože současně z(0) = 0 a z(x) i y(x) jsou
spojité, muśı se y a z znovu protnout v nějakém x2 ∈ (0, x1) a muśı platit

z′(x2) ≥ y′(x2) = 2Φ(y(x2)) = 2Φ(z(x2)).
Současně ale z′(x2) < 2Φ(|z(x2)|), což je spor. �

Poznámka. Volba Φ: Φ(u) = Lu, kde L je konstanta, potom dostáváme podmı́nku tvaru
|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L |y2 − y1| .

Př́ıpadně
Φ(u) = Lu |ln u|
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nebo
Φ(u) = Lu |ln u| |ln |ln u|| .

Definice 24. Bud’ funkce f(x, y) definovaná ve všech bodech množiny A. Ř́ıkáme, že F splňuje v A
Lipschitzovu podmı́nku vzhledem k y (s konstantou L), jestliže pro libovolné [x, y1] ∈ A a [x, y2] ∈ A
plat́ı

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L |y2 − y1| .

Definice 25. Necht’ f(x, y) je definovaná na množině A. Ř́ıkáme, že f(x, y) splňuje lokálně Lipschit-
zovu podmı́nku, existuje-li ke každému bodu [x0, y0] ∈ A okoĺı V tak, že f(x, y) splňuje Lipschitzovu
podmı́nku na V .

Věta 26. Je-li G otevřená množina v R2 a ∂f
∂y (x, y) spojitá v G, pak f(x, y) splňuje na G lokálně

Lipschitzovu podmı́nku.

D̊ukaz. Protože ∂f
∂y (x, y) je spojitá, existuje takové okoĺı H, že pro každé x ∈ H je∣∣∣∣∂f∂y (x, y)

∣∣∣∣ < L.

Potom
|f(x, y2)− f(x, y1)| =

∣∣∣∣∂f∂y (x, y)
∣∣∣∣ |y2 − y1| ≤ L |y2 − y1| . �

Věta 27. Necht’ funkce f(x, y) je definována a spojitá na oblasti G ⊂ R2 a splňuje lokálně Lipschi-
tzovu podmı́nku vzhledem k y. Potom

(1) Každým bodem [x0, y0] ∈ G procháźı právě jedna charakteristika (tj. graf neprodloužitelného
řešeńı).

(2) Každá integrálńı křivka je část́ı některé charakteristiky.
(3) Dvě charakteristiky, které maj́ı společný bod, jsou totožné.

3.2. Vztah hladkosti řešeńı a pravé strany diferenciálńı rovnice.

Věta 28. Necht’ f(x, y) má v oblasti G ⊂ R2 spojité parciálńı derivace podle x a y do p-tého řádu,
kde p ∈ N0. Pak každé řešeńı rovnice y′ = f(x, y) má na svém definičńım oboru spojité derivace
podle x až do řádu p+ 1.

D̊ukaz. Derivováńım rovnice za použit́ı řetězového pravidla y′ = f(x, y) dostaneme

y′′ = ∂f

∂x
(x, y(x)) + ∂f

∂x
(x, y(x))y′(x).

Pokud toto provedeme p-krát, na levé straně dostaneme y(p+1), na pravé straně bude kombinace
nejvýše p-tých derivaćı funkćı y a f , které jsou spojité. �

3.3. Závislost řešeńı na počátečńıch podmı́nkách a na pravé straně.

Věta 29. Necht’ funkce f(x, y) je definována, spojitá a omezená na oblasti G a necht’ každým
bodem [x0, y0] ∈ G procháźı právě jedna integrálńı křivka rovnice y′ = f(x, y). Necht’ y(x) je řešeńı
diferenciálńı rovnice na intervalu 〈α, β〉, x ∈ 〈α, β〉, y0 = y(x0). Pak toto řešeńı záviśı spojitě na
bodě [x0, y0] a pravé straně f(x, y).

Přesněji: Necht’ y(x) je (jediné) řešeńı rovnice y′ = f(x, y) na 〈α, β〉, (α < x0 < β), y(x0) = y0.
Pak pro libovolné ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každý bod [x0, y0] ∈ G a každou funkci f(x, y)
takové, že |x0 − x0| < δ, |y0 − y0| < δ a

∣∣f(x, y)− f(x, y)
∣∣ < δ pro každé [x, y] ∈ G (přičemž

f(x, y) je definována a spojitá na G) lze každé řešeńı y(x) rovnice y′ = f(x, y) splňuj́ıćı podmı́nku
y(x0) = y0 prodloužit na 〈α, β〉 a plat́ı |y(x)− y(x)| < ε pro každé x ∈ 〈α, β〉.

D̊ukaz. Větu dokážeme sporem. Předpokládejme, že existuje posloupnost počátečńıch podmı́nek
[xk, yk], posloupnost pravých stran fk(x, y) a posloupnost řešeńı yk(x) takové, že xk → x0, yk(xk)→
y0, sup[x,y]∈G |fk(x, y)− f(x, y)| → 0 a nerovnost |yk(x)− y(x)| < ε0 na 〈α, β〉 neńı splněna pro
žádné k.
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Bud’ |f(x, y)| < K pro x ∈ G. Protože |fk| ≤ |f | + |f − fk|, lze fk také omezit konstantou
|fk(x, y)| < K. Bud’

O = 〈x0 − a, x0 + a〉 × 〈x0 −Ka, x0 +Ka〉 ⊂ G,
〈x0 − a, x0 + a〉 ⊂ 〈α, β〉. Bud’te K0 = maxO |f(x, y)|, Kk = maxO |fk(x, y)|.

Podle věty o př́ır̊ustku funkce je

|yk(x′)− yk(x′′)| = |y′k(ξ)| |x′ − x′′| ≤ K |x′ − x′′| .

Funkce yk jsou stejně spojité, existuje tedy vybraná posloupnost y∗i (x) stejnoměrně konverguj́ıćı
k nějaké funkci y∗(x).

Dokážeme, že y∗(x0) = y0 a y∗′(x) = f(x, y∗(x)) a t́ım dojdeme ke sporu. Plat́ı, že
|y∗i (x0)− y0| ≤ |y∗i (x0)− y∗i (x∗i )|+ |y∗i (x∗i )− y0| =

=
∣∣y∗i ′(ξ)∣∣ |x∗i − x0|+ |y∗i (x∗i )− y0| .

Protože x∗i → x0 a y∗i (x∗i )→ y0, je y∗ = y0. Dále chceme dokázat, že pro |x′ − x′′| dost malá je∣∣∣∣y∗(x′)− y∗(x′′)x′ − x′′
− f(x′, y∗(x′))

∣∣∣∣ ≤ ε,
a pro dostatečně vysoká n je ∣∣∣∣y∗i (x′)− y∗i (x′′)

x′ − x′′
− f(x′, y∗(x′))

∣∣∣∣ ≤ ε.
Plat́ı, že ∣∣∣∣y∗i (x′)− y∗i (x′′)

x′ − x′′
− f(x′, y∗(x′))

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣y∗i ′(x′ − x′′)x′ − x′′
− f(x′, y∗(x′))

∣∣∣∣ ≤
≤ |f∗i (ξi, y∗i (ξi))− f(x′, y∗(x′))| ≤
≤ |f∗i (ξi, y∗i (ξi))− f(ξi, y∗i (ξi))|︸ ︷︷ ︸

→0

+ |f(ξi, y∗i (ξi))− f(x′, y∗(x′))|
.

Protože |x′ − ξi| < |x′ − x′′| a

|y∗i (ξi)− y∗(x′)| ≤ |y∗i (ξi)− y∗(ξi)|︸ ︷︷ ︸
→0

+ |y∗(ξi)− y∗(x′)| ,

přičemž |y∗(ξi)− y∗(x′)| ≤ K |ξi − x′| ≤ K |x′′ − x′|, pro dostatečně malé |x′′ − x′| nerovnost plat́ı.
Existuje a > 0 takové, že |yk(x)− y(x)| < ε pro x ∈ 〈x0 − a, x0 + a〉. Zkonstruujeme obdélńık

〈x0 − a, x0 + a〉 × 〈y0 −Ka, y0 + Ka〉 ⊂ G (obdélńık ještě omeźıme tak, aby jeho úhlopř́ıčka byla
maximálně např. 1, 8%([x0, y0], ∂G)). Na mı́stě pr̊useč́ıku křivky s t́ımto obdélńıkem zkonstruujeme
daľśı obdélńık 〈x′0−a′, x′0 +a′〉×〈y′0−Ka′, y′0 +Ka′〉 ⊂ G, kde x′0 = x0 +a, y′0 = y(x′0) tak, aby opět
platilo |yk − y(x)| < ε pro x ∈ 〈x′0−a′, x′0 +a′〉. Takto postupně pokryjeme celý interval 〈x0−a, β〉.

Protože interval 〈x0 − a, β〉 je kompaktńı, existuje konečné podpokryt́ı. Můžeme proto vybrat
maximálńı maximálńı k takové, že nerovnost pro yk plat́ı po celém 〈x0 − α, β〉. Analogicky pro
prodloužeńı ”doleva“. �

4. Systémy diferenciálńıch rovnic

Systémem diferenciálńıch rovnic nazýváme systém tvaru
F1(x, y1, y2, . . . , yn, y

′
1, y
′
2, . . . , y

′
n) = 0

F2(x, y1, y2, . . . , yn, y
′
1, y
′
2, . . . , y

′
n) = 0

...
Fn(x, y1, y2, . . . , yn, y

′
1, y
′
2, . . . , y

′
n) = 0.

Libovolný systém rovnic vyšš́ıho řádu lze převést na systém rovnic prvńıho řádu.
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[x0, y0]

α x0 − a x0 + a β

Obrázek 7. K d̊ukazu věty 29

Př́ıklad. Pro systém F (x, y, y′, y′′, z′) = 0, G(x, y, z, y′, z′, z′′, z′′′) = 0 zavedeme nové proměnné
y1 = y, y2 = y′, y3 = z, y4 = z′, y5 = z′′ a převedeme ho na systém

y′1 = y2

F (x, y1, y3, y2, y
′
2, y4) = 0
y′3 = y4

y′4 = y5

G(x, y1, y3, y2, y4, y5, y
′
5) = 0.

Omeźıme se na systémy tvaru
y′1 = f1(x, y1, y2, . . . , yn)
y′2 = f2(x, y1, y2, . . . , yn)

...
y′n = fn(x, y1, y2, . . . , yn),

(15)

tzv. normálńı systém diferenciálńıch rovnic. Tento systém lze zapsat také vektorově

~y =


y1
y2
...
yn

 , ~f(x, ~y) =

f1(x, y1, . . . , yn)
...

fn(x, y1, . . . , yn)

 , ~y′ = ~f(x, ~y).

Definice 30. Řešeńım normálńıho systému diferenciálńıch rovnic (15) na intervalu I je každá n-tice
funkćı y1(x), . . . , yn(x) (tj. každý vektor ~y), které jsou definovány na intervalu I, maj́ı tam derivaci
a po dosazeńı do (15) je rovnost splněna pro každé x ∈ I. yi(x) je i-tá složka řešeńı. Necht’ funkce
fi(x, y1, . . . , yn) jsou definovány na nějaké oblasti G ⊂ Rn+1 a necht’ϕ1(x)

...
ϕn(x)


je řešeńı (15) na I. (n+ 1)-tice 

x
ϕ1(x)

...
ϕn(x)


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vytvoř́ı pro x ∈ I prostorovou křivku v Rn+1. Tuto křivku nazýváme integrálńı křivkou.

Definice 31. Necht’ funkce f(x, y1, y2, . . . , yn) je definována na množině A ⊂ Rn+1. Řekneme, že
funkce f splňuje na A Lipschitzovu podmı́nku vzhledem k y1, y2, . . . , yn (s konstantou L), plat́ı-li
pro každé dva body [x, y1, y2, . . . , yn] ∈ A, [x, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷn] ∈ A nerovnost

‖f(x, y1, y2, . . . , yn)− f(x, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷn)‖ ≤ L
n∑
i=1
|yi − ŷi| .

Definice 32. Řekneme, že funkce ~f(x, y1, y2, . . . , yn) splňuje na množině A lokálně Lipschitzovu
podmı́nku, jestliže ke každému bodu [x, y1, y2, . . . , yn] ∈ A existuje okoĺı O tak, že f splňuje na O
Lipschitzovu podmı́nku vzhledem k y1, y2, . . . , yn.

Věta 33. Necht’ funkce f(x, y1, y2, . . . , yn) má na otevřené množině A spojité derivace ∂f
∂yj

, j ∈ n̂.
Pak f splňuje na A lokálně Lipschitzovu podmı́nku.

Věta 34 (o existenci a jednoznačnosti řešeńı). Necht’ funkce fj(x, y1, y2, . . . , yn), kde j ∈ n̂ jsou
v intervalu I = 〈x0 − a, x0 + a〉 × 〈y10 − b, y10 + b〉 × · · · × 〈yn0 − b, yn0 + b〉 (kde a > 0, b >
0, x0, y10, . . . , yn0 jsou daná č́ısla) spojité a tud́ıž omezené, |fj(x, y1, . . . , yn)| < K, K > 0 a necht’ v I
splňuje Lipschitzovu podmı́nku (s konstantou L) vzhledem k y1, . . . , yn. Označme h = min

(
a, bK

)
.

Potom plat́ı:
(1) Existuje řešeńı

~y(x) =

y1(x)
...

yn(x)


systému (15) v intervalu 〈x0 − h, x0 + h〉, pro které plat́ı

~y(x0) =

y10
...
yn0


a jehož integrálńı křivka lež́ı v I.

(2) Toto řešeńı je jediné v tomto smyslu: Je-li

~z(x) =

z1(x)
...

zn(x)


jiné řešeńı v intervalu 〈α, β〉, kde x0 − h ≤ α ≤ x0 ≤ β ≤ x0 + h a

~z(x0) =

y10
...
yn0

 ,

je ~z(x) = ~y(x) pro každé x ∈ 〈α, β〉.

D̊ukaz. Řešeńı systému (15) s počátečńı podmı́nkou

~y(x0) =

y10
...
yn0

 = ~y0
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je ekvivalentńı řešeńı systému integrálńıch rovnic

y1(x) = y10 +
x∫

x0

f1(t, y1(t), y2(t), . . . , yn(t))dt

...

yn(x) = yn0 +
x∫

x0

fn(t, y1(t), y2(t), . . . , yn(t))dt.

Zkonstruujeme tzv. posloupnost Picardových aproximaćı ~y(0)(x), ~y(1)(x), . . . :

~y(0)(x) =

y10
...
yn0

 , ~y(k)(x) = ~y(0) +
x∫

x0

~f(t, ~y(k−1)(t))dt.

(1) Zřejmě je ~y(k)(x0) = ~y0.
(2) Zřejmě y(k)

j (x) jsou spojité na 〈x0 − h, x0 + h〉 a také plat́ı, že [x, ~y(k)(x)] ∈ I pro každé
x ∈ 〈x0 − h, x0 + h〉. To dokážeme indukćı podle k.

Pro ~y(0) to zřejmě plat́ı. Protože funkce fj jsou omezené, plat́ı, že∣∣∣fj(t, ~y(k−1)(t))
∣∣∣ ≤ K.

Potom je ∣∣∣y(k)
j (x)− yj0

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

fj(t, y(k−1)
1 (t), y(k−1)

2 (t), . . . , y(k−1)
n (t))dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ K |x− x0| ≤ Kh ≤ K

b

K
≤ b,

tedy [x, ~y(k)(x)] ∈ I.
(3) Dokážeme stejnoměrnou konvergenci posloupnosti ~y(k)(x) ⇒ ~y(x) na množině 〈x0−h, x0+h〉

Plat́ı, že∣∣∣y(k)
j (x)− y(k−1)

j (x)
∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

fj(t, y(k−1)
1 (t), . . . , y(k−1)

n (t))dt−
x∫

x0

fj(t, y(k−2)
1 (t), . . . , y(k−2)

n (t))dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

x∫
x0

∣∣∣fj(t, y(k−1)
1 (t), . . . , y(k−1)

n (t))− fj(t, y(k−2)
1 (t), . . . , y(k−2)

n (t))
∣∣∣ ≤

≤ L
x∫

x0

(
n∑
i=1

∣∣∣y(k−1)
i (t)− y(k−2)

i (t)
∣∣∣) dt ≤ L

n∑
i=1

x∫
x0

∣∣∣y(k−1)
i (t)− y(k−2)

i (t)
∣∣∣dt.

Dále dokážeme matematickou indukćı nerovnost∣∣∣y(k)
j (x)− y(k−1)

j (x)
∣∣∣ ≤ KLk−1n

k−1 |x− x0|k

k! .

Pro k = 1 vztah plat́ı:∣∣∣y(1)
j (x)− yj0

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

fj(t, y10, . . . , y1n)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ K |x− x0| .
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Přechod k − 1→ k :∣∣∣y(k)
j (x)− y(k−1)

j (x)
∣∣∣ ≤ L n∑

i=1

x∫
x0

∣∣∣y(k−1)
i (t)− y(k−2)

i (t)
∣∣∣ dt ≤

≤ KLk−1nk−1 1
(k − 1)!

x∫
x0

|t− x0|k−1 dt

︸ ︷︷ ︸
|x−x0|k

k

≤ K

Ln

(Lnh)k

k! .

Posloupnost

y
(k)
j (x) = y

(0)
j +

k∑
l=1

(
y

(l)
j (x)− y(l−1)

j (x)
)

stejnoměrně konverguje k nějaké funkci yj(x), nebot’ řada

k∑
l=1

(
y

(l)
j (x)− y(l−1)

j (x)
)

má konvergentńı majorantu

K

Ln

∞∑
l=1

(Lnh)l

l! = K

Ln

(
eLnh − 1

)
.

Označme

~y(x) =

y1(x)
...

yn(x)

 .

Dı́ky stejnoměrné konvergenci a spojitosti y(k)
j (x) jsou yj(x) spojité na 〈x0−h, x0 +h〉. Dále

plat́ı, že [x, ~y(x)] ∈ I pro každé x ∈ 〈x0 − h, x0 + h〉, nebot’

|yj(x)− yj0| = lim
k→∞

∣∣∣y(k)
j − yj0

∣∣∣ ≤ b.
(4) Protože funkce ~y(k) ⇒ ~y(x) a fj(x, ~y) jsou stejnoměrně spojité, pak také fj(x, ~y(k)(x)) ⇒

fj(x, ~y(x)).
(5) Limitńı funkce yj(x) splňuj́ı soustavu rovnic, nebot’

yj(x) = lim
k→∞

y
(k)
j (x) = lim

k→∞

yj0 +
x∫

x0

fj(t, ~y(k−1))dt

 = yj0 +
x∫

x0

fj(t, ~y(t))dt.

T́ım je existence řešeńı dokázána.
Jednoznačnost dokážeme sporem. Předpokládejme řešeńı ~z(x) na

〈α, β〉 ⊂ 〈x0 − h, x0 + h〉, přičemž

~z(x0) =

y10
...
yn0


a necht’ dále existuje x1 ∈ 〈α, β〉 takové, že ~z(x1) 6= ~y(x1). Definujme

χ(x) =
n∑
i=1
|yi(x)− zi(x)|
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pro x ∈ 〈α, β〉. Zřejmě χ(x0) = 0, χ(x1) 6= 0, předpokládejme x0 < x1. Definujme dále x2 = sup{x ∈
〈x0, x1〉|χ(x) = 0}. Zřejmě x0 ≤ x2 < x1 ≤ β ≤ x0 + h. Dále plat́ı

|yj(x2)− yj0| =

∣∣∣∣∣∣
x2∫
x0

fj(t, ~y(t))dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ K |x2 − x0| < Kh ≤ b.

Bod [x2, y1(x2), . . . , yn(x2)] = [x2, z1(x2), . . . , zn(x2)] lež́ı uvnitř intervalu I, takže
(1) Existuje δ > 0 takové, že x2 + δ < x1.
(2) Pro x ∈ 〈x2, x2 + δ〉 je [x2, z1(x2), . . . , zn(x2)] ∈ I.

Zvoĺıme δ < 1
nL . Definujme

A = sup
x∈〈x2,x2+δ〉

χ(x) > 0.

Pro x ∈ 〈x2, x2 + δ〉 dále plat́ı

|yj(x)− zj(x)| =

∣∣∣∣∣∣
yj(x2) +

x∫
x2

fj(t, ~y(t))dt

−
zj(x2) +

x∫
x2

fj(t, ~z(t))dt

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
x∫

x2

(fj(t, ~y(t))− fj(t, ~z(t)))dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
x∫

x2

|fj(t, ~y(t))− fj(t, ~z(t))|dt ≤

≤ L
x∫

x2

n∑
i=1
|yi(t)− zi(t)| = L

x∫
x2

χ(t)dt.

χ(x) =
n∑
i=1
|yj(x)− zj(x)| ≤ nL

x∫
x2

χ(t)dt ≤ nLAδ,

tedy A ≤ nLAδ, takže
δ ≥ 1

nL
,

což je hledaný spor. �

Poznámka. Nadále budeme předpokládat, že funkce f1, . . . , fn jsou lokálně lipschitzovské a spojité
na G ⊂ Rn+1.

Definice 35. Necht’ ~ϕ(x) je řešeńı systému ~y′ = ~f(x, y) na intervalu I. Řešeńı ~ψ(x) systému (15)
na interval J se nazývá prodloužeńı řešeńı ϕ, plat́ı-li

(1) I ⊂ J , I 6= J ,
(2) ~ψ(x) = ~ϕ(x) pro x ∈ I.

řešeńı, ke kterému neexistuje žádné prodloužeńı, se nazývá neprodloužitelné (úplné) a jeho graf
se nazývá charakteristika.

Věta 36. Necht’ funkce fj(x, y1, y2, . . . , yn) pro j = 1, 2, . . . , n jsou spojité a lokálně lipschitzovské
na oblasti G ∈ Rn+1. Potom plat́ı:

(1) Necht’ bod [x, y10, . . . , yn0] ∈ G. Pak existuje právě jedno řešeńı

~y(x)

y1(x)
...

yn(x)


systému (15), které je neprodloužitelné a splňuje podmı́nky

~y(x)

y10
...
yn0

 ,

tj. každým bodem G procháźı právě jedna charakteristika.
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(2) Každé řešeńı systému (15) je část́ı některé charakteristiky.
(3) Dvě charakteristiky systému (15), které maj́ı společný bod, jsou totožné.

D̊ukaz. Zkonstruujeme řešeńı s definičńım oborem 〈x0, B) neprodloužitelné vpravo. Na intervalu
〈x0 − h, x0 + h〉 existuje řešeńı procházej́ıćı bodem [x0, y0], existuje i řešeńı na 〈x0, x0 + h〉. Na bod
[x0 + h, ~y(x0 + h)] opět aplikujeme větu o existenci. Definujme č́ıslo B = supM , kde M je množina
všech b takových, že na 〈x0, b) existuje řešeńı ~y(x) splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku

~y(x0) =

y10
...
yn0

 .

Uvedeným postupem jsme źıskali posloupnost b1 < b2 < · · · takovou, že limi→∞ βi = B, ~y(i) řeš́ı
rovnici na 〈x0, βi). Potom pro k < m plat́ı, že ~y(k)(x) = ~y(m)(x) na 〈x0, βk). To dokážeme sporem.
Předpokládejme, že existuje ξ ∈ 〈x0, βk) takové, že ~y(k)(ξ) 6= ~y(m)(ξ). Bud’ dále x1 = sup{x|~y(k)(x) =
~y(m)(x)}. Protože ~y(k)(x1) = ~y(m)(x1), bodem [x1, ~y

(k)(x1)] procházej́ı dvě integrálńı křivky, což je
spor.

Na intervalu 〈x0, B) je řešeńım ~y(x) = ~y(k), kde x ∈ 〈x0, βk). Neexistuje řešeńı na 〈x0, B1), kde
B1 > B protože B je supremum. Analogicky se dokáže tvrzeńı pro směr doleva.

Uvažujme řešeńı ~z(x) na (α, β), které se shoduje s ~y v x1 ∈ (α, β). Pak

(1) (α, β) ⊂ (A,B),
(2) ~z(x) = ~y(x) pro x ∈ (α, β).

Bud’ (γ, δ) = (A,B) ∩ (α, β). Potom ~z(x) = ~y(x) pro x ∈ (γ, δ). Necht’ pro ξ ∈ (α, β) je ~y(ξ) 6= ~z(ξ).
Bud’ x2 = sup{x|~z(x) = ~y(x)}, potom určitě α ≤ x2 < ξ, ~z(x2) = ~y(x2) (d́ıky spojitosti).

Dokážeme, že γ = α, δ = β. Předpokládejme, že x1 < δ = B < β.

(1) Při volbě počátečńı podmı́nky x0 = x1 dostáváme spor s definićı B = sup b.
(2) x0 > x1 x1 < x0 < δ = B < β opět spor s B = sup b.
(3) Je-li x0 < x1, zkonstruujeme řešeńı

~Y (x) =
{
~y(x) x ∈ 〈x0, x1〉
~z(x) x ∈ 〈x1, β).

To splňuje počátečńı podmı́nku a opět dostáváme spor. �

Věta 37. Necht’ funkce f(x, y1, . . . , yn), j = 1, . . . , n maj́ı na oblasti G ⊂ Rn+1 spojité derivace
podle všech proměnných do řádu p (p ∈ N0). Pak všechna řešeńı systému (15) maj́ı spojité derivace
podle x do řádu p+ 1.

Věta 38. Necht’ funkce f(x, y1, . . . , yn) jsou spojité a omezené na oblasti G ⊂ Rn+1 a necht’ každým
bodem [x0, ~y

(0)] ∈ G procháźı právě jedna charakteristika systému (15). Necht’ ~y(x) je řešeńı systému
na 〈α, β〉, x0 ∈ 〈α, β〉 a ~y(x0) = ~y(0). Potom toto řešeńı záviśı spojitě na pravé straně ~f(x, y) a bodu
[x0, ~y

(0)].
To je: Necht’ bodem [x0, ~y

(0)] procháźı graf řešeńı ~y(x) s definičńım oborem 〈α, β〉 (α < x0 < β).

Pak pro libovolné ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každý bod
[
x̂0, ~̂y

(0)
]

a každou funkci f takové,

že |x̂0 − x0| < δ,
∥∥∥∥~̂y(0)

− ~y(0)
∥∥∥∥

II
< δ,

∣∣∣∣ ~̂fj(x, ~y)− ~fj(x, ~y)
∣∣∣∣ < δ pro j ∈ n̂ a [x, ~y] ∈ G (přičemž ~f(x, y)

je spojitá na G) lze každé řešeńı ŷ(x) rovnice ~y = ~̂
f(x, ~y) splňuj́ıćı ~y(x̂0) = ŷ(0) prodloužit na 〈α, β〉

a plat́ı
∥∥∥~̂y(x)− ~y(x)

∥∥∥
II
< ε pro x ∈ 〈α, β〉.
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5. Systémy lineárńıch diferenciálńıch rovnic. Lineárńı rovnice n-tého řádu

Systémem lineárńıch diferenciálńıch rovnic rozumı́me systém rovnic
y′1 = a11(x)y1 + a12(x)y2 + · · ·+ a1n(x)yn + b1(x)
y′2 = a21(x)y1 + a22(x)y2 + · · ·+ a2n(x)yn + b2(x)

...
y′n = an1(x)y1 + an2(x)y2 + · · ·+ ann(x)yn + bn(x),

(16)

kde aij(x), bi(x) i řešeńı jsou komplexńı funkce reálné proměnné.
Tento systém lze zapsat i maticově jako ~y′ = A(x)~y +~b(x), kde

~y =


y1
y2
...
yn

 , A(x) =

a11(x) . . . a1n(x)
...

...
an1(x) . . . ann(x)

 , ~b(x) =

b1(x)
...

bn(x)

 .

Věta 39 (o existenci a jednoznačnosti). Necht’ aij(x), bi(x), kde i, j ∈ n̂ jsou komplexńı funkce
reálné proměnné, spojité na intervalu I. Necht’ x ∈ I a y10, y20, . . . , yn0 ∈ C. Označme

~y(0) =

y10
...
yn0

 .

Potom systém (16) má řešeńı

~y(x) =

y1(x)
...

yn(x)


na intervalu I, pro které plat́ı, že ~y(x0) = ~y(0). Toto řešeńı je jediné v tomto smyslu: Je-li

~z(x) =

z1(x)
...

zn(x)


řešeńı (16) na intervalu I1 ⊂ I, x0 ∈ I1, pro které ~z(x0) = y(0), je ~z(x) = ~y(x) pro x ∈ I1.

D̊ukaz. Systém rovnic (16) je ekvivalentńı s Cauchyovou počátečńı úlohou

y1(x) =
x∫

x0

 n∑
j=1

a1j(t)yj(t) + b1(t)

dt+ y10

...

yn(x) =
x∫

x0

 n∑
j=1

anj(t)yj(t) + bn(t)

 dt+ yn0

~y(0) =

y10
...
yn0

 , ~y(p) =


y

(p)
1
...

y
(p)
n

 , y
(p)
i (x) =

x∫
x0

 n∑
j=1

aij(t)y(p−1)
j (t) + bi(t)

 dt+ yi0.

Chceme dokázat, že ~y(p) stejnoměrně konverguj́ı k ~y(x) pro x ∈ I, přičemž ~y(x) splňuje (16).
Dokážeme, že na každém I0 ⊂ I uzavřeném a obsahuj́ıćım x0 ~y

(p)(x) ⇒ ~y(x), která splňuje (16).
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Označme L délku I0. Z omezenosti aij , bi plyne |aij(x)| ≤ K, |bi(x)| ≤ K. Označme Y =
max(|y10| , |y20| , . . . , |yn0|). Plat́ı, že∣∣∣y(p+1)

i (x)− y(p)
i (x)

∣∣∣ ≤ (1 + nY )n
pKp+1 |x− x0|p+1

(p+ 1)! ≤
(

1
n

+ Y

)
(nKL)p+1

(p+ 1)! .

To dokážeme matematickou indukćı:∣∣∣y(1)
i (x)− y(0)

i (x)
∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aij(t)yj0 + bi(t)

∣∣∣∣∣∣dt
∣∣∣∣∣∣ ≤ (nKY +K) |x− x0| =

= (1 + nY )K |x− x0| ,

∣∣∣y(p+1)
i (x)− y(p)

i (x)
∣∣∣ ≤ x∫

x0

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aij(t)
(
y

(p)
i (t)− y(p−1)

i (t)
)∣∣∣∣∣∣dt ≤

≤ (1 + nY )n
pKp+1

p!

x∫
x0

|t− x0|p dt.

Potom je

lim
p→∞

~y(p)(x) = lim
p→∞

[
~y(0)(x) +

p∑
i=1

(
~y(i)(x)− ~y(i−1)(x)

)]
.

Řada má konvergentńı majorantu(
1
n

+ Y

) ∞∑
i=1

(nKL)i

i! =
(

1
n

+ Y

)[
enKL − 1

]
,

tud́ıž posloupnost ~y(k)(x) na uzavřeném I0 ⊂ I stejnoměrně konverguje.
Jednoznačnost dokážeme sporem. Mějme funkce ~y(x), ~z(x) takové, že ~z(x0) = ~y(0), ~y(x0) = ~y(0)

a necht’ neplat́ı, že ~z(x) = ~y(x) pro každé x ∈ I1. Dokážeme, že na každém uzavřeném intervalu
~y(x) = ~z(x). Po dosazeńı do Cauchyovy počátečńı úlohy dostaneme

yi(x)− zi(x) =
x∫

x0

 n∑
j=1

aij(t) (yj(t)− zj(t)) dt


pro každé x ∈ I1. Dále je d́ıky spojitosti |aij(x)| ≤ A, |yi(x)− zi(x)| ≤ K pro i ∈ n̂. Dokážeme, že
pro ∀p ∈ N0 je

|yi(x)− zi(x)| ≤ K (nA |x− x0|)p

p! .

To provedeme indukćı, pro p = 0 to plat́ı z předpokladu,

|yi(x)− zi(x)| ≤
x∫

x0

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aij(t) (yj(t)− zj(t))

∣∣∣∣∣∣dt ≤ K (nA)p

p! ·An
x∫

x0

|t− x0|p dt =

= K
(nA |x− x0|)p+1

(p+ 1)! .

V limitě pak

lim
p→∞

K
(nA |x− x0|)p

p! = 0. �

Poznámka. Jsou-li funkce aij(x), bi(x) a počátečńı podmı́nka reálné, je i řešeńı ~y(x) reálná funkce
reálné proměnné.
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5.1. Řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu. Lineárńı rovnice n-tého řádu

(17) y(n)
n + p1(x)y(n−1) + p2(x)y(n−2) + · · ·+ pn(x)y = q(x)

je ekvivalentńı se soustavou
y′1 = y2

y′2 = y3

...
y′n = −p1(x)yn − p2(x)yn−1 − . . .− pn(x)y1 + q(x),

kde y1(x) = y(x), y2(x) = y′(x), yn(x) = y(n−1)(x).

Věta 40. Necht’ p1(x), p2(x), . . . , pn(x), q(x) jsou komplexńı funkce reálné proměnné spojité v in-
tervalu I. Bud’te x0 ∈ I a y0, y

′
0, y
′′
0 , . . . , y

(n−1)
0 komplexńı č́ısla. Pak existuje řešeńı y(x) rovnice

(17) v intervalu I, které splňuje podmı́nky y(x0) = y0, y′(x0) = y′0,. . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 . Je-li

z(x) řešeńı (17) na intervalu I1 ⊂ I, x0 ∈ I1 a plat́ı z(x0) = y0, z′(x0) = y′0, . . . , z
(n−1) = y

(n−1)
0 ,

plat́ı také z(x) = y(x) pro každé x ∈ I1.

Jak nalézt všechna řešeńı (17): Lineárńı diferenciálńı rovnićı bez pravé strany rozumı́me rovnici

(18) y(n) + p1(z)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y = 0.

Operátor
L(y) = y(n) + p1(z)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y

nazýváme lineárńı diferenciálńı operátor. Linearita (L(cy) = cL(y), L(y + z) = L(y) + L(z)) je
zřejmá. Soustavy (17) resp. (18) lze pomoćı tohoto operátoru zapsat jako L(y) = q(x) resp. L(y) = 0.

Poznámka. (1) Jsou-li funkce y1(x), . . . , yk(x) řešeńım (18), je řešeńım i jejich lineárńı kombi-
nace

k∑
i=1

ciyi(x).

D̊ukaz. Protože L(yi) = 0, je

L

(
k∑
i=1

ciyi

)
=

k∑
i=1

ciL(yi) = 0. �

(2) Je-li z(x) řešeńım (17), pak y(x) + z(x) je řešeńım (17), právě když y(x) je řešeńım (18).

D̊ukaz. (a) (⇒) L(y+ z) = q, L(z) = q =⇒ L(y) = L((y+ z)− z) = L(y+ z)−L(z) = 0.
(b) (⇐) L(y) = 0 =⇒ L(y + z) = L(y) + L(z) = q. �

Řešeńı hledáme tak, že nalezneme všechna řešeńı y (18) a jedno (partikulárńı) řešeńı z rovnice
(17). Každé řešeńı (17) má tvar y + z.

5.1.1. Nalezeńı všech řešeńı rovnice bez pravé strany.

Definice 41. Necht’ je dáno n funkćı f1(x), f2(x), . . . , fn(x) definovaných na intervalu I. Řekneme,
že jsou lineárně závislé na I, existuj́ı-li č́ısla c1, . . . , cn ne všechna rovná nule tak, že

n∑
i=1

cifi = 0

pro každé x ∈ I. Jestliže funkce f1(x), f2(x), . . . , fn(x) nejsou lineárně závislé, řekneme, že jsou
lineárně nezávislé.

Poznámka. Jsou-li funkce lineárně nezávislé na I, jsou lineárně nezávislé i na I1, kde I ⊂ I1.
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Definice 42. Necht’ f1(x), f2(x), . . . , fn(x) maj́ı na I derivace až do (n− 1)-tého řádu. Funkci

W (x) = Wf1,f2,...,fn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(x) f2(x) . . . fn(x)
f ′1(x) f ′2(x) . . . f ′n(x)

...
...

...
f

(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) . . . f

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
nazýváme Wronského determinantem (wronskiánem) funkćı f1, f2, . . . , fn na I.

Věta 43. jestliže funkce f1, f2, . . . , fn maj́ı na intervalu I derivace do (n − 1)-tého řádu a jestliže
jsou na I lineárně závislé, je Wf1,f2,...,fn(x) = 0 pro každé x ∈ I.

D̊ukaz. Soustava rovnic
c1f1(x) + c2f2(x) + · · · + cnfn(x) = 0
c1f
′
1(x) + c2f

′
2(x) + · · · + cnf

′
n(x) = 0

...
c1f

(n−1)
1 (x) + c2f

(n−1)
2 (x) + · · · + cnf

(n−1)
n (x) = 0

má netriviálńı řešeńı, takže det = W = 0. �

Poznámka. Větu obecně nelze obrátit — např. funkce f1(x) = x3, f2(x) =
∣∣x3
∣∣ na intervalu (−a, a)

nejsou lineárně závislé. Přitom pro x = 0 je W = 0, pro x > 0 je

W =
∣∣∣∣ x3 x3

3x2 3x2

∣∣∣∣ = 0

a i pro x < 0 je

W =
∣∣∣∣ x3 −x3

3x2 −3x2

∣∣∣∣ = 0.

Poznámka. (1) y = 0 řeš́ı (18).
(2) Pokud existuje řešeńı Y (x) rovnice (18) takové, že Y (x0) = Y ′(x0) = · · · = Y (n−1)(x0) = 0,

pak Y (x) = 0 pro každé x ∈ I, plyne to z jednoznačnosti řešeńı.
(3) Necht’ y1(x), . . . , yn(x) řeš́ı (18). Jsou-li lineárně závislé, je Wy1,...,yn(x) = 0 pro každé x ∈ I.

Existuje-li x0 ∈ I tak, že Wy1,...,yn(x0) = 0, existuj́ı c1, . . . , cn tak, že
c1y1(x0) + c2y2(x0) + · · · + cnyn(x0) = 0
c1y
′
1(x0) + c2y

′
2(x0) + · · · + cny

′
n(x0) = 0

...
c1y

(n−1)
1 (x0) + c2y

(n−1)
2 (x0) + · · · + cny

(n−1)
n (x0) = 0

Bud’ Y (x0) = c1y1(x0) + c2y2(x0) + · · · + cnyn(x0). Protože Y (x) řeš́ı (18) a Y (x0) =
Y ′(x0) = · · · = Y (n−1)(x0) = 0, je c1y1(x) + · · ·+ cnyn(x) = 0 pro každé x ∈ I. Důsledkem
je následuj́ıćı věta.

Věta 44. Necht’ y1(x), y2(x), . . . , yn(x) jsou řešeńı (18) na intervalu I. Potom jejich Wronského
determinant je bud’ všude roven nule nebo všude r̊uzný od nuly. V prvńım př́ıpadě jsou funkce
lineárně závislé, v druhém nezávislé.

Definice 45. Systém y1(x), . . . , yn(x) n řešeńı rovnice (18) (n-tého řádu) se nazývá fundamentálńı
systém řešeńı rovnice (18), pokud jsou funkce y1(x), . . . , yn(x) lineárně nezávislé na I, tj. pokud
Wy1,...,yn(x) 6= 0 na I.

Věta 46. Je-li y1(x), . . . , yn(x) fundamentálńı systém řešeńı rovnice (18) na intervalu I, lze každé
řešeńı y(x) rovnice (18) na I vyjádřit ve tvaru

y(x) =
n∑
i=1

ciyi(x)

a to jediným zp̊usobem.
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D̊ukaz. Necht’ y1(x), . . . , yn(x), y(x) řeš́ı (18) a y1(x), . . . , yn(x) tvoř́ı fundamentálńı systém. Bud’
dále x0 ∈ I. Položme c1, . . . , cn rovny řešeńı soustavy

c1y1(x0) + c2y2(x0) + · · · + cnyn(x0) = y(x0)
c1y
′
1(x0) + c2y

′
2(x0) + · · · + cny

′
n(x0) = y′(x0)

...
c1y

(n−1)
1 (x0) + c2y

(n−1)
2 (x0) + · · · + cny

(n−1)
n (x0) = y(n−1)(x0).

Funkce
z(x) = y(x)− c1y1(x)− . . .− cnyn(x)

je lineárńı kombinaćı y1(x), . . . , yn(x), y(x), tud́ıž také řeš́ı (18). Protože

z(x0) = z′(x0) = · · · = z(n−1)(x0) = 0,

je z(x) = 0 pro každé x ∈ I.
Jednoznačnost dokážeme sporem. Předpokládejme, že

y(x) = d1y1(x) + · · ·+ dnyn(x),

pro každé x ∈ I a existuje j takové, že cj 6= dj . Pak ale muśı platit

0 = (d1 − c1)y1(x) + · · ·+ (dn − cn)yn(x).

Protože jsou funkce y1(x), . . . , yn(x) lineárně nezávislé, muśı být ci = di pro každé i ∈ n̂, což je
spor. �

Poznámka. Na I1 ⊂ I je to také fundamentálńı systém.

Věta 47. Rovnice (18) má fundamentálńı systémy. Jsou-li y1(x), . . . , yn(x) řešeńı (18) a je-li

Y1(x) =
n∑
j=1

c1jyj(x), Y2(x) =
n∑
j=1

c2jyj(x), . . . , Yn(x) =
n∑
j=1

cnjyj(x),

plat́ı

WY1,...,Yn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
...

...
...

cn1 cn2 . . . cnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣Wy1,...,yn(x)

a tedy Y1, Y2, . . . , Yn tvoř́ı fundamentálńı systém, právě když∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
...

...
...

cn1 cn2 . . . cnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

D̊ukaz. Označme z1(x), . . . , zn(x) funkce, pro které plat́ı

L(z1) = 0 z1(x0) = 1 z′1(x0) = 0 . . . z
(n−1)
1 (x0) = 0

L(z2) = 0 z2(x0) = 0 z′2(x0) = 1 . . . z
(n−1)
2 (x0) = 0

...

L(zn) = 0 zn(x0) = 0 z′n(x0) = 0 . . . z(n−1)
n (x0) = 1.

Plat́ı, že Wz1,z2,...,zn = |I| = 1. ProtožeY1(x)
...

Yn(x)

 =

c11 . . . c1n
...

...
cn1 . . . cnn


y1(x)

...
yn(x)

 ,
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z aditivity derivace je 
Y

(k)
1 (x)

...
Y

(k)
n (x)

 =

c11 . . . c1n
...

...
cn1 . . . cnn



y

(k)
1 (x)

...
y

(k)
n (x)

 .

Celkem tedy 
Y1(x) . . . Y

(k)
1 (x)

...
...

Yn(x) . . . Y
(k)
n (x)

 =

c11 . . . c1n
...

...
cn1 . . . cnn



y1(x) . . . y

(k)
1 (x)

...
...

yn(x) . . . y
(k)
n (x)

 ,

tedy WY1,...,Yn(x) = |cij |Wy1,...,yn(x). �

Poznámka. Jsou-li p1(x), . . . , pn(x) reálné funkce, rovnice (18) může mı́t i komplexńı řešeńı y(x) =
u(x) + iv(x), pak ale i u(x) a v(x) jsou řešeńı (18), nebot’ L(u+ iv) = 0 =⇒ L(u) + iL(v) = 0 =⇒
L(u) = 0 ∧ L(v) = 0. Kromě toho má i řešeńı u− iv.

Lemma 48. Je-li funkce A(x) definována vztahem

A(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
a11(x) . . . a1n(x)

...
...

an1(x) . . . ann(x)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
pak

A′(x) =
n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11(x) . . . a1n(x)
...

...
ai−1,1(x) . . . ai−1,n(x)
a′i1(x) . . . a′in(x)
ai+1,1(x) . . . ai+1,n(x)

...
...

an1(x) . . . ann(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Věta 49. Necht’ y1(x), . . . , yn(x) jsou řešeńı (18) na intervalu I, necht’ x0 ∈ I. Potom

Wy1,...,yn(x) = Wy1,...,yn(x0)e
∫ x
x0
p1(t)dt

.

D̊ukaz. Podle předchoźıho lemmatu je

W ′y1,...,yn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) . . . yn(x)
y′1(x) . . . y′n(x)

...
...

yn−2
1 (x) . . . yn−2

n (x)
yn1 (x) . . . ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

nebot’ všechny sč́ıtance až na posledńı jsou nulové (determinanty obsahuj́ı dva stejné řádky). Do
posledńıho řádku dosad́ıme

y
(n)
i = −p1(x)y(n−1)

i (x)− p2(x)y(n−2)
i (x)− . . .− pn(x)yi(x)

a přičteme k posledńımu odpov́ıdaj́ıćı násobky předchoźıch řádk̊u tak, abychom zrušili všechno až
na −p1(x)y(n−1)

i (x), z posledńıho řádku vytkneme −p1(x) a dostaneme tak
W ′y1,...,yn(x) = −p1(x)Wy1,...,yn(x),

takže
W ′

W
= −p1(x),

ln |W | = −
∫
p1(x)dx+ lnC,
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W = Ce
−
∫ x
x0
p1(t)dt

,

W (x) = W (x0)e−
∫ x
x0
p1(t)dt

. �

Poznámka. Máme-li lineárńı rovnici n-tého řádu bez pravé strany a máme-li n+1 a v́ıce řešeńı, jsou
lineárně závislé.

Věta 50. Bud’te y1, . . . , yn funkce, které maj́ı v intervalu I spojité derivace až do řádu n a necht’
Wy1,...,yn(x) 6= 0 pro všechna x ∈ I. Potom existuje právě jedna rovnice (18) se spojitými koeficienty
pi(x), která má řešeńı y1(x), y2(x), . . . , yn(x). Je to rovnice

Wy,y1,y2,...,yn(x)
Wy1,y2,...,yn(x) = 0.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme jednoznačnost. Bud’

(19) y(n) + r1(z)y(n−1) + · · ·+ rn(x)y = 0
jiná rovnice, které také vyhovuj́ı řešeńı y1, . . . , yn. Bud’ k prvńı index takový, že pk(x)− rk(x) 6= 0.
Potom, protože pi(x), ri(x) jsou spojité, existuje I1 ⊂ I takový, že pk(x) − rk(x) 6= 0 pro každé
x ∈ I1. Odečteńım (18) a (19) dostaneme

(20) (pk(x)− rk(x))y(n−k)(x) + · · ·+ (pn(x)− rn(x))y(x) = 0
pro každé x ∈ I1. Funkce y1, . . . , yn jsou lineárně nezávislé a řeš́ı (20), takže mám v́ıc LN řešeńı
než koeficient̊u, což je spor. V př́ıpadě, že se rovnice lǐśı pouze u posledńıho koeficientu, dostaneme
(pn(x)− rn(x))y(x) = 0, což sice neńı diferenciálńı rovnice, ale dvě LN řešeńı také neexistuj́ı.

Plat́ı, že

Wy,y1,y2,...,yn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y y1 . . . yn
y′ y′1 . . . y′n
...

...
...

y(n−1) y
(n−1)
1 . . . y

(n−1)
n

y(n) y
(n)
1 . . . y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Po dosazeńı libovolné funkce y1, y2, . . . , yn dostaneme W = 0, nebot’ v matici budou dva stejné
sloupce. Rozvinut́ım podle prvńıho sloupce a vyděleńım dostaneme rovnici typu (18). Algebraické
doplňky jsou spojité a koeficient u y(n) se zkrát́ı. �

5.1.2. Lineárńı rovnice s pravou stranou, metoda variace konstant. Bud’

z(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + · · ·+ cnyn(x)
řešeńı rovnice (18). Pokuśıme se naj́ıt funkce ci(x) tak, aby funkce

z(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) + · · ·+ cn(x)yn(x)
řešila rovnici (17). Hledáme tak n konstant, zat́ım máme pouze jednu podmı́nku. Daľśıch n − 1
podmı́nek vyrob́ıme tak, že předchoźı vztah budeme postupně derivovat. Po prvńım derivováńı
dostaneme

z′(x) = c1(x)y′1(x) + · · ·+ cn(x)y′n(x) + c′1(x)y1(x) + · · ·+ c′n(x)yn(x).
Aby se dalo jednoduše derivovat dál, polož́ıme podmı́nku

n∑
i=1

c′1(x)yi(x) = 0.

Daľśım derivováńım dostaneme
z′(x) = c1(x)y′′1 (x) + · · ·+ cn(x)y′′n(x) + c′1(x)y′1(x) + · · ·+ c′n(x)y′n(x)

a polož́ıme
n∑
i=1

c′1(x)y′i(x) = 0.
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Nakonec dostaneme
z(n−1)(x) = c1(x)y(n−1)

1 (x) + · · ·+ cn(x)y(n−1)
n (x)+

+ c′1(x)y(n−2)
1 (x) + · · ·+ c′n(x)(n−2)(x),

(n− 1)-tá podmı́nka je
n∑
i=1

c′1(x)y(n−2)
i (x) = 0.

Protože
z(n)(x) = c1(x)y(n)

1 (x) + · · ·+ cn(x)y(n)
n (x) + c′1(x)y(n−1)

1 (x) + · · ·+ c′n(x)y(n−1)
n (x)

a v d̊usledku předchoźıch podmı́nek je
L(z) = c1(x)L(y1) + c2(x)L(y2) + · · ·+ cn(x)L(yn)+

+ c′1(x)y(n−1)
1 (x) + · · ·+ c′n(x)y′(n−1)

n (x) = q(x).

Protože L(yi) = 0, dostáváme posledńı podmı́nku
n∑
i=1

c′i(x)y(n−1)
i (x) = q(x).

5.2. Lineárńı rovnice n-tého řádu s konstantńımi koeficienty. Rovnice tvaru
(21) L(y) = a0y

(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = q(x),

kde a0 6= 0, ai ∈ C a q(x) je spojitá funkce R 7→ C. Za y(x) dosad́ıme eλx. Potom dostaneme
a0λ

neλx + a1λ
n−1eλx + · · ·+ ane

λx = 0,
tedy (

a0λ
n + a1λ

n−1 + · · ·+ an
)
eλx = 0,

pro každé x ∈ I. Rovnici F (λ) = 0, kde F (λ) = a0λ
n + · · · + an nazýváme charakteristickou

rovnićı, F (λ) je charakteristický polynom.

Věta 51. Necht’ µ je k-násobný kořen F (λ). Pak řešeńım lineárńı diferenciálńı rovnice jsou
eµx, xeµx, x2eµx, . . . , xk−1eµx.

D̊ukaz. Bud’ y(x) = eµxz(x), L(y) = eµxM(z), kde M je lineárńı diferenciálńı operátor stejného
řádu jako L.

L(y) =
n∑
l=0

an−ly
(l) =

n∑
l=0

an−l

[
l∑
i=0

(
l

i

)
µiz(l−i)eµx

]
=

=
[

n∑
l=0

an−l

l∑
i=0

((
l

i

)
µiz(l−i)

)]
︸ ︷︷ ︸

M(z)

eµx.

Bud’ G(λ) charakteristický polynom M(z). Potom

G(λ) =
n∑
l=0

an−l

l∑
i=0

(
l

i

)
µiλl−i︸ ︷︷ ︸

(λ+µ)l

= F (λ+ µ).

Protože µ je k-násobný kořen F , je F (x) = (x − µ)kF̂ (x), kde F̂ je polynom. Dále je F (λ + µ) =
λkF̂ (λ+ µ), tedy G má k-násobný kořen 0. Potom G muśı mı́t tvar

G(λ) = A0λ
n +A1λ

n−1 + · · ·+An−kλ
k

a M má tvar
M(z) = A0z

(n) +A1z
(n−1) + · · ·+An−kz

(k).
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Rovnice M(z) = 0 má zřejmě řešeńı 1, x, x2, . . . , xk−1, takže L(y) = 0 má řešeńı
eµx, xeµx, . . . , xk−1eµx.

Bud’te λ1, λ2, . . . , λp kořeny charakteristického polynomu a k1, k2, . . . , kp jejich násobnosti, tj.∑p
i=1 ki = n. Bud’ dále systém řešeńı

(22)

eλ1x, xeλ1x, . . . , xk1−1eλ1x,
eλ2x, xeλ2x, . . . , xk2−1eλ2x,

...
...

...
eλpx, xeλpx, . . . , xkp−1eλpx.

Ukážeme, že řešeńı (22) jsou lineárně nezávislá na intervalu I. Nejprve ale dokážeme následuj́ıćı
lemma. �

Lemma 52. Necht’ P1(x), P2(x), . . . , Pr(x) jsou nenulové polynomy a λ1, λ2, . . . , λr vzájemně r̊uzná
č́ısla. Pak na každém intervalu I (obsahuj́ıćım alespoň 2 body) neplat́ı, že

P1(x)eλ1x + P2(x)eλ2x + · · ·+ Pr(x)eλrx = 0
pro každé x ∈ I.

D̊ukaz. Větu dokážeme indukćı. Je-li P1(x)eλ1x = 0, je nutně P1(x) = 0. Předpokládáme, že r-členná
relace plat́ı, potom je
(23) P1(x) = −P2(x)eλ2x−λ1x − P3(x)eλ3x−λ1x − . . .− Pr(x)eλrx−λ1x.

Bud’ µi = λi − λ1, plat́ı, že µi 6= 0 pro každé i ∈ r̂ r {1}. Protože plat́ı

(Pi(x)eµix)(k+1) = Qi(x)eµix,
(k + 1)-tým derivováńım (23) dostaneme

0 = Q2(x)eµ2x + · · ·+Qr(x)eµrx,
tedy (r − 1)-členná relace by musela rovněž platit, což je spor. �

Předpokládejme nyńı rovnost
p∑
i=1

ki−1∑
j=0

cijx
j


︸ ︷︷ ︸

Pi(x)

eλix = 0

pro každé x ∈ I. Z předchoźıho lemmatu vyplývá, že všechny polynomy Pi(x) jsou nulové, tud́ıž
cij = 0. Z toho plyne, že řešeńı (22) jsou lineárně nezávislá a tvoř́ı fundamentálńı systém.

Pro rovnici s reálnými koeficienty existuje reálný fundamentálńı systém. Nalezený fundamentálńı
systém ale neńı reálný, protože kořeny charakteristického polynomu mohou být komplexńı. Vı́me
ovšem, že pokud je kořenem a+ ib, je kořenem i a− ib. Pokud fundamentálńı systém obsahuje dvojici
řešeńı

y1(x) = xke(a+ib)x, y2(x) = xke(a−ib)x.

Tuto dvojici ze systému odstrańıme a mı́sto ńı zařad́ıme

z1(x) = y1(x) + y2(x)
2 , z2(x) = y1(x)− y2(x)

2ı ,

tedy
z1(x) = xkeax cos bx, z2(x) = xkeax sin bx.

Je potřeba dokázat, že i nový systém je fundamentálńı. Plat́ı, že
1/2 1/2 0 . . . 0
1/2ı 1/2ı 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1




y1(x)
y2(x)
y3(x)

...
yn(x)

 =


z1(x)
z2(x)
y3(x)

...
yn(x)


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a protože

Wz1,z2,y3,...,yn = − 1
2ıWy1,y2,y3,...,yn 6= 0

a protože Wy1,y2,y3,...,yn 6= 0, je to fundamentálńı systém.

5.3. Systémy lineárńıch diferenciálńıch rovnic. Systémem lineárńıch rovnic rozumı́me systém

(24) ~y′ = A(x)~y +~b(x).

Systémem lineárńıch rovnic bez pravé strany rozumı́me systém

(25) ~y′ = A(x)~y.

Zavád́ıme lineárńı diferenciálńı operátor L(~y) = ~y′ −A(x)~y. Plat́ı-li L(~z) = ~b(x) a L(~y) = ~θ,
je ~z + ~y řešeńım (24). Jsou-li ~y, ~z řešeńı (24), pak ~z − ~y řeš́ı (25).

5.3.1. Nalezeńı všech řešeńı systému bez pravých stran.
(1) Nulový vektor ~θ je řešeńım (25).
(2) Jestliže řešeńı ~y(x) splňuje v bodě x0 ∈ I podmı́nku ~y(x0) = ~θ, pak z jednoznačnosti řešeńı

plyne, ~y(x) = 0 pro každé x ∈ I.
(3) Jsou-li ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n) řešeńı (25), pak

k∑
i=1

ci~y
(i)(x)

je řešeńı (25).
Bud’te ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n) funkce takové, že

~y(i)(x) =


y

(i)
1 (x)
y

(i)
2 (x)

...
y

(i)
n (x)

 .

Potom definujeme wronskián

W~y(1),~y(2),...,~y(n)(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y

(1)
1 (x) y

(2)
1 (x) . . . y

(n)
1 (x)

y
(1)
2 (x) y

(2)
2 (x) . . . y

(n)
2 (x)

...
...

...
y

(1)
n (x) y

(2)
n (x) . . . y

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Věta 53. Jsou-li funkce ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n) lineárně závislé na intervalu I, potom v každém bodě
x ∈ I je

W~y(1),~y(2),...,~y(n)(x) = 0.

D̊ukaz. Necht’ existuj́ı c1, c2, . . . , cn ne všechna rovná nule taková, že pro každé x ∈ I je
n∑
i=1

ci~y
(i)(x) = ~θ,

tedy pro každé x ∈ I a i ∈ n̂ je
n∑
j=1

cjy
(j)
i (x) = 0.

To je systém s matićı stejnou jako je matice W a má netriviálńı řešeńı, tedy W~y(1),~y(2),...,~y(n)(x) =
0. �
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Poznámka. Předchoźı větu nelze obecně obrátit, např́ıklad funkce x a x2 jsou lineárně nezávislé, ale∣∣∣∣x x2

0 0

∣∣∣∣ = 0.

Plat́ı však následuj́ıćı věta.

Věta 54. Necht’ ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n) jsou řešeńı (25) na intervalu I. Jestliže alespoň v jednom bodě
x0 ∈ I je

W~y(1),~y(2),...,~y(n)(x0) = 0,
jsou ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n) lineárně závislé.

D̊ukaz. Bud’ W (x0) = 0. Potom existuj́ı c1, c2, . . . , cn ne všechna rovná nule taková, že
n∑
j=1

cj~y
(j)(x0) = 0

Bud’
~Y (x) =

n∑
i=1

ci~y
(i)(x).

Plat́ı, že ~Y (x0) = ~θ a proto z jednoznačnosti ~Y (x) = 0 pro každé x ∈ I. Proto plat́ı
n∑
i=1

ci~y
(i)(x) = 0

pro každé x ∈ I a tedy funkce jsou lineárně závislé. �

Př́ımým d̊usledkem dvou předchoźıch vět je následuj́ıćı věta.

Věta 55. Jsou-li ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n) řešeńı systému (25) na intervalu I, potom W~y(1),~y(2),...,~y(n) je
bud’ pro každé x ∈ I r̊uzný od nuly nebo je pro každé x ∈ I roven nule. Prvńı př́ıpad nastává, když
jsou řešeńı lineárně nezávislá, druhý, když jsou lineárně závislá.

Definice 56. Fundamentálńım systémem řešeńı systému (25) nazýváme každých n lineárně
nezávislých řešeńı (25).

Věta 57. Necht’ ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n) je fundamentálńı systém řešeńı (25). Pak každé řešeńı ~y(x)
systému (25) lze psát ve tvaru

~y = c1~y
(1)(x) + c2~y

(2)(x) + · · ·+ cn~y
(n)(x),

kde ci jsou konstanty, které jsou řešeńım ~y(x) určený jednoznačně.

D̊ukaz. Bud’ x0 ∈ I. Protože řešeńı tvoř́ı fundamentálńı systém, je W (x0) 6= 0. Uvažujme soustavu
lineárńıch rovnic

n∑
j=1

cjy
(j)
i (x0) = yi(x0)

pro každé i ∈ n̂. Protože matice soustavy je regulárńı, je soustava jednoznačně řešitelná. Definujme

~Y = ~y(x)−
n∑
i=1

ci~y
(i)(x).

Protože ~Y je lineárńı kombinace řešeńı systému (25), řeš́ı i ~Y systém (25). Protože ~Y (x0) = 0, je
~Y (x) = 0 pro každé x ∈ I. Nakombinovali jsme tak řešeńı ~y z fundamentálńıho systému.

Necht’ také plat́ı

~y(x) =
n∑
i=1

di~y
(i)(x).

Potom
~θ =

n∑
i=1

(ci − di)~y(i)(x),
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proto muśı platit di = ci pro i ∈ n̂. �

Věta 58. Existuj́ı fundamentálńı systémy řešeńı systému (25), při reálných aij(x) existuj́ı reálné
fundamentálńı systémy.

D̊ukaz. Bud’ x0 ∈ I. Bud’te dále ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n) řešeńı taková, že ~y(1)(x0) = e(1), ~y(2)(x0) =
e(2), . . . , ~y(n)(x0) = e(n). Potom W~y(1),~y(2),...,~y(n)(x0) = 1. �

Věta 59. Necht’ ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n) jsou řešeńı (25). Necht’

Γ =

γ11 . . . γ1n
...

...
γn1 . . . γnn

 ,

je daná matice. Položme

(26) ~z(i)(x) =
n∑
j=1

γij~y
(j)(x)

pro každé i ∈ n̂. Pak funkce ~z(i)(x) jsou opět řešeńı (25) a plat́ı

W~z(1),...,~z(n) = det ΓW~y(1),...,~y(n)

a tud́ıž ~z(1), ~z(2), . . . , ~z(n) je fundamentálńı systém, právě když ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n) je fundamentálńı
systém a det Γ 6= 0.

D̊ukaz. Vztah (26) je ekvivalentńı vztahu

(~z(1), ~z(2), . . . , ~z(n)) = (~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n))ΓT .

Z toho vyplývá, že každá z funkćı ~z(1), ~z(2), . . . , ~z(n) je lineárńı kombinaćı funkćı ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n).
Současně z toho vyplývá vztah pro determinanty. �

Věta 60. Pro libovolnou n-tici řešeńı ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n) systému (25) a bod x0 ∈ J plat́ı

W~y(1),~y(2),...,~y(n)(x) = W~y(1),~y(2),...,~y(n)(x0)e
∫ x
x0
τ(A(t))dt

,

kde τ(A(x)) = a11(x) + a22(x) + · · ·+ ann(x) = Tr A(x) je stopa matice A(x).

D̊ukaz. Pro derivaci wronskiánu plat́ı podle lemmatu 48

d
dxW~y(1),~y(2),...,~y(n) =

n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y
(1)
1 (x) y

(2)
1 (x) . . . y

(n)
1 (x)

...
...

...
y

(1)
k−1(x) y

(2)
k−1(x) . . . y

(n)
k−1(x)

y
(1)
k

′
(x) y

(2)
k

′
(x) . . . y

(n)
k

′
(x)

y
(1)
k+1(x) y

(2)
k+1(x) . . . y

(n)
k+1(x)

...
...

...
y

(1)
n (x) y

(2)
n (x) . . . y

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Na i-tém mı́stě v derivovaném řádku je zderivovaná k-tá složka i-tého řešeńı, která vyhovuje k-té
rovnici systému:

y
(i)
k

′
=

n∑
j=1

akj(x)y(i)
j (x).

Tento vztah dosad́ıme za derivace a odečteme od derivovaného řádku vhodné násobky ostatńıch tak,
aby tam z̊ustal pouze k-tý sč́ıtanec. k-tý řádek determinantu bude pak mı́t tvar∣∣∣akk(x)y(1)

k akk(x)y(2)
k . . . akk(x)y(n)

k

∣∣∣ .
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Potom plat́ı, že

d
dxW~y(1),~y(2),...,~y(n) =

n∑
k=1

akk(x)W~y(1),~y(2),...,~y(n) = W~y(1),~y(2),...,~y(n)τ(A(x)).

Pro W = 0 věta plat́ı, pokud W 6= 0, je to separovatelná rovnice a jej́ı řešeńı je (z počátečńıch
podmı́nek C = W (x0))

W = W (x0)e
∫ x
x0
τ(A(t))dt

. �

Věta 61. Necht’ funkce ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n) splňuj́ı vztah
W~y(1),~y(2),...,~y(n) 6= 0

pro x ∈ I, kde I je interval, a maj́ı na I spojité derivace. Pak existuje právě jeden systém tvaru
(25), jehož jsou fundamentálńım systémem. Je to systém∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y′i y
(1)
i

′
y

(2)
i

′
. . . y

(n)
i

′

y′1 y
(1)
1
′
y

(2)
1
′
. . . y

(n)
1
′

y′2 y
(1)
2
′
y

(2)
2
′
. . . y

(n)
2
′

...
...

...
...

y′n y
(1)
n

′
y

(2)
n

′
. . . y

(n)
n

′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

W~y(1),~y(2),...,~y(n)
= 0

pro každé i ∈ n̂.

D̊ukaz. Prvńı část dokážeme sporem. Předpokládejme, že ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n) řeš́ı r̊uzné systémy ~y(i) =
A(x)~y(i) i ~y(i) = B(x)~y(i). Potom (A(x)−B(x))~y(i)(x) = 0 pro každé i ∈ n̂, tedy

(A(x)−B(x)) (~y(1)(x), ~y(2)(x), . . . , ~y(n)(x))︸ ︷︷ ︸
Y

= 0.

Matice Y je regulárńı, nebot’ funkce jsou lineárně nezávislé, proto existuje Y−1, po vynásobeńı
rovnice Y−1 zprava dostaneme A(x)−B(x) = 0, tedy matice A(x) a B(x) jsou stejné, což je spor.

Rozvinut́ım matice podle 1. sloupce dostaneme systém typu (25). Po dosazeńı libovolného ~y(i) za
~y rovnost plat́ı. �

5.4. Systémy lineárńıch diferenciálńıch rovnic s konstantńımi koeficienty. Systém ~y′ =
A~y +~b(x), kde A ∈ Cn,n.

5.4.1. Nalezeńı fundamentálńıho systému. Řešeńı systému ~y′ = A~y se pokuśıme hledat ve tvaru
~y(x) = ~veλx; λ~veλx = A~veλx. Pokud je A diagonalizovatelná, jsou ~v vlastńı vektory. Pokud ne, je
to složitěǰśı.

Věta 62. Necht’ λ1, λ2, . . . , λp jsou všechna vzájemně r̊uzná vlastńı č́ısla matice A řádu n s al-
gebraickými násobnostmi k1, k2, . . . , kp, k1 + kp + · · · + kp = n. Pak systém diferenciálńıch rovnic
~y′ = A~y má fundamentálńı systém řešeńı tvaru

~y
(1)
1 (x)eλ1x, ~y

(1)
2 (x)eλ1x, . . . ~y

(1)
k2

(x)eλ1x,

~y
(2)
1 (x)eλ2x, ~y

(2)
2 (x)eλ2x, . . . ~y

(2)
k2

(x)eλ2x,
...

...
...

~y
(p)
1 (x)eλpx, ~y

(p)
2 (x)eλpx, . . . ~y

(p)
kp

(x)eλpx,

kde y(i)
j (x) je n vektor̊u, jejichž složky jsou polynomy stupně nejvýše j − 1 (nebo jsou nulové).

D̊ukaz. Existuje regulárńı matice T taková, že plat́ı A = TJT−1, kde J je matice v Jordanově
normálńım tvaru. Vynásobeńım rovnice ~y′ = A~y = TJT−1 matićı T−1 zleva dostaneme T−1~y′ =
JT−1~y. Označme ~z = T−1~y a uvažujme systém ~z′ = J~z. Pokud najdeme fundamentálńı systém
výše uvedených vlastnost́ı systému ~z′ = J~z, odpov́ıdá mu fundamentálńı systém stejných vlastnost́ı
systému ~y′ = A~y, nebot’ lineárńı kombinaćı polynomů stupně k dostaneme opět polynom stupně k.
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Matice J má blokový tvar

J =



J
(1)
1

J
(1)
2

. . .
J

(1)
k1

. . .
J

(p)
kp


,

kde

J(1)
i =


λ1
1 λ1

1 λ1
. . . . . .

1 λ1

 .

Systém ~z′ = J~z má tedy tvar (q := k1)

z′1 = λ1z1
z′2 = z1 + λ1z2
z′3 = z2 + λ1z3

...
. . .

z′q = zq−1 + λ1zq
z′q+1 = λ2zq+1
z′q+2 = zq+1 + λ2zq+2

...
. . .

Hledáńı fundamentálńıho systému jsme tak rozložili na d́ılč́ı problémy. Nyńı řeš́ıme systém

z′1 = λ1z1
z′2 = z1 + λ1z2
z′3 = z2 + λ1z3

...
. . .

z′q = zq−1 + λ1zq.

Tady z′i = zi−1 + λ1zi. Zavedeme substituci zi(x) = eλ1xui(x), dosazeńım vyjde

z′i = eλ1xui−1 + λ1e
λ1xui

a derivaćı identity vyjde
z′i = λ1e

λ1xui + eλ1xu′i

a tedy u′i = ui−1. Tento systém má q lineárně nezávislých řešeńı, např́ıklad

0
0
0
...
0
0
0
1


,



0
0
0
...
0
0
1
x


,



0
0
0
...
0
1
x
x2

2!


,



0
0
0
...
1
x
x2

2!
x3

3!


, . . . ,


1
x
x2

2!
...

xq−1

(q−1)!

 .
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Řešeńı celého systému pak jsou

0
0
0
...
0
0
0
1
0
...
0



eλ1x,



0
0
0
...
0
0
1
x
0
...
0



eλ1x,



0
0
0
...
0
1
x
x2

2!
0
...
0



eλ1x,



0
0
0
...
1
x
x2

2!
x3

3!
0
...
0



eλ1x, . . . ,



1
x
x2

2!
...

xq−1

(q−1)!
0
...
0


eλ1x, . . . �

Poznámka. Je-li λ1 k1-násobné vlastńı č́ıslo, existuje skupina k1 lineárně nezávislých řešeńı tvaru
~y(x)eλ1x, kde ~y(x) má za své složky polynomy stupně nejvýše k1 − 1.

To umožňuje hledat fundamentálńı systémy metodou ”neurčitých koeficient̊u“. Za ~y(x) dosad́ıme
součin ~z(x)eλ1x, kde ~z(x) je ”polynomiálńı“ vektor. V každé rovnici dostaneme rovnost dvou poly-
nomů stupně nejvýše k1 − 1.

5.4.2. Metoda variace konstant. Bud’ ~y(1), ~y(2), . . . , ~y(n) fundamentálńı systém systému (25).
Předpokládáme partikulárńı řešeńı systému s pravou stranou

c1(x)~y(1)(x) + c2(x)~y(2)(x) + · · ·+ cn(x)~y(n)(x).
Dosazeńım do systému dostaneme

c′1(x)~y(1)(x) + c′2(x)~y(2)(x) + · · ·+ c′n(x)~y(n)(x)+

+ c1(x) ~y(1)
′
(x) + c2(x) ~y(2)

′
(x) + · · ·+ cn(x) ~y(n)

′
(x) =

= c1(x)A(x)~y(1)(x) + c2(x)A(x)~y(2)(x) + · · ·+ cn(x)A(x)~y(n)(x) +~b(x)
a

n∑
i=1

c′i(x)~y(i)(x) = ~b(x),

protože ci(x) ~y(i)
′
(x) = ci(x)A(x)~y(i)(x) pro každé i ∈ n̂. Matice soustavy je regulárńı, existuje proto

právě jedno řešeńı. Soustavu vyřeš́ıme Cramerovým pravidlem. Protože všechny funkce ~y(i) i ~b jsou
spojité, bude spojité i řešeńı.
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rovnice, diferenciálńı, 3
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