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1 Rovnice se separovanymi proménnymi

Zamyslete se:

Jaky je tvar rovnice se separovanymi proménnymi?

Do jaké podoby se prevadi feSeni rovnice se separovanymi proménnymi?
Co musi spliovat P(x), Q(y)?

Kdy jednim bodem prochéazi pravé jedna integralni kiivka?

tvar : P(z) +Q (y) -y =0

Priklad ¢.1

Reste:

Reseni provedeme piimo podle ndvodu:

:p—f—(y—i—l)-y’:0<:>/xdx—l—/(y+1)dy:C’

#?  (y+ 1)’
rLWTD oo
—+ C..C>0

Resenim jsou tedy kruznice se stiedem v bodé [0; —1] bez bodu pruniku
kruznic s piimkou danou rovnici y = —1, protoze v téchto bodech nema Q(y)
derivaci. Navic jesté je treba dodat, ze aby mélo feseni smysl, musi byt C' > 0

Priklad ¢.2
Reste:
r |JZ : y|
y g
Ty

Regen{ je potieba provést pro vsechny ¢étyfi kvadranty jednotlive, proto
provedu feseni pouze pro 1. a II. kvadrant. Dalsi muzete provést jako cviceni.



I.kvadrant

Pokud si uvédomime: z > 0;y > 0, pak diferencidlni rovnice pro prvni kvad-
rant vypada:

y' =1

Takze rovnou mohu psat feseni: y = v+ C, kde C > 0,z > 0...x €
(0,400) anebo C <0...z € (C,+00)

II.kvadrant
x < 0;y > 0, diferencidlni rovnice ma tvar:
y =-1
Rovnou napisu:

y=—-ax+C

a feseni je: C' > 0...2 € (—00,0), C <0...x € (—o0,C). Dalsi piiklady
uvedu pouze v zadani, nebot by se u nich postupovalo naprosto analogicky.

Priklad ¢.3
Reste:

/ r—=y

y_
|z —yl

Pozn: Reseni se rozpada na dva piipady, které od sebe déli osa 1. a IIL
kvadrantu.

Priklad ¢.4

Reste ,nad osou x“:

) T+ |zl
Y+ |yl



2 Rovnice separovatelné

Zamyslete se:

Jaky tvar ma rovnice separovatelnd a jak se resi?
Za jakych podminek muzeme fesit rovnici separovatelnou?
Jaké jsou okrajové Teseni?

tvar : Py (2) - Q2 (y) + Pa(z) - Q1 (y) -y =0
Priklad ¢.1
Reste:
z-y —k-y=0,...k€R

Provedeme tedy ze znalosti z prednasky déleni rovnice x i y, pricemz oba
krajni pripady musime pozdéji zvlasté doresit.
/
k
2_*203/‘%73/#0
Yy

Jako jsme do délali u rovnic separovatelnych, prevedeme na integralni
rovnici:

In|y| —kln|z|=C
Pricemz je tfeba dodat, ze y = 0 je feSenim na celém R.

lyl-a™h=C
lyl=C-|z|"...C >0
y=A-|z|F...A€R

Déle je tieba prodiskutovat jak vypadaji integralni ktivky pro piipady
E=0,0<k<1, k=1 k>1, k<0. Nakreslete prislusné integralni krivky:.



Priklad ¢.2

Reste:
,  siny
 sinz
Postupovat budu takto:
! _ 1 .
Sffly =—..nyFkmkeZ

Je treba pridat, ze y = km je feSenim na celém R.

d
/.y=/4x+K
S1n y Sin

Podle prednasky ted upravime:

dy dy 1 dy r m

t/'2y:/2'y y:/‘Qyw g~ Intan (5 + )
S 2 - 9 Sin 9 COS 9 COS 9 an 9
1n|tan%| :1n|tang| +InC

|tan%|=0-|tang|

Resenim tedy je:
x
y = 2 - arctan (C'tan 5)

Pokuste se nakreslit integralni kiivky.



Priklad ¢.3

Hledejme rovnici pro y, které by spliiovalo nasledujici dvé podminky: a) y >
0. D) Ji ylt)dt = Lo -y
d

Pii feseni zacneme nejdifv s podminkou b), provedeme 7= s celou rovnici

O
= — -7 -
) 3?J 3 Y
y=x-y
y 1
L s 40,y #£0
2y «x

1 rd

2/) y x

1
5-1n|y|:1n\x|+lnA

Regenim tedy je:
y = A2 . SE2

¢imz je zarucena i kladnost vysledku.



3 Homogenni diferencialni rovnice

Zamyslete se:

Jaky je tvar homogenni diferencialni rovnice?
Jakd substituce vede k teseni?
Jak je to s otazkou jednoznacnosti?

tvar : P(z,y) + Q(z,y) -y’ =0

kde P,Q jsou homogenni funkce stejného stupné.

Priklad ¢.1
Reste:
2oy =x-y4+yP ey
Podle znalosti z prednésky pouziji substituci: y = z-u, tedy ¢y = u+z-'.
Provedu dosazeni do rovnice a dostavam:

_1
utu )= ut+a® u’ e

¢imz jsme dostali tvar, ktery uz ale zndme. V ramci procviceni necham
dopocitani na Vas. Jednd se o rovnici separovanou.

Priklad ¢.2
Reste:
Yy -z =yl = e+ (y - 2)°
Budu tedy postupovat:

W 2—y)’ =2+ 2)°



(y -2)’ =222y + 2 =2+ (¢ - o)’

pouziji substituci: y =z - u, ¥ = u + x - v’ po které dostdvam:

(z-u)? =222 u-(utz-u)—2>=0
w—2u? -2z -u-v—-1=0
2au-u +uP—1=0
20u - u' =1+ u?

coZ muzu upravit na ndm znamy tvar:

2u - u 1

1+u? =z
a déle to necham na Vasi pili.
Priklad ¢.3
Reste:
Jen naznacim jak by se postupovalo:

yr=y
yr=—y

je tfeba vyTesit oba pripady!

Priklad ¢.4
Reste:

gy ol = o+ g

Necham na samostatné piiprave.

Priklad ¢.5

Reste (sami):




4 Zobecnéné (kvazihomogenni) diferencidlni
rovnice

Priklad ¢.1

Dokazali by jste uhodnout jaka substituce vede k cili pti feseni této dife-
rencialni rovnice?

9y -y — 18xy +42° =0
K cili vede tato substituce: y = u?, ¥ = 2u - «/. Rovnice potom vypadé:
18u? - v/ — 18zu® + 42° = 0

coz je uz pouze homogenni diferencialni rovnice. Zkuste si cviéné dopocitat.
Jen upozornuji, v feSeni vychazi témér neresitelny integral, ponechejte reseni
v tvaru s integralem. I praxi se Vam nemusi vzdy podarit vytesit problém v
sjednoduchém tvaru®.

Nyni ale k feSeni zobecnénych diferencialnich rovnic. Homogenni dife-
rencidlni rovnice jsme tesili substituci y = z - u, zobecnéné budou fesit sub-
stituce y = z* - u, kde k je obecné redlné éislo. Pii feseni budeme z kazdého
¢lenu v podstaté scitat exponenty s tim, ze misto y budeme pocitat k£ a misto
y’ budeme pocitat k — 1.

Ptredvedeme si to na nasledujicim prikladeé:

Priklad ¢.2

Reste:
2
22

Déle musime dat ,, soucty z exponentu “ do rovnosti: —2 = 2k =k — 1,
témto podminkdm vyhovuje k = —1, substituce tedy bude nasledujici: y = 2.
Jen tak pro uplnost je to rovnéz specidlni Riccatiho rovnice, takze feseni by

Slo nalézt i jinak.



2 —u?—wu+x-y =0... roviice separovatelns
rou =u?+u—2

u 1

w4+u—2 =z
kde vidime, ze feSenim jsou napi. uy; = 1,uy = —2, takze v zpétné sub-
stituci: y; = %,yz = —772. Pro ty kdo nevi, tak to plyne z podminek pro
separovatelné diferencialni rovnice.
Dalsi feseni jsou uz jen mechanickym dopoc¢itanim snadno dosazitelna.

Nyni se muzeme podivat, jestli by ndhodou touto metodou nesel spocist
i prvni priklad. Jaké bylo zadani?

9y -y — 18xy +42® =0

A ono ejhle co se objevi. Provedeme-li stejnou analyzu jako u predchoziho
pripadu, dostavame dveé rovnosti: 2k — 1 =k + 1 = 3, takze k = 2. Zvolena
substituce tedy bude: y = 22 - u a k ni: ¥ = 2zu + 2% - v’

Déle tedy pokracuju:

92% - u- (2zu + 2% ') — 182% - u + 42® = 0
18u? +9zu-u' —18u+4 =0
9zu - u' = 18u — 18u? — 4

a dostavam tedy tvar, se kterym si uz kazdy poradi a sice:

9u - v 1

18u —18u2 —4 =«
Priklad ¢.3
Reéte:
(y*=32%) ¢ +ay=0

Reseni bude naprosto obdobné jako v predchozich piipadech. Pouze v
dalsim pocitani se objevi jedna rovnice, kterd nebude fesitelna. Reseni staci
ponechat ve tvaru:

2/u — du=Inlz|+C

U — ud

11



ax+by+c )
azx+Ly+y

5 Rovnice tvaru y' = f(
Zamyslete se:
Jaké okrajové typy téchto rovnic zname?
Jaké jsou jejich typické teseni?
Jak je to s otazkou jednoznacnosti?
Priklad ¢.1
Reste:
2t —4y+6+(x+y—3)-y =0

Jedna se o nejobecnéjsi piipad, tedy i determinant a-/5—b-«a # 0. Musime
tedy posunout souradny systém. Sestavime dvé rovnice:

20 —4y+6=0
r+y—3=0

a kdo se dostal az sem, urcité umi od Pytlicka vyFesit tuto soustavu. :-)
Jejim fesenim je: x = 1,y = 2. Tedy musim zvolit substituci:

r=1+1
y=2+u

Timto dostavam zpatky dosazenim do prvni rovnice nasledujici:

212 —8—dut6+(1+t+2+u—3)-u' =0
2t —du+ (t+u)-u' =0
! 4u—2¢

t+u

¢imz jsme se dostali na tdroven homogenni diferencialni rovnice. Postupo-
val bych opét analogicky, proto necham tento krok na samostatné praci. Jen
upozornim, ze feSeni vyjde implicitné. Néjak takto:

(y—20°=C-(—a+y—1)

12



Priklad ¢.2
Reste:
r+y+1+Qr+2y—1)-y =0

Pfi prvnim pohledu na problém zjistujeme, ze determinant a-3—b-a = 0.
Pouzijeme tedy nam zndmou substituci (z prednédsky): v = (x + y) a jeji
derivaci: v/ = 1+ y'. A opétovné dosadim:

u+1+Q2u—1)(v—-1)=0
u+14+2u-v —u —-2u+1=0
2u-u —u =u—2

s ¢imz uz vime co ¢init. Rovnice separovatelna. Priddam jen feseni:
—z+2u+nlz+y—2P=C

takze opét implicitni.

Priklad ¢.3
Uhodnete, ktera substituce vede k cili?

2 -2
e
r+1 z+1

Y

Tento ptiklad sem ne zcela patii, ale délal se na cviceni, takze ... K cili
vede substituce:

y+2=u
r+1=t

nebot se timto krokem pievede dand rovnice na tvar:

u’—g—l—tanu_zt
ot t

coz je rovnice homogenni. Resf ji dalsi substituce: v = ¢ - v, doporucuji
Véam si ji dopocitat, feSeni vyjde zase Spatné ...
Yy —2x

i —k(r 41
sin =—— (x+1)

asledujici:

13



242t —8—4u+6+(1+t+2+u—3)-u/'=0

(
2t —du+ (t+u)- v =0

/r_ 4u—2t
u = t+u

¢imz jsme se dostali na iroven homogenni diferencialni rovnice. Postupo-
val bych opét analogicky, proto necham tento krok na samostatné praci. Jen
upozornim, ze feseni vyjde implicitné. Néjak takto:

(y—22°=C-(—z+y—1)°
Priklad ¢.2
Reste:
r4+y+1+Q2r+2y—1)-y =0
Pfi prvnim pohledu na problém zjistujeme, Ze determinant a-3—b-a = 0.
Pouzijeme tedy nam zndmou substituci ( z prednésky ): u = (z + y) a jejf
derivaci: u' = 1+ y'. A opétovné dosadim:
u+14+QR2u—1) (v —1)=0
ut+14+2u-v —u —-2u+1=0
2u-u —u =u—2
s ¢imz uz vime co ¢init. Rovnice separovatelna. Pridam jen reSeni:
—r+2u+hnjz+y—-2P=C

takze opét implicitni.

Priklad ¢.3
Uhodnete, ktera substituce vede k cili?

2 -2
,:y—i— —l—tany *
z+1 r+1

Tento priklad sem ne zcela patii, ale délal se na cviceni, takze ... K cili
vede substituce:

14



y+2=u
r+1=t

nebot se timto krokem pfevede dand rovnice na tvar:

u— 2t
t

, u
uw = — + tan
t
coz je rovnice homogenni. Resf ji dalsf substituce: v = ¢ - v, doporucuji
Vam si ji dopocitat, feseni vyjde zase Spatné ...

Yy — 2w
r+1

sin =k-(x+1)

15



6 Linearni diferencialni rovnice 1.radu

Zamyslete se:

Jaky maji tvar LDR?
Na jaké dva kroky se rozpadd feseni takovychto rovnic?
Jak je to s jednoznacnosti feseni LDR?

tvar -y + q(z) -y = q(x)

Priklad ¢.1
Reste:

22

y 42y =a- €

7 prednasky vime, ze takovéto TesSeni se tento typ diferencidlnich rovnic
rozpada na 2 etapy, v prvni feSime rovnici ,,bez pravé strany“ a v druhé
fesime pomoci metody variace konstant celkové reSeni.

l.etapa ... ,bez pravé strany*

y +2xy =0

Vidime, Ze se jedna o rovnici separovatelnou, pro jistotu spoc¢tu sam:

/

y——|—2x:0
Yy

kde y = 0 je rovnéz feSenim.

fd?y—l—Qfxdx:O...y;éO
Inly| =—2*+C
ly|=A-e® ... A>0
y=A-e*

kde A muze byt libovolné. Mame tedy obecné feseni rovnice bez pravé
strany.

16



2.etapa ... metoda variace konstant

Predpokladejme tedy, ze konstanta A zavisi néjak na parametru X, tedy
A = A(z), pak tedy:

i A(x)
Al(z)-e™ + Alz) - ((% ) - iw +20- Alw) e =
A’(x):x
Alz) =122+ C

IE

a tedy obecné Feseni na intervalu ( — 0o, 4+00) puvodni rovnice je:

1
—?4C) e

y=(2

Pokud bychom chtéli néjaké konkrétni feSeni, ke kterému bychom méli

zadané néjaké pocateéni podminky, museli bychom je dosadit do zadani.
Ukazme si jeden konkrétni pripad:

necht je podminka. Dosadme tedy:

1 1 1

S=G 1+ O) et =C0==

=GO 2

Mame tedy jedno konkrétni reSeni:
1, 1. _.»
y= (590 + 5) "€
Priklad ¢.2
Nésledujici zadani bude trochu zajimavéjsi. Reste:
sin’ x

s _
Yy -smx —Yy-Ccosxr = 122

pokud pozadujeme, aby pii x — oo bylo splnéno: y(x) = 0.
Opét se Teseni rozpadéa na dva piipady.

17



l.etapa ... ,bez pravé strany“

y -sinx —y-cosz =0

kde vidime, ze y = 0 je rovnéz feSenim. Proto muzeme do dalsich vypoctu
brat y # 0.

/
Yy __ cosx

y ~ sinz
[l = [
In|y| =In|sinz| +InC
|yl = ¢l sinz|

y=C-sinz;...C € R

2.etapa ... metoda variace konstant

C=0C(x)

y=C(z)- sinx

a2
C,(:C) ’ SiHQZ’ + C(l’) CcosST -sinT — C(x) cosx -sinx = _81?67295
C'(x) -sin? x = —S0e
Clz)r+ A
Obecnym fesenim tedy je:
1 .
y=(—+A)sine —y= ST sing

i

Nalozime-li na toto feseni podminku, ze x — oo;y(z) = 0, vidime na
prvni pohled, ze A = 0, aby byla podminka splnéna.

Priklad ¢.3
Reste:

y +tany =
cosy
Nejdrive tedy tuto rovnici prevedeme na LDR.
y' - cosy +siny =x

kde muzeme pouzit substituci a zjednodusit si FeSent:

18



z =siny
Z =cosy -y

Dostavam tedy tuto jednoduchou diferencialni rovnici:
4+ z=x
a déale uz budu postupovat stejné jako v predchozim piipadé. 1.etapa:

Z+2=0
<2
Injz|=—2z+C

z=A-¢e*

¢imz jsme dostali obecné feSeni bez pravé strany. V druhé etapé tedy
budu postupovat:

Z=Ax) e*—Ax)-e*
Alz)-e"=x
Ax)y=x-e

A=zx-e*—e"+C

T

tim dostavam:
z=(r-e"—e"+C)-e"
tedy konecné teseni je:

y=arcsin(z —1+C-e™”)

19



7 Bernoulliho rovnice

Zamyslete se:

Jaky tvar ma Bernoulliho rovnice a jakym zptusobem se fesi?
co vime o otazce jednoznacnosti reseni?

a

tvar :y' + p(z) -y = q(x) -y
Priklad ¢.1
Reste:
y’+4xy:23:-e_x2 VY
Miuzeme hned v podstaté tici, ze y = 0 je urcité resenim. K zjisténi dalsich
feSeni musime provést operaci znamou z prednasky:

/
y7+4x.\/§:2x.67x2

VY

Takze nyni jen zvolime znamou substituci:

i

Yy

25

takze nam po dosazeni vyjde rovnice:

2
242z =xe "

coz je ale naprosto stejnd rovnice, jakou jsme pocitali v kapitole LDR,

muzu tedy rovnou zapsat Teseni:

1
z=(C+ 512) e

tedy:

2

1
y=(C+ §x2)2 e

20



8 Riccatiho rovnice

Zamyslete se:

Jaky tvar ma Riccatiho rovnice?

Jakymi zpusoby je nefesitelna? :-)

Jakym zpusobem lze hledat feseni, kdyz zndme jedno konkrétni feseni?
Jaky je vztah mezi Riccatiho rovnici a mezi mezi LDR II.fddu?

tvar -y = ao(x) + ay(x) -y + as(z) -

Priklad ¢.1

Naleznéte dalsi feSeni rovnice:

/2
y=y —ry—2x
pricemz vime, ze jedno konkrétni feseni ma tvar: y = ax + b. Cili ¢’ = a.

a=a’ 2> +2ab-r+b*—ar’—br—=x
a=(a*—a) 2>+ (2ab—b—1)+b*—a=0

Nyni musime dat rovnosti u riznych mocnin x do rovnosti, z ¢ehoz nam
vyjde, ze vyhovuje rovnost a = 1,b = 1. Kazdy sam si tohle ovérte. Muze se
stat, ze ty tfi nebo vice rovnosti muze splinovat vice dvojic ¢i trojic Cisel.

Nyni tedy mame jedno konkrétni feSeni. Ze znalosti z prednasky tedy
vime, Ze muiZzeme zbyvajici dopoéitat pomoci algoritmu, ktery si ted’ ukaZzeme.

Zavadim nové teseni:

y=uty
y:a:+1—|-%
- =@+1+32 -z (z+1+3) -2
1- % =2?+1+ L +2r+22+2 22323
%= kil

—u' =14uxr+2u
¢imz jsem se dostal do tvaru:
u+(x+2) u=-1

21



Jak vsichni vidi, je to LDR. Reseni nechdm na V&s samotnych. Jen upo-
zornim na to, ze Tfeseni nevyjde nijak pékné, asi néjak takto to stac¢i nechat:

22
e 2

C — fe%“mdx

42z
y=x+1+

22



9 Diferencidlni rovnice tvaru: z = f(y') resp.

y =9
Zamyslete se:
Co vime o zpusobu jejich feseni?
Jak vypadaji jednotlivé parametrické vyjadreni krivek?
Jednoznacnost?
Priklad ¢.1
Reste:

x =1y -cosy
Zvolime tedy:

/

t=1y
r=1-cost
dy / 2 9 .
y = d—dx = [ t(t-cost) dt = [t*-cost]— | (t-cost)dt = t*-cost—t-sint—cost
x
¢imz jsme dostali pozadované parametrické vyjadieni kiivky:

T =tcost

2.cost —t-sint — cost

y=t

Priklad ¢.2
Reste:

//////



a dal uz budu jen upravovat druhou rovnost.

1 dx a1 1dt
= 2t

= — = 74_7
t dy dy t t*dy

_ dt 1 dt

1
r=C"+%—y=Cr—C"

To je pro prvni piipad ...5—; =0=t="C.

_3 2 _ 33
= s =1V
IS_%'Q:UQ
tedy:
V2T 3
y1 =2 T2 = —Y2

Priklad ¢.3
Reste:
y=(y) +4@)°

Klasicky druhy ptipad. Taky vidime, ze y = 0 je taky feSenim rovnice.
Dale budu postupovat nasledovné:

y =t* +4t°

dx

dy

1
T = dy:/¥(2t+12t2)dt:/(2+12t)dt:2t+6t2—|—(]
Tim uz feSeni rovnice mam. Jednim zpusobem. Muzeme si ale ukazat
dalsi, méli bychom se dostat ke stejnému vysledku. No, uvidime.

y=t>+4t3... /L
W —otdl 412124
t =204 412028 ¢ =24 4 12¢ % 1) =
24 4 12¢dt =
2412t =%
r =6t +2t +c

24



¢imz jsme se dostali ke stejnému vysledku. Shrime si tedy jak vypadaja
nase parametrické vyjadreni:

r=62+2t+c

y = t* + 4t°
Priklad ¢.4
Reste:
y=ay —e’
Zparametrizuji:

Y =t=y=uat—¢

dy _ 4 i rdt
dac_t—i_xdac dc; dx
0= (x—e")st

Ted musime vyfidit rizné moznosti nulovosti:

t=C=y=Cz—e’

nebo:
r—el=0=z=¢'
y=e'(t—1)
nebo:
x=ée

hr=t<—y=xlner—zr=z(lnz—1)

25



10 Linearni diferencialni rovnice n-tého radu
s konstantnimi koeficienty

Zamyslete se:

Jaky tvar maji LDR n-tého fadu s konstantnimi koeficienty?

Jak se tesi?

Co je to fundamentalni systém?

Jak je to s linearitou feseni?

Jak se dé prevést LDR n-tého fadu na systém LDR I.fddu?

Jak se sestavuje a jaky je vyznam a smysl charakteristického polynomu?
Co vime o jednoznacnosti feSeni?

tvar : L(y) = apy™ 4+ a1y™ ™V + ... + any = ¢(2)

Priklad ¢.1
Reste:

42z +2
V=2 ty = ———
T

Tohle je LDR druhého tadu s konstantnimi koeficienty. Ze znalosti z
prednasky muzeme sestavit charakteristicky polynom.

AN —2XA+1=0
A—12=0

Tedy muzeme rovnou sestavit fundamentalni systém reseni. Je to: {e*;z -

e’}

Libovolné feseni LDR bez pravé strany je tedy mozno zapsat:
y=0Cp-e" +Cox-e”

Ted je tieba zjistit feseni s pravou stranou. Jak z pfednasky vime, budeme
sestavovat z derivaci feSeni dalsi dvé rovnice.

Y (x) =C1 "+ Cre” + Cf - ze” + Coe™ + 02, - €”

Prvni rovnici sestavime z toho, ze pozadujeme: C’ e’ + Cl -xe® = 0. Ied’
9 1 2
Jeété zjistime druhou derivaci y//.
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y'(z) = (C’l +(24x) - Cy+ C’é) e’
To dosadime do puvodni LDR a mame:

24 2x + 2
3

(CL+Ch+(2+2)-Co)e” —2(Cr+ (1+2)-C ) e” + (Cr + Coz)e” =

~ . ~ /7 e z 7z — 2
coz se zjednodusf a tim dostdvéme rovnou druhou rovnost: Cj = e (=542,
y 2 _ NSRS
Z toho rovnou plyne, ze: (| = —% - e~ ", Pokud mame feSeni v tomto

tvaru, staci uz jen zintegrovat, coz doporucuji za samostatny tkol:

2 2 2
C, = —/(1+ —+ —)e dr+ Ky = ...perpartes... = e "+ —e” " + K,
r x
Jen trochu snad pomuzu s tim integralem, je tieba si napsat asi ty zlomky
oba dva pod sebe, ono se tam objevi néco, co se potom odecte. :-)

Stejnym zpusobem musime dopocitat dalsi konstantu Cs.

1 1 1 1 1
Cy = / —e’xdx+2/ —e’xda:+2/—e’xdx+[(2 =...=——e "—=e "+K,
x x? x3 x x?
Uz staci jen doplnit do celkového fesSeni:
x €T 1 xT
y=0C1-e"+Chx-e :...:;—F(Kl—l—Kﬂ)e

Priklad ¢.2
Reste:
/! /
-y +2y +trxy==x

vite-li, Ze fundamentdln{ systém je tvoren: {322 <32} — {0 (z), @o(z)}.
Pri této znalosti uz muzeme v podstaté primo vyjadiit a zapsat do rovnice:

y(x) = Cr-pi(z) + Cy - ()
Y (r) = Cror(w) + Crp)(z) + Copa(z) + Copy(x)

A tedy muzu rovnou zapsat prvni rovnost: Cipi(x) + Chpa(z) = 0. A
dale:
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y'(x) = Clei(z) + Crf () + Chph(x) + Copsy (z)
z - (Ol (z) + Crol () + Coph(x) + Copy (1)) + 2(Cr) + Cohy) + -
(01901 + 02802) =z
Cy (z¢(x) + 2¢1 () + 21 (2)) + Cowphy(x) 4+ 205 () + zp2(x)) +2C ¢ (2)+
=0 =0
z - Coyph(z) =2

Pro¢ jsou zavorky za konstantami C4,Cy rovny nule? Stacéi se podivat
na zadani rovnice, je to pfece TeSeni rovnice bez pravé strany. Vyrazy v
zavorkach maji presné ten stejny tvar.

Nyni si muzeme koneéné vyjadrit ¢emu se rovnaji ruzné derivace ¢'; ©).

/ __ xz-cosx—sinx
¥1 =

/ __ —xsinx—cosz
¥a2 = )

Mohu tedy posledni rovnost vyjadrit presné a rovnou utvorit soustavu:

/ sinx /cosT __
17, TG =0

Ci(zcosx —sinz) — Ch(zsinz + cosz) = z?

¢imz dospéjeme k tomuto:

Cl=uz-cosx
C)=—z-sinx

Zkuste si dosadit,ze funguje. Prostym zintegrovanim ziskdme:

Ci=x-sinx+cosx + K;
Cy=2x-cosx —sinx + Ky

a nyni stac¢i uz jen do vysledku dosadit:

CcoS & Kisinx Ksycosx
1+ +

+(x cos z—sin r+K>) =

sinx
y(r) = (xsinx+cos x+K7)
x x x x
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11 Neékolik receptu jak hadat reseni LDR n-
tého radu

Jak z prednéasky vime, feseni téchto rovnic je souc¢tem jednoho konkrétniho

feseni (partikularniho reseni) a dalsiho libovolného feseni rce bez pravé strany.

Za jistych okolnosti ( v zavislosti na tvaru rovnice a pravé strany ) se da ale

toto Teseni docela snadno uhodnout. Nyni si ukdzeme tii nejzakladnéjsi, z
nichz posledni v sobé zahrnuje dva ptredeslé.

11.1 Rovnice tvaru L(y) = P(x)

Pozadavek: 0 ...k-nasobny kofen polynomu P(x).

Reseni budeme hledat ve tvaru: z(z) = 2 - Q(z) kde Q(x) je polynom

nejvyse stupné polynomu P(x).
Priiklad ¢.1
Reste:
y”—yZZL‘Q—[E—i—l

Tedy charakteristicky polynom je: A> — 1 = 0. Proto muzu rovnou psat
obecné Teseni bez pravé strany jako:

ylx)=C1-e*+Cy-e "

Podle kuchaiky ted budeme tedy hledat polynom druhého stupné. Nula je
nulandsobny kofen ( :-) ) polynomu P(x), takze z° = 1 se v rovnici nevysky-
tuje. Hledany polnynom m4 obecny predpis tento: z(z) = a-2*>+b-z+c =
2"(x) = 2a. Dosadime do rovnice:

= —r+1
2a—a-22—b-r—c=ax>—x+1

Prostym porovnanim koeficientt zjisfujeme, ze a = —1;b = 1;¢ = —3.
Partikuldrn{ feseni tedy je: z(x) = —2? + x — 3. Celkovym vysledkem tedy
jer

yz)=—-2"+2-3+C - +Cy-e"
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Priklad ¢.2
Reste:
Y — 4y = —122° + 62 — 4

Charakteristicky polynom tedy je: A2—4\ = 0. Tedy nula je jednondsobny
koten. Obecné fesen{ rce bez pravé strany je: y(z) = C;+Cy-e*z. Budu hledat
partikularni feseni ve tvaru:

2(r) =x(a -2+ b -z +c)
Z(x)=3a-2*+2b-x+c
2"(x) = 6a-x+ 2b
dosadim:
6a -z +2b—12a- 2% — 8 — 4c = —122% + 62 — 4

a opét porovnanim ¢lenu pred mocninami x dostavam fesent:

y(x) =Cy +Co- ™ +2° + o

11.2 Rovnice tvaru L(y) = ™ - P(x)
Necht a .. .k-ndsobny koien charakteristického polynomu. Pak hleddme feseni
ve tvaru: z(z) = 2% - e®® - Q(x)
Piiklad ¢.1
Reste:
y' =2y +y=4e"
Stestavim char. polynom: A? — 2\ +1 = 0, tedy (A — 1)? = 0. Kofenem je

pouze A = 1, jedna se o dvojnasobny koten. Tedy feSeni rce bez pravé strany
je: y(x) = C) - € + Cyx - €*. Budu hledat feseni tvaru: z(x) = z2Ae”.
2 (x) = 2z Ae® + 2% Ae”
2 () = A(e“”(Z +2x) + €*(2z + a:'Q)) = Ae*(2 + 4x + 2?)
Ae®(2? + 4z + 2) — 2Ae* (2% + 2x) + 22 Ae” = 4e”
b=2

Resenim tedy je:

y(x) = Cre” + Coze® + 222"
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Priklad ¢.2
Reste:
y' — 3y =e* — 182

Tento priklad je trochu komplikovanéjsi. Na pravé strané rovnice mame
dva cleny. Ale z prednasky vime, ze bude stacit secist obé feseni jednotlivych
pripadu. Zacneme klasicky a prvné se mrkneme na exponencielu:

FA): X2 =3A=0= X\ =0;\=3
y(x) = Cy + Cae™
2(z) = Aze®®
2 (z) = Ae3®(1 + 3z)
2" = 3Ae* (2 + 3x)
dosadim:
3Ae3(2 + 3x) — 3Ae3*(1 + 3x) = ex
A1
2(z) = C1 + Co - €37 + xe™™
A nyni uz jen zbyvéa dopocitat zbylé Teseni. Protoze je to ale uz ten
predesly piipad, necham dopoc¢itani na Vas samotnych. Celkové feSeni rov-

nice je:

1
y(x) = 32 + 20 + gzve?’“ + C) + Cye®

11.3  Rovnice tvaru L(y) = e*{P(z) cos bx + Py(x) sin bz}

Predpoklad: a+ib. .. k-ndsobny koten F'(\) Hleddme feseni ve tvaru: z(x) =
ke {Q(x) cos br+Qy(z) sinbr}, kde Q1, Q5 jsou polynomy stejného stupné
rovnému maximu stupiu polynomu Py, Ps.

Priklad ¢.1
Reste:
y" —y=2sinx —4cosx

Tedy vime, ze: y(x) = Cie® + Cye™®. Déale vime: a = 0,b = 1. Budeme
tedy hledat TeSeni:
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z(x) = Acosz + Asinzx
2’(x) = —Acosx — Bsinx
—2Acosx —2Bsinx = 2sinz — 4cosx
tedy vime: A =2, B = —1. Muzu rovnou zapsat feseni jako:

y(x) = Cre” 4+ Cye™ " 4+ 2cosx —sinz
Priklad ¢.2
Reste:

y" +y =4xcosw

Dovolim si rovnou napsat fundamentaln{ systém (ovéite): {e™®, e~ }. Kdyz
vime, ze: e = cosx + i sin x, muzeme rovnéz zapsat:

Re(e") = cosz

Im(e™®) =sinz

Muzu tedy sestavit redlny fundamentdlni systém: { cos z; sin 2 }. Déle vime,
ze a = 0,b =1, takze budu hledat:

2(z) = x{(Alac + By)sinx + (Asz + Bs) cos x}

Dopocitani nechdm na Vas samotnych. Vyjde to: z(z) = x(z sin x+cos x).
Tedy celkové teseni je:

y(x) = z(xsinz + cosx) + Cy cosz + Cysinx
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12 Systémy linearnich diferencialnich rovnic
s konstantnimi koeficienty

Zamyslete se:

Jaky tvar maji systémy linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koe-
ficienty?

Jak se tesi tyto ulohy?

Co je to metoda neurcitych koeficientu?

Co vime o jednozna¢nosti?

J=Aj+b

Priklad ¢.1
Reste:

y' = —by + 2z + 40e”
Z=y—06z+9e "

7, prednasky vime, ze tato uloha je ekvivalentni s 1lohou nasledujici:
yY_(-9 2 Y [y n 40e”
2] \ 1 -6 z 9e*
i a b

Charakteristicky polynom matice A vypadd: (=5 —A)-(—6—\) —2=
(A+4) - (A + 7). Tedy kofeny jsou: \; = —4; \y = —7 Zjistim ted vlastnf
vektory matice:

-1 2 .

( 1 _2>:>(2,1):’U1

2 2 -

<1 1>:>(1,—1)—U2

Tedy muzu napsat feSeni bez pravé strany jako:

) 9 1
()=e(T)rmve (L)

a nyni ocekavanym krokem zndmym z prednasky provedeme:
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(y>:(C’{—4Cl)-<?>-e4m+(0§—702)-<_11>-e7$:L(c?)

L(d) =
Oy( -5 _26)(?),6_4%02,( N _26>.< B ).e—m(gSi)

Po upraveni, rozlozeni a vynasobeni matic zustava rovnost:

d (2 e (1) e (A0
(1)) e (o)

Muzeme tedy zpatky zapsat do rovnic soustavu:

20 e + Che™™ = 40e”
Cre ™ — Che™™ = 97"

Z této soustavy mohu dale vyjadrit:

3C) - e = 40e® + 9e~*
651 e3z
C{ _ 40 ;9
—3Che™™ = 40e® — 18¢™*

! 408 —18¢5
(72 = ——‘44447§4444*
I)éle:
8 !(
Cl == *36533 + 63x + 1
5 8x T
(72 __3368 _F 66 %_ B.Q

Mohu tedy zapsat a jako:
Yy _ § 5 3x 2 —4x _§ 8x 6x 1 —Tx
<Z>—(3e +e +K1)<1>e +( 3¢ +e —|—K2)<_1 e

Konec¢ny vysledek je tieba zapsat ve tvaru:

Yy = (13—665"3 + 263 4+ 2K)e ™ + (— gesx + €5 + Ky)e™’
- (%6533 +63;p _’_Kl)efllx _ ( _ 3681 +€6x +K2>677

A komu se tento vysledek nelibi, muze si jako procvic¢eni klidné upravit
do néjaké prijemnéjsi podoby. Ja uz to prepisovat nebudu! Jen je opravdu
treba u zkousky dulezité, aby jste to prepsali tak, jak jsem to napsal na zavér
ja.
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Priklad ¢.2
Reste:
T =05r—y—4z

y=—12z + 5y + 12z
z2=10x — 3y — 9z

Situaci mame ulehcenou o to, ze hledime pouze fundamentalni systém.
Na tomto prikladu si vSak ukazeme néco zajimavéjsiho. Nejprve budeme
postupovat naprosto analogicky:

x 5 —1 —4 x
y | =1 —-12 5 12 Y
z 10 -3 -9 z

Zjistim vlastni ¢isla matice A:

5—A -1 —4
—12 5—=X 12 |=A=1D1=N(1+N)
10 -3 —9-2X

Pro ty, kdo by se s timto determinantem trapili, prvni krok je pri¢teni
prvniho sloupce k poslednimu sloupci, dale pak sta¢i uz jen vytknout z po-
sledniho sloupce (1—\) a dél uz je to jen dopocitani. Problémem ale zustava,
ze mame vlastni ¢isla \; = —1; Ay 3 = 1. Co dal? Nejdiive pokud mame jedno
vlastni ¢islo, muzeme spocist k nému jeho vlastni vektor. Necham na Vas. Je
tov; = (—1,2,-2).

Chceme-li uspésné pokracovat v feseni tohoto piikladu, musime si vzpomét
na vétu z prednasky, ktera ,, v podstaté “ tvrdila, ze pokud mame néjaké
vlastni ¢islo o nasobnosti k& > 1, pak vektory feseni k tomuto ¢islu maji ve
slozkach polynomy stupné nejvyse k — 1. Budeme tedy hledat feseni v tomto
tvaru:

a1+b1~t
(lg—f-bg't €t:ﬁ
a3—|—bg't

a nyni dosadime do rovnosti do zadani:
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a1+b1-t+b1 5a1+5b1t—a2—bgt—4a3—4b3t
as + b2 -+ b2 . €t = —12a1 — 12b1t -+ 5@2 + 5bgt -+ 12(13 + 12b3t . et
as + bg -t 4 bg 10@1 + 10b1t — 3@2 — ?)bgt — 9a3 — 9b3t

a nyni metodou neurcitych koeficientu staci uz jen sestavit Sest nasledujicich
rovnosti:

a1 + by = bay — ay — 4as
by = 5by — by — 4b3
as + by = —12a1 + Sas + 12a3
by = —12by + 5by + 12b3
as + bg = 10@1 - 3@2 - 9&3
bz = 10b; — 3by — 9bs

A protoze jste uz velci kuci, necham dopocitani na Vas. Musim se pfiznat,
ze pocital jsem to asi tfikrat, nikdy mi to nevyslo. :-) Mély by Vam vyjit dvé
feseni, vypadji asi takhle:

aq 2 1
(05} 3 0
as . 1 1
by | |1 [’ O
b 0 0
b3 1 0
tedy aby to bylo vidét:
. 2+t
u® = 3 et
1+1
1
uB =10 et
1

A jesté zavérem prepisu do findlni podoby:
r=—Cie "+ Cy(2+ t)e" + e3¢’

y = 2C e~ + 3cypet

2= =201+ Co(1 + t)e! + Cszet
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Priklad ¢.3

Reste:
T=-—y+z
Y=z
z=—x+z

Postup je pro zacatek jednoznacny. Zjistime, ze charakteristicky polynom
je: (A2 4+ 1)(1 — X) = 0. To ale znamen4, ze mame komplexn{ dva koteny. A
jesté navic oba komplexné sdruzené. Koteny jsou: Ay = 1, Ay = 7; A3 = —i.
Kdyz ale mame jeden realny koten, resp.vlastni ¢islo, muzeme pro néj zjistit
vlastni vektor. Presvédcete se, ze ma slozky v; = (0,1,1). Muzu spocist i
dalsi vlastni vektory, napt.prvné pro i:

- =1 1 1 0 -1
0 —i 1 - 10 7 -1
-1 0 1-—=¢ 00 O

Muzu tedy urcit vlastni vektor této matice jako: vy = (144, 1,4). Podle
prednasky ale taky vim, ze dalsi vlastni vektor bude komplexné sdruzeny,
tedy: v3 = (1 — 4,1, —i). To bych mél ale komplexni fundamentalni systém
a to se mi nelibi. Podle prednasky totiz vim, ze ,, kdyz mam realné zadani,
existuje realné teseni“ . Tak proc se stresovat s komplexnim? Podle znamé
formule rozepsat et = cost + i - sint a tedy jedno z fesenf je:

141
us(t) = 1 - (cost+1-sint)
1

Z prednésky déle vim, ze pouze realna ¢ast jednoho komplexniho teseni z
fundamentalniho systému je taky fesenim a to plati taky o imaginarni casti.
Proto ted vezmu 5 a ,,vyrobim* z néj dalsf dvé feseni. Redln4.

cost —sint cost 4+ sint
Re(uy(t)) = cost s Im(us(t)) = sin ¢
—sint cost

tedy mohu konec¢né zapsat redlné feseni ve findlnim tvaru:
x = Cy(cost —sint) + Cs( cost + sint)

y = Cie! + Cycost + Cysint

z = Chel — Cysint + Cscost
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Priklad ¢.4

Reste:
T=2rx+y—2z—1t+2
y=-—-z+1

=z +y—z—t+1

Posledn{ pifklad nechdm na Vés. ReSenf nicméné je:
x=—Kel + Kycost + Kssint

y = Kie' — Kysint + Kzcost +t

z = Kycost+ Kssint + 1
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