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2.5 Diferenciálńı rovnice tvaru y′ = f((ax+ by + c)/(px+ qy + r)) . . . . . . . . 17
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1 Úvod

Diferenciálńı rovnice je funkcionálńı rovnice obsahuj́ıćı neznámou funkci a jej́ı derivace. Cı́lem
zkoumáńı je co nejzřetelněji (jednoznačně) určit tuto funkci (a jej́ı derivace).

Podstatné tedy je, že neznámou je v tomto př́ıpadě funkce, a že se v rovnićıch vyskytuj́ı
rovněž derivace neznámé funkce.

Diferenciálńıch rovnice lze klasifikovat podle řady hledisek. Zásadńı je rozděleńı na dife-
renciálńı rovnice obyčejné a parciálńı. Obyčejné diferenciálńı rovnice se vyznačuj́ı t́ım, že
neznámá funkce je funkćı jediné proměnné. V parciálńıch diferenciálńıch rovnićıch se naproti
tomu setkáme s neznámou funkćı v́ıce proměnných. Diferenciálńı rovnice lze také dělit na
lineárńı a nelineárńı atd.

Z hlediska řešeńı diferenciálńıch rovnic maj́ı zásadńı teoretickou hodnotu věty o existenci
a jednoznačnosti, které stanov́ı podmı́nky, při jejichž splněńı je zaručena existence právě
jednoho řešeńı. Metody řešeńı diferenciálńıch rovnic jsou rozmanité. Často se v literatuře i
praxi můžeme setkat s metodami kvalitativńımi (také geometrickými), analytickými a nume-
rickými. Analytické metody jsou ty, které nám př́ımo poskytuj́ı funkčńı předpis pro neznámou
funkci. Bohužel tř́ıda úloh řešitelných analyticky neńı př́ılǐs rozsáhlá a v zásadě se omezuje
pouze na několik speciálńıch typ̊u rovnic. V praxi se většina úloh muśı řešit prostřednictv́ım
numerických, př́ıpadně kvalitativńıch, metod.

V tomto kurzu se budeme zabývat pouze obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi a analy-
tickými metodami jejich řešeńı.

1.1 Př́ıklady

Př́ıklad 1.1. Pohyb hmotného bodu po př́ımce.
Pro jednorozměrný pohyb hmotného bodu máme známou pohybovou rovnici

mẍ = F, (1.1)

kdem představuje hmotnost bodu (m je tedy kladná konstanta) a pro zjednodušeńı předpokládáme,
že F je reálná konstanta (F představuje p̊usob́ıćı śılu). Dvoj́ı integraćı rovnice (1.1) snadno
zjist́ıme, že

x(t) =
1

2

F

m
t2 + C1t+ C2, (1.2)

kde C1 a C2 jsou nějaké reálné bĺıže neurčené integračńı konstanty. Řešeńı (1.2) tedy neńı
určeno jednoznačně a proto naši úlohu doplńıme o dodatečné podmı́nky (tzv. počátečńı
podmı́nky)

x(0) = xini, (počátečńı poloha)

mẋ(0) = pini. (počátečńı hybnost)

Potom zřejmě plat́ı, že C1 = pini/m a C2 = xini a řešeńı této úlohy lze zapsat ve tvaru

x(t) =
1

2

F

m
t2 +

1

m
pinit+ xini.
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1 Úvod
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Obrázek 1.1: A Hladina kapaliny ve sklenici rotuj́ıćı okolo osy y. B Rovnováha sil na hladině
kapaliny v rotuj́ıćı sklenici.

Poznámka 1.2. Úloha řešená v předchoźım př́ıkladě se označuje jako tzv. počátečńı úloha
pro diferenciálńı rovnici. V tomto př́ıpadě měla tvar

mẍ = F,

x(0) = xini,

mẋ(0) = pini.

V literatuře se také často setkáme s názvem Cauchyova počátečńı úloha.

Př́ıklad 1.3. Rotuj́ıćı sklenice.
Máme sklenici naplněnou kapalinou umı́stěnou v t́ıhovém poli. Sklenice rotuje okolo osy

y. Situace je schematicky zachycena na obr. 1.1A. Počátek soustavy souřadné jsme umı́stili
do nějnižš́ıho bodu hladiny v ustáleném stavu a zaj́ımá nás tvar hladiny y = y(x) za těchto
okolnost́ı.

V ustáleném stavu je tvar hladiny v čase neměnný. To nastává, je-li výslednice sil p̊usob́ıćıch
na hladině kolmá k hladině. Tuto situaci znázorňuje obr. 1.1B. Na hladině p̊usob́ı jednak śıla
t́ıhová, jej́ıž velikost je G = %g a jednak śıla odstředivá, jej́ıž velikost Fo(x) = %xω2. Zde %
je hustota kapaliny, g je t́ıhové zrychleńı a ω je úhlová rychlost rotace sklenice. Vztah mezi
úhlem α(x) a derivaćı y′(x) je dán podmı́nkou rovnováhy. Z obr. 1.1B je patrné, že muśı platit

y′(x) = tgα(x) =
Fo(x)

G
.

Hledaným řešeńım je tedy řešeńı úlohy

y′ =
xω2

g
,

y(0) = 0,

kde jsme pro jednoznačnost doplnili počátečńı podmı́nku ve tvaru y(0) = 0. Snadno ověř́ıme,
že hledanou funkćı je funkce

y(x) =
ω2

2g
x2.

Hladina má zřejmě tvar rotačńıho paraboloidu.
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Obrázek 1.2: Matematické kyvadlo.

Př́ıklad 1.4. Parciálńı diferenciálńı rovnice.
Mějme funkci u dánu předpisem:

u(t, x) =
1√

2πDt
e−

(x−x0)
2

4Dt ,

kde D > 0, D je konstanta, t > 0, x ∈ R. Spočteme následuj́ıćı parciálńı derivace funkce u:

∂xu(t, x) =
1√

2πDt
e−

(x−x0)
2

4Dt

(
−x− x0

2Dt

)
,

∂2
xxu(t, x) =

1√
2πDt

e−
(x−x0)

2

4Dt

(
(x− x0)2

4D2t2
− 1

2Dt

)
,

∂tu(t, x) =
1√

2πDt
e−

(x−x0)
2

4Dt

(
(x− x0)2

4Dt2
− 1

2t

)
.

Porovnáńım posledńıch dvou rovnic lze sestavit parciálńı diferenciálńı rovnici ∂tu = D∂2
xxu,

která může popisovat např. vedeńı tepla.

Př́ıklad 1.5. Matematické kyvadlo.
Daľśım známým př́ıkladem, který vede na řešeńı diferenciálńı rovnice je matematické ky-

vadlo (obr. 1.2). Snadno sestav́ıme pohybovou rovnici Iϕ̈(t) = −mgl sinϕ(t), kde I = ml2

je př́ıslušný moment setrvačnosti, m je hmotnost hmotného bodu, l délka závěsu, g velikost
t́ıhového zrychleńı a ϕ je úhel (viz obr. 1.2). Rovnici nakonec uprav́ıme do výsledného tvaru

ϕ̈+
g

l
sinϕ = 0.

Z tohoto tvaru je ihned patrné, že rovnici nebude možno řešit pouhou integraćı ve tvaru∫
dt jako v některých předešlých př́ıkladech. Podotýkáme, že v literatuře se proces řešeńı

diferenciálńı rovnice často nazývá integraćı, přestože se o integraci v pravém slova smyslu
nejedná, stejně jako v tomto př́ıpadě.

Př́ıkladem řešeńı uvedené rovnice jsou např. funkce ϕ(t) ≡ 0 nebo ϕ(t) ≡ π, které od-
pov́ıdaj́ı setrváńı kyvadla v některé z rovnovážných poloh. V prvńım př́ıpadě jde zřejmě
o stabilńı rovnovážnou polohou, zat́ımco ve druhém se jedná o rovnovážnou polohu labilńı.
Rovnovážnou polohu také nazýváme pevný bod.

Mimo uvedeného si na rovnici můžeme všimnout i toho, že v ńı explicitně nevystupuje
proměnná t, což nám může pomoci při jej́ım řešeńım. Na závěr ještě poznamenáme, že tato
rovnice patř́ı mezi tzv. separabilńı rovnice.
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1 Úvod

Př́ıklad 1.6. Clausiova–Clapeyronova rovnice.
Máme diferenciálńı rovnici ve tvaru

dp

dT
=

l

T (ϑ2 − ϑ1)
,

která popisuje závislost tlaku na teplotě v uzavřené nádobě konstantńıho objemu s kapalinou
a jej́ımi parami. Zde p je tlak, T je teplota, l je měrné skupenské teplo (vypařováńı), ϑ1 je
měrný objem kapaliny a ϑ2 je měrný objem páry.

Hledáme funkci p = p(T ), která řeš́ı uvedenou rovnici. Proces řešeńı se skládá ze dvou
d́ılč́ıch krok̊u – separace a integrace. T́ım dostaneme

p(T ) =
l

ϑ2 − ϑ1
lnT + C, kde C ∈ R.

Řešeńı je závislé na integračńı konstantě C, kterou můžeme určit po zavedeńı doplňuj́ıćı
podmı́nky, např. ve tvaru p(T0) = p0. Odtud C = p0 − l

ϑ2−ϑ1 lnT0 a výsledné řešeńı je ve
tvaru

p(T ) = p0 +
l

ϑ2 − ϑ1
ln
T

T0
.

Na závěr je ještě třeba poznamenat, že výsledné řešeńı neńı dobře fyzikálně od̊uvodněné.
Při řešeńı jsme předpokládali, že ani měrné skupenské teplo l, ani měrný objem kapaliny ϑ1

a jej́ı páry ϑ2, nezáviśı na teplotě. To však neńı př́ılǐs dobré přibĺıžeńı [2].

1.2 Označeńı

Definice 1.7. Obyčejný diferenciálńı výraz n-tého řádu je ve tvaru

F = F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)),

kde F ∈ C(p) : (Rn+2)→ R, p ≥ 0, y(n) je netriviálně zastoupena v F .
Potom obyčejnou diferenciálńı rovnićı n-tého řádu nazveme rovnici

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0, x ∈ I, (1.3)

kde I ⊂ R je otevřený interval a levá strana je obyčejný diferenciálńı výraz (n-tého řádu).

Definice 1.8. Řešeńı rovnice (1.3) na intervalu I je každá funkce y = y(x), y : I → R,
pro kterou y(k) = y(k)(x) existuje ∀x ∈ I a ∀k = 0, 1, . . . , n, a která splňuje rovnici (1.3)
∀x ∈ I.

Poznámka 1.9. Řešeńı diferenciálńı rovnice z předchoźı definice je tzv. klasické řešeńı,
požaduj́ıćı bodové splněńı rovnice (1.3).

Poznámka 1.10. Graf řešeńı y = y(x) rovnice (1.3) je množina G =
{(

x
y(x)

)
| x ∈ I

}
.

V literatuře se množina G také nazývá integrálńı křivkou.

Poznámka 1.11. V př́ıkladech v předcházej́ıćı sekci byly rovnice doplněny podmı́nkami,
předepsanými v jediné hodnotě nezávisle proměnné. Jedná se o počátečńı podmı́nky (viz poznámka 1.2).
Kdybychom měli podmı́nky udány v r̊uzných hodnotách nezávisle proměnné, hovořili bychom
o okrajových podmı́nkách. Hovoř́ıme potom o okrajové úloze pro diferenciálńı rovnici.

4



1 Úvod

Př́ıklad 1.12. Vedeńı tepla stěnou.
Mějme rovnici

−Dd2T

dx2
= 0,

kde D > 0 nazýváme koeficient teplotńı difuze. Tato rovnice popisuje jednoduchý př́ıpad
stacionárńıho vedeńı tepla jednoduchou stěnou s konstantńım koeficientem difuze. Okrajové
podmı́nky pro naši úlohu jsou

T (0) = T0,

T (L) = TL,

kde L je tloušt’ka stěny, T0 chápeme jako vnitřńı teplotu a TL jako vněǰśı teplotu.
Snadno nahlédneme, že řešeńı uvedené rovnice je DT (x) = C1x + C2, kde C1 a C2 jsou

integračńı konstanty, které urč́ıme z okrajových podmı́nek. Z nich plyne C1 = D
L (TL − T0) a

C2 = DT0. Konečné řešeńı tedy je

T (x) =
TL − T0

L
x+ T0.

Řešeńı ukazuje lineárńı závislost teploty T na souřadnici x. V technické praxi se však často
setkáme s materiály, které se vyznačuj́ı nelineárńım vedeńım tepla (kde např. D = D(x) je
nějakou obecnou funkćı). T́ım se řešeńı rovnice pochopitelně komplikuje.

Př́ıklad 1.13. Řešme rovnici
y′′ + 100y = 0.

Tato rovnice má obecné řešeńı1 y(x) = C1 cos 10x+ C2 sin 10x.
Zkoumejme řešeńı rovnice pro r̊uzné okrajové podmı́nky. Nejdř́ıve necht’ y(0) = 0 a y(π) =

0. Obě tyto podmı́nky lze zřejmě splnit zároveň pro volbu C1 = 0 a C2 ∈ R. Dostáváme tedy
nekonečně mnoho řešeńı ve tvaru y(x) = C2 sin 10x, kde C2 ∈ R.

Necht’ jsou zadány následuj́ıćı okrajové podmı́nky: y(0) = 1 a y(π) = 0. Z prvńı podmı́nky
plyne, že C1 = 1 a C2 ∈ R, zat́ımco z druhé plyne C1 = 0 a C2 ∈ R. Je zřejmé, že obě tyto
podmı́nky nemohou být splněny současně, a proto taková okrajová úloha nemá řešeńı.

Poznámka 1.14. Jednoznačnost řešeńı rovnice (1.3).
Řekneme, že řešeńı rovnice (1.3) je dáno jednoznačně právě tehdy, když pro každé dvě řešeńı

y1, y2 takové, že y1 : I1 → R a y2 : I2 → R, kde I1 ∩ I2 6= ∅ (I1 a I2 jsou otevřené intervaly)
plat́ı výrok

(
∀x ∈ I1 ∩ I2

)(
y1(x) = y2(x)

)
. Neboli řešeńı se muśı shodovat na pr̊uniku svých

definičńıch obor̊u.

Poznámka 1.15. Postup hledáńı řešeńı diferenciálńı rovnice zahrnuje algebraické a funk-
cionálńı úpravy (substituce). Podobně jako v lineárńı algebře mohou tyto úpravy být ekviva-
lentńı nebo neekvivalentńı.

Definice 1.16. Dvě diferenciálńı rovnice nazveme ekvivalentńı právě tehdy, když maj́ı
stejné množiny řešeńı.

Př́ıklad 1.17. Necht’ je dána rovnice

xy′ = y2 − y,
1K pojmu obecné řešeńı viz poznámka 4.21.

5



1 Úvod

z ńıž úpravou (vynásobeńım výrazem x−1(y2 − y)−1) vznikne rovnice

y′

y2 − y
=

1

x
.

Tuto úpravu však lze uvažovat pouze pro x 6= 0, y 6= 0 a y 6= 1. Uvažujme funkce y(x) = 0
nebo y(x) = 1 definované na R. Obě tyto funkce řeš́ı prvńı rovnici, ale nemohou být řešeńımi
druhé. Je tedy zřejmé, že obě rovnice nemaj́ı stejné množiny řešeńı, a proto nemohou být
ani ekvivalentńı. To je d̊usledkem provedeńı neekvivalentńı úpravy. Nav́ıc se lze přesvědčit,
že řešeńı druhé rovnice řeš́ı také prvńı rovnici, ale nikoli na stejné množině. Uvažujme např.
funkci y(x) = 1/(1− x), která řeš́ı druhou rovnici pro x 6= 0 a x 6= 1. Tato funkce však také
řešeńım prvńı rovnice pro x 6= 1. Při každé úpravě diferenciálńı rovnice je tedy třeba dávat
pozor, zda je tato úprava ekvivalentńı, nebo ne.
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

2.1 Geometrická interpretace rovnice y′ = f(x, y)

Poznámka 2.1. Mějme diferenciálńı rovnici ve tvaru

y′ = f(x, y), (2.1)

kde funkce f je definovaná na nějaké oblasti Dom(f) ⊂ R2. O takové rovnici ř́ıkáme, že je
v normálńım tvaru.

Rovnici lze geometricky chápat tak, že každému bodu
(
x
y

)
∈ Dom(f) je přǐrazena hodnota

f(x, y), která je směrnićı jisté př́ımky procházej́ıćı t́ımto bodem. Je-li funkce y = y(x) řešeńı
rovnice (2.1), př́ıslušná integrálńı křivka má tu vlastnost, že jej́ı tečna v bodě

(
x
y(x)

)
je totožná

s př́ımkou, jej́ıž směrnice je f(x, y(x)) a která t́ımto bodem procháźı.

Definice 2.2. Mějme diferenciálńı rovnici ve tvaru (2.1). Necht’ Γ = Dom(f) ⊂ R2. Pak
množina

{(
1

f(x,y)

)
|
(
x
y

)
∈ Γ
}

se nazývá směrové pole.

Poznámka 2.3. Dle předchoźı definice můžeme znároznit směrové pole tak, že do každého
bodu

(
x
y

)
∈ Γ umı́st́ıme vektor

(
1

f(x,y)

)
. V zájmu přehlednosti však směrové pole reprezentu-

jeme jiným zp̊usobem. Do každého bodu
(
x
y

)
∈ Γ umı́st́ıme krátkou úsečku se středem v bodě(

x
y

)
, jej́ıž směrnice je rovna hodnotě f(x, y). Na délku úsečky pak klademe jen ten požadavek,

aby takto vzniklý obrázek byl přehledný.

Definice 2.4. Mějme diferenciálńı rovnici ve tvaru (2.1), Γ = Dom(f) ⊂ R2. Necht’ dále
plat́ı

(
∃C ∈ R

)(
∃
(
x0
y0

)
∈ Γ

)(
f(x0, y0) = C

)
. Pak množina

{(
x
y

)
∈ Γ | f(x, y) = C

}
se nazývá

izoklinická křivka.

Př́ıklad 2.5. Zakresĺıme směrové pole a izoklinické křivky následuj́ıćıch rovnic (směrové pole
zakresĺıme pro přehlednost ve stylu poznámky 2.3):

a) y′ = y/x, kde Γ = R2 r {x = 0}. Směrové pole je v tomto př́ıpadě podle definice množina{(
1
y/x

)
|
(
x
y

)
∈ Γ

}
. Izoklinické křivky jsou dány rovnićı y = Cx, C ∈ R. Protože x 6= 0

můžeme si ty křivky představit jako polopř́ımky zač́ınaj́ıćı v počátku. Samotný počátek,
však na těchto křivkách nelež́ı. Směrové pole a několik izoklinických křivek je zachyceno
na obr. 2.1A.

b) y′ = x2 + y2, kde Γ = R2. Zde směrové pole je množina
{(

1
x2+y2

)
|
(
x
y

)
∈ Γ

}
a izoklinické

křivky jsou kružnice se středem v počátku dané rovnićı x2 + y2 = C, kde C ∈ R. Snadno
se přesvědč́ıme, že obrázek směrového pole podle definice 2.2 by byl v tomto př́ıpadě velmi
nepřehledný. Směrové pole a vybrané izoklinické křivky k této rovnici jsou znázorněny na
obr. 2.1B.

c) y′ = x, kde Γ = R2. Směrové pole u této rovnice je množina
{(

1
x

)
|
(
x
y

)
∈ Γ

}
. Izoklinické

křivky jsou vertikály s rovnićı x = C, kde C ∈ R. Situace je zachycena na obr. 2.1C.

7



2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

A B

C

x x

x

yy

y

Obrázek 2.1: Směrová pole a izoklinické křivky př́ıslušné k daným diferenciálńım rovnićım.
A k rovnici y′ = y/x, B k rovnici y′ = x2 + y2, C k rovnici y′ = x.
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

Poznámka 2.6. Máme-li diferenciálńı rovnici ve tvaru (2.1) a chceme-li zakreslit jej́ı směrové
pole, můžeme v zásadě postupovat dvěma zp̊usoby. Prvńı zp̊usob lze shrnout do následuj́ıćıho
schématu:

1. Vybereme body
(
x
y

)
, v nichž chceme spoč́ıtat sklony.

2. Pro každý z vybraných bod̊u spočteme př́ıslušný sklon C podle vztahu C = f(x, y).

3. Do vybraných bod̊u zakresĺıme úsečky s patřičným sklonem.

S t́ımto př́ıstupem se zpravidla setkáme, pokud k vykresleńı směrového pole použ́ıváme
poč́ıtač. Můžeme si všimnout, že v předchoźım př́ıkladě byla použita právě tato metoda.

V př́ıpadě, že potřebujeme vykreslit směrové pole efektivněji (např. pokud jej potřebujeme
vykreslit ručně), voĺıme raději druhý zp̊usob. Ten spoč́ıvá v tom, že

1. Zvoĺıme si sklon C.

2. Najdeme př́ıslušné izoklinické křivky, tj. vyřeš́ıme rovnici f(x, y) = C.

3. Podél nalezené křivky zakresĺıme úsečky s př́ıslušným sklonem.

4. Postup zopakujeme pro daľśı hodnotu C, dokud nejsme s výsledkem spokojeni.

2.2 Rovnice se separovanými proměnnými

Definice 2.7. Necht’ P = P (x), Q = Q(y) jsou spojité funkce. Pak rovnice 1. řádu ve tvaru

P (x) +Q(y)y′ = 0 (2.2)

se nazývá rovnice se separovanými proměnnými.

Poznámka 2.8 (Formálńı postup). Mějme rovnici (2.2), kterou zaṕı̌seme ve tvaru

P (x) +Q(y)
dy

dx
= 0.

Tuto rovnici bychom chtěli upravit tak, že ji vynásob́ıme výrazem dx. Vznikla by následuj́ıćı
rovnice

P (x)dx+Q(y)dy = 0.

Problém této úpravy ovšem je, že neńı platná. Výraz dy
dx totiž neńı zlomek, nýbrž nedělitelný

symbol. Nicméně, pokud by bylo možné úpravu provést, dostali bychom se k výše uvedené
rovnici. Levou stranu této rovnice bychom mohli chápat jako diferenciál dG nějaké funkce
G = G(x, y). Přitom by zřejmě muselo platit

P (x) =
∂G(x, y)

∂x
a Q(y) =

∂G(x, y)

∂y
.

Integraćı rovnosti dG = 0 dostáváme G(x, y) = konst., tedy

G(x, y) =

∫
P (x)dx+

∫
Q(y)dy = konst.,

což lze chápat jako zápis implicitně zadané funkce y = y(x), která by při splněńı určitých
podmı́nek byla řešeńım rovnice (2.2). Jak to tedy s řešeńım rovnice (2.2) je, nám prozrad́ı
následuj́ıćı dvě věty.
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

Věta 2.9. Necht’ P = P (x) je spojitá na I = (a, b) a Q = Q(y) je spojitá na J = (c, d). Pak
plat́ı

(I) ∀y = y(x), kde y je řešeńı (2.2) na I1 ⊂ I, splňuje funkce y na I1 také rovnost∫
P (x)dx+

∫
Q(y)dy = C (2.3)

pro nějaké C ∈ R.

(II)
(
∃C ∈ R

)(
∃I2 ⊂ I

)(
∀y : I2 → R, y′ex.

)
plat́ı

∫
P (x)dx +

∫
Q(y)dy = C =⇒ y na I2

splňuje rovnici (2.2).

D̊ukaz.

(I) Máme tedy funkci u, která řeš́ı na I1 ⊂ I rovnici (2.2). Tzn. u je na I1 spojitá a
diferencovatelná a plat́ı (

∀x ∈ I1

)(
P (x) +Q

(
u(x)

)
u′(x) = 0

)
.

Integraćı tohoto vztahu dostaneme∫
P (x)dx+

∫
Q
(
u(x)

)
u′(x)dx = C pro každé x ∈ I1,

kde C je integračńı konstanta. Podle věty o integraci substitućı plat́ı
∫
Q
(
u(x)

)
u′(x)dx =[∫

Q(y)dy
]
y=u(x)

. Tzn. předchoźı rovnost lze psát ve tvaru∫
P (x)dx+

[∫
Q(y)dy

]
y=u(x)

= C pro každé x ∈ I1,

což jsme chtěli dokázat.

(II) Máme nějakou funkci y(x), která je na I2 ⊂ I diferencovatelná a splňuje zde pro nějaké
C ∈ R rovnici [∫

P (x)dx

]
︸ ︷︷ ︸

H(x)

+

[∫
Q(y)dy

]
︸ ︷︷ ︸

S(y)

= C.

Tato rovnost plat́ı pro každé x ∈ I2 a s daným označeńım ji lze zapsat ve tvaru H(x) +
S
(
y(x)

)
= C pro všechna x ∈ I2. Funkce H a S jsou zřejmě diferencovatelné (jsou

to primitivńı funkce k P a Q), a proto můžeme uvedenou rovnost derivovat. T́ım
dostaneme

H ′(x)︸ ︷︷ ︸
P (x)

+S′
(
y(x)

)︸ ︷︷ ︸
Q(y(x))

y′(x) = 0 pro každé x ∈ I2.

Dostali jsme se tedy k rovnosti P (x) +Q
(
y(x)

)
y′(x) = 0 pro každé x ∈ I2, tj. funkce y

řeš́ı na I2 rovnici (2.2), což jsme chtěli dokázat.

Věta 2.10. Necht’ P je spojitá na I = (a, b), Q je spojitá na J = (c, d) a Q(y) 6= 0 na J . Pak
∀
(
x0
y0

)
∈ I × J existuje právě jedno řešeńı (2.2) tak, že y(x0) = y0.
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

D̊ukaz. Označme H(x) =
x∫
x0

P (x)dx a S(y) =
y∫
y0

Q(y)dy.

(I) Ukažme nejdř́ıve existenci řešeńı. Z definice funkćı H a S je zřejmé, že H(x0) = 0
a S(y0) = 0. Uvažme obecný implicitńı vztah (2.3) z předchoźı věty, který lze při
zavedeném označeńı psát ve tvaru

H(x) + S(y) = C, kde C ∈ R.

Zkoumáme, zda nám tento vztah za daných předpoklad̊u implicitně definuje nějakou
funkci y = y(x). Na funkci y přitom klademe ten požadavek, aby y(x0) = y0. Z toho
ovšem plyne, že požadujeme

H(x0)︸ ︷︷ ︸
=0

+S(y0)︸ ︷︷ ︸
=0

= C,

což lze splnit jen pro C = 0. Máme tedy implicitńı vztah H(x) + S(y) = 0, funkce H a
S jsou diferencovatelné na svých definičńıch oborech a nav́ıc plat́ı S′(y) = Q(y) 6= 0 na
J . T́ım jsme splnili předpoklady věty o implicitńı funkci [8, Věta 13.5], a tedy existuje
funkce y = y(x) taková, že splňuje rovnici H(x) +S

(
y(x)

)
= 0. To ale podle předchoźı

věty znamená, že splňuje i rovnici (2.2), což jsme chtěli dokázat.

(II) Dokažme jednoznačnost ve smyslu poznámky 1.14. Necht’ y1 a y2 jsou řešeńı (2.2) na
I1 a I2 a necht’ x0 ∈ I1 ∩ I2. Plat́ı tedy

P (x) +Q
(
y1(x)

)
y′1(x) = 0 x ∈ I1,

P (x) +Q
(
y2(x)

)
y′2(x) = 0 x ∈ I2.

Odečteńım obou rovnic dostaneme

Q
(
y1(x)

)
y′1(x) = Q

(
y2(x)

)
y′2(x) x ∈ I1 ∩ I2,

což lze dále upravit na

dS

dy

(
y1(x)

)
y′1(x) =

dS

dy

(
y2(x)

)
y′2(x),

d

dx

[
S
(
y1(x)

)]
=

d

dx

[
S
(
y2(x)

)]
.

Integraćı posledńı rovnosti se dostaneme ke vztahu

S
(
y1(x)

)
= S

(
y2(x)

)
+ d, d ∈ R, x ∈ I1 ∩ I2.

Protože obě řešeńı y1, y2 obsahuj́ı bod
(
x0
y0

)
, dostáváme speciálně pro x = x0 rovnost

S
(
y1(x0)︸ ︷︷ ︸

=y0

)
= S

(
y2(x0)︸ ︷︷ ︸

=y0

)
+ d,

z ńıž plyne, že d = 0. Plat́ı tedy S
(
y1(x)

)
= S

(
y2(x)

)
pro ∀x ∈ I1 ∩ I2 a zároveň

S′(y) = Q(y) 6= 0 na J . Funkce S je tedy na J monotónńı (protože je i spojitá, jak
je zřejmé z jej́ı definice). Tzn. y1(x) = y2(x) pro ∀x ∈ I1 ∩ I2, a řešeńı je tedy dáno
jednoznačně.
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

Př́ıklad 2.11. Řešme rovnici
2yy′ − 4x3 = 0. (2.4)

Rovnice je typu (2.2), kde Q(y) = 2y a P (x) = −4x3 (kde P i Q jsou spojité na R) a jej́ı
řešeńı je tedy podle věty 2.9 implicitně dáno rovnićı∫

P (x)dx+

∫
Q(y)dy = C, kde C ∈ R.

Integraćı této rovnice, tj. −
∫

4x3dx+
∫

2ydy = C, se dostaneme k rovnici

−x4 + y2 = C,

která nám implicitně definuje funkci y = y(x).
Zřejmě plat́ı Q(y) 6= 0⇔ y 6= 0. Podle věty 2.10 procháźı každým bodem roviny R2, který

nelež́ı na př́ımce y = 0, právě jedna integrálńı křivka naš́ı diferenciálńı rovnice. Zvlášt’ je
třeba diskutovat př́ıpad, kdy Q(y) = 0, tj. když nemáme z věty 2.10 zaručenu jednoznačnost.
Dosazeńım do (2.4) se snadno přesvědč́ıme, že body

(
x
0

)
, kde x 6= 0, neprocháźı žádné řešeńı

rovnice (2.4). Bodem
(

0
0

)
procháźı dvě řešeńı, a to y(x) = ±x2 (viz dále).

Jak již bylo poznamenáno, řešeńı naš́ı diferenciálńı rovnice jsou implicitně dána rovnićı
−x4 + y2 = C, kde C ∈ R. Uvažme zvlášt’ následuj́ıćı př́ıpady podle hodnoty konstanty C:

• pro C = 0: y(x) = ±x2 a Dy = R,

• pro C > 0: y(x) = ±
√
C + x4 a Dy = R,

• pro C < 0: y(x) = ±
√
C + x4 a Dy = (−∞,− 4

√
|C|) ∪ ( 4

√
|C|,+∞).

2.3 Rovnice separovatelné

Definice 2.12. Necht’ P1 = P1(x), Q1 = Q1(x), P2 = P2(y) a Q2 = Q2(y) jsou spojité funkce.
Pak rovnice tvaru

P1(x)P2(y) +Q1(x)Q2(y)y′ = 0 (2.5)

se nazývá separovatelná diferenciálńı rovnice 1. řádu.

Poznámka 2.13 (Formálńı postup). Rovnici (2.5), kde P1, Q1 jsou spojité na intervalu
I = (a, b) a P2, Q2 jsou spojité na intervalu J = (c, d), uprav́ıme pro Q1(x), P2(y) 6= 0 do
tvaru

P1(x)

Q1(x)
+
Q2(y)

P2(y)
y′ = 0. (2.6)

Poznamenejme ještě, že jsme provedli obecně neekvivalentńı úpravu. Nemáme totiž zaručeno,
že funkce Q1 a P2 nenabývaj́ı na svých definičńıch oborech (resp. na intervalech I a J)
nulových hodnot. T́ımto problémem se budeme zabývat později.

Rovnice (2.6) je separovaná a můžeme pro jej́ı vyřešeńı použ́ıt postup ze sekce 2.2. Hledaná
funkce y = y(x) je implicitně definovaná vztahem∫

P1(x)

Q1(x)
dx+

∫
Q2(y)

P2(y)
dy = C, kde C ∈ R.

Pro jednoznačnost nav́ıc požadujeme, aby Q2(y) 6= 0 (na intervalu J).
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

Daľśı řešeńı rovnice (2.5) se objevuj́ı v d̊usledku provedeńı neekvivalentńı úpravy. Požadavkem
P2(y) 6= 0 jsme vyloučili všechny takové funkce y, pro něž P2(y(x)) = 0 pro nějaké x ∈ I.
Označme bj ∈ J , kde j = 1, . . . , np, kořeny rovnice P2(y) = 0. Snadno se lze přesvědčit
dosazeńım, že funkce ve tvaru y(x) ≡ bj , pro ∀j ∈ n̂p jsou řešeńım rovnice (2.5).

Dále je třeba vyšetřit př́ıpad, kdy Q1(x) = 0. Označme ai ∈ I, kde i = 1, . . . , nq, kořeny
rovnice Q1(x) = 0. Př́ımky x = ai, i = 1, . . . , nq a y = bj , j = 1, . . . , np rozděluj́ı interval I×J
na částečné otevřené intervaly, kde Q1(x), P2(y) 6= 0. Rovnice (2.5) a (2.6) jsou na těchto
částečných intervalech ekvivalentńı. Takto źıskaná řešeńı je však třeba ručně prozkoumat
z hlediska definičńıho oboru př́ımo na rovnici (2.5).

Řešeńı diferenciálńı rovnice (2.5) jsou tedy funkce y(x) ≡ bj , j = 1, . . . , np, kde č́ısla bj
jsou kořeny rovnice P2(y) = 0, a všechna řešeńı rovnice (2.6), u nichž je ale třeba ručně ověřit
jejich definičńı obor.

Př́ıklad 2.14. Řešme rovnici
y − xy′ = 0. (2.7)

Rovnice je ve tvaru (2.5), kde P1(x) = 1, Q1(x) = x, P2(y) = y a Q2(y) = −1 (všechny
tyto funkce jsou spojité na R). Interval I × J ve smyslu předchoźı poznámky je tedy celé R2.
Předpokládejme, že xy 6= 0. Pak lze (2.7) upravit do tvaru

1

x
− 1

y
y′ = 0. (2.8)

Tato rovnice je již separovaná a jej́ı řešeńı pro xy 6= 0 je implicitně definované rovnićı ln |x| −
ln |y| = C, kde C ∈ R. Věta 2.10 nám nav́ıc zaručuje jednoznačnost tohoto řešeńı. Snadnou
úpravou źıskáme řešeńı ve tvaru

|y(x)| = D |x| , kde D = e−C > 0.

V prvńım a třet́ım kvadrantu lze řešeńı psát ve tvaru y(x) = Dx, zat́ımco ve druhém a čtvrtém
kvadrantu ve tvaru y(x) = −Dx. Tato řešeńı si geometricky představ́ıme jako polopř́ımky
s počátkem v bodě

(
0
0

)
. Bod

(
0
0

)
však na těchto polopř́ımkách nelež́ı. Př́ımky y = 0 a x = 0

řešeńım této rovnice pochopitelně nejsou. Řešeńı lze zřejmě zapsat jednotně

y(x) = Dx, kde D 6= 0, Dy = R− ∪ R+.

Soustřed’me se nyńı na řešeńı rovnice (2.7). Rovnice P2(y) = 0 má právě jeden kořen y1 = 0
a rovnice Q1(x) = 0 má rovněž jeden kořen x1 = 0. Podle předchoźı poznámky je tedy funkce
y(x) ≡ 0 řešeńım rovnice (2.7), což snadno ověř́ıme dosazeńım. Podmı́nka xy 6= 0 rozděluje
R2 na čtyři kvadranty, na nichž jsou rovnice (2.7) a (2.8) ekvivalentńı. Proto zde maj́ı tyto
rovnice stejná řešeńı. Je však třeba ověřit jejich definičńı obor. Snadno zjist́ıme, že funkce
y(x) = Dx, kde D 6= 0 řeš́ı (2.7) na celém R. Proto lze všechna řešeńı zapsat v jednotném
tvaru

y(x) = Dx, ∀x ∈ R, D ∈ R.

Lze si všimnout, že každým bodem R2, který nelež́ı na př́ımce x = 0, procháźı právě jedna
integrálńı křivka. Bodem

(
0
0

)
jich procháźı nekonečně mnoho. Ostatńımi body na př́ımce x = 0

neprocháźı žádná.
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

2.4 Homogenńı diferenciálńı rovnice 1. řádu

Definice 2.15. Funkce F = F (x1, . . . , xn) se nazývá homogenńı stupně k, pokud plat́ı(
∀t ∈ Rr {0}

)(
F (tx1, . . . , txn) = tkF (x1, . . . , xn)

)
, kde k ∈ R.

Př́ıklad 2.16.

1. F (x, y) = x2+y2−xy. Protože F (tx, ty) = t2x2+t2y2−t2xy = t2F (x, y), je F homogenńı
stupně 2.

2. F (x, y, z) = x+ y − z je homogenńı stupně 1 (lineárńı funkce jsou homogenńı stupně 1
př́ımo z definice).

3. F (x, y) =
x2 − xy
y2 − 4x2

, pro y2 − 4x2 6= 0 je homogenńı stupně 0.

4. F (x, y) = x2 − y neńı homogenńı.

5. F (x, y) =
√
x2 + y2 (tj. eukleidovská norma v R2). Potom F (tx, ty) = |t|F (x, y) (což je

definičńı vlastnost normy). V tomto př́ıpadě se také ř́ıká, že F je pozitivně homogenńı
stupně 1. Pokud bychom v definici 2.15 připouštěli pouze t > 0, mohli bychom ř́ıct, že
F je homogenńı stupně 1.

6. F (x, y) = 4
√
x2 + y2. Potom F (tx, ty) =

√
|t|F (x, y) a F je pozitivně homogenńı stupně

1/2.

7. F (x, y) =
√
x, pro x > 0. F je homogenńı stupně 1/2 pro t > 0.

Definice 2.17. Necht’ P = P (x, y), Q = Q(x, y) jsou homogenńı funkce stupně k (na pr̊uniku
svých definičńıch obor̊u, který budiž neprázdný). Pak diferenciálńı rovnice tvaru

P (x, y) +Q(x, y)y′ = 0 (2.9)

se nazývá homogenńı diferenciálńı rovnice stupně k.

Poznámka 2.18 (Formálńı postup). Rovnici typu (2.9) pomáhá řešit substituce
”
y = xu“,

kde u je nová funkce. Chceme tedy provést záměnu proměnných (funkcionálńı úprava). Za
t́ımto účelem definujeme zobrazeńı Φ, které nám právě přechod (x, y) ↔ (t, u) umožńı. Na
zobrazeńı Φ přitom klademe požadavek, aby bylo regulárńı a dostatečně diferencovatelné.
Nápověda pro správné zavedeńı zobrazeńı Φ je právě ve vztahu

”
y = xu“. Položme tedy

x = t a y = tu a potom zřejmě můžeme psát

Φ

(
t
u

)
=

(
t
tu

)
.

Zřejmě plat́ı

Φ′
(
t
u

)
=

(
1 0
u t

)
=⇒ det Φ′

(
t
u

)
= t.

Tj. zobrazeńı Φ je regulárńı právě tehdy, když t 6= 0.
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

Abychom propojili funkčńı závislost y = y(x) ↔ u = u(t) sestav́ıme základńı funkčńı
identitu

y
(
x(t)

)
= tu(t),

kterou lze derivovat podle proměnné t. Levá strana pak bude d
dt

(
y(x(t)

)
= y′(t) d

dt(t) = y′(t).

Pravá strana bude mı́t tvar d
dt

(
tu(t)

)
= u(t) + tu̇(t). Dostaneme se tedy ke vztahu

y′(t) = u(t) + tu̇(t),

který dosad́ıme do rovnice (2.9). T́ım dojdeme ke vztahu

P
(
t, tu(t)

)
+Q

(
t, tu(t)

)(
u(t) + tu̇(t)

)
= 0.

Z homogenity funkćı P a Q plyne

tk
[
P
(
1, u(t)

)
+Q

(
1, u(t)

)(
u(t) + tu̇(t)

)]
= 0.

Protože předpokládáme t 6= 0 (např. kv̊uli regularitě Φ), můžeme rovnici vykrátit výrazem tk

a po snadné úprave dostaneme[
P
(
1, u(t)

)
+Q

(
1, u(t)

)
u(t)

]
+ tQ

(
1, u(t)

)
u̇(t) = 0, (2.10)

což je separovatelná rovnice v proměnných t a u.
Vztah mezi řešeńımi rovnice (2.9) a (2.10) nám dává následuj́ıćı věta.

Věta 2.19. Necht’ M ⊂ R, 0 /∈M je otevřená množina. Je-li u = u(t) řešeńı rovnice (2.10),
pak y(x) = xu(x) je řešeńı rovnice (2.9) na M .

Je-li y = y(x) řešeńı rovnice (2.9), pak u = u(t), kde u(t) = 1
t y(t), je řešeńı rovnice (2.10).

D̊ukaz. Viz předchoźı poznámka. V obou směrech použita regulárńı substituce t = x, tu = y
pro t ∈ M . V prvńım př́ıpadě přejdeme od (2.10) k (2.9) vynásobeńı nenulovým č́ıslem tk.
Při opačném směru budeme č́ıslem tk dělit.

Př́ıklad 2.20. Řešme rovnici
y
(

1 + ln
y

x

)
− xy′ = 0. (2.11)

Zde zřejmě P (x, y) = y (1 + ln(y/x)) a Q(x, y) = −x. Snadno se přesvědč́ıme, že P i Q jsou
homogenńı stupně 1. Ve funkci P se vyskytuje zlomek a logaritmus, což omezuje jej́ı definičńı

obor na množinu DP =
{(

x
y

)
| y/x > 0

}
. Abychom vyhověli podmı́nce y/x > 0, omezujeme

se na I. a III. kvadrant R2.
Jak v́ıme z poznámky 2.18, homogenńı rovnice řeš́ıme substitućı

Φ

(
t
u

)
=

(
t
tu

)
,

která je regulárńı pro t 6= 0 (tato podmı́nka je vzhledem k DP automaticky splněna). Po
dosazeńı dostaneme

tu

(
1 + ln

tu

t

)
− t(u+ tu̇) = 0,
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

odkud po úpravě obdrž́ıme
u lnu− tu̇ = 0, (2.12)

což je separovatelná rovnice.
Rovnici (2.12) úprav́ıme za předpokladu t 6= 0, u 6= 0 a u 6= 1 do tvaru

1

t
− 1

u lnu
u̇ = 0. (2.13)

Předpoklad t 6= 0 je v našem př́ıpadě automaticky splněn a děleńı rovnice výrazem t tedy
bylo ekvivalentńı úpravou. Děleńı výrazem u lnu ovšem ekvivalentńı úpravou nebylo. Funkce
u(t) ≡ 0 zřejmě nevyhovuje (kv̊uli logaritmu), a proto neřeš́ı rovnici (2.12). Funkce u(t) ≡ 1
ale rovnici (2.12) vyhovuje.

Řešeńı rovnice (2.13) jsou diferencovatelné funkce, které vyhovuj́ı rovnici∫
dt

t
−
∫

du

u lnu
= lnC, kde C > 0,

z ńıž po integraci dostaneme
ln |t| − ln |lnu(t)| = lnC.

Odlogaritmováńım tedy obdrž́ıme vztah

|t| = C |lnu(t)| .

Snadno si rozmysĺıme, že pokud řešeńı zaṕı̌seme ve tvaru

u(t) = eDt, kde D ∈ R, t 6= 0,

postihli jsme t́ım všechna řešeńı rovnice (2.12) včetně řešeńı u(t) ≡ 1 pro volbu D = 0.
Všechna řešeńı p̊uvodńı rovnice (2.11) lze tedy zapsat ve tvaru

y(x) = xeDx, kde D ∈ R, x 6= 0.

Poznámka 2.21 (Kvazihomogenńı rovnice). Funkci F = F (x, y) nazvu kvazihomogenńı
funkćı, pokud plat́ı(

∀t ∈ Rr {0}
)(
F (tαx, tβy) = tβ−αF (x, y)

)
, kde α, β ∈ R.

Rovnici tvaru
P (x, y) +Q(x, y)y′ = 0,

kde P = P (x, y), Q = Q(x, y) jsou kvazihomogenńı funkce se stejnými exponenty α, β, nazvu
kvazihomogenńı diferenciálńı rovnićı.

Řešeńı: Pokud β 6= 0, pak lze pomoćı substituce y = x
α
β u rovnici převést na rovnici

separovatelnou. Existence a jednoznačnost řešeńı bude mimo body x = 0 zaručena větou
analogickou 2.19.
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

2.5 Diferenciálńı rovnice tvaru y′ = f
(
ax+by+c
αx+βy+γ

)
Poznámka 2.22. Řeš́ıme rovnici ve tvaru

y′ = f

(
ax+ by + c

αx+ βy + γ

)
, (2.14)

kde f je spojitá funkce (na nějakém intervalu), a, b, c, α, β, γ jsou reálné konstanty. Pro rovnici
v tomto tvaru nemáme žádné zvláštńı pojmenováńı.

Poznámka 2.23 (Formálńı postup). Při řešeńı diferenciálńı rovnice (2.14) rozlǐśıme následuj́ıćı
př́ıpady:

1. Necht’ a = b = α = β = 0. Potom rovnice (2.14) je tvaru

y′ = f

(
c

γ

)
a řešeńım je zřejmě

y(x) = f

(
c

γ

)
x+D, D ∈ R.

2. Necht’ b = β = 0. Pak z (2.14) máme ve tvaru

y′ = f

(
ax+ c

αx+ γ

)
,

což je již separovaná rovnice. Řešeńım tedy je

y(x) =

∫
f

(
ax+ c

αx+ γ

)
dx.

3. Necht’ c = γ = 0. Potom z (2.14) dostaneme

y′ = f

(
ax+ by

αx+ βy

)
,

což je vlastně homogenńı diferenciálńı rovnice. To snadno ověř́ıme, srovnáme-li tuto
rovnici s (2.9). Zjist́ıme

P (x, y) = −f
(
ax+ by

αx+ βy

)
a Q(x, y) = 1

a tedy

P (tx, ty) = −f
(
atx+ bty

αtx+ βty

)
= −f

(
ax+ by

αx+ βy

)
= t0P (x, y).

Vid́ıme, že funkce P i Q jsou homogenńı stupně 0. Naši rovnici řeš́ıme postupem z od-
stavce 2.4.

4. Necht’ b2 + β2 6= 0 a D =

∣∣∣∣a b
α β

∣∣∣∣ = 0.
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

a) Necht’ nav́ıc b 6= 0. Potom z D = aβ − αb = 0 plyne α = βa/b a rovnici (2.14) lze
přepsat do tvaru

y′ = f

(
ax+ by + c

β
b (ax+ by) + γ

)
. (2.15)

Poznamenejme, že funkce z(x) = ax + by(x) má stejnou diferencovatelnost jako
funkce y(x). Daľśım krokem řešeńı je provedeńı substituce Φ : (x, y) 7→ (t, u)
definované následuj́ıćım předpisem

Φ

(
x
y

)
=

(
x

ax+ by

)
.

Transformace Φ je zřejmě regulárńı, protože

Φ′
(
x
y

)
=

(
1 0
a b

)
.

Je zřejmé, že det Φ′
(
x
y

)
6= 0, což znamená regularitu Φ.

Naše základńı funkčńı identita je u(t) = at+by(t) a jej́ı derivace je u̇(t) = a+by′(t)
(y = y(x) derivujeme podle t jako složenou funkci). Touto substitućı převedeme
naši rovnici do tvaru

1

b
(u̇(t)− a) = f

(
u(t) + c
β
b u(t) + γ

)
, (2.16)

což je diferenciálńı rovnice separovatelná.

Můžeme tedy konstatovat, že každému řešeńı y(x) rovnice (2.15) odpov́ıdá řešeńı
u(t) = at+ by(t) rovnice (2.16). Snadno se dokáže i opačné tvrzeńı, že ke každému
řešeńı u(t) rovnice (2.16), existuje řešeńı y(x) rovnice (2.15) takové, že u(x) =
ax+ by(x).

b) Necht’ nyńı b = 0. Zřejmě
(
b = 0 ∧ b2 + β2 6= 0

)
⇒ (β 6= 0). Potom z D = 0

dostaneme aβ = 0, a tedy a = 0. Nyńı je zřejmé, že ax + by = 0 a naše rovnice
přejde do tvaru

y′ = f

(
c

αx+ βy + γ

)
.

Podobně jako v předchoźım př́ıpadě, použijeme regulárńı substituci Φ : (x, y) 7→
(t, u) definovanou

Φ

(
x
y

)
=

(
x

αx+ βy

)
.

A dále pokračujeme analogicky jako v předchoźım př́ıpadě.

5. Necht’

∣∣∣∣a b
α β

∣∣∣∣ 6= 0. Potom soustava

ax0 + by0 + c = 0

αx0 + βy0 + γ = 0
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

má jednoznačně určené řešeńı. Lineárńı transformace Φ : (x, y) 7→ (t, u)

Φ

(
x
y

)
=

(
x− x0

y − y0

)
je zřejmě regulárńı. Základńı funčńı identita je y(x) = y0 + u(x− x0) a jej́ı derivace je
y′(x) = u̇(x− x0). Snadno nahlédneme, že plat́ı

αx+ βy + γ = αx+ βy + γ − (αx0 + βy0 + γ) = α(x− x0) + β(y − y0),

ax+ by + c = ax+ by + c− (ax0 + by0 + c︸ ︷︷ ︸
=0

) = a(x− x0︸ ︷︷ ︸
=t

) + b(y − y0︸ ︷︷ ︸
=u

).

T́ım jsme naši rovnici převedli do tvaru

u̇(t) = f

(
at+ bu

αt+ βu

)
. (2.17)

Řešeńı rovnice v tomto tvaru jsme již provedli v př́ıpadě (3). Snadno ověř́ıme dosazeńım,
že pokud u(t) řeš́ı (2.17), pak y(x) = y0 + u(x− x0) řeš́ı rovnici (2.14). A naopak, je-li
y(x) řešeńım rovnice (2.14), pak funkce u(t) = −y0 + y(x0 + t) řeš́ı rovnici (2.17).

Př́ıklad 2.24. Mějme rovnici

y′ = 2

(
y + 2

x+ y − 1

)2

. (2.18)

Rovnice je typu y′ = f
(
ax+by+c
αx+βy+γ

)
, kde f(s) = 2s2, a = 0, b = 1, c = 2, α = 1, β = 1 a

γ = −1. Snadno si rozmysĺıme, že se jedná o př́ıpad 5.
Soustavě lineárńıch rovnic

0x0 + 1y0 + 2 = 0

1x0 + 1y0 − 1 = 0

vyhovuje řešeńı (x0, y0) = (3,−2). Provád́ıme tedy regulárńı substituci t = x− 3 a u = y+ 2.
T́ım se dostaneme k homogenńı rovnici stupně 0

u̇ = 2

(
u

t+ u

)2

. (2.19)

Porovnáńım s (2.9) zjist́ıme, že P (t, u) = −2
(

u
t+u

)2
a Q(t, u) = 1. Homogenńı rovnice řeš́ıme

substitućı typu
”
u = tw“. Zvoĺıme tedy regulárńı substituci Φ : (s, w) 7→ (t, u) definovanou

Φ

(
s
w

)
=

(
s
sw

)
.

Potom zřejmě plat́ı u̇(s) = w + sẇ(s) a tedy

w + sẇ = 2

(
sw

s+ sw

)2

.
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Tuto rovnici snadno uprav́ıme do tvaru

sẇ = −w(1 + w2)

(1 + w)2
. (2.20)

Jedná se tedy o separovatelnou rovnici.
Předpokládejme, že s 6= 0 a w 6= 0. Potom

1

s
+

(1 + w)2

w(1 + w2)
ẇ = 0, (2.21)

z čehož plyne
ln |s|+ ln |w|+ 2 arctgw = lnC, kde C > 0.

Odlogaritmováńım této rovnice dostaneme

|w(s)| exp (2 arctgw(s)) =
C

|s|
, kde C > 0, (2.22)

což je implicitńı zápis funkce w(s). Tato funkce, je-li diferencovatelná, řeš́ı (2.21) pro s 6= 0.
Protože jsme provedli neekvivalentńı úpravu, je třeba ještě diskutovat řešeńı rovnice (2.20).

Požadovali jsme, aby w 6= 0. Pak funkce w(s) ≡ 0 řeš́ı (2.20) pro všechna s ∈ R, což snadno
ověř́ıme dosazeńım. Toto řešeńı lze postihnout zápisem (2.22), připust́ıme-li v něm nav́ıc
C = 0. Pokud v (2.22) připust́ıme také C < 0, zbav́ıme se absolutńıch hodnot. Můžeme
konstatovat, že diferencovatelné funkce w(s), které řeš́ı rovnici

w(s) exp(2 arctgw(s)) =
C

s
, kde C ∈ R,

jsou řešeńım rovnice (2.20) pro s 6= 0.
Po dosazeńı p̊uvodńıch proměnných obdrž́ıme implicitńı zápis funkce y = y(x), která řeš́ı

p̊uvodńı rovnici (2.18) (je-li diferencovatelná)

(y(x) + 2) exp

(
2 arctg

(
y(x) + 2

x− 3

))
= C, kde C ∈ R.

Definičńı obor funkce y je zřejmě (−∞, 3) ∪ (3,∞). Snadno si rozmysĺıme, že tento zápis
zahrnuje všechna nalezená řešeńı, včetně konstantńıho řešeńı y(x) ≡ −2, které odpov́ıdá
řešeńı w(s) ≡ 0 pro volbu C = 0.

2.6 Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu

Definice 2.25. Necht’ p = p(x), q = q(x) jsou spojité. Pak rovnici ve tvaru

y′ + p(x)y = q(x) (2.23)

nazýváme lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu.
Pokud q(x) ≡ 0, pak (2.23) nazveme lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu bez pravé

strany a má tvar
y′ + p(x)y = 0. (2.24)

Pokud q(x) 6≡ 0, pak (2.23) nazveme lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu s pravou
stranou.
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Poznámka 2.26 (Formálńı postup, rovnice bez pravé strany). Rovnice (2.24) má triviálńı
řešeńı y(x) ≡ 0. Nav́ıc je separovatelná a lze ji řešit postupem ze sekce 2.3. Jej́ı řešeńı je
implicitně dáno rovnićı∫

p(x)dx+

∫
dy

y
= C, tj. po integraci

∫
p(x)dx+ ln |y(x)| = C,

kde C ∈ R je integračńı konstanta. Odlogaritmováńım posledńı rovnosti dostaneme vztah
|y(x)| exp

(∫
p(x)dx

)
= D, kde D = eC > 0. Snadno si rozmysĺıme, že jednotný zápis řešeńı,

zahrnuj́ıćı všechny uvedené alternativy je následuj́ıćı

y(x) = De−
∫
p(x)dx, kde D ∈ R.

Uvedené řešeńı nazýváme obecné řešeńı rovnice (2.24).

Věta 2.27. Necht’ p = p(x) je spojitá na (a, b). Pak pro každé
(
x0
y0

)
∈ (a, b)×R existuje právě

jedno řešeńı y = y(x) úlohy
y′ + p(x)y = 0

y(x0) = y0
(2.25)

na (a, b).

D̊ukaz. Je třeba dokázat existenci a jednoznačnost.

(I) Nejprve dokážeme existenci (viz také poznámka 2.26). Uvažme př́ıpad y0 = 0. Potom
řešeńı má zřejmě tvar y(x) ≡ 0, ∀x ∈ (a, b). Necht’ dále y0 6= 0. Pak řešeńım je funkce
y(x) = D exp

{
−
∫
p(x)dx

}
, pro každé x ∈ (a, b), D ∈ R.

Konstantu D je třeba určit. Uvažme proto počátečńı podmı́nku ve tvaru y(x0) = y0.
Potom zřejmě muśı platit D = y0 exp

{∫
p(x)dx|x=x0

}
. Dostáváme tak výsledné řešeńı

ve tvaru

y(x) = y0 exp

−
x∫

x0

p(ξ)dξ

 .

(II) Nyńı dokažme jednoznačnost. Předpokládejme, že jsme podle předchoźı části d̊ukazu a

podle poznámky 2.26 źıskali řešeńı y1(x) = y0 exp
{
−
∫ x
x0
p(ξ)dξ

}
(separaćı proměnných).

Předpokládejme dále, že existuje nějaké řešeńı y2. O těchto řešeńıch ukážeme, že jsou
shodná. Protože y1 a y2 řeš́ı úlohu (2.25), plat́ı

y′1 + p(x)y1 = 0

y1(x0) = y0

a
y′2 + p(x)y2 = 0

y2(x0) = y0

Dále definujeme funkci u = u(x) následuj́ıćım předpisem

u(x) = y2(x) exp


x∫

x0

p(ξ)dξ

 ,
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zkoumejme jej́ı chováńı pomoćı prvńı derivace.

u′(x) = y′2(x) exp


x∫

x0

p(ξ)dξ

+ y2(x) exp


x∫

x0

p(ξ)dξ

 p(x) =

= (y′2(x) + y2(x)p(x)︸ ︷︷ ︸
=0

) exp


x∫

x0

p(ξ)dξ

 = 0.

To ale znamená, že u je konstantńı (tzn. (∃C ∈ R) (∀x ∈ (a, b)) (u(x) = C)). Konstantu
C lze přitom určit z počátečńıch podmı́nek u(x0) = y2(x0) = y0, a tedy C = y0. Odtud
zřejmě dostáváme

y2(x) exp


x∫

x0

p(ξ)dξ

 = y0,

což po zřejmé úpravě dává vztah

y2(x) = y0 exp

−
x∫

x0

p(ξ)dξ

 .

Pro libovolné dvě řešeńı y1 a y2 tedy plat́ı y1(x) = y2(x) pro ∀x ∈ (a, b), což už znamená
jednoznačnost.

Poznámka 2.28. Z d̊ukazu předchoźı věty vyplývá, že počátečńı podmı́nce y(x0) = 0 vždy
odpov́ıdá řešeńı y(x) = 0, ∀x ∈ (a, b).

Poznámka 2.29 (Formálńı postup, rovnice s pravou stranou). Pro řešeńı rovnice s pravou
stranou se použ́ıvá metoda variace konstanty. Aplikace zmı́něné metody na tuto úlohu
spoč́ıvá v tom, že ve vztahu pro obecné řešeńı rovnice (2.24) předpokládáme, že D již neńı
konstanta, ale je funkćı proměnné x, tj. D = D(x). Řešeńı pak předpokládáme ve tvaru

y(x) = D(x) exp

{
−
∫
p(x)dx

}
.

Dosad́ıme-li předpokládáný tvar řešeńı do rovnice (2.23) dostaneme

D′(x) exp{ · · · }+D(x) exp{ · · · }(−p(x)) + p(x)D(x) exp{ · · · } = q(x).

Druhý a třet́ı sč́ıtanec na levé straně se navzájem vyruš́ı a dostaneme vztah pro D′(x)

D′(x) = q(x) exp

{∫
p(x)dx

}
,

odkud integraćı urč́ıme D(x).
Obecné řešeńı rovnice s pravou stranou potom je

y(x) =

[∫
q(x) exp

{∫
p(x)dx

}
dx

]
· exp

{
−
∫
p(x)dx

}
. (2.26)

Uvědomme si, že v části
[∫
q(x) exp

{∫
p(x)dx

}
dx
]

je schována i integračńı konstanta (jedná
se o neurčitý integrál) a je zde tedy i zabudováno řešeńı rovnice bez pravé strany.

22
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Poznámka 2.30. Poznamenejme ještě, že řešeńı rovnice s pravou stranou se často zapisuje ve
tvaru součtu obecného řešeńı rovnice bez pravé strany a partikulárńıho řešeńı rovnice s pravou
stranou (viz řešeńı lineárńıch rovnic [4]).

Věta 2.31. Necht’ p = p(x) a q = q(x) jsou spojité na (a, b). Pak pro každé
(
x0
y0

)
∈ (a, b)×R

existuje právě 1 řešeńı úlohy
y′ + p(x)y = q(x)

y(x0) = y0
(2.27)

na (a, b).

D̊ukaz. Podobně jako v předchoźı větě, je i zde třeba dokázat existenci a jednoznačnost.

(I) Dokažme existenci za pomoci poznámky 2.29. Pomoćı separace proměnných a metody
variace konstanty navrhneme řešeńı úlohy (2.27) ve tvaru

y(x) =

 x∫
x0

q(ξ) exp


ξ∫

x0

p(τ)dτ

dξ +D

 exp

−
x∫

x0

p(ξ)dξ

 .

Z tohoto vztahu ihned plyne y(x0) = D a vzhledem k počátečńı podmı́nce zřejmě
D = y0. Funkce y = y(x) řeš́ı úlohu (2.27).

(II) Při dokazováńı jednoznačnosti se postupuje obvyklým zp̊usobem. Předpokládáme, že
jsme našli řešeńı y1 ve tvaru z předchoźı části d̊ukazu. Dále předpokládáme, že máme
nějaké daľśı řešeńı y2, o němž ukážeme, že muśı být shodné s řešeńım y1, č́ımž bude
jednoznačnost dokázána. Pro funkce y1 a y2 tedy plat́ı

y′1 + p(x)y1 = q(x)

y1(x0) = y0

a
y′2 + p(x)y2 = q(x)

y2(x0) = y0

Odečteńım př́ıslušných rovnic źıskáme

(y1 − y2︸ ︷︷ ︸
ozn. z

)′ + p(x)(y1 − y2) = 0,

(y1 − y2)(x0) = 0.

Označme z = y1 − y2. Pro takto definovanou funkci z tedy dostáváme

z′ + p(x)z = 0,

z(x0) = 0.

Pro funkci z tedy řeš́ıme úlohu ve tvaru (2.25). Tato úloha však má právě jedno řešeńı,
a to z(x) ≡ 0, ∀x ∈ (a, b). Odtud y1(x) = y2(x), ∀x ∈ (a, b). T́ım je však jednoznačnost
dokázána.

Př́ıklad 2.32. Elektrický obvod.
Mějmě RL obvod (viz obr. 2.2). Označme E napět́ı, R elektrický odpor, L indukčnost a J

elektrický proud. Předpokládejme, že pr̊uběh připojeného napět́ı je dán vztahem

E(t) = E0 sinωt,
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E L

R

Obrázek 2.2: RL obvod.

a necht’ počátečńı stav proudu v čase t0 = 0 je J(0) = J0.
Z Kirchhoffových zákon̊u dostaváme pro tento obvod rovnici

L
dJ

dt
+RJ = E(t).

Při řešeńı této diferenciálńı rovnice postupujeme tak, že nejprve najdeme řešeńı př́ıslušné
rovnice bez pravé strany (separaćı proměnných) a poté metodou variace konstanty najdeme
obecné řešeńı rovnice s pravou stranou. Na závěr je třeba určit integračńı konstantu z počátečńı
podmı́nky.

Řešeńı rovnice bez pravé strany je zřejmě

J(t) = αe−
R
L
t, kde α ∈ R.

Pro použit́ı metody variace konstanty předpokládáme, že α = α(t) a tedy, že řešeńı rovnice
bez pravé strany je ve tvaru

J(t) = α(t)e−
R
L
t.

Toto řešeńı dosad́ıme do p̊uvodńı diferenciálńı rovnice (s pravou stranou), abychom dostali
vztah

L

(
α′(t)e−

R
L
t + α(t)e−

R
L
t

(
−R
L

))
+Rα(t)e−

R
L
t = E(t),

odkud po úpravě

α′(t) =
1

L
E(t)e

R
L
t.

Integraćı posledńı rovnice dostaneme

α(t) =
E0

L

t∫
0

sinωτ e
R
L
τdτ = · · ·︸︷︷︸

per partes

=
E0

R2 + L2ω2
e
R
L
t [R sinωt− Lω cosωt] .

Dospěli jsme tedy k řešeńı

J(t) =
E0

R2 + L2ω2

[
R sinωt− Lω cosωt

]
︸ ︷︷ ︸

partikulárńı řešeńı

+De−
R
L
t,
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kde je ještě třeba určit integračńı konstantu D z počátečńıch podmı́nek

J(0) = J0 =
E0

R2 + L2ω2
(−Lω) +D.

Řešeńı úlohy

L
dJ

dt
+RJ = E0 sinωt

J(0) = J0

tedy je

J(t) =
E0

R2 + L2ω2

[
R sinωt− Lω cosωt

]
+

[
J0 +

E0Lω

R2 + L2ω2

]
e−

R
L
t.

Polož́ıme-li R =
√
R2 + L2ω2 cos γ a L =

√
R2 + L2ω2 sin γ, lze psát

R sinωt− Lω cosωt =
√
R2 + L2ω2 sin(ωt− γ),

odkud je patrné, že přiložené napět́ı vybud́ı v RL obvodu proud se stejnou frekvenćı a
s fázovým zpožděńım γ.

2.7 Bernoulliho diferenciálńı rovnice

Definice 2.33. Necht’ p = p(x) a q = q(x) jsou spojité na (a, b), α ∈ Rr {0, 1}. Pak rovnice
ve tvaru

y′ + p(x)y = q(x)yα (2.28)

se nazývá Bernoulliho1 diferenciálńı rovnice 1. řádu.

Poznámka 2.34. V definici jsme zd̊uraznili, že α 6= 0, 1. Pro α = 0 je rovnice (2.28) lineárńı
diferenciálńı rovnice s pravou stranou. Pro α = 1 dostáváme lineárńı diferenciálńı rovnici
bez pravé strany. Tyto rovnice byly řešeny v předchoźım odstavci. Stejně tak bychom zřejmě
mohli požadovat, aby q(x) 6≡ 0 na (a, b).

Poznámka 2.35. Pro α > 0 připoušt́ıme také y(x) = 0. Funkce y(x) ≡ 0 je v tomto př́ıpadě
řešeńım rovnice (2.28) na (a, b).

Poznámka 2.36 (Formálńı postup). Necht’ y 6= 0 (vzhledem k předchoźım poznámkám si
tento předpoklad zřejmě můžeme dovolit). Vyděleńım výrazem yα převedeme rovnici (2.28)
do tvaru

y−αy′ + p(x)y1−α = q(x).

Provedeme substituci Φ : (x, y) 7→ (t, u) definovanou

Φ

(
x
y

)
=

(
x

y1−α

)
.

Požadujeme, aby substituce Φ byla regulárńı neboli požadujeme, aby det Φ′
(
x
y

)
6= 0.

Φ′
(
x
y

)
=

(
1 0
0 (1− α)y−α

)
=⇒ det Φ′

(
x
y

)
= (1− α)y−α.

1Jakob Bernoulli (1654–1705), švýcarský matematik.
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Protože od začátku předpokládáme, že α 6= 1 a y 6= 0, je det Φ′
(
x
y

)
zřejmě nenulový a

transformace Φ je proto regulárńı.
Základńı funkčńı identita je u(x) = y1−α(x). Zderivujeme základńı identitu podle parame-

tru x a dostaneme u̇(x) = (1− α)y−α(x)y′(x). Z těchto vztah̊u lze dosadit do rovnice (2.28)
za y1−α(x) a y−α(x)y′(x), č́ımž dostaneme

1

1− α
u̇(t) + p(t)u(t) = q(t),

odkud po snadné úpravě

u̇(t) + (1− α)p(t)u(t) = (1− α)q(t). (2.29)

To je ovšem lineárńı diferenciálńı rovnice s pravou stranou (typu (2.23)).

Věta 2.37. Necht’ α 6= 0, 1, p = p(x) a q = q(x) jsou spojité na (a, b), q(x) 6≡ 0 na (a, b).

(I) Necht’ u = u(t) řeš́ı rovnici (2.29). Pak každá funkce y = y(x) daná na I ⊂ (a, b)
vztahem y1−α(x) = u(x), y(x) 6= 0 na I, a maj́ıćı derivaci y′ na I, řeš́ı rovnici (2.28)
na I.

(II) Pokud y = y(x) je řešeńı rovnice (2.28) na I ⊂ (a, b) takové, že y(x) 6= 0 na I, pak
funkce u(t) = y1−α(t) je na intervalu I řešeńı rovnice (2.29).

D̊ukaz. Věta je d̊usledkem předchoźı poznámky a existenčńı věty pro (2.29).

Poznámka 2.38. Př́ıpadná platnost řešeńı vně I (v rámci (a, b)) se ověřuje na základě
konkrétńı podoby rovnice (2.28).

Př́ıklad 2.39. Mějme rovnici
xy′ − y = x2y−1,

která je ještě v o něco obecněǰśım tvaru než rovnice (2.28) (y′ je násobeno proměnnou x). Jinak
rovnice opov́ıdá tvarem rovnici (2.28), kde α = −1. Odtud ovšem plyne, že y(x) ≡ 0 nemůže
být řešeńım této rovnice. Na řešeńı máme podmı́nku y(x) 6= 0 pro všechna x z relevantńıho
rozsahu, který eventuelně najdeme během řešeńı rovnice.

Násobeńı rovnice závisle proměnnou y vede na tvar

xyy′ − y2 = x2.

Provedeme regulárńı substituci Φ : (x, y) 7→ (u, t) takovou, že t = x a u = y2. Základńı funkčńı
identita je potom u(x) = y2(x) a pro derivaci dostáváme u̇(x) = 2y(x)y′(x). Po dosazeńı do
p̊uvodńı rovnice dostáváme lineárńı diferenciálńı rovnici s pravou stranou

t

2
u̇(t)− u(t) = t2,

kterou řeš́ıme standardńım postupem z odstavce 2.6, tj. separaćı a metodou variace konstanty.
Pro rovnici bez pravé strany dostáváme

t

2
u̇(t)− u(t) = 0 =⇒ u̇

u
=

2

t
.

26
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Funkce u pak zřejmě muśı vyhovovat rovnici ln |u| = 2 ln |t|+ C, kde C ∈ R a tedy

u(t) = Dt2, kde D 6= 0.

Řešeńı rovnice s pravou stranou pak předpokládáme ve tvaru

u(t) = D(t)t2.

Řešeńı dosad́ıme do př́ıslušné rovnice, č́ımž obdrž́ıme rovnost

t

2
(Ḋ(t)t2 +D(t)2t)−D(t)t2 = t2.

Pro derivaci Ḋ(t) jsme tedy dostali Ḋ(t) = 2/t. Integrace právě uvedené rovnosti vede na

D(t) = 2 ln |t|+ E, kde E ∈ R.

Potom zřejmě u(t) = (ln t2 + E)t2 a po zpětném dosazeńı

y(x) = |x|
√

lnx2 + E,

kde definičńı obor y je dán konstantou E a bodem x = 0. Zřejmě totiž x 6= 0, protože v bodě
x = 0 nemá funkce y derivaci a zároveň požadavek y(x) 6= 0 vede na podmı́nku lnx2 +E > 0.

2.8 Riccatiho diferenciálńı rovnice

Definice 2.40. Necht’ funkce a0 = a0(x), a1 = a1(x), a2 = a2(x) jsou spojité na (a, b). Pak
rovnice ve tvaru

y′ = a0(x) + a1(x)y + a2(x)y2 na (a, b) (2.30)

se nazývá Riccatiho2 diferenciálńı rovnice 1. řádu.

Poznámka 2.41. Pro a0(x) ≡ 0 je (2.30) Bernoulliho rovnice (s α = 2). Pro a2(x) ≡ 0 je
(2.30) lineárńı diferenciálńı rovnice s pravou stranou.

Poznámka 2.42. Z pozděǰśı existenčńı teorie vyplyne, že počátečńı úloha

y′ = a0(x) + a1(x)y + a2(x)y2

y(x0) = y0

má jednoznačné řešeńı.
Riccatiho rovnice je analyticky řešitelná v př́ıpadech, které uvedeme dále.

Poznámka 2.43. Pokus o úpravy rovnice (2.30).

1. Záměna nezávisle proměnné.

Provedeme transformaci Φ : (t, u) 7→ (x, y) definovanou vztahem

Φ

(
t
u

)
=

(
ϕ(t)
u

)
.

2Jacopo Francesco Riccati (1676–1754), italský matematik.
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Za účelem ověřeńı regularity Φ sestav́ıme matici derivace Φ v bodě (t, u) a spočteme
jej́ı determinant

Φ′
(
t
u

)
=

(
ϕ̇(t) 0

0 1

)
=⇒ det Φ′

(
t
u

)
= ϕ̇(t)

Vid́ıme, že uvažovaná transformace je regulárńı právě tehdy, když ϕ̇(t) 6= 0.

Sestav́ıme základńı funkčńı identitu y
(
ϕ(t)

)
= u(t), odkud y′

(
ϕ(t)

)
ϕ̇(t) = u̇(t). Uvedené

vztahy dosad́ıme do (2.30) a po vynásobeńı ϕ̇(t) dostaneme

u̇(t) = ϕ̇(t)a0

(
ϕ(t)

)
+ ϕ̇(t)a1

(
ϕ(t)

)
u(t) + ϕ̇(t)a2

(
ϕ(t)

)
u2(t),

což je opět rovnice ve tvaru (2.30). Vid́ıme tedy, že libovolné přeškálováńı nezávisle
proměnné vede opět k Riccatiho rovnici.

2. Substituce závisle proměnné.

Zavedeme substituci

Φ

(
t
u

)
=

(
t

αu+β
γu+δ

)
,

kde α, β, γ, δ jsou spojité funkce proměnné t, na které dále klademe požadavek∣∣∣∣α(t) β(t)
γ(t) δ(t)

∣∣∣∣ 6= 0.

U transformace Φ je jako obvykle třeba ověřit regularitu. Matice derivace zobrazeńı Φ
je

Φ′
(
t
u

)
=

(
1 0

d
dt

(
αu+β
γu+δ

)
α(γu+δ)−γ(αu+β)

(γu+δ)2

)
.

Odtud plyne požadavek

det Φ′
(
t
u

)
=
α(γu+ δ)− γ(αu+ β)

(γu+ δ)2
=

αδ − γβ
(γu+ δ)2

6= 0.

Základńı funkčńı identita je

y(x) =
α(x)u(x) + β(x)

γ(x)u(x) + δ(x)

a pro derivaci tedy dostaneme

y′(x) =

[
α′(x)u(x) + α(x)u′(x) + β′(x)

][
γ(x)u(x) + δ(x)

][
γ(x)u(x) + δ(x)

]2 −

−
[
α(x)u(x) + β(x)

][
γ′(x)u(x) + γ(x)u′(x) + δ′(x)

][
γ(x)u(x) + δ(x)

]2 .

Z posledńıch dvou vztah̊u dosad́ıme do (2.30) a pro pravou stranu rovnice obdrž́ıme
vztah

R.H.S. = a0(t) + a1(t)
α(t)u(t) + β(t)

γ(t)u(t) + δ(t)
+ a2(t)

(
α(t)u(t) + β(t)

γ(t)u(t) + δ(t)

)2

.

28
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Po vynásobeńı celé rovnice nenulovým výrazem (γu+ δ)2 a zřejmé úpravě dostaneme

(αδ − γβ)u′ = (−β′δ + βδ′ + a0δ
2 + a1βδ + a2β

2) +

+(−α′δ + βγ′ − β′γ + αδ′ + 2a0γδ + a1αδ + a1βγ + 2a2αβ)u+

+(−α′γ + αγ′ + a0γ
2 + a1αγ + a2α

2)u2.

Vzhledem k tomu, že podle předpokladu αδ−γβ 6= 0, je výsledná rovnice opět ve tvaru
(2.30).

3. Kanonický tvar Riccatiho rovnice.

Definice 2.44. Rovnice (2.30) má kanonický tvar, právě když(
∀x ∈ (a, b)

)(
a2(x) = ±1 ∧ a1(x) ≡ 0

)
.

Převod rovnice (2.30) do kanonického tvaru provedeme pomoćı substituce

Φ

(
t
u

)
=

(
t

ω(t)u+ α(t)

)
.

Protože

Φ′
(
t
u

)
=

(
1 0

ω̇(t)u+ α̇(t) ω(t)

)
=⇒ det Φ′

(
t
u

)
= ω(t),

plyne z požadavku na regularitu Φ podmı́nka ω(t) 6= 0.

Základńı funkčńı identita je y(x) = ω(x)u(x) + α(x), odkud pro derivaci dostaneme
y′(x) = ω′(x)u(x) + ω(x)u′(x) + α′(x). Z těchto vztah̊u dosad́ıme do p̊uvodńı rovnice
(2.30) a źıskáme vztahy

L.H.S. = ω′(t)u(t) + ω(t)u′(t) + α′(t),

R.H.S. = a0(t) + a1(t)ω(t)u(t) + a1(t)α(t) + a2(t)ω2(t)u2(t) +

+2a2(t)α(t)ω(t)u(t) + a2(t)α2(t).

Po zřejmých úpravách pak dostaneme

u′(t) =
1

ω(t)

([
a0(t) + a1(t)α(t) + a2(t)α2(t)− α′(t)

]
+

+
[
a1(t)ω(t) + 2a2(t)α(t)ω(t)− ω′(t)

]
u(t) +

+a2(t)ω2(t)u2(t)
)
.

Při převodu do kanonického tvaru jsme podle definice požadovali splněńı následuj́ıćıch
dvou podmı́nek

1

ω(t)
a2(t)ω2(t) = ±1,

a1(t)ω(t) + 2a2(t)α(t)ω(t)− ω′(t) = 0.
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Odtud pro neznámé funkce ω(t) a α(t) plynou vztahy

ω(t) = ± 1

a2(t)
,

α(t) =
1

2

[
−a1(t)

a2(t)
+

(
1

a2(t)

)′ ]
.

Věta 2.45 (Řešeńı Riccatiho rovnice při znalosti jednoho řešeńı). Necht’ y1 = y1(x) je řešeńı
(2.30) na (a, b). Pak ostatńı řešeńı lze naj́ıt integraćı (řešeńım) lineárńı rovnice s pravou
stranou.

D̊ukaz. Necht’ funkce y1 = y1(x) řeš́ı rovnici (2.30) na (a, b). Hledáme nějaké jiné řešeńı
y 6= y1. Provedeme substituci x = t a u = 1/(y − y1), tj.

Φ

(
x
y

)
=

(
x
1

y−y1(x)

)
.

Opět nás zaj́ımá regularita této transformace. Proto sestav́ıme matici derivace Φ

Φ′
(
x
y

)
=

(
1 0

y′1(x)
(y−y1(x))2

− 1
(y−y1(x))2

)
.

Odtud zřejmě det Φ′
(
x
y

)
= − 1(

y − y1(x)
)2 6= 0 a tedy transformace Φ je regulárńı.

Základńı funkčńı identita je

y(x) = y1(x) +
1

u(x)

a jej́ı derivaćı podle proměnné x dostaneme

y′(x) = y′1(x)− 1

u2(x)
u̇(x).

Dosad́ıme-li z obou uvedených vztah̊u za y a y′ v rovnici (2.30), dostaneme

y′1(x)− 1

u2(x)
u̇(x) = a0(x) + a1(x)

(
y1(x) +

1

u(x)

)
+ a2(x)

(
y2

1(x) + 2
y1(x)

u(x)
+

1

u2(x)

)
.

Při daľśıch úpravách posledńı rovnosti si uvědomı́me, že podle předpoklad̊u plat́ı y′1(x) =
a0(x) + a1(x)y1(x) + a2(x)y2

1(x). Rovněž také v́ıme, že u(x) 6= 0 a lze tedy celou rovnost
vynásobit výrazem −u2(x), č́ımž źıskáme

u̇(x) = −a1(x)u(x)− 2a2(x)y1(x)u(x)− a2(x).

Odtud, po drobných úpravách a záměně t = x, vyplývá rovnost

u̇(t) +
[
a1(t) + 2a2(t)y1(t)

]
u(t) = −a2(t)

Tato rovnice je lineárńı diferenciálńı s pravou stranou a lze ji řešit obvyklým postupem. T́ım
je ovšem věta dokázána.
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Př́ıklad 2.46. Řešme diferenciálńı rovnici

y′ = 2x+ x3y − xy2.

Jedná se zřejmě o Riccatiho rovnici pro a0(x) = 2x, a1(x) = x3 a a2(x) = −x. Můžeme
si také všimnout, že funkce y1(x) = x2 řeš́ı na R tuto rovnici. Potom lze postupovat podle
d̊ukazu předchoźı věty a regulárńı substitućı t = x a u = 1/(y − y1(x)) převést rovnici do
tvaru

u̇− t3u = t,

což je lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu s pravou stranou. Tu už umı́me snadno vyřešit.
Jej́ım řešeńım je

u(t) =

[∫
t exp

{
− t

4

4

}
dt+ α

]
exp

{
t4

4

}
, α ∈ R.

Nyńı stač́ı provést zpětnou substituci, č́ımž dostaneme

y(x) = x2 +
1

u(x)
= x2 +

[∫
x exp

{
−x

4

4

}
dx+ α

]−1

exp

{
−x

4

4

}
,

kde α ∈ R. Nalezli jsme tedy jedno řešeńı y1(x) = x2 a všechna ostatńı řešeńı jsme dostali ve
tvaru y(x).

Věta 2.47 (Převod na LDR 2. řádu). Necht’ a0 = a0(x), a1 = a1(x), a2 = a2(x) a a′2(x) jsou
spojité na (a, b) a a2(x) 6= 0.

(I) Necht’ y = y(x) řeš́ı (2.30). Pak funkce

u(x) = exp

{
−
∫
a2(x)y(x)dx

}
řeš́ı rovnici

a2(t)ü−
[
a′2(t) + a1(t)a2(t)

]
u̇+ a0(t)a2

2(t)u = 0 (2.31)

na intervalu (α, β) ⊂ (a, b).

(II) Necht’ naopak u = u(t) řeš́ı (2.31) na (γ, δ) ⊂ (a, b), u(t) 6= 0 ∀t ∈ (γ, δ). Pak funkce

y(x) = − u̇(x)

a2(x)u(x)

řeš́ı p̊uvodńı rovnici (2.30) na intervalu (γ, δ).

D̊ukaz.

(I) Necht’ y = y(x) řeš́ı (2.30). Provedeme funkcionálńı substituci ve tvaru

u(t) = exp

{
−
∫
a2(x)y(x)dx

∣∣∣∣
x=t

}
.
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Uvedený vztah zároveň představuje funkčńı identitu. Abychom mohli dosadit do rovnice
(2.30), muśıme si z funkčńı identity vyjádřit y a y′. Zřejmě tedy

u̇(t) =
[
−a2(t)y(t)

]
exp

{
−
∫
a2(x)y(x)dx

∣∣∣∣
x=t

}
,

a protože a2(t) 6= 0 lze psát

y(t) = − u̇(t)

a2(t)
exp

{∫
a2(x)y(x)dx

}
︸ ︷︷ ︸

= 1
u(t)

= − u̇(t)

a2(t)u(t)
.

Pro y′ dostaneme

y′(t) = −
ü(t)a2(t)u(t)− u̇(t)a′2(t)u(t)−

(
u̇(t)

)2
a2(t)(

a2(t)u(t)
)2 .

Vzhledem k tomu, že a2(t) 6= 0 (podle předpokladu) a u(t) 6= 0 (u je exponenciela),

lze rovnici (2.30) po dosazeńı za y a y′ násobit výrazem
(
a2(t)u(t)

)2
. Po snadných

úpravách pak dostáváme výslednou rovnost

a2(t)ü(t)−
[
a′2(t) + a1(t)a2(t)

]
u̇(t) + a0(t)a2

2(t)u(t) = 0.

Funkce u = u(t) tedy řeš́ı rovnici (2.31), což jsme chtěli dokázat.

(II) Necht’ naopak u = u(t) řeš́ı rovnici (2.31) na (γ, δ) ⊂ (a, b), u(t) 6= 0 ∀t ∈ (γ, δ). Funkce
u řeš́ı diferenciálńı rovnici 2. řádu a je tud́ıž dvakrát diferencovatelná. Položme

y(x) = − u̇(x)

a2(x)u(x)

a podle postupu v předchoźı části d̊ukazu zpětně snadno ověř́ıme, že y = y(x) řeš́ı
rovnici (2.30) na (γ, δ).

Poznámka 2.48. Speciálńı tvar Riccatiho rovnice je

y′ + ay2 = bxα, kde a, b 6= 0, α ∈ R. (2.32)

Pro následuj́ıćı volby parametr̊u umı́me rovnici (2.32) řešit analyticky:

1. Necht’ α = 0. Potom je rovnice (2.32) separovatelná.

2. Necht’ α = −2. Potom má rovnice (2.32) tvar

y′ + ay2 =
b

x2
.

Provedeme substituci Φ : (t, u) 7→ (x, y), takovou, že x = t a y = 1/u. Ověř́ıme jej́ı
regularitu

Φ′
(
t
u

)
=

(
1 0
0 −1/u2

)
.
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Potom det Φ′
(
t
u

)
= − 1

u2
6= 0, a tedy transformace je regulárńı.

Základńı funkčńı identita má tvar

y(x) =
1

u(x)
,

odkud

y′(x) = − 1

u2(x)
u̇(x).

Dosad́ıme do rovnice (2.32) za y a y′ a po zřejmých úpravách dostáváme

u̇(t)− a+ b
u2(t)

t2
= 0.

Tato rovnice je ve tvaru (2.9), kde P (t, u) = −a+bu2/t2 a Q(t, u) = 1. Snadno ověř́ıme,
že se jedná o rovnici homogenńı stupně 0.

3. Pro některé daľśı hodnoty parametru α (které urč́ıme později), lze s výhodou zavést
substituci tvaru

y = ωu+ δ,

kde ω = ω(t) a δ = δ(t) jsou zat́ım neznámé funkce. Už v́ıme, že tato substituce převád́ı
Riccatiho rovnici v jinou Riccatiho rovnici (viz poznámka 2.43). Budeme požadovat, aby
tato nová Riccatiho rovnice byla opět ve speciálńım tvaru (2.32). Regularitu navrhované
substituce jsme již ověřili (poznámka 2.43). V tomto speciálńım př́ıpadě vede požadavek
na regularitu k podmı́nce ω(t) 6= 0.

Základńı funkčńı vztah máme ve tvaru

y(t) = ω(t)u(t) + δ(t)

a pro derivaci y′ plat́ı
y′(t) = ω̇(t)u(t) + ω(t)u̇(t) + δ̇(t).

Po dosazeńı a úpravě p̊uvodńı rovnice (2.32) dostáváme

ωu̇+ (ω̇ + 2aωδ)u+ aω2u2 = btα − δ̇ − aδ2. (2.33)

Má-li být uvedená rovnice opět ve tvaru (2.32), muśı být zřejmě splněny podmı́nky

ω̇ + 2aωδ = 0,

δ̇ + aδ2 = 0.

Tyto podmı́nky představuj́ı soustavu diferenciálńıch rovnic a funkce ω a δ muśı být
jej́ım řešeńım. Druhá rovnice je separovatelná a snadno ověř́ıme, že jej́ım řešeńım je
např. funkce δ(t) = 1/at. Dosad́ıme-li nalezenou funkci δ do prvńı rovnice, převedeme
ji t́ım rovněž na rovnici separovatelnou a opět snadno ověř́ıme, že funkce ω(t) = 1/t2

této rovnici vyhovuje.

Nyńı jsme určili p̊uvodně neznámé funkce ω a δ a naše substituce má tedy tvar

y =
1

t2
u+

1

at
.
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Pokračujeme v úpravách rovnice (2.33), kterou po dosazeńı za ω(t) a δ(t) a vynásobeńı
nenulovým výrazem t2 převedeme do tvaru

u̇+
a

t2
u2 = btα+2, (2.34)

což je sice Riccatiho rovnice, ale stále neńı v požadovaném speciálńım tvaru. Provedeme
proto daľśı substituci Φ : (t, u) 7→ (s, w) definovanou vztahem

Φ

(
t
u

)
=

(
tα+3

1/u

)
.

Obvyklým zp̊usobem vyšetř́ıme regularitu transformace Φ. Tak zjist́ıme, že transformace
Φ je regulárńı právě tehdy, když (α+3)tα+2/u2 6= 0. Zřejmě tedy muśı platit, že α 6= −3,
t 6= 0 (splněńı této podmı́nky již ale máme zajǐstěno) a u 6= 0.

Základńı funkčńı identita je

w
(
tα+3

)
=

1

u(t)

a jej́ı derivaćı podle proměnné t źıskáme

w′
(
tα+3

)
(α+ 3)tα+2 = − 1

u2(t)
u̇(t).

Z posledńıch dvou vztah̊u vyjádř́ıme u(t) a u̇(t) a dosad́ıme do rovnice (2.34), č́ımž
źıskáme

− 1

w2
w′(α+ 3)tα+2 +

a

t2
1

w2
= btα+2,

odkud po snadných úpravách źıskáme

w′ +
b

α+ 3
w2 =

a

α+ 3
t−α−4.

V posledńı rovnici ještě přejdeme od t k s

w′ +
b

α+ 3
w2 =

a

α+ 3
s−

α+4
α+3 . (2.35)

Posledńı rovnice již je v požadovaném speciálńım tvaru (2.32). Můžeme si všimnout,
že při transformaci proměnných se nám rovněž transformovaly koeficienty a a b, ale
předevš́ım exponent z α na α1 = −(α+ 4)/(α+ 3).

Může se stát, že exponent α1 je roven 0 nebo −2. Potom rovnici (2.35) umı́me řešit.
Pokud nenastane ani jeden z těchto př́ıpad̊u, můžeme zopakovat předchoźı postup, po-
moćı něhož dostaneme daľśı exponent α2. S t́ımto novým exponentem můžeme provést
celou úvahu znovu. Ćılem je odvodit př́ıpustné hodnoty pro parametr α tak, aby po k
kroćıch platilo, že αk = 0 nebo αk = −2. V těchto př́ıpadech totiž umı́me rovnici (2.32)
po konečném počtu substitućı převést do tvaru, v němž ji umı́me vyřešit. Za t́ım účelem
nejdř́ıve spočtěme

α1 + 2 =
2α+ 6− α− 4

α+ 3
=
α+ 2

α+ 3
.
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Z této rovnosti ovšem vyplývá, že požadavek α1 = −2 je splněn právě tehdy, když
α = −2. Úvahu lze zřejmě zobecnit i na αk. V daľśım se proto omeźıme na požadavek
αk = 0. Z předchoźı rovnosti plyne

1

α1 + 2
=
α+ 3

α+ 2
= 1 +

1

α+ 2
.

Snadno si rozmysĺıme, že po k kroćıch dojdeme ke vztahu

1

αk + 2
= 1 +

1

αk−1 + 2
= · · · = k +

1

α+ 2
.

Abychom odvodili podmı́nku na α položme αk = 0. Potom

1

0 + 2
= k +

1

α+ 2
,

odkud

α =
4k

1− 2k
, kde k ∈ N.

Věta 2.49. Pro hodnoty α ∈ {4k/(1− 2k) | k ∈ N} lze rovnici (2.32) transformovat na rov-
nici separovatelnou pomoćı opakovaného použit́ı těchto dvou substitućı:

y =
1

t2
u+

1

at
, x = t

a následně (
z
w

)
= Φ

(
t
u

)
=

(
tα+3

1
u

)
.

D̊ukaz. Viz předchoźı poznámka.

Poznámka 2.50. Ve skutečnosti lze řeši pro všechna α ∈ {−4k/(1 + 2k) | k ∈ Z}. (Vzniklo
záměnou k na −k v předchoźı větě.) Pro k záporná provedu substituce podle předchoźı věty,
pro k kladná substituce inverzńı. Pro ostatńı α je dokázáno, že rovnice (2.32) nemá řešeńı v
elementárńıch funkćıch.

2.9 Diferenciálńı rovnice ve tvaru x = f(y′) a y = g(y′)

Poznámka 2.51. Řeš́ıme-li obecnou diferenciálńı rovnici 1. řádu

F (x, y, y′) = 0,

obvykle se snaž́ıme ji
”
rozřešit“ vzhledem k y′. To ale neńı vždy možné. V některých př́ıpadech

se ukazuje výhodné vyřešit tuto rovnici vzhledem k x nebo k y. Ve zvláštńıch př́ıpadech se
nám pak může podařit převést tuto rovnici do tvaru

x = f(y′) (2.36)

nebo
y = g(y′). (2.37)
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Poznámka 2.52 (Formálńı postup, rovnice (2.36)). Řešeńı budeme hledat v parametrickém
tvaru. Za t́ım účelem zavedeme parametr t tak, že t = y′ odkud

x = f(t)

což představuje parametrickou rovnici pro x. Nyńı odvod́ıme, jak by mělo vypadat paramet-
rické vyjádřeńı y. Vyjdeme z rovnice t = y′, z ńıž plyne

y(x) = y(x0) +

x∫
x0

tdx,

kde předpokládáme, že t = t(x). Polož́ıme-li y0 = y(x0) a x0 = f(t0) a přejdeme-li v integrálu
od proměnné x k proměnné t dostaneme

y(x(t)) = y0 +

t∫
t0

τf ′(τ)dτ.

Tato rovnice spolu s rovnićı x(t) = f(t) představuje hledané řešeńı rovnice (2.36) v paramet-
rickém tvaru.

V daľśım textu budeme pro jednoduchost mı́sto y(x(t)) psát jednoduše y(t). Na závěr ještě
dodejme, že aby uvedený postup byl korektńı, je třeba zajistit splněńı jistých předpoklad̊u.
Předevš́ım je třeba zajistit proveditelnost substituce v integrálu a dále je třeba zjistit existenci
inverzńı funkce k funkci f . Následuj́ıćı věta nám zajist́ı splněńı postačuj́ıćıch předpoklad̊u, za
kterých je uvedený postup správný.

Věta 2.53. Necht’ f má na intervalu (t1, t2) spojitou derivaci, která zde neměńı znameńı.
Necht’ a = inf{f(t) | t ∈ (t1, t2)} a b = sup{f(t) | t ∈ (t1, t2)}. Pak každým bodem [x0, y0] ∈
(a, b)× R procháźı právě jedna integrálńı křivka y = y(x) diferenciálńı rovnice

x = f(y′) (2.36)

jej́ı̌z tečna v bodě [x0, y0] má směrnici v intervalu (t1, t2), a která je řešeńım rovnice (2.36)
na intervalu (a, b). Parametrické rovnice této křivky jsou

x(t) = f(t),

y(t) = y0 +

t∫
t0

τf ′(τ)dτ,

kde t0 ∈ (t1, t2) takové, že x0 = f(t0).

D̊ukaz. Z předpoklad̊u plyne, že funkce f je na (t1, t2) spojitá a ryze monotónńı a existuje
k ńı tedy inverzńı funkce h : (a, b)

na→ (t1, t2). Funkce h je na (a, b) také ryze monotónńı,
spojitá a má zde spojitou derivaci. Potom rovnici (2.36) lze rozřešit vzhledem k y′ a plat́ı

y′ = h(x). (2.38)
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

Rovnice (2.38) je rovnice se separovanými proměnnými a podle věty 2.10 procháźı každým
bodem [x0, y0] ∈ (a, b)× R právě jedna integrálńı křivka

y(x) = y0 +

x∫
x0

h(ξ)dξ. (2.39)

Funkce y(x) je řešeńım rovnice (2.38) na celém (a, b). Přitom rovnice (2.36) a (2.38) jsou
ekvivalentńı, protože pokud pro nějakou funkci ϕ(x) plat́ı x = f(ϕ′(x)), pak plat́ı i ϕ′(x) =
h(x) a naopak. Každým bodem pásu (a, b) × R tedy procháźı právě jedna integrálńı křivka,
která je řešeńım rovnice (2.36) na (a, b).

Hledáme parametrické vyjádřeńı řešeńı y(x). Zavedeme do integrálu v rovnici (2.39) sub-
stituci ξ = f(t). Z vlastnost́ı funkce f plyne, že pro každé x ∈ (a, b) existuje právě jedno
t ∈ (t1, t2) tak, že f(t) = x. Speciálně tedy i f(t0) = x0. Potom

y = y0 +

t∫
t0

h(f(τ))f ′(τ)dτ = y0 +

t∫
t0

τf ′(τ)dτ.

Z posledńı rovnice a z rovnice ξ = f(t) dostáváme hledané parametrické vyjádřeńı řešeńı y(x)
rovnice (2.36) na (a, b) ve tvaru

x(t) = f(t),

y(t) = y0 +

t∫
t0

τf ′(τ)dτ,

kde t ∈ (t1, t2).

Poznámka 2.54 (Formálńı postup, rovnice (2.37)). Řešeńı budeme opět hledat v paramet-
rickém tvaru. Podobně jako v předchoźım př́ıkladě nejdř́ıv naznač́ıme princip odvozeńı tohoto
parametrického vztahu, přičemž se nebudeme zabývat předpoklady, za kterých naše odvozeńı
plat́ı. Posléze zformulujeme a dokážeme větu, která náš postup ospravedlńı.

Položme t = y′. Potom rovnici (2.37) máme ve tvaru y = g(t). Protože y′ = dy/dx = t, pak
za určitých předpoklad̊u lze také psát dx/dy = 1/t, odkud

x = x0 +

y∫
y0

1

t(y)
dy.

Položme y0 = g(t0) a v integrálu proved’me substituci y = g(t). Potom

x = x0 +

t∫
t0

1

τ
g′(τ)dτ.

Hledaný parametrický popis řešeńı tedy je

x(t) = x0 +

t∫
t0

1

τ
g′(τ)dτ,

y(t) = g(t).
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

Věta 2.55. Necht’ g má na intervalu (t1, t2) spojitou derivaci, která zde neměńı znameńı.
Necht’ 0 6∈ (t1, t2). Položme α = inf{g(t) | t ∈ (t1, t2)} a β = sup{g(t) | t ∈ (t1, t2)}. Potom
každým bodem [x0, y0] ∈ R× (α, β) procháźı právě jedna integrálńı křivka diferenciálńı rovnice

y = g(y′), (2.37)

jej́ı̌z směrnice tečny v [x0, y0] lež́ı v intervalu (t1, t2), a která je řešeńım rovnice (2.37) na
intervalu (a, b), kde

a = x0 + inf
t∈(t1,t2)

t∫
t0

g′(τ)

τ
dτ,

b = x0 + sup
t∈(t1,t2)

t∫
t0

g′(τ)

τ
dτ,

y0 = g(t0).

Parametrické rovnice této křivky jsou

x(t) = x0 +

t∫
t0

g′(τ)

τ
dτ,

y(t) = g(t).

D̊ukaz. Z předpoklad̊u plyne, že funkce g je ostře monotónńı a spojitá na (t1, t2), přičemž
g(t1, t2) = (α, β). Proto zde existuje i inverzńı funkce h k funkci g, která je rovněž ostře
monotónńı a spojitá taková, že h(α, β) = (t1, t2). Funkce h má na (α, β) také spojitou derivaci.
Rovnici (2.37) lze přepsat do tvaru

y′ = h(y), (2.40)

což je separovatelná rovnice. Protože 0 6∈ (t1, t2), pak h(y) 6= 0 na (α, β) a tato rovnice je
ekvivalentńı s rovnićı

y′

h(y)
= 1.

Potom každým bodem množiny R × (α, β) procháźı právě jedna integrálńı křivka rovnice
(2.40). Řešeńım rovnice (2.40) je pak každá diferencovatelná funkce implicitně zadaná rovnićı

x+ c =

∫
1

h(y)
dy, kde c ∈ R.

Bodem [x0, y0] ∈ R× (α, β) procháźı zřejmě integrálńı křivka určená rovnićı

x− x0 =

y∫
y0

dυ

h(υ)
. (2.41)

Vzhledem k tomu, že g a h jsou inverzńı funkce, jsou rovnice (2.37) a (2.40) ekvivalentńı. Bo-
dem [x0, y0] procháźı tedy také právě jedna integrálńı křivka rovnice (2.37), která je implicitně
zadána rovnićı (2.41).
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2 Řešeńı speciálńıch typ̊u rovnic

V integrálu v rovnici (2.41) zavedeme substituci υ = g(t), č́ımž dostaneme

x = x0 +

t∫
t0

1

h(g(τ))
g′(τ)dτ = x0 +

t∫
t0

g′(τ)

τ
dτ,

kde t0 ∈ (t1, t2) takové, že y0 = g(t0). Parametrické rovnice integrálńı křivky (2.41) jsou tedy

x(t) = x0 +

t∫
t0

g′(τ)

τ
dτ,

y(t) = g(t).

Tato křivka je integrálńı křivkou rovnice (2.37) na intervalu (a, b), kde

a = x0 + inf
t∈(t1,t2)

t∫
t0

g′(τ)

τ
dτ a b = x0 + sup

t∈(t1,t2)

t∫
t0

g′(τ)

τ
dτ.

Př́ıklad 2.56. Řešme rovnici
(y′)3 + y′ − x = 0.

Rovnici lze zřejmě přepsat do tvaru

x = (y′)3 + y′,

a je tedy tvaru (2.36). Provedeme substituci y′ = t, odkud

x = f(t) = t3 + t.

Funkce f je zřejmě ostře rostoućı na R a má zde spojitou derivaci. T́ım máme splněny
předpoklady věty 2.53 (a = −∞ a b = +∞), a parametrické rovnice řešeńı jsou tedy

x(t) = t3 + t,

y(t) = y0 +

t∫
t0

τ(3τ2 + 1)dτ =

= y0 −
1

2
t20 −

3

4
t40 +

1

2
t2 +

3

4
t4, kde t ∈ R.
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3 Teoretické vlastnosti řešeńı diferenciálńıch
rovnic

3.1 Diferenciálńı rovnice tvaru y′ = f(x, y)

3.1.1 Existence řešeńı

Definice 3.1. Necht’ I ⊂ R je omezený interval a M je množina funkćı definovaných na I.
Potom ř́ıkáme, že funkce z M jsou stejně omezené právě tehdy, když(

∃K > 0
)(
∀f ∈M

)(
∀x ∈ I

)(
|f(x)| < K

)
.

Ř́ıkáme, že funkce z M jsou stejně spojité právě tehdy, když(
∀ε > 0

)(
∃δ > 0

)(
∀f ∈M

)(
∀x1, x2 ∈ I

)(
|x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε

)
.

Poznámka 3.2. Bolzanova1–Weierstrassova2 věta (viz např. [6, Věta 3.6]) nám zaručuje, že
máme-li posloupnost definovanou na kompaktńım intervalu [a, b], lze z ńı vybrat konvergentńı
podposloupnost. Následuj́ıćı věta nám poskytuje analogické tvrzeńı pro funkce.

Věta 3.3 (Arzelàova3–Ascoliova4). Necht’ M je množina funkćı definovaných na omezeném
intervalu I ⊂ R, které jsou na I stejně omezené a stejně spojité. Pak z každé posloupnosti
funkćı {gn}n≥1 v M lze vybrat podposloupnost {gn′}n′≥1, která je na I stejnoměrně konver-
gentńı.

D̊ukaz. Označme např. I = (a, b). O intervalu I v́ıme, že je část́ı R a je omezený. Na intervalu
I zkonstruujeme hustou množinu bod̊u (tj. množinu, jej́ıž uzávěr je roven celému intervalu
I). Tuto množinu nav́ıc zkonstruujeme tak, aby byla spočetná.

V prvńım kroku rozděĺıme interval I = (a, b) na dvě poloviny. Dělićı bod označ́ıme x1 a
zřejmě plat́ı

x1 = a+
b− a

2
.

Ve druhém kroku rozděĺıme dvě poloviny intervalu I opět na dvě poloviny. T́ım dostaneme
dělićı body x2 a x3, pro které plat́ı

x2 = a+
1

2

b− a
2

a x3 = x1 +
1

2

b− a
2

.

1Bernhard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781–1848), německy hovoř́ıćı český matematik, filozof
a katolický kněz.

2Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815–1897), německý matematik.
3Cesare Arzelà (1847–1912), italský matematik.
4Guilio Ascoli (1843–1896), italský matematik.
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3 Teoretické vlastnosti řešeńı diferenciálńıch rovnic

Ve třet́ım analogicky sestroj́ıme body x4 až x7 definované následuj́ıćım zp̊usobem:

x4 = a+
1

4

b− a
2

x5 = x2 +
1

4

b− a
2

a
x6 = x1 +

1

4

b− a
2

x7 = x3 +
1

4

b− a
2

.

Dále postupujeme analogicky. Je zřejmé, že takto konstruujeme posloupnost bod̊u z I. Tyto
body jsou rozmı́stěny rovnoměrně a neustále se přibližuj́ı. Množina těchto bod̊u je tedy hustá
v I. V každém kroku konstrukce jsou vzdálenosti mezi body stejné.

Necht’ {gn}n≥1 je posloupnost funkćı z množiny M . Potom:

1. Pro x = x1 je č́ıselná posloupnost {gn(x1)}n≥1 omezená na kompaktu a podle Bolzanovy–
Weierstrassovy věty existuje jej́ı konvergentńı č́ıselná podposloupnost, kterou označ́ıme

{g(1)
n (x1)}n≥1. Posloupnost {g(1)

n }n≥1 je funkčńı posloupnost vybraná z p̊uvodńı funkčńı
posloupnosti {gn}n≥1 a má tedy i př́ıslušné vlastnosti.

2. Pro x = x2 je č́ıselná posloupnost {g(1)
n (x2)}n≥1 omezená a opět tedy existuje jej́ı konver-

gentńı podposloupnost, kterou analogicky označ́ıme {g(2)
n (x2)}n≥1. Potom {g(2)

n (x)}n≥1

je funkčńı posloupnost, která konverguje v bodě x1 a x2.

3. V procesu můžeme pokračovat matematickou indukćı. Předpokládejme, že {g(k)
n (x)}n≥1

je posloupnost funkćı z M , konverguj́ıćı v bodech x = x1, . . . , xk. Potom v (k + 1)-ńım

kroku položme x = xk+1. Pak č́ıselná posloupnost {g(k)
n (xk+1)}n≥1 je omezená. A opět

tedy existuje jej́ı konvergentńı podposloupnost, kterou označ́ıme {g(k+1)
n (xk+1)}n≥1. Po-

tom analogicky {g(k+1)
n (x)}n≥1 je funkčńı posloupnost v M , která konverguje v bodech

x = x1, . . . , xk+1.

Z množiny vybraných posloupnost́ı vybereme jednu za pomoci diagonálńıho schématu.

Uvažujeme tedy posloupnost {g(n)
n (x)}n≥1, pro kterou plat́ı: je-li x = xk, k ∈ N pevné, potom

č́ıselná posloupnost {g(n)
n (xk)}n≥1 konverguje.

Stejnoměrnou konvergenci takto sestrojené funkčńı posloupnosti {g(n)
n (x)}n≥1 nám zaruč́ı

následuj́ıćı lemma. T́ım bude d̊ukaz ukončen.

Lemma 3.4. Posloupnost {g(n)
n (x)}n≥1 je na I stejnoměrně konvergentńı.

D̊ukaz. K d̊ukazu použijeme Bolzanovo–Cauchyho5 kritérium (viz např. [6, Věta 3.11]), podle
něhož zkoumaná posloupnost konverguje na I stejnoměrně právě tehdy, když(

∀ε > 0
)(
∃n0 ∈ N

)(
∀n > n0

)(
∀p ∈ N

)(
∀x ∈ I

)(∣∣∣g(n+p)
n+p (x)− g(n)

n (x)
∣∣∣ < ε

)
.

Mějme tedy zadáno libovolné ε > 0. Dále využijeme vlastnost́ı posloupnosti {g(n)
n }n≥1.

Předevš́ım v́ıme, že tato posloupnost je stejně spojitá, což znamená, že plat́ı(
∀ε > 0

)(
∃δ > 0

)(
∀n ∈ N

)(
∀x′, x′′ ∈ I

)(∣∣x′ − x′′∣∣ < δ ⇒
∣∣∣g(n)
n (x′)− g(n)

n (x′′)
∣∣∣ < ε

3

)
.

5Augustin-Louis Cauchy (1789–1857), francouzský matematik.
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Z konstrukce posloupnosti {g(n)
n }n≥1 je pak zřejmé, že existuje p ∈ N takové, že sousedńı body

v množině {x1, . . . , xp} jsou k sobě bĺıže než δ (o němž v́ıme, že existuje ze stejné spojitosti).

Posloupnost {g(n)
n }n≥1 v těchto bodech {x1, . . . , xp} konverguje, tzn. pro libovolné ε > 0 plat́ı(

∃n0

)(
∀n > n0

)(
∀p ∈ N

)(
∀j = 1, . . . , p

)(∣∣∣g(n+p)
n+p (xj)− g(n)

n (xj)
∣∣∣ < ε

3

)
.

Zřejmě plat́ı, že vezmeme-li libovolný bod x ∈ I, pak tento bod určitě lež́ı v některém
z interválk̊u vyrobených prostřednictv́ım bod̊u {x1, . . . , xp}. Tj. existuj́ı jeho sousedńı body
xl, xl′ ∈ {x1, . . . , xp} tak, že x ∈ [xl, xl′ ] a |xl − xl′ | < δ.

Z trojúhelńıkové nerovnosti zřejmě plat́ı∣∣∣g(n+p)
n+p (x)− g(n)

n (x)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣g(n+p)

n+p (x)− g(n+p)
n+p (xl)

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A

+
∣∣∣g(n+p)
n+p (xl)− g(n)

n (xl)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

B

+
∣∣∣g(n)
n (xl)− g(n)

n (x)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

C

.

Ze stejné spojitosti posloupnosti {g(n)
n }n≥1 plyne A,C < ε/3. Z konvergence {g(n)

n }n≥1 v bo-
dech {x1, . . . , xp} pak plyne B < ε/3. Shrneme-li dosavadńı výsledky, zjist́ıme, že pro libovolné
ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro každé n > n0, p ∈ N a x ∈ I plat́ı∣∣∣g(n+p)

n+p (x)− g(n)
n (x)

∣∣∣ < ε,

což jsme chtěli dokázat.

Důkazem tohoto lemmatu je zakončen i d̊ukaz Arzelàovy–Ascoliovy věty.

Poznámka 3.5. Zabývejme se existenćı řešeńı počátečńı úlohy

y′ = f(x, y),
y(x0) = y0,

(3.1)

kde f : Γ→ R, Γ ⊂ R2, Γ je oblast,
(
x0
y0

)
∈ Γ a f ∈ C(Γ). Důkaz existence řešeńı této úlohy je

konstrukčńı a postupuje se podle úvah Leonharda Eulera6. Pro ilustraci použijeme následuj́ıćı
př́ıklad.

Př́ıklad 3.6. Mějme sklenici s pivem, jehož pěna postupně v čase opadává. Zaj́ımal by nás
časový pr̊uběh rozpadu pivńı pěny. Předpokládejme, že rozpad pivńı pěny se ř́ıd́ı diferenciálńı
rovnićı ve tvaru

y′ = −αy, (3.2)

kde α > 0 je konstanta rozpadu pěny a y označuje výšku pěny. Dále předpokládejme, že
počátečńı výška pěny v čase t = 0 je y(0) = y0. Je zřejmé, že řeš́ıme úlohu typu (3.1).

Označme τ > 0 časový krok řešeńı. Derivaci aproximujeme diferenćı

y′(kτ) ≈ y(kτ)− y((k − 1)τ)

τ
.

Označme y(kτ) = yk. Potom diferenciálńı rovnici (3.2) nahrad́ıme diferenčńı rovnićı ve tvaru

yk − yk−1

τ
= −αyk−1,

6Leonhard Euler (1707–1783), švýcarský matematik a fyzik.
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Obrázek 3.1: Ke konstrukci Eulerovy lomené čáry.

kterou lze postupnými úpravami převést do tvaru

yk = (1− ατ)ky0.

Necht’ t ∈ R+ je libovolný, ale pevně zvolený, časový okamžik. Pak pro libovolné n ∈ N lze
interval

[
0, t
]

rozdělit na kroky τ = t/n. Potom lze psát

yn = (1− ατ)ny0 =

(
1− α t

n

)n
y0.

Přejdeme-li v předchoźı rovnosti k limitě n→∞, dojdeme k přesnému řešeńı

y(t) = e−αty0.

Poznámka 3.7. Pokračujme dále v úvahách o existenci řešeńı úlohy (3.1). Zkonstruujeme
tzv. Eulerovu lomenou čáru (resp. funkci).

Předpokládejme, že máme oblast Γ, dále necht’ bod
(
x0
y0

)
∈ Γ. Pak zřejmě existuje okoĺı U

bodu
(
x0
y0

)
tak, že je omezené a U ⊂ U ⊂ Γ. Zřejmě plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı

f ∈ C(U)⇒
(
∃M > 0

)(
∀
(
x

y

)
∈ U

)(
|f(x, y)| ≤M

)
.

Potom voĺıme b ≥ aM tak, aby [x0 − a, x0 + a] × [y0 − b, y0 + b] ⊂ U . Tak okolo bodu
(
x0
y0

)
sestroj́ıme obdélńık o délkách hran 2a a 2b, který celý lež́ı v U (viz obr. 3.1).

Dále se zabývejme intervalem [x0, x0 + a] (všechny úvahy, které dále provedeme, bude
možné analogicky provést i v intervalu [x0 − a, x0]). Interval [x0, x0 + a] rovnoměrně rozděĺıme
na m podinterval̊u tvaru [xj−1, xj ]j=1,...,m, kde xm = x0 + a. Délka jednotlivých d́ılč́ıch inter-
val̊u je zřejmě h = a/m. V jednotlivých d́ılč́ıch intervalech pak začneme postupně konstruovat
Eulerovu lomenou funkci ϕm(x) (o této funkci lze také ř́ıci, že je po částech lineárńı). Defi-
nujme tedy

ϕm(x) = y0 + f(x0, y0)(x− x0) pro x ∈ [x0, x1] .

Dále označme
y1 = ϕm(x1) = y0 + f(x0, y0)h.
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T́ım jsme sestrojili bod
(
x1
y1

)
, který je východiskem pro daľśı krok konstrukce. Ve druhém

podintervalu postupujeme analogicky a klademe

ϕm(x) = y1 + f(x1, y1)(x− x1) pro x ∈ [x1, x2] .

Pro krajńı bod pak plat́ı
y2 = ϕm(x2) = y1 + f(x1, y1)h.

Takto postupujeme dále. Obecně tedy můžeme psát

ϕm(x) = yj−1 + f(xj−1, yj−1)(x− xj−1) pro x ∈ [xj−1, xj ] , (3.3)

pro j = 1, . . . ,m a kde yj = yj−1 + f(xj−1, yj−1)h.
O právě zkonstruované funkci ϕm je třeba ověřit, že pro libovolné x ∈ [x0, x0 + a] splňuje

ϕm(x) ∈ [y0 − b, y0 + b]. Jinými slovy, požadujeme, aby funkce ϕm prot́ınala náš obdélńık
pouze na svislých hranách. Tuto vlastnost nám zaruč́ı následuj́ıćı lemma.

Lemma 3.8. Funkce ϕm(x) má pro x ∈ [x0, x0 + a] hodnoty z intervalu [y0 − b, y0 + b].
Přitom využ́ıváme vztahu b ≥Ma.

D̊ukaz. Chceme dokázat, že pro libovolné x ∈ [x0, x0 + a] plat́ı |ϕm(x)− y0| ≤ b. Jestliže
x ∈ [x0, x0 + a], pak zřejmě ∃k ∈ {1, . . . ,m} tak, že x ∈ [xk−1, xk].

Z trojúhelńıkové nerovnosti plyne následuj́ıćı odhad

|ϕm(x)− y0| ≤ |ϕm(x)− ϕm(xk−1)|+ |ϕm(xk−1)− ϕm(xk−2)|+ · · ·
· · ·+ |ϕm(x2)− ϕm(x1)|+ |ϕm(x1)− ϕm(x0)| ,

kde jsme označili y0 = ϕm(x0). Uvědomı́me-li si, že ϕm(xj) = yj , můžeme prostřednictv́ım
(3.3) jednotlivé absolutńı hodnoty na pravé straně nerovnosti odhadnout následuj́ıćım zp̊usobem

|ϕm(x)− ϕm(xk−1)| ≤ |f(xk−1, yk−1)| |x− xk−1| ,
|ϕm(xj)− ϕm(xj−1)| ≤ |f(xj−1, yj−1)|h,

kde j = 1, . . . , k − 1. Můžeme tedy psát

|ϕm(x)− y0| ≤ |f(xk−1, yk−1)|︸ ︷︷ ︸
≤M

|x− xk−1|+
k−1∑
j=1

|f(xj−1, yj−1)|︸ ︷︷ ︸
≤M

h ≤M |x− x0| ≤Ma ≤ b.

Tuto úvahu provád́ıme postupně pro x ∈ [x0, x1], poté pro x ∈ [x1, x2] , . . . , x ∈ [xm−1, xm].
Tak je zajǐstěno, že pro všechna x ∈ [x0, x0 + a] je |ϕm(x)− y0| ≤ b, což jsme chtěli dokázat.

Poznámka 3.9. Konstrukćı funkćı ϕm(x) pro m = 1, 2, . . . vzniká funkčńı posloupnost

{ϕm(x)}m≥1 (3.4)

na intervalu [x0, x0 + a]. Zabývejme se dále vlastnostmi této posloupnosti.

Lemma 3.10. Funkčńı posloupnost (3.4) je stejně omezená.
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D̊ukaz. Z předchoźıho lemmatu v́ıme, že plat́ı |ϕm(x)− y0| ≤ b pro libovolné m. Odtud zřejmě(
∀m ∈ N

)(
|ϕm(x)| ≤ |y0|+ b

)
,

což jsme chtěli dokázat.

Lemma 3.11. Funkčńı posloupnost (3.4) obsahuje stejně spojité funkce.

D̊ukaz. Podle definice stejné spojitosti chceme ukázat, že plat́ı(
∀ε > 0

)(
∃δ > 0

)(
∀m ∈ N

)(
∀x, x′ ∈ [x0, x0 + a]

)(∣∣x− x′∣∣ < δ ⇒
∣∣ϕm(x)− ϕm(x′)

∣∣ < ε
)
.

Protože x, x′ ∈ [x0, x0 + a], zřejmě existuj́ı indexy k, l ∈ m̂ tak, že x ∈ [xk−1, xk] a x′ ∈
[xl−1, xl]. Bez újmy na obecnosti necht’ k ≤ l. Potom tedy plat́ı∣∣ϕm(x)− ϕm(x′)

∣∣ ≤ |ϕm(x)− ϕm(xk)|+ |ϕm(xk)− ϕm(xk+1)|+ · · ·
· · ·+ |ϕm(xl−2)− ϕm(xl−1)|+

∣∣ϕm(xl−1)− ϕm(x′)
∣∣ .

Odhadneme-li d́ılč́ı absolutńı hodnoty na pravé straně této nerovnosti pomoćı vztahu (3.3),
dostaneme

|ϕm(x)− ϕm(xk)| = |f(xk−1, yk−1)| |x− xk| ,∣∣ϕm(xl−1)− ϕm(x′)
∣∣ = |f(xl−1, yl−1)|

∣∣x′ − xl−1

∣∣ ,
|ϕm(xj)− ϕm(xj−1)| = |f(xj−1, yj−1)|h,

kde j = k+ 1, . . . , l− 1. Uváž́ıme-li, že pro každé j ∈ m̂ plat́ı |f(xj−1, yj−1)| ≤M , dostáváme
odhad∣∣ϕm(x)− ϕm(x′)

∣∣ ≤M (
|x− xk|+ |xk − xk+1|+ · · ·+

∣∣x′ − xl−1

∣∣) = M
∣∣x− x′∣∣ .

Potom tedy pro libovolné ε > 0 polož́ıme δ = ε/M a pak pro každé m ∈ N a pro každé
x, x′ ∈ [x0, x0 + a] plat́ı |x− x′| < δ ⇒ |ϕm(x)− ϕm(x′)| < ε. T́ım je d̊ukaz ukončen.

Poznámka 3.12. Sestrojili jsme funkčńı posloupnost {ϕm}m≥1, o ńıž jsme zjistili, že obsahuje
funkce stejně omezené a stejně spojité na intervalu [x0, x0 + a]. Podle věty 3.3 lze z této
posloupnosti vybrat stejnoměrně konvergentńı podposloupnost na [x0, x0 + a]. Zřejmě tedy(

∃y(x) na [x0, x0 + a]
)(
ϕm′

[x0,x0+a]

⇒ y
)
.

O funkci y je třeba dokázat, že řeš́ı úlohu (3.1).

(1) Zřejmě plat́ı (∀m ∈ N)(ϕm(x0) = y0), odkud y(x0) = y0 a funkce y tedy splňuje počátečńı
podmı́nku.

(2) O tom, že funkce y vyhovuje i př́ıslušné diferenciálńı rovnici, nás přesvědč́ı následuj́ıćı
lemma.

Lemma 3.13. Plat́ı(
∀x ∈ (x0, x0 + a)

)(
lim
h→0

(
y(x+ h)− y(x)

h
− f(x, y(x))

)
= 0

)
.
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D̊ukaz. Zvoĺıme x ∈ (x0, x0 + a) pevně a h ∈ R tak, aby x + h ∈ (x0, x0 + a) a budeme
zkoumat chováńı výrazu∣∣ϕm′(x+ h)− ϕm′(x)− hf(x, ϕm′(x))

∣∣ ozn.
= A

pro vysoká m′.
Protože x, x + h ∈ (x0, x0 + a), zřejmě existuj́ı indexy k, l ∈ m̂′ tak, že x ∈ [xk−1, xk] a

x+h ∈ [xl−1, xl]. Bez újmy na obecnosti necht’ h > 0, tj. také k ≤ l a pro dostatečně vysoká m′

bude tato nerovnost ostrá – k tomu stač́ı7 m′ > a/h (toho ještě později využijeme). Zkoumaný
výraz pak lze přepsat a odhadnout následuj́ıćım zp̊usobem

A =
∣∣∣ϕm′(x)− ϕm′(xk) +

l−2∑
j=k

[
ϕm′(xj)− ϕm′(xj+1)

]
+ ϕm′(xl−1)− ϕm′(x+ h) +

+(xk − x+
l−2∑
j=k

[
xj+1 − xj

]
+ x+ h− xl−1)f(x, ϕm′(x))

∣∣∣
≤ |ϕm′(x)− ϕm′(xk) + (xk − x)f(x, ϕm′(x))|+

+
l−2∑
j=k

∣∣ϕm′(xj)− ϕm′(xj+1) + (xj+1 − xj)f(x, ϕm′(x))
∣∣+

+
∣∣ϕm′(xl−1)− ϕm′(x+ h) + (x+ h− xl−1)f(x, ϕm′(x))

∣∣ .
Využijeme-li definice funkce Eulerovy lomené funkce ϕm (3.3) dostaneme

ϕm(x)− ϕm(xk) = f(xk−1, yk−1)(x− xk),
ϕm(xj)− ϕm(xj+1) = f(xj , yj)(xj − xj+1),

ϕm(xl−1)− ϕm(x+ h) = f(xl−1, yl−1)(xl−1 − (x+ h)),

pro j = k, . . . , l − 2. V souladu se zavedeným značeńım plat́ı xj − xj+1 = −h. Pomoćı právě
źıskaných vztah̊u uprav́ıme odhad výrazu A, č́ımž dostaneme

A ≤ |x− xk| |f(xk−1, yk−1)− f(x, ϕm′(x))|+

+
l−2∑
j=k

h |f(xj , yj)− f(x, ϕm′(x))|+

+
∣∣xl−1 − (x+ h)

∣∣ |f(xl−1, yl−1)− f(x, ϕm′(x))| .

Protože f ∈ C(Γ) je funkce f spojitá také na kompaktu [x0 − a, x0 + a]× [y0 − b, y0 + b] ⊂ Γ.
Funkce spojitá na kompaktu je na něm spojitá stejnoměrně [6, Věta 4.19] a plat́ı tedy(
∀ε > 0

)(
∃δ > 0

)(
∀(x, y), (x′, y′) ∈ [x0 − a, x0 + a]× [y0 − b, y0 + b]

)
(∣∣x− x′∣∣ < δ ∧

∣∣y − y′∣∣ < δ ⇒
∣∣f(x, y)− f(x′, y′)

∣∣ < ε

2

)
.

Dále v́ıme, že funkce {ϕm} jsou stejně spojité na [x0, x0 + a] a plat́ı tedy(
∀δ > 0

)(
∃δ′ = δ/M > 0

)(
∀m ∈ N

)(
|x− x| < δ′ ⇒ |ϕm(x)− ϕm(x)| < δ

)
.

7Požadujeme totiž h < h, kde h = a/m′, odkud m′ > a/h.
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V předchoźı poznámce jsme ukázali, že funkčńı podposloupnost {ϕm′} konverguje stejnoměrně
k y(x) na [x0, x0 + a] a rovněž tedy plat́ı

lim
m′→∞

ϕm′(x) = y(x),

pro každé x ∈ [x0, x0 + a].
Vezměme m′ > a/h (viz začátek d̊ukazu, zaj́ımá nás m′ → +∞). Dále zvolme pevné h tak,

aby h < min{δ, δ/M}. Potom zřejmě
∣∣x+ h− xl−1

∣∣ , . . . , |xk − x| ≤ h a také |xj − x| ≤ h pro
všechna j ∈ {k − 1, . . . , l − 1}. Potom tedy

|ϕm′(xj)− ϕm′(x)| < δ,

|f(xj , yj)− f(x, ϕm′(x))| <
ε

2
.

Pomoćı provedených odhad̊u můžeme dokončit odhad výrazu A, č́ımž dostaneme

A <
ε

2

[
|x− xk|+

l−2∑
j=k

h+
∣∣xl−1 − (x+ h)

∣∣]
︸ ︷︷ ︸

=h

=
hε

2
.

Provedeme-li nyńı v nerovnosti limitńı přechod m′ →∞ obdrž́ıme vztah

∣∣y(x+ h)− y(x)− hf(x, y(x)
∣∣ ≤ hε

2
,

odkud zřejmě(
∀ε > 0

)(
∃h0 > 0

)(
∀h < h0

)(∣∣∣∣y(x+ h)− y(x)

h
− f(x, y(x)

∣∣∣∣ < ε

)
,

a tedy

lim
h→0

(
y(x+ h)− y(x)

h
− f(x, y(x))

)
= 0,

pro libovolné x ∈ (x0, x0 + a), což jsme chtěli dokázat.

Poznámka 3.14. Podle právě dokázaného lemmatu a jemu předcházej́ıćı poznámky je tedy
funkce y, která je limitńı funkćı podposloupnosti {ϕm′}, řešeńım úlohy (3.1).

Věta 3.15 (Peanova8, o existenci). Necht’ funkce f je spojitá na oblasti Γ ⊂ R2,
(
x0
y0

)
∈ Γ.

Pak existuje alespoň jedno řešeńı rovnice y′ = f(x, y) splňuj́ıćı podmı́nku y(x0) = y0.

D̊ukaz. Podle předchoźı poznámky je hledaným řešeńım funkce y, která je limitńı funkćı
podposloupnosti {ϕm′}.

Poznámka 3.16. Peanova věta nám dává k dispozici postačuj́ıćı podmı́nku existence
řešeńı, nikoliv však nutnou. Uvažme diferenciálńı rovnici

y′ = sgn y.

8Giuseppe Peano (1858–1932), italský matematik.

47
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x

y

Obrázek 3.2: Integrálńı křivky rovnice y′ = sgn y.

Je zřejmé, že funkce f(x, y) = sgn y neńı spojitá na R2, proto na tuto rovnici nelze rovnou
použ́ıt Peanova věta. Snadno se však přesvědč́ıme, že každým bodem R2 procháźı právě jedna
integrálńı křivka.

Pro y > 0 dostáváme y′ = 1 odkud pro hledané řešeńı źıskáme vztah y(x) = x + C1 pro
x > −C1. Konstantu C1 dopoč́ıtáme jednoznačně z počátečńıch podmı́nek. Podobně pro y < 0
je zřejmě y′ = −1 a tedy hledané řešeńı má tvar y(x) = −x+ C2 pro x < C2. Konstantu C2

opět jednoznačně urč́ıme z počátečńıch podmı́nek. Nakonec uvažme, že funkce y(x) ≡ 0 také
vyhovuje dané diferenciálńı rovnici pro všechna x ∈ R. Integrálńı křivky jsou zachyceny na
obr. 3.2.

3.1.2 Jednoznačnost řešeńı

Poznámka 3.17. Peanova věta nezaručuje jednoznačnost řešeńı. Uvažme rovnici

y′ = 3
√
y2.

Podle Peanovy věty procháźı každým bodem R2 alespoň jedna integrálńı křivka této rovnice.
Snadno se však přesvědč́ıme, že funkce

y(x) = 0,

y(x) =
x3

27
,

řeš́ı tuto diferenciálńı rovnici pro všechna x ∈ R. Bodem
(

0
0

)
tedy procháźı alespoň dvě r̊uzné

integrálńı křivky.

Věta 3.18 (Osgoodova9, o jednoznačnosti). Necht’ funkce f = f(x, y) má vlastnost(
∀
(
x
y1

)
,

(
x
y2

)
∈ Γ
)(
|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ Φ (|y2 − y1|)

)
,

kde Φ : [0, C]→ R+
0 je funkce spojitá a kladná na (0, C], Φ(0) = 0 a dále plat́ı, že

lim
ε→0+

C∫
ε

du

Φ(u)
= +∞.

9William Fogg Osgood (1864–1943), americký matematik.
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Potom každým bodem
(
x0
y0

)
∈ Γ procháźı nejvýše jedna integrálńı křivka rovnice (3.1).

D̊ukaz. Důkaz se provede sporem. Necht’ funkce y1 a y2 jsou dvě navzájem r̊uzná řešeńı úlohy
(3.1). Zřejmě tedy plat́ı y1(x0) = y2(x0) = y0 a zároveň existuje x1 (bez újmy na obecnosti
necht’ např. x1 > x0) takové, že y1(x1) 6= y2(x1).

Dále definujme z(x) = y1(x)− y2(x). Zřejmě tedy z(x0) = 0. Bez újmy na obecnosti necht’

z(x1) > 0. Funkce z je zřejmě spojitá, a proto ∃Hx1 tak, že z(x) > 0 pro ∀x ∈ Hx1 . Potom
podle předpoklad̊u můžeme psát

z′(x) = y′1(x)− y′2(x) = f(x, y1(x))− f(x, y2(x)) ≤ |f(x, y1(x))− f(x, y2(x))| ≤ Φ(|z(x)|),

kde jsme využili odhadu, že žádné č́ıslo nepřevýš́ı svoji absolutńı hodnotu a předpoklad̊u věty.
Protože z(x) > 0 na Hx1 , plat́ı |z(x)| = z(x) na Hx1 .

Je tedy potřeba řešit diferenciálńı nerovnici ve tvaru

z′(x) ≤ Φ(z(x)) ∀x ∈ Hx1 .

Nerovnici lze upravit na tvar

z′(x)

Φ(z(x))
≤ 1 =⇒

x1∫
x

z′(x)dx

Φ(z(x))
≤ x1 − x.

Podle věty o integraci substitućı ([6, Věta 6.19]) uprav́ıme integrál v nerovnosti pomoćı sub-
stituce u = z(x) na tvar

z(x1)∫
z(x)

du

Φ(u)
≤ x1 − x.

Uváž́ıme-li, že funkce z je spojitá, zřejmě ∃x2 ∈ [x0, x1) tak, že z(x2) = 0. Bod̊u splňuj́ıćıch
tento požadavek může být v intervalu [x0, x1) v́ıce. Určitě je tam alespoň jeden, a to př́ımo
bod x0. Bod x2 vybereme tedy tak, aby platilo z(x2) = 0 a zároveň z(x) > 0 pro x2 < x ≤ x1

(je tedy co nejbĺıže bodu x1). Potom přejdeme v nerovnosti k limitě x→ x2, odkud z(x)→ 0
a dostaneme

lim
ε→0+

z(x1)∫
ε

du

Φ(u)︸ ︷︷ ︸
+∞

≤ x1 − x2︸ ︷︷ ︸
∈R

,

což je ovšem spor.

Poznámka 3.19. Osgoodova věta neurčuje přesně funkci Φ. Pouze nám ř́ıká, jaké vlastnosti
mı́t muśı. V praxi se funkce Φ nejčastěji voĺı ve tvaru

Φ(u) = ku.

Dále se také můžeme setkat s volbami

Φ(u) = ku · |lnu| ,
Φ(u) = ku · |lnu| · |ln |lnu||

a podobně.
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Definice 3.20. Necht’ funkce f = f(x, y) je definová na oblasti Γ ⊂ R2. Pak ř́ıkáme, že
funkce f splňuje na Γ Lipschitzovu10 podmı́nku s konstantou L > 0 vzhledem k y
právě tehdy, když(

∀
(
x
y1

)
,

(
x
y2

)
∈ Γ
)(
|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L |y1 − y2|

)
.

Řekneme, že funkce f splňuje na Γ lokálně Lipschitzovu podmı́nku s konstantou
L vzhledem k y právě tehdy, když ∀

(
x0
y0

)
∈ Γ existuje okoĺı H bodu

(
x0
y0

)
tak, že f splňuje

na H Lipschitzovu podmı́nku s konstantou L vzhledem k y.

Poznámka 3.21. O funkci f , která na Γ splňuje (resp. lokálně splňuje) Lipschitzovu podmı́nku
s konstatnou L vzhledem k y také ř́ıkáme, že je lipschitzovská (resp. lokálně lipschit-
zovská) na Γ vzhledem k y.

Věta 3.22. Necht’ je f : Γ → R, kde Γ je oblast v R2 a dále necht’ ∂yf ∈ C(Γ). Potom f je
lokálně lipschitzovská na Γ vzhledem k y.

D̊ukaz. Zvolme libovolný bod
(
x0
y0

)
∈ Γ. Protože podle předpoklad̊u je funkce ∂yf ∈ C(Γ),

existuje konstanta L > 0 a okoĺı H bodu
(
x0
y0

)
takové, že ∀

(
x
y

)
∈ H plat́ı, že |∂yf(x, y)| ≤ L.

(L existuje podle věty o omezenosti spojité funkce na kompaktu H, bod
(
x0
y0

)
muśı být z

vnitřku H.) Okoĺı H lze zřejmě zvolit konvexńı.
Pro pevné x se můžeme na funkci f(x, y) d́ıvat jako na funkci jedné reálné proměnné y a

na rozd́ıl |f(x, y1)− f(x, y2)| aplikovat větu o př́ır̊ustku funkce (viz [6, Věta 5.10]). Potom
pro libovolné

(
x
y1

)
,
(
x
y2

)
∈ H plat́ı

|f(x, y1)− f(x, y2)| = |∂yf(x, ξ)| |y1 − y2| ≤ L |y1 − y2| ,

což jsme chtěli dokázat.

Věta 3.23. Necht’ funkce f je spojitá na Γ a lokálně lipschitzovská vzhledem k y na Γ. Potom
každým bodem

(
x0
y0

)
∈ Γ procháźı právě jedna integrálńı křivka úlohy (3.1).

D̊ukaz. Věta je d̊usledkem věty 3.15 a 3.18.

3.1.3 Prodloužitelné a neprodloužitelné řešeńı

Poznámka 3.24. Podle d̊ukazu Peanovy věty 3.15 jsme k bodu
(
x0
y0

)
∈ Γ sestrojili obdélńık

tak, že funkce y(x) definovaná na intervalu [x0 − a, x0 + a] splňovala ∀x ∈ (x0 − a, x0 + a)
rovnici y′(x) = f(x, y(x)) a zároveň y(x0) = y0. Peanova věta nám tedy zaručuje existenci
řešeńı úlohy (3.1) lokálně, na jistém okoĺı (viz obr. 3.3).

Označme

x1 = x0 + a,

y1 = y(x0 + a).

10 Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832–1903), německý matematik.
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Obrázek 3.3: Peanova věta zaručuje existenci řešeńı lokálně, ke konstrukci prodloužeńı řešeńı.

Zřejmě plat́ı
(
x1
y1

)
∈ Γ a lze tedy řešit úlohu s novou počátečńı podmı́nkou (d́ıky tomu, že

nalezené řešeńı bylo definované na uzavřeném intervalu)

y′ = f(x, y),

y(x1) = y1.

Z Peanovy věty vyplývá existence funkce y(1)(x) definované na intervalu [x1 − a1, x1 + a1],
která řeš́ı uvedenou úlohu na otevřeném intervalu (x1 − a1, x1 + a1). Původńı funkci y(x)
definovanou na intervalu [x0 − a, x0 + a] lze zřejmě prodloužit na interval [x0 − a, x1 + a1]
tak, že polož́ıme

y(x) =

{
y(x) pro x ∈ [x0 − a, x0 + a]

y(1)(x) pro x ∈ (x0 + a, x1 + a1]
.

Prodloužená funkce y potom řeš́ı p̊uvodńı úlohu na prodlouženém intervalu (x0− a, x1 + a1).
T́ımto postupem lze pokračovat v prodlužováńı řešeńı úlohy (3.1) dále. V k-tém kroku

prodlužováńı polož́ıme

xk = xk−1 + ak−1,

yk = y(k−1)(xk−1 + ak−1).

Plat́ı
(
xk
yk

)
∈ Γ a z Peanovy věty existuje y(k)(x) definované na intervalu [xk − ak, xk + ak].

Původńı řešeńı tedy můžeme prodloužit o interval [xk, xk + ak] a ∀x ∈ (x0 − a, xk + ak) je
splněna rovnice y′(x) = f(x, y(x)).

Z provedených úvah je zřejmé, že analogicky bychom mohli p̊uvodńı řešeńı prodlužovat
doleva.

V daľśım textu se budeme zabývat definićı prodloužitelného a neprodloužitelného řešeńı,
existenćı neprodloužitelného řešeńı a budeme zkoumat, kam až lze řešeńı prodloužit.

Definice 3.25. Necht’ funkce ϕ(x) je řešeńım úlohy (3.1) na [α, β]. Ř́ıkáme, že řešeńı ϕ je
prodloužitelné právě tehdy, jestliže existuje funkce ϕ1(x), definovaná na [α1, β1] (takovém,
že α1 ≤ α, β1 ≥ β a přitom α1 < α ∨ β1 > β), taková, že ϕ1|[α,β] = ϕ a ϕ1 řeš́ı úlohu (3.1).

Funkce ϕ1 se pak nazývá prodloužeńım funkce ϕ. Řešeńı úlohy (3.1) definované na (α, β),
pro které neexistuje prodloužeńı, se nazývá neprodloužitelné.
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Poznámka 3.26. Řešeńı definované na uzavřeném intervalu lze vždy prodloužit. Neprod-
loužitelné řešeńı je definováno pouze na otevřených intervalech.

Věta 3.27. Necht’ f ∈ C(Γ). Pak řešeńı ϕ = ϕ(x) úlohy (3.1) definované na (α, β) je ne-
prodloužitelné právě tehdy, když plat́ı alespoň jedna z následuj́ıćıch podmı́nek (pro neprod-
loužitelnost v daném směru):

(1) β = +∞ (ve směru doprava), resp. α = −∞ (ve směru doleva),

(2) |ϕ(x)| → +∞ pro x→ β−, resp. pro x→ α+,

(3) %(
(
x

ϕ(x)

)
, ∂Γ)→ 0 pro x→ β−, resp. pro x→ α+.

D̊ukaz. Věta je ekvivalenćı a je tedy třeba dokázat obě implikace.

1. ⇐: Předpokládejme postupně splněńı podmı́nky (1), (2) a (3).

(1) Necht’ β = +∞. Potom (α, β) nelze prodloužit za β, a tedy ϕ je neprodloužitelné
(doprava). Analogicky se ukáže neprodloužitelnost doleva pro bod α.

(2) Pokud ϕ lze prodloužit za β, pak lze určitě vyč́ıslit ϕ v bodě x = β, tzn. ϕ je řešeńım
(3.1). Potom ∃ lim

x→β−
ϕ(x) ∈ R, což je spor s podmı́nkou (2).

(3) Pokud lze ϕ prodloužit za β, pak lim
x→β−

ϕ(x) ∈ R. Potom také lim
x→β−

(
x

ϕ(x)

)
∈ Γ.

Z podmı́nky (3) pak plyne lim
x→β−

(
x

ϕ(x)

)
∈ ∂Γ. Pak tedy lim

x→β−

(
x

ϕ(x)

)
∈ Γ ∩ ∂Γ, což je

spor s předpokladem, že Γ je oblast.

2. ⇒: Důkaz se provede sporem. Necht’ ϕ = ϕ(x) je neprodloužitelné řešeńı a zároveň necht’

neńı splněna žádná z podmı́nek (1), (2), (3), tj. plat́ı ¬(1) ∧ ¬(2) ∧ ¬(3). Z lemmatu
3.29 pak ∃ lim

x→β−

(
x

ϕ(x)

)
∈ R2 a ze spojitosti funkce %(

(
x
y

)
, ∂Γ) (kde za argument funkce

považujeme
(
x
y

)
) plyne, že

∃ lim
x→β−

%

((
x

ϕ(x)

)
, ∂Γ

)
ozn.
= d > 0︸ ︷︷ ︸

z ¬(3)

.

Tento limitńı bod tedy lež́ı uvnitř Γ, tj. plat́ı

lim
x→β−

(
x

ϕ(x)

)
=

(
β

limx→β− ϕ(x)

)
∈ Γ.

Označme lim
x→β−

ϕ(x) = ϕ(β). Lze tedy řešit počátečńı úlohu y′ = f(x, y), y(β) = ϕ(β) a

řešeńı ϕ prodloužit za bod β, což je spor.

Poznámka 3.28. Větu lze intuitivně pochopit tak, že řešeńı nelze prodloužit, pokud

(1) neńı kam,

(2) neńı co,

(3) neńı kudy.
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φ(x)

β

Q

P

x

y

Obrázek 3.4: Ke konstrukci bod̊u P a Q.

Lemma 3.29. Necht’ plat́ı předpoklady předchoźı věty a nav́ıc necht’ plat́ı ¬(1)∧¬(2)∧¬(3).
Potom existuje lim

x→β−
ϕ(x) ∈ R.

D̊ukaz. Při dokazováńı využijeme následuj́ıćı lemma:

Lemma 3.30. Spojitá funkce na [a, b] nabývá všech hodnot mezi svým maximem a minimem,
resp. mezi hodnotami f(x′) a f(x′′) pro každé x′, x′′ ∈ [a, b].

D̊ukaz. Viz např. [6, Věta 4.23]

Z předpokladu ¬(1) plyne β ∈ R. Definujme

π =
{
{xn}n≥1

∣∣∣ xn n→∞−−−→ β−

}
množinu všech posloupnost́ı, které konverguj́ı k bodu β zleva. Dále označme

P = inf
{

lim inf
n→∞

ϕ(xn)
∣∣∣ {xn}n≥1 ∈ π

}
,

Q = sup
{

lim sup
n→∞

ϕ(xn)
∣∣∣ {xn}n≥1 ∈ π

}
.

Z konstrukce je zřejmé, že P ≤ Q a jistě také plat́ı: P < +∞ a Q > −∞. Dále budeme
uvažovat př́ıpad, kdy P,Q ∈ R – situace by tedy mohla vypadat např. jako na obr. 3.4. Př́ıpad,
kdy alespoň jedno z P nebo Q neńı konečné, si laskavý čtenář jistě s radost́ı přidokáže sám.
Hledaná limita zřejmě existuje právě, když P = Q (a v tom př́ıpadě je reálná). Při dokazováńı
této rovnosti budeme postupovat sporem, tj. předpokládejme, že P < Q. Nejdř́ıve vyslov́ıme
pomocné tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.31. (
∀y ∈ [P,Q]

)(
y je hromadný bod hodnot ϕ(x) pro x→ β−

)
.

D̊ukaz. Chceme ukázat, že plat́ı(
∀y ∈ [P,Q]

)((β
y

)
je hromadný bod grafu funkce ϕ

)
.
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φ ( x ) 

β 

Q 

P 

x 

y 

Q       ε' 2 

P + 2ε' 
n n {( x' , φ ( x'  )

Sem zadejte rovnici.
n ≥ n 0 

{[ x'' , φ ( x'' )]} n n n ≥ n 0 
{(

𝑥𝑛
′′

𝜑(𝑥𝑛
′′)

)}
𝑛≥𝑛0

 

{(
𝑥𝑛

′

𝜑(𝑥𝑛
′ )

)}
𝑛≥𝑛0

 

Obrázek 3.5: Ke konstrukci posloupnost́ı {x′n}n≥1 a {x′′n}n≥1.

Body
(
β
P

)
a
(
β
Q

)
tento požadavek zřejmě splňuj́ı, což okamžitě vyplývá z definice P a Q (jako

limes superior a limes inferior). Pro body
(
β
y

)
takové, že y ∈ (P,Q) postupujume následuj́ıćım

zp̊usobem.
Vezměme 0 < ε′ < 1

2 min{|y − P | , |y −Q|}. Z definice bodu P pak plyne(
∃{x′n}n≥1 ∈ π

)(
lim inf
n→∞

ϕ(x′n) ∈
[
P, P + ε′

))
.

Podobně z definice bodu Q plyne(
∃{x′′n}n≥1 ∈ π

)(
lim sup
n→∞

ϕ(x′′n) ∈
(
Q− ε′, Q

])
.

Z vlastnost́ı limes superior a limes inferior a posloupnost́ı {x′n} a {x′′n} plyne existence vy-
braných posloupnost́ı (vzhledem k tomu, že p̊uvodńı posloupnosti už nebudeme potřebovat,
označ́ıme tyto vybrané posloupnosti stejně jako ty p̊uvodńı), pro něž plat́ı(

∃n0

)(
∀n > n0

)(
ϕ(x′n) ∈

[
P, P + 2ε′) ∧ ϕ(x′′n) ∈ (Q− 2ε′, Q

])
.

Situace je zachycena na obr. 3.5.
Potom pro n > n0 máme x′n, x

′′
n ∈ (α, β) a

ϕ(x′n) < P + 2ε′ < y,

ϕ(x′′n) > Q− 2ε′ > y.

Funkce ϕ je spojitá a tedy pro každé n1, n2 > n0 nabývá všech hodnot mezi ϕ(x′n1
) a ϕ(x′′n2

).
Speciálně tedy ϕ nabývá i hodnoty y. Potom tedy muśı platit(

∃{x′′′n }n≥1 ∈ π
)(
ϕ(x′′′n ) = y

)
.

Odtud zřejmě lim
n→∞

[x′′′n , ϕ(x′′′n )] =
(
β
y

)
a tedy

(
β
y

)
je hromadný bod grafu ϕ, což jsme chtěli

dokázat.
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Obrázek 3.6: Ke konstrukci obdélńıku D ⊂ Γ.

Ukázali jsme, že všechny body úsečky

M =
{(β

y

) ∣∣∣ y ∈ [P,Q]
}

jsou hromadnými body grafu ϕ. Z předpokladu ¬(3)11 plyne, že graf funkce ϕ se nebĺıž́ı
k hranici ∂Γ. Situace je zachycena na obr. 3.6. Zřejmě každý bod úsečky M lež́ı bud’ v Γ
anebo v ∂Γ, neńı však možné, aby všechny tyto body ležely v ∂Γ (to by byl spor s ¬(3)).

Zvolme libovolné y0 ∈ (P,Q) tak, aby
(
β
y0

)
∈ Γ. Okolo bodu

(
β
y0

)
sestroj́ıme obdélńık

(viz obr. 3.6)
D = [β − δ1, β]× [y0 − ε1, y0 + ε1] ,

kde konstanty ε1, δ1 voĺıme tak, aby D ⊂ Γ. Označme dále

B = max
{
|f(x, y)|

∣∣∣ (x
y

)
∈ D

}
.

Potom (
∃{x′n}n≥1, {x′′n}n≥1 ∈ π

)(
∀n ∈ N

)(
ϕ(x′n) = y0 − ε1 ∧ ϕ(x′′n) = y0 + ε1

)
.

Zvolme δ > 0 tak, že δ < δ1 ∧ δ < ε1/2B. Potom(
∃n0

)(
∀n > n0

)(
x′n, x

′′
n ∈ (β − δ, β)

)
a přitom plat́ı ∣∣ϕ(x′n)− ϕ(x′′n)

∣∣ = 2ε1.

11tj. ¬
(
%(
(
x

ϕ(x)

)
, ∂Γ)

x→β−−−−−→ 0

)
.
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Protože však ϕ je řešeńım, muśı zároveň platit∣∣ϕ(x′n)− ϕ(x′′n)
∣∣ =

∣∣ϕ′(ξn)
∣∣︸ ︷︷ ︸

=|f(ξn,ϕ(ξn))|≤B

∣∣x′n − x′′n∣∣︸ ︷︷ ︸
<δ

< Bδ <
ε1

2
.

Odtud |ϕ(x′n)− ϕ(x′′n)| = 2ε1 <
ε1
2 , což je spor.

Potom tedy P = Q a lim
x→β−

ϕ(x) ∈ R.

Poznámka 3.32. Je-li Γ ⊂ R2 omezená oblast, potom

(1) α, β ∈ R⇒ ¬(1),

(2) |ϕ(x)| omezené ⇒ ¬(2).

Může tedy nastat pouze podmı́nka (3).

Věta 3.33. Necht’ Γ ⊂ R2 je oblast, f ∈ C(Γ),
(
x0
y0

)
∈ Γ. Potom existuje alespoň jedno

neprodloužitelné řešeńı úlohy (3.1).

D̊ukaz. Opakovaně využijeme Peanovy věty a jej́ı konstrukce. Řešeńı budeme prodlužovat bez
újmy na obecnosti doprava. Definujme

En =

{(
x
y

)
∈ Γ

∣∣∣ |x− x0| < n, |y − y0| < n, %(

(
x
y

)
, ∂Γ) >

1

n

}
.

Potom plat́ı En ⊂ En+1 a dále(
∀n ∈ N

)((x0

y0

)
∈ En

)
,(

∀n ∈ N
)(
∃Mn > 0

)(
∀
(
x
y

)
∈ En

)(
|f(x, y)| ≤Mn

)
.

V E1 lze pomoćı Peanovy věty sestrojit řešeńı ψ definované na intervalu [x0 − ã, x0 + ã].
Prodlužováńım tohoto řešeńı stejnou konstrukćı lze źıskat řešeńı ϕ na intervalu [x0, a0] tak,
že
(
a0

ϕ(a0)

)
/∈ E1 (kdyby to nešlo, tj. kdyby neprodloužitelné řešeńı ϕ bylo celé v E1, pak by

bylo omezené a daleko od ∂Γ, což by byl spor s větou 3.27).
Bod

(
a0

ϕ(a0)

)
∈ Γ. Necht’ n1 je nejmenš́ı index takový, že

(
a0

ϕ(a0)

)
∈ En1 . Vezmeme tento bod

za počátečńı podmı́nku a (opakovanou) Peanovou konstrukćı ϕ prodlouž́ıme na [x0, a1] tak,
že
(
a1

ϕ(a1)

)
/∈ En1 .

Bod
(
a1

ϕ(a1)

)
∈ Γ. Necht’ n2 je nejmenš́ı index takový, že

(
a1

ϕ(a1)

)
∈ En2 . Opakovaně prod-

louž́ıme na [x0, a2] tak, že
(
a2

ϕ(a2)

)
/∈ En2 .

Takto sestroj́ıme posloupnosti {nk}k≥1, {ak}k≥1 rostoućı, tj. ∃ lim
k→∞

ak ∈ R∪{+∞} a přitom

(
∀k ∈ N

)(( ak
ϕ(ak)

)
/∈ Enk

)
a řešeńı ϕ je prodlouženo na interval

[
x0, lim

k→∞
ak

]
. Označme a = lim

k→∞
ak.

56
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Necht’ neplat́ı ani jedna z podmı́nek věty 3.27 (tj. plat́ı ¬(1) ∧ ¬(2) ∧ ¬(3)). Potom, podle
lemmatu 3.29, existuje lim

k→∞

( ak
ϕ(ak)

)
a je rovna [a, ϕ(a)] ∈ Γ a tedy

(
∃%0 > 0

)(
B([a, ϕ(a)], %0) ⊂ Γ

)
.

Pak (
∃d0 > 0

)(
∃k0

)(
∀k > k0

)(( ak
ϕ(ak)

)
∈ B([a, ϕ(a)], %0) ∧ %([

(
ak

ϕ(ak)

)
, ∂Γ) > d0

)
.

Nav́ıc (
∃k1

)(
∀k > k1

)(
d0 >

1

nk
∧ |x0 − a|+ %0 + |y0 − ϕ(a)| < nk

)
.

Pak ovšem (
∀k > max{k0, k1}

)(( ak
ϕ(ak)

)
∈ Enk

)
,

což je spor s předpokladem ¬(1)∧¬(2)∧¬(3). Z věty 3.27 pak plyne, že ϕ je neprodloužitelné.

3.1.4 Věta o hladkosti a o spojité závislosti na datech

Věta 3.34 (o hladkosti, resp. o tzv. regularitě). Necht’ f = f(x, y) má na Γ spojité derivace
vzhledem k x a y řádu p ≥ 0. Pak řešeńı úlohy (3.1) má spojité derivace podle x řádu p+ 1.

D̊ukaz. Řeš́ıme úlohu

y′ = f(x, y),

y(x0) = y0,

kde f ∈ C(p)(Γ), p ≥ 0. Důkaz se provede neúplnou matematickou indukćı podle k ≤ p.
Zvolme k = 0. Potom z Peanovy věty 3.15 máme řešeńı ϕ = ϕ(x) na [x0 − a, x0 + a], a plat́ı

ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)) pro ∀x ∈ (x0 − a, x0 + a). Funkce ϕ je tedy spojitá (f je také spojitá),
a tedy f(x, ϕ(x)) je také spojitá. Odtud zřejmě ϕ′ je spojitá, což znamená ϕ ∈ C(1).

Předpokládejme, že tvrzeńı věty plat́ı, pro 0 ≤ k− 1 < p a dokažme jej i pro k. Vı́me tedy,
že ϕ ∈ C(k) ∧ f ∈ C(k). Potom zřejmě ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)) ∈ C(k), a tedy ϕ ∈ C(k+1).

Poznámka 3.35. Následovat by měla věta o spojité závislosti na datech. Při jej́ım dokazováńı
však naraźıme na nerovnost, s ńıž se ještě setkáme i v daľśıch částech textu. Připrav́ıme si
pro ni proto zvláštńı zp̊usob zpracováńı – pomoćı tzv. Grönwallova lemmatu.

Lemma 3.36 (Grönwallovo12). Necht’ u : [x0 − a, x0 + a] → R+
0 je spojitá a necht’ ∀x ∈

[x0 − a, x0 + a] plat́ı

u(x) ≤ α+

x∫
x0

βu(ξ)dξ,

kde α, β ≥ 0.

12Thomas Hakon Grönwall (1877–1932), švédský matematik.
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Potom ∀x ∈ [x0, x0 + a] plat́ı

u(x) ≤ α+

x∫
x0

βu(ξ)dξ ≤ αeβ(x−x0).

D̊ukaz. Označme

v(x) = α+

x∫
x0

βu(ξ)dξ.

Funkce v je zřejmě spojitě diferencovatelná a pro jej́ı derivaci plat́ı

v′(x) = βu(x) ≤ βv(x).

Dostali jsme diferenciálńı nerovnost, kterou po snadné úpravě a po vynásobeńı kladným
výrazem e−β(x−x0) převedeme na tvar

v′(x)e−β(x−x0) − βv(x)e−β(x−x0) =
d

dx

(
v(x)e−β(x−x0)

)
≤ 0.

Tuto nerovnost můžeme integrovat (v meźıch x0 až x). Z věty o nerovnostech v integrálech
([6, Věta 6.12]) plyne, že nerovnost mezi integrandy se po integraci zachová. Dostaneme tedy

v(x)e−β(x−x0) − v(x0) ≤ 0,

odkud
v(x) ≤ v(x0)︸ ︷︷ ︸

=α

eβ(x−x0) = αeβ(x−x0).

Potom tedy plat́ı
u(x) ≤ v(x) ≤ αeβ(x−x0),

č́ımž je d̊ukaz lemmatu ukončen.

Poznámka 3.37. Snadno si také rozmysĺıme, že lze vyslovit i následuj́ıćı tvrzeńı.
Necht’ u : [x0 − a, x0 + a]→ R+

0 je spojitá a necht’ ∀x ∈ [x0 − a, x0 + a] plat́ı

u(x) ≤ α+

∣∣∣∣∣
x∫

x0

βu(ξ)dξ

∣∣∣∣∣,
kde α, β ≥ 0.

Potom ∀x ∈ [x0 − a, x0 + a] plat́ı

u(x) ≤ αeβ|x−x0|.

Věta 3.38 (o spojité závislosti na datech). Necht’ Γ ⊂ R2 je oblast, necht’

F =
{
f : Γ→ R

∣∣∣ f je spojitá , |f(x, y)| ≤M na Γ, |f(x, y)− f(x, y)| ≤ L |y − y|
}
,

kde M,L > 0. Necht’
(
x0
y0

)
∈ Γ, y = y(x) řeš́ı úlohu (3.1) pro f ∈ F a je definováno na

intervalu [x0 − a, x0 + a].
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Obrázek 3.7: K d̊ukazu věty o spojité závislosti na datech.

Potom
(
∀ε > 0

)(
∃δ > 0

)(
∀x0 ∈ (x0 − a, x0 + a)

)(
∀y0 ∈ R

)(
∀f ∈ F

)
:

pokud
(
|x0 − x0| < δ

)
∧
(
|y0 − y0| < δ

)
∧
(
∀
(
x
y

)
∈ Γ
)(∣∣f(x, y)− f(x, y)

∣∣ < δ
)

,

pak
(
∀x ∈ (x0 − a, x0 + a)

)(
|y(x)− y(x)| < ε

)
, kde y = y(x) řeš́ı úlohu y′ = f(x, y),

y(x0) = y0.

D̊ukaz. Necht’
(
x0
y0

)
∈ Γ. Potom zřejmě existuje okoĺı U takové, že

(
x0
y0

)
∈ U ⊂ U ⊂ Γ.

V bĺızkosti bodu
(
x0
y0

)
zvoĺıme bod

(
x0
y0

)
tak, aby ležel v obdélńıku sestrojeném během Eulerovy

konstrukce okolo bodu
(
x0
y0

)
(viz obr. 3.7).

Potom počátečńı úlohy

y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

a
y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

maj́ı jednoznačně určená řešeńı definovaná na intervalu [x0 − a, x0 + a], která označ́ıme po-
stupně y = y(x) a y = y(x). Tyto funkce tedy splňuj́ı na intervalu (x0 − a, x0 + a) rovnosti

y′(x) = f(x, y(x))

y(x0) = y0

a
(y)′(x) = f(x, y(x))

y(x0) = y0

Po integraci uvedených rovnic s přihlédnut́ım k počátečńım podmı́nkám obdrž́ıme rovnice

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ,

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ.

Snadno si rozmysĺıme, že integrály na pravé straně uvedených rovnic jsou vlastńı Riemannovy.
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Jejich odečteńım dostaneme

y(x)− y(x) = y0 − y0 +

x∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ −
x∫

x0

f(ξ, y(ξ))dξ

= y0 − y0 +

x∫
x0

[
f(ξ, y(ξ))− f(ξ, y(ξ))

]
dξ +

x0∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ.

Výraz y(x) − y(x) budeme cht́ıt odhadnout. Proto si připrav́ıme odhady pro jednotlivé
výrazy na pravé straně.

(a) Zřejmě lze volit |y0 − y0| < δ, kde δ > 0.

(b) Protože f ∈ F a lze volit |x0 − x0| < δ, plat́ı odhad∣∣∣∣∣∣
x0∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣
x0∫
x0

∣∣f(ξ, y(ξ))
∣∣︸ ︷︷ ︸

≤M

dξ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤M |x0 − x0|︸ ︷︷ ︸
<δ

.

(c) Při odhadu prostředńıho členu využijeme toho, že při konstrukci, podle předpoklad̊u věty,
rovnou požadujeme splněńı podmı́nky(

∀
(
x
y

)
∈ Γ
)(∣∣f(x, y)− f(x, y)

∣∣ < δ
)
.

Označme A =
∣∣∣∫ xx0[f(ξ, y(ξ))− f(ξ, y(ξ))

]
dξ
∣∣∣. Protože f ∈ F , plat́ı

A ≤

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

∣∣f(ξ, y(ξ))− f(ξ, y(ξ))
∣∣ dξ
∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|f(ξ, y(ξ))− f(ξ, y(ξ))|︸ ︷︷ ︸
≤L|y(ξ)−y(ξ)|

dξ

∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

∣∣f(ξ, y(ξ))− f(ξ, y(ξ))
∣∣︸ ︷︷ ︸

<δ

dξ

∣∣∣∣∣∣∣
≤ L

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|y(ξ)− y(ξ)| dξ

∣∣∣∣∣∣+ δ |x− x0|︸ ︷︷ ︸
≤a

.

Potom zřejmě plat́ı následuj́ıćı odhad

|y(x)− y(x)| ≤ δ +Mδ + aδ + L

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|y(ξ)− y(ξ)|dξ

∣∣∣∣∣∣ .
Označ́ıme-li u(x) = |y(x)− y(x)| (u je zřejmě spojitá a nezáporná na [x0 − a, x0 + a]), můžeme
výše uvedenou nerovnost přepsat do tvaru

u(x) ≤ (1 +M + a)δ + L

∣∣∣∣∣
x∫

x0

u(ξ)dξ

∣∣∣∣∣.
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Z Grönwallova lemmatu 3.36, resp. z poznámky 3.37, potom ∀x ∈ [x0 − a, x0 + a] plat́ı

|y(x)− y(x)| ≤ (1 +M + a) δ eL|x−x0| ≤ (1 +M + a) δ eLa.

Potom pro libovolné ε > 0 klademe

δ =
ε

1 +M + a
e−La

a, voĺıme-li |x0 − x0| < δ, |y0 − y0| < δ a lib. f ∈ F takovou, že
∣∣f(x, y)− f(x, y)

∣∣ < δ, pak
∀x ∈ [x0 − a, x0 + a] plat́ı, že |y(x)− y(x)| < ε, což jsme chtěli dokázat.

3.2 Soustavy diferenciálńıch rovnic 1. řádu

Definice 3.39. Necht’ F = (F 1, . . . , Fn), kde F k : (R1+n+n)→ R, k ∈ n̂. Potom soustava

F 1

(
x, y1, . . . , yn,

dy1

dx
, . . . ,

dyn

dx

)
= 0

...

Fn
(
x, y1, . . . , yn,

dy1

dx
, . . . ,

dyn

dx

)
= 0

(3.5)

pro neznámou vektorovou funkci y = (y1, . . . , yn), kde yk : (R) → R, k ∈ n̂ se nazývá
soustava diferenciálńıch rovnic 1. řádu.

Poznámka 3.40. Libovolný systém vyšš́ıho řádu (t́ım máme na mysli, že na levé straně
soustavy (3.5) by vystupovaly netriviálně i derivace vyšš́ıch řád̊u), lze převést na systém
1. řádu. Uvažme následuj́ıćı soustavu diferenciálńıch rovnic řádu k ∈ N

F 1

(
x, y1, . . . , yn,

dy1

dx
, . . . ,

dyn

dx
, . . . ,

dky1

dxk
, . . . ,

dkyn

dxk

)
= 0

...

Fn
(
x, y1, . . . , yn,

dy1

dx
, . . . ,

dyn

dx
, . . . ,

dky1

dxk
, . . . ,

dkyn

dxk

)
= 0

Do této soustavy zavedeme substituci ve tvaru

zlj =
dlyj

dxl
,

pro všechna j ∈ n̂ a pro všechna l = 0, 1, . . . , k − 1. Uvedená soustava pak přejde do tvaru

F 1

(
x, z0

1 , . . . , z
0
n, z

1
1 , . . . , z

1
n, . . . , z

k−1
1 , . . . , zk−1

n ,
dzk−1

1

dx
, . . . ,

dzk−1
n

dx

)
= 0

...

Fn

(
x, z0

1 , . . . , z
0
n, z

1
1 , . . . , z

1
n, . . . , z

k−1
1 , . . . , zk−1

n ,
dzk−1

1

dx
, . . . ,

dzk−1
n

dx

)
= 0
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dz0
1

dx
= z1

1 , . . . ,
dz0

n

dx
= z1

n

...

dzk−2
1

dx
= zk−1

1 , . . . ,
dzk−2

n

dx
= zk−1

n

což už je soustava 1. řádu.

Definice 3.41. Necht’ f = (f1, . . . , fn), kde fk : (R1+n)→ R, k ∈ n̂. Pak soustava

dy1

dx
= f1

(
x, y1, . . . , yn

)
...

dyn

dx
= fn

(
x, y1, . . . , yn

) (3.6)

se nazývá soustava diferenciálńıch rovnic 1. řádu v normálńım tvaru s vektorovým
zápisem

y′ = f(x, y), (3.7)

pro neznámou vektorovou funkci y = (y1, . . . , yn).

Definice 3.42. Vektorová funkce y : I → Rn, I ⊂ R je otevřený interval, je řešeńım soustavy
(3.41) právě tehdy, když splňuje (3.41) ∀x ∈ I (tj. bodově).

Definice 3.43. Necht’ funkce g = g(x, y1, . . . , yn) je definována na A ⊂ R1+n (g : A → R).
Ř́ıkáme, že g splňuje na A Lipschitzovu podmı́nku vzhledem k y1, . . . , yn s konstantou
L > 0 právě tehdy, když plat́ı(
∀(x, y1, . . . , yn), (x, ŷ1, . . . , ŷn) ∈ A

)(∣∣g(x, y1, . . . , yn)− g(x, ŷ1, . . . , ŷn)
∣∣ ≤ L n∑

k=1

∣∣∣yk − ŷk∣∣∣).
Ř́ıkáme, že funkce g splňuje na A Lipschitzovu podmı́nku lokálně právě tehdy, když pro

každý bod (x0, y
1
0, . . . , y

n
0 ) ∈ A existuje jeho okoĺı H ⊂ A tak, že g splňuje na H Lipschitzovu

podmı́nku vzhledem k y1, . . . , yn s konstantou L > 0.

Poznámka 3.44. Pokud A je otevřená a
∂g

∂yj
∈ C(A), j ∈ n̂, pak g splňuje na A lokálně

Lipschitzovu podmı́nku.

Věta 3.45 (o existenci a jednoznačnosti řešeńı počátečńı úlohy). Necht’ Γ ⊂ R1+n je oblast,
f : Γ→ Rn, f ∈ C(Γ) a (

∀j, k ∈ n̂
)(∂fk

∂yj
∈ C(Γ)

)
.

Necht’ dále
(
x0
y0

)
∈ Γ.

Potom existuje δ > 0 a ϕ : (x0 − δ, x0 + δ) → Rn tak, že funkce ϕ = ϕ(x) řeš́ı počátečńı
úlohu s vektorovým zápisem

y′ = f(x, y),
y(x0) = y0.

(3.8)

Pokud I ⊂ R je otevřený, x0 ∈ I, ψ : I → Rn je řešeńı (3.8), potom plat́ı(
∀x ∈ I ∩ (x0 − δ, x0 + δ)

)(
ϕ(x) = ψ(x)

)
.
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Poznámka 3.46. Důkaz právě uvedené věty vynecháváme. Analogický d̊ukaz bude proveden
pro větu o existenci a jednoznačnosti řešeńı počátečńı úlohy pro soustavu lineárńıch dife-
renciálńıch rovnic. Postup d̊ukazu však shrneme do krátkého komentáře.

Je třeba dokázat existenci a jednoznačnost. Zabývejme se nejdř́ıve existenćı řešeńı počátečńı
úlohy (3.8). Existence se dokazuje pomoćı tzv. Picardových13 iteraćı. Snadno si rozmysĺıme,
že funkce ϕ = ϕ(x) je řešeńım úlohy (3.8) právě tehdy, vyhovuje-li integrálńı rovnici (ve
vektorovém tvaru)

y = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y)dξ.

Necht’ je funkce ϕ řešeńım úlohy (3.8). Potom zřejmě plat́ı ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)). Integraćı této
rovnosti, s přihlédnut́ım k počátečńım podmı́nkám, přejdeme ke tvaru

ϕ(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, ϕ(ξ))dξ.

Odtud tedy plyne, že řešeńı úlohy (3.8) vyhovuje i uvedené integrálńı rovnici (tato rov-
nice v sobě automaticky zahrnuje i př́ıslušné počátečńı podmı́nky). Naopak necht’ funkce
ϕ splňuje uvedenou integrálńı rovnici. Potom je ϕ zřejmě diferencovatelná a také vyho-
vuje počátečńım podmı́nkám úlohy (3.8). Derivaćı integrálńı rovnosti pak dostaneme rovnost
ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)), tj. funkce ϕ je řešeńım úlohy (3.8).

Nyńı provedeme Picardovy iterace. Budeme pracovat na intervalu (x0 − δ, x0 + δ), kde
parametr δ se bĺıže urč́ı v pr̊uběhu d̊ukazu. V prvńım kroku označme

ϕ1(x) = y0

a položme

ϕ2(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, ϕ1(ξ))dξ.

T́ımto zp̊usobem postupujeme dále. V k-tém kroku tedy polož́ıme

ϕk(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, ϕk−1(ξ))dξ.

Vytvář́ıme tak posloupnost funkćı definovaných na symetrickém intervalu (x0 − δ, x0 + δ).
O této posloupnosti ukážeme, že pro vhodné δ > 0 na intervalu (x0 − δ, x0 + δ) stejnoměrně
konverguje k limitńı funkci ϕ, která je řešeńım dané úlohy.

Jednoznačnost se dokazuje pomoćı Grönwallova lemmatu.

13Charles Émile Picard (1856–1941), francouzský matematik.
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3.3 Soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu

Definice 3.47. Necht’ aij : (R)→ R, bi : (R)→ R. Pak soustava

dy1

dx
=

n∑
j=1

a1j(x)yj + b1(x)

...
dyn

dx
=

n∑
j=1

anj(x)yj + bn(x)

(3.9)

se nazývá soustava lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu s vektorovým zápisem

y′ = A(x)y + b(x),

pro neznámou vektorovou funkci y = (y1, . . . , yn).

Poznámka 3.48. Soustavu (3.9) lze formulovat také pro př́ıpad

aij : (R)→ C,
bj : (R)→ C,
yj : (R)→ C.

Věta 3.49 (o existenci a jednoznačnosti řešeńı počátečńı úlohy). Necht’ I ⊂ R je otevřený
interval, aij : I → R, bj : I → R jsou spojité, x0 ∈ I, y0 ∈ Rn. Pak úloha

y′ = A(x)y + b(x)
y(x0) = y0

(3.10)

má na I řešeńı ϕ = ϕ(x). Je-li J ⊂ R otevřený interval, x0 ∈ J , ψ : J → Rn řešeńı (3.10),
pak (

∀x ∈ I ∩ J
)(
ϕ(x) = ψ(x)

)
.

D̊ukaz. Budeme postupovat podle poznámky 3.46.

(1) Nejprve dokážeme existenci. Uvažme, že ϕ : I → Rn řeš́ı (3.10) právě tehdy, když

ϕ(x) = y0 +

x∫
x0

[
A(ξ)ϕ(ξ) + b(ξ)

]
dξ.

Položme (Picardovy iterace) pro každé x ∈ I, k ∈ N

ϕ0(x) = y0,

...

ϕk(x) = y0 +

x∫
x0

[
A(ξ)ϕk−1(ξ) + b(ξ)

]
dξ.

Tak jsme na intervalu I sestrojili vektorovou funkčńı posloupnost {ϕk}k≥1. Dále dokážeme
následuj́ıćı lemma.
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Lemma 3.50. Funkčńı posloupnost {ϕk}k≥1 konverguje stejnoměrně na libovolném in-
tervalu [α, β] ⊂ I takovém, že x0 ∈ (α, β).

D̊ukaz. Zvolme libovolně [α, β] ⊂ I, x0 ∈ (α, β). Chceme ukázat, že {ϕk}k≥1 konverguje
na [α, β] stejnoměrně. K tomu využijeme Bolzanovo–Cauchyho kritérium (viz např. [6,
Věta 7.8]), které lze zformulovat ve tvaru(
∀ε > 0

)(
∃k0 ∈ N

)(
∀k ∈ N, k > k0

)(
∀p ∈ N

)(
∀x ∈ [α, β]

)(∣∣ϕik+p(x)− ϕik(x)
∣∣ < ε

)
,

pro všechna i ∈ n̂.

Dále v́ıme, že funkce aij(x) a bi(x) jsou spojité na kompaktńım intervalu [α, β] a jsou
tedy omezené, tj. plat́ı(

∃K > 0
)(
∀i, j ∈ n̂

)(
∀x ∈ [α, β]

)(
|aij(x)| ≤ K, |bi(x)| ≤ K

)
.

Zřejmě také plat́ı (
∃Y > 0

)(
∀j ∈ n̂

)(∣∣∣yj0∣∣∣ ≤ Y ).
Z B.-C. kritéria je zřejmé, že budeme muset odhadovat rozd́ıly tvaru

∣∣ϕik+1(x)− ϕik(x)
∣∣.

Proto si tyto odhady nejprve připrav́ıme. Zřejmě ∀i ∈ n̂ plat́ı

∣∣ϕi1(x)− ϕi0(x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
x∫

x0

[ n∑
j=1

aij(ξ)y
j
0 + bi(ξ)

]
dξ

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
x∫

x0

[
n∑
j=1

|aij(ξ)|︸ ︷︷ ︸
≤K

|yj0|︸︷︷︸
≤Y

+ |bi(ξ)|︸ ︷︷ ︸
≤K

]
dξ

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
x∫

x0

[ n∑
j=1

KY +K
]
dξ

∣∣∣∣∣ = (nY + 1)K |x− x0| .

Při odhadu (k + 1)-ńıho rozd́ılu dojdeme k rekurentńımu vztahu ∀i ∈ n̂

∣∣ϕik+1(x)− ϕik(x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
x∫

x0

[ n∑
j=1

aij(ξ)(ϕ
j
k(ξ)− ϕ

j
k−1(ξ))

]
dξ

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
x∫

x0

n∑
j=1

|aij(ξ)|︸ ︷︷ ︸
≤K

∣∣∣ϕjk(ξ)− ϕjk−1(ξ)
∣∣∣dξ∣∣∣∣∣.

Abychom tuto rekurenci vyřešili, odhadněme nejdř́ıve rozd́ıl
∣∣ϕi2(x)− ϕi1(x)

∣∣, který nám
pomůže určit tvar řešeńı. Jeho platnost potom ověř́ıme prostřednictv́ım matematické
indukce. Zřejmě tedy ∀i ∈ n̂

∣∣ϕi2(x)− ϕi1(x)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣

x∫
x0

(nY + 1)K2 |ξ − x0|n dξ

∣∣∣∣∣ =
1

2
(nK)2

(
Y +

1

n

)
|x− x0|2 .

Očekáváme tedy, že plat́ı ∀i ∈ n̂∣∣ϕik(x)− ϕik−1(x)
∣∣ ≤ 1

k!
(nK)k

(
Y +

1

n

)
|x− x0|k .
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Pro k = 1, 2 již máme platnost tohoto vztahu ověřenu. Předpokládejme, že pro k plat́ı a
dokažme ji i pro k + 1. Pro každé i ∈ n̂

∣∣ϕik+1(x)− ϕik(x)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣

x∫
x0

n∑
j=1

K
1

k!
(nK)k

(
Y +

1

n

)
|ξ − x0|k dξ

∣∣∣∣∣
≤ 1

(k + 1)!
(nK)k+1

(
Y +

1

n

)
|x− x0|k+1 .

T́ım je platnost našeho odhadu ověřena.

Potom ∀i ∈ n̂∣∣ϕik+p(x)− ϕik(x)
∣∣ ≤ p∑

l=1

∣∣ϕik+l(x)− ϕik+l−1(x)
∣∣

≤
p∑
l=1

(
Y +

1

n

)
1

(k + l)!
(nK)k+l |x− x0|k+l

︸ ︷︷ ︸
úsek řady SK na lib. omez. intervalu

.

Vid́ıme, že na pravé straně našeho odhadu stoj́ı úsek řady, která je stejnoměrně konver-
gentńı na libovolném omezeném intervalu (poloměr konvergence této řady je zjevně +∞,
stejnoměrná konvergence pak plyne např. z [7, Věta 5.5]). V d̊usledku toho se zřejmě
pro k → +∞ a p → +∞ muśı pravá strana bĺıžit k 0 a lze ji tedy udělat libovolně ma-
lou. Odtud funkčńı posloupnost {ϕk}k≥1 konverguje na [α, β] stejnoměrně a na I lokálně
stejnoměrně (vzhledem k libovolnosti [α, β]).

T́ım je d̊ukaz lemmatu dokončen.

Pokračujeme v dokazováńı věty o existenci a jednoznačnosti. Označme

ϕ∗(x) = lim
k→+∞

ϕk(x).

Potom v iteračńım vztahu

ϕk+1(x) = y0 +

x∫
x0

[
A(ξ)ϕk(ξ) + b(ξ)

]
dξ

provedeme limitńı přechod k → +∞, přičemž využijeme stejnoměrné konvergence funkčńı
posloupnosti {ϕk}k≥1 na libovolném intervalu [α, β] ⊂ I (tj. i na intervalu s krajńımi body
x0 a x). Lze tedy provést záměnu limity a integrálu. Dostaneme

ϕ∗(x) = y0 +

x∫
x0

[
A(ξ)ϕ∗(ξ) + b(ξ)

]
dξ.

Odtud vid́ıme, že plat́ı(
ϕ∗(x0) = y0

)
∧
(
∃ϕ′∗(x)

)(
∀x ∈ I

)(
ϕ′∗(x) = A(x)ϕ∗(x) + b(x)

)
.

To ale znamená, že ϕ∗ řeš́ı úlohu (3.10), což jsme chtěli dokázat.
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(2) Zbývá dokázat jednoznačnost řešeńı. Necht’ ψ = ψ(x) je řešeńım úlohy (3.10) na intervalu
J ⊂ R. Necht’ z předchoźıho postupu máme řešeńı ϕ∗ na intervalu I. Dosad́ıme obě řešeńı
do (3.10) a dostaneme

ϕ∗(x) = y0 +

x∫
x0

[
A(ξ)ϕ∗(ξ) + b(ξ)

]
dξ,

ψ(x) = y0 +

x∫
x0

[
A(ξ)ψ(ξ) + b(ξ)

]
dξ.

Odečteńım obou rovnic źıskáme rovnici

ϕ∗(x)− ψ(x) =

x∫
x0

A(ξ)(ϕ∗(ξ)− ψ(ξ))dξ.

Uvažme nyńı [α, β] ⊂ I ∩ J , x0 ∈ (α, β). Potom

∣∣ϕi∗(x)− ψi(x)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣

x∫
x0

n∑
j=1

|aij(ξ)|︸ ︷︷ ︸
≤K

∣∣ϕj∗(ξ)− ψj(ξ)∣∣︸ ︷︷ ︸
≤‖ϕ∗(ξ)−ψ(ξ)‖2

dξ

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
x∫

x0

nK ‖ϕ∗(ξ)− ψ(ξ)‖2 dξ

∣∣∣∣∣
kde jsme využili zřejmou nerovnost

∣∣ϕi∗(x)− ψi(x)
∣∣ ≤ ‖ϕ∗(x)− ψ(x)‖2 =

 n∑
j=1

∣∣ϕj∗(x)− ψj(x)
∣∣21/2

a odhad̊u z předchoźıch část́ı d̊ukazu. Potom můžeme psát

‖ϕ∗(x)− ψ(x)‖2 =

(
n∑
i=1

∣∣ϕi∗(x)− ψi(x)
∣∣2)1/2

≤

 n∑
i=1

∣∣∣∣∣
x∫

x0

nK ‖ϕ∗(ξ)− ψ(ξ)‖2 dξ

∣∣∣∣∣
2
1/2

≤ n1/2

∣∣∣∣∣
x∫

x0

nK ‖ϕ∗(ξ)− ψ(ξ)‖2 dξ

∣∣∣∣∣
≤ n3/2K

∣∣∣∣∣
x∫

x0

‖ϕ∗(ξ)− ψ(ξ)‖2 dξ

∣∣∣∣∣.
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Označ́ıme-li tedy u(x) = ‖ϕ∗(x)− ψ(x)‖2, dostáváme nerovnost

u(x) ≤ n3/2K

∣∣∣∣∣
x∫

x0

u(ξ)dξ

∣∣∣∣∣.
Z Grönwallova lemmatu 3.36, resp. z poznámky 3.37, pak plyne

u(x) ≤ 0.

Odtud zřejmě (
∀x ∈ [α, β] ⊂ I ∩ J

)(
ϕ∗(x) = ψ(x)

)
,

Sporem ukážeme, že uvedená rovnost muśı platit i pro ostatńı x ∈ I ∩ J . Necht’ tedy
existuje x1 ∈ I ∩J tak, že ϕ∗(x1) 6= ψ(x1). Potom zřejmě existuje interval [α1, β1] ⊂ I ∩J
tak, že x1 ∈ [α1, β1] a x0 ∈ (α1, β1). Zopakujeme-li nyńı předchoźı postup, dojdeme ke
sporu. Plat́ı tedy (

∀x ∈ I ∩ J
)(
ϕ∗(x) = ψ(x)

)
.

T́ım je d̊ukaz věty dokončen.
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Definice 4.1. Necht’ q, pj : (R)→ R, j ∈ n̂, n ∈ N. Pak rovnice

y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y = q(x) (4.1)

se nazývá lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu.
Levá strana rovnice (4.1) je hodnotou lineárńıho diferenciálńıho operátoru L, tj.

Ly = y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y. (4.2)

Rovnice
Ly = 0 (4.3)

se nazývá lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu bez pravé strany.
Rovnice

Ly = q(x) (4.4)

se nazývá lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu s pravou stranou.

Poznámka 4.2. V daľśım textu budeme o funkćıch pj a q předpokládat, že jsou spojité na
nějakém otevřeném intervalu I ⊂ R.

Poznámka 4.3. Ukážeme, že lineárńı diferenciálńı rovnici n-tého řádu lze převést na soustavu
n lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu. Mějme diferenciálńı rovnici (4.1) s počátečńımi
podmı́nkami

y(x0) = y1
0

y′(x0) = y2
0

...

y(n−1)(x0) = yn0

Označme

y1(x) = y(x)

y2(x) = y′(x)

...

yn(x) = y(n−1)(x).
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Pak soustava 1. řádu

(y1)′ = y2

(y2)′ = y3

...

(yn−1)′ = yn

(yn)′ = −pn(x)y1 − pn−1(x)y2 − · · · − p1(x)yn + q(x)

s počátečńımi podmı́nkami

y1(x0) = y1
0

y2(x0) = y2
0

...

yn(x0) = yn0

je ekvivalentńı s úlohou (3.10), kde

A(x) =


0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0

. . .

0 0 0 0 · · · 1
−pn −pn−1 −pn−2 −pn−3 · · · −p1

 a b(x) =


0
0
...
0

q(x)

 .

Pak existence a jednoznačnost řešeńı této úlohy je dána př́ıslušnou větou pro úlohu (3.10),
tj. větou 3.49.

Tvrzeńı 4.4. Necht’ (y1, . . . , yl) jsou řešeńı (4.3). Pak y =
l∑

j=1
αjyj, kde (α1, . . . , αl) ∈ Rl, je

řešeńım (4.3).

D̊ukaz. Zřejmě plat́ı (∀j ∈ l̂)(Lyj = 0). Odtud a z linearity operátoru L plyne

l∑
j=1

αjLyj = 0 = L

 l∑
j=1

αjyj

 .

Tvrzeńı 4.5. Necht’ z řeš́ı (4.4). Potom funkce (y + z) řeš́ı (4.4) právě tehdy, když y řeš́ı
(4.3).

D̊ukaz. Podle předpoklad̊u věty plat́ı Lz = q.

(1) ⇒: L(y + z) = q ⇒ Ly + Lz = q ⇒ Ly = 0.

(2) ⇐: Ly = 0⇒ Lz + Ly = q ⇒ L(y + z) = q.

Poznámka 4.6. Funkce z se nazývá partikulárńı řešeńı rovnice (4.4). Funkce y se někdy
nazývá obecné řešeńı rovnice (4.3). Bĺıže k tomu, kdy nazveme funkci y obecným řešeńım,
viz poznámka 4.21.
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4.1 Řešeńı rovnice bez pravé strany

Definice 4.7. Necht’ k ∈ N, fj : I → R, j ∈ k̂. Funkce fj jsou lineárně závislé (LZ) na
intervalu I právě tehdy, když plat́ı

(
∃α1, . . . , αk ∈ R

)(
∃i0 ∈ k̂

)(
αi0 6= 0 ∧

k∑
j=1

αjfj(x) = 0, x ∈ I
)
.

V opačném př́ıpadě jsou lineárně nezávislé (LN) na I.

Poznámka 4.8. Necht’ J ⊂ I. Pak jsou-li funkce fj LZ na I, jsou LZ také na J .

Př́ıklad 4.9. Uvažme funkce 1, x, x2, . . . , xk na intervalu (−1, 1). Snadno si rozmysĺıme, že
tyto funkce jsou na každém intervalu LN, a tedy i na (−1, 1). Fakt, že pro x = 0 přejde
soubor funkćı do tvaru 1, 0, 0, . . . , 0, nemá vliv na lineárńı nezávislost funkćı na celém intervalu
(−1, 1).

Ukážeme, že funkce 1, x, x2, . . . , xk jsou LN na libovolném intervalu I. Podle definice tedy
zkoumáme, jaké musej́ı být koeficienty lineárńı kombinace, aby platilo

k∑
j=1

αjx
j−1 = 0

pro všechna x ∈ I. Zderivujeme-li tuto rovnost k-krát, zjist́ıme, že odtud plyne αk = 0. Potom
rovnost můžeme přepsat ve tvaru

k−1∑
j=1

αjx
j−1 = 0.

pro všechna x ∈ I. Rovnost opět zderivujeme, tentokrát (k−1)-krát, odkud vyplyne αk−1 = 0.
T́ımto postupem nakonec ověř́ıme, že má-li být rovnost splněna pro všechna x ∈ I, muśı platit
α1 = α2 = · · · = αk = 0. Tedy funkce 1, x, x2, . . . , xk jsou LN na libovolném intervalu.

Definice 4.10. Necht’ k ∈ N, I ⊂ R je otevřený, a necht’ ∀j ∈ k̂ maj́ı funkce fj : I → R
derivace do řádu k − 1. Funkce

W (x) = Wf1,...,fk(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(x) f2(x) · · · fk(x)
f ′1(x) f ′2(x) · · · f ′k(x)

. . .

f
(k−1)
1 (x) f

(k−1)
2 (x) · · · f

(k−1)
k (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
se nazývá Wrońskiho1 determinant (wrońskián) funkćı f1, . . . , fk na intervalu I.

Poznámka 4.11. Matice wrońskiánu se také nazývá Wrońskiho matice.

Věta 4.12. Necht’ k ∈ N, fj jsou na I diferencovatelné do řádu k − 1 pro všechna j ∈ k̂,
(f1, . . . , fk) LZ na I. Pak (

∀x ∈ I
)(
Wf1,...,fk(x) = 0

)
.

1Józef Maria Hoëne-Wroński (1778–1853), polský filozof, matematik, fyzik, vynálezce, právńık a ekonom.
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D̊ukaz. Protože (f1, . . . , fk) LZ na I, pak podle definice

(
∃α1, . . . , αk

)(
∃i0 ∈ k̂

)(
αi0 6= 0 ∧ ∀x ∈ I :

k∑
j=1

αjfj(x) = 0
)
.

Z předpokladu diferencovatelnosti pak také plyne, že ∀x ∈ I a ∀l ∈ k̂ − 1 plat́ı

k∑
j=1

αjf
(l)
j (x) = 0.

Vid́ıme tedy, že sloupce Wrońskiho determinantu jsou LZ (pro každé x ∈ I a se stejnými
koeficienty αi). Proto muśı platit

Wf1,...,fk(x) = 0, ∀x ∈ I,

což jsme chtěli dokázat.

Poznámka 4.13. Předchoźı větu jsme vyslovili ve formě implikace. Snadno si rozmysĺıme, že
opačná implikace za daných předpoklad̊u neplat́ı.

Uvažme např. funkce f1(x) = x3 a f2(x) =
∣∣x3
∣∣. Tyto funkce jsou na intervalu (−1, 1) LN.

Spočtěme nyńı wrońskián funkćı f1 a f2 na intervalu (−1, 1). Nejdř́ıve uváž́ıme, že plat́ı

f1(x) = f2(x) pro x ≥ 0,

f1(x) = −f2(x) pro x < 0.

Zřejmě tedy

Wf1,f2(x) =

∣∣∣∣ x3 x3

3x2 3x2

∣∣∣∣ = 0 pro x > 0,

Wf1,f2(x) =

∣∣∣∣ x3 −x3

3x2 −3x2

∣∣∣∣ = 0 pro x < 0,

Wf1,f2(0) = 0.

Vid́ıme tedy, že Wf1,f2(x) = 0 pro všechna x ∈ (−1, 1) i přesto, že funkce f1 a f2 jsou na
(−1, 1) LN.

Poznámka 4.14. V poznámce 4.3 jsme převedli řešeńı počátečńı úlohy pro rovnici (4.1) na
řešeńı počátečńı úlohy př́ıslušné soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu. Dále se
budeme zabývat počátečńı úlohou pro rovnici (4.1), kterou zaṕı̌seme ve tvaru

y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y = q(x),
y(x0) = y0,
y′(x0) = y1,

...

y(n−1)(x0) = yn−1.

(4.5)

Poznámka 4.15. Několik poznámek k rovnici bez pravé strany (4.3).

(1) Funkce definovaná předpisem y(x) = 0 pro ∀x ∈ I, řeš́ı (4.3).
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(2) Pro q ≡ 0 a y0 = 0, y1 = 0, . . . , yn−1 = 0 v úloze (4.5) plat́ı(
∃1 řešeńı (4.5) Y = Y (x)

)(
∀x ∈ I

)(
Y (x) = 0

)
.

D̊ukaz. Z poznámky 4.3 a z věty 3.49 plyne pro (4.5) existence právě jednoho řešeńı
y = y(x) na I. Z bodu (1) této poznámky plyne, že Y ≡ 0 (na I) řeš́ı rovnici bez pravé
strany, tj. rovnici Ly = 0. Funkce Y zřejmě vyhovuje i daným počátečńım podmı́nkám.
Odtud tedy plyne (

∀x ∈ I
)(
Y (x) = y(x) = 0

)
,

což jsme chtěli dokázat.

(3) Necht’ y1, . . . , yk řeš́ı (4.3) na I, k ≥ n a necht’

Wy1,...,yk(x0) = 0 pro nějaké x0 ∈ I.

To znamená, že sloupce matice
y1(x0) y2(x0) · · · yk(x0)
y′1(x0) y′2(x0) · · · y′k(x0)

. . .

y
(k−1)
1 (x0) y

(k−1)
2 (x0) · · · y

(k−1)
k (x0)


jsou LZ, tj.

(
∃α1, . . . , αk ∈ R

)(
∃i0 ∈ k̂

)(
αi0 6= 0 ∧

(
∀l = 0, 1, . . . , k − 1

)( k∑
j=1

αjy
(l)
j (x0) = 0

))
.

Označme Y (x) =
k∑
j=1

αjyj(x) pro ∀x ∈ I. Potom zřejmě Y (x0) = 0, . . . , Y (k−1)(x0) = 0

a Y řeš́ı (4.3). Protože k ≥ n, pak z bodu (2) této poznámky plyne, že Y (x) = 0 pro
všechna x ∈ I. Odtud potom (

∀x ∈ I
)(
Wy1,...,yk(x) = 0

)
.

Věta 4.16. Necht’ y1, . . . , yn jsou řešeńı (4.3) na intervalu I:

y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y = 0.

Pak plat́ı bud’ (
∀x ∈ I

)(
Wy1,...,yn(x) = 0

)
nebo (

∀x ∈ I
)(
Wy1,...,yn(x) 6= 0

)
.
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D̊ukaz. Mohou nastat dvě možnosti. Bud’ (∃x0 ∈ I)(Wy1,...,yn(x0) = 0) a potom z předchoźı
poznámky (z bodu (3)) plyne (

∀x ∈ I
)(
Wy1,...,yn(x) = 0

)
,

anebo takové x0 neexistuje, tj. plat́ı(
∀x ∈ I

)(
Wy1,...,yn(x) 6= 0

)
.

Poznámka 4.17. Necht’ y1, . . . , yn řeš́ı (4.3) na I. Potom podle předchoźı věty plat́ı bud’

Wy1,...,yn(x) = 0, anebo Wy1,...,yn(x) 6= 0 pro všechna x ∈ I.

(a) Uvažme nejdř́ıve prvńı př́ıpad, tj. necht’ plat́ı (∀x ∈ I)(Wy1,...,yn(x) = 0). Zvolme x0 ∈ I,
W (x0) = 0, pak zřejmě existuj́ı koeficienty α1, . . . , αn a ∃i0 ∈ n̂, αi0 6= 0 tak, že

n∑
j=1

αjy
(l)
j (x0) = 0, ∀l = 0, 1, . . . , n− 1.

Definujme

Y (x) =
n∑
j=1

αjyj(x).

Plat́ı (∀l = 0, 1, . . . , n − 1)(Y (l)(x0) = 0) a z poznámky 4.15 (bod (2)) plyne Y (x) = 0
pro všechna x ∈ I. Dohromady dostáváme(

∃α1, . . . , αn ∈ R
)(
∃i0 ∈ n̂

)(
αi0 6= 0 ∧ ∀x ∈ I :

n∑
j=1

αjyj(x) = 0
)
.

To znamená, že funkce (y1, . . . , yn) jsou LZ na I.

Spoj́ıme-li dosažený výsledek s větou 4.12, dostaneme kritérium pro lineárńı závislost
funkćı na intervalu I. Necht’ y1, . . . , yn řeš́ı (4.3) na I. Potom

(y1, . . . , yn) jsou LZ na I ⇔
(
∀x ∈ I

)(
Wy1,...,yn(x) = 0

)
.

(b) Necht’ nyńı nastává druhá možnost, tj. pro všechna x ∈ I plat́ı Wy1,...,yn(x) 6= 0. Snadno
dospějeme k závěru, že

(y1, . . . , yn) jsou LN na I ⇔
(
∀x ∈ I

)(
Wy1,...,yn(x) 6= 0

)
.

Definice 4.18. Soubor řešeńı y1, . . . , yn na intervalu I rovnice

y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y = 0 (4.3)

se nazývá fundamentálńı systém (FS) právě tehdy, když funkce y1, . . . , yn jsou LN na I.

Věta 4.19. Je-li (y1, . . . , yn) fundamentálńı systém na I, pak každé řešeńı y = y(x) rovnice
(4.3) na I lze jednoznačně vyjádřit ve tvaru

y(x) =
n∑
j=1

αjyj(x), ∀x ∈ I.
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D̊ukaz. Necht’ y = y(x) řeš́ı (4.3) na I. Potom zřejmě existuj́ı derivace y′, . . . , y(n−1), y(n) na
I. Pro zvolené x0 ∈ I vyč́ısĺıme hodnoty y(x0), y′(x0), . . . , y(n−1)(x0). Protože (y1, . . . , yn) je
FS, pak Wy1,...,yn(x0) 6= 0. Potom soustava rovnic

n∑
j=1

αjy
(l)
j (x0) = y(l)(x0), l = 0, 1, . . . , n− 1

má právě jedno řešeńı α1, . . . , αn ∈ R (matice této soustavy je totiž Wrońskiho matice, a ta
je regulárńı).

Označme

Y (x) =

n∑
j=1

αjyj(x), pro každé x ∈ I.

Potom muśı platit Y (l)(x0) = y(l)(x0), pro ostatńı x ∈ I zat́ım nev́ıme. Definujme

z(x) = Y (x)− y(x).

Pak z řeš́ı rovnici (4.3) s počátečńımi podmı́nkami: z(x0) = 0, z′(x0) = 0, . . . , z(n−1)(x0) = 0.
Z poznámky 4.15 (z bodu (2)) pak plyne(

∀x ∈ I
)(
z(x) = 0

)
⇒
(
∀x ∈ I

)(
Y (x) = y(x)

)
.

To tedy znamená (
∀x ∈ I

)(
y(x) =

n∑
j=1

αjyj(x)
)
.

T́ım je d̊ukaz věty dokončen.

Poznámka 4.20. Z právě uvedené věty plyne, že každý soubor (Y1, . . . , Ym), m > n, funkćı,
jež řeš́ı rovnici (4.3) na I, muśı být na I LZ.

Poznámka 4.21. Necht’ (y1, . . . , yn) je FS řešeńı rovnice bez pravé strany. Potom funkci

y =
n∑
i=1

αiyi

nazveme obecným řešeńım diferenciálńı rovnice (4.3).

Poznámka 4.22. Podle předchoźı věty plat́ı, že máme-li fundamentálńı systém (y1, . . . , yn),
můžeme libovolné řešeńı rovnice (4.3) źıskat jako jeho lineárńı kombinaci. Fundamentálńı
systém tedy tvoř́ı bázi lineárńıho prostoru a nab́ıźı se otázka volby jiné báze (tj. jiného FS).
T́ım se zabývá následuj́ıćı věta.

Věta 4.23. Necht’ y1, . . . , yn jsou řešeńı (4.3) a jsou LN (tj. tvoř́ı FS). Necht’ dále

Yj(x) =
n∑
i=1

cjiyi(x), ∀j ∈ n̂,∀x ∈ I.

Potom

WY1,...,Yn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
c11 · · · c1n

. . .

cn1 · · · cnn

∣∣∣∣∣∣∣ ·Wy1,...,yn(x), ∀x ∈ I
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a (Y1, . . . , Yn) je FS právě tehdy, když∣∣∣∣∣∣∣
c11 · · · c1n

. . .

cn1 · · · cnn

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

D̊ukaz. Označme ∀x ∈ I a ∀j ∈ n̂

Y
(l)
j (x) =

n∑
i=1

cjiy
(l)
i (x), l = 0, 1, . . . , n− 1.

Potom ∀x ∈ I

WY1,...,Yn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


y1(x) · · · yk(x)
y′1(x) · · · y′k(x)

. . .

y
(n−1)
1 (x) · · · y

(n−1)
k (x)

 ·

c11 · · · cn1

c12 · · · cn2

. . .

c1n · · · cnn


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= Wy1,...,yn(x)︸ ︷︷ ︸
6=0

∣∣∣∣∣∣∣
c11 · · · c1n

. . .

cn1 · · · cnn

∣∣∣∣∣∣∣
Odtud je již př́ımo vidět, že (Y1, . . . , Yn) je FS právě tehdy, když

∣∣∣∣∣∣∣
c11 · · · c1n

. . .

cn1 · · · cnn

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Poznámka 4.24. Necht’ A(x) =

a11(x) · · · a1n(x)
. . .

an1(x) · · · ann(x)

 je maticová funkce. Potom

d

dx

(
det A(x)

)
=

d

dx

(∑
π

sgnπ a1π(1)(x)a2π(2)(x) · · · anπ(n)(x)

)

=
∑
π

sgnπ
n∑
i=1

a1π(1)(x) · · ·
daiπ(i)(x)

dx
· · · anπ(n)(x)

=
n∑
i=1

∑
π

sgnπ a1π(1)(x) · · ·
daiπ(i)(x)

dx
· · · anπ(n)(x)

=

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11(x) · · · a1n(x)
...

...
a′i1(x) · · · a′in(x)

...
...

an1(x) · · · ann(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Věta 4.25. Necht’ y1, . . . , yn jsou řešeńı (4.3) na I, x0 ∈ I. Potom

Wy1,...,yn(x) = Wy1,...,yn(x0)e
−

∫ x
x0
p1(t)dt

.
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D̊ukaz. Podle poznámky 4.24 urč́ıme

d

dx

(
Wy1,...,yn(x)

)
=

n−1∑
l=0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) · · · yn(x)
...

...

y
(l+1)
1 (x) · · · y

(l+1)
n (x)

y
(l+1)
1 (x) · · · y

(l+1)
n (x)

...
...

y
(n−1)
1 (x) · · · y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...

...
← (l + 1)-ńı řádek
← (l + 2)-hý řádek

...

...

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) · · · yn(x)
y′1(x) · · · y′n(x)

...
...

y
(n−2)
1 (x) · · · y

(n−2)
n (x)

y
(n)
1 (x) · · · y

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Snadno si totiž rozmysĺıme, že všechny subdeterminanty v sumě, až na ten posledńı (tj. pro
l = n− 1), jsou subdeterminanty z matic, které maj́ı vždy alespoň dva řádky stejné. Rovněž
si můžeme povšimnout, že výsledný determinant se lǐśı od determinantu Wy1,...,yn(x) pouze
na posledńım řádku.

Protože y1, . . . , yn řeš́ı (4.3) na I, lze zřejmě psát ∀i ∈ n̂

y
(n)
i (x) +

n∑
j=1

pj(x)y
(n−j)
i (x) = 0, x ∈ I.

Odtud můžeme dosadit za y
(n)
i do vztahu pro

d

dx

(
Wy1,...,yn(x)

)
a po úpravě podle pravidel

práce s determinanty dostaneme

d

dx

(
Wy1,...,yn(x)

)
= −

n∑
j=1

pj(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) · · · yn(x)

...
...

y
(n−2)
1 (x) · · · y

(n−2)
n (x)

y
(n−j)
1 (x) · · · y

(n−j)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −p1(x)Wy1,...,yn(x).

Dostali jsme tedy lineárńı diferenciálńı rovnici 1. řádu bez pravé strany, tato rovnice je sepa-
rovatelná a snadno ověř́ıme, že jej́ım řešeńım je

Wy1,...,yn(x) = Wy1,...,yn(x0) exp

−
x∫

x0

p1(t)dt

 ,

což jsme chtěli dokázat.

Poznámka 4.26. Vzorec z předchoźı věty zřejmě plat́ı i pro (y1, . . . , yn) LZ na I. V tom
př́ıpadě totiž podle definice muśı platit W (x) = 0 pro všechna x ∈ I. Speciálně tedy také
W (x0) = 0. Dosad́ıme-li do vzorce z předchoźı věty zaW (x0) = 0 zjist́ıme, že je tato podmı́nka
splněna.
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Poznámka 4.27. Zamysleme se nyńı nad následuj́ıćı otázkou: Máme-li n funkćı y1, . . . , yn,
které jsou na nějakém otevřeném intervalu I LN a maj́ı na něm derivace do n-tého řádu
včetně, zda existuje nějaká diferenciálńı rovnice bez pravé strany taková, že (y1, . . . , yn) je
jej́ı FS. To nám prozrad́ı následuj́ıćı věta.

Věta 4.28. Necht’ y1, . . . , yn maj́ı na otevřeném intervalu I spojité derivace n-tého řádu a
necht’ Wy1,...,yn(x) 6= 0, ∀x ∈ I. Potom existuje právě jedna diferenciálńı rovnice

Ly = 0

tak, že na intervalu I ji funkce y1, . . . , yn řeš́ı.

D̊ukaz. Je třeba ukázat existenci a jednoznačnost.

(1) Nejdř́ıve ukážeme existenci, a to tak, že př́ıslušnou rovnici sestroj́ıme. Uvažme

Wy,y1,...,yn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y(x) y1(x) · · · yn(x)
y′(x) y′1(x) · · · y′n(x)

. . .

y(n−1)(x) y
(n−1)
1 (x) · · · y

(n−1)
n (x)

y(n)(x) y
(n)
1 (x) · · · y

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Provedeme rozvoj uvedeného determinantu podle prvńıho sloupce (viz [4, Věta 82]). Do-
staneme

Wy,y1,...,yn(x) =
n−1∑
l=0

(−1)ly(l)(x)Wl(x) + (−1)ny(n)(x)Wy1,...,yn(x),

kde Wl(x) je determinant matice, která vznikne z matice determinantu Wy,y1,...,yn(x)
vynecháńım prvńıho sloupce a (l + 1)-ńıho řádku. Snadno si rozmysĺıme, že(

∀i ∈ n̂
)(
Wyi,y1,...,yn(x) = 0

)
.

Z předpoklad̊u věty máme na I zaručeno Wy1,...,yn(x) 6= 0. Položme pro ∀j ∈ n̂

pj(x) =
(−1)jWn−j(x)

Wy1,...,yn(x)
.

Takto definované funkce pj jsou zřejmě spojité. Potom rovnice

y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y = 0

je lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu s fundamentálńım systémem (y1, . . . , yn).

(2) Zbývá dokázat jednoznačnost. Důkaz se provede, jako obvykle, sporem. Necht’ tedy funkce
y1, . . . , yn řeš́ı dvě r̊uzné diferenciálńı rovnice

y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y = 0,

y(n) + r1(x)y(n−1) + · · ·+ rn(x)y = 0.
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Odečteńım obou rovnic dostaneme diferenciálńı rovnici

(pk(x)− rk(x))y(n−k) + · · ·+ (pn(x)− rn(x))y = 0,

kde k = min{j | pj(x) 6= rj(x)}, tzn. k je nejnižš́ı index, kde se koeficienty pk a rk lǐśı.
Zřejmě plat́ı k ≥ 1. Je tedy vidět, že funkce y1, . . . , yn řeš́ı diferenciálńı rovnici (n−k)-tého
řádu a přitom jsou na I LN, a to je spor.

Př́ıklad 4.29. Najdeme lineárńı diferenciálńı rovnici 3. řádu, jej́ıž fundamentálńı systém je
tvořen funkcemi x, x2 a ex.

Podle d̊ukazu předchoźı věty lze tuto rovnici zapsat ve tvaru

1

(−1)3 W (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
y x x2 ex

y′ 1 2x ex

y′′ 0 2 ex

y′′′ 0 0 ex

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

kde

W (x) =

∣∣∣∣∣∣
x x2 ex

1 2x ex

0 2 ex

∣∣∣∣∣∣ = (x2 − 2x+ 2)ex.

Provedeme-li v hledané diferenciálńı rovnici rozvoj determinantu podle 1. sloupce, dostaneme

−1

W (x)

y
∣∣∣∣∣∣
1 2x ex

0 2 ex

0 0 ex

∣∣∣∣∣∣− y′
∣∣∣∣∣∣
x x2 ex

0 2 ex

0 0 ex

∣∣∣∣∣∣+ y′′

∣∣∣∣∣∣
x x2 ex

1 2x ex

0 0 ex

∣∣∣∣∣∣− y′′′
∣∣∣∣∣∣
x x2 ex

1 2x ex

0 2 ex

∣∣∣∣∣∣
 = 0.

Po úpravě a výpočtu př́ıslušných determinant̊u dostaneme výslednou rovnici ve tvaru

y′′′ − x2

x2 − 2x+ 2
y′′ +

2x

x2 − 2x+ 2
y′ − 2

x2 − 2x+ 2
y = 0.

4.2 Řešeńı rovnice s pravou stranou

Poznámka 4.30 (Metoda variace konstant (Lagrange2)). Uvažujeme diferenciálńı rovnici
tvaru

y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y = q(x) (4.4)

a necht’ (y1, . . . , yn) je FS př́ıslušné rovnice bez pravé strany (4.3).
Hledáme řešeńı (4.4) ve tvaru

z(x) =
n∑
j=1

cj(x)yj(x), (4.6)

kde cj(x) jsou zat́ım neurčené funkce. Řeš́ıme rovnici n-tého řádu, a proto potřebujeme deri-
vace z až do n-tého řádu. Prvńı derivaćı źıskáme

z′(x) =
n∑
j=1

cj(x)y′j(x) +
n∑
j=1

c′j(x)yj(x).

2Joseph-Louis Lagrange (1736–1813), italsko-francouzský matematik a astronom.
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V poznámce 2.29, kde jsme řešili lineárńı diferenciálńı rovnici 1. řádu s pravou stranou,
jsme na funkci D(x), jej́ıž roli zde sehrávaj́ı právě funkce cj(x), kladli jednu dodatečnou
podmı́nku. Snadno si rozmysĺıme, že v př́ıpadě rovnice n-tého řádu můžeme klást až n
podmı́nek. Podmı́nky samozřejmě voĺıme tak, aby nám maximálně usnadnily hledáńı funkćı
cj(x). Necht’ tedy plat́ı

n∑
j=1

c′j(x)yj(x) = 0.

Potom druhou derivaćı (s přihlédnut́ım k právě uvedené doplňuj́ıćı podmı́nce) obdrž́ıme
vztah

z′′(x) =
n∑
j=1

cj(x)y′′j (x) +
n∑
j=1

c′j(x)y′j(x).

Analogicky jako v prvńım kroku požadujeme splněńı podmı́nky

n∑
j=1

c′j(x)y′j(x) = 0.

T́ımto zp̊usobem postupujeme dále. V (n− 1)-ńım kroku dostaneme

z(n−1)(x) =
n∑
j=1

cj(x)y
(n−1)
j (x) +

n∑
j=1

c′j(x)y
(n−2)
j (x),

přičemž požadujeme splněńı podmı́nky

n∑
j=1

c′j(x)y
(n−2)
j (x) = 0.

V posledńım, n-tém kroku už jen spoč́ıtáme vztah pro n-tou derivaci

z(n) =

n∑
j=1

cj(x)y
(n)
j (x) +

n∑
j=1

c′j(x)y
(n−1)
j (x).

Odtud tedy dostáváme

Lz =
n∑
j=1

cj(x) Lyj︸︷︷︸
=0

+
n∑
j=1

c′j(x)y
(n−1)
j (x) = q(x),

kde jsme využili toho, že funkce z má řešit rovnici (4.4). Dostáváme pak soustavu n lineárńıch
rovnic pro n neznámých c′1(x), . . . , c′n(x) ve tvaru

n∑
j=1

c′j(x)yj(x) = 0

n∑
j=1

c′j(x)y′j(x) = 0

...
n∑
j=1

c′j(x)y
(n−1)
j (x) = q(x)
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Matice soustavy je regulárńı, protože je př́ımo matićı wrońskiánu Wy1,...,yn(x), o němž v́ıme,
že je nenulový ((y1, . . . , yn) je FS). Existuje tedy právě jedno řešeńı c′1(x), . . . , c′n(x). Podle
Cramerova3 pravidla (viz [4, Věta 83]) tedy plat́ı

c′j(x) =
Wj(x)

Wy1,...,yn(x)
,

kde Wj(x) je determinant matice, která vznikne z matice soustavy nahrad́ıme-li j-tý sloupec
sloupcem pravých stran. Odtud potom dostaneme

cj(x) =

x∫
x0

Wj(ξ)

Wy1,...,yn(ξ)
dξ + dj .

Obecné řešeńı rovnice (4.4) máme ve tvaru

z(x) =

n∑
j=1

 x∫
x0

Wj(ξ)

Wy1,...,yn(ξ)
dξ

 yj(x) +

n∑
j=1

djyj(x).

Poznámka 4.31. V předchoźı větě jsme se zabývali konstrukćı řešeńı rovnice (4.4), přičemž
jsme předpokládali, že máme k dispozici fundamentálńı systém (y1, . . . , yn). Nyńı ukážeme,
jakým zp̊usobem takový fundamentálńı systém źıskáme. Řešme počátečńı úlohy tvaru

y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y = 0,
y(x0)
y′(x0)

...

y(n−1)(x0)

 = ~ej ,

pro všechna j ∈ n̂. Zde ~ej znač́ı j-tý vektor standardńı báze. Odtud źıskáme n řešeńı y1, . . . , yn.
Vzhledem k počátečńım podmı́nkám zřejmě plat́ı Wy1,...,yn(x0) 6= 0 a z poznámky 4.15 (bod
(3)) plyne Wy1,...,yn(x) 6= 0 pro všechna x ∈ I (kde I je nějaký otevřený interval, na kterém
hledáme řešeńı). Potom funkce y1, . . . , yn jsou LN na I a podle definice tedy tvoř́ı funda-
mentálńı systém.

Na závěr jen podotkněme, že naši úvahu by bylo možné zobecnit i pro volbu vektor̊u
libovolné báze (ne standardńı).

4.3 Lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu s konstantńımi
koeficienty

Definice 4.32. Necht’ a0 6= 0, aj ∈ R, j ∈ n̂0, q : (R)→ R je spojitá funkce. Potom rovnice

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ any = q(x) (4.7)

se nazývá lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu s konstantńımi koeficienty.

3Gabriel Cramer (1704–1752), švýcarský matematik.
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Poznámka 4.33. Podobně jako v předchoźım textu zjednoduš́ıme zápis lineárńı diferenciálńı
rovnice n-tého řádu s konstatńımi koeficienty prostřednictv́ım diferenciálńıho lineárńıho operátoru
L. Tzn. mı́sto tvar̊u (4.7), resp. (4.8), budeme psát jednoduše Ly = q(x), resp. Ly = 0.

Věta 4.34. Funkce eλx je řešeńım rovnice

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ any = 0 (4.8)

právě tehdy, když λ řeš́ı algebraickou rovnici

n∑
j=0

ajλ
n−j = 0.

D̊ukaz. Položme y(x) = eλx. Dosad́ıme-li nyńı do levé strany rovnice (4.8), dostaneme

Ly(x) =

n∑
j=0

ajy
(n−j)(x) = eλx

n∑
j=0

ajλ
n−j .

Odtud je ihned zřejmé, že eλx řeš́ı (4.8) právě, když λ řeš́ı
∑n

j=0 ajλ
n−j = 0.

Definice 4.35. Rovnice
n∑
j=0

ajλ
n−j = 0

se nazývá charakteristická.
Polynom

p(λ) =
n∑
j=0

ajλ
n−j

se nazývá charakteristický.

Poznámka 4.36. Vzhledem k definici 4.32 a 4.35 je charakteristický polynom p(λ) polyno-
mem s reálnými koeficienty. Takové polynomy ovšem mohou mı́t i komplexńı kořeny (máme
speciálně na mysli kořeny s nenulovou imaginárńı část́ı). Přitom komplexńı funkce eλ0x, kde
λ0 ∈ C je kořenem charakteristického polynomu, splňuje př́ıslušnou diferenciálńı rovnici ve
tvaru (4.8). Z tohoto d̊uvodu by bylo vhodné rozš́ı̌rit pojem řešeńı diferenciálńı rovnice.

Podle definice 1.8 totiž rozumı́me řešeńım diferenciálńı rovnice reálnou funkci s jistými
vlastnostmi. Mohli bychom nyńı upustit od požadavku, že řešeńım může být pouze reálná
funkce a nahradit jej požadavkem, že řešeńım může být komplexńı funkce reálné proměnné
(přičemž ostatńı požadavky na řešeńı bychom ponechali beze změny). To by nám později
ušetřilo práci s konstrukćı reálného fundamentálńıho systému.

Poznámka 4.37. Charakteristický polynom podle definice 4.35 je polynom stupně n. Takový
polynom má právě n obecně komplexńıch kořen̊u. V následuj́ıćıch větách se budeme zabývat
konstrukćı části fundamentálńıho systému v př́ıpadech, kdy jsme nalezli několik navzájem
r̊uzných kořen̊u nebo jeden kořen k-násobný.

Naš́ım ćılem přitom je zkonstruovat fundamentálńı systém v obecném př́ıpadě, kdy máme
celkem m navzájem r̊uzných kořen̊u λi s násobnostmi ki, přičemž

∑m
i=1 ki = n.

Věta 4.38. Necht’ λ1, . . . , λm jsou r̊uzné kořeny charakteristické rovnice. Pak eλ1x, . . . , eλmx

jsou LN řešeńı rovnice (4.8).
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D̊ukaz. Necht’ α1, . . . , αm ∈ R. Položme ∀x ∈ R

m∑
i=1

αie
λix = 0

a zkoumejme, jaké musej́ı být koeficienty α1, . . . , αm. Derivováńım této rovnosti dostaneme

m∑
i=1

αiλ
l
ie
λix = 0, pro l = 0, 1, . . . , n.

Z povahy rovnice (4.7) je zřejmé, že m ≤ n. Můžeme tedy použ́ıt právě prvńıch m takto
vytvořených rovnost́ı. Dostaneme homogenńı soustavu m lineárńıch rovnic pro m neznámých
koeficient̊u α1, . . . , αm. Přitom pro determinant matice soustavy plat́ı∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eλ1x eλ2x · · · eλmx

λ1eλ1x λ2eλ2x · · · λmeλmx

. . .

λm−1
1 eλ1x λm−1

2 eλ2x · · · λm−1
m eλmx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
m∏
i=1

eλix

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
λ1 λ2 · · · λm

. . .

λm−1
1 λm−1

2 · · · λm−1
m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
Vandermonde̊uv determinant

6= 0.

K výpočtu Vandermondeova4 determinantu viz např. [5, Př́ıklad 516]. Matice homogenńı
lineárńı soustavy je regulárńı a soustava má tedy pouze triviálńı řešeńı, tj. α1 = . . . = αm = 0
(viz [4, Poznámka 16, Věta 45]). Potom funkce (eλ1x, . . . , eλmx) jsou LN.

Věta 4.39. Necht’ λ0 ∈ C je k-násobný kořen charakteristického polynomu p. Pak (4.8) řeš́ı
LN funkce eλ0x, xeλ0x, x2eλ0x, . . . , xk−1eλ0x.

D̊ukaz. Pro d̊ukaz této věty se nám bude hodit následuj́ıćı lemma.

Lemma 4.40. Pokud má λ0 násobnost k, pak ∀l = 0, 1, . . . , k − 1 je p(l)(λ0) = 0.

D̊ukaz. Protože λ0 má násobnost k, lze zřejmě psát

p(λ) = (λ− λ0)kQ(λ),

kde Q je polynom stupně n−k takový, že Q(λ0) 6= 0. Pro l-tou derivaci polynomu p dostaneme
s pomoćı známé Leibnizovy5 formule6

p(l)(λ) =

l∑
j=0

(
l

j

)
(λ− λ0)k−jQ(l−j)(λ)

k!

(k − j)!
, pro l = 0, 1, . . . , k − 1.

Odtud již okamžitě plyne tvrzeńı lemmatu.

4Alexandre-Théophile Vandermonde (1735–1796), francouzský hudebńık a chemik.
5Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716), německý matematik a filozof.
6 Necht’ funkce ϕ(x) a ψ(x) maj́ı derivace n-tého řádu, pak plat́ı

(ϕψ)(n) =

n∑
i=0

(
n

i

)
ϕ(i)ψ(n−i).
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Zřejmě plat́ı
L(eλx) = p(λ)eλx

ozn.
= g(x, λ).

Nyńı si vyjádř́ıme l-tou derivaci g podle λ, l = 0, 1, . . . , n. S použit́ım Leibnizovy formule
dostáváme

∂lλg(x, λ) = ∂lλ

(
p(λ)eλx

)
=

l∑
j=0

(
l

j

)
p(j)(λ)xl−jeλx.

Pro λ = λ0 zřejmě plat́ı (
∀l = 0, 1, . . . , k − 1

)(
∂lλg(x, λ0) = 0

)
.

Přitom pro l = 0, 1, . . . , k − 1 také plat́ı (záměna derivaćı, resp. derivace a L, je možná d́ıky
hladkosti)

∂lλg(x, λ0) = ∂lλ

(
L
(

eλx
))∣∣∣∣

λ=λ0

= L

(
∂l

∂λl

(
eλx
)

︸ ︷︷ ︸
=xleλ0x

)∣∣∣∣∣
λ=λ0

= 0.

To znamená, že funkce xleλ0x, kde l = 0, 1, . . . , k − 1, řeš́ı rovnici (4.8).
Zbývá dokázat, že funkce xleλ0x jsou LN. Položme tedy

k∑
i=1

αix
i−1eλ0x = 0

a zkoumejme, jaké odtud plynou požadavky na koeficienty α1, . . . , αk. Uvedená rovnost nastává
zřejmě právě tehdy, když plat́ı

k∑
i=1

αix
i−1 = 0.

Snadno si rozmysĺıme, že toto může nastat pouze tehdy, je-li α1, . . . , αk = 0 (viz př́ıklad 4.9).
T́ım je d̊ukaz dokončen.

Věta 4.41. Necht’ p(λ) má kořeny λ1, . . . , λm s násobnostmi k1, . . . , km,
m∑
i=1

ki = n. Potom

funkce
eλ1x, xeλ1x, . . . , xk1−1eλ1x

...
eλmx, xeλmx, . . . , xkm−1eλmx

tvoř́ı FS rovnice (4.8).

D̊ukaz. Z předchoźı věty v́ıme, že tyto funkce řeš́ı (4.8). Zároveň v́ıme, že funkce na jednot-
livých řádćıch jsou LN. Zbývá tedy vyšetřit lineárńı nezávislost i mezi řádky.

Jen pro účely tohoto d̊ukazu definujme stupeň nulového polynomu: st p := −1, je-li p nulový
polynom.

Budeme postupovat sporem. Předpokládejme, že funkce jsou LZ, tj. existuj́ı koeficienty
cij ∈ R, kde j ∈ m̂, i = 0, 1, . . . , kj − 1, tak, že

m∑
j=1

kj−1∑
i=0

cijx
i

︸ ︷︷ ︸
Pj(x)

eλjx =
m∑
j=1

Pj(x)eλjx = 0 pro ∀x ∈ R,
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a přitom
m∑
j=1

kj−1∑
i=0

|cij | > 0.

Pj je zřejmě polynom stupně sj ≤ kj − 1.

Lemma 4.42. Za daných předpoklad̊u plat́ı: (∀j ∈ m̂)(∀x ∈ R)(Pj(x) = 0).

D̊ukaz. Po vyděleńı výrazem eλ1x můžeme rovnost
∑m

j=2 Pj(x)eλjx = 0 přepsat do tvaru

P1(x) +
m∑
j=2

Pj(x)e(λj−λ1)x = 0.

Stupeň polynomu P1 je s1. Zderivujeme tedy tuto rovnost (s1 + 1)-krát, č́ımž źıskáme

ds1+1

dxs1+1

(
P1(x)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+
m∑
j=2

Q
(2)
j (x)e(λj−λ1)x = 0,

kde
ds1+1

dxs1+1
P1(x) = 0, protože jsme derivovali v́ıcekrát, než je stupeň polynomu. Snadno si

také rozmysĺıme, že stupeň polynomů Q
(2)
j je právě sj .

7

Novou rovnost uprav́ıme analogicky jako v předchoźım kroku (tj. děĺıme výrazem e(λ2−λ1)x),
t́ım dostaneme

Q
(2)
2 (x) +

m∑
j=3

Q
(2)
j (x)e(λj−λ2)x = 0.

Polymom Q
(2)
2 je stupně s2. Zderivujeme tedy tuto rovnost (s2 + 1)-krát, přejde na tvar

ds2+1

dxs2+1

(
Q

(2)
2 (x)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+

m∑
j=3

Q
(3)
j (x)e(λj−λ2)x = 0,

kde Q
(3)
j jsou opět polynomy stupně sj .

Tento postup opakujeme, dokud nedojdeme k rovnosti

Q(m)
m (x)e(λm−λm−1)x = 0 pro ∀x ∈ R,

odkud vyplývá Q
(m)
m ≡ 0. Přitom stupeň polynomu Q

(m)
m je právě sm, tj. stejný, jako stupeň

polynomu Pm. Odtud tedy plyne (
∀x ∈ R

)(
Pm(x) = 0

)
.

Analogicky zpracujeme i ostatńı polynomy Pj .
7S použit́ım Leibnizovy formule totiž dostáváme

ds1+1

dxs1+1

( m∑
j=2

Pj(x)e(λj−λ1)x
)

=

m∑
j=2

(s1+1∑
i=0

(
s1 + 1

i

)
P

(i)
j (x)(λj − λ1)s1+1−i

)
︸ ︷︷ ︸

=Q
(2)
j (x)

e(λj−λ1)x.
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Pokračujeme v dokazováńı věty. Podle lemmatu tedy plat́ı

(
∀j ∈ m̂

)(
∀x ∈ R

)(
Pj(x) =

kj−1∑
i=0

cijx
i = 0

)
.

Funkce jsou (1, x, . . . , xkj−1) jsou podle př́ıkladu 4.9 LN na R, a proto pro všechna i, j muśı
platit, že cij = 0, což je spor.

Tvrzeńı 4.43. Necht’ z = z(x) řeš́ı (4.8), z : (R)→ C. Pak Re{z(x)} a Im{z(x)} řeš́ı (4.8).

D̊ukaz. Označme
z1(x) = Re{z(x)} a z2(x) = Im{z(x)}.

Potom protože z(x) řeš́ı (4.8) (v C), pro všechna x ∈ R plat́ı

Lz(x) = L(z1(x) + iz2(x)) = Lz1(x) + iLz2(x) = 0.

To nastává právě, když Lz1(x) = 0 a Lz2(x) = 0 pro všechna x ∈ R, což jsme chtěli dokázat.

Poznámka 4.44. Již jsme uvedli, že polynom p(λ) je polynom s reálnými koeficienty. Je
známo, že je-li λ ∈ C r R kořenem tohoto polynomu, pak je jeho kořenem i č́ıslo komplexně
sdružené λ̄, a to se stejnou násobnost́ı (viz např. [4, Dodatek, Věta 4]). Potom tedy funkce

z1(x) = eλx a z2(x) = eλ̄x

řeš́ı (4.8). Označme
λ = a+ ib,

kde a, b ∈ R. Potom plat́ı

eλx = e(a+ib)x = eaxeibx = eax(cos bx+ i sin bx)

a analogicky
eλ̄x = eax(cos bx− i sin bx).

Podle předchoźı věty jsou tedy funkce

y1(x) = eReλx cos(Imλx) a y2(x) = eReλx sin(Imλx)

řešeńım rovnice (4.8). Tato dvě řešeńı jsou nav́ıc LN na R. K funkci z2 bychom našli reálné
funkce y1 a −y2. Vid́ıme tedy, že pro dvě komplexně sdružené funkce z1, z2 jsme nalezli dvě
LN reálné funkce y1, y2 tak, že z1, z2 jsou jejich lineárńı kombinaćı.

Necht’ máme (z1, z2, y3, . . . , yn) FS. Snadno si rozmysĺıme, že (y1, y2, y3, . . . , yn) je rovněž
fundamentálńı systém. K tomu stač́ı ukázat lineárńı nezávislost funkćı y1, y2, y3, . . . , yn. Zřejmě
y1, y2 ∈ [z1, z2]λ, protože

y1(x) = eReλx cos(Imλx) =
eλx + eλ̄x

2
=
z1(x) + z2(x)

2
,

y2(x) = eReλx sin(Imλx) =
eλx − eλ̄x

2i
=
z1(x)− z2(x)

2i
.
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Sporem se ukáže, že je-li y ∈ [z1, z2]λ, y 6= θ, pak y /∈ [y3, . . . , yn]λ. Necht’ tedy plat́ı y ∈
[z1, z2]λ ∧ y ∈ [y3, . . . , yn]λ. Potom existuj́ı koeficienty αi, i ∈ n̂ tak, že

y = −α1z1 − α2z2 =
n∑
i=3

αiyi ∧
n∑
i=1

|αi| > 0.

Po snadné úpravě dostaneme

α1z1 + α2z2 +
n∑
i=3

αiyi = θ ∧
n∑
i=1

|αi| > 0,

což je spor s t́ım, že (z1, z2, y3, . . . , yn) je FS. Odtud ihned plyne, že (y1, . . . , yn) je FS.
Nyńı provedeme převod wrońskiánu. Snadno prověř́ıme, že plat́ı

Wz1,z2,y3,...,yn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 i
1 −i

1
. . .

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·Wy1,...,yn(x) = −2i ·Wy1,...,yn(x).

Provedené závěry lze zobecnit i na př́ıpad, kdy násobnost kořene charakteristického poly-
nomu je větš́ı než 1.

Poznámka 4.45. Reálný fundamentálńı systém tedy sestroj́ıme následuj́ıćım zp̊usobem:

(1) je-li λi jednoduchý, reálný kořen, pak do FS zařad́ıme funkci

eλix;

(2) je-li λi ki-násobný reálný kořen, pak do FS zařad́ıme funkce

eλix, . . . , xki−1eλix;

(3) a nakonec, je-li λi ki-násobný kořen z Cr R, potom do FS zařad́ıme

eReλix cos(Imλix), xeReλix cos(Imλix), . . . , xki−1eReλix cos(Imλix),

eReλix sin(Imλix), xeReλix sin(Imλix), . . . , xki−1eReλix sin(Imλix).

Poznámka 4.46 (Jak uhodnout partikulárńı řešeńı má-li pravá strana speciálńı tvar.).
Doposud jsme se zabývali předevš́ım otázkou konstrukce fundamentálńıho systému rovnice

(4.7). Řeš́ıme-li však rovnici s pravou stranou, je třeba kromě fundamentálńıho systému nalézt
také partikulárńı řešeńı. Podle poznámky 4.30 můžeme hledat partikulárńı řešeńı např. za
pomoci metody variace konstant. Snadno si však rozmysĺıme, že tento postup je zdlouhavý a
výpočetně namáhavý.

Ve zvláštńıch př́ıpadech, kdy má pravá strana rovnice speciálńı tvar, umı́me partikulárńı
řešeńı nalézt snáze:
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1. Mějme rovnici ve tvaru
Ly = P (x)eax,

kde P je polynom (stupně p ≥ 0), a je reálná konstanta. Partikulárńı řešeńı potom
hledáme ve tvaru

z(x) = xkQ(x)eax,

kde k je násobnost č́ısla a jakožto kořene charakteristického polynomu uvedené dife-
renciálńı rovnice (neńı-li č́ıslo a kořenem, klademe k = 0) a Q je polynom stejného
stupně jako polynom P .

2. Mějme rovnici ve tvaru

Ly = eax
[
P1(x) cos bx+ P2(x) sin bx

]
,

kde a, b ∈ R a funkce P1, P2 jsou polynomy stupň̊u p1 a p2. Pak partikulárńı řešeńı
hledáme ve tvaru

z(x) = eaxxk
[
Q1(x) cos bx+Q2(x) sin bx

]
,

kde k je násobnost č́ısla a + ib jakožto kořene charakteristického polynomu (neńı-li
kořenem, klademe k = 0) a funkce Q1, Q2 jsou polynomy stupně max{p1, p2}.

3. Mějme rovnici ve tvaru
Ly = q1(x) + q2(x),

kde q1 a q2 jsou reálné funkce spojité na otevřeném intervalu I ⊂ R. Potom partikulárńı
řešeńı hledáme ve tvaru součtu

z(x) = z1(x) + z2(x),

kde z1(x) je partikulárńı řešeńı rovnice Ly = q1(x) a z2(x) je partikulárńı řešeńı rovnice
Ly = q2(x).

Rigorózńı rozbor těchto př́ıpad̊u je proveden např. v [3].
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5 Analytické řešeńı soustav lineárńıch
diferenciálńıch rovnic 1. řádu

Definice 5.1. Systém ve tvaru
y′ −A(x)y = b(x) (3.9)

se nazývá soustava lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu bez pravé strany právě
tehdy, když b ≡ θ. V opačném př́ıpadě se nazývá soustava lineárńıch diferenciálńıch
rovnic 1. řádu s pravou stranou.

Poznámka 5.2. V daľśım textu budeme kv̊uli větě o existenci a jednoznačnosti předpokládat,
že funkce A(x) a b(x) jsou spojité na nějakém otevřeném intervalu I ⊂ R.

Poznámka 5.3. Analogicky jako v předchoźı kapitole můžeme rovnice zapsat kompaktněji
pomoćı lineárńıho diferenciálńıho operátoru L ve tvarech

Ly = b(x), (5.1)

Ly = θ, (5.2)

kde Ly = y′ −A(x)y.

Poznámka 5.4. Vzhledem k linearitě plat́ı

Lz = b ∧ Ly = θ ⇒ L(y + z) = b.

Libovolná funkce z taková, že Lz = b, se nazývá partikulárńı řešeńı rovnice (3.9).

5.1 Řešeńı soustavy bez pravé strany

Poznámka 5.5. Uvedeme několik poznámek k řešeńı soustavy bez pravé strany:

(1) Funkce y ≡ θ řeš́ı rovnici bez pravé strany (5.2).

(2) Počátečńı úloha
y′ −A(x)y = θ

y(x0) = θ
(5.3)

má jediné řešeńı y(x) = θ, ∀x ∈ I, kde I je definičńı obor maticové funkce A(x). Tvrzeńı
plyne z věty o existenci a jednoznačnosti 3.49.

(3) Pokud funkce y1, . . . , yn řeš́ı rovnici (5.2), potom pro ∀α1, . . . , αn ∈ R je y =
n∑
i=1

αiyi také

řešeńı rovnice (5.2). Tvrzeńı plyne z linearity L.
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Definice 5.6. Necht’ jsou dány funkce y1, . . . , yn : I → Rn, I je interval v R, kde yj(x) =
(y1
j (x), . . . , ynj (x)). Potom wrońskiánem funkćı y1, . . . , yn rozumı́me determinant

Wy1,...,yn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1

1(x) . . . y1
n(x)

y2
1(x) . . . y2

n(x)
. . .

yn1 (x) . . . ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (5.4)

Definice 5.7. Funkce y1, . . . , yn jsou na intervalu I lineárně závislé (LZ) právě tehdy,
když (

∃α1, . . . , αn ∈ R
)(
∃i0 ∈ n̂

)(
αi0 6= 0 ∧ ∀x ∈ I :

n∑
j=1

αjyj(x) = θ
)
.

V opačném př́ıpadě řekneme, že jsou lineárně nezávislé (LN) na I.

Věta 5.8. Necht’ y1, . . . , yn jsou LZ na I. Pak (∀x ∈ I)(Wy1,...,yn(x) = 0).

D̊ukaz. Tvrzeńı je zřejmé.

Poznámka 5.9. Uvažme dvě funkce

y1(x) =

(
x

0

)
a y2(x) =

(
x2

0

)
.

Potom zřejmě

Wy1,y2(x) =

∣∣∣∣x x2

0 0

∣∣∣∣ = 0

a přitom jsou funkce y1, y2 LN na libovolném intervalu.
Vid́ıme tedy, že tvrzeńı předchoźı věty nelze jednoduše obrátit. Situace je podobná situaci

v předchoźı kapitole o lineárńıch diferenciálńıch rovnićıch n-tého řádu, kde jsme zformulovali
opačné tvrzeńı s dodatečným předpokladem, že funkce y1, . . . , yn splňovaly rovnici bez pravé
strany. Následuj́ıćı věta nás přesvědč́ı, že takové tvrzeńı lze zformulovat i zde.

Věta 5.10. Necht’ y1, . . . , yn řeš́ı rovnici (5.2) na intervalu I a necht’(
∃x0 ∈ I

)(
Wy1,...,yn(x0) = 0

)
.

Potom y1, . . . , yn jsou LZ na I.

D̊ukaz. Je-li Wy1,...,yn(x0) = 0, pak jsou vektory y1(x0), . . . , yn(x0) LZ a tedy

(
∃α1, . . . , αn ∈ R

)(
∃i0 ∈ n̂

)(
αi0 6= 0 ∧

n∑
j=1

αjyj(x0) = θ
)
.

Definujme funkci Y tak, že

Y (x) =
n∑
j=1

αjyj(x) pro každé x ∈ I.
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Potom Y (x0) = θ a zároveň Y řeš́ı rovnici (5.2) na intervalu I, což plyne z poznámky 5.5,
bodu (3). Potom, využijeme-li ještě bod (2) poznámky 5.5, dostaneme

Y (x) = θ pro všechna x ∈ I

a tedy funkce y1, . . . , yn jsou LZ na I.

Poznámka 5.11. Důsledkem právě uvedené věty je následuj́ıćı tvrzeńı.
Necht’ y1, . . . , yn řeš́ı rovnici (5.2) na I. Pak plat́ı bud’(

∀x ∈ I
)(
Wy1,...,yn(x) = 0

)
,

nebo (
∀x ∈ I

)(
Wy1,...,yn(x) 6= 0

)
.

Definice 5.12. Řekneme, že soubor y1, . . . , yn je fundamentálńı systém (FS) řešeńı rov-
nice (5.2) na I právě tehdy, když tyto funkce řeš́ı rovnici (5.2) na I a zároveň jsou LN na
I.

Věta 5.13. Necht’ y1, . . . , yn je FS na I. Pak každé řešeńı rovnice (5.2) lze v něm jednoznačně
vyjádřit (tj. lze jej jednoznačně zapsat jako lineárńı kombinaci funkćı y1, . . . , yn).

D̊ukaz. Necht’ y(x) řeš́ı (5.2) na I a necht’ x0 ∈ I. Dále necht’ (y1, . . . , yn) je FS na I. Potom
soubor vektor̊u (y1(x0), . . . , yn(x0)) tvoř́ı bázi prostoru Rn. Pak

(
∃α1, . . . , αn ∈ R

)(
y(x0) =

n∑
j=1

αjyj(x0)
)
.

Definujme

Y (x) =
n∑
j=1

αjyj(x) pro každé x ∈ I.

Ihned vid́ıme, že Y (x0) = y(x0) a zároveň Y řeš́ı (5.2) na I. Máme tedy počátečńı úlohu

f ′ −A(x)f = θ,

f(x0) = Y (x0).

Podle věty 3.49 má tato úloha jednoznačné řešeńı a přitom y i Y jsou jej́ım řešeńım na I.
Muśı tedy platit (

∀x ∈ I
)(
Y (x) = y(x)

)
.

Odtud dostáváme

y(x) =

n∑
j=1

αjyj(x) pro všechna x ∈ I.

Poznámka 5.14. Doposud jsme se zabývali situacemi, kdy jsme měli k dispozici nějaký FS.
Vůbec jsme však neřešili otázku existence FS. To naprav́ıme v následuj́ıćı větě.

Věta 5.15. Pro systém (5.2) existuje FS.
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D̊ukaz. FS źıskáme řešeńım počátečńıch úloh ve tvaru

y′ −A(x)y = θ,

y(x0) = ~ej ,

pro j ∈ n̂, kde ~ej znač́ı j-tý vektor standardńı báze Rn.

Věta 5.16. Necht’ y1, . . . , yn řeš́ı (5.2) na I, C = (cij)
n
i,j=1, zi(x) =

n∑
j=1

cijyj(x), i ∈ n̂, x ∈ I.

Pak z1, . . . , zn řeš́ı (5.2) a plat́ı

Wz1,...,zn(x) = |C|Wy1,...,yn(x), ∀x ∈ I

a tedy (z1, . . . , zn) je FS právě tehdy, když (y1, . . . , yn) je FS a zároveň |C| 6= 0.

D̊ukaz. Snadno prověř́ıme

Wz1,...,zn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
z1

1(x) . . . z1
n(x)

. . .

zn1 (x) . . . znn(x)

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
y1

1(x) . . . y1
n(x)

. . .

yn1 (x) . . . ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣
c11 . . . cn1

. . .

c1n . . . cnn

∣∣∣∣∣∣∣ = |C|Wy1,...,yn(x).

Zbývaj́ıćı tvrzeńı je již zřejmé.

Věta 5.17. Necht’ y1, . . . , yn řeš́ı (5.2) na I, x0 ∈ I. Pak

Wy1...,yn(x) = Wy1...,yn(x0) exp


x∫

x0

Tr A(ξ)dξ

 , ∀x ∈ I.

D̊ukaz. Podle poznámky 4.24 plat́ı

d

dx

(
Wy1,...,yn(x)

)
=

n∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1
1(x) . . . y1

n(x)
. . .

(yj1)′(x) . . . (yjn)′(x)
. . .

yn1 (x) . . . ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (∗).

Využijeme nyńı toho, že podle předpoklad̊u věty řeš́ı yj rovnici (5.2) a plat́ı tud́ıž

(yji )
′(x) =

n∑
l=1

ajl(x)yli(x).

Dostaneme

(∗) =

n∑
j=1

n∑
l=1

ajl(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1
1(x) . . . y1

n(x)
. . .

yl1(x) . . . yln(x)
. . .

yn1 (x) . . . ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...

...
← j-tý řádek

...

...

.
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Snadno si rozmysĺıme, že determinanty v jednotlivých sč́ıtanćıch jsou rovny 0 pro l 6= j. Pro
l = j z nich naopak dostáváme wrońskiány Wy1,...,yn(x). Shrneme-li dosavadńı výsledky, máme

d

dx

(
Wy1,...,yn(x)

)
= (∗) =

n∑
j=1

ajj(x)︸ ︷︷ ︸
TrA(x)

Wy1,...,yn(x).

Dostali jsme tedy diferenciálńı rovnici ve tvaru

d

dx

(
Wy1,...,yn(x)

)
= Tr A(x) Wy1,...,yn(x),

jej́ımž řešeńım je (jak se snadno přesvědč́ıme dosazeńım)

Wy1...,yn(x) = Wy1...,yn(x0) exp


x∫

x0

Tr A(ξ)dξ

 ,

což jsme chtěli dokázat.

Věta 5.18. Necht’ funkce y1, . . . , yn ∈ C(1)(I) a necht’ Wy1,...,yn(x) 6= 0 na I. Potom existuje
právě jeden systém tvaru (5.2), pro něǰz je (y1, . . . , yn) FS na I.

D̊ukaz. Je třeba dokázat existenci a jednoznačnost.

(1) Existenci dokážeme konstrukćı. Označme nejdř́ıve

Di(x, y(x)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(yi)′(x) (yi1)′(x) . . . (yin)′(x)
y1(x) y1

1(x) . . . y1
n(x)

...
. . .

yn(x) yn1 (x) . . . ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Všimneme si, že pravý dolńı minor matice na pravé straně je vlastně wrońskiánWy1,...,yn(x).
Rovněž pozorujeme, že (

∀j ∈ n̂
)(
Di(x, yj(x)) = 0

)
.

Rozvojem determinantu podle 1. sloupce dostáváme

Di(x, y(x)) = (yi)′(x)Wy1,...,yn(x)︸ ︷︷ ︸
6=0

+

n∑
j=1

(−1)jyj(x)D̃ij(x),

kde D̃ij(x) je determinant matice, jež vznikne z matice determinantu Di(x, y(x)) vy-
necháńım 1. sloupce a (j + 1)-ńıho řádku.

Sestav́ıme matici A(x) = (aij(x)) tak, že

aij(x) = (−1)j
D̃ij(x)

Wy1,...,yn(x)
.

Potom
y′ −A(x)y = θ

je hledanou diferenciálńı rovnićı s fundamentálńım systémem (y1, . . . , yn).
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(2) Necht’ funkce yj řeš́ı na intervalu I dvě r̊uzné diferenciálńı rovnice

y′ −A(x)y = θ a y′ −B(x)y = θ,

kde (∃x0 ∈ I)(A(x0) 6= B(x0)).

Potom zřejmě plat́ı (
∀j ∈ n̂

)(
∀x ∈ I

)((
A(x)−B(x)

)
yj(x) = θ

)
a zároveň vektory y1(x), . . . , yn(x) tvoř́ı bázi vektorového prostoru Rn, pro libovolné pevné
x ∈ I. Potom ale muśı platit (

∀x ∈ I
)(

A(x) = B(x)
)
,

což je spor.

5.2 Řešeńı soustavy s pravou stranou

Poznámka 5.19 (Metoda variace konstant). Necht’ (y1, . . . , yn) je fundamentálńı systém
pro (5.2) na intervalu I. Hledejme řešeńı rovnice (5.1) ve tvaru

z(x) =

n∑
j=1

cj(x)yj(x),

kde cj : I → R pro všechna j ∈ n̂. Potom plat́ı

z′(x) =

n∑
j=1

c′j(x)yj(x) +

n∑
j=1

cj(x) y′j(x)︸ ︷︷ ︸
=A(x)yj(x)

=

n∑
j=1

c′j(x)yj(x) + A(x)

 n∑
j=1

cj(x)yj(x)


︸ ︷︷ ︸

=z(x)

a zároveň
z′(x)−A(x)z(x) = b(x).

Dostali jsme tedy soustavu n lineárńıch rovnic pro n neznámých c′j(x) ve tvaru

n∑
j=1

c′j(x)yj(x) = b(x) ⇐⇒

y
1
1(x) . . . y1

n(x)
. . .

yn1 (x) . . . ynn(x)


c
′
1(x)
...

c′n(x)

 =

b
1(x)
...

bn(x)

 .

Determinant matice soustavy je wrońskián Wy1,...,yn(x) 6= 0, a proto jsou neznámé c′j(x)
určeny jednoznačně. S využit́ım Cramerova pravidla dostáváme

c′j(x) =
Wj(x)

Wy1,...,yn(x)
,

kde Wj(x) je determinant matice, která vznikne z matice soustavy nahrad́ıme-li j-tý sloupec
sloupcem pravých stran. Potom

cj(x) =

∫
Wj(x)

Wy1,...,yn(x)
dx+ dj ,

kde dj jsou integračńı konstanty. Obecné řešeńı rovnice s pravou stranou (5.1) potom je

z(x) =
n∑
j=1

[∫
Wj(x)

Wy1,...,yn(x)
dx

]
yj(x) +

n∑
j=1

djyj(x).
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5.3 Soustavy s konstantńımi koeficienty

Definice 5.20. Necht’ A ∈ Rn,n. Potom soustavu ve tvaru

y′ −Ay = b(x) (5.5)

nazveme soustava lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu s konstantńımi koefici-
enty.

Poznámka 5.21. Uvažujme rovnici bez pravé strany ve tvaru

y′ −Ay = θ.

Předpokládejme řešeńı ve tvaru
y(x) = eλxv,

kde v ∈ Rn. Dosad́ıme-li za y do rovnice, źıskáme vztah

λeλxv −Aeλxv = θ ⇐⇒ (A− λE)v = θ.

Řeš́ıme tedy úlohu hledáńı vlastńıch č́ısel a k nim př́ıslušej́ıćıch vlastńıch vektor̊u matice A.

Poznámka 5.22. Než přistouṕıme k daľśı větě, připomeneme si tvrzeńı, které se nám pro jej́ı
d̊ukaz bude hodit.

Podle Jordanovy1 věty (viz [1, Věta 17.8]) je každá matice A ∈ Cn,n podobná2 matici J
v tzv. Jordanově normálńım tvaru. Tj. existuje regulárńı matice P tak, že plat́ı

A = P−1JP,

kde matici J lze zapsat v blokově diagonálńım tvaru

J =



J1
1

. . .

J1
s1

. . .

Jp1
. . .

Jpsp


, kde Jij =


λi

1
. . .
. . .

. . .

1 λi

 .

Zde λi ∈ σ(A), čtvercové matice Jij nazýváme Jordanovy bloky (buňky) př́ıslušné vlastńımu

č́ıslu λi. Č́ısla si = νg(λi) jsou geometrické násobnosti vlastńıho č́ısla λi a zřejmě muśı platit

si∑
j=1

dim Jij = νa(λi),

kde νa(λi) je algebraická násobnost vlastńıho č́ısla λi.
Snadno si také rozmysĺıme, že každý blok Jij (považujeme-li jej za samostatnou matici) má

právě jedno vlastńı č́ıslo λi s algebraickou násobnost́ı rovnou řádu matice Jij a s geometrickou
násobnost́ı 1. K tomuto vlastńımu č́ıslu tedy př́ısluš́ı právě jeden vlastńı vektor (a pochopitelně
jeho libovolné nenulové násobky).
1Marie Ennemond Camille Jordan (1838–1922), francouzský matematik.
2Řekneme, že matice A je podobná matici B právě tehdy, když existuje regulárńı matice T tak, že plat́ı

A = T−1BT.
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Věta 5.23. Necht’ λ1, . . . , λp jsou r̊uzná vlastńı č́ısla matice A s algebraickými násobnostmi

k1, . . . , kp,
p∑
j=1

kj = n. Pak FS pro rovnici y′ −Ay = θ má tvar

eλ1xy11(x), . . . , eλ1xy1k1(x)
eλ2xy21(x), . . . , eλ2xy2k2(x)

...
...

eλpxyp1(x), . . . , eλpxypkp(x)

,

kde yij(x) je vektorový polynom stupně nejvýše j−1 (resp. vektor o složkách ve tvaru polynom̊u
stupně menš́ıho než j).

D̊ukaz. V rovnici y′ − Ay = θ provedeme substituci y(x) = P−1z(x), kde P je matice
z poznámky 5.22. Dostaneme tak novou rovnici ve tvaru

z′ − Jz = θ.

Ihned vid́ıme, že soustava se
”
rozpadla“ na několik nezávislých soustav podle blok̊u matice

J. Toho využijeme a řešeńı budeme hledat po jednotlivých bloćıch. Necht’ např. prvńı blok je
tvaru

J1
1 =


λ1

1
. . .
. . .

. . .

1 λ1


︸ ︷︷ ︸

k sloupc̊u

.

Potom je třeba řešit soustavu ve tvaru

(z1)′ = λ1z
1,

(z2)′ = z1 + λ1z
2,

...

(zk)′ = zk−1 + λ1z
k.

Přitom klademe zi(x) = 0 pro i > k.
Provedeme-li daľśı substituci zj(x) = eλ1xuj(x), převedeme soustavu do tvaru

(u1)′ = 0,

(u2)′ = u1,

...

(uk)′ = uk−1.

Pro tuto soustavu však snadno nalezneme FS. Ten obsahuje k funkćı

u1(x) =


0
0
...
0
1

 , u2(x) =


0
0
...
1
x

 , u3(x) =


0
0
...
x

x2/2

 , . . . , uk(x) =


1
x
...

xk−2/(k − 2)!
xk−1/(k − 1)!

 .
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5 Analytické řešeńı soustav lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu

Nyńı je potřeba provést zpětnou transformaci

yj(x) = P−1 ·



z1
j (x)
...

zkj (x)

0
...
0


= eλ1x P−1 ·



u1
j (x)
...

ukj (x)

0
...
0


︸ ︷︷ ︸

=y1j(x)

pro j = 1, . . . , k.

Odtud také vid́ıme, že řešeńı je v požadovaném tvaru, kde y1j je vektorový polynom stupně
nejvýše j − 1.

Analogicky se zpracuj́ı i ostatńı bloky.
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6 Okrajové úlohy pro obyčejné diferenciálńı
rovnice

Definice 6.1. Necht’ p, p′, q ∈ C1 [a, b] a p(x) ≥ c0 > 0, pak rovnice (6.1), (6.2) a (6.3)

−(p(x)y′)′ + q(x)y = f(x), na x ∈ (a, b), (6.1)

α1y(a) + β1y
′(a) = 0, (6.2)

α2y(b) + β2y
′(b) = 0, (6.3)

se nazývaj́ı okrajová úloha v samoadjungovaném tvaru a vztahy (6.2) a (6.3) se nazývaj́ı
okrajové podmı́nky.

Levou stranu rovnice (6.1) lze opět zapsat pomoćı lineárńıho diferenciálńıho operátoru L
ve tvaru Ly = −(p(x)y′)′ + q(x)y.

Poznámka 6.2. Okrajová úloha nemuśı být řešitelná jednoznačně. Např́ıklad za podmı́nek
q = 0, α1,2 = 0, β1,2 = 1 je y(x) určena jednoznačně až na aditivńı konstantu.

Poznámka 6.3 (Formálńı postup). Rovnici (6.1) lze upravit na LDR druhého řádu ve tvaru

−p′(x)y′(x)− p(x)y′′(x) + q(x)y(x) = f(x).

Uvažujme nejprve obecné řešeńı. Zvolme si fundamentálńı systém {v1(x), v2(x)} tak, aby
platilo:

• v1(x) řeš́ı (6.1) a (6.2) a přitom neřeš́ı (6.3).

• v2(x) řeš́ı (6.1) a (6.3) a přitom neřeš́ı (6.2).

Sestroj́ıme Wrońskián

Wy1,y2(x) = Wy1,y2(x0) exp

−
x∫

x0

p′(ξ)

p(ξ)
dξ

︸ ︷︷ ︸
=ln p(x0)−ln p(x)

,

z něhož źıskáme

Wy1,y2(x)

Wy1,y2(x0)
=
p(x0)

p(x)
=⇒ Wy1,y2(x)p(x)

ozn.
= K = konst. ∀x ∈ [a, b] (6.4)

Pro źıskáńı partikulárńıho řešeńı provedeme variaci konstanty (y = y(x), vi = v(x),
ci = c(x)).

y = c1v1 + c2v2

y′ = c′1v1 + c′2v2︸ ︷︷ ︸
:=0

+c1v
′
1 + c2v

′
2

y′′ = c′1v
′
1 + c′2v

′
2 + c1v

′′
1 + c2v

′′
2
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6 Okrajové úlohy pro obyčejné diferenciálńı rovnice

Na y′ jsme položili jednu podmı́nku. Dosad́ıme y, y′, y′′ zpět do (6.1) (p = p(x), q = q(x)).

Ly = p(−c′1v′1 − c′2v′2) + c1(−p′v′1 − pv′′1 + qv1︸ ︷︷ ︸
=Lv1=0

) + c2(−p′v′2 − pv′′2 + qv2︸ ︷︷ ︸
=Lv2=0

) = f(x)

Obě označené závorky jsou nulové, nebot’ v1(x) i v2(x) řeš́ı (6.1) bez pravé strany.
Z této rovnice a z předcházej́ıćı podmı́nky źıskáme soustavu rovnic pro c′1 a c′2.

c′1v
′
1 + c′2v

′
2 =

−f(x)

p

c′1v1 + c′2v2 = 0

Řešeńı nalezneme Cramerovým pravidlem (determinant soustavy je nenulový Wrońskián).

c′1(x) =
1

Wy1,y2(x)

∣∣∣∣ 0 v2(x)
−f(x)/p(x) v′2(x)

∣∣∣∣ =
v2(x)f(x)

K

c′2(x) =
1

Wy1,y2(x)

∣∣∣∣v1(x) 0
v′1(x) −f(x)/p(x)

∣∣∣∣ = −v1(x)f(x)

K

Konstanta K je z (6.4). Dosad́ıme do okrajových podmı́nek:

• Z (6.2) źıskáme α1(c1v1 + c2v2)(a) + β1(c1v
′
1 + c2v

′
2)(a) = 0

• Z (6.3) źıskáme α2(c1v1 + c2v2)(b) + β2(c1v
′
1 + c2v

′
2)(b) = 0

Vytknut́ım uprav́ıme na

c1(a) (α1v1(a) + β1v
′
1(a))︸ ︷︷ ︸

=0

+c2(a) (α1v2(a) + β1v
′
2(a))︸ ︷︷ ︸

6=0

= 0

c1(b) (α2v1(b) + β2v
′
1(b))︸ ︷︷ ︸

6=0

+c2(b) (α2v2(b) + β2v
′
2(b))︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

Nulovost dvou označených závorek vyplývá z volby v1(x) a v2(x). Z těchto podmı́nek tedy
vyplývá, že c2(a) = c1(b) = 0.

Řešeńı źıskáme integraćı.

c1(x) = −
b∫
x

v2(s)f(s)

K
ds a c2(x) = −

x∫
a

v1(s)f(s)

K
ds

Vztahy lze sjednotit do jednoho použit́ım tzv. Greenovy funkce.

G(x, s) =

{
− 1
K v1(s)v2(x) ∀s ∈ [a, x]

− 1
K v1(x)v2(s) ∀s ∈ [x, b]

Výsledné řešeńı je pak

y(x) =

b∫
a

G(x, s)f(s)ds (6.5)
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6 Okrajové úlohy pro obyčejné diferenciálńı rovnice

Věta 6.4. (o existenci) Za daných předpoklad̊u existuje řešeńı okrajové úlohy ve tvaru (6.5).

D̊ukaz. Tvrzeńı vyplývá z předchoźı konstrukce.

Poznámka 6.5. Jednoznačnost prozkoumáme vyšetřeńım výrazu 〈Ly, y〉 (skalárńı součin
na L2 prostoru všech kvadraticky integrabilńıch funkćı)

〈Ly, y〉 =

b∫
a

Ly(x)y(x)dx =

b∫
a

y
[
(−(p(x)y′(x))′ + q(x)y(x)

]
dx

= −
b∫
a

[
(p(x)y′(x))′y

]
dx+

b∫
a

q(x)y2(x)dx

p.p.
=

− [p(x)y′(x)y(x)
]a
b

+

b∫
a

p(x)
∣∣y′(x)

∣∣2 dx

+

b∫
a

q(x)y2(x)dx

= −p(b)y′(b)y(b) + p(a)y′(a)y(a) +

b∫
a

p(x)
∣∣y′(x)

∣∣2 dx+

b∫
a

q(x)y2(x)dx

Ve třet́ım kroku jsme použili per partes na prvńı sč́ıtanec. V okrajových podmı́nkách exis-
tuje alespoň jedno z α, β nenulové.

• bud’ β1 = 0, pak y(a) = 0;

nebo β1 6= 0, pak y′(a) = −α1
β1
y(a)

• bud’ β2 = 0, pak y(b) = 0;

nebo β2 6= 0, pak y′(b) = −α2
β2
y(b)

Můžeme pokračovat v úpravách výrazu 〈Ly, y〉 a využijeme těchto podmı́nek.

〈Ly, y〉 =
α2

β2
p(b)y2(b)− α1

β1
p(a)y2(a) +

b∫
a

p(x)
∣∣y′(x)

∣∣2 dx+

b∫
a

q(x)y2(x)dx

Z definice 6.1 plat́ı p(x) ≥ c0 > 0. Touto nerovnost́ı odhadneme výraz 〈Ly, y〉.

〈Ly, y〉 ≥ α2

β2
p(b)y2(b)− α1

β1
p(a)y2(a) + c0

b∫
a

∣∣y′(x)
∣∣2 dx+

b∫
a

q(x)y2(x)dx

Tuto nerovnost jsme si připravili pro d̊ukaz následuj́ıćı věty.

Věta 6.6. (o jednoznačnosti) Necht’ q(x) ≥ 0 a dále α2, β2 ≥ 0, α2 + β2 > 0 a
α1,−β1 ≥ 0, α1 − β1 > 0. Pak pokud β1 = 0 ∧ β2 = 0 ∧ q(x) ≥ q0 > 0, resp. pokud(
β1 6= 0 ∨ β2 6= 0

)
∧
(
α1 6= 0 ∨ α2 6= 0

)
∨ q(x) ≥ q0 > 0, řešeńı okrajové úlohy je

jednoznačné.

100



6 Okrajové úlohy pro obyčejné diferenciálńı rovnice

D̊ukaz. Necht’ y1 a y2 řeš́ı okrajovou úlohu, tj. Ly1 = f(x) a Ly2 = f(x). Odečteńım źıskám
L(y1 − y2) = 0, pak i 〈L(y1 − y2), y1 − y2〉 = 0. Dosad́ıme |y1 − y2| za y do předchoźı nerov-
nosti.

0 ≥ α2

β2
p(b) |y1 − y2|2 (b)− α1

β1
p(a) |y1 − y2|2 (a) +

+ c0

b∫
a

∣∣(y1 − y2)′
∣∣2 (x)dx+

b∫
a

q(x) |y1 − y2|2 (x)dx

Integraćı nerovnosti źıskáme (y1 − y2)(x) = konst. Po přidáńı předpoklad̊u z tvrzeńı věty
źıskáme y1(x) = y2(x) na [a, b].

Poznámka 6.7 (Fyzikálńı motivace). Uvažme úlohu vedeńı tepla stěnou, známe-li teploty
na obou stranách této stěny. Tuto úlohu lze formalizovat následuj́ıćımi rovnicemi

−ky′′ = f(x), na x ∈ (a, b),

y(a) = Ta,

y(b) = Tb,

kde y(x) je neznámá funkce popisuj́ıćı pr̊uběh teploty ve stěně, f(x) je funkce popisuj́ıćı
zdroje/propady dané veličiny (tj. teploty) ve stěně, konstanta k je tepelná vodivost stěny a
Ta, Tb jsou teploty na kraj́ıch stěny. Vid́ıme tedy, že řeš́ıme okrajovou úlohu pro diferenciálńı
rovnici. Řešeńı této úlohy s nulovou pravou stranou je uvedeno v př́ıkladu 1.12.

Obecné řešeńı naš́ı úlohy lze zapsat v následuj́ıćım tvaru

y(x) = −1

k

x∫
a

s∫
a

f(p)dp ds+ C1x+ C2,

kde C1, C2 jsou integračńı konstanty, které je potřeba určit za pomoci okrajových podmı́nek.
Má tedy platit

y(a) = Ta = C1a+ C2,

y(b) = Tb = −1

k

b∫
a

s∫
a

f(p)dp ds

︸ ︷︷ ︸
=D

+C1b+ C2,

což přeṕı̌seme do tvaru

C1a+ C2 = Ta,

C1b+ C2 = Tb −D.

Odtud nakonec dostáváme

C1 =
1

b− a
(Tb − Ta −D),

C2 = Ta −
a

b− a
(Tb − Ta −D).
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6 Okrajové úlohy pro obyčejné diferenciálńı rovnice

a b

y(x)

x

tg α
γ1

γ2

Obrázek 6.1: K vysvětleńı metody střelby.

Poznámka 6.8 (Metoda střelby). Mějme typovou úlohu

y′′ = f(x, y, y′), kde x ∈ (a, b),
y(a) = γ1,
y(b) = γ2.

(6.6)

Jeden z možných postup̊u, jak vyšetřit existenci řešeńı této úlohy, je použit́ı tzv. metody
střelby, která byla p̊uvodně určena pro numerické úlohy. Tato metoda spoč́ıvá v tom, že
mı́sto p̊uvodńı okrajové úlohy (6.6) budeme řešit následuj́ıćı počátečńı úlohu

y′′ = f(x, y, y′),
y(a) = γ1,
y′(a) = α,

(6.7)

kde neznámý parametr α chceme zvolit tak, aby řešeńı dospělo do bodu
(
b
γ2

)
.

Řešeńım úlohy (6.7) je tedy funkce y(x;α) (v zápisu jsme zd̊uraznili závislost na para-
metru α). Volba parametru α přitom odpov́ıdá volbě počátečńıho sklonu křivky y(x;α),
přičemž jej voĺıme tak, aby platilo y(b;α) = γ2. To nám může připomı́nat volbu náklonu
děla s požadavkem, aby vystřelený projektil zasáhl danou souřadnici. Odtud také pocháźı
název této metody. Situace je znázorněna na obr. 6.1.

Úloha (6.7) je počátečńı a tud́ıž můžeme rozhodnout o existenci a jednoznačnosti jej́ıho
řešeńı. Potom stač́ı zkoumat řešitelnost algebraické rovnice

y(b;α) = γ2,

které pak odpov́ıdá existence a počet řešeńı p̊uvodńı okrajové úlohy (6.6).
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tvaru x = f(y′), y = g(y′), 35

tvaru y′ = f
(
ax+by+c
αx+βy+γ

)
, 17
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