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Anotace

Diplomové prace se zabyva feSenim diferencialnich rovnic 1. fadu. Prace ma
slouzit jako ucebni text (sbirka feSenych piikladl) pro studenty ucitelstvi matematiky.
Kazda kapitola obsahuje shrnuti zdkladnich pojmu, feSené modelové ulohy daného
tématu tazené dle obtiZznosti, a v zavéru ulohy urcené k samostatnému procvi¢ovani
studentti. Diplomova prace ma studentim piedat zakladni poznatky 0 zptisobech feseni

diferencialnich rovnic 1. fadu, véetné praktickych dovednosti pii jejich feseni.

Abstract

This thesis deals with the solution of differential equations of the first degree.
The work is intended to serve as a textbook (a collection of exercises) for students of
teaching mathematics at lower secondary schools. Each chapter contains a summary of
basic concepts, solved task models of the related topic, sorted by difficulty, and finally
tasks assigned for independent practicing. This thesis aims to present basic knowledge
about ways of solving differential equations of the first degree, including practical skills

for their solution.
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Uvod

Hlavnim ukolem této prace je ptedlozit uceleny soubor feSenych uloh, které se
zabyvaji problematikou feseni diferencidlnich rovnic 1. fadu, a to v rozsahu, ktery by si
méli osvojit zejména studenti pedagogickych fakult. Text vychazi ze znalosti, které by
méli studenti ziskat v predchozich kurzech matematické analyzy. Cely obsah textu
navazuje predevSim na poznatky o vlastnostech funkci jedné proménné

a o diferencialnim poctu funkei jedné proménné.

Pfi vybéru tématu diplomové prace jsem vychazel z osobniho z4jmu
0 matematickou analyzu jako jednu z oblasti matematiky a ze snahy vytvofit pro
studenty pedagogickych fakult uceleny ptehled feSeni diferencialnich rovnic 1. fadu.
Hlavni diraz je v celé praci kladen na podrobné postupy feSeni typovych tloh a na
grafické znazornéni riznych feSeni rovnic. Ve své praci se snazim zpracovat danou

problematiku s ohledem na potieby studentd ucitelstvi matematiky.

Prvni kapitola se zabyva vysvétlenim nékterych zédkladnich pojmt a ndzvoslovim
uzivanym v této oblasti matematické analyzy. Druhd kapitola se zabyva feSenim
diferencialnich rovnic zakladniho typu. Ve tieti kapitole budeme fesit diferencialni
rovnice se separovanymi proménnymi. Jak vyfesit homogenni diferencialni rovnice si
ukazeme ve Ctvrté kapitole. Pata kapitola se zabyva linearnimi diferencidlnimi
rovnicemi 1. fddu. V Sesté kapitole si ukdZeme teSeni Bernoulliovy diferencidlni
rovnice. Exaktni diferencidlni rovnice budou tématem sedmé kapitoly. V osmé kapitole

st ukdzeme vyuZiti integracniho faktoru.

Kapitoly jsou ¢lenény na ¢asti. V prvni ¢asti je uvedena zékladni teorie. Studenti
se seznami s pojmy, jejichz znalost je pro dany zptsob feSeni diferencidlnich rovnic
nutnd. Druhou, hlavni ¢ast kapitoly tvoti feSené ptiklady s podrobnym postupem fesSeni
a barevnym grafickym znazornénim ruznych feSeni. V zavéru kazdé kapitoly jsou

uvedeny nefesené priklady, ur¢ené k samostatnému procvi¢ovani.



Cilem bylo pfiblizit studentim feSeni diferencidlnich rovnic 1. fadu co
nejsrozumitelngj§im a co mozna nejpiehlednéj§im zpisobem, s velkym dirazem na
praktickou stranku feSeni, a tim piispét k jejich lepsSimu pochopeni této problematiky

a Vv neposledni fad¢ ke vzbuzeni zajmu studentti o tuto problematiku.

Pfi psani této diplomové prace jsem pouzil program Microsoft Office Word
2007. Pro znadzornéni grafického feSeni byly pouzity program Derive a program

dynamické geometrie GeoGebra.



1 Zakladni pojmy

Obyc¢ejnou diferencialni rovnici (ODR) nazyvame rovnici, v niz se vyskytuje

alespon jedna derivace hledané redlné funkce jedné redlné proménné.

Parcialni diferencidlni rovnici nazyvame rovnici, V niz se vyskytuje parcialni
derivace hledané funkce dvou a vice proménnych.

Obecny tvar ODR: F(x;v;959"..y™) =0

Rad ODR uréuje vzdy nejvy$si derivace, ktera je v rovnici obsaZena.
My se ale budeme zabyvat pouze feSenim ODR 1.fadu  F(x;y;y") =0
nebo y' = f(x;y)

Druhy feSeni ODR:

Regularni FeSeni — v zddném jeho bod¢ neni porusena jednoznacnost feseni.

Singularni FeSeni — alespoii v jednom bod¢ je porusena jednoznac¢nost. Casto to
byva bod, ktery vylu¢ujeme z dalSiho feSeni, napt. jmenovatel, ktery je roven 0.

Integralni kiivka ODR je kiivka, ktera znazoriiuje urcité feSeni ODR.

Obecné FeSeni — mnozina vSech funkci, vyhovujicich dané ODR, ale lisicich se
v integracnich konstantach (Cj,C,, ...,C,), tato mnozina funkci tvoii tzv. soustavu
integralnich kiivek.

Partikularni (¢astecné) FeSeni — je jedno vybrané feSeni z mnoziny vSech
obecnych feSeni pro konkrétni hodnoty konstant, které vypoclteme nebo zvolime.
UrCeni partikularniho feSeni rovnice F(x;y;y’) =0, které vyhovuje pocatecni

podmince y(x,) = y, nazyvame Cauchyho tloha.



2 ODR zakladniho typu

Zékladni typ diferencialnich rovnic jsou rovnice tvaru:  y' = f(x).

Jsou to rovnice, ve kterych se nevyskytuje y.

Pti feSeni ODR zékladniho typu nahradime y” podilem diferenciala Z—Z a ziskame tak
rovnici v nasledujicim tvaru: Z—z = f(x)

Takovou rovnici pak dal upravujeme s vyuzitim primitivni funkce (neurcitého

integralu). Resenim je rovnice: y = [ f(x)dx, véetn& konstanty C € R.

Diferencidlni rovnice zékladniho typu tedy maji nekone¢né mnoho feseni.

2.1 Resené ulohy

Priklad 2.1 y' =x3+3
Reseni DR

Y _ .3
= 3
ax *
dy

J = j(x3 + 3)dx

= +3x+cC

kde xeR, CeR.



Grafické feseni DR od zdola pro C=-4,-2,0, 2, 4

-8

Kdybychom vykreslili vS§echna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.

Piiklad 2.2 y' =e* —sin2x
Reseni DR
dy
=2 — ¥ —sin?2
I e* — sin 2x
fdy = j(ex —sin2 x)dx
cos 2x
y=e*+
kde xeR, CeR.
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Grafické feseni DR od zdola pro C =-4,-2,0, 2,4

54 3 T Lo 1 2 3
N

Kdybychom vykreslili vS§echna feseni, pak by ktivky vyplnily celou rovinu

Piiklad 2.3 y' =—
Reseni DR
zde musime urc€it podminku, Ze x # 2
dy 1

x—2

dx
[ay=[ Lo
Y= x=2%

y=Inlx-2|+C

kde x # 2, CeR.
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Grafické feseni DR od zdola pro C=-5, -3, 0, 3,5

=101

Kdybychom vykreslili vSechna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu kromé
pfimky x = 2.

Piiklad 2.4 y' =+/3x
Reseni DR

zde stanovime podminku x > 0

d

—y=\/3x

dx
fdy=f\/3xdx

fdy=\/§f\/§dx

3

X2
y=\/§?+C
2
2
y=3 3x3+C

kde x > 0, CeR.
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Grafické feseni DR od zdola pro C=-4, -2, 0, 3,5

Kdybychom vykreslili v§echna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou polorovinu pro

x = 0.

Piiklad 2.5 y' = e
Reseni DR
zde stanovime podminku x # 3
dy 1
dx  2x—6

1
de=J2x—6dx

1 1
de=zjx_3dx

1
yzzlnlx—3|+C

y=Iny|x—-3|+C
kde x = 3,C € R.

13



Grafické feseni DR od zdola pro C =-4,-2,0, 2,4

|
/

Rl

‘.‘I
1/

6

Kdybychom vykreslili vSechna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu kromé

piimky x = 3.
Priklad 2.6 y' =3x% —4x,y(0) =1
Reseni DR
dy
— =3x%—-4
dx X X

fdyzf(3x2—4x)dx
y=x>—-2x*+C

kde xeR,CeR. Nyni zjistime hodnotu konstanty s vyuzitim pocate¢nich podminek

x=0ay=1:
y(0) =1
02-2-02+C=1
c=1



hledané partikularni feSeni je y=x3-2x2+1

QGrafické feSeni:

2 1 0 ;\"/ 2 X
-1
24
-3+
Priklad 2.7 y' = —zx%,y(O) =2
Reseni DR
dy 1
dx x3
1
f dy = f -2 x—3dx
1
y = x—z +C

kde x # 0,CeR. Nyni zjistime hodnotu konstanty s vyuzitim pocateénich podminek
x = 0 a y = 2. Takové feSeni vSak nenajdeme, protoze do funkce nelze dosadit x = 0.
Hledané partikularni feSeni neexistuje. Tuto rovnici jsme ani nemuseli fesit, protoze je
vidét ze zadani podminka x # 0 a poc¢ate¢ni podminka y(0) = 2 a takovou ulohu nema

smysl fesit.

15



2.2 Priklady k procvi¢eni: ODR zakladni typu

Najdéte viechna feseni ODR: 1.y =x*+4
2.y = xis
3.y = (3x + 1)*
4.y' = gsing

Najdéte partikularni feSeni DR: 5.y =x%—2x,y(1) =0
6.y = ﬁ,y(ﬂ =1
7.y =1y(0) =5

8.y =—,y(-2) =4

o x+3

Reseni DR: 1l.y= ’“5—5 + 4x + C,xeR, CeR,
2.y=——=+Cx#0,CeR
3.y = 11—5(3x +1)5 + C, xeR, CeR.
4.y =— cos§+ C,xeR, CeR.
5.y = x—;—xz +§,xeR.
6.y = —ﬁ+2,x € R — {6}.
7. Neexistuje (nelze dosadit do zadani x = 0).

8.y=In|lx+3|+4x# -3

16



3 Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi jsou rovnice ve tvaru
r_
p(x)+q(y) -y =0.
; : ; . c10 Ay v ; s oy .
Nahradime-li y' podilem diferencial — pak ptedchozi rovnici miizeme psat ve tvaru

p(x)dx + q(y)dy = 0,

odtud pomoci integrace dostaneme
[ peodx+ [amay=c.

Také se ale mizeme setkat s tzv. separovanym tvarem
p(x)-r(y) +s(x)-q(y) -y =0.
Za piedpokladu, Ze s(x) # 0,7(y) # 0 lze rovnici upravit takto

P 40) |,
s@ o)

a to je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi.

Pak jeji obecné feseni zapiSeme takto

p(x) q@v)
fs(—x)dx-Fny)dy—C

Pozndmka 1: Nulova funkce
je funkce, ktera spliiuje y = y(x) =0 a to Vx € R. Tuto funkci budeme oznacovat
symbolem y = 0. Stejné tak tfeba i funkci y =y(x) =5 a to Vx € R, budeme
oznacovat symbolem y = 5.

Poznamka 2: Véta o implicitni funkci

Necht F(x,y) je libovolna funkce spojitdi na mnozing G € R? a 3(x,,V,) € G:

, s 1 . ., .. OF OF ) y
F(x0Yo) = 0. Necht F ma spojité parcialni derivace 1. fadu P a zaroven

"oy
Z—i(xoyo) # 0. Pak existuje spojité feSeni y rovnice F(x,y) =0, které vyhovuje

oF
podmince y(x,) = Yo a navic y' = 534, y = y(x).

oF

17



3.1 Resené priklady

Priklad 3.1 y' =6x%+10x -6
Reseni DR
dy

a=6x2+10x—6

f dy = f(6x2 + 10x — 6)dx

y=2x3+5x2—-6x+C
kdex e R, C € R.

Grafické feseni pro C = -5, -3, 0, 3,5

64
\

| 1

Kdybychom vykreslili vSechna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.

18



Priklad 3.2 y2y'=x—2

Reseni DR
dy
2_: _
ydx x
fyzdy = f(x— 2)dx
3 2
y X
Z_ =___9
3 > x+C
s 3x?
y®=———06x+3C
2
332
y = T-6X+3C

protoZze konstanta vynasobend redlnym cCislem je opét konstanta, budeme psat
jednoduseji misto 3C pouze konstantu C. (U dalsich ptikladi jiz budu rovnou piechazet

ke konstanté C, bez dalsich komentait.)

3 |3x2
y = T—6X+C

Grafické feSeni pro C =0, 1, 2,4,6, 8

kdex e R, C € R.

2

Kdybychom vykreslili v§echna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.
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Piiklad 3.3 y; = 4x
Reseni DR
zde musime vytadit funkci y = 0
1 dy
—_——_— = 4
y dx y
[Lay= [ sma
—dy = xdx
y
In|y| = 2x%2+C
elnlyl = er2+C
ly| = e2x?+C

y = +e€ . e2x?
kde x € R, C € R.
Zvolime novou konstantu K = +e€, protoze C € R, e€ € (0; ) a —e® € (—;0), pak
konstanta K nabyva hodnot K € (—o0;0) U (0;00) = K # 0 a feSenim jsou tedy
vSechny funkce:
y=K-e
pak x € R, K # 0.

Grafické feSeni pro K =-3,-2,-1,1,2,3

Kdybychom vykreslili vS§echna feéeni, pak by kfi\llky vyplnily celou rovinu kromé
pifimky y = 0.

20



Piiklad 3.4 y' = 4xy
Reseni DR

!

y
— =4x

y

V ptedchozim kroku jsme délili rovnici y a musime stanovit podminku y # 0, tim se
pfipravime o jedno feSeni (singularni feSeni) — nulovou funkci. (Derivace nulové funkce

jerovnanule, y = 0ay’ = 0 rovnici y' = 4xy vyhovuji.)
Reseni upravené rovnice je totozné s feSenim pt. 2, vy§lonam y = K - e2*” kde x € R,
K # 0. Nyni se podivame, zda vhodnou volbou konstanty K neziskame singularni

feSeni y = 0 z obecného fedeni y = K - e?*”. Pro K = 0 dostaneme funkci y = 0.

Resenim jsou tedy viechny funkce
y=K-e
pak x € R, K € R.

Grafické feseni pro K =-3,-2,-1,0,1, 7, 3

| |
Kdybychom vykreslili vS§echna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.

21



Piiklad 3.5 y' =33/y?

Reseni DR
dy s
P y
171
§ —zdyzfdx
y3

protoze feSeni y = 0 nedostaneme zadnou vhodnou volbou konstanty C musime jej
pfipsat zvIast’. ReSenim jsou tedy viechny funkce:

y=x+C)3ay=0
pak x € R, C € R.

Grafické feseni pro C =-3,-1,0, 1, 3

Kdybychom vykreslili vSechna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.

22



Priklad 3.6 >=
Reseni DR
musime ur¢it podminku, Zze x # 1 a vyfadit funkci y = 0
1 dy 1
; dx  x—1

[5o-[7
yy_ x—1x

In|y| =In|x —1|+C
elnlyl — elnlx—1|+C
Iyl — eC . elnlx—ll
y=xet - (x-1)
kdex =1, C € R.

Zvolime novou konstantu K = +e€
y=K-(x-1)
pak x # 1, K # 0.

Grafické feseni pro K =-5, -3, 3,5

\
\

Kdybychom vykreslili vS§echna feSeni, pak by ktivky vyplnily celou rovinu kromé
ptimeky =0ax = 1.

23



Priklad 3.7 y2y' = cosx
Reseni DR

yzd—y = cosx
dx

fyzdy = fcosxdx

3
Y .
A C
3 sinx +

y3 =3sinx+C

y = V3sinx + C
kdex € R,C € R.

Grafické teseni pro C =-2,-1,0, 1, 2

Kdybychom vykreslili v§echna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.

Priklad 3.8 e’y =1
Reseni DR
J evdy = f dx
ey =x+C
IneY =In(x + C)
y =1In(x + C)

kdex > —C,C € R.

24



Grafické tfeseni pro C =-4,-2,0, 2,4

|
(8]
N

'
w
L

Kdybychom vykreslili vS§echna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.

Priklad 3.9 y =y
Reseni DR
dy _

dx y
jld fd
— e x
yy

pfi této Upraveé bychom pfisli o jedno (singularni) feSeni y = 0

Inly|=x+C
y = +ex+C
y = ieC .e¥

kde x € R, C € R, ale zvolime novou konstantu K = +e¢
y=K-e*
podivdime se zda vhodnou volbou konstanty K neziskdme singularni feSeni y =0
z obecného feseni y = K - e*. Pro K = 0 dostaneme funkci y = 0. Resenim jsou tedy
vSechny funkce
y=K-e*ay=0
kde x € R, K € R.

25



Grafické tfeseni pro € =-3,-1,0, 1, 3

Kdybychom vykreslili vS§echna feSeni, pak by ktivky vyplnily celou rovinu.

1

Piiklad 3.10 yy’ = -2

Reseni DR
zde musime vyfadit funkciy = 0
1 dy

y.dx_

[Lay= [ -2a
—_ — —_ X
yy

Inly| =-2x+C

y = 4o 2x+C
y = +e€.e 2%
kde x € R, C € R, ale zvolime novou konstantu K = +e® a feSenim jsou tedy vSechny
funkce:
y=K-e 2

pak x € R,K € R — {0}.

26



Grafické feseni pro K =-3, -2, -1, 1, 2,

Kdybychom vykreslili vS§echna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu kromé

pfimky y = 0.
Piiklad 3.11 xy'—y=0
Reseni DR
dy
X =Y
dy dx
v x

pii této upravé bychom piisli o jedno (singularni) feSeni y = 0 a pfibude podminka

fdy_j‘dx
y ) x

In|y| = In|x| + In|C]|

x#0

In|y| = In|Cx]|
lyl = Cx
y=1Cx

27



kde x # 0,C # 0, ale zvolime novou konstantu K = +C a feSenim jsou tedy vSechny
funkce:
y = Kx.
Protoze ze zadani neplyne, Ze x # 0 ukdzeme, Ze feSeni y = Kx vyhovuje vS§em x € R.
Dosazenim feSeni do ptivodni rovnice ovéfime feSeni x = 0:
x(Kx)' —Kx =0
Kx—Kx=0
0=0.
Nyni se podivame zda vhodnou volbou konstanty K neziskame singularni feSeni y = 0
Z obecného feSeni y = K - e2** Pro K = 0 dostaneme funkci y = 0. Resenim jsou tedy

vSechny funkce

y = Kx

kdex € R, K € R.

Grafické feSeni pro K =-2,-1,0,1, 2

Kdybychom vykreslili v§echna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.
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" V2
Priklad 3.12 Vol 6x
Reseni DR
zde nase feSeni musi vyhovovat podmince y > 0
1 . dy — ox?

4\/} dx

nyni musime stanovit podminku pro x:

4x3 +2C >0
4x3 > =2C

3
x° > ——
4

feSenim jsou tedy vSechny funkce:

y = (4x3 + 20)?
kde x € (3/—§;oo>, C €R.
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Grafické feseni pro C = -3,-1,0, 1, 3:

Kdybychom vykreslili vSechna feseni, pak by kfivky vyplnily celou polorovinu pro

y > 0.
Piiklad 3.13 2 = ¥
y
Reseni DR
zde musime vyfadit funkciy = 0
LA
y? dx
1 X
J ?dy = J e*dx
1
——=e*+C
y
feSenim jsou tedy vSechny funkce:
_ 1
Y= eXx+C
nyni musime stanovit podminku (e* + C # 0)
e*+C+#0
e* = —C
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pro C = 0 je podminka vzdy splnéna a pro C < 0 existuje jedno x, pro které feSeni

Y = — . neni definovéno x = In(—C), feSenim pak jsou vSechny funkce:

1
e*+C
kdex e Rpro C = 0,nebox € R — {In(—C)} pro C < 0.

y=-

Grafické tfeseni pro C = -10, -5, -2, , 1, 2,

Kdybychom vykreslili vS§echna feSeni, pak by ktivky vyplnily celou rovinu kromé

piimky y = 0.
Priklad 3.14 yty' = 2x*
Reseni DR
dy
47 2 4
Y dx *
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=—+C
5
y>=2x>+C
y=4+2x>+C
kdex € R, C € R.
Grafické feseni pro € = -5,-3,-1,0,1, 3,5

T T T T
-2 -1 J 1 2 X

Kdybychom vykreslili v§echna feseni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.

Priklad 3.15 Ly

XN

Reseni DR
zde musime ur¢it podminku, Zze x # 0 a vytadit funkci y = 0
1 dy 2

y dx «x

[lay=2[1a
y ) x™

In|y| = 2In|x| + In|C|
lyl =x*-C
y = +C - x2
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zvolime novou konstantu K = +C a K # 0, pak feSenim jsou v§echny funkce:

y=K-x?

kde x # 0, K # 0.

Grafické feSeni pro K = -4,-2,2, 4

Kdybychom vykreslili vSechna feSeni, pak by kfivky vyplnily celou rovinu kromé

pifimek x = 0,y = 0.

Piiklad 3.16 2yy' = —sinx
Reseni DR
5 dy
Y = —sinx
nydyzf—sinxdx
2
Zy— =cosx+C
2
y?=cosx+C
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y = +Vcosx + C
nyni musime rozvést diskuzi o fesitelnosti vzhledem ke konstanté C:
1. C < —1 rovnice nema feSeni cos x + C < 0 vzdy
2. C = —1 marovnice pravé jedno feSeni y = 0 pro x = 2km, k € 7Z (diskrétni funkce)
3. C € (—1; 1) ma rovnice feSeni pro x = Uyez{(— arccos(C) + 2km; arccos(C) + 2km)

. Yo 1
ukazeme feseni pro C = — 5
CoSX =

+ 2km

1
2
T
x1:§

S5t
X, = ?+ 2km

4. C = 1 méarovnice feSeni y = ++vcosx + C pro x € R.

Grafické feseni pro C = -1, —Z, —%, 0,1,3

Kdybychom vykreslili vSechna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.
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Priklad 3.17 2y'\Vx =y
Reseni DR
zde musime urcit podminku, ze x = 0
y' 1
Y 2x

protoZe vyraz v/x je ve jmenovateli, rozsifime podminku o x # 0, ipravou bychom

pfisli o jedno (singularni) feseni (y = 0)

[Lo=3
y y=5|x 2dx

1 Vx
ln|y| = ET-F C
2
ly| — pVx+C
y = +e€ . eVx,

Nyni zvolime novou konstantu K = +e€, kde K # 0. Resenim budou vSechny funkce:
y=K- eﬁ.
Podivame se zda vhodnou volbou konstanty K neziskame singularni feSeni y = 0
Z obecného feSeni y = K - eV*. Pro K = 0 dostaneme funkci y = 0. Resenim jsou tedy
vSechny funkce
y=K- eVx,
Protoze ze zadani neplyne podminka, Ze x # 0 je nutné ji ovéfit (viz piiklad 3.11- necht’
Ctenaf oveEri sam), po oveéfeni = x = 0 a feSenim jsou vSechny funkce:
y=K- eVx
kdex > 0,K € R.
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Grafické feseni pro K =-3,-1,1, 3,0

Kdybychom vykreslili vSechna teSeni, pak by kiivky vyplnily celou polorovinu pro

x = 0 aptimku y = 0.

Piiklad 3.18 xy' =2 =0
Reseni DR

zde stanovime podminku pro x # —1

xy' = Y
x+1

y' 1

;=x(x+1)

pii této upravé bychom pfisli o jedno (singularni) feSeni y = 0, musime urcit tyto

podminky x # 0 a x # —1 a pravou stranu rozlozime na parcialni zlomky
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L __A B
x(x+1) x x+1
1=Ax+ A+ Bx

x© =A
x: 0=A+B
0=1+B
=-1
y 1 1
Yy x x+1
1 dy 1 1
y dx x x+1
1 1 1
j;dy=f;dx—}x+1dx
In|y| = In|x| — In|x + 1| + In|C]|
Cx
o=k
Cx
Il = x+1
=+ Cx
Tx+1
nyni zvolime novou konstantu K = +C, kde K # 0. ReSenim budou vSechny funkce:
Kx
YExFT

Podivame se, zda vhodnou volbou konstanty K neziskame singularni feSeni y = 0
Z obecného feseni y = % Pro K = 0 dostaneme funkci y = 0. Protoze ze zadani
neplyne podminka, Zze x # 0 je nutné tuto podminku ovéfit (viz piiklad 3.11- necht
Ctenaf oveEri sdm), po oveéfeni = x = 0 a feSenim jsou vSechny funkce

Kx
x+1

y:

kdex € R—{-1}, K € R.
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Grafické feseni pro K =-3,-1,1, 3,0

1
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|
|
|
|
|
!
|
|
|
|
|
1

Kdybychom vykreslili vSechna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu kromé
pfimky x = —1.

Priklad 3.19 xy'+y+y*=0
Reseni DR
xy' = -y -y’
=Y +y?
X
y’ =
yd+y) x

38



1 dy 1
y(1+y) dx  «x
pii této tpraveé bychom pfisli o dvé (singularni) feSeni y = 0y =
x # 0 a levou stranu rozlozime na parcialni zlomky
1 A B
_ = —
yd+y) y 1+y
1=A+Ay+ By

x° =A
x1 0=A+B
0=1+8B

=-1

1
“dy— | ——dy=-|-d
fynyyy fx

In|y| —In|1 + y| = —In|x| + In|C]|
y

nyni uréime novou konstantu K = +Ca K € R

+
2=

I
RIR R RI®R RIX
<
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Podivame se, zda vhodnou volbou konstanty K neziskame singularni feSeni y = 0
z obecného feSeni y = ﬁ Pro K = 0 dostaneme funkci y = 0, ale vhodnou volbou
konstanty K neziskame feSeni y = —1, pfipiSeme jej zvlast. Protoze ze zadani neplyne,
ze x # 0 ukdZeme, Ze feSeni y = ﬁ vyhovuje vSem x € R. Dosazenim feSeni do

puvodni rovnice ovétime feseni x = O:

K\ K K \?
x(x—K) +x—K+<x—K) =0
—K K K2
x((x—K)2>+x—K+(x—K)2:0
—xK xK — K? + K?
G-K? ' G-K?

feSenim jsou vSechny funkce:

y= ay=-1

x—K

kdexe Rax # K,K e R.

Grafické feseni pro K = -4, -2, 2, 4,

Kdybychom vykreslili v§echna feSeni, pak by kiivky Vyplflily celou rovinu.
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s 1
Priklad 3.20 i) = cotg x

Reseni DR
ze zadani vidime, Ze je nutné vytadit funkci y = —1 z feSeni
1 dy
m T = cotg x

mdy J cotg xdx

CosXx

Vsuvka: [ cotg xdx = [ —

dx = In|sinx| + C
lnIy + 1| = In|sin x| + In|C]|
ly +1] = Csinx
y+1=42Csinx
nyni zvolime novou konstantu K = +C.
K # 0, protoze bychom dostali funkci y = 0 - sinx — 1 a po tGpravé funkci y = —1, to
je podminka ze zadani. Ur¢ime podminku x # k - , kde k € Z, feSenim jsou vSechny
funkce:

y=Ksinx—1
kdex # k-m k €Z, K # 0.

Grafické feSeni pro K =-3,-1,1, 3

Kdybychom vykreslili vSechna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu kromé

piimky y = —1.
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3.2 Priklady k procvi¢eni: ODR separace proménnych:

Najdéte viechna feseni DR: 1. 3y2%y’ = 2 cosg

— v = 2
2.y_3y = 6x
3.2y = —4
4.y" = -2xy

Reseni DR: ly= 3/sin§+c, kdex €R, C €R.

2.y=K-e2x3+3,kdex€]R,K¢0.
3.y=K-e™** kdex €R, K # 0.
4. y=K-e* kdex €R, K € R.
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4 Homogenni diferencialni rovnice

Diferencialni rovnice F(x,y,y’) = 0 se nazyva homogenni, jestlize pro x # 0

Ize upravit do tohoto tvaru

Homogenni DR upravime substituci y = ux, kde u = u(x) je funkci proménné

x, na DR se separovanymi proménnymi pro novou neznamou funkci u(x).

Pozor! Nesmime vSak zapomenout nahradit derivaci y'. Derivovanim y = ux

dostaneme y' = u'x + u.

Obecné tedy
r— (Y
y —f(x)
y=ux=>y =u'x+u

u'x+u=f~w)

x Z—z =f(u)—u
du d_x
fw)—u x
po upravach pak dostaneme
u=gx0)
feSenim budou vSechny funkce
% =9(x,0)
y=9x0C) x
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4.1 Resené ulohy

Priklad 4.1 xy'=2x+y
Reseni DR

y
r=19 7
y t

za predpokladu, ze x # 0 zavedeme substituci u = % a dostavame tedy

ux+u=24+u
!

u =

du_

dx
1
fdusz—dx
X

u = 21In|x| + In|C|

KIN KN

u = 2In|Cx|
Y 21|cx|
X

y = 2x In|Cx|

kdex # 0, C # 0.

Grafické feSeni pro C = -5, -1, 3,4, 7

Kdybychom vykreslili v§echna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu kromé

pfimky x = 0.
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Piiklad 4.2 xy' = yln%
Reseni DR

=ZInZ
y an

za predpokladu, ze x # 0 zavedeme substituci u = % a dostavame:
ux+u=ulnu

ux=ulnhu—u

, u(lnu-—1)
- x
u' 1
u(lnu —1) x
1 du 1
u(lnu — 1)'E=Z

fu(lnu— 1) f dx

tuto apravu muzeme provézt za predpokladu, ze u # 0 a u # e a zavedeme substituci:

lInu—1=t¢t
1
—du =dt
u
du = udt

pak tedy

1 1
J—dt=f—dx
t X

In|t| = In|x| + In|C]|

In|t| = In|Cx]|
|t| = Cx
t=+1Cx

nyni zvolime novou konstantu K = +C. Jako jedno zfeSeni uvazujeme i nulovou

funkci, a proto K € R. Dosadime za t vyraz Inu — 1

Inu—1=Kx
Inu=Kx+1
u:er+1
Xzer+1
X
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y = xer+1

jesté nesmime zapomenout na funkce u = 0, u = e a po dosazeni funkce:
y = xe

y =0,

které jsou také feSenimi ptivodni rovnice, coz snadno zjistime dosazenim. Podivejme se,
zda vhodnou volbou konstanty K ziskame tato singularni feseni. Volbou K = 0 ziskame
feSeni y = xe. ReSeni y = 0 viak Zzadnou takovou volbou neziskame, proto jej uvedeme
zv1a§t. Resenim pavodni DR jsou viechny funkce tvaru

Kx+1

y = xe

kdex e R—{0}K € R.

N | =
N |-

Grafické feseni pro K = -4, -2, —

Kdybychom vykreslili v§echna feSeni, pak by ktivky vyplnily celou rovinu kromé

pfimky x = 0.

46



Piiklad 4.3 y' =

Reseni DR

, 1
u'x+u=-—
u
, 1
ux=——u
u
1—u?
u' = u
X
u .1
u =-
1—u? X
u du 1
1—u? dx «x
j = d d
u= | —dx
1—u?
tuto upravu muzeme uzit za piedpokladu u # +1 a zavedeme substituci
1—-ul=t
—2udu = dt
d ! dt
w= 2u

pak tedy
101 1
~5 [ qae=[ Lax
2)t X

1
—Eln|t| = In|x| + In|C]|

In|t| = —2In|Cx]|

In|t| =1n 252
1
b= C2%x2
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nyni dosadime za t vyraz 1 — u?

1
2
1—uc= CZx?
1
u?=1-
C2x2
vratime se k substituci u = %
y? 1
x2 - C2x2
1
y2 = x2% - i

to je rovnice rovnoosé hyperboly se stiedem [0; 0], pak hledané funkce jsou:

1

y=1=% xz—ﬁ

uréime podminku x? — CLZ > 0, pak tedy [x| = %a C+0

a nesmime zapomenout na funkce u = +1, po dosazeni:

y = *x.

Grafické fesSeni pro C = -5, -3, -1, 2,

Kdybychom vykreslili vS§echna feseni, pak by kfivky vyplnily ¢ast roviny, kde plati
y < lx|.
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Priklad 4.4 xy'+y=x

Reseni DR
xy'=x—y
, XY
y - X
y
/=1__
y X

za predpokladu, Ze x # 0 zavedeme substituci u = % a dostavame
ux+u=1—-u

u'x=1-2u

, 1—2u
u =
X
1 ,_1
1—2uu T x
1 du_l
1—2u dx x

[ =z
1T—20 7 X

, oy ., y 1 N
tuto upravu mizeme uzit za predpokladu u # ;@ zavedeme substituci

1-2u=t
—2du =dt
1
du = —Edt

pak tedy

1r1 1

——J—dt=f—dx
2]t X
1

—Elnltl = In|x| + In|C]|

In|t| = —2In|Cx]|

In|t| =1n 252

1

t= C2x?

nyni dosadime za t vyraz 1 — 2u

1—2u=

C?%x2
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2u=1

" C2x2
C%x%? -1
2u=—C2x2
_C2x2—1
A Y2
y C*x*-1
x  2C2x2
C?x% -1
Y=o ¥
_szz—l
Y= o0

, vr 1 S S
nesmime zapomenout na piipad, kdy u = > Po dosazeni ziskame:

1

y=5%

coz je také feSeni pivodni DR, feSenim jsou vSechny funkce:

C%*x%? -1 1
—ci 2V =3%

Y = T ocx

kdex # 0, C # 0.

Graficke teSeni pro € =-4,-2,1, 3,5

Kdybychom vykreslili vSechna feSeni, pak by ktivky vyplnily ¢asti roviny, ve kterych

plati(x<0Ay>%x)v(x>0/\y<%x).
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4.2 Priklady k procviéeni: Homogenni DR

Najdéte vSechna feseni DR: 1. x2 + y?% = 2xyy’

Reseni DR:

2.yy' =2y —x
3. xy'@XHY) = xy 4 2

4. xy' cos% = ycos%—x

l.y=+ /xz—gay=ix, kde x € R — {0}

a plati podminka x2 —= > 0, C # 0.
c

2.ev-*=K(y—x)ay=x,kdex € R, K € R.
Yy

3.y2-ex=C-xay=0,kdex €ER, C €R.

4, sin% = ln%, kde x € R — {0} a plati podminka

>0, c#o0.
X
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5 Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Linearni diferencialni rovnice 1. fadu (LDR) nazyvame kazdou diferencialni
rovnici tvaru
y' +p() -y =qk),
kde p(x), q(x) jsou spojité funkce na intervalu {a, b).
Je-li g(x) = 0, mluvime o zkrdcené LDR (ta ma separované proménné).

Je-li q(x) # 0, mluvime o uplné LDR.
LDR muzeme fesit dvéma metodami:
1. Lagrangeova metoda variace konstant
Nejprve ur¢ime obecné feseni zkracené LDR y’ + p(x) - y = 0, ozna¢ime ho
§=C-e JP@ax pak obecné feeni uplné LDR hledame ve tvaru y = C(x) -
e~ JP™ax Kde C(x) je funkce.
y' = C'(x) - e~ JP@dx _ C(x). e~ IP0Idx . p(x)
dosadime do zadani y' + p(x) -y = q(x)
C'(x)- e JP@ax _ c(x) . e~ [P@AX . () + p(x) - C(x) - e~ I PD = g(x)
C'(x) = el PO g (x)

C(x) :fefp(x)dx q()dx + K
y = (] efp(x)dx . q(x)dx + K) . efp(x)dx

2. Bernoulliova substituce
Piedpokladejme, Ze obecné feSeni zkracené LDR y' + p(x) -y =0 ma tvar

y(x) = u(x) - v(x).

Toto obecné feSeni a jeho derivaci y' =u'v+uv’ dosadime do zadani
uv+u-v'+u-vopkx) =qx)
urv+u-v+u-vopx)] =qx)
uvtu-[v'+v-px)] =qx)

zavadi se volitelna podminka v’ + v - p(x) = 0.

v = e_fp(x)dx
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Dosadime do rovnice a dostaneme

y = (f el P()dx q(x)dx + K) o TP

Muzeme si v§imnout, Ze v obou postupech jsou pocitané integraly stejné.

5.1 Resené ulohy

x(x+2)
Piiklad 5.1 y' —xy=e 2
Reseni DR
zkracena LDR
y'—xy=0
to je DR se separovanymi proménnymi
1 dy
y dx *
! dy = | xd
[l
xZ
Iny = > +C
2
y=Ce2

to je obecné feSeni zkracené LDR, nyni nalezneme obecné feSeni tiplné LDR

2

X
y=C(x)-ez2

derivace bude:

x? x?
y=C(x)-ez+C(x)-e2 -x

x?
2

xZ
y'=C(x)-e2 +xC(x)-e
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dosadime do zadani

x2 x? x? x(x+2)
C'(x)-ez2 +xC(x)-e2|—xC(x)-e2 =¢e 2
x? x%+2x
C'(x)-e2 =¢e 2
2x
C'(x)=e2
C'(x) =e*

C(x) =fexdx=ex+l(

2

provedeme dosazeni C(x) doy = C(x) - ez a dostaneme

x2

y=(e*+K)-e2
kde x € R,K € R.

Grafické feseni pro C =-5,-3,-1,0,1, 3

Kdybychom vykreslili vSechna feseni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.

54



Priklad 5.2 y' '+ 2y =4x
Substituce: y =uv
y' =u'v+uw
Reseni DR
u'v+uv’' 4 2uv = 4x
u'v+u@ +2v) =4x

volitelna podminka v’ + 2v = 0

v'==2v
1
f—dv = f—de
v
In|v| = —2x
v=e X

u'e %X = 4x

u' = 4xe?*

jdu = j4xezxdx

a=4x b =e*

— 4 Zxd — 1
u fxe =g =a b =3 e

=2xe** —e?* + (C
y = (2xe?* —e?* + 0)e™%*
y=2x—1+Ce %*
kdex € R,C € R.
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Grafické feseni pro C =-4,-2,0, 2, 4

|

Kdybychom vykreslili vS§echna feSeni, pak by ktivky vyplnily celou rovinu.

Priklad 5.3 y'-tanx —y=1
Reseni DR
zde stanovime podminku x # (2k + 1)%
zkradcend LDR
y' -tanx—y =0

to je DR se separovanymi proménnymi

Y
Y = tanx
1 dy cosx

y.dx_ sinx

1 COoS X
J—dy=f —dx
y sin x

Iny =Insinx +1InC

y =Csinx
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toto je obecné feSeni zkracené LDR, nyni nalezneme obecné feseni tiplné LDR
y =C(x)-sinx
derivace bude
y' =C'(x)-sinx + C(x) - cosx

dosadime do zadani

sin x
[C'(x)-sinx + C(x) - cosx] - —C(x)sinx =1

COS X

sin? x
C'(x) =
COS X
c( )_f CcoSs x _ 1 N
V= sz T “sinx

provedeme dosazeni C(x) doy = C(x) - sin x a ziskdme

1
=|—-— K- si
y ( sinx+ )smx
y=K-sinx—1

kde x # (2k+1)§,1<e R.

Grafické feseni pro K = -5, -3, 0, 3,5

o

Kdybychom vykreslili vSechna feSeni, pak by ktivky vyplnily celou rovinu kromé
piimek x # (2k + 1) g
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P¥iklad 5.4 x%y' —2xy = -3
Substituce: y =uv

y' =u'v+uw

Reseni DR
x*(u'v+uwv) — 2xuv = -3
x*u'v + (x?uv’ — 2xuv) = -3
x*u'v +u(x?v' — 2xv) = -3

volitelna podminka x?v’' — 2xv = 0

xv' = 2v

1 1
f—dv=2j—dx

v X

Inv=2Ilnx
v=x?
x*u' = -3
, 3
u :—F
3
fduzf—ﬁdx
1
U=F+C
1 2
y=(F+C>x
y =—+ Cx?

kdex = 0,C € R.
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Grafické feseni pro C =-4,-1,1,4

Kdybychom vykreslili vSechny feseni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu az na

pfimku x = 0.

5.2 Priklady k procvi€eni: Linearni DR 1. fadu

Najdéte vSechna feSeni DR: 1. y'€°S* = (y + 2 cosx) sinx
2.y'%°5% = ysinx + cos *x

3. (1+x¥)y —2xy = (1 +x?)2

L2
ReSeni DR: l.y= ;M xy <

cosx cosx’

kde x # (2k+1)§,CeR.

X sinx

K T
2.y = +—— kde x # (2k+1);,

2cosx 2

K e R.
3y=((x+K)(1+x2),kdex € R, K €R.
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6 Bernoulliova diferencialni rovnice

Jako Bernoulliovu diferencialni rovnici ozna¢ujeme kazdou diferencialni rovnici
ve tvaru
y' =y p()+y"qx),
kde n € R —{0,1}, funkce p(x), g(x)jsou spojité na intervalu (a, b)
a zaroven q(x) # 0.

Beroulliovu diferencialni rovnici nejprve upravime:

y' =y-pl)+y"-qlx) /[:y"

=7 'ypn(x) +q00)
y 'y =y .p(x) +q(x)  oznalme (*)
a nyni ji pfevadime substituci z = Y1~ na linearni diferencidlni rovnici
z =yl
zZ'=1-ny™-y
S
T

po dosazeni do (*) dostaneme rovnici ve tvaru

Z'y™
A=y zp(x) + q(x)

z' = z(1=n)p(x) + (1 —n)q(x)

a to je linearni diferencidlni rovnice.
Poznamka: - Je-lin > 0, pak funkce y = 0 je jednim jejim feSenim.

- Podobné jako u linedrnich diferencialnich rovnic feSeni mizeme hledat

obéma zplisoby.

- Bernoulliovy DR lze téz fesit pfimo substituci y = u - v.
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6.1 Resené priklady

Priklad 6.1 y + L =— % (x + 1)%y?

x+1
Substituce: y =uv
y' =u'v+u
Reseni DR
1

uv
uv+ur +——=—=(x+ 1333
x+1 2( )

v 1
u'v+u (v’ + x—-l-l) =-3 (x + 1D3uv3

volitelna podminka v’ + — = 0

x+1
1 1
f—dvz—f dx
v x+1
In|v| = —In|x + 1|
1
v=x+1
1 1 1 1 L, 1
oty e T Y
1 1
J‘Eduz—if(x+1)dx
1 1 (x?
—2—u2=—§<7+x)+6
1 2
;=7+x—6
2
U xt+2x—c¢
2 1
yz“x2+2x—C'x+1 ay=0
kde x # —1, C € R. za podminky, ze x2+;x—C > 0.
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Grafické feseni pro € =-3,-1,0, 1, 3

Kdybychom vykreslili vSechna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu kromé

pfimky x = —1.
Priklad 6.2 xy' —4y =x2[y
Reseni DR

zde stanovime podminku y > 0

zavedeme substituci

oY
2,fy
2z = Y

dosazenim do rovnice ziskdme LDR a feSime ji (viz. pfedchozi kapitola 5.)

2xz' + 4z = x2
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ziskdme zkracenou LDR

2xz' +4z=0
2xz' = 4z
dz
2x—=4
f dz—Zf dx
z=2Inx+1InC
7= Cx?

to je obecné feseni zkrdcené LDR, nyni nalezneme obecné feSeni uplné LDR
y=C)-x?
derivace bude
zZ=C'(x)-x2+C(x)-2x

dosadime do zadani

2x[C'(x) - x%2 + C(x) - 2x] — 4C(x) - x? = x?

2C"(x) - x3 = x?
C(x) = jidx = l1n|x| +InK = InK+/|x]|
2x 2
provedeme dosazeni C(x) doy = C(x) - x? a ziskame
z=x%InK/|x|

kdyz se vratime k substituci z = ,/, dostaneme
ﬁ =x%1In K\/m
y = (x*nky/Txl)

kde x e R—{0},K > 0.
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v W ’ 1 3
Grafické feSeni pro K = > 1,8

Kdybychom vykreslili vS§echna feseni, pak by kiivky vyplnily celou polorovinu y > 0
kromé pfimky x = 0.

Priklad 6.3 x2y?y' +xy3 =1
Substituce: y =uv
y' =u'v+uw
Reseni DR
x*utv?(u'v+w') +xudvd =1
x2uvdu’ + (Pudvv’ + xudvd) =1
x2u?vdu’ + xudvi(xv’' +v) =1

volitelna podminka xv' + v =0

dv_
xdx_ v
1 1
f—dvz—f—dx
v X
Inv=-Inx
1
v=—
X
13
x2u2(_> ul —
X

fuzdu = dex
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N C
3 2+
3
3 _ _ 42 C
u 2x+
1
v=- = v=—
X x
1
3 _ 2
Y (2x+6)x_3
,_3.,¢C
y_Zx x3

kdex = 0,C € R.

Grafické feseni pro € =-3,-1,0,2,5

Kdybychom vykreslili vS§echna feSeni, pak by ktivky vyplnily celou rovinu kromé
pfimky x = 0.
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6.2 Priklady k procvic¢eni: Bernoulliova DR

Najdéte vSechna feSeni DR: 1.y +y + y2e* =0

Reseni DR:

2. x%y%y" +xy3 =1
3.xy'+y=y?Inx

1
Ly= eX(x+C)

ay=0,kdexeR,CeRza

podminky, ze x # —C.

2.y=3fx%+% ay=0,kdex #0,C €R.

3.y= ay=0,kdex>0,KeRza

Kx+Inx+1

podminky, Ze Kx + Inx + 1 # 0.
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7 Exaktni diferencialni rovnice

Vsuvka: Totalni diferencial

M¢&jme funkei dvou proménnych z = f(x,y) ktera je diferencovatelna v bodé [x,, ¥, ].
, ] ] ,
Pak vyraz df (xo, Yo) = 3= (X0, Yo) - (x = Xo) + 2 (X0, ¥0) - (¥ = ¥o) budeme nazgvat
totalnim diferencidlem funkce f Vvbodé [xg,V,]. Rozdily h=x—x,=dx
a k =y — 1y, = dy nazveme pfirastkem proménné x a piirustkem proménné y funkce

f v bod¢ [x,, y,]. Diferencial pak zapiSeme ve tvaru

0 0
df (xo, ¥0) = %(%:3’0) ~h+ %(xo:yo) -k

af af
df (xo, ¥0) = x (%0, ¥0) - dx + @(%J’o) -dy
Exaktnimi diferencidlnimi rovnicemi nazyvame rovnice ve tvaru:
P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0
pouze je-li leva strana totalnim diferencialem funkce F(x,y). Funkci F(x,y) nazyvame

kmenova funkce.

Postacujici podminkou pro exaktnost nam bude Schwarzova véta o rovnosti

smiSenych derivaci

0P(x,y) _ 0Q(x,y)
dy  ox

Urcéeni kmenové funkce:

F(x,y) = f P(x,y)dx + 9(y)

oznacme U(x,y) = fP(x,y)dx

F(x,y) =U(x,y) + o)

dF  dU dg

Q(x,y) _E_E-I_E
do du
dy - Q(x,y) D

Obecné feseni pak dostavame v implicitnim tvaru: F(x,y) = C.
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7.1 Res$ené ulohy

Priklad 7.1 xdx +ydy =0
Ov¢éreni exaktnosti
dpP dQ .
—=0 = —=0 jdeoexaktni DR
dy dx

oveéteni exaktnosti je nutné u kazdé DR, u které domnivame, ze je exaktni.

Reseni DR
xZ
jxdx =3 + o(y)
do _
dy =Y
2
_r
() = 3
x2 yZ
F(x,y):7+7= C
kdex e R,C > 0.
25

Grafickeé feseni pro C =0, 1, g, 8, -

Kdybychom vykreslili v§echna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.
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Priklad 7.2 (3x?% + 6xy?)dx + (6x%y + 4y3)dy = 0
Ov¢éreni exaktnosti
P

d
E =12xy = —Q = 12xy jde o exaktni DR

dx

ovéieni exaktnosti je nutné u kazdé DR, u které domnivame, Ze je exaktni.
ResSeni DR

Ukéazeme si jiny postup vypoctu, nejprve si vypocteme dva integraly:

f(SxZ + 6xy?)dx = x3 + 3x%y?

f(6x2y + 4y3)dy = 3x%y% + y*
Do kmenové funkce nyni zapiSeme kazdy ¢len, ktery nam vysel, ale pokud se vyskytuje
Vv obou vysledcich, pak ho zapiSeme jen jednou.
F(x,y):x3+3x%y? +y* =C
kdex € R,C € R.

Grafické feseni pro C = -27, -8, -1, 0, 1, §,

Kdybychom vykreslili vSechna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.
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Priklad 7.3 cosydx + (e* +siny)dy =0
Ovéteni exaktnosti

— i a _ x
=-—siny # -—=e

nejde o exaktni DR
dy

proto tuto DR nebudeme nyni fesit, ale v piisti kapitole ji vyfeSime.

7.2 Priklady k procvic¢eni: Exaktni DR

2 2
Najdéte vSechna feSeni DR: 1. 2—J;dx +Z +jx dy =0
y y

2. (cosy +ycosx)dx + (sinx —xsiny)dy =0
3. (1 + 3x%siny)dx —xcotgydy =0

~ 2
Reseni DR: 1. F(x, y):% —==C,kdex €R,C € R bez

1
y
ptimky y = 0.

2.F(x,y):xcosy +ysinx =C,x € R,C € R.

3. Nejedna se o exaktni DR.
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8 Integracni faktor

Resime-li diferencialni rovnici ve tvaru:

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0
a neni-li leva strana totalnim diferencialem funkce F(x,y), zavadime funkci

u = p(x,y), kterou nazyvame integraéni faktor.

Aby byla funkce u = u(x) funkce pouze proménné x, musi spliiovat nutnou

podminku
potom

a po uprave dostaneme

PI — 4
ln,u = ijQde

Aby byla funkce u = u(y) funkce pouze proménné y, musi spliiovat nutnou

podminku

potom

a po uprave dostaneme

PI _ !
Inu = ]y_—PQxdy.

Integrac¢nim faktorem vynasobime danou DR a déle ji feSime jako exaktni DR.
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8.1 Resené ulohy

Priklad 8.1 cosydx + (e* +siny)dy =0
Reseni DR
dP _ dQ .
— =—siny # —=e* nejde o exaktni DR
dy dx
proto se pokusime nalézt integracni faktor
d P',—Q' —siny —e*
_,le—y Qxdxz—y_ dx = —dx
U Q e* +siny
Inpu=—x
p=e”

nyni vynasobime danou rovnici integraénim faktorem

e *cosydx+ (1+e*siny)dy =0
zjistime zda jde o exaktni DR

ar . o dQ
o esiny = =

vypocteme dva integraly

—e *siny  jde o exaktni DR

J e *cosydx =—e *cosy

f(l +e*siny)dy =y —e *cosy.

Do kmenové funkce nyni zapiSeme kazdy ¢len, ktery nam vysel, ale pokud se vyskytuje

vV obou vysledcich, pak ho zapiSeme jen jednou.

F(x,y):y—e*cosy=C
kdex e R,C € R.
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Grafické tfeseni pro C = -6, 0, 6

20 -15 -10 -5

s
Kdybychom vykreslili vS§echna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.

Kvalita grafického feSeni je horS$i nez v pfedchozich ptikladech. Jelikoz
v programu dynamické geometrie GeoGebra neslo grafické tfeSeni vykreslit, byl zde
pouzit program Derive. Pro ¢{tenafovu predstavu bude takto znazornéné feSeni

postacujici.

Priklad 8.2 (1+ 3x?siny)dx — xcotgydy =0
Reseni DR
podminka ze zadani y # km,k € Z

dP—32 * aQ _ t jd ktni DR
o X cosy I cotgy  nejde o exaktni
proto se pokusime nalézt integracni faktor
du P, —Q', 3x2 cosy + cotgy cotgy (1 + 3x?%siny)
U —P 1+ 3x2siny 1+ 3x2siny
= —cotgydy
Iny =—Insiny
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_ 1
K= Siny

nyni vynasobime danou rovnici integracnim faktorem

5 cosy
(_ +3x)dx—x_2 dy=0
siny sin?y
zjistime, zda jde o exaktni DR
dP cos d cos
—=—_—y = —Q=—— , 4 jde o exaktni DR
dy sin? y dx sin? y

vypocteme dva integraly

1 X
j( +3x2)dx= — + x3
siny siny

f cosy , _ %
xsinzy y_siny'

Do kmenové funkce nyni zapiSeme kazdy Clen, ktery ndm vysel, ale pokud se vyskytuje

Vv obou vysledcich, pak ho zapiSeme jen jednou.
Flx,y)i——+ 6% = C
X,y iy x> =

kde x € R, C € R za podminky y # km, k € Z.

Graficke teseni pro C = -4, 0, 4
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Kdybychom vykreslili vSechna feSeni, pak by ktivky vyplnily celou rovinu kromé
ptimek y # km, k € Z.

Kvalita grafického feSeni je horSi nez v pfedchozich ptikladech. Jelikoz
v programu dynamické geometrie GeoGebra neslo grafické feSeni vykreslit, byl zde
pouzit program Derive. Pro c¢tenafovu piedstavu bude takto znazornéné feSeni

postacujici.

8.2 Priklady k procviceni: Integra€ni faktor

Najdéte vSechna feSeni DR: 1(;—2 — x_z) dx + %dx =0

2. —sin(xy) dx — %d}/ =0

3—dx+2-dy=0
xy x

Reseni DR: 1.u=x%F(x,y):xy —x = C, kde x € R — {0},
C eR.
2.u=7y;F(x,y):cos(xy) = C,kde x € R, C € R,
ale bez ptimky y = 0.
B u=xy;F(x,y):x +y? =C, kde x € R — {0},
C € R, bez ptimky y = 0.
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Zaver

Cilem diplomové prace bylo zpracovat problematiku feSeni diferencidlnich

rovnic 1. fadu do vyukového materidlu v podobé sbirky fesenych ptiklada.

Vystupem je uCebni text (sbirka feSenych piikladii), ktery by mél samostatné
fungovat jako ucebni pomucka pii vyuce matematické analyzy. Svou urovni obtiznosti
a odbornosti ucebni text odpovidd zejména pozadavkiim bakalaiskych a magisterskych
oborli studia ucitelstvi matematiky na pedagogickych fakultach. Sbirku feSenych
ptikladl vSak lze pouzit i na jinych studijnich oborech, kde neni matematika hlavnim
predmétem. Pro vyuziti v technickych popf. ekonomickych oborech by vsak bylo
vhodné doplnit sbirku vétsim mnozstvim aplikacnich ptikladd, které se vztahuji k dané

odbornosti.

Pti tvorbé diplomové prace jsem vychazel ze studia literatury uvedené
Vv seznamu pouzité literatury. Teorii, ktera se vztahuje k dané problematice, jsem podal
pouze ve zkratce. Zamé&fil jsem se hlavné na podrobny popis postupu feSeni
jednotlivych typti diferencidlnich rovnic 1. faddu s vyuzitim riznych metod feSeni

diferencialnich rovnic 1. fadu a na grafické znazornéni n¢kterych feSeni rovnic.

Pokud by se tato sbirka vyuzivala jako ufebni pomtcka v technickych ¢i
ekonomickych oborech, méla by byt rozsifena o kapitolu zabyvajici se praktickym

vyuzitim diferencidlnich rovnic v tlohach, které fesi odborné problémy.
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