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1 Uvod

1.1 _Zegendrova dualni transformace

Véta 1 Necht f je konvezni/konkdvni (f"” #0), f = f(zi, t;)
of

Yi = Az 1)
9(Yirti) = fziti) = Y w5, (2)
j
potom:
5= = o Q
1.2 funkce vnitiku skalarniho soucinu
@ Db =Ped)7T (4)



1.3 sin a cos

Sum ldentities
Addition Formulas

sin(a+b)=sinacosb+cosasin b
cos(a+b)=cosacosb—sinasin b

tan(a+b) = tana +tanb

l-tanatan b

Difference Identities
Subtraction Formulas

sin(a—b)=sin acosb—cosasmn b
cos(a—b)=cosacosb+sinasin b

tan(a—b) = tana—tan b

l+tanatand




2 MAA4
2.1 Kvadriky

Kvadraticks funkce:

Definice 1
F(Z)=7TAT - 2077 +¢
Kvadrika:
Definice 2
Q= {7 eR"|f(T) =0}
1.

det(A—XN)=0— 0(A) = Z1;..; T n

vlastni vektory

2.
AT =1
- s je stred
e Kanonicky soubor souradnic je ((
ﬁ; o ﬁ); 7)
o] [n]l
* -
fo=c—bT%
[ ]
A(Y) = Z)\zyf + fo
i=0
[}
n 2
—~\\ 0;fo =0
3.

AT =T
- nem4 feSeni pro s
°
XE =8 = Breor = ki bim =3 kad = AT = b 1A(2b—bpm) s = c
- s vrchol

%
b ker
| |bker ||

fl(?) = Z/\zy? - 2kuer”yn+1

7n+1 =



2.2 Implicitni (inverzni) fce extrémy

Definice 3
o R 5 R™

m jsou mezdvislé; r jsou zdvislé

1. 50
(82)
Gx(r)
2. 50
=0
8I(m)
Z(r) ($(m))
odsud:
(pl _ 833(,) _
al'(m)
7(m)
jsou stactondrni body
3.
QOH(-%'(m))
PD nebo ND
_>
ostré lokalni min. nebo max.
2.3 Vazané extrémy
Definice 4
fR" =R
a varieta
M ={x eR" | ®(z) =0} C Domf
1 m
AT = flz) = Y X®()
j=1
2. vyfesit systém:
[ ]
N (z0) = (gradA)(xzo) =0



@(.’L‘Q) =0
Tar(xo) = ker(®'(xq))

A”(.’EQ) ITM(IO)

(vlasté se obali matice vektory patiici do ker) PD nebo ND
%

ostré lokalni min. nebo max. vzhledem k M

2.4 Transformace souifadnic

zobrazeni
R'n, <_> R'I’L

regularni:
1. oteviené
2. invezni (lokdlné) <+ reguldrni
3. hladké (dle zédmeén diff. vyrazu) i inverzn{

diferencidln{ vyrazy z derivovani zdkladni rovnosti! (vztah obsahjici vsechny
zdvislé proménné (y,u) nebo (z,w)

1. polarni
T = pcosy
y = psinep
peRy
¢ € (—m;m)
T

2. valcova

T = pcosp
y=psing
z=(

x
y| e ®\P,) xR
z



peRy
€ (—m;m)
(eR
|J|=p

3. sférické
T = pcospsind
y = psinpsind
z = pcost
x
y| € R\ P) xR
z
peRy
o€ (~mm)
¥ € (0,m)
|J| = p?sind

4. stérickd v R™
! = psin!

2% = pcos V! sin ¥?

2" = pcosV...cos 9" 2 sinp
2" = pcos?...cos ¥ 2 cos
peRy

U; € (0,7’1’)

g€ (~mm)

|| = p" T sin s

2.5 integraly

1. Substituce

o H SR / =/f(90(t))|J¢(t)ldt

2. Fubini

[1=] (M/ fedy | o= [ | [ 5o | dy

M My \M,

3. pocitani Riemanova integralu



4. Eulerovy integrély, fce I a B

+oo

I'(p) = / tP~te~tdt;p > 0
0

1
B(p,q) = /t”’l(l — )7 dt,p,qg > 0
0

Enq)zz%mp>=’¥gig

p,1—p) =GP €(0,1)

I(
L(p)L(p+3) = 5m=L(2p)
I(
I(

%
/sin"tcosmtdt: %B (n—i-l’m—&—l
0

Koule v R":

2.6 Parametrické integraly

Pokud existuje pro kazdé alfa integrabilni majoranta:

0 B of (x, )
a—a/f(x,a)dx—/aTdaj

2.7 Krivkovy integral 1. druhu

L - kiivka
Definice 5
f:R* =R
to

[ tit= [ solo)a

L th
kde je parametrizace:
Definice 6

@ (ty;te) = L

(10)

(11)



2.8 Kiivkovy integral 2. druhu

Definice 7
F:R*" - R"

/fz.m_fm).mdt

kde je parametrizace:

Definice 8
©: (t1;te) = L

2.9 Plosny integral 1. druhu

Definice 9
f:R*=>R
u2 v

/de://f(u,v)H(’a(g;Lv) x w(g;}v)HQdudv

S w1 v

kde je parametrizace:

Definice 10
©: (up;uz) X (v1;v2) = S

2.10 Plosny integral 2. druhu

Definice 11
dydz
cﬁ = | dxdz
dxdy

F:R*" >R

Uz V2

S/ FdS = / / F(u,v) (w(g;v) x ﬂg;}”) dudv

U1 U1

kde je parametrizace:

Definice 12
© : <U1;UQ> X <1}1;’U2> — S

Véta 2 Greenova:

p=0V
lorientace
/desc + Fydy = / (a;;/ — (9613)
® 1%

(15)

(17)

(18)



Véta 3 Gaussova:

/w - /dw (19)
A

oD

2.11 Komplexni analyza

Véta 4 Cauchy, Riemann podminka:
f je diferencovatelnd v zg

& ? : R? — R2diferencovatelne A ORe(f) = alm(f); OIm(f) = _6Re(f)
Ox Oy Ox dy
(20)
et = e (cosh + isinb) (21)
b
[ iz = [ setene e (22
] a
Lauerantovy tady:
= 1
Z 2" = (23)
= 1—=z
parcidlni zlomky
Véta 5 pozndmka:
1. fje v zg holomorfni = f= Taylor
20 f(z
=3 e o) (24)
n=0 ’
2. fmd v zy singularitu:
= indy 2o f(€) n
1) =3 T § et - 20) (25)
> 9

Vye{z|r<l|z—z| <R}

Véta 6 reziduovd:
f holomorfnd na M\{z1, ..., 2m }, © uzaviend, jednoduchd, + orientovand, z1, ..., Zm €
inty, [¢] C M =

/f(z)dz = 2mi Z Rezf(zy) (26)
A k=1

2 poly I-tého Tddu

1 dlfl

Rezf(zy) = =1 Zli};o pRE ((z=20)'f(2)) (27)

10



Integral ptes R
1. vypocitat singularity (pdly) s jejich Fady
2. Vypocitat Rez péla s Im > 0
3.

oo

/ f)dt = 2mi ZRezf(aj)

4. najit mocninu o > 1

lim 2%f(2) =0

Z—00

11



3 DIFR

3.1 Separace

1.
P(z)+Qy)y' =0
2.
/P(X)dX + /Q(Y)dY = konst.
3.

O(z,y) = p(z) +q(y) —c
-je implicitni fce

4. pokud existuje a lze

y=y()
z = x(y)

feSeni
y==c

5. diskuze
Dom(y)

v zévislosti na ¢

3.2 Homogenni fce

Definice 13
P(z,y) + Qz,y)y’ =0
tak, Ze
1.
Yy =zu
, kde
u = u(x)

y':quzu'

2. prevést na separovatelnou a separovat

12



3.3 Kvazihomogenni fce

Definice 14
y = f(z,y)
tak, Ze
f(t%x,t%y) = 77 f(z,y)
1.

Yy = kx4 o*u

— F(z,u,u’) =0

2. v8echny exponenty x = a hleddm feseni k (existuje?)

k

3. dosadim za k, vykratim =%, separuji

3.4 DR tvaruy = f (%)

ruzné piipady:

1.
b2oAB£0Adet (¢ ) =0
a ()
[ ]
z=ar+ by
2 =a+by
[}
1
*Z/—a:f ﬂZJrC
separovatelna
2.

b#OAﬁ#O/\det(Z g) 20
£HE-0

13



r=&— 129

Yy="n-—"%Yo
dn

I

y =n dé

Definice 15
p,q € C(I):y' + p(z)y = q(x) s pravou stranou y' + p(x)y = Obez pravé strany

1. Reseni na 2 kroky

y = Ofx) exp ( / p(a:)dsc) (30)
y(z) = Coe I P@z 4 o= [ pl@)i /q(x)efpmdxdx (31)
2. integrac¢ni faktor
efp(a:)da:

<yef p(m)dm)’ — g(w)el P

3.5 Bernoulliho DR

Definice 16
Y + o)y =q(x)y*;a#0,1;p,g € C(I)
1.
/-(1—=a)y™®
2.
” = yl—a

14



3.6 Riccatiho DR

Definice 17 RDR:
Y = ap + a1y + azy?

1. Kénonicky tvar:

Y =ao+y’
2. Necht v fesi RDR:
z' = (a1 + 2a2v)z = —as
1
y=v(z)+ 2(0)
fesi RDR
3.
a/
u = exp (/agydaz);u"— (al + 2) +agau=0&y=
a2
resi RDR

4. Specialni Riccatiho rce

y/ = by — (ly2
w
k=— ez
2w+4
k je kladné
k je sudé:
dz
t= b o a 22
(w+D)F  (wt1)k
k je liché:
dz
t= a o b 2
(w+D)F  (wt1)k
o = t
Tpy1 =2y
Yo = 2
1
Yn+1 = —

15

+C

+C

ua9

(34)

(35)



3.7 implicitni DR
o [ o= 1)
z=fy)= { y= [tf(t)dt =tf(t) — [ f(t)dt
, y=g(t)
y=9y) = { x= [ Lg(t)dt

Clairoutova DR
Definice 18

y=uay +gy)

Yy = Cx + Q(C)
a

x = —g(t)

k je zaporné
k je sudé:

k je liché:

o = t
1
— w43
Tp4+1l = Tn
Yo =%
_ _1 1
Yntl = 322 T aa,

— y(x) = yr = y(or)

dz
T
@+3)F — w+a)F?

d
t:/ : 4 C
_a b .2
@HIF @I

y=—tg(t) +9(t)

3.8 Linearni DR n-tého radu
Definice 19 LDR:

3.8.1

Definice 20 LDR n-tého tddu s konstantnimi koef. a 0 PS

pr;q € C((a,b))

n—1

Ly=y™+> py® =¢

k=0

s konstatnimi koeficienty

k=0

16



Jkde an # 0
charakteristicky polynom:

n
IA) =) aph* (44)
k=0
Fundamentdini systém (FS):

(yij)?:l T yij(x) = 7leM N e Rym = Vg (A) (45)

B _ eka_l,_e*)‘k"‘
At €Co A =N yk(x) - e;kz_zekaz (46)

nle) = —=—

Qo = span(FS)

Definice 21 wronckidan:

i-1
W )is = 95 (47)
Cramerovo pravidlo na:
_3 - !
WC" =qen; Ci = | Cidx+ D; (48)
FeSent:
y(z) = Z Dyyr + Z Crys (49)
Specialni tvar LS:
Ly = ePY(Py(z) cosyz + Py (x) sinyz) (50)

B 4 vi je k-ndsobnym kofenem Resen{ tvaru:

yp = 2’ (Q1(x) cos vz + Qa() sinyx) ; deg(Q1, Q2) < maz(deg(Py); deg(Py))
(51)

3.9 Systémy LDR 1. fadu s konst. koef.
Definice 22

%
Y =AY+
1. Fesime vlastni ¢isla A, tj. |[A —AI| =0

2. Vi vlastni vektory ¥ j(\i);j € ()
pokud jich neni dost(v4(A;) < va(X;)):

17



3. volime:
va(Ai)

k
S apx
k=0
Vo (Ns A
> agkx

k=0

Va (Ni)
ankxk
k=0

dosadime a dopocitdme soustavu (n + k) x (n + k)
4. v piipadé komplexnich A\; a A\j;1 volime:
z; = Re(yi); ziv1 = Im(y;) (52)

5. Metoda neurcitych koeficienti (Variace kontstant) - pfi jednoduchych
nasobnostech lambd:

(Wylx“wyn)-j = 7j (53)

Cramerovo pravidlo na:

%
W' =10 = / Cldz + D; (54)

18



4 TEF

4.1 Variace

@ (x1,m2) = RA@ e OV ((x1,3)) je prostor kiivek (55)
T2
I(p) = /F(m7 o(z), ¢'(x))dz je fuknkcional (56)
T
je extrméln{ < % - % <25/> =0 (57)

4.2 Hamiltoniani

1. Lagrangian:
1
L:T—U:§(j:2+y2+z'2)—U(x,y,z,t) (58)

2. obecné hybnost:

oL — . -
pg=afq(77q,t)—>pj1=qj=f(7, q,t) (59)
j
3. obecnd energie
oL
94 4q; (60)

4. Hamiltonidn
H= E(7, f(77 ?7t)7 t) = pjdj(?a ?7 t) - L(?a 7(?7 ?7 t)ﬂ t) (61)

5. pohybové rce:

) OH

4 = o {g;, H} (62)
. O0H ,

pj**aqu*{Pj»H} (63)

4.3 Poissonovy zavorky

Definice 23

dF oF
F(?, ?,t) je integrdl pohybu < F = konstVR trajektorii < i 0= {F’H}+E
Poissonova zavorka

Definice 24
. 0F G  OF 0G
F,G} = _— 64
R} ; Oqr, Opr  Opg Oqi (64)

19



vlastnosti: {G, F} = —{F, G}

{CFl + FQ,G} = C{Fl,G} + {FQ,G}

{{F1+ 12} G {2, G Py + {({G ) B2 =0
{F| - F»,G} = F1 {F,, G} + F2 AP, G}
S{FGy={% .G} +{F, &

{gi,q;3 =0
{pi,p;} =0
{gi,pj} = 0i;

Fy a Fy jsou IP = {F, Fy}je IP

4.4 Kanonické transformace
vytvorujici fce Fy a FyV¢ kdnonické:
I*[¢(D)] = I*[D] (65)

Liouvilleova forma objemu:

V(D) =V(é(D)) (67)
Theorém Noetherové:
or _,
ot
: OH
o 0
, pak F je TP
< {F,H}=0 (68)

4.5 Hamilton-Jacobiho rovnice
SR SR S(, 1) =

(18505

4.6 Pozorovatelné

Kazda pozorovatlnd systému generuje 1-parametrickou mnozinu kanonickych
transformaci fazového prostoru.

oG oG oG 0 0G 0

G: T —-R;dG = 78%‘ dq; + 78]71‘ dp;; X = a0 D4, — B4 Op; ={G,} (70)
tedy:
0 0
1dp; & —dg; < — 1
w :dp; aCIi s dg; 3pi (7 )

20



transformace:

Qi = q;(0) + <5

72
nebo soustava:
9q; _ oG
om _ b (73)
Oe — Oqi

4.7 intergraly pohybu

VF; = 0, kde F; je IP generuje obecnou varietu ve fazovém prostoru, H generuje
Energetickou nadplochu

V trajektorie € () variet

(VE;),; jsou LN

Definice 25 soustava (H, s),s = dimI je integrabilni < 3 s nezdvislych globdlnich
integrali pohybu Pj:
P=H

(P;,H} =0;Vj € 5 (74)

3. (VF;VF;, .. ;VF) je LN naT

Véta 7 Liouviellova: Pohybové rovnice integrabilni soustavy jsou resitelné kva-
draturami.

4.8 STR
Definice 26 Lorenzova specidlni transformace (boost):
' = (x —vt)y g
I (4 v = =
t - (/ c2 x)’y ’}/ _ f (76)
Yy =y 1,%
!/ c
2=z
¥y By 00
_|By » 00
L= 0 0 1 0 (77)
0 0 01
E = ymgc? (78)
E2
= +p? = mic? (79)

Hamiltonuv princip pole
Lagrangeovy rce

21



5 TSFA

5.1 Pravdépodobnost...
mnozina moznych vysledki ndhodného pokusu
Q= {wi | 1€ I}

, I je indexova mnozina a w; jsou elementarni jevy
pravdépodobnopstni rozdéleni jeva

P:PQ)—-Re

1.
P(A) >0
2.
PQ) =1
3.

(V{B; | i € I})(Vi # j)(Bi N B; = ) = (P({ B:)

nidhodnd velicina X tak, ze
X: Q>R

hustota pravdépodobnosti w(X);
VACR;Pr(X € A) = P(X"!(A))

w(X) = /w(x)dm

A

nezavislé
1 ATy & w(xy;xe) = wy(w1) - wax2)

stfedni hodnota:

() = /ac cw(x)dx

R

stredni kvadraticka odchylka:
(AX) = V(X = (X))?) = \/ (@?) — ()"

relativni stfedmi kvadraticka odchylka:

5x = 2%

()

22



kovariance
X1 AN Xo

(AXlAXQ) = <X1X2> - <X1> <X1>

5.2 Typy rozdéleni

1. Binomické

2. Poissonovo

3. Gaussovo

. 0; 1 liché
/91j € dr = L F("TH);H sudé (80)

/e_axzdx - \/Z (81)



/efam2+bzdx — \/?62‘21 (82)
a
R

4. Maxwell-Boltzmanovo rozdéleni

w(¥) = (27rkT

5. Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni
informacn{ obsah: I(A)=I(pa)

e nezavisla
ANB:p(ANB)=pa-pp=I1(A,B)=I1(A)+I(B)

I=—klnp

mikrostavy a makrostavy:

S={)= —k/w(w) In w(w)dw

min. S s danymi podm.

1 n n
© Py = exp fz/\jA;’ 1 7 = Zexp fZAjA;Y (83)
j=1 veQ j=1
1 n n
< w(x) = - &P | — Z NAj(z) |, Z = /exp - Z NjAj(z) | de
=1 A =1
(s4)

24



5.3 Termodynamické potencialy

1. vnitini energie U
dU =TdS — PdV + pdN

2. volna (Hlemholtzova) energie F

F=U-TS

dF = —=SdT — PdV + pdN
3. enthalpie H

H=U+PV

dH =TdS +VdP + pdN
4. Gibbsuv potencial G

G=U-TS+ PV

dG = —SdT + VdP + pudN

5. grandkanonicky potencidl

Q

Q=U-TS — uN

dQY = —-8dT — pdV — ndu

ar,v)
=1
a(T, S) (85)
Gibbs - Duhemuv vztah
SAT + ndy — VdP = 0 (86)

25



5.4 Idedalni a neideaalni plyny

pVIEnRT = NkT

1 /0S8
=7 (o7),

dU'T o ar

oP ovV\ 1P
a-ov=(55), (57), 7

Mayeruv vztah:

S(T,V,n)IEnCvlnT—&—annV— nRInn + Kn + konst.

kokkok.

GUN _p(9P) _p
ov ), or /.,
Cp P R
—_— = = = — 1
o T To T
Clausiova-Clapeyronova rce:
ar_ 1
dl  TAv
1 - molarni skupenské Q; Av - rozdil molarnich objemu

Vkap. IP RT
va(l—Tp)”Up:?
p

Gulberg-Waageho zédkon:

nA < noB + n3C

n2 N3

cge
A
Le Chatelieruv princip:
1
n ~ F

5.5 Entropie
S=(I)=—kp»_ wyln(wy)

~

Vézané maximum S za podm.:

Zw.yzl
-

26
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> w A = (A);Viek (99)
>

plati:

k k
Z = Zexp (— ZA;AlA,) = / exp (— ZA;A;(JG)) dx (100)
=1

Q/x
1 k
Wy = - exp (— ; )\lAlAY) (101)
k
S=kp (mz +> N <Al>> (102)
1=1
k
dS =kp Y _ Nd(A) (103)
=1
(A)——i(an) 104
)= —px (104)
62
(AAAA ) = (AiA;) — (Al) = m(ln Z) (105)
2 O
(AA)? = (A7) — (AA))" = W(ha Z) (106)
1
Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni:
S(0) =~k [ pla)n pla)da (107)
1 (= p)?
p(l’) - \/W exXp ( 20_2 (108)
(z) =p
(=) = o
5.6 Statistické soubory
plyn:
N FN
x=XI'=Ty= N
1. Kanonicky soubor (F)
A=H(p,q)
(A) =(Hn)=U
z=(p.q)
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z =

1
=3 | P (—BH)dqdp
T
AN =dV =0

oU
P=(-=
(-57)..0

2. Grandkéanonicky soubor (2)

c
)\ frd = — e
o Be T

Za = exp ze®
dvV =0
O=—-PV =—ktlnZg

3. Izotermicko-izobaricky systém (G)

dN =dP =0
4. IP v rotujici nddobé
_>
(4)=(T)
A= X =43
1 -
G = NN /exp [-BHN]exp[— A L
I'n
dN =0
AW = Ddl
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1 éastice IP 2
ultrarelativisticky TP H =pc
p2 17...2
Homogenni pole 2an +mgz

Tabulka 1: Hamiltonidni
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