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WIKI SKRIPTUM

ZNACEN{
Znacka \ Popis
R* R U {00,400}
(0 CU {oo}
Xo X U {0}, kde X je ¢iselnd mnozina
n {m eN|m<n}
Dom f defini¢ni obor zobrazeni f
Ran f obor hodnot zobrazeni f
P(X) =2% potenéni mnozina X (systém vSech podmnozin X)
{xn}{° posloupnost indexovand prvky n € N
L k] dolni celd ¢ast ¢isla k
(c,d) otevieny interval
e, d] uzavieny interval
~ ekvivalence matic, mnozin ¢i funkeci
Ty =T bodova konvergence
f: X—>Y zobrazeni z prostoru X do Y
pir—y zobrazeni pfirazujici bodu z bod y, tedy ¢(x) =y
Ax B kartézsky souc¢in mnozin A a B
A° vnitfek mnoziny A
A hranice mnoziny A
A uzavér mnoziny A
Al izolator mnoziny A
A’ derivace mnoziny A
ar mnozina A uzaviend v mnoziné Y
A°Y mnozina A oteviend v mnoziné Y
(p) = Rangp stopa drahy ¢
H,, U, A, okoli bodu z
V=vn linearni vektorovy prostor dimenze n
K =V linedrni kovektorovy prostor (algebraicky duél)
- = — —
L(X,Y) normovany prostor spojitych linedrnich zobrazeni X — Y
by =b=(bL,b%,...,0")T sloupcovy vektor
(a] = a= a” = (ay,as,...,a,) | fAdkovy vektor (linearni funkcional, kovektor)
a b= (alb) akce kovektoru na vektor (funkcionél av bodé b)
<d’, l_;> skalarni soucin vektortu
1z, p-norma vektoru &
CP(M) tiida vSech funkei na mnoziné M spojité diferencova-
telnych do tadu p
R2(M) prostor vSech kvadraticky integrabilnich (v Riemannové
smyslu) funkef na mnoziné M
O = % operator parcidlni derivace podle k-té slozky
J¢(z0) Jacobiho matice zobrazeni f v bodé xg (prvni derivace)
i imagindrni jednotka
Poznamka. (1) V textu budeme pouzivat mezindrodn{ znaceni, které se od prednasky lehce lisi.

(2) Braketovou notaci a tenzorové nézvoslovi zminujeme pouze pro fyzikalni kontext.

(3) Zapisy <Ei, 5> a (alb) diky Rieszové vété (viz LAA2) znamenaji totéz. Z fyzikdlnich duvoda
je vsak uzitetné mezi témito zapisy rozlisovat, a¢ se v prvnim ro¢niku preferuje braketovy

-,

zapis a min{ se jim skaldrni souc¢in. Déle se muzete setkat se zastaralym zapisem (d, b).
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1. FUNKCENT POSLOUPNOSTI

Definice 1.1. Bud {f,}]" posloupnost komplexnich funkef definovanych na mnoziné A C C. Necht
dale pro kazdé z € A &selnd posloupnost {f,(z)};" konverguje. Potom funkci f definovanou na
mnoziné A predpisem z — lim,_, fn(2) nazyvame limitni funkci posloupnosti {f,};° (téz
bodovou limitou posloupnosti).

Definice 1.2. Bud f funkce a {f,};° posloupnost funkci definovanych na mnoziné A. Rekneme,
ze posloupnost {f,(2)};" konverguje k f(z) stejnomérné na mnoZiné A, jestlize ke kazdému
kladnému ¢islu e existuje ng € R tak, ze pro vSechna pfirozend n > ng a vsechna z € A plati

v 7 A
|fn(2) = f(2)| < e. Znacime f,(2)== f(2).
Pozndmka. (1) Nezavadi se pojem nevlastni limity.
A A
(2) Stejnomérnd konvergence nezilez{ na bodu z, proto se misto f,,(z)== f(z) piSe jen f,== f.
(3) Pojem stejnomérné konvergence nelze vyslovit bez uréeni mnoziny, na niz konvergence plati.
Zapis fp,= f tedy nemé smysl.
(4) Stejnomérna konvergence je jakdsi konvergence v prostoru, jehoz prvky jsou funkce. To je
prvni krok k odpouténi se od pojmu funkéni hodnota.

Vé&ta 1.3 (supremové kriterium). Posloupnost {f,(z)};° na mnoziné A konverguje stejnomérné ke
své limitni funkei f(z) pravé tehdy, kdyz

n—oo

i (sup ,(2) = £(2)1) 0.

Dukaz. Primo z definice dostavame:

fn(z)éi f(z) & (Ve > 0)(Ing)(Vz € A)(Vn > no)(|fn(2) — f(2)] < e) &

= (v > 0)En)(vn > no) (sup17,(2) - S < ¢)

n— oo

ot (sup17,() - 7)) =
O

Pozndmka. (1) Je-li funkce g spojitd na kompaktni mnoziné A, dle 7.16 nabyvé svého suprema,
tedy sup,c4 g(z) = max.ca g(z) a hledané maximum najdeme vySetfenim funkce uzitim
diferencidlniho poctu.

(2) Supremum mize slouzit jako metrika na metrickém prostoru omezenych komplexnich funkei
definovanych na mnoziné A. Stejnomérnd konvergence je pak ekvivalentni s konvergenci v
tomto prostoru.

Véta 1.4 (Bolzano, Cauchy'). Bud {f,};" posloupnost komplexnich funkef definovanych na mnoziné
A. Potom posloupnost {f,(z)}]° konverguje stejnomérné na mnoziné A (k néjaké limitni funkei)

praveé tehdy, kdyz pro kazdé kladné ¢islo € existuje ng € R takové, ze pro vSechna prirozend n > ng,

pro vSechna pfirozend p a pro vSechna z € A plati:

|frap(2) = fu(2)] < ¢

, A - . "
Diikaz. a) (=) Necht f,(2)== f(z) a zvolme ¢ > 0. Potom existuje ng € R tak, Ze pro vSechna
n > ng a vsechna z € A plati: |f,(2) — f(2)| < §. Odtud dostdvame pro vsechna n > ng, pro
vsechna z € A a pro vSechna prirozend p:

[fatp(2) = fu(2)] < |fnap(2) = F(2) + | fnl2) = f(2)] <e.

11848
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b) (<) Predpoklddejme, ze pro libovolné e > 0 existuje ng tak, Ze pro vSechna n > ng, vSechna
p € N a vSechna z € A plati:

1) Frtn(2) = fal2)] < 5.

Pro libovolné pevné z € A odtud plyne, Ze posloupnost {f,(z)}]° konverguje. Bud f limitni
funkce posloupnosti {f,}]° na mnoziné A. Pfejdeme-li nyni v nerovnosti (1) k limité pro p — oo,
vidime, ze pro vSechna ¢ > 0 existuje ng tak, ze pro vSechna n > ng a vsechna z € A plati:

1)~ ful2)l < 5 <2
(]

Poznamka. (1) B-C kritérium charakterizuje stejnomérnou konvergenci bez pojmu limitn{ funkce.
A
Pojem stejnomérné konvergence tudiz ma vyznam i bez jejiho urceni a lze psat f,, ==.

(2) Ve skutecnosti je B-C kritériem limity pouze v prostorech, které jsou tplné — viz 9.2.

Definice 1.5. Bud {f,}]" posloupnost komplexnich funkef definovanych na mnoziné A. f{ekneme,
ze posloupnost {f,(z)};° konverguje na mnoziné A lokalné stejnomérné (k f(z)), jestlize ke
kazdému bodu z € A existuje okoli H, bodu z takové, Ze posloupnost {f,(z)};" konverguje stej-
nomérné (k f(z)) na mnoziné ANH,.

Poznamka. Na kompaktni mnoziné jsou pojmy lokalni stejnomérna konvergence a stejnomérna kon-
vergence ekvivalentni.

Definice 1.6. {f,}]" se nazyva stejné omezen4 na mnoziné A, existuje-li kladné ¢islo K takové,
Ze pro vsechna n € N a vSechna z € A plati | f,(2)] < K.

Véta 1.7 (o limité). Bud {f,}]" posloupnost komplexnich funkef definovanych na mnoziné A C C
a necht

(I) 2o € A/;

(IT) (Vn € N) (3lim,—,,, zea fn(2) = an € C);

(D) fu(2)=2 £(2).
Potom plati:
(i) Posloupnost {a,};° konverguje, tj. lim, o a, = a € C;
(i) Existuje lim,_ ., sca f(2);
(iii) Limity v bodech (i) a (ii) jsou si rovny.
To jest:
lim lim f,(z) = lim lim f,(2).

n—o00 2720 Z—20 n—o0
Z€EA zEA

Dikaz. a) Z (III) a z véty 1.4 plyne, ze k libovolnému ¢ > 0 existuje ng tak, ze pro vSechna ptirozena
n > ng, viechna p € N a vSechna z € A plati |f,1,(2) — fu(2)| < §. Zvolme nyni pevné n > ng
a p € N. Potom 7z (II) plyne existence okoli H, bodu zy tak, Ze pro vSechna z € ANH, \ {2}
bude platit |f,(2) — an| < 51 |fatp — @nypl < 5. Tudiz

e € €
lantp = anl < |frip(2) = anpl + [fatp(2) = ful2)| + [fn(2) —an| < 3 + 3 + 37 £
b) Oznaéme a = lim,, o a, a zvolme ¢ > 0. Potom z (III) a jiz dokdzaného tvrzeni (i) plyne
existence ng takového, ze pro vSechna n > ng plati: |f,(2) — f(2)| < § pro vSechna z € A a
lan, —a| < §. Zvolme pevné n > ng. Potom z (II) existuje okoli H., bodu 2 takové, ze pro
viechna z € ANH., \ {20} je |fn(2) — an| < § a tudiz

[f(z) —al <[f(2) = fa(2)| + [f(2) — an| +[an —a] <e.

Dokézali jsme tak, ze lim, ., .ca f(2) = a, tj. tvrzeni (ii) 1 (iii).
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Véta 1.8 (o spojitosti). Bud {f,}]° posloupnost komplexnich funkei definovanych na mnoziné
A C C a spojitych v bodé zp € A (vzhledem k A). Necht dédle posloupnost {f,(2)};" stejnomérné
konverguje na mnoziné A k f(z). Potom funkce f je spojitd v bodé zp vzhledem k A.

Dikaz. V kazdém izolovaném bodé mnoziny A je funkce f spojitd (z definice spojitosti). Proto
predpokladejme, Ze zy je hromadny bod mnoziny A. Potom jsou splnény vSechny predpoklady véty
1.7 a tudiz plati:
A, i, fu(2) = Jlim, lim fa()

z€EA z€EA

Ze spojitosti funkci f,, v bodé zy vzhledem k mnoziné A odtud plyne:
T fu(z0) = I Tim fu(2), 4. f(z0) = lim f(2).
z€A z€EA
O

Véta 1.9 (o derivaci). Bud {f,}]° posloupnost redlnych diferencovatelnych funkei na omezeném
a otevieném intervalu J C R takovych, ze plati:
I) Existuje ¢ € J tak, Ze posloupnost {f,(c)}7° konverguje;

( ] 1 guj

(II) Posloupnost {f,(x)};" konverguje stejnomérné na 7.
Potom plati:

i) Posloupnost {f,, ()} ° konverguje stejnomérné na J;

p 1 gu] J )
ii) Limitni funkce f posloupnosti {f,}7° je diferencovatelné na intervalu J;
1)

(iii) Derivace f’ je limitni funkei posloupnosti {f,}]".
To jest:

/
(lim fn> = lim f}

Diikaz. a) Zvolme € > 0. Z bodu (I) a (II) plyne existence ng takového, Ze pro vSechna n > ng a
pro viechna p € N [f,1,(c) — fu(0)] < § a | fh () — fro(w)| < 3777 Pro viechna y € J.
Bud n > ng a p € N; potom pro viechna x € J je

|fn+p(x) - fn(x)| < |(fn+P<x) - fn(x)) - (fner(C) - fn(c))| + |fn+p(c) - fn(c)‘ =
= |(fntp = fo) (@) = (fntp — fu) ()] + [frsp(c) = fn(c)| =

9 S

=l el [(Frp = SV @+ Fraple) = Ful0) < 1T g + 5 ==

kde & je podle véty o pifristku funkce aplikované na funkci f,4p, — fn vnitini bod intervalu
o krajnich bodech z a ¢. Tim je dokdzano tvrzeni (i).

b) Tvrzeni (ii) a (iii) dokdZeme pomoci véty 1.7. Zvolme xy € J a polozme A = T ~\ {xo},

) — fn(x) — fn(-rO)

T — X

gn( pro vSsechna x € A an € N.

Potom pro vSechna = € A a vSechna n, p € N existuje (podle véty o ptirtistku funkee) v otevieném
intervalu o hrani¢nich bodech xg, x bod & tak, ze plati

1
|z — 20|

|(fn+p - fn)(x) - (fn-H) - fn)(mo)l =
= [(fatp = F2) (O] = | Frip(€) = F1(E)] -

Protoze posloupnost {f’(z)};  konverguje na intervalu J stejnomérné, plyne odtud, ze také
posloupnost {g,(z)}]° stejnomérné konverguje na mnoziné A. Pfitom plati:

|9n4p(2) = gn(2)| =

(I) zo € A%
(IT) pro vSechna n € N existuje limy, 4, zca gn(z) = f1(20);
(I11)
A J—
(o A F@) = Fa),

r — X9
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Mizeme tedy uzit véty 1.7. Podle ni existuje

lim f(x) — f(xo)
P

(tj. existuje derivace funkce f v bodé zg) a plati

' (xo) = lim f@) = f(@o) = lim f] (xg).
T—To T — X9 T—00
z€A
U
Poznamka. (1) Pokud v predpokladu (IT) véty 1.9 pozadujeme pouze lokaln{ stejnomérnou kon-

vergenci, pak posloupnost {f,(z)}]° konverguje lokdlné stejnomérné na J a plati zdména
(zbyld dvé tvrzeni (ii) a (iii)). Pro takto modifikovanou vétu je zbytetné predpoklddat ome-
zenost intervalu J.

(2) Na pfenos spojitosti sta¢i pouze tzv. kvazistejnomérnd konvergence: konverguje-li posloup-
nost spojitych funkci na mnoziné A kvazistejnomérné, je limitni funkce spojita na A.

Véta 1.10 (o integraci). Bud {f,}]° posloupnost funkef (riemannovsky) integrabilnich na intervalu
[a,b]. Necht déle posloupnost {f,(z)}]" stejnomérné konverguje na intervalu [a,b] k f(z). Potom
limitn{ funkce f je na intervalu [a, b] (riemannovsky) integrabilni a plati:

b b
/ f(x)dr = lim [ f,(z)dz

a,b
Diikaz. Bud ¢ > 0. Protoze fn(x)gk

x € [a, b] plati:

(2) [fn(2) = f(2)] <

f(x), existuje ng tak, Zze pro vSechna n > ngy a vSechna

4(b—a)’

Zvolme pevné n > ng. Potom z existence Riemannova integrdlu funkce f,, na intervalu [a, b] plyne,
Ze existuje § > 0 tak, Ze pro vSechna §-rozdéleni o intervalu [a, b] je

(3) Qfp,0) < %

Pritom klademe Q(f,,0) = Sp(0) — s,(0), kde Q je tzv. vazeny soucet oscilaci, S, (o) resp. s,(0) je
horni resp. doln{ Darbouxtv integralni soucet funkce f,, na intervalu [a, b] pri rozdéleni o. Znaéme
dale M} resp. m! supremum resp. infimum funkce f, na i-tém &aste¢ném intervalu rozdéleni o.
Analogické znadeni (ovSem bez indexu n) uzijeme pro limitn{ funkei f.

Potom podle (2) je pro vSechna x z i-tého ¢dstetného intervalu rozdéleni o splnéna nerovnost :

@) = g7 <@ <B@+ s
a tudiz ‘ . A A A .
m;fmészMzSMfﬁrm.

Po vynasobeni posledni nerovnosti délkou i-tého ¢astecného intervalu a secteni pres vSechny castecné
intervaly rozdéleni o obdrzime:

a ted
Y €
5(0) = 5(0) < Su(0) = su(0) +5,
Q(f,0) Q(fn,0)

tj. k libovolnému € > 0 proto existuje § > 0 tak, Ze pro vSechna d-rozdéleni o intervalu [a,b] plati
(dle (3)) Q(o, f) < e.
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Funkce f je tedy (riemannovsky) integrabilni na intervalu [a, b]; pfitom plati pro n > ng:

b b

@ | [ futedo~ [ sia)de| - /b (ful@) — f(2)) da| <

tj.

a a

b b
€ €
< [1tun sl ars [t an=t <e

b b

lim [ f.(z)dz= /f(x) dz.

n—oo
a a
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2. FUNKCNT RADY

Definice 2.1. Bud {f,},” posloupnost komplexnich funkei definovanych na mnoziné A C C,
Fo(z) = >4 _o fx(2) pro viechna z € A a vechna n € Ny. Pak usporadanou dvojici ({fn}o , {Fnl}o )
nazveme funkéni fadou a znaéime > ° f.

Pokud funkéni posloupnost {Fn}go mé na mnoziné A limitni funkci F, nazveme ji sou¢tovou
funkci fady > o f, a piSeme Y ° f, = F.

Pozndmka. (1) F, — n-ty ¢astecny soucet; {F,};  — posloupnost ¢astecnych soucti.
(2) Studovat fadu pro nds znamena studovat posloupnost jejich ¢dsteénych soudti.

(3) S funkénimi fadami jsme se jiz setkali — mocninné fady.

Definice 2.2. Rekneme, 7e fada Y20° fn(2) = ({fa(2)}°, {Fn(2)}) stejnomérné konverguje na
mnoziné A, jestlize na mnoziné A stejnomérné konverguje posloupnost {F,(z)},°.

Véta 2.3 (Bolzano, Cauchy). Rada >0 fn(z) konverguje stejnomérné na mnoziné A pravé tehdy,
jestlize pro vSechna kladna cisla e existuje ng € R tak, ze pro vSechna prirozena ¢isla n > ng, pro
vSechna prirozend Cisla p a vSechna z € A plati:
n+p

> f(2)

k=n-+1

<eE.

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze ZZ;FZH fi(2) = Foyp(2) — F(2), stadi aplikovat vétu 1.4 na posloup-
nost {F,}q . O

Pozndmka. Odsud plyne nutnd podminka pro stejnomérnou konvergenci rady:
o0
A A
n=0

Véta 2.4 (Weierstrassovo kritérium). Bud'te {f,};" a {gn}g dvé posloupnosti funkef definovanych
na mnoziné A. Necht déle pro vSechna z € A a vSechna n € Ny plati: |f,(2)] < gn(z). Potom,
konverguje-li fada Y o gn(2z) stejnomérné na mnoziné A, konverguje stejnomérné na mnoziné A

také fada > fn(2).

Diikaz. Plyne z nerovnosti

n-+p n+p
S @)<Y alz)
k=n+1 k=n+1
a z véty 2.3. O

Pozndmka. Radu obvykle majorizujeme (shora odhadujeme) konvergentni ¢iselnou fadou, kterd je
z definice téz stejnomérné konvergentni a splnuje predpoklady 2.4.

Véta 2.5. Bud {f,}, posloupnost komplexnich funkef definovanych na mnoziné A, {g,}, mo-
notonni posloupnost redlnych funkei definovanych na A. Oznaéme F,, = Y ,_, fr. Necht déle je
splnéno nékteré z nasledujicich kritérii:
A
(i) (Dirichlet) {F,}" stejné omezend na A a g,(z)==0.
A

(ii) (Abel) F,(2)== a {gn}o stejné omezend na A.

Potom fada Y-, fn(2)gn(2) konverguje stejnomérné na mnoziné A.

Diikaz. Dukaz je zalozen na Abelové parcidlni sumaci: Pro libovolné n € Ny a p € N plati:

n+p n+p n+p—1
(5) Z fkgk = Z (Fn,kfn - n,kflfn)gk = Z Fn,kfn(gk - gk+1) + Fn.,pgn+pv
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
kde F), j = Z?::H f; = Fnyr — F,, oznacuje tsek Fady.
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a) Necht je splnéna podminka (i); potom existuje kladné ¢islo K tak, Ze pro vSechna n € Ny a
vSechna z € A je |F,(z)| < K. Zvolme nyni ¢ > 0. Existuje ng tak, ze pro vSechna z € A a
vSechna n > ng bude [g,(2)| < §%. Podle (5) potom pro vSechna n > ng, véechna p € N a
vSechna z € A plati:

n+p n+p—1
Z fr(2)gr(2)| = Z Fok—n(2)(96(2) — gr11(2)) + Fop(2)gnip(2)| <
k=n+1 k=n+1
n+p—1
< Y Fakn(@)] 96(2) = ki1 ()] + [Fop(2)] gntp(2)] <
k=n+1
+n+p—1
< 2K< Y lk(z) = g (2) + Ign+p(2)l> =
k=n-+1

= 2K(|9n+1(2) = gn4p(2)] + [gn1p(2)]) <
< 2K(|gn+1(2)| + |gntp(2)] + [gn1p(2)]) <

Rovnost mezi tfetim a ¢tvrtym fadkem plati diky tomu, Ze posloupnost {g,};° je monotonni, a
proto maji vSechny rozdily gx(z) — gx+1(2) stejné znaménko.

b) Je-li splnéna podminka (ii), pak existuje kladné ¢éislo M tak, Ze pro vSechna n € Ny a vSechna
z € Aje |gn(2)| < M. Zvolme opét € > 0. Nyni existuje ng € R tak, ze pro vSechna pfirozena
n > ng, vSechna p € N a vSechna z € A bude |F}, ,(2)| < 35;. Potom ovSem podle (5) pro vSechna
n > ng a vSechna z € A plati:

n+p—1

< D Pk 95(2) = gei1 (2)] + [Fnp(2)] |9n4p(2)] <
k=n-+1

n+p—1
<= ( S Ik(a) — grin ()] + |gn+p<z>> -

k=n+1

n+p

> fe(2)gn(2)

k=n-+1

€
= mﬂgnﬂ(z) = gntp(2)| + [gn1p(2)]) < e
Odtud potom jak v bodé a), tak v bodé b) dostavame podle véty 2.3 stejnomérnou konvergenci fady

>0 fu(2)gn(z) na mnozing A. O

Véta 2.6. (Abel) Bud > a,(z—20)" mocninnd fada s kladnym polomérem konvergence R. Potom
fada Y o a,(z — 29)" konverguje stejnomérné na kazdém kruhu B(zo,7), kde r < R.

Diikaz. Bud r € (0, R), potom pro vSechna z € B(zg,7) a vSechna n € Ny plati |a,(z — 20)"| <
lan|r™. Odtud a z véty 2.4 vyplyva stejnomérnd konvergence fady Y o a,(z — zp)" na mnoziné
B(zg,T). O

Pozndamka. (1) Proto se jako stejnomérné konvergentni majorizujici fada do 2.4 ¢asto pouzivd
také mocninna fada.

(2) Alternativn{ znéni: Mocninné fada konverguje na kazdé kompaktni mnozing, kterd je ¢dsti
vnittku oboru konvergence.

Véta 2.7. (1. véta Abelova) Necht mé redlnd mocninnd fada Yo a,(z — xo)™ kladny polomér
konvergence R. Potom, konverguje-li fada Zgo an(x—x9)"™ v bodé o+ R resp. z9— R, pak konverguje
stejnomérné na intervalu [zg, 2o + R] resp. [xg — R, g].

Diikaz. Necht napf. fada Y " an(z — z9)™ konverguje v bodé zg + R. Potom

ian(ar — )" = ianR” <T)n .
0 0

Protoze pro vSechna x € [z, zo + R] a vSechna n € Ny je |%| <laftada ) ; a,R" stejnomérné
konverguje na intervalu [xg, zo + R], je tvrzeni véty dusledkem Abelova kritéria 2.5 (ii). O
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Véta 2.8 (o limité). Bud {f,}, posloupnost komplexnich funkei definovanych na mnoziné A C C
a necht

(I) 20 € A/;
(IT) Pro vSechna n € Ny existuje lim,_, ., rea fn(2) = an;
(ITT) Rada Y " fn(2) konverguje stejnomérné na mnoziné A k F(z).
Potom plati:
(i) Rada 3°5° a, konverguje;
(if) Existuje lim, ., .ca F'(2);
(iil) Hmzozg2eca F(2) =30 an.
To jest:

IS WACED SPAS

z€A n=0 n=0 z€A

Diikaz. Polozme F,(z) = Y 1_o fu(2), $n = Y p_o @k pro n € Ng. Potom lim,_, ., .ca F,(2) = sn,
F, (z)é& F(2) a tvrzeni véty je dusledkem 1.7. O

Véta 2.9 (o spojitosti). Bud {f,}]" posloupnost funkeci definovanych na mnoziné A a spojitych
v bodé zg € A (vzhledem k A). Potom, konverguje-li fada Y ,° f,(z) stejnomérné na mnoziné A, je
jeji souctova funkce spojitd v bodé zy vzhledem k mnoziné A.

Diikaz. Plyne z véty 2.8 a dikazu véty 1.8 O

Véta 2.10 (2. véta Abelova). Konverguje-li mocninng fada s redlnymi koeficienty, s kladnym po-
lomérem konvergence R a se stifedem v bodé xg v bodé xg + R resp. v bodé xg — R, je jeji souctova
funkce spojita v bodé xg + R zleva, resp. v bodé xg — R zprava.

Diikaz. Necht napi. mocninnd fada konverguje v bodé z¢ + R. Potom podle véty 2.7 konverguje tato
fada stejnomérné na intervalu [xg, 2o + R] a tudiz dle véty 2.9 musi byt jeji souc¢tova funkce spojita
na intervalu [xg, zo+ R] vzhledem k intervalu [z, o+ R]. Specidlné musi byt souc¢tové funkce spojitd
v bodé xp + R zleva. O

Véta 2.11 (o derivaci). Bud {f,}, posloupnost redlnjch diferencovatelnych funkei na omezeném
a otevieném intervalu J C R takovych, ze plati:

(I) Existuje ¢ € J tak, ze fada > o fn(c) konverguje;

(IT) Rada > f/(x) konverguje stejnomérné na intervalu 7.
Potom plati:

(i) Rada >0 fn(x) konverguje stejnomérné na intervalu J;

ii) Souétova funkce F fady > o f, je diferencovatelnd na intervalu J;

0

(iii) Derivace F’ je souc¢tovou funkef fady Y " f7.

To jest:
o0 o0
I
(D 1a(2) =D fu(2)
n=0 n=0
Dikaz. Staci uzit vétu 1.9 na posloupnost ¢astecnych soucti. O

Véta 2.12 (o integraci). Bud { fn}go posloupnost riemannovsky integrabilnich funkci na intervalu
[a,b]. Necht déle fada > fn(x) stejnomérné konverguje na intervalu [a,b] a F bud jeji souttova
funkce. Potom i funkce F je integrabilni na intervalu [a, ] a plati:

b

o b
/F(x) dz = zo:/fn(a:) dz.

a a

Diikaz. Plyne z véty 1.10. O
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Véta 2.13. Bud {f,}, posloupnost riemannovsky integrabilnich funkef na intervalu [a, b]. Necht
déle fada > o fn(z) stejnomérné konverguje na intervalu [a,b] a ozna¢me F' jeji souttovou funkei.
Potom pro kazdou funkei g, kterd ma absolutné konvergentni zobecnény integral na intervalu [a, b],
plati:

b

[ Pyt o i / fu(@)g(x) de

a

Dikaz. Podle véty 2.12 je funkce F' riemannovsky integrabilni na intervalu [a,b] a tudiz vSechny
zobecnéné integraly f; fo(x)g(z)dz a fab F(z)g(z)dx absolutné konverguji. Zbyva tedy dokazat
vySe uvedenou rovnost. Ze stejnomérné konvergence fady Y ,° f,(z) na intervalu [a, b] plyne, Ze ke
zvolenému kladnému ¢islu € existuje ng € R tak, ze pro vsechna prirozend ¢isla n > ng a pro vSechna

x € [a,b] je
€

F,(r)— F(x _
[Fn(z) — F( )|<1+ff|g(z)|dx

kde F,, = >_}'_, fx- Potom pro n > ng plati:

ST S -
/|F (@) lg()] d </1+|fgb(|g)(|o)l|dx<

Pozndmka. (1) Pravé dokdzana véta je na pfednédsce zahrnuta v ramci dikazu 3.2. Podobnych
pripadi, kde se poradi vét lisi od prednasky, muze byt vzhledem k faktu, ze Vrana prednasi
zpameéti, vice.

g

(2) Ve skutecnosti nezalezi na tom, zdali méme funkci integrabilni na (a,b) & [a,b], nebot
integral na krajnich hodnotach nezalezi. Ve vSech definicich tykajicich se integrability mohou
byt namisto uzavienych intervali oteviené a naopak, to plati i pro nasledujici kapitolu. Na
predndsce se znadi /a,b/.
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3. TRIGONOMETRICKE RADY

Definice 3.1. Bud'te {a,},” a {by}; dvé posloupnosti redlnych éisel. Potom fadu

oo
ag .
5 + E (an cosnz + by, sinnx)
n=1
nazyvame trigonometrickou radou.
Pozndmka. (1) Diky Moivreové vété je trigonometrickd fada vlastné komplezni mocninnou

rfadou. Komplexnim mocninnym faddm se vénuje posledni kapitola v MAA4.

(2) Existuje-li a € R tak, ze trigonometrickd fada konverguje na [a,a + 27) resp. (a,a + 27],
pak fada konverguje na celém R a jeji souCtova funkce je periodicka s periodou 2.

(3) Diky této periodicité se muzeme omezit na zkoumdani intervalu délky 27. Obvykle volime
symetricky interval [—m, 7] (na ném je integrdl z liché funkce nulovy). Ve fyzice se vsSak
muzeme setkat s volbou intervalu [0, 27].

(4) Cleny trigonometrické rady jsou funkce s periodou 27. Linedrni transformaci vSak mutzeme
docilit libovolné periody. Napt. rada

o0
a?o + Z (an cos %x + b, sin %x) ,
n=1
kde A > 0, ma za Cleny funkce periodické s periodou 2. Pii jejim studiu se tedy muzeme
omezit pouze na interval [—A, A]. Takovou fadu budeme nékdy struéné oznacovat jako tri-
gonometrickou fadu s periodou 2\.

Véta 3.2 (Eulerovy vzorce). Necht trigonometricka fada % + > (ay, cos na + by, sin na) konver-
guje stejnomérné na R a bud F' jeji souctova funkce. Potom pro vsechna n € Ny plati:

s 1 ™
Gy = — /F(;z:) cosnx dz a by, = —/F(:z:) sinn dz.
T T

—T —T

Diikaz. Rada a0 43" | (an cos nx + by, sin nx) konverguje stejnomérné na intervalu [—m, 7] a tudiz
podle véty 2.12 je

U T 50 T T
/F(m)dw:a?o da:—&—z an/cosmcdx—i—bn/sinmcdac = qgT.
-7 -7 n=1 -7 -7
Podobné pro n € N podle véty 2.13 dostavame
T s ) T s
agp .
/ F(z)cosnzdx = 5 / cosnx dx + Z ak / cos kx cosnx dx + by, / sin kx cosnxdx | = a, 7.
2 s k=1 e e
a
T T 00 us T
. ag . . . .
/ F(z)sinnzdr = 5 / sin nx dx + Z ak / cos kx sinnx dx + by, / sinkxsinnrdz | = b,,
-7 -7 k=1 -7 -7
nebot Vk # n plati tzv. relace ortogonality
us T T
/ cos kx cosnz dx = / sin kx cosnz dx = / sinkxsinnrdz =0
—1T —T —1T

a Vk,n € Ny plati tzv. normovaci podminky

™ ™

/cos2 nrdxr = /sin2 nrdx = .

—T —T
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Poznamka. (1) Analogicky potom ze stejnomérné konvergence rady

2)

a?o + 7;1 (an cos %m + b, sin %x) ,

na R k souctové funkci F' plyne pro vSechna n € Ny:

A
1 ™ 1 ™
an =— | F(x)cos —zxdx ab,=— [ F(x)sin —axdz.
2= [P Tadeat, = 5 [ Fasn
—A —A

Vyjadreni koeficientl trigonometrické fady pomoci své souctové funkce pripominé vyjadieni
koeficientti Taylorovy fady pomoci rozvijené (souctové) funkce — zde vsak v koeficientech
vystupuji integrély, nikoli derivace. Do trigonometrické fady lze vSak rozvinout daleko vice

funkei nez do mocninné rady.

Definice 3.3. Necht funkce f m4 absolutné konvergentni zobecnény integral (v Riemannové smyslu)
na intervalu (a,b), kde b — a = 2. Polozme

b b
1 1
an:—/f(z)cosnxdz YneNy a bn:—/f(as)sinnxdz Vn € N.
e ™

Potom trigonometrickou radu

% + Z(an cos nx + by, sin na)

n=1

nazyvéme Fourierovou fadou funkce f na intervalu (a,b) a &isla a,, b, nazyvdme Fourie-
rovymi koeficienty.

Pozndmka. (1) Obecné — pro piipad pouze omezeného intervalu (a,b) — klademe
1 / 1 /
an:X/f(x)cos%xdx a bn:X/f(x)sin%xdx,

kde 2A = b — a. Fourierovou fadou funkce f na intervalu (a,b) potom rozumime trigonome-
trickou radu -
ag ™ . TN
— 4+ (a cos —x+b sm—x).
2 ; D) EEDY
Ma-li periodicka funkce s periodou w absolutné konvergentni zobecnény integral na nékterém
z intervali délky w, ma absolutné konvergentni integral na kazdém omezeném intervalu.

Bud g periodicks funkce s periodou w a necht existuje a € R tak, Ze integral f:w g(z)dz
absolutné konverguje. Potom pro libovolné b € R je

b+w w
b/g(:l:) dxzo/g(x) dz.

7 predchozich poznamek plyne, Zze Eulerovy vzorce v definici 3.3 lze pro funkci s periodou
2m psat také ve tvaru

an:l/f(x)cosnfcdx VneN, a bn:l/f(x)sinnmdx Vn € N.
e ™

Existence clenu % ma své hluboké opodstatnéni. Fourierova fada totiz ptipomind vyjadreni
funkce jakozto linedrni kombinaci bazovych funkci.Prostor funkci je vsak nekone¢né dimenze
a pro tyto prostory nejsou zavedeny pojmy baze ani linearni kombinace.
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(6) Z LAA2: Je-li (é1,...¢€,) ON béaze prostoru V, pak Vi € V plati rozvoj
n
Zj = Z <€ia 37> 67;7
n=1
kde &isla (€;, Z) nazyvame Fourierovymi koeficienty vektoru # vzhledem k ON bézi {€;}].
(7) Zavedme skalarni soucin dvou spojitych funkei f, g jako (f, g) f f(z)g(x)dz. ? Definu-

jeme pojem ortonormélni baze (ktery je nedélitelny a odlisny od pojmu algebralcke béze z
LNA). Ve funkcionalni analyze se ukazuje, Ze ortonormélni bézi prostoru funkci je spocetna

mnozina
{ 1 sin(z) cos(z) sin(2z) cos(2z) }
Nz Y Y RV Y
Z dikazu véty 3.2 (posledni dva Fadky dukazu) plyne, Ze tyto funkce jsou
o vzdjemné kolmé (relace ortogonality — (sin(kx), cos(nz)) = 0),
P ; . . 2 2
e normované na jedni¢ku (normovaci{ podminka — ||sin(nz)||” = ||cos(nz)||” = «).

Vzhledem k tomu, Ze mizeme bazové funkce (mimo prvni ¢len) rozdélit na sudé a liché,
vznikajl nam i dvé sady Fourierovych koeficienti:

&n:<f(x),COb nx> /f cos nx) . IN)n:<f(a:),bm > /f mn e

Porovnanim s definici Eulerovych vzorct 3.3 vidime, ze se a,, a b, lisi od a,, a b, o ndsobek
1/y/7. To je vSak normovaci konstanta pro funkce sin(nz) a cos(nz). Norma téchto funkef
je tedy zahrnuta jiz v ¢lenech a,, a by, resp. a, = a, ||cos(nx)|| a b, = by, ||sin(nz)]|.

- () =)

Pozndamka. (8) V predchozi pozndmee jsme vSak nevySetfili prvni ¢len, tedy Fouriertuv koeficient
ag- Z prikladu vyse vidime, ze funkce \/%7 je jiz normovana. Pak plati

o = <f<x>, jyﬂ> - ]f(x)

Prvni ¢len Fourierovy tady je tedy

.1 _ 1 7 71} = a
ao\/ﬂ%/‘f(x)de ﬂ./f(x)COS(O:E) dz = 5
2 J ——

Posledni rovnost plyne z vyjadreni a,, pro n = 0. Timto je uzaviena otdzka, proc¢ nelze prvni
clen Fourierovy fady zahrnout do sumy. Z vysSe uvedeného je téz zrejmé, ze neni mozné
zaménit role ¢lenl a,, a by, nebot by mj. nesedéla definice prvniho ¢lenu (tj. n = 0).

Priklad.

1
H\/QT(

(9) Na uzavieni analogie mezi mocninnymi a Fourierovymi fadami poznamenejme, Ze prvky or-
tonormalni baze 3.3.7 jsou vlastné redlné a imaginarni slozky prvkia komplexni ortonormélni
béze tvaru {(2r)"V/ 2eimg}go . Proto se Ize setkat s definici Fourierovy fady obsahujici e!"®
namisto sin(nz) a cos(nz).

(10) V kvantové mechanice se vzorci 3.3 ¥ika relace tiplnosti. Souvisi to s vySe uvedenym rozvojem
funkei do baze (tedy do nekonecéné fady). Viz 9.2.

2Tento vzorec pro skaldrni soucin je vSak ¢isté formdlni zdlezitost (vznikld zespojiténim skaldrniho soucinu po-
sloupnosti) a je tieba jej korektné zavést pozdéji.
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Véta 3.4 (Dirichlettiv integralni vzorec). Bud' f funkce periodickd s periodou 27 majici abso-
lutné konvergentni zobecnény integral na intervalu délky 2w. Potom pro n-ty castecny soucet jeji
Fourierovy rady plati:

sm n+ )

F,(x) = 0 4 Z ay, cos kx + by sin kx) / flx dt Vz € R.

2
k=1

2

Diikaz. Bud z € R a n € N. Potom podle poznamek 3.3 je:

F.(z)= % / f(t)de + % Z / f(t)(cos kt cos kx + sin kt sin kx) dt =
. k=1

:i/f(t) <;+§cosk(ﬂc—t> /f sm QSH})(”;"—t)) dt =

2

1

= / f(x Sm(n+ 2" drl/f(o:+t)Sin(n+t2)t dt.

251n§ T 251n§

Pritom jsme pouzili vyjadreni

cos Zz-sin “Hz  sin[(n+ 4)z] —sinZ  sin[(n+1)z] 1

Z coskx = = = = — - =

P sin 5 2sin 5 2sin 5 2
platné Vz € R, z # 27m, kde m € Z. O
Poznamka. (1) Diky aditivité integrélu lze nalézt jesté nésledujici integralni vyjddieni n-tého

sou¢tu Fourierovy rady:

sin [(n + 3)t]

¢
251115

F,(x)= flea+t)+ fx—1)) dt.

3=
o>:‘

(2) Zvolme (Vx € R) (f(z) = 1), pak jsou (Vk € N) (ag = 2, a, = by = 0). Dosazenim do
predchozi poznamky ziskdame vyjadieni jednicky pomoci integralu z periodickych funkei:

1 [ [sin(n+ 1)t
1:/Wdt Vn € N.

S11 3
Véta 3.5 (Dirichlet). Bud f periodicka funkce s periodou 2w majici absolutné konvergentni zo-
becnény integral na intervalu délky 27r. Potom jeji Fourierova fada (s periodou 27) konverguje v bodé

x prave tehdy, existuje-li ¢islo s tak, ze plati:

ﬂ<f(x+t)+f(a;—t) —s) sin [(n + 3)t] G0

in t
2 sin 5

lim
n—oo
0

Diikaz. Z poznamek 3.4.1, 3.4.2 a z linearity integralu plyne Vz,s € R, Vn € N:

1 ] (f(x+t) + f(z—t) _S> sin [(n + 3)1] 4,

Fo(z)—5=—
() = T 2 sin £

0

Odtud jiz plyne tvrzeni véty. O

Poznamka. (1) Z dukazu véty 3.5 vyplyva, Ze ¢islo s je pravé sou¢tem Fourierovy fady funkce
f v bodé .
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(2) Tvrzeni véty 3.5 mizeme rozsifit jesté o jednu ekvivalenci: Fourierova fada funkce f kon-
verguje stejnomérné na intervalu [a, b] pravé tehdy, existuje-li funkee s, jejiz definiéni obor
je interval [a, ], takovd, Ze plati:

/” (f(x +1) : fla—t) 5@)) sin [(S?nt 2 PICIN,

0

Funkce s je potom sou¢tovou funkei Fourierovy fady funkce f na intervalu [a, b].
(3) Vysetfovani konvergence Fourierovy fady jsme pomoci véty 3.5 prevedli na studium limity
(Dirichletova) integralu. Nez k nému piikroc¢ime, dokazeme jednu velmi uzitetnou nerovnost.

Véta 3.6 (Besselova nerovnost). Bud f funkce zobecnéné integrabilni na intervalu (—m,7), jejiz

zobecnény integral f f?(z) dz konverguje. Potom koeficienty jeji Fourierovy fady vyhovuji nerov-
-

nosti

ajia—i—b2 /f
2 :

s ™
Diikaz. Diky kovergenci [ f2 plati, ze [ f konverguje absolutné (Holderova nerovnost - viz FA1).
—T —T
Ma tedy smysl mluvit o Fourierové radé. Oznacime-li opét F,, n-ty ¢astecny soucet Fourierovy
fady funkce f na intervalu (—m,7), plati:
s s

OS/(f() dx—/f2 da:—2/f dx+/F3(x)dx:

—T

f(z)dx — 2 a0 f(z)dx + ” a f(x)coskxdx +b f(z)sin kx da +
(s rone £ (] ]
—g i (a2 +b3)m = /ﬂfQ(x)dx <a3+i(a2+b2)>w
5 kTt 0k 5 kTt 0k
k=1 7 k=1

Tato nerovnost plati Vn € N. Odectenim zavorky v poslednim kroku na levou stranu a vydélenim 7
ziskdme tvrzeni véty. O

Pozndmka. (1) Piedchozi véta predstavuje zobecnéni Pythagorovy véty a z jejtho tvrzeni, resp.
dukazu vyplyva nékolik dtlezitych poznatku, které uvadime v nasledujicich poznamkach
a vétach.

(2) (kritérium konvergence)
/fz(:z:) dz < 400 = 50 + ) (aZ +b2) < foo.
n=1

(3) Z nutné podminky konvergence fady na levé strané Besselovy nerovnosti dostdvame, Ze pro
kazdou f € R?(a,b), kde b — a = 27, plati:
b b
lim a, = lim [ f(z)cosnxdr = lim b, = lim [ f(z)sinnzdz =0.

n—oo n—oo n— oo n—oo
a a

(4) Dle pozndmky 3.3.7 zndme tvar skaldrnfho sou¢inu funkci, tedy ffﬂ fA(z)dz = (f, f). Pokud

by skaldrni souéin indukoval normu, pravé strana az na prefaktor 7! odpovida pravé strané
Besselovy nerovnosti z LAA2. Existenci normy je tfeba vysSetrit.
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Méjme mnozinu vSech funkei f, pro néz zobecnéné integréily f; f?(z)dx a tedy i f: flz)dx
konvergujf, a ozna¢me ji R?(a,b). Tato mnoZina tvoii linedrn{ prostor. Je tento prostor
normovany? Z predchozi poznamky se vhodnym kandidatem na normu zda byt zobrazeni

b

fo VT = / f2(x) da.

a

Splnuje-li nase zobrazeni vSechny axiomy normy 4.2, jedna se skute¢né o normu.

Tieti axiom normy vSak neni splnén, nebot rovnost || f|| = 0 plati i pro néjakou nenulovou
funkei f. Zobrazeni je tedy pozitivné semidefinitni (nikoli pozitivné definitni) a nazveme jej
seminormou.

Konvergenci posloupnosti funkei definovanych na intervalu (a, b) muzeme brat jako konver-
genci v prostoru R?(a,b) s vyse definovanou seminormou. Nazyva se konvergence podle
normy, nékdy téz konvergence dle stfedu. Limitu v normovaném prostoru pak znac¢ime
Lim. z latinského limes in medio.

Jsou-li f,, € R%*(a,b) pron € Na f € R%*(a,b), ikdme, Ze posloupnost {f,}" konverguje
dle normy k funkei f na intervalu (a,b) pravé tehdy, kdyz ||f, — f|| — 0, tj.
b

lim [ (fu(z) — f(2))*dz = 0.

n—oo
a
Rada Yo fn konverguje na intervalu (a,b) podle normy k funkci F, jestlize posloupnost
¢astetnych soucti této Ffady konverguje na intervalu (a,b) podle normy k funkci F'.

V dikazu véty jsme tedy operovali s vyrazem || f — Fn||2 Proto jsme si mohli dovolit od-
hadnout integral zdola nulou, nebot nase seminorma je pozitivné semidefinitni.

Cislo |f — g|| ma vyznam stfedni kvadratické odchylky funkci f a g na intervalu, na
némyz je definovany skaldrni souéin, v nasem pripadé (—m, ).
Pro studium bodové konvergence nam vsSak teorie uzivajici seminormy prilis§ nepomiuze,
nebot bodové konvergence a konvergence podle normy spolu nijak nesouvisi. Pochopime to
z nasledujicich dvou poznamek.
Polozme f,(z) = n2z2e ™", f(x) = 0 pro viechna n € N a z € [0,1]. Potom f,(z) —
1
f(z) pro viechna z € [0,1], ale lim [ (f,(z)— f(x))? dz = 4o00. Posloupnost {fn}7" tedy
n—oo
0

nekonverguje podle normy na intervalu [0, 1] ke své limitni funkei f. Snadno se presvédéime,
ze nekonverguje podle normy vibec.

Pro kazdé n € N polozme p,, = n—21°¢2"), Bud nyni { fn}7" posloupnost funkei definovanych
na intervalu [0, 1] takto:

1 pro x c |: Pn pn+1:|

fule) = SHEE
0 proz € [0,1] \ {nﬁw ffi;ﬂ

Potom posloupnost {f,,(z)};° nemd limitu pro zadné z € [0, 1], i kdyz posloupnost {f,}7"
konverguje podle normy na intervalu [0, 1] k nulové funkei.

Snadnou upravou definice funkei f,, dosdhneme toho, ze sestrojime dokonce posloupnost
funkef spojitych na intervalu [0, 1], kterd nebude mit limitu v Zddném bodé intervalu [0, 1],
ale ktera bude konvergovat podle normy na intervalu [0, 1] ke spojité (nulové) funkci.

Definice 3.7. (trigonometricky polynom) Budte {cx}y, {di}] dvé posloupnosti redlnych &isel,
n € N. Polozme

M=

To(x) = %0 + > (cpcoskx +dpsinkx) VreR.

x>
Il

1
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Potom funkci 7}, nazyvame trigonometricky polynom stupné nejvyse n-tého resp. trigono-
metricky polynom stupné n-tého, je-li alespon jedno z ¢isel ¢,, d,, nenulové.

Pozndmka. Zopakujme si nyni dukaz véty 3.6 s tim, Ze nahradime soucet F), trigonometrickym
polynomem 7;,. Obdrzime:

™

W—QW:/Wanmfm:

T —

T n 2 n
Coao C
:/f%@dx—?( —I—Z ckak—l—dkbk) —|—<20—|—Z(ci+di)>7r:
7 k=1 k=1
/f2 )dz + | 5 (a0 — co) +Z ar —cx)® + Y (b — di)?
k=1

a2 n 2
) (; +>(a} +bi>> w2 [ - F@)Pdo=|f - R 20

k=1

—T
pfi¢emz rovnost nastane pro (Vk € rig)(ar = cx) a (Vk € 2) (b = di). Tedy
2 2
Nejlepsi mozné aproximace funkce f pomoci trigonometrického polynomu 7T, je pravé n-ty castecny
soucet jeji Fourierovy rady.

Véta 3.8 (o jednoznacnosti). Necht f € R?(a,b). Pak jedind trigonometrickd fada, kterd mize na
intervalu (—m, ) konvergovat podle normy k funkci f je pravé Fourierova fada funkce f.

Dukaz. Oznacme

F,(z) = 50 + ’;(ck cos kx + dy, sin kx)
a necht posloupnost {F,}]° konverguje podle normy na intervalu (—m, ) k funkei f. Potom plati:

T

%/f(a:)sinmxdx:%/(f(x)an(x))sinm:cder%/Fn(a:)sinmxdx:

—T —T

s

:f/m@—ﬂ@ﬁmmm+%

—T

pro vSechna n,m € N, n > m. Nyni sta¢i uzit Besselovy nerovnosti

s s

/(f(x) — F,(z))sinmzdz| < |« /(f(z) — F,(x))?2dx
a provést limitni prechod pro n — oo. O

Véta 3.9 (Parsevalova rovnost). Bud f € R?(—n, 7). Potom Fourierova fada funkce f konverguje
na intervalu (—m, 7) podle normy k funkci f pravé tehdy, plati-li

2 o0
g 2 2
5 Eﬁ aZ 4+ b?) /f dx.

Diikaz. Rovnost v Besselové nerovnosti nastane pravé tehdy, kdyz ||f — F,||*> — 0. O
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Pozndmka. Stejnomérna konvergence je zfejmé postacujici pro konvergenci podle normy. Odtud

plyne, Ze tvrzeni véty 3.2 (kterd jsou nyni také dusledkem véty 3.8) lze rozsifit o Parsevalovu rovnost

z predchozi véty.
b

Véta 3.10 (Riemann). Necht existuji a,b € R* tak, Zze zobecnény integral [ f(z)dz absolutné
a

konverguje. Potom plati:

b b
lim [ f(z)cosnxdr = lim [ f(z)sinnzdz =0.

n—oo n—oo
a a

Diikaz. a) Necht je nejdifve funkce f na uzavieném intervalu [a, b] riemannovsky integrabilni. Bud

_|b—a « ~_ ) f(x) prow € la,b]
m_{ 27TJ N f(x)_{o pro z € (b,a+ 2(m + 1)7]

Funkece f* je riemannovsky integrabiln{ na intervalu [a,a + 2(m + 1)7] a plati:

b a+2(m+1)7w — a+2km
/f(x) cosnxdr = / f () cosnzdx = Z / f*(x) cosnz dz.
a a k:1a+2(k71)7r

Nyni jiz staci provést limitni pfechod pro n — oo a uzit poznamky 3.6.3.
b
b) Necht [ f(x)dz absolutné konverguje jako nevlastni Riemanntv integral a necht napf. b je jediny

a
kriticky bod tohoto integralu. Zvolme ¢ > 0. Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze

b
[lr@) o< 5,

Protoze podle bodu a) je

C

lim [ f(z)cosnzdz =0,
n—oo

existuje ng € R tak, ze pro vSsechna n > ng plati
(&3
€
/f(a:) cosnzdr < 3
a

Odtud jiz dostavame, ze pro vSechna n > ng je:
b

b c
/f(x)cosnxdxg /f(x)cosna:dx + /f(;c)cosmcdx <e.

Cc
Analogicky dokézeme, ze také
b

lim [ f(z)sinnzdz =0.
n—00
a

O

Poznamka. (1) Dusledkem této véty je tvrzeni: Je-li f integrabilni funkce na intervalu, jeji
Fourierovy koeficienty jdou k nule pro rostouci n a tim se soucet Fourierovy rady blizi nule.
Analogické tvrzeni (Riemannovo-Lebesgueovo lemma) plati i pro piipad, kdy méme misto
rady integral a pouziva se v teorii Fourierovy transformace a zobecnénych funkeci.
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(2) Aplikujme nyni vétu 3.10 na limitu ve vété 3.5. Pfedpokladejme v nésledujicich pozndmkach,
ze funkce f je periodickd s periodou 27 a ze mé absolutné konvergentni zobecnény integrél
na intervalu délky 27. Protoze podle véty 3.10 pro libovolné s € R je

“(ﬂx+w+fw—w

lim
n—oo
0

5 —s) cosntdt =0,

dostédvame:

(3) Fourierova fada funkce f konverguje v bodé z k ¢islu s préavé tehdy, plati-li

lml”<ﬂx+w+f@—w

2

t
— s) cotg = sinnt dt = 0.
n—oo 2
4) Bud ¢ € (0, 7). Potom pro libovolné s € R je podle véty 3.10
J y

”(ﬂx+w+fu—w
2

lim
n— oo

t
— s> cotg 3 sinntdt =0
c

a tudiz Fourierova fada funkce f konverguje v bodé x k ¢islu s pravé tehdy, plati-li

C(ﬂm+ﬂ+f®—ﬂ
2

t
lim — s) cotg = sinntdt = 0.
n—oo 2
(5) (Dini) Pro konvergenci Fourierovy fady funkce f v bodé z k Cislu s staéi konvergence in-
tegralu

/|f(m+t)+]2(a:—t)—28|dt
0

pro nékteré ¢ € (0, 7). Skuteéné — z konvergence vyse uvedeného integrélu plyne konver-
gence integralu

f t —t)—2 t
JLCEZETCIUE P
2 2
0
a ostatni je jiz dusledek véty 3.10 a poznamky 3.10.3.
(6) (Lipschitz) Fourierova fada funkce f konverguje v bodé x k ¢islu s, existuji-li L > 0, « € (0, 1]
a pravé okoli Hy bodu 0 tak, ze pro vsechna ¢ € Hy plati:
|[flx+1t)+ flx —t) — 2s] < Lt™.

Véta 3.11 (Riemannova o lokalizaci). Konvergence Fourierovy fady funkce f i hodnota jejtho souctu
v bodé x zavisi pouze na pritbéhu funkce f v bezprosttednim okoli tohoto bodu.

Dikaz. Plyne z poznamky 3.10.4. O

Véta 3.12 (o bodové konvergenci). Bud f periodickd funkce s periodou 2m, kterd méd absolutné
konvergentni zobecnény integral na intervalu délky 2. bud déle zp € R a nechf plati jeden
z nasledujicich vyroku:
(I) Funkce f mé v bodé zy obé konetné jednostranné derivace.
(IT) Funkce f je v prstencovém okoli bodu z( diferencovatelnd a jeji derivace ma v bodé xy obé
konec¢né jednostranné limity.

Potom Fourierova fada (s periodou 27) funkce f konverguje v bodé xqg a jeji soucet je:
(o) v piipadé (I)

lim F, =41

i Fu(o) 5 ( lim f(z)+ lim f(x)) v pitpadé (II)

n— 00
r—xo+ T—To—
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Diikaz. a) Necht plati (I). Polozme L = 2max(|f/ (z0)|,|f. (z0)]) + 1.

Potom existuje pravé okoli H bodu 0 tak, ze pro vSechna ¢t € H plati:

Floo+0) = fao) < 5Lt A (o —1) = f(wo)| < 310

a tedy
|f(zo + 1) + f(zo — t) — 2f(x0)| < L.

To je ovSem Lipschitzova podminka pro konvergenci (poznamka 3.10.6) Fourierovy fady funkce
f v bodé xg k souctu f(zg).
Necht plati (IT). Oznaéme f'(zo+) = limg_zot f/(2), f'(vo—) = limgy_,,— f'(x) a polozme
L. = 2max(|f/(w0+)], [ (o —)]) + 1.

Potom existuje § > 0 tak, Ze pro vSechna x € (zg,z¢ + 9) je |f'(x)] < %L. Zvolime-li nyni
libovolné dva body z1,z9 € (zo,zo + 0), existuje podle véty o prirastku funkce £ € (z1,x2)
takové, ze plati:

1
[f(@1) = f(@2)l = |f (O [w2 — 21| < GL w2 — 2]
Odtud dle Bolzanova-Cauchyova kritéria plyne existence vlastni limity funkce f v bodé x( zprava.
Polozme opét f(xo+) = lim,— ..+ f(x) a definujme funkei g takto:
) = flxzo+t) prote(0,0)
g f(zo+) prot=0

Funkee g je spojita zprava v bodé 0, diferencovatelnd na intervalu (0, d) a plati

. / _ . / _ !
dm g'(6) = lim flwo+) = f(@o+).

Potom funkce g ma v bodé 0 derivaci zprava a plati ¢/, (0) = f'(zo+), tj.
flzo +1) — fzot)

. el
tl—l>I(I)1+ t = f'@ot).
Podobné dokézeme, ze
. flwo+1t) = flwo—)
fp = @)

Odtud jiz plyne, Ze existuje takové pravé okoli H bodu 0, Zze pro vsechna t € H plati:

7o+ 1) — Flaob)] < 3L, |f(zo — 1) — flro-)| < 5Lt
a tedy
|f(zo + 1) + flzo — t) — (f(zo+) + f(20—))| < Lt.

Podle poznamky 3.10.6 odtud plyne, ze Fourierova rada funkce f konverguje v bodé xq k ¢islu

S (o) + f(z-))

O

Poznamka. (1) Predpoklady (I) a (II) ve vété 3.12 jsou vzdjemné nezavislé. Z (I) evidentné

neplyne (II) a na druhé strané z platnosti (II) neplyne (pravé kdyz funkce f neni spojité
v bodé z) platnost pfedpokladu (I). Pro funkci spojité diferencovatelnou v bodé zg jsou
ovSem oba predpoklady (I) a (II) ekvivalentni.

(2) Pozndmkami 3.10.3-3.10.6 a vétami 3.12 a 3.11 je v podstaté vyfesena otdzka bodové kon-
vergence Fourierovy fady funkce f.

(3) Ponékud omezujici (i kdyz pro rozvoj v trigonometrickou fadu zcela logickou) se jiz vzhledem
k definici 3.3 zd4a skutecnost, Zze vSechna tato tvrzeni byla vyslovena pro periodickou funkci.
Abychom vSechna tato tvrzeni mohli uzit i pro funkci definovanou na omezeném intervalu,
pomuzeme si tzv. periodickym prodlouzenim.
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Definice 3.13. Bud'te a,b € R a necht f je funkce definovana na intervalu [a,b). Potom perio-
dickym prodlouZenim funkce f na intervalu [a,b) rozumime funkci f* definovanou na mnoziné

f*(a:)—f(x—{x_aJ (b—a)) Vo € R.
b—a
Priklad. e Periodickym prodlouzenim funkce x — sin x na intervalu [0, 7) je |sin z|.

e Periodickym prodlouzenim funkce x — sin x na intervalu délky 2z je funkce sin z.

e Periodickym prodlouzenim funkece x — x na intervalu [0, 1) je funkee z — a2 — |z].

Poznamka. (1) Bud nyni f funkce definovana na intervalu [a,b), b — a = 27 a necht zobecnény

integral fab f(z)dz absolutné konverguje. Potom, uzijeme-li vétu 3.12 na periodické prod-
louzeni f* funkce f na intervalu [a,b), dostdvame:

Bud zg € (a,b) a necht je splnén alesponi jeden z piedpokladii (I) a (IT) véty 3.12. Potom
plati:

> 1
% + nz::l(an cosnzg + by, sinnxg) = i(f(a:o+) + f(zo—)),

kde
1 / 1 p
an:f/f(ac)cosmcdav7 bn:f/f(x)sinnxdx
7r ™

pro vSechna n € Ny a symboly f(xo+) resp. f(xo—) chidpeme ve smyslu uzitém v dukazu
véty 3.12.
(2) Budte a, b libovoln4 riizna redlna ¢isla, o vnitini bod intervalu o krajnich bodech a, b. Necht

dale zobecnény integral f: f(x) da absolutné konverguje. Potom, je-li splnén alespoti jeden
z predpokladu (I), (IT) véty 3.12, plati:

= 2 2
% +n§1 (ancos %mo + b, sin b7m

—a

0 ) = 5(FGe0t) + Faa)),

kde

b b
2 2mn 2 . 2™
ap, = b_a/f(:z:)cosb_amdx, bn:b_a/f(x)smb_axdx,

pro vSechna n € Ny.

(3) Nevyfesena v predchozich dvou pozndmkéch jesté zistdva otdzka konvergence Fourierovy
fady funkce f v krajnich bodech intervalu (a,d). Pfedpokldddme opét, Ze zobecnény integral
f; f(z) dx absolutné konverguje a necht je splnén jeden z nasledujicich pfedpokladii:
(I*) f(a) = f(b) a existuji jednostranné derivace f’ (a) a f’ (b).
(IT*) Funkce f je diferencovatelnd v jistém pravém okoli bodu a a levém okoli bodu b,
pritemz existuji vlastn{ limity limg o+ f/(2) a limg_p— f' ().
Aplikaci véty 3.12 na periodické prodlouzeni funkce f na intervalu [a,b) ziskdme:
Fourierova fada funkce f z pozndmky 3.13.1 resp. 3.13.2 konverguje v bodé a (a tim i v bodé
b) a jeji soucet je 1(f(a+)+ f(b—)).
(4) Z nasich tvah zatim vyplyvé, Ze Fourierova fada funkce f konverguje v bodech spojitosti,
ma-li v nich funkce f obé jednostranné konecné derivace. Na druhé strané jsme také ukazali,
Ze Fourierova Tada funkce f konverguje i v bodech nespojitosti prvnfho druhu funkce f (je-li
ovSem splnéna podminka (II)). Napadne nas mozné, Ze by jiz spojitost funkce f mohla byt
pro konvergenci Fourierovy rfady funkce f postacujici. Ze tomu tak neni, dokazal jiz du Bois-
Reymond. Relativné jednoduchy priklad spojité funkce, jejiz Fourierova fada v jednom bodé
diverguje, pochézejici od L. Fejéra, uvddi V. Jarnik ve své knize Integralni pocet IT (kap.
XII1, § 9). Dodnes vSak neni vyfeSena otdzka, jestli existuje spojitd funkce, jejiz Fourierova
rfada by divergovala v kazdém bodé.
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(5) Naopak — diferencovatelnost spojité funkce f neni nutna k tomu, aby jeji Fourierova rada
konvergovala. Napft. trigonometrickda fada Z q" cos(p"mz), kde g € (0,1) a p € N konverguje

stejnomérné na mnoziné R a tedy podle Vety 3.2 je Fourierovou radou sve spojité souctové
funkce f. K. Weierstrass dokdzal (a neni to trividlni), Ze pro pg > 1 + 271' nema funkce f
derivaci v zadném bodé mnoziny R.

Definice 3.14. f{ekneme, ze funkce je po €astech spojita na uzavieném a omezeném intervalu,
ma-li v tomto intervalu nejvyse koneé¢né mnoho bodu nespojitosti a ani v jednom z nich neméa
nespojitost druhého druhu.

Funkce je po ¢astech spojitd na neomezeném intervalu, je-li po ¢astech spojitd na kazdém jeho
omezeném a uzavieném podintervalu.

Véta 3.15 (,pro Zivot“). Necht funkce f je po ¢dstech spojitd a mé po ¢dstech spojitou derivaci
na intervalu [a, b]. Potom Fourierova fada funkce f na intervalu (a,b) konverguje na celé mnoziné R
a oznacime-li F' jeji souctovou funkci, plati:

(i) Funkce F je periodickd s periodou b — a.

(i) F(z)= 3(f(z+)+ f(z—)) pro viechna x € (a,b).

(i) F(a) = F(b) = 5(f(at) + f(b-)).

Diikaz. Plyne z predchozich poznamek, nebo primo z véty 3.12, jestlize ji aplikujeme na periodické
prodlouzeni funkce f. O

Poznamka. (1) Druhy bod (ii) véty 3.15 muZzeme vyslovit také v nasledujici podrobnéjsi forme:
(ii) Pro vSechna z € (a,b) plati:

f(z) je-li funkce f v bodé x spojita
F(z) = 7}1311 fy) ma-li funkce f v bodé x odstranitelnou nespojitost

L(f(z+) + f(z—)) ma-li funkee f v bodé z nespojitost I. druhu

(2) Necht integral [ f(x)dax absolutné konverguje a bud

(o)
50 + Z(an cos nx + by, sinnx)

n=1

Fourierova fada funkce f na intervalu (—m, 7). Potom plati: Je-li funkce f lichd, jsou
2 .
an, =0, b, = f/f(x) sinnx dz pro n € Ng;
je-li funkce f suda, jsou

2
b, =0, a, = —
T

/f ) cosnx dx pro n € Ny.
0

(3) Bud « € R a polozme f(z) = cos ax pro vsechna z € [—, 7. Je-li a € Z, je trividlné funkce
f souctovou funkei své Fourierovy fady na intervalu [—m, 7). Bud dédle o € R — Z; potom
podle predchozi poznamky plati:

s

2 1 [(sin(a+n)r  sin(a—n)w 12a(—=1)"
an = — [ cosaxcosnrdr = — + = —— 5 sinar
™ ™ a+n a—n Tt —n

a b, = 0 pro vSechna n € Ny. Z véty 3.15 potom plyne:

sinam n 2asinom
cosax = +Z(71) ———————cosnx
am (a2 —n?)




24 WIKI SKRIPTUM

pro vSechna x € [—m, 7r]. Analogicky obdrzime

o0

o si
sin ax = E (71)”msinnx
(a2 —n?)
n=1

pro vSechna x € (—m, ).
(4) Polozme ve vyjadieni pro cosaz v predchozi pozndmce z = 0 a am = z resp. ¢ = 7 a
am = z. Potom dostavame:

1
smzii—i_zzz2 77+Z <z+n7r+z—mr>

resp.
1 1 1
coth—ernleg Z+;(z+n7r+z—mr>

pro vSechna z € R — 7Z (tj. vSechna realné z, kterd nejsou celym ndsobkem 7). Nasli jsme
tak vlastné rozklad dvou neracionalnich funkci na parcialni zlomky. Polozime-li v rozkladech
z = =% — y, obdrzime také rozklad funkci ——— a tgz na parcidlni zlomky.

(5) Bud z € (0, 7). Potom podle predchézejici poznamky pro vsechna y € (0, z] je

 — 2y
cotgy — — = —_—.
y nz::l y? — (nm)?

Protoze fada na pravé strané rovnosti podle Weierstrassova kritéria konverguje stejnomérné
na [0, z], plati podle véty 2.12

[ty -5 [

tj. N
[l smy} = Z [In |y* — (mr)2|]0
¥y lo 23
’ sinz x?
h s (- 5r)

Ze spojitosti funkce In (muzeme tedy ,odlogaritmovat®) potom plyne

:fj[(l—(ér))

Posledni rovnost plati evidentné na intervalu [—m, 7] a uZijeme-li periodi¢nost obou stran,
dokédZzeme jeji platnost na celé mnoziné R. Specidlné pro z = § obdrzime vyjadfeni jednicky
jako nekone¢ny soucin (tzv. Wallisovu formuli)
2k +1)(2k — 1
1= I1 (2k + 1)( ).
2 (2k)?

Ze vztahu sin 2z = 2sin z cos z jesté plyne, ze

s 422
COS z = H (1 — WW)

n=1

pro vSechna z € R.

Véta 3.16 (Jordan). Bud f funkce definovand na intervalu [a, b] s nsledujicimi vlastnostmi:
(i) f(a) = f(b).
(ii) f je spojitd na intervalu [a, b].

(iii) Funkce f m4 po Cdstech spojitou derivaci na intervalu [a, b].

Potom Fourierova fada funkce f na intervalu [a, b] konverguje stejnomérné na mnoziné R.
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Diikaz. Vétu staci zfejmé dokéazat pro piipad b — a = 2.
Budte ¢; < ¢ < -+ < ¢,_1 viechny body nespojitosti derivace funkce f. Ozna¢ime-li ¢ = a,
¢, = b, plati pro vsechna n € N

b o
1 1 &
a 7T/f(a;)cosmv x w; / f(z) cosnx dz
a TTci-1
_ L . [f(z)sinnz]s  — /f’(x)sinnxdm =
nm Ci-1
- ci—1

nm

b
= i(f(b) sinnb — f(a)sinna) — % /f'(x) sinnx dr = —%b;”

kde jsme pismenem b, oznaéili piislusny Fouriertv koeficient funkce f’. Analogicky dokdzeme, ze
pro vSechna n € N plati

1
bn = ga{n
Pro vsechna n € N a pro vSechna = € R tedy plati:
, b 1 1 1
|ay, cosnz + b, sinnz| < |ay| + |by| = |CZL‘ + % < 3 <|a;|2 + — + |b;1|2 + n?> .

Posledni krok plati z tzv. Youngovy nerovnosti:
0< (a—0b)?=a*—2ab+b*> = 2ab < a® +*

Z Besselovy nerovnosti (véta 3.6) vyplyvd, Ze vyraz na pravé strané nerovnosti je n-ty Clen
konvergentni ¢iselné rady. Tvrzeni véty nyni plyne z Weierstrassova kritéria. t
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4. METRIKA

Touto kapitolou dle Vrany zac¢ind ,latka z druhého rocniku“. Na tivod si pfipomeneme zdkladni
definici z linearni algebry. Z té se samoziejmé nezkousi, ale je vhodné ji porovnat s nasledujicimi
definicemi.

Definice 4.1. Bud' V vektorovy prostor nad C, bud definovano zobrazeni (-,-) : V x V — C takové,
ze plati:
(I) pozitivni definitnost: VZ € V' (&, &) > 0, pii¢emz (Z,7) = 0 < Z =0,
(I1) hermitovskost: VZ, ¢ € V (Z,7) = (7, T),
(ITI) levéa linearita: VZ,§ € V,YA € C (AT + ¥, 2) = XN (&, 2) + (¥, 2),

pak zobrazeni (-, -) nazveme skaldrni souéin a dvojici (V, (-, -)) nazveme pre-Hilbertiv prostor.

Definice 4.2. Bud V vektorovy prostor nad T, bud’ definovano zobrazeni ||-|| : V — R{ takové, Ze
plati:
(I) pozitivn{ definitnost: VZ € V ||Z|| = 0 < Z = 0,
(IT) pozitivni homogenita: V& € V,YA € T' ||AZ]| = |A| |Z]],
(ITT) trojuhelnikovd nerovnost: VZ, 7 € V |2+ 4| < [|Z]| + |71,
pak zobrazeni ||-|| nazveme normou na prostoru V' a dvojici (V, ||-||) nazveme normovany linearni
prostor. Neni-li splnén axiom (I), zobrazeni nazyvime seminormou.

Pozndmka. Priklady norem:
(1) Norma indukovand skaldrnim soucinem: ||Z|| = /(Z, Z).

(2) Norma indukovang linedrnim funkciondlem ¢: ||Z]| = |o(Z)]
(3) Maximova norma: ||Z|| , = max{|x;|}
(4) Supremova norma: || f|| . = sup{|f(z)|}

dim V/ 1/p
(5) pnorma: |||, = ( Z |xi|p> Vp > 1 — pro p € (0,1) neni splnén axiom (III).
i=1

(6) Polozime-li v definici p-normy p = 1, ziskdme sou¢tovou normu. *

(7) Polozime-li v definici pnormy p = 2, ziskdme eukleidovskou normu (normu indukovanou
standardnim skaldrnim sou¢inem).

Pro pnormy déle plati
(1) limp oo [, = Ml
(ii) (vp < q@)(vzZ e V)(lZ]l, = [IZ],)
Pozndmka. Norma na prostoru funkci indukovana skalarnim sou¢inem z poznamky 3.3.7 nespliuje

axiom (I), je to tedy seminorma. Abychom ziskali normu, sta¢i pouze namisto Riemannova integrélu
minit integral Lebesgueiv. Korektni zavedeni této normy na prostoru funkci je naplni MAA4.

Definice 4.3. Bud X neprizdni mnozina, na niZ je definovéno zobrazeni p: X x X — ]R(T takové,
ze plati:
(I) totoZnost: go(z,y) =0z =y Vr,yec X,
(IT) symetrie: o(x,y) = o(y,x) Vz,y € X,
(III) trojahelnikovd nerovnost: o(z, 2) < o(x,y) + 0(y,2) Vz,y,z € X,
pak zobrazeni g nazveme metrikou na mnoziné X a dvojici (X, ¢) nazveme metricky prostor.
Prvky nosné mnoziny se nazyvaji body a o(x,y) nazyvime vzdalenost bodu z,y.

3y anglické literature se nazyva téz taricab norma, resp. manhattanskd norma. Jméno je odvozené z toho, jakou
vzdalenost musi ujet taxikar v manhattanské obdélnikové siti ulic.
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Pozndmka. (1) Na mnoziné X neni definovan soucet prvki, sta¢{ ndm definovat jejich vzdalenost
pomoci metriky.
(2) Na kazdé mnoziné lze zavést metriku — pfinejmensim tzv. diskrétn{ metrika, kterd poskytuje
pouze rozliSovaci schopnost:

d(x,w{f o

(3) Norma automaticky indukuje metriku o(x,y) = ||Z — ¢]|. Timto zptsobem ziskdme metriku
maximovou, eukleidovskou, sou¢tovou, atd.
(4) Metricky prostor uz nemusi mit strukturu vektorového prostoru. Pro zduraznéni linearity

.
uzivame pojmu linedrni prostor namisto vektorového a zapisujeme X misto X. Navic se

timto odlisi linedrni prostor od afinniho 10.1.
(5) Kazdy pre-Hilbertuv prostor je normovany a kazdy normovany prostor je metricky.

Definice 4.4. Bud (X, g) metricky prostor. Potom definujeme:

(i) VA C X : diam(A) = sup o(z,y) — pramér mnoZiny
T,Y€

(ii) VA, B C X : dist(4,B) = inf o(z,y) — vzdilenost mnozin
r€A,yeB

Rikdme, 7e mnozina A C X je omezend, pravé kdyz diam(A) < 4o0.
Pozndmka. Jelikoz sup ) = —oo, definuje se nékdy priamér prazdné mnoziny explicitné jako diam(()) =
0. Zobrazeni diam je tedy nezéporné na potenéni mnoziné P(X), tj. VA C X 0 < diam(A) < +oo.

S definici vzdalenosti mnozin podobny problém nemdme, nebot inf ) = +oo.

Definice 4.5. Bud' (X, g) metricky prostor, A C X. Vzdalenost bodu z € X od mnoZiny A definu-
jeme jako dist(z, A) = dist({z}, A).
Véta 4.6. Bud (X, o) metricky prostor. Pak plati:
(i) Vo,y € X,VAC X dist(z, A) < o(z,y) + dist(y, A)
(i) Vo,y € X,VAC X |dist(z, A) — dist(y, 4)| < o(z,y)
(iii) Ve € X,VA,B C X dist(z, AU B) = min{dist(z, A), dist(z, B)}
(iv) Vee X,VACX =z€ A= dist(z,A)=0

Diikaz. Plyne z vlastnosti infima a metriky o. O

Poznamka. Zobrazeni dist(-,-) obecné neni metrikou poten¢ni mnoziny P(X). Pokud totiz pro dvé
rtizné mnoziny A, B C X plati AN B # 0, pak dist(A, B) = 0, ale mnoziny A, B nejsou identické.
Obecné tedy metrika predstavuje vzdalenost, ale vzdalenost nemusi byt metrikou.

Definice 4.7. Bud (X, o) metricky prostor, z € X, r € RT. Potom
(I) otevienou kouli rozumime mnozinu B(z,r) = {y € X | o(y,z) < r},
(IT) uzavfenou kouli rozumime mnozinu S(z,r) = {y € X | o(y,x) < r}.
Pozndmka. (1) Prostor je omezeny, pravé kdyz se vejde do koule, tj. (3r,z)(X C B(z,)).
(2) Takto definovand koule nemusi byt kulatd, dokonce nemusi byt ani konvexni. V piipadé
metriky indukované normou konvexni bude.
(3) V diskrétni metrice: B(z,1) = {z}, ale S(x,1) = X = B(z,r > 1). V jazyce 5.7 lze Fici, ze
uzavér oteviené koule je podmnozina uzaviené koule, tj. B(x,r) C S(z,7). (Rovnost plati v
linedrnim prstoru.)

(4) Diskrétn{ prostor (R, d) je omezeny, ale prostor s absolutni hodnotou (R, |-|) nen{ omezeny.
Véta 4.8. Necht z,y € X, x # y. Pak existuje r > 0 tak, ze plati: B(x,r) N B(y,r) = 0.
Diikaz. Napriklad r = %g(x, Y). O
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Definice 4.9. f{ikéme, ze mnozina A C X je oteviend, pravé kdyz s libovolnym bodem obsahuje
i néjakou kouli se stfedem v tomto bodu, tj. (Vz € A)(IB(z,r) C A).

Pozndmka. Priklady otevienych mnozin:
(1) Kazdy prostor je oteviend mnozina, prazdnd mnozina je také oteviena.
(2) Oteviend koule je oteviend mnozina.

n
Véta 4.10. (i) Bud'te Ay, ..., A, oteviené mnoziny v X. Potom () A; je oteviend mnozina.
i=1
(ii) Jsou-li A, oteviené mnoziny (o € Z libovolnd indexovd mnozina), je |J A, je oteviend
a€l
mnozina.

Dikaz. (i) Pokud je prunik prazdny, je tvrzeni trividlni. Pro libovolny bod = neprazdného priniku

pak plati: (Vi € 7)(3r; > 0)(B(z,r;) C A4;). Vzhledem k tomu, Ze mnozin je kone¢ny pocet,
existuje 7 = min;cy 1, tedy plati

coz je tvrzeni véty.

(ii) Libovolny bod z ze sjednoceni lezi alespoii v jedné mnoziné A,, tudiz podle pfedpokladu
existuje koule
B(z,r) C Ay C U Ag.
a€l
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5. TOPOLOGIE

Definice 5.1 (Hausdorff, 1914). Bud X libovoln4 neprazdna mnozina, P(X) jeji potenéni mnozina
a7 C P(X) takova, ze plati:

D 0,Xer,
(IT) Pro kazdé A, € 7, a € T (Z kone¢nd) plati: [ Aq €7,
a€l
(IIT) Pro kazdé A, € 7, a € T (Z libovolnd) plati: |J A, € 7.
acl

Potom 7 nazyvame topologii na X a dvojici (X, 7) nazveme topologickym prostorem. Prvky
topologie nazveme otevienymi mnoZinami.

Poznamka. (1) Pojem topologie zobeciiuje vlastnosti metriky 4.10. Kazdd metrika indukuje
topologii, jejiz prvky ur¢ime podle 4.9. Topologie je vSak obecnéjsi pojem nezdvisly na
metrice. Prvky topologie (tj. oteviené mnoziny) pak mohou byt klidné i mnoziny, jez jsou v
néjaké metrice uzaviené.

(2) Na kazdé neprazdné mnoziné X lze zavézt trividlni topologii 7o = {0, X } a diskrétni topologii
74 = P(X). Diskrétni topologie je indukovand diskrétni metrikou.

Definice 5.2. f{ekneme, Ze mnozina A je uzaviena v X, pravé kdyz X \ A € 7 (jeji doplnék do
X je oteviend).

Pozndmka. Systém vsech uzavienych mnozin nazyvame kotopologie, znacime cr.

Definice 5.3. Bud z € (X, 7). Potom mnozinu H, nazveme okolim bodu z, pravé kdyz (3A €
T)(x € A C Hy).
Pozndmka. (1) V metrickém prostoru definujeme e-okoli HE, = H,.(x) = B(x,e) = B.(z).

(2) Okoli mnoziny Ha definujeme jako H = |J ¢ 4 Hz, neboli (3B € 7)(A C B C Hy).

Priklad. Necht je na uzavieném intervalu X = [0, 1] zavedena topologie 74, takova, Ze do ni patii
0, X a vSechny dopliiky kone¢nych podmnozin X. Potom pro vsechna x € X a libovolnou prostou
posloupnost (,,, # &, pro ny # ns) plati, ze x,, — x, protoze kazdé okoli U(x) obsahuje {z,} aZ na
kone¢ny pocet ¢lenti. VSechny body {x,} spliiuji definici limity, tj. neplati tvrzeni o jednozna¢nosti
limity.

Z toho duvodu zavedeme axiomy oddélitelnosti:

To: (Vo # y)[(3Ha)(y € Hay) v (3Hy)(z € Hy)]

Ti: (Vo #y)(3H,, Hy)(y € Hy Az ¢ Hy)

Ty: (Vz #y)(3H,,H,)(H, NH, = 0)

Ts: (VA€ cr)(Vo & A)(FHa, H,)(Ha NH, = 0)

Ty: (VA,B S C’T)(A NB= @)(HHA,HB)(HA NHg = @)
Definice 5.4. Topologicky prostor vyhovujici:

e axiomu 7y nazyvame Kolmogoroviv,
axiomu 75 nazyvame Hausdorfftv,

e axiomu 75 nazyvame regularni,

e axiomu 7y nazyvame normalni.

Poznamka. (1) Od této chvile budeme predpokladat prostor Ts.
(2) Na Hausdorffovu podest se okoli bodu = obvykle znaéi pravé H,.

(3) Metricky prostor spliiuje Ty, tj. je normalni.
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Véta 5.5. Necht (X, 1) je topologicky prostor, ¢ jeho kotopologie. Pak plati:
(i) 0,X €cr
n
(11) B; € ct = U B; € cr
i=1
(iii) By €ct, a €T = () By €cr
a€cl

Dikaz. (i) X\0=Xer, X~ X=0¢€er.

(ii) S vyuzitim de Morganovych zdkonu dostavame
X\UBi: ﬂ(X\Bi)eT
i=1

=1
(iii)
X~()Ba=X By er
acl acl

Pozndmka. De Morganovy zakony se dokazi aplikaci vztahu
X~N(ANB)=(X~NA)U(X\B)
XN(AUB)=(X~NA)N(X\B)

Pro vsechny A, B C X pak plati:

reXN(ANB)ezr¢ ANBeax¢ AVve ¢ B

sreXNAVereX\Bsre(XNA)UXNB)
Druhy vztah se dokaze podobné.

Definice 5.6. Mnozinu A C X, pro kterou plat{ A € 7 N ¢7, nazveme obojetnou.

Poznamka. V kazdém topologickém prostoru (X, 7) existuji alesponi dvé obojetné mnoziny, a to
prazdna mnoZina ) a prostor X samotny.

Definice 5.7. Bud A C X. Potom vnitfkem mnoziny A° je sjednoceni

A= | J B.

BCA
Ber

Body z € A° nazyvame vnitfnimi body mnoziny A. VnéjSkem mnoziny A nazyvame vnitiek
dopliku (tj. (X ~\ A)°), prvky vnéjsku nazyvame vnéjsimi body mnoziny A.

Pozndmka. (1) Trividlné plati: A° € 7, A° C A, x € A° & JH, C A.
(2) Vnitiek A je nejvétsi oteviend podmnozina A; A = A° < A je oteviend < A € 7.
(3) Alternativni definice okoli: H, nazveme okolim bodu z < x € HY.
(4) Vnitfek mnoziny A tvori vSechny body mnoziny A, jimz je A okolim.
(5) AcCB=A°CB° (Dikaz: x € A°= (U er,e €cUCA°),ACB=UecB=2ecUC
B°)
(6) (AU B)° D A°U B° (ne rovnost: ((0,1)U[1,2))° # (0,1)° U [1,2)°)
(7) (AN B)° = A°nN B° (Dtkaz:A N B je okolim < je okolim A i B).
Definice 5.8. Hranici mnoziny A nazyvame mnozinu A = X ~ (A° U (X ~ A)°), jeji prvky pak
hrani¢ni body.
Poznamka. (1) A € cr, tj. hranice je uzaviena. (Je doplitkem otevienych mnozin)

(2) (AUB) C AUB. (ne rovnost: ((0,1) U[1,2)) =0 # (0,1) U[1,2) = {1})
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(3) A=AN(X < A) (ekvivalentn{ definici)
(4) z€ A (VH)(H,NA#OAH, N (X~ A) #0). (Plyne z predchoziho bodu a definice

uzavéru 5.9)

Definice 5.9. Uzavérem A mnoziny A nazveme nejmensi uzavienou nadmnozinu, tj.

A= cC
CDA
Ceer

Poznamka. (1) A°CACA A°er, Accr.

(2) Uzavér a vnéjsek libovolné mnoziny jsou disjunktnim rozkladem mnoziny X:

XNA=Xx~ = |J xX~O=(Ex~\A4y
CDA X~NCCX~NA
Ceer X\Cer

tedy A= X (X VA, A=A°UA=AUA.
(3) Alternativni definice uzaviené mnoziny: A C A C A, tedy A = A.
(4) Alternativni definice oteviené mnoziny: A° = A.

N B C AN B (ne rovnost: ((0,1)U(1,2)) =0 # (0,1) U (1,2) = {1}),

o
N

(7) v € A& (VH,)(H, N A # (), to jest v metrickém prostoru (Ve > 0)(B(z,¢) N A # ).

(8) A=A, A= j\(Z)O C AN A° = A (protiptiklad rovnosti: {(z,y)|0 < 22 + y2 < r} obsahuje
pocatek, tj. vnitfek uzdvéru se nerovna vnitiku)

©) A=A~ (AP C A A=A~ (Ar = 4.

Definice 5.10. Bud (X, 7) topologicky prostor, A C X. Na A definujeme relativni (té7 induko-
vanou) topologii 74 = (BN A|B € 1) a (4, 74) nazveme topologickym podprostorem, znaéime
(A,74) CC (X, 7).

Definice 5.11. Bud (X, 7) topologicky prostor s topologickym podprostorem (Y, 7y) CC (X, 7).
Pak vnitfek mnoziny A C Y v prostoru Y znaéime A°Y a jej{ uzavér v prostoru Y znacime znaéime

ar.

Definice 5.12. Bud (X, p) metricky prostor, Y C X, oy = g|lyxy. Potom uspofddanou dvojici
(Y, oy’ ) nazveme metrickym podprostorem, Y CC X.

Priklad. Pokud uvazujeme prostor X = R se standardni metrikou indukovanou absolutni hodnotou
a metricky podprostor Y = [a,b] (,uzavieny“ interval), pak pro ¢ € (a,b) je mnozina A = (c, b
(,,polouzavieny® interval) oteviend v Y ((c,b] = [a,b] N (¢, d), kde d > b, tj. prunik podprostoru a
oteviené mnoziny z X).

Véta 5.13. Bud (X, ¢) metricky prostor, Y CC X a A C Y. Potom A =vnA

Diikaz. v
A ={yeY oy A)=0=YNn{zreX|oz,A)=0=YNA

A
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Véta 5.14. Bud (X, ¢) metricky prostor, Y CC X a A C Y. Potom plati:

A=A & (A=YNB,B=B")

Dikaz. a) (5): A=A = A=YNA=YNB.

b)

<) A=YNB,B=B=>ACB=ACB=B=A4 =YNACYnNB=A. acnd inkluze
(£ A=YNB,B=B=ACB=AcB=B=4 =YNACYnNB=A.Op Kl
(AcA") je trividlni.
O

Pozndmka. Bud (X, g) metricky prostor, Y CcC X.

1) Analogicky piedchozi vété plati: A = A°Y & (A=Y N B, B = B°X).
gicky p p :
(2) Bud ACY.Pakplati A=4" = A=A4" (dikaz: A=Y NA=YNA =4").
(3) Podobné jako v predchozim bodé: A = A°* = A = A°Y.
1) A=A AY =Y =2 A=4" (dikaz: A=4 = YNB ).
——

uzaviené v X

Definice 5.15. Izolovanym bodem mnoziny A nazyvame bod z € A, pro ktery existuje okoli

H,

takové, ze H, N A = {x}. Mnozinu vsSech izolovanych bodi mnoziny A nazyvame izolatorem,

znaCime A'. Mnozinu A = A' nazveme diskrétni.

Definice 5.16. Bod z € A nazyvame hromadnym bodem mnoziny A, pravé kdyz neni jejim
izolovanym bodem. Mnozinu vSech hromadnych bod nazyvdme derivaci mnoziny A, zna¢ime A’.
Mnozinu A = A’ nazveme perfektni.

Pozndmka. (1)  je hromadny bod mnoziny A < (VH,)(H,N(A~{z}) #0) & A=A\ {2} &

oz, AN {z}) =0

(2) Ai=4A
Diikaz. Vezmeme-li A! jako podprostor, budou vsechny mnoZiny {x} oteviené ((IH, =
H)({z} = H, N A)), jejich libovolné sjednoceni je tudiz oteviené a doplnék tohoto sjed-

noceni je uzavieny. Z toho plyne, ze libovolnd podmnozina A! je uzaviend. (Celd mnozina:
sjednoceni {z} a jeho dopliiku). O

(3) A=A~ AL

(4) A=AUA =AUA.
(5) A=A« A C A
(6) A

Drikaz.

D:zx e AN{z} & VH, : H, N (A~ {z}) # 0, tj. md jiny spolecny bod nez je z, a tudiz dle
definice x € A’,

C: zfejmé. O

(7) (A Cc AT = A

Priklad. Mnozina, kterd se derivovanim mensi, je naptr. A =

gt R

€ R? m,neN}:

Il

a nasledné (A") = 0
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6. SPOJITOST
Definice 6.1. Bud f: X — Y zobrazen{ mezi dvéma topologickymi prostory. f{ekneme, ze zobra-
zeni f je spojité v bodé z¢ € X, prave kdyz vzor kazdého okoli bodu f(zo) f~(Hy(s,)) je okoli
bodu x. f{ekneme, ze f je spojité, je-li spojité v kazdém bodé zg € X.

Poznamka. Vzor topologie Ty pri spojitém zobrazeni tvori topologii na prostoru X. Spojitost je
topologicka vlastnost (zavisld na topologiich prostori X a Y).

Véta 6.2. Bud f zobrazeni topologického prostoru X do Y. Potom nésledujici tii tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) f je spojité.
(ii) pro kazdou mnozinu B = B°Y je f~!(B) oteviend v X, tj, f~1(B) = f~(B)°
— — X
(iii) pro kazdou mnozinu B = B je f7Y(B) uzaviena v X, tj, f~1(B) = f~1(B)

X

Diikaz. a) (i) < (iii): Pro libovolnou mnozinu B C Y plati f~1(Y \ B) = X \ f~1(B). Ukazme
nyni implikaci (ii) = (iii), obrdcena implikace se dokazuje analogicky. Nechf B = B . Potom
Y~B=(\ B)OY. Podle ptredpokladu je vzor této mnoziny otevieny v X, tj.

_ oX _ _ _ oX
(FTHYNB)T =fH(YNB) =X\ f1(B) = (X~ f1(B))
Odtud dostévame f~1(B) = J-L(B) "

b) (i) = (ii): Bud B = B°Y, 2 € f~%(B). Pak f(x) € B a ze spojitosti f vyplyva f~'(B) = H,,
tedy f~1(B) je okolim vsech svych bodii, tedy je oteviena.

¢) (ii) = (i): Bud Hy(,,) okoli bodu f(zo). Pak existuje B = B° tak, ze plati f(xo) C B C Hy(y,),
tedy zo € f7H(B) C [ (Hy(z,)), tedy [ (Hy(yy)) je okolim .

U

Definice 6.3. Bud f zobrazeni topologického prostoru X do Y tak, Ze plati:
(1) f je bijeked,
(I1) f a f~! jsou spojité.
Potom f nazyvame homeomorfismem X na Y.
Pozndmka. PYedpoklad spojitosti f~1 nenf nadbyteény — identita (R,d) — (R, |-|) je spojité zob-
razeni, zatimco inverzni ne.
Véta 6.4. Bud f bijekce X na Y. Potom nésledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) f je homeomorfismus.
(i) Pro kazdé A C X plati: A = A°X & f(A) = (f(4))°".
(iii) Pro kazdé A C X plati: A=A~ & f(A) = F(4) .
(iv) Pro kazdé A C X plati: f(4°%) = (f(4))°".

(v) Pro kazdé A C X plati: f(A~) = F(A) .

Diikaz. Ziejmé :-) O
Definice 6.5. f{ekneme, ze dvé metriky p a 0 na mnoziné X jsou ekvivalentni, pravé kdyz indukuji
tutéz topologii. Jinymi slovy: identita (X, 0) — (X, o) je homeomorfismus.

Pozndmka. 7 = 7 pokud VA € 7 existuje A’ € 7/, ze A’ C A a zéroven pokud VB’ € 7' existuje
Ber,z2e BC B

Definice 6.6. f{ekneme, ze dvé normy jsou ekvivalentni, pravé kdyz indukuji ekvivalentni metriky.
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>
Vé&ta 6.7 (ekvivalence norem). Bud X linedrni prostor. Potom dvé normy ||-||;, ||-||, jsou ekviva-
lentni, pravé kdyz existuji konstanty k, K > 0 tak, ze plati:

klZl, < 2], < K1Z]),

Diikaz. a) (=): V linedrniém prostoru plati, ze uzavér B(z,r) oteviené koule B(x,r) je uzaviend
koule S(z, 7).

Oteviend koule B5(0,1) v prostoru s normou || ||, je oteviend mnozina. V prostoru s normou
| ||, proto existuje koule By(0,r) tak Ze plati: B1(0,r) C B2(0,1). Z vlastnosti uzavéru a vyse
uvedené poznamky pak plati, ze S;(0,7) C S2(0,1), tedy [|Z], < r = ||Z]], < 1.

Pro libovolny vektor ¢ pak plati:

—

Y
Lyl | S
19111 11,

z ¢ehoz vyplyva:
L
191,

kde % je konstanta K z tvrzeni véty. Druhd nerovnost se dokaze analogicky.

> ol <1217, < 1 171
hS = WYl = Yllo = — Yl »
2 I, 2o
N
b) (<): Bud A = A° otevfend mnozina z (X,| [|;), z € A. Pak existuje koule By(z,r1) C
—
A. Z predpokladu véty a z definice koule pak ale vyplyva, ze koule Bo(z,kr) z (X, | ||5) je
—
podmnozinou koule By, tudiz B, C A. Tedy v (X, ]| ||,) pro kazdy bod = € A existuje koule

—
By(z,r2) C A, tedy A je v (X,] ||5) oteviena.
Opacna inkluze (By(x,r1) C Ba(z, Kr3)) se dokdze analogicky.
O

Definice 6.8 (limita). Bud {z,};° posloupnost bodi z topologického prostoru X. Rikéme, ze
posloupnost konverguje k bodu z (znac¢ime x,, — ), pravé kdyz lezi v kazdém jeho okoli az na
kone¢né mnoho bodu. Bod z se nazyva limita.

Pozndmka. (1) Je-li f bijekce NN, pak x,, = = < 2(,,) — 2 (pferovnani clenti posloupnosti).
(2) Kazda posloupnost mé nejvyse jednu limitu. (dtsledek Hausdorffova axiomu: Kdyby byly 2
ruzné limity, pak by ve 2 disjunktnich okolich museli byt vSechny ¢leny posloupnosti od ng

dél, coz je spor s konvergenci.)

Definice 6.9. Rekneme, 7e topologicky prostor (X, 7) je metrizovatelny, pravé kdyz na X existuje
metrika o takova, ze indukuje 7.
Véta 6.10. Bud X metrizovatelny topologicky prostor, A C X. Potom plati:

(i) z € A<= (F{zn}]" C A)(z,, — x).

(i) z € A <= (3 {2,}7° C A)(@n = 2) A (F{yn}]” C X N A)(yp — ).

(iii) z € A’ <= (F{zn}° C A~ {z})(zy, — 2).

(iv) z € A° <= (V{xp}]")(@n = = {z,}]° C A aZ na koneény pocet vyjimek).

(v) z € Al <= (V{z,}" C A)(z,, = = x,, = x aZ na kone¢ny polet vyjimek).
Diikaz. Ziejmé :-) O
Pozndmka. V topologickém prostoru plati pouze implikace, pro prvni tfi <= a pro ostatni =, protoze
tam nemuzeme zajistit konvergenci téch posloupnosti.

Véta 6.11 (Heine). Bud X metrizovatelny topologicky prostor, f : X — Y zobrazeni, A C X.
Potom limy_,;, zea f(z) = a, pravé kdyz pro kazdou posloupnost {z,};° takovou, ze {z,}° C
A,z # x0, Ty — X0, plati f(z,) — a.
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Diikaz. (=): Volime pevné € > 0. K nému nalezneme 6 > 0 tak, ze

(Vo € A)(z # zo)((e(x, x0) <) = (o(f(x),a) <e)).
Déle Ing € N tak, ze pro (Vn € N)(n > ng) naleznu x,, tak, ze plati x,, € (B(xo,d) ~ {zo}) N A. Pro
(Vn € N)(n > ng) tudiz plati (f(x,) € B(a,¢)).
(«): (sporem) Predpoklddejme, ze e > 0 tak, zZe
(V6 > 0)(3z € A)(x # zo)((x € B(xo,0)) A (f(x) & Bla,e)))

Vezmeme si n € N a polozime § = % Podle predpokladu najdeme k tomuto & prvek z,, tak, zZe
Tn € (B(wo, )~ {zo}) N A a (f(zn) & Bla,€)). Pak posloupnost {z,}52, spliuje z,, — z¢ v 4, ale
neni pravda, ze f(z,) > avY. O
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7. KOMPAKTN{ PROSTORY

Definice 7.1. Bud X topologicky prostor, S C P(X) systém mnozin {V}yes. Rekneme, 7e S
pokryva X, pravé kdyz (Vo € X)(3V € S)(z € V).

Rekneme, ze systém S; je podpokrytim systému S, prave kdyz:

(I) & cs,

(IT) S; je pokrytim X.

Pozndamka. Je-li & C 7, nazyvame pokryti otevienym pokrytim. Nékdy zavadime i uzaviené
pokryti S C er C P(x). Oteviené pokryti se vyuzije pii integraci na varietdch (MAA4).

Definice 7.2. Topologicky prostor nazveme kompaktnim, pravé kdyz kazdé jeho oteviené pokryti
mé kone¢né podpokryti. Mnozinu A C X nazveme kompaktni, pravé kdyz A jako topologicky
podprostor X je kompaktni.

Pozndmka. (1) Konetné sjednoceni kompaktnich mnozin je kompaktni. (Pokryjeme je sjedno-
cenim jejich kone¢énych pokryti.)
(2) Kazda koneénd mnozina je kompaktni. (Pokryjeme ji konetnym pocétem okoli bodu této
mnoziny.)
(3) V metrickém prostoru je kazdd kompaktni mnoZina omezend. (S; = |J
cely prostor, tedy pro pokryti kompaktni mnoziny staci jedna koule.)

nen Bz, n) pokryva

(4) R neni kompakt (S = {(—n,n)|n € N} nemd koneéné podpokryti), ale R* uz kompakt je.
(Pokryji ho okolimi nekonecen a uzavienym intervalem z R, ktery je podle 7.4 kompaktni)

(5) Kompaktnost neni metricky pojem (tj. nezavisi na metrice).

Véta 7.3. Prostor X je kompaktni, pravé kdyz kazdy systém uzavienych mnozin s prazdnym
prunikem obsahuje kone¢ny podsystém s prazdnym prinikem.

Dikaz. Mnozina A, je uzaviena, pravé kdyz ji lze vyjadrit jako A, = X \ B,, kde B, je oteviena
mnozina. Déle plati, pomoci de Morganovych zakont:

= ()Aa= (X Ba)=X~|JBaeXcC B

o€l o€l a€l a€T
a existuje konec¢né podpokryti. O
Poznamka. (1) Bud A, = A, A, D A, 41 klesajici (ve smyslu inkluze) posloupnost uzavienych

mnozin v kompaktnim prostoru a necht plati

() An = 0.

n=1

Pak nutné existuje n € N takové, ze A, = (.
(2) (o existenci) Pro klesajici posloupnost uzavienych neprazdnych mnozin v kompaktnim pro-
storu musi platit:

() An # 0.
n=1

(3) (o0 jednoznacnosti) Bud (X, o) kompaktni metricky prostor, A, = A,, A, D A,.1, d(A,) —
0, A, # 0. Pak existuje pravé jedno x takové, ze plati

oo
x € ﬂ A,.
n=1
Véta 7.4. Kazdy omezeny uzavieny interval Z v R™ je kompaktni.

Pozndmka. Intervalem v R™ se mysli kartézsky soucin intervalt z R.
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@es)zc | Ynven
veS
tak, Ze neexistuje koneéné podpokryti S;. Nyni budu Z = [a, b] opakované puilit, tj. tvofit posloupnost
uzavienych intervall [a,, b,| - | tak, zZe
a—b
2
Vzdy bude existovat ¢ast, kterd zustava nepokryta konetnym podpokrytim. Z véty o ptleni intervalu
plyne, Ze existuje limitn{ bod, ktery si ozna¢ime z. x je hromadnym bodem posloupnosti (a,) a (by)
a zaroven

(b, — an <

FVeS)(zeV).

Protoze je toto V oteviené, musi pokryvat okoli x jimz, je jeden z intervalt [a,,b,], coz je spor
s nepokrytim koneénym podsystémem (interval [a,b] pokryjeme koneénym mnoZstvim intervala
[an, bn])- d

Véta 7.5. Bud A kompaktni podmnozina Hausdorffova topologického prostoru X. Potom A je
uzavriena.

Diikaz. Bud = € X \ A bod z doplitku mnozZiny A. Pak plati:
(Vy € A)(3H,,H,)(H, N H, = 0).
Dale plati:
A=|]J@AnH,)c JH,
yeEA yeA

tedy systém okoli H,, pokryva mnozinu A. Protoze A je kompaktni, existuje jeji kone¢né podpokryti,
tedy

A= O(AﬂHyi) C CJHy
=1 =1

Jelikoz pro okoli bodl y a pro odpovidajici okoli bodu « plati H,, N'H,, = 0, pro prunik vSech okoli
bodu x plati:

H,NA= (ﬁm) NA=10,

i=1
tedy existuje okolf bodu z disjunktni s mnozinou A, takze x € (X \ A)°. Bod z € X \ A jsme volili
libovolné, proto je doplnék mnoziny A otevieny, tudiz A je uzaviena. O

Véta 7.6. V kompaktnim prostoru jsou vSechny uzaviené mnoziny kompaktni.

Diikaz. Pro libovolnou uzavienou mnozinu M nalezneme jeji pokryti {G,} a doplnime ho otevienou
mnozinou G := X ~ M na pokryti celého prostoru X. Nalezneme kone¢né podpokryti X, oznac¢ime
ho {G; | i € n}. Toto pokryti musi obsahovat G, proto mu ddme prvn{ index (kdyby ho neobsahovalo,
tak ho tam pfiddm, stdle to bude konetné podpokryti). Potom {G; | i € {2,...,n}} je konetnym
pokrytim M. O

— —
Véta 7.7. Bud X linedrni prostor koneéné dimenze. Potom A C X je kompaktni, pravé kdyZz je
uzaviend a omezena.

Diikaz. a) Implikace = je trividlni. (Plyne z 3 a 7.5)
b) <: Bud A omezend a uzaviena.

— —
1) X =R", ||| = |I'| (maximové norma, VZ € X |[|z| = max;cs |4])-

A je omezend, tudiz A C B(0,R) C B(0, R). B(0, R) je interval, ktery je v R™ kompaktni. A

je uzaviend v kompaktnim prostoru, tedy A je kompaktni.
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N
X=V" = s
Kazdy vektor & € V" lze vyjadiit jako kombinaci bazickych vektort:

n
r= Z e

i=1

Bud f : Z — (z%,...,2"). Zobrazeni f je homeomorfismus V" — R", tudiz (V",| ||..)
—

a (R™,] ||.) jsou homeomorfni. (V pfipadé X = V™ nad komplexnimi ¢isly musime vzit
Vn — R tak, 7e bereme zvIast realnou a komplexni ¢ast z?)
—
X =V, || libovoln4.
Pro libovolny vektor & plati:

n ) n
121 <> J=' el < > leill 12l = K 17 »
i=1 i=1

cgi je jedna éés_‘g nerovnosti z véty 6.7. Kromé toho z tohoto vztahu vyplyva spojitost identity
Eo ) = G )
Libovolna koule B(0,R) C (X, ||||) je uzaviend, diky spojitosti je uzaviend i v (X, |-||..)-
A={Zf€X||Z]. =1} je waviend a omezens v (X, |-|.)-
Déle plati:

ﬂ (B(O,R)N A) =10,

R>0
nebot v primiku koulf lezi pouze 0, ten ale nelezi v A a plati tedy (30 > 0)(B(0,0) N A = 0).
Pak (VZ)(||Z]| < 0 = |17 # 1)
Dokézeme, ze v takovém piipadé ||Z]| . < 1. Necht plati, ze ||zo| < o A ||lz0] o, > 1. Pak

Z0 1 . S
o0 o0
ale =
o 1 N
TS == |1T =1
T e

coz je spor. Tedy (VZ)(||Z] < o= |7 < 1).
Pro vsechny & # 0 pak plati:

z
el <
BN

1
=10l = 9
12

tedy

z ¢ehoz vyplyva
[

Tl

L.
< |zl
0

Pro # = 0 ve vztahu nastava rovnost. Dokézali jsme tedy druhou &st nerovnosti.
O

Definice 7.8. Bud {xn}(fo C X. Pak a je hromadnou hodnotou posloupnosti, pravé kdyz

v libovolném okoli H, bodu a lezi nekoneé¢né mnoho ¢lentt posloupnosti.

Pozndmka. (1) (alternativni definice pro metricky prostor) Necht (X, o) je metricky prostor.

Pak a je hromadnou hodnotou posloupnosti (z,) < existuje vybrand posloupnost (xy, )
tak, Ze (zx,) — a. (Tuto posloupnost sestavujeme tak, Ze bereme xp, € B(a, 1), takie
potiebujeme metriku a nelze to udélat v topologii)

(2) Jestlize x, — a, pak a je hromadnou hodnotou {z,}7".

Véta 7.9. V kompaktnim prostoru mé kazdéd posloupnost alespon jednu hromadnou hodnotu.
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Diikaz. Necht A, = {zy}x>n. Pak A, # 0, A, D A, 11, takZe plati:
a€ ﬂ A, #0,
n=1

kde a € ﬂzo:V‘Tn. Dokazeme nyni, Ze a je hromadnym bodem, tj. Ze v kazdém jeho okoli lezi ne-
koneéné mnoho ¢lentt posloupnosti. (Sporem): predpokladejme opak, tedy JH, tak, ze {z,}7° (N H,
je kone¢nd. Potom 3m, tak, Ze pro Vn > m je A, (\H, =0 Aa € A, coZ je spor (viz definice bodu
v uzavéru). O

Véta 7.10. V kompaktnim Hausdorffové prostoru posloupnost konverguje, pravé kdyz ma prave
jednu hromadnou hodnotu.

Diikaz. Implikace konverguje = 3 je zfejmd. Opac¢nou implikaci dokédZeme sporem. Necht posloup-
nost nekonverguje, tj. existuje otevirené okoli hromadné hodnoty H, takové, ze v X \ H, lezi jesté
nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti. Plati, ze X ~H, = X \ H,, tedy X \ H, je kompaktni. Podle
7.9 tam ale posloupnost musi mit dalsi hromadnou hodnotu, coz je spor. O

Lemma 7.11 (Lebesgue). Bud (X, o) metricky prostor, kde kazd4 posloupnost mé alespoti jednu
hromadnou hodnotu, § = {V }ycs oteviené pokryti tohoto prostoru. Potom existuje ¢ tak, ze kazdd
koule o poloméru ¢ lezi alespon v jedné z pokryvajicich mnozin.

Diikaz. Pro spor predpokladejme existenci takového otevieného pokryti S, ze pro kazdé e existuje
koule o poloméru ¢ takova, jenz neni podmnozinou zadné z pokryvajicich mnozin z S.
Vezméme tedy takové pokryti S = {V}yes a uvazujme posloupnost {,};° = 1/n. Pro ni existuje
posloupnost kouli {B,,(zn,e,)}]", které nejsou podmnozinou zadné z pokryvajicich mnozin V € S.
Dle pfedpokladu véty existuje pro posloupnost stiedit {z,};° vybrand posloupnost zy, — a.
Naleznéme V € S tak, aby a € V°; potom ur¢ité 3B(a,r) C V.
Z definice limity najdéme n; tak, aby (Yn > ny)(o(z,,a) < §), a ng tak, aby (Vn > nz)(é < 3).
Po volbé ng = max{ni,na} plati (Vn > ng)({Bx,};" C V), coz je spor s volbou posloupnosti
(B .

Definice 7.12. e-siti v metrickém prostoru (X, ¢) rozumime mnozinu kouli o poloméru € pokryvajici
X.

Pozndmka. Definice e-sité neni jednotna. Nékdy se vyse uvedeny pojem nazyva e-pokrytim a v
definici e-sité se navic pozaduje minimalni vzdédlenost stfedu kouli o €.

Lemma 7.13 (Borel). Bud (X, g) metricky prostor, v némz kazd4 posloupnost mé alespon jednu
hromadnou hodnotu. Potom pro kazdé € existuje kone&na e-sit (se stfedy koulf vzdélenymi od sebe
minimélné o ¢).

Pozndmka. Podle Vrény neni nutné, aby byly stfedy kouli vzdalené alespon o €. (Pouze to vyplyne
z dikazu.)

Diikaz. Vezméme libovolné ¢ a dokaZme, Ze pro ndj existuje konetna e-sit. Vezméme bod z1, vy-
tvorme kouli Bj(z1,¢). Lezi v kouli cely prostor? Pokud ano mdme kone¢nou e-sit, pokud ne,
vezméme bod x2 z X \ B; a vyrobme dals{ kouli se stfedem v tomto bodé By(xs, €). Lezi v téchto dvou
koulich cely prostor? Pokud ano, méme koneénou e-sif, pokud ne, pokracujeme déle s vytvaienim
kouli se stfedy v doplncich. Prostor musi byt pokryt konetnym poctem kouli, protoze pokud by
nebyl, dostdvdme posloupnost stfedt kouli {z,,}]°, které jsou vzdaleny alespori o € a nemd nemd
tudiz hromadnou hodnotu, coz je spor s predpokladem. O

Véta 7.14 (Weierstrass). Bud (X, ) metricky prostor. Potom X je kompaktni, pravé kdyz kazda
posloupnost ma konvergentni podposloupnost.

Dikaz. a) Implikace = je dokézand (7.9).
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b) («): Bud A, libovolné pokryti prostoru X. Potom podle 7.11 existuje € tak, %e kazd4 koule
o poloméru € lezi v nékteré z pokryvajicich mnozin. Podle 7.13 staci k pokryti X koneény pocet
téchto kouli. Hledanym koneénym podpokrytim je mnozina nadmnozin kouli B(z;,¢).

O

7.1. Kompaktnost a spojitost.

Véta 7.15. Bud'te (X, 7x), (Y, 7y) topologické prostory, f : X — Y spojité zobrazeni. Potom je-li
X kompaktni, je i f(X) kompaktni.

Diikaz. Bud S oteviené pokryti f(X). Potom vzor S je oteviené pokryti X, nebot otevienost se
prenasi z Y do X. X je kompaktni, takze f~1(S) méa koneéné podpokryti. Koneénym podpokrytim
f(X) je pak konetnd mnozina obrazti mnozin pokryvajicich X. O
Véta 7.16. Bud f : A — R zobrazeni spojité na kompaktni mnoZiné A. Potom f nabyvi na A
svého infima a suprema.

Dikaz. f(A) je kompaktni, tudiz uzaviend, takZe infimum a supremum v ni lezi. (Uzaviend mnoZina
obsahuje vSechny svoje hromadné body a supremum i infimum jimi jsou) O

Pozndmka. Ale nikoliv vSeho mezi nimi. K tomu je potreba predpoklad souvislosti, ktery bude
probran v nésledujici kapitole.

Definice 7.17. Budte (X, 0), (Y,0) metrické prostory. Rekneme, 7e zobrazeni f : X — Y je
stejnomérné spojité, prave kdyz

(Ve > 0)(30 > 0)(Va,y € X)(o(z,y) <d = o(f(x), f(y)) <e).
Pozndmka. Uvédomme si, Ze na metrickych prostorech je definice 6.1 ekvivalentni s nasi ,starou“
definici spojitosti: zobrazeni f : (X, 0) — (Y, 0) je spojité, pravé kdyz
(Vz € X)(Ve > 0)(30 > 0)(Vy € X)(o(z,y) <6 = o(f(x), f(y)) < e).
Véta 7.18 (Cantor). Zobrazeni f spojité na kompaktni mnoziné X je spojité stejnomérné.
Diikaz. Diikaz provedeme sporem. Necht plati
(F2 > 0)(V0 > 0)(3z,y € X)(o(z,y) <dAa(f(x), f(y)) = e).

Bud {z,};",{yn}; posloupnosti takové, ze plati

1
o) < o o(f(wn), Fla) 2 e
Protoze mnozina je kompaktni, existuje vybrand konvergentni podposloupnost z;, — . Dale plati

o(Yr,.»v) < o(Tk,, Yr,) + (2, T),
tedy i yg, konverguje k x.
Ze spojitosti f vyplyva existence & > 0 takového, Ze pro vSechna z’ takovd, ze o(z',z) < ¢ je
o(f(x"), f(z)) < §. Protoze xy, a y, konverguji, existuje m takové, ze o(z,,,z) < 6 a 9(yx,,,x) < 9,
takze

)

o(f(er,), f(@) < 5 2 o(F (o). f(@)) <

[N NO

z ¢ehoz vyplyva

o(f(@h)s f(Yr,)) < o(f(2n,, ), f(@)) + 0 (f(Yr,, ), f(2)) <&,

cOZ je spor. O
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8. SOUVISLE PROSTORY

Definice 8.1. Topologicky prostor (X,7) nazveme souvisly, pravé kdyz jeho jediné obojetné
podmnoziny jsou X a (.

Priklad. Priklad topologického prostoru, ktery neni souvisly je mnozina X s vice nez dvéma prvky
a s diskrétni topologii. Protoze je kazdd podmnozina X obojetna.

Pozndamka. (1) Prostor X je souvisly, pravé kdyz ho nelze zapsat jako sjednoceni dvou otevienych
neprazdnych disjunktnich podmnozin.

Diikaz. Pokud by X byl souvisly a pfitom ho §lo zapsat jako X = By U Bs, 0 # B, = B?,
Bi N By = (), pak by X \ B; = B, byla uzaviend a tedy i dalsf obojetn4d mnoZina, coZ je ve
sporu se souvislosti X. O

(2) V predchozi ekvivalentni definici by B, mohly byt uzaviené. Dikaz by byl témér stejny.

Definice 8.2. Bud (X, 7) topologicky prostor. MnoZinu A C X nazveme souvislou, pokud je sou-
visla jako topologicky podprostor.
Véta 8.3. Bud A, systém souvislych mnozin takovy, Ze kazdé dvé maji neprazdny primnik. Potom
sjednoceni A = |J A, je souvisld mnozina.
Diikaz. (sporem)Bud A = By U By, B, = BfA, By N By =0. Potom A, = (B1NA,)U(BaNA,) a
protoze B, jsou v A oteviené, plati, ze (B, N A,) = (B, N Aa)OA“.

Protoze A, jsou souvislé, A, musi byt bud podmnoZinou B; nebo By. Vsechny A, pak musi

lezet bud v B; nebo By, nebot kazdé dvé maji neprazdny primik. Pak ale By nebo Bs je prazdn,
COZ je Spor. O

Véta 8.4. Necht A C X, A C B C A. Pak je-li A souvisla, jsoui A a B souvislé.

Diikaz. a) (sporem)Bud x € A') B= AU{xz}. Necht B = ByUB,, B, = B°” BN B, = (). Potom
A= (AN By)U (AN By). Plati, ze (B, N A) = (B, N A)°*, proto bud A C B; nebo A C B, =
bud 4° EB nebo A° ¢ EB, = bud B C EB nebo B C EB, CoZ je spor.

b) B =J,cp(AU{z}), tedy B vzniklo sjednocenim souvislych mnozin s neprazdnym prinikem.

O

Véta 8.5. Jedinymi souvislymi mnozinami v R jsou intervaly.

Diikaz. a) A neni interval = A neni souvislé:
Necht tedy A neni interval, tj. plati, Ze

(3x1,29 € A)(Fe e R)(x1 <c<za Ac g A).
Bud'te By = AN (—00,¢), By = AN (¢,400), tedy B, = B°*. A = B; U B, a pfitom B; a By

jsou oteviené, neprazdné a disjunktni, tudiz A neni souvisld mnozina.
b) A je interval = A je souvisla:
Necht A = /a, 3/ je libovolny interval, B = B! = B°4 B # () neprazdné obojetna
podmnozina A. Dokézeme, ze B = A. Bud ¢ € B, b =sup{z € R|[¢c,z] C B}.
Predpokladejme, ze b < . Z 2. vlastnosti supréma vyplyva, ze
(Ve > 0)(3x € (b—¢,b])([c, z] C B),

tedy v libovolném okoli bodu b lezi bod z B, z ¢ehoz vyplyva, ze b € B' =B
Protoze b € B, z otevienosti B vyplyva existence takového e, zZe plati [b—e,b+¢] C B.
Soucasné ale [c,b] C B, takze [c,b+ €] C B, coz je spor s 1. vlastnosti supréma, tedy b = 3.
Analogicky se dokaze tvrzeni pro dolni hranici intervalu a z obou pak vyplyva, Ze nutné A = B.
O

Véta 8.6. Spojity obraz souvislé mnoziny je souvisly.
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Diikaz. (sporem)Bud f(X) = By U By, B, = B By N By = . Pak X = f~Y(B;) U f~1(By).
Mnoziny f~(B;) a f~1(Bz) jsou oteviené (to vyplyva ze spojitosti f) a disjunktni (to vyplyva
z jednoznacnosti obrazu), tedy vzor neni souvisly, coZ je spor. U

Véta 8.7. Spojita realnd funkce nabyva na souvislé kompaktni mnoziné infima, suprema a vseho
mezi tim.

Diikaz. Ze spojitosti plyne, ze obraz je interval (obsahuje tedy i hodnoty mezi libovolnymi dvéma),
a z kompaktnosti to, ze je uzavieny (obsahuje tudiZ supremum a infimum, protoze to jsou z jejich
2. axiomu hromadné body). O

Definice 8.8. Definujme na X x X relaci svazanosti: x svy, pravé kdyz existuje souvisld mnozina
A C X takova, ze x € A ay € A. VSechny tiidy podle ekvivalence z svy nazveme komponentami
souvislosti.

Pozndmka. (1) Komponenta souvislosti bodu z je nejvétsi souvisld nadmnozina bodu z.
(2) Komponenta souvislosti bodu z je uzaviend mnozina v X. (Podle véty 8.4)

Definice 8.9. Rekneme, Ze prostor X je lokalné souvisly, pravé kdyz kazdé okoli ma souvislé
podokoli.

Pozndmka. Oteviené mnoziny v linearnim prostoru jsou lokalné souvislé.

Diikaz. Kazda oteviend koule je v linedrnim prostoru konvexni, tj. kazdé 2 body z ni lze spojit
useckou, je tedy lokalné linedrné souvisld. Z toho plyne lokalni souvislost (viz 8) O

Definice 8.10. Drdhou v topologickém prostoru rozumime kazdé spojité zobrazeni kom-
paktniho intervalu z R do (X, 7).

Mnozinu (¢) = {p(x) | = € [a, f]} nazgvame stopa drihy, resp. geometricky obraz drahy.

Jestlize (o) N A # 0, fikdme, Ze dréha protina A. Jestlize drdha protind jednobodovou mnozinu
{z}, fikdme, Ze drdha prochazi bodem .

Orientovany soucéet dvou drah: Jestlize koncovy bod jedné drahy splyva s pocatecnim bodem
drubé dréhy (i21(81) = pa(a2)), pak

: o ) elt) pro t € [ay, 1]
(1 + p2)(t) = (t) = {@2(t+ a2 — 1) prote (B ph+ B —

Pozndmka. (1) Stopa drahy je vzdy souvislé.
(2) Dréha se téz nazyva kiivka. Tyto pojmy tedy splyvaji.
(3) V cizi literatufe se pouzivad misto pojmu stopa drdhy spise geometricky obraz krivky.

Definice 8.11. Opacné orientovanou drahou k dréze ¢ je draha ~ o(t) = p(—t), kde t € [-8, —q].
Pozndamka. o1 =~ oo = o1 + (= o) za predpokladu, Ze drahy maji stejny koncovy bod.

Véta 8.12. Bud A C X a ¢ drdha spojujici néjaky vnitini a vnéjsi bod mnoziny A, tj. (p)yNA° £
DA (p) N (X N A)° # 0. Potom (p) NA # 0.

Driikaz. (sporem) Bud B souvislda mnozina (BN A° # 0 A BN (X \ A)° # 0) a predpoklddejme,
7e BNA=0. Pak ale B= (BN A°)U (BN (X~ A)°), tedy B lze vyjadfit jako sjednoceni dvou
disjunktnich otevienych mnozin, coz je spor s tim, ze B je souvisld. Tvrzeni véty pak dostavame,
pokud polozime B = (), nebot stopa drdhy je souvisla mnozina (spojity obraz intervalu v R, tj.
souvislé mnoziny, je souvisly). O

Definice 8.13. Mnozina X je linedrné souvisld, pravé kdyz libovolné dva body z X lze spojit
drédhou.

Pozndmka. (1) Linedrné souvisly prostor je souvisly, opaénd implikace neplati.
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Diikaz. Libovolny bod x € X lze spojit s ostatnimi body X dridhou. Tyto drahy maji
neprazdny prunik a jejich sjednocenim je prostor X. Tedy X lze vyjadrit jako sjednoceni
souvislych mnozin s neprazdnym prunikem, takze X je souvisly. U

(2) Naopak to neplati — napf. mnoZina

{0} x [=1,1]U { <x,sin i) rER~ {0}}

je souvisla, ale nenf souvislé linedrné. Mnoziny {(z,sin1)| z € R™} a {(z,sin 1)| € R*}
jsou souvislé (jsou to spojité obrazy intervalu), souvislé jsou tedy i jejich uzavéry {0} x
[-1,1]U {...}. Sjednoceni uzavéri je souvislé, ale body (z,sin ) a (y, sin i) proz € R™ a

T

y € RT nelze spojit drahou.

Definice 8.14. Prostor X je lokalné linearné souvisly, pravé kdyz kazdé okoli na X ma linedrné
souvislé podokoli.

Véta 8.15. Bud' X lok4lné linedrné souvisly prostor. Potom
(I) Je-li X souvisly, pak je souvisly linedrné.
(IT) Neni-li X souvisly, pak vsechny komponenty X jsou obojetné a linedrné souvislé.

Diikaz. (1) Zvolme bod x € X pevné, nechf A, = {y | xpy} mnoZina viech bodu y, které lze

spojit drahou s z. Mnozina A, je neprdzdnéd (obsahuje pfinejmensim bod x). DokdZeme, Ze

A, je obojetna:

a) Dukaz, ze A, je oteviena:
Bud y € A,. Pak existuje linedrné souvislé okoli H,. Pro libovolné = € H, plati, ze
2y Ay, tedy x(p + 1)z, tedy 2z 1ze spojit drahou s = a z € A,. Kazdy bod y € A, lez
v A, is okolim, tedy A, je oteviena.

b) Dikaz, Zze A, je uzaviena:
Bud y € A,. Bod y m4 linedrné souvislé okoli H,. Pfedpokléddejme, ze H, N A, # (). Pak
ale pro z € Hy, N A, existuji ¢ a 9 takové, ze xpz A 21y, tedy y € Ay, coz je spor. Tedy
H,NA, =0a A, je uzaviena.

Prostor X je souvisly, tedy jedinymi jeho obojetnymi podmnoZinami jsou X a (). Protoze A,

je obojetnd a neprazdnd, je A, = X, takze X je linedrné souvisly.

(IT) a) Kazda komponenta je souvisld, podle pfedchozich ivah je souvisld linedrné.

b) Pro kazdy bod = € A plati, Ze A je nejvétsi souvisld mnozina obsahujici bod z, tedy A je
uzavrena.

¢) Kazdy bod = € A m4 linedrné souvislé okoli, které je podmnozinou A, takze A je oteviena.

O

Definice 8.16. V topologickém prostoru se oblasti rozumi oteviena a souvisld mnozina.

Pozndmka. V linearnim prostoru je kazda oblast lokalné linearné souvisld a kazdé dva body v ni lze
spojit lomenou ¢arou tvorenou konec¢né mnoha tiseky, tedy drdaha spojitd po ¢astech.

Definice 8.17. Omezend oblast G C R? se nazyva jednoduse souvisla, praveé kdyz G i R? \ G
jsou souvislé mnoziny.

Pozndmka. Jednoduse souvisld oblast je tedy mnozina ,bez dére.
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9. UPLNE PROSTORY

Definice 9.1. Bud' (X, ) metricky prostor. Posloupnost {z,};° C X se nazyvd cauchyovska,
pravé kdyz splnuje Bolzanovo-Cauchyovo kritérium konvergence, tj.

(Ve > 0)(3no € N)(Vn > ng)(Vp € N)(o(zp4p, Tn) < €)

Pozndmka. (1) Kazdd cauchyovskd posloupnost ma nejvyse jednu hromadnou hodnotu a je
omezend. Nemusi mit limitu ani hromadnou hodnotu — napf. snadno nalezneme raciondlni
posloupnost {r,};" € Q a iraciondlni ¢islo s € R \ Q takové, ze r,, — s.

(2) Pokud je posloupnost {z,};° cauchyovskd a existuje vybrand posloupnost {zy, }7° konver-
gujici k z, tj. m4 hromadnou hodnotu, pak i {z,}]" konverguje k z. (Z cauhyovskosti musi
byt vsechny Cleny od ng dal vzdaleny od sebe navzajem maximalné o epsilon, nemohou tedy
byt daleko od hromadné hodnoty).

(3) Pokud {x,}{" konverguje, je cauchyovské. (Staci vzit o(x,, L) < 5, kde L je limita.)

Definice 9.2. Metricky prostor se nazyva tplny, pravé kdyz kazda cauchyovska posloupnost
konverguje.

Pozndmka. (1) Uplny prostor je uzavieny vzhledem k operaci x,, —. Jingmi slovy, provadénim
limity nevypadneme z prostoru.

(2) Q neni uplny, R je Gplny. Tato poznadmka nicméné plati pouze pro prostory s euklidov-
skou ¢i jakoukoliv ekvivalentni metrikou. Q s diskrétni metrikou jiz uplnym prostorem je,
nebot v diskrétni metrice je posloupnost cauchyovské pravé tehdy, je-li konstantni. Takové
posloupnost pak bude mit jisté vSechny prvky z prostoru a jeji limita v ném bude lezet také.

(3) Uplnost je tedy vyhradné metricky pojem.

(4) Z Weierstrassovy véty bezprostiedné vyplyva, ze kazdy kompaktni metricky prostor je
uplny.

(5) Prostor, jehoZ uzaviené koule jsou kompaktni, je iplny. (VSechny ¢leny x,,,n > ng jsou diky
cauchyovskosti v B(zp,,&) C S(Zn,,€) a kompaktnost S(x,,,e) zajist{ konvergenci)

Definice 9.3. Podmnozinu A metrického prostoru (X, ) nazveme tplnou, pokud je tplnéd jako
metricky podprostor.

Véta 9.4. Je-li A uzaviend podmnozina tplného prostoru X, pak A je tpln4.

Diikaz. A je uzaviend podmnozina tplného prostoru. Vezméme si cauchyovskou posloupnost bodi z
A. Protoze X je Gplny, mé v ném limitu. Body x,, jsou ale vSechny v A, a tedy limita lezi v uzavéru
A. A je vSak uzavrend, a proto v ni kazda cauchyovska posloupnost konverguje. O

Véta 9.5. Je-li A iplnd podmnozina X, pak A je uzaviena.

Dikaz. (sporem) Chceme dokédzat, ze X \ A je oteviend. Vezméme bod z € X \ A a predpokladejme,
Ze neexistuje jeho okoli, které v ném lezi, tj. prunik okoli s A je pro kazdé okoli neprézdny. Vytvorime
tedy posloupnost neprazdnych kouli se stfedem x a polomérem 1/n. V kazdé je bod z A, méme tedy
posloupnost bodit {z,,}]° C A, kterd m4 limitu  mimo A. To je spor s tim, Ze A je iplna. O

Definice 9.6. Zobrazeni f : (X, 9) — (X, 0) se nazyvd kontrahujici, pravé kdyz
(Fk € (0,1))(Vo,y € X)(o(f(2), f(y) < kolz,y)).

Pozndmka. Kontrahujici zobrazeni je stejnomérné spojité.

Definice 9.7. Mnozinu M C X nazyvdme hustou v N C X, pravé kdyz N C M. Déle mnozina M
se nazyva vSude hustou pokud M = X. Prostor, ktery ma vsude hustou spocetnou podmnozinu
nazyvame separabilni. Mnozinu B nazyvame vSude Fidkou, pravé kdyz X ~ B je vsude husta.

Priklad. Je-li napifklad X =R, M =Q a N = (0,1), potom M je hustd v N, ale také M je vSude
husta a spocetna a R je tedy separabilni.



TURISTICKY PRUVODCE MATEMATICKOU ANALYZOU 3 45

Véta 9.8 (Banachova, o pevném bodé). Kazdé kontrahujici zobrazeni f na Uplném prostoru mé
pravé jeden pevny bod, tj. existuje pravé jedno takové z, ze plati f(z) = x. Navic kazda posloupnost
{z,}7° C X iteraci zobrazeni f konverguje k tomuto pevnému bodu.
Diikaz. Necht zq € X, 21 = f(20),...,Tns1 = f(x,). Pak z pfedpokladu kontrahujiciho zobrazeni
dostavame, ze

Q(xm—i-lvxm) = Q(f(xm)v f(xm—l)) < k@(xwu xm—l) < kmg(xla l‘o) = /{img(f(.’lfo),l‘o)
coz muzeme pouzit v cauchyovské podmince

p n

p
0 @ntpsn) Y 0(Tnpi1,Tnys) < Y KT o1, m0) < T
i=1 i=1

o(z1,20) <€

Tedy posloupnost postupnych aproximaci je cauchyovskd. Diky tplnému prostoru proto plati, ze
existuje x € X takové, ze z,, — .

Diikaz existence pevného bodu: Plati, ze x,,+1 = f(x,). Pfechodem k n — o0 a s vyuzitim spojitosti
f dostévame z = f(z).

Diikaz jednoznacnosti: o(f(x), f(z')) < ko(z,a’), tedy o(x,2’) < ko(x,z') < o(x,2’), coz je
Spor. [l

Poznamka. Uvedend metoda se pouziva pri feseni tloh v numerické matematice. V praxi ¢asto nelze
zajistit, aby zobrazeni f bylo kontrahujici, presto ale posloupnost postupnych aproximaci konverguje.
Muze totiz platit, Zze az teprve zobrazeni f; = f o---o f kontrahuje.

—_——

i-krat

Necht dale x je pevny bod fi(z):
filf(2)) = figr(z) = f(fi(2)) = f(=),
tedy f(z) je pevnym bodem f;, z jednoznaénosti pevného bodu pak vyplyva, ze f(x) = z, tedy x je
pevnym bodem f.
Sestrojme pak ¢ posloupnosti:

1 2 3 1
o r1 = f(x0) vy = fo(xo) -+ xi-1 = fi1(wo)

z; = fi(xo) @it1 = fir1(x0) @ig2 = fir2(zo) - X2i—1 = f2i—1(20)

Vsechny posloupnosti jsou posloupnostmi aproximaci i-té iterace pro rizné pocatecni body. VSechny
konverguji k x a podle véty o pokryti celd posloupnost postupnych aproximaci pro zobrazeni f
konverguje k x.

Pozndmka. Dtikaz predchozi véty je na zkousce bezvghradné vyzadovén (i na E).

Definice 9.9. Linearni prostory klasifikujeme nasledovné:
e Normovany linedrni prostor, ktery je tplny vzhledem k metrice indukované normou, se
nazyva Banachtv.
e Pre-Hilbertiiv prostor, ktery je uplny vzhledem k metrice indukované skalarnim soucinem,
se nazyva Hilberttv.

Pozndmka. Hilbertuv prostor je Banachuv.
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10. AFINNI PROSTORY

—
Definice 10.1. Bud X # () mnozina, X linearn{ prostor nad 7. Bud definovdno zobrazeni X x X —
=
X takové, ze plati:
(i) (Va,y,2z € X) (Z0 + g% + 22 = 0).
(ii) Jednoznaénost: Vo € X je zobrazeni h : y — z{ bijekce.
—
Potom uspotdadanou dvojici (X, X) nazveme afinnim prostorem nad 7. Jeho prvky se mysli prvky
X, nazyvame je body.
—
X nazyvame pridruzenym linearnim prostorem a jeho prvky se nazyvaji volné vektory.
Pozndmka. (1) Ve fyzice se neuziva linedrni prostor, nybrz pravé afinn{ (zavis{ na volbé potatku
vztazné soustavy, viz TEF1).

(2) Formalné oznadime (z,y) — T = y — x = h °2" y— . Sipku nad rozdilem dvou bodi
z afinntho prostoru nebudeme psat v pripadé mozné neprehlednosti textu, je vSak tireba si
ujasnit, kdy se jedna o rozdil ¢isel a kdy o rozdil boda z afinniho prostoru, tj. vektor.

(3) Pii pevné volbé x pro kazdé y existuje pravé jedno h takové, ze y — x = h. Lze tedy zavést
jednoznacné y = x 4+ h. Vektoru h pak fikdme polohovy vektor resp. pevny vektor.
(4) Z vlastnosti (i) pfi volbé y = z = z vyplyvé:
O=id+rt+zt =3t =>r—2=0

(5) Pii volbé z = x dostdvame:

0=+t + 7 =)+t =T = Gt = —(y—a) =7
(6) y = a + h, prave kdyz z = y — h.

tedy

takze rovnost plati.

(8) Prikladem afinnfho prostoru je linedrn{ varieta W (PfidruZzenym vektorovym prostorem je
jejl zaméteni Z(W)), resp. vektorovy prostor (je jak nosnou mnozinou, tak pfidruzenym
prostorem).

Definice 10.2. Rekneme, ze afinni prostor X je normovany, kone¢nédimenzionalni, eukleidovsky,
unitdrni, Banachuv, Hilbertuv, pravé kdyz to plati o jeho pfidruzeném linedrnim prostoru.

Definice 10.3. Zobrazeni a : X — Y nazveme afinnim, pravé kdyz existuje linedrni zobrazeni L
— —
z X do Y takové, ze
(Va,y € X)(a(x) —aly) = L(z —y)).
L se nazyva pridruzené linedrni zobrazeni zobrazeni a.

Poznamka. (1) Afinni zobrazeni mezi normovanymi afinnimi prostory je spojité pravé tehdy,

- —
kdyz je L spojité, tj. L € L(X,Y). (Véty 11.1 a 11.2 tikaji, Ze to pro kone¢nou dimenzi plati
vzdy.) Zde je rozdil oproti LA, kde se spojitost nezkoumala.

—
(2) Obraz afinniho prostoru afinnim zobrazenim, tj. a(X), je linedrni varieta se zamérenim L(X).
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Definice 10.4. Bud ¢ : T — X zobrazeni z télesa do afinniho prostoru, g vnitin{ bod definiéniho

oboru . Existuje-li
1

11m
t—to t — 1o

(p(t) — @lt)) € X,

nazveme ji derivaci zobrazeni ¢ v bodé t; a oznacime ji ¢’(t), resp. (ij(to)

Pozndmka. Derivace zobrazeni z T do prostoru X v bodé je tedy vektor z pridruzeného linedrniho
prostoru X (neb ;= je skaldr a (¢(t) — ¢(to)) je rozdil dvou bodi, tj. vektor!)

5
Definice 10.5. Smérem v afinnim prostoru nazyvame kazdy jednotkovy volny vektor: v € X,
7] = 1.

Definice 10.6 (Gateaux). Bud f: X — Y, ¢ € (Dom f)°, ¥ smér v X. Polozme ¢(t) = f(zq+1t7).
Existuje-1i ¢'(0), tj.

1 S,
lim PR (f(zo +t0) — f(0)),

— 1o
fekneme, 7ze f ma derivaci v bodé zy ve sméru ¢ Derivaci ve sméru ¢ v bodé z znatime fz(xzq).
Pozndmka. 1 derivace ve sméru je vektor z pridruzeného linedrniho prostoru Y.

Priklad.
2xy

flz,y) =< 2?2+ y? (x,y) # (0,0)
1 ('T’y) = (070)

o cos ¥
U= (sinﬁ) Y€ (—m, 7]

o(t) = £((0,0) 4 t(cos ¥, sin})) = f(tcosd, tsin®¥) = sin 2¢ = konst. pro ¢t # 0
p(0) =1
3

f mé derivaci ve sméru v, pravé kdyz sin 2¢ = 1, tedy ¢ = iw Vi =—gm.

Definice 10.7. Bud FE prostor dimenze n € N. Pak (n + 1)-tici (O, €7, ..., €,) nazveme soufadny
systém na FE, pravé kdyz O € E a soubor (é1,...,¢,) je baze E.

Definice 10.8. Bud f: X — Y, (O,€1,...,¢€,) normdlni soufadny systém (Vi € A ||€;|| = 1) na X.
Potom existuje-li fs (z0), fikdme, ze f mé v bodé zy parcidlni derivaci podle i-té proménné a
znaéime f;(xg).

Pozndmka. (1)
of
8 (aQ))( ) (fv)u“;( )_fz‘)’w‘(l‘o)
(2)

filoo) = 22 (o)

(3) Vranovo znaceni parcidlnich derivaci f3 popf. f; je pfejato z matematické fyziky (viz TEF2)
a je v souladu s tim, Ze derivace je kovariantni tenzor (indexy dole).

Priklad.
W (@) # (0.0
flay) =4 aZ+yt Y
0 (z,y) = (0,0)
Tato funkce nenf spojitd v (0,0) — napf. pfi volbé (z,y) = (n2’ ib) dostaneme limitu %, zatimco pri

volbé (z,y) = (0, 1) dostaneme 0. Viechny smérové derivace v (0,0) ale existuji:
t cos ¥ sin? ¥

t) = )= —--—— t 0
#(t) = flzo + 1) cos? 0+ 2sinig D0 7
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©(0) =0
™
0 9=
t) — (0
¢'(0) = lim M =9 sin?9 2
=0 jinak
cos

Véta 10.9 (,nejblbéjsi véta o prirtistku funkee*). Bud X Eukleidiv (dimX < oo) afinni prostor,
f X — R definované na kouli B(xq,r), bud (O,€i,...,6,) ortonormdln{ soufadny systém na X,

a necht f mé na celé kouli B(zg,r) vSechny parcidlni derivace 1. fddu. Pak Vo € B(xzg,r) existuje
X1,..., &, € B(xo,r) tak, ze

F@) = flzo) =Y filwi) (@' — xf).
=1

kde
1 i—1 i il
x;=(z,...,2" ,51,30?,...,%‘)

Diikaz. Nejdrive predpokladejme

yi = (2, ..., 2", 1:6+1, ey T4
Yo = Zo
Yn =T
pak
F(&) = Fwo) = Fum) — o) = S (Fi) — Flir) =
i=1

n
=N (flat et et — St et e (b)) =
i=1

n

d - . o

:E T (.2 bt ) (€9 (2 — xh).
i=1 v

,»,Vynechand®“ proménna je nezavisld proménnad, tj. f je funkci vynechané proménné. Muzeme pouzit
Lagrangeovu vétu, protoze ||y; — xo|| < || — 2| spolu s pfedpokladem existence parcidlnich derivaci
uvnitt B(zo, ) zajistuje jeji predpoklady. (VyuZivdme toho, Ze v metrice indukované normou je koule
konvexni.) O

Pozndmka. (1) Uvédomme si, ze vyraz y ., f;(z;)(z* — z})) predstavuje standardni skaldrni
soucin; proto je tfeba predpoklidat Eukleidovsky prostor. Abychom mohli zavést derivaci
na obecnéjsich prostorech, je tfeba pracovat s obecnym skaldrnim soucinem. K tomu nam v
pristi kapitole pomuze Rieszova véta a abstraktnéjsi zavedeni derivace.
(2) Vyuzivame redlnost funkce, véta neplati pro komplexn{ funkee.
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11. TOTALNf DERIVACE
- - —
Véta 11.1. Je-li f € L(X,Y) a dim X < oo, potom je f spojité.

Dikaz.

n

> @ =y fe

i=1

n

<z -7l > Iféll = 17 - 7| K.

i=1

1% = fyll =

Jako normu si zvolime maximovou (spojitost je topologickd vlastnost, mizeme tedy zvolit libovolnou
z ekvivalentnich norem). Z uvedeného vztahu jiz okamzité vyplyva spojitost zobrazeni f (6 = ¢/K).
O

=
Pozndmka. dim X < co je podstatné, tj. pro nekoneénou dimenzi véta neplati. Protiptiklad: Necht
Ppo,1] je prostor realnych polynomi definovanych na [0, 1], na némz zavedeme normu:

lzll = max ()

Jako linedrni zobrazeni vezmeme derivaci (zndmou z MAA1, mame funkci jedné proménné). Pro
posloupnost definovanou jako p,(z) = z™ plati, Ze ||p,|| = 1, ale ||pl,|| = n ||pn]||, takZe derivace neni
omezena a tudiz nemuze byt spojita.

Véta 11.2. Bud f ¢ E(?( , ?) Potom nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) f je spojité, ti. (Va € X)(ve > 0)(35 > 0)(¥y € X)(|7 — 7| < 5 = [|/# — £ < o),
(I1) f je spojité v 0, tj. (Va € X)(Ve > 0)(36 > 0)(|a]| < 6 = || fd|| < &),
(IT) £ je omezené, tj. (3k > 0)(VZ € X)(|fZ| <k |Z]),

(IV

)
)
) [ je lipschitzovské, tj. (3L > 0)(|f7 = fylly < L |7 — 4l 3),
)

—
(V) f je stejnomérné spojité, tj. (Ve > 0)(38 > 0)(Vx,y € X)(|Z — 7| < d = || fT — f7] < &).

Diikaz. a) 1= 2: zfejmé.
—
b) 2 = 3: Ze spojitosti f vyplyva, ze (36 > 0)(VZ € X)(||Z]] < & = ||fZ|| < 1). Pro kazdy vektor
—

T € ,;( [)ak [)latl
||;[||

1
IF @1 < 5 Izl

s vyuzitim linearity pak dostavame

c) 3=4:
o S, S S L.,
1£@) = fF@I = lf@ =PI < 5 & -7
d) 4 = 5: zfejmé.
e) b= 1: zfejmé.
O

Pozndmka. Pro linearni zobrazeni se termin omezené pouziva pro vlastnost definovanou vyrokem
vyse, ktery nemé s metrickou omezenosti nic spole¢ného. Nenulové linedrni zobrazeni nemuze byt
omezené v metrickém smyslu!

- =
Definice 11.3. Bud f € £(X,Y) omezené. Potom definujeme normu zobrazeni f takto:
. S - - fz -
171 = e € Ry € X1721 < k) = s MEL— sup 1)

zex~{o}
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- = - —
Definice 11.4. Budte X, Y linedrni normované prostory. Potom symbolem £(X,Y) budeme
— —

rozumét normovany linedrni prostor vSech linearnich spojitych zobrazeni X — Y s normou
z predchozi definice.

Definice 11.5. Bud f: X — Y zobrazeni afinnfho normovaného prostoru, zg € (Dom f)°. Potom

- =
zobrazeni f je diferencovatelné v xg, existuje-li L € L(X,Y) takové, Ze plati

lim S — (f(x) — f(@o) = L(z — @0 ;) =0.

e ||z — 20|

- =
Poznamka. (1) Zobrazeni f je diferencovatelné v zq, pravé kdyz existuji L € L(X,Y), okoli H,
—

a zobrazeni w : Hy, — Y takové, ze pro kazdé « € H,, plati:

f(z) = f(xo) —i—L(x—xO;—i—oJ(x) |l —xol] a lim w(z)= 0

Tr—x0

(2) Derivace ve sméru (tj. smérova derivace):
T - 1 o ST
Li = lim L (th) ~ lim (f (330 ¥ th) ~ flzo) —w (9&0 + th) chH)

t—0
i f (330 +ﬂ_i) - f(xo).

t—0 t

7 predchoziho vztahu plyne jednoznacnost zobrazeni L.

Definice 11.6 (Fréchet). Je-li f diferencovatelné zobrazeni v bodé x, potom zobrazeni L z predchozi
definice nazyvame totalni derivaci f v bodé x(, zna¢ime

Y o)

nebo s pouzitim linedrniho diferencidlnfho operdtoru D tak, ze D f(xzg) = % f(zo).

Pozndmka. (1) Privlastek totdiné vynechdvéame, nedojde-li k zdméné s derivaci parcidlni.
(2) Totaln{ derivace je objekt matematicky odlisny od totdlniho diferencidlu (viz MAA4).
(3) Pro Hamiltonovu funkei H(p;, ¢*,t) ve fyzice plati nasledujici rovnost (viz TEF2):

dH ; OH .

—, Di; th £ = — i Zat )

g Pidt) €= —- (i, ¢ 1)

kde € znadi vektor majici kazdou slozku rovnu jedné. V této podobé dava matematicky
vyznam (na obou strandch je ¢éislo), fyzici vSak zminuji tuto rovnost bez é.

(4) Existence derivace funkce je topologickd vlastnost — nezdvisi na normé, nybrz jen na topo-
logii indukované normou. Bez normy vsSak pojem derivace nelze zavést. (Dokéze se snadno
pomoci véty o ekvivalenci norem)

(5) Pro prostory dimenze m a n lze L, tj. %(:vo) reprezentovat tzv. Jacobiho matici Jy:

aft aft

L@ . @
J5(x0) = : :

3 m 6 m

(@) ... H(x) e

Véta 11.7. M&-li zobrazeni f derivaci v bodé xg, je v bodé z( spojité.

Dikaz. Jestlize zobrazeni f mé derivaci, pak z definice derivace plyne, Ze pro x jdouci k z¢ se f(z)
blizi k f(zo), tedy f je spojité v zg. O
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Véta 11.8. M4-li zobrazeni f derivaci v bodé xg, pak ma v xg vSechny derivace ve sméru. Plati, ze

%(m I O f (o) "2 falwo) = f'(20)T,

%(J;O) 0 f(0) E filzo) = f(20)65-

Diikaz. Necht f je diferencovatelné v bodé zg. Podle poznédmky 11.5.2 plati
t_’ —
hm f(-'L'O + ’U) f(x()) — f/(xo)ﬁ

t—0 t

O

Pozndamka. 7 této véty plyne, ze pri zvoleni e; = 1 je definice derivace 11.5 pro X = T, kde T je
téleso, ekvivalentni s 10.4.

- =

Véta 11.9. Bud f spojité afinn{ zobrazeni X — Y, L € L(X,Y) jeho pfidruZené linearni zobrazeni.
Pak (Vg € X)(f'(x0) = L).

Diikaz. Bud z¢ € X, f(z) — f(zo) = L(z — x0). Pak

f(m)—f(xo)—L(x—xoizﬁ.

Ze spojitosti f a L pak vyplyva, ze totéz plati i pro limitu uvedeného vyrazu. Proto L je derivaci f
v bodé xg. O

Véta 11.10. Budte f,g: X — R a nechf existuji f’(xg) a ¢'(x0). Potom plati:

(M (f +9) (xo) = f'(w0) + g'(w0),
((Hg (f9)' (z0) = f(x0)g' (x0) + g(x0) f' (w0),
111

Dikaz.  (I)
|(f +9)(x) = (f + 9)(x0) — (f'(x0) + ¢ (20))(x — 20)| =
= |f(x) = f(xo) — f'(z — o) + g(x) — g(x0) — ¢'(x — 20)

(f9)(x) = (fg)(wo) — (f(z0)g'(z0) + g(z0) f'(x0)) (2 — x0)| =

|f(x)g(x) = f(zo)g(zo) —  f(0)g'(z0)(z — m0) — glxo) f'(w0)(x — 20)| <

l9(z0)(f(x) = f(w0) — f'(z0)(x — @0)) + f(20)(9(x) — g(20) — g'(20)(x — w0))| +

+1(f(2) = f(20))(g(x) — g(w0))| <

< |g(zo)(f(z) = f(wo) — f'(z0)(x — @0)) + f(20)(9(x) — g(x0) — g'(20) (2 — w0))| +
+ [ 1f (o)l Il = @oll + [w(@) 1z — ol | - | lg" (o)l 1z — ol + |w()| [l — wol| |

<

= ———— |—9(2)(g(x) — g(x0) — ¢’ (w0)(x — 20)) + (9(x) — g(x0))*| <
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Limita tohoto vyrazu déleného ||z — zo|| jde k nule (prvni élen v abs. hodnoté je ¢ast vyrazu
z definice derivace, u druhého ¢lenu je to zfejmé).
O

Poznamka. Predchozi véta plati i pro zobrazeni do linedrntho normovaného prostoru. (Ten potfebujeme
kvuli s¢itani)
Pozndmka (Rieszova véta o reprezentaci). Pfifazeni kovektoru k vektoru je vzdjemné jednoznactné,
R - - o
ti. (Vf'(z0) € X)(31k € X)(Vh € X)(f'(x h:<kh> .
i (Vf'(20) € X) (3 ) )(f' (o) )
Definice 11.11. Bud X afinni eukleidovsky prostor, funkce f : X — R diferencovatelna v bodé zg.
- -
Pak f'(z9) € L(X,R) = X a vektor k z Rieszovy véty nazyvdme gradientem funkce f v bodé z,
+—

madime grad f(zo) = k.
Poznamka. (1) Gradient je vektor, avsak totalni derivace je vektor k nému dudlni (kovektor)!

(2) Ve fyzice (pouze R3) pouzivdme symbol nabla tj. grad U = VU

zorec na vypocet parcidlni derivace: f'(xg)e; = H, é; ) = fi(xg), tj. parcidlni derivaci lze
3) V; ypocet ialni deri ! X k t Ini d 1
<__*
vypocitat jako skaldrni soucin.
(4)
grad f(zo)
llgrad f (o)l

falao) = [/(wg)- 24 0] 1

LC0) grad f(zo)]] = Tierad Fwo) 1122
(grad f(=zp), grad f(zq))

B lgrad f(zo)]| = ||grad f(zo)||

7 predchoziho a za pouziti Schwarzovy-Cauchyovy nerovnosti vyplyva:
7 =|f U = ad ,0) | < ad 1= fz R
|f3(zo)| = [ (o) ] = | (grad f(z0), ) | < ||grad f ()] Jii(o)

tj. ve sméru gradientu mé funkce nejvétsi spad. Gradient ovSem nelezi intuitivné na tecné
ke grafu, nybrz na normaéle (viz MAA4).

ﬁ:

grad f(zo) =

Véta 11.12. Bud f: X — Y diferencovatelné v zq + th. Potom ¢ : 7 f(zo -‘1-7']_7:) ma v ¢ derivaci
¢'(t) = f'(zo + th)h
%

Dikaz.

T—0

<<p(t+7')—so(t)> . (f(x0+tﬁ+rﬁ)—f(xo+tﬁ)>

T

(f(xo +th+7h) — f(zo +th) — f'(zo + tii)(ﬁ?)) .
+lim (g + )7 =

= f'(xo +th)h

O

Pozndmka. Podobné se dé ukazat, Ze zobrazeni ¢ : k ~ f(zg + tk) ma v h derivaci ¢/(h) =
tf'(zo + th).
Véta 11.13 (o piiristku funkce). Bud f : X — R spojitd na [zo,z] (isecka mezi x a zq) a

diferencovatelnd na (zo, z). Potom existuje y € (zg, x) takové, ze f(x) — f(zo) = f'(y)(z — z0).
(_
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Diikaz. Bud ¢(t) = f(zo + tﬁ), h =z — xo. Pak ¢ : R — R a podle Lagrangeovy véty o prirtstku
funkee existuje £ € (0,1) takové, ze plati ¢(1) — ¢(0) = ¢'(&). Potom

F(@) = f(zo) = f'(z0 + ERYh = f'(wo + E(x — x0)) (2 — z0) = f'(y)(x— z0).

évv

O

Pozndmka. Predpoklad zobrazeni do R je zde nutny. Uvazujme komplexni funkci f(t) = e’ na

[0,27] pak 0 = (27) — ¢(0) = ie!¢ - 27 coz rozhodné neplati pro zadné &.

Véta 11.14 (o pifristku zobrazeni). Bud f : X — Y zobrazeni mezi afinnfmi prostory spojité
na [zg, ] (tisetka mezi = a xg) a diferencovatelné na (zg,z). Necht déle existuje nezdporné ¢islo ¢
takové, ze pro v8echna y € (zo,z) je ||f'(y)|| < c. Potom plati, ze

1f(x) = f(@o)|l < ¢l — ol

Véta 11.15. Bud f: X — Y (dim X < o0o) zobrazeni diferencovatelné na oblasti A C X a necht
fl(x) = 2 (nulovy kovektor) pro kazdé © € A. Potom f(z) = konst.

Diikaz. Bud zg € A, B={z € A| f(x) = f(z0)}. B # 0, nebot pfinejmensim zo € B. Dokazeme,

Ze B je obojetna.

a) Diikaz, ze B je oteviena: Bud z € B, B(z,r) C A. Bud y € B(z,r). Pak podle véty 11.14,
kde klademe ¢ = 0, [|f(y) — f(@)|| < ¢|l(y — )| = 0, tedy B(z,r) C B. Kdyz tedy vime, Ze
1/ (y) = f(@)]| = 0, dostavdme f(y) = f(z) = f(z0).

b) Dikaz, ze B je uzaviend: Vzor f(zg), tj. uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni je uzaviend
mnozina. B je tedy uzaviena.

B je obojetnd a neprizdna v souvislém prostoru, je tedy A = B. O

Definice 11.16. Bud o € R. f{ekneme, ze zobrazeni f z prostoru E do R je homogenni stupné «
se stfedem v bodé zg € F, pokud je f definované na mnoziné E ~\ {x¢} a plati

(vt > 0)(f (wo + t(x — m0)) = £ f ().

Véta 11.17 (Eulerova, o homogenni funkci). Bud zo € E, f zobrazeni do R, diferencovatelné na
mnoziné E \ {zo}. Potom zobrazeni f je homogenni stupné « se stfedem v xo pravé tehdy, kdyz

pro vSechna z € E \ {z} plati:
[(@)@—20) = af(z)

Dikaz. a) (=): Predpokladejme, Ze zobrazeni f je diferencovatelné v bodé z # x9 a homogenni
stupné « se stfedem v bodé xg. Definujme zobrazeni ¢ : (0, +00) — R predpisem

homogenita

ot) = f(ao+t(z—w) = 1°f(a).
Ziejmé (1) = f(z). Déle, dle 11.12 je
(1)) = f' (w0 + t(x — x0)) (x — z0) -
Stejné tak ale plati
(p(1)) = 5 (127 (@) = at™ 7 (@),

7 predchozich dvou vztahu dostdavame po dosazeni ¢t = 1 rovnost
"(@)(z — 20) = af(x).
f'(@)(@ — 20) = af (2)

b) («): Zvolme pevné = # z( a predpoklddejme, Ze zobrazeni f je diferencovatelné na polopiimce
{zo + t(x — xp) | t > 0}. Necht déle pro viechna y € {zo + t(z — zo) | t > 0} plati

1)y — 20} = af ().
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Definujme na intervalu (0, +00) zobrazeni

o(t) = tiaf(xo +t{z = 20).

Pak dle 11.12 a dle silnéjsi obdoby 11.10 (kdy v pfedpokladu véty jedno ze zobrazeni nemusi byt
nutné do télesa ale obecné do normovaného linedrniho prostoru) mé zobrazeni ¢ derivaci ¢’ na
intervalu (0, +00) (povSimnéme si, Ze tento interval je oblast v R) a pro vSechny ¢ € (0, +o00)
plati

00) = g oo+t = 20)) + g f oo+t — 0]z — ) =
= ta1+1 (f’(xo + t(z — o))t (x — x0) — o f (wo + t(z — mg ))) =0

Posledni rovnost plati, protoze y — g = t(x — xo). Dle 11.15 pak plati, Ze je ¢ konstantni na
intervalu (0, +00) a plati

tia (o + t@ — 20)) = $(t) = (1) = f(z).

O

Véta 11.18. Bud f: X — Y, dim X < oo, zg € (Dom f)° a nechf f m4 na H,, vSechny parcidlni
derivace 1. fadu spojité v xo. Potom f je v zy diferencovatelné.

Diikaz. Vétu dokaZeme pro Y = R. Bud B(zg, 7). Pak podle 10.9 existuji body @1, . . ., Tn, ||2; — 20| <
|z — zo]|, tak, ze plati:

f(@) = flzo) = Z filwi) (@' =) =D filwo) (@' —xp) + D (filws) — filxo))(a" — )

i=1 i=1
Potom .
lim w(z) = lim i(fz(xz) - fi(xo))w =0.
prame e R |z — 0|
O
Pozndmka. Vi € i jsou f; spojité = If’ = Vi € 1 existuji f;
Véta 11.19. Spojitost parcidlnich derivaci implikuje spojitou diferencovatelnost.
Diikaz.
16/ (@) o' o)l = 10/ (@) — g/ eo)) 3 (o) &l < Il - 3 6/ (@) — o (o))l =
=[l2]l - > llgi(2) = gi(wo)l
O

Definice 11.20 (t¥{dy hladkosti). Bud A = A°, A C Dom f. Rekneme, 7e f je t¥idy:
(I) C” na A (znaéfme f € C°(A)), je-li f spojitd na A;
(I1) C! na A (znaéime f € CY(A)), pokud v kazdém bodé zo € A existuje f'(x¢) a zobrazeni
x> f(xg) je tiidy C°, tj. f je spojité diferencovatelna na A.
Pokud se explicitné neuvede mnozina A, na které dany vyrok plati, mini se obvykle maximalni
mozné, tj. Dom f. V tomto ptipadé klasifikace zahrnuje pfedpoklad Dom f = (Dom f)°!

Pozndmka. 7 véty 11.19 plyne, Ze v prostoru koneéné dimenze n je f € Ct, pravé kdyz f; € C° pro
kazdé i € n.
Véta 11.21 (derivace sloZeného zobrazeni). Bud'te D, X, Y normované afinni prostory, f : X — Y

diferencovatelné v g, g : D — Dom f diferencovatelné v bodé to, zo = ¢g(tg). Potom sloZené
zobrazeni F'(t) = f(g(t)) je diferencovatelné v bodé tg a plati F'(tg) = f'(x0)g (to).
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Diikaz.
||t—1to||D | F(t) — F(to) — f'(x0)g (to)(t — to)|ly =
= =%l [£(g(®) = fg(to)) — f'(z0)(g(t) — g(to)) + ' (z0)(g(t) — g(to) — g’ (to)(t — to))|ly =
= |t_1t||D lo(g(®)) l9(t) = glto)lx + (o) (u(®) llt = toll )y =
= e o) I )~ )+ 0 e~ allply + o))~ ol <
= |t—1t||D (It @)y (' Go)leco, ) = toll o + (el e~ tollp ) +

1 @)L I e = toll )

~ lta@ly (19 @l 5 3, + )] ) + 1 ol . Dol
(

£(D,X)
Déle staci vyuzit toho, ze lim; ¢, w(g(t)) = 0 a lim;_4, p(t) = 0. Indexy u norem vyznacuji prostor

s prislusnou normou. O
Pozndmka. (1) Derivovat slozenou vektorovou funkci znamend nésobit dvé tzv. Jacobiho matice.
oft . 9g’

F to Z ZTo to to

k( ) atk f gk; 8:63( )atk( )

or! or! or! of! 997 09!

ottt ot 9zttt Qam ottt atr

o™ aF™ afm afm 9" 9"

- T dzl  r dan/ g=xy NOLU  Btr ) =ty

(2) V pripadé, ze m = r = n, jsou tyto Jacobiho matice reguldrni a mizeme pracovat s jejich
determinanty, tzv. Jakobidny:
det F/(to) = det f/(xo) det g/ (to)
Znatime bud Jp = det F, Jr(to) = Jf(x0)Ty(to), nebo ,klasicky“:
O(FL, ... F") _ oft,..., f") . g, ...,g")
o(th, ..., t") Ozt ...,xzn) I(t,...,t")
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12. DERIVACE VYSSicH RADU

Definice 12.1. Bud f : X — Y diferencovatelné v kazdém bodé svého definiéniho oboru. Necht
zobrazeni f’: x — f’(z) je diferencovatelné v zy € Dom f. Potom fekneme, Ze zobrazeni f je v xg
dvakrét diferencovatelné (mé v zo derivaci 2. fadu).

Poznamka. (1) Pro definici vyssi diferencovatelnosti je zapotiebi derivovat zobrazeni z prostoru
- =
X do prostoru £(X,Y). Odtud vyplyva nutnost definovat derivaci zobrazeni v obecnéjsich

prostorech — pfi studiu pouze zobrazeni z R™ do R™ by bylo obtizné definovat vyssi derivace.

— - -
(2) Dle definice je (f') (xo) € L(X,L(X,Y)). Tento prostor je linedrné izometricky s prostorem
- = = — - — - = —
v8ech bilinedrnich zobrazen{ X x X — Y. Zna¢ime L(X, L(X,Y)) = Lo(X, X;Y) (izometrie
odpovidd homeomorfismu metrickych prostorti, tj. dané prostory jsou z hlediska metrickych
vlastnosti nerozlisitelné).

Definice 12.2. Existuje-li (') (x0), potom 2. derivaci zobrazeni f v bodé xg rozumime zobrazeni
- = —
f”(l’o) € ‘CQ(Xa Xa Y)a tedy

7o) (B = ((F) o)) E = ((7)(w0)F) (o)

Véta 12.3. Necht existuje f”(xg). Pak v zg existuje derivace 2. fddu v libovolnych dvou smérech

a plati
2

0
fraeo) = 5o (o) = £ (w0) (8, 8) = (f'(20)0) (o)
Véta 12.4. Druha derivace je symetrické bilinearni zobrazeni.
(@) (h, k) = f" (o) (K, h)

Diikaz provedeme pro f: X — R. Zvolime libovolné nenulové volné vektory f_i, k. Uvazujme kouli
B(zo,7), kde je derivace f’ omezend (z definice druhé derivace musi ta prvni v té kouli existovat).

Vezmeme-li 8(||h|| + ||k]|) < r, pak pro |t| < & plati, Ze body zo, (zo + th), (zo + tk), (zo + t(h + k)

lezi v kouli B. Pro E, ktery lezi na tsecce 5 € [6, E} Ize definovat

—

9(€) = f(wo +tE+EK)) — flwo +tE)
F(t) = f(zo +t(h +k)) — f(zo + th) — f(zo + th) + f(z0) = g(h) — g(0) = ¢'()h =
= t(f'(wo + t(E+K)) — f'(xo + tE))h.
Protoze
f1(@) = f(zo) + (") (wo) (x — wo) + w(x) ||z — wol|,
plati
F(t)=t ((f’)’(xo)tE + wlxo + tE+EK)) Ht(5+ E)H — w(zo + &) Htf”) h.

—

(Cleny f'(x0) a f'(t€) se odeCtou)

kde

}gr(l) v(t) =0.

Protoze F(t) je symetrické v ka f_i, analogickymi tipravami 1ze dospét ke vztahu
F(t -\ -
O (7 o) & 4o,
takze 2. derivace je symetricka. O
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Pozndmka. (1) Bud f: X — R, dim X < co. Potom druhd derivace f”(z¢) je kvadraticka forma
a jeji matici nazyvdme Hessovou matici a jeji determinant Hesidnem. Pro f(z() plati
polarizaén{ identity a dals{ vlastnosti kvadratickych forem. Navic f”(zq) ~ J(grad f(z¢)) (~
znadi ekvivalenci matic).

(2) Derivace m-tého fddu je symetricky tenzor m-tého fadu, tj.

£ (o) (h_ia~'~7h;1>: Z Firovi (o) MY .. Rl

i1,eeeybm =1

Pokud je tedy zobrazeni v daném bodé m-krat diferencovatelné, pak smérové derivace m-
tého fadu nezavisi na poradi derivovani. Dle nasledujici véty vSak diferencovatelnost v bodé
neni nutnou podminkou pro zdménu smérovych derivaci.

Véta 12.5 (H. A. Schwarz). Jestlize ma zobrazeni f v bodé xg spojitou derivaci fzz(zo) a existuje
73(T0), pak jsou zd&ménné.
Véta 12.6. Bud f : X — Y zobrazeni a necht existuje f(") (zp). Potom existuje okoli H,, a

—
zobrazeni w : H;, — Y takové, Ze pro kazdé x € H,, plati
LA - —||m
= @)k +w(@) i
i=0

kde h =2 — z¢ a limg_yq, w(z) =0 a

Diikaz. Vétu dokézeme pro Y C R. Dikaz lze provést indukci. Pro m = 1 véta ziejmé plati diky
pozndmce 11.5.1. Pfedpokladejme tedy platnost véty pro m € N. Bud f zobrazeni (m + 1)-krét
— —

diferencovatelné v bodé xy a zaved me pomocné zobrazeni g : X — Y definované pfedpisem

m—+1 1

9(F) = J(o+T) = 37 =1 (o)

i=0

Uvédomme si, ze g je diferencovatelné na jistém okoli bodu 0 a 7e plati
m+1

g(h)=f(zo+h) =Y i 1)!(f/)(i_1)($o)ﬁi_1 = f'(zo + h) —

i=1 i

1
il

(f) (zo)h'.

Ms

I
=)

Podle indukéniho predpokladu nyni existuje okoli Hy, a zobrazeni p : X — Y takové, Ze pro vSechna

H, pro kterd je xg + he H,,, plati
g'(h) = p(xo + h) |1

lim p(z) =0.

T—rT0o

)

Pro Y C R podle véty 11.13 dostavame

=, =

g(h) = g(h) — 9(0) = g'()h = p(zo + &) Wm

ot < o+ ] e 1] < i
nebot ﬂ‘ < HEH Pro vSechna z € H,, tedy plati
m+1
@)=Y 50 @o) @ = w0)' —w(@) o — o™,
i=0

kde |jw(z)| < H,u(xo —|—E)H a tudiz lim,_,,, w(z) = 0. O
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Véta 12.7 (Taylor). Bud f: X — R takovd, ze f € C™ [z, 7] (na tseéce!) a f € C™F(xg, ). Pak
existuje £ € (xg, x) takové, ze plati:

N~ L I (3]
f(x)—;ﬁf()(xo)(x—xo) +m

(x — x0)™ L.

Diikaz. Definujme funkci
o(t) = f(xo + t(z — 20)).
Pak
¢'(t) = f'(zo +t(z — 20))(z — 20), ¢'(0) = f'(z0)(z — 20),
¢"(0) = f"(wo)(w — m0)*, ¥ (0) = fW (o) (x — wo)".
©(t) je zobrazeni R — R, lze tedy uplatnit klasickou verzi Taylorovy véty:

_ -~ 1 i W(mﬂ)(ﬂ)
(1) = ; ZTP( 1(0) + T

Definice 12.8 (t¥idy hladkosti). Bud A = A°, A C Dom f. Rekneme, 7e f je t¥idy:
(I) C* na A (znaéime f € C*(A)), pokud v kazdém bodé zq € A existuji f'(zo), f”(z0), ..., f*) (z0)
a pokud f/, f”, ..., f*) € CO(A), tj. f je na A spojité diferencovatelna do ¥adu F;
(IT) C*°, pokud f m4 na A spojité derivace vSech fadu, tj. f je na A hladka;
(III) C¥, pokud f € C* a jeji Tayloruv rozvoj v libovolném bodé zy € A konverguje k f, tj. f je
na A analyticka.
Pokud se explicitné neuvede mnozina A, na které dany vyrok plati, mini se obvykle maximélni
moznd, tj. Dom f. V tomto pfipadé klasifikace zahrnuje pfedpoklad Dom f = (Dom f)°!

Pozndmka. Obecné plati

c'>ctoC?o--DC® o
Méné ziejmé je, ze ani jedna inkluze neni rovnosti.
Priklad. Funkce f :R™ — R zadand

e/UelP=1 g < 1
(z) =
0 ]l = 1.
je hladké na celém Dom f, tj. f € C*°(R™). Plati viak f(")(z) = 0 — jeji Taylortiv rozvoj v okoli nuly
tedy odpovid4 vSude nulové funkei, tj. f & C¥(R™). Tuto funkci doc. Krbalek nazyvéd Cimrmanovou
burinkou.
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13. LOKALNI EXTREMY

Definice 13.1. Funkce f ma v bodé a lokalni maximum (minimum), pravé kdyz

(3Ha) (Ve € Ha)(f(2) < f(a)), resp.
(3Ha) (Ve € Ha)(f () = f(a))

Pozndmka. Extrém muze mit pouze redlnd funkce. Na komplexnich ¢islech neni zavedena relace
usporadani, nelze tedy porovnavat komplexni funkéni hodnoty.

Definice 13.2. Funkce f ma v bodé a ostré lokdln{ maximum (minimum), pravé kdyz

(3H,)(Vz € H, N {a})(f(z) < f(a)), resp.
(FHa)(Vz € Ho ~ {a})(f(z) > f(a))

Definice 13.3. Bud f’(x¢) = 0. Potom z¢ nazyvdme staciondrnim bodem funkce f.
—

Véta

13.4. Ma-li f v xg lokdlni extrém a je-li v zy diferencovatelnd, pak je xg staciondrnim bodem

funkce f.
Definice 13.5. Rekneme, ze f”(zo) je:

(D
(IT)

(V)

pozitivné definitni, pokud f”(:vo)ﬁ2 > 0 pro kazdy h € )_(t ~ {0};

poziti\_r'né semidefinitni, pokud f”(aco)l_i2 > 0 pro kazdy he )? a existuje h +£ 0 takové, ze
f"(zo)h* = 0;

negativné definitni, pokud f”(xo)fl2 < 0 pro kazdy h € )_)( ~ {0};

negatiyné semidefinitni, pokud f”(xo)ﬁ2 < 0 pro kazdy h € ?( a existuje i # 0 takové, 7e
" (xo)h? = 0; o B .

indefinitni, pokud existuji h, k € X takové, ze f"(xg)h? > 0 a f"(x¢)k* < 0.

Déle fekneme, ze f”(zg) je pozitivni, pokud je pozitivné definitni nebo pozitivné semidefinitni.
Analogicky f”(z¢) nazveme negativni, pokud je negativné definitni nebo negativné semidefinitni.

Véta

(D)
(IT)

(V)

13.6. Necht existuje f”(zq) a f'(29) = 0.

Je-li xg bodem lokélntho minima f, potom je f”(x¢) pozitivni.

Je-li na prostoru koneéné dimenze f”(x¢) pozitivné definitni, mé funkce f v z ostré lokdlni
minimum.

Je-li £y bodem lokdlnftho maxima f, potom je f”(z() negativni.

Je-1i na prostoru koneéné dimenze f”(x() negativné definitni, m4 funkce f v xy ostré lokdln{
maximum.

Je-li f”(xo) indefinitni, funkce f v 2p nemd lokdlni extrém.

Dikaz.

M

(IT)

flwo+h) = f(wo) + %f”(%)m +w(@o+ ) HﬁHz

o TP,
/ ~ " m2 flzo +th) — f(xo) — w(xo +th) ||th
~lim F(zo + th) — f(ao)
t—0 t2

Protoze existuje Hy, takové, Ze f(zo + th) — f(z0) > 0, plati, Ze

L flmo 4 th) — f(ao)

>
t—0 t2 20

Diky konec¢né dimenzi je uzaviena a omezena mnozina M = {ﬁ : Hfz H = 1} kompaktni. Spojité
zobrazeni f”(zg) na ni tedy nabyva svého minima

(Vh € M)(f"(z0)h? > f"(z0)h§ = a > 0).



60 WIKI SKRIPTUM

Pak na jistém okoli H,, plati

. 1 . o2 1 (o2 IRTINTE
Fwo +F) = flwo) = 51" (@0 + (o + B) [R]| 2 5a|[F] "+ w0+ &) 7]
Vybereme podokoli, kde ’w(xo + ﬁ)‘ < 1a, pak

- 1 -2
Flao+h) = f(x0) > Ja HhH >0,

tedy funkce ma v xg ostré lokalni minimum.
(III) Protoze existuje H,, takové, ze f(zo + th) — f(xo) < 0, plati, Ze

lim flxo + tﬁ) — f(xo)

<
t—0 t2 0

(IV) Podobné jako vyse.
- -2 - -2
(V) Existuji vektory hy takovy, ze f’(z)h1 < 0 a hg takovy, ze f”(x)he > 0. Pak ale z vyse
uvedeného plyne, ze v libovolné blizkosti g se nachézeji body, pro které plati jak f(z) > f(xo),
tak f(z) < f(xo). Funkce tedy nemd v bodé xy lokdlni extrém.
O

Pozndmka. Definice pozitivni definitnosti dle 13.5 je uzite¢nd pouze na koneénérozmérnych prosto-
rech. V nekonecnérozmérném prostoru totiz muze existovat cauchyovska posloupnost {f_in};)o takova,
7e pro viechna n € N je f(xg)h2 > 0, ale lim,, o f”(20)h? = 0. Pokud dany prostor neni dplny,
pak posloupnost {fin};}o v tomto prostoru nemusi konvergovat. Pro zobecnéni véty 13.6 na prostory
nekone¢né dimenze je tfeba misto pozitivni definitnosti dle 13.5 predpokladat vlastnost

(3a > 0) (vﬁ = )?) (f”(xo)ﬁ? > a HHH2> .

Na prostorech konecné dimenze je tato vlastnost ekvivalentni s pozitivni definitnosti 13.5, coz lze
vycist z dikazu véty 13.6. Za tohoto predpokladu jiz tvrzeni véty 13.6 plati i na prostorech nekonecné
dimenze.
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