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PREDMLUVA

Toto skriptum je uréeno predevéim posluchactim druhého roéniku Fakulty jaderné a fyzikilné inzenyrské
CVUT v Praze pro studium nékterych partii matematické analyzy. Na rozdil od klasického pristupu, kdy jsou
vydavany samostatné teoretické ucebnice a na né navazujici cvi€ebnice &i sbirky pfiklada, je predkladané skrip-
tum integrovanym ucebnim textem. CtensF v ném tedy nalezne nejen ucelenou teorii s definicemi novych
pojmi, vétami a jejich ditkazy, ale také reSené priklady s aplikaci prostudované lstky a Glohy k samostatnému
procvicovani.

Obsah skript je rozdélen do Sesti studijnich jednotek (kapitol), z nichz kazda tvofi relativné samostatny
tématicky celek. V prvni kapitole je nejprve definovana bodové konvergence posloupnosti funkci a poté konver-
gence stejnomérna. Vysloveno a dokazano je dale supremalni kritérium pro jeji vySetfeni. Pojmu stejnomérné
konvergence je nasledné uzito pfi vysloveni vét o zdménach limity a derivace, resp. limity a integrélu, resp.
limity a limity v bodé pro obecnou funkéni posloupnost. V kapitole druhé jsou pojmy bodové a stejnomérné
konvergence rozsifeny na fady funkci. Formulovana a dokazana jsou elementarni kritéria pro vySetiovani jak
bodové tak stejnomérné konvergence funkénich fad. Diskutovéna je také otazka zdmeén sumy a derivace, resp.
sumy a integralu, resp. sumy a limity. Ve tieti kapitole je prezentovana teorie Taylorovych fad, tj. mocninnych
aproximaci funkci jedné proménné. Sestaven je tzv. Taylorlv vzorec, jenz vyistuje ve formulaci Taylorovy véty.
Ctvrta kapitola o obycejnych diferencialnich rovnicich definuje zakladni terminologii a klasifikaci diferencilnich
rovnic a v jednotlivych oddilech se zabyva jejich feSenim. Ctenafi se tak dostava navodd k feSeni linedrnich
diferencialnich rovnic prvniho fddu metodou integraéniho faktoru, k feseni Bernoulliovy diferencilni rovnice,
k metodé separace proménnych a k feSeni homogenni & exaktni diferencialni rovnice (rovnice ve tvaru totél-
niho diferencialu). U rovnic vysSich fadi se Etenaf kromé obecnych poznatkd o struktufe prostoru viech feSeni
rovnic bez pravé strany sezndmi s problematikou sniZovani fadu diferencislnich rovnic, s metodou variace
konstant & s feSenim rovnice s konstantnimi koeficienty a Eulerovy diferencidlni rovnice. V péaté kapitole jsou
definovany pojmy bilinearni a kvadratické formy. U téchto forem je prostiednictvim vét vystopovana cela fada
univerzalnich znaki a jejich existence je poté uZita pfi studiu kvadratickych ploch, specidlné pfi jejich aplné
klasifikaci v prostorech R? a R®. Zavéreéna studijni jednotka zavadi pojmy obecného skaldrni soucinu, normy
a metriky. Ty dale poslouzi k obecné definici pojmu okoli a nasledné k typologii mnozin a jejich boda. Ctenai
se tu obeznami s terminy oteviend, uzaviena, omezend, souvisld, kompaktni, konecna &i spocetnd mnoZina
vobecném metrickém prostoru. Diskutovana je téz abstraktni varianta konvergence spolu s pojmem cau-
chyovskosti. Vyvrcholenim je definice Hilbertova prostoru, vychoziho bodu dal3ich partii matematické analyzy.
V posledni &asti skript jsou pak Etenariim nabidnuty vysledky cvigeni ze vSech Sesti studijnich jednotek.

Na z4vér mi dovolte podékovat studentiim FJFI (druhy roénik 2004/2005 a druhy roénik 2005/2006) za
opravy vysledkd cvi€eni a cenné ndméty pro toto prepracované vydani. Dékuji také kolegovi doc. Ondrejovi
Navrétilovi, Ph.D. za korekturu textu prvniho vydani.
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Znaceni

Symbol Vyznam
N mnozina pfirozenych Cisel
Q mnozina racionalnich Eisel
Z mnozina celych Cisel
R mnoZina realnych &isel
C mnozina komplexnich Cisel
R" mnozina usporadanych r—tic reslnych Cisel
Rt mnozina kladnych realnych Cisel
R- mnozina zapornych redlnych Cisel
Xo X U {0}, kde X je libovolna Ciselna mnoZina
R* R U {-o00,00}
E" r—rozmérny euklidovsky prostor
n {meN : m<n}
n {m e Np : m<n}
ABC mnoZiny
ABC matice
A,B,C vektorové prostory
2, I§, c operatory
A B,E soustavy mnoZin
(M) trida viech funkci, jeZ maji na mnoziné M spojité derivace aZ do fadu n
€ (M) trida véech funkci, jez maji na mnoziné M spojité derivace viech fadd
(z), f'(z), f" () prvni, druha, tfeti derivace funkce f(z) podle proménné z
f(x) n—t4 derivace funkce f(z) podle proménné z
fo), ft) prvni, druh& derivace funkce f(t) podle proménné ¢
% n—t4 derivace funkce f(¢) podle proménné ¢
a™ f.(h) n~ty totalni diferencial funkce f(z): R— Rvbodéae R
a" fz(h) n—ty totaln diferencial funkce f(Z): R" +— R vbodé € R"
U(z),Ue(x) okoli bodu =
U*(z), Uz (z) redukované okoli bodu z
U,N sjednoceni a prinik mnozin
C, & podmnozina a vlastni podmnozina mnoziny
Dom(f) definiéni obor funkce f(x)
Ran(f) obor hodnot funkce f(z)
f(A) obraz mnoziny A pfi zobrazeni f(x)
~HA) vzor mnoZiny A pfi zobrazeni f(z)
fYa) vzor jednoprvkové mnoziny {a} pfi zobrazeni f(z)
~ priblizné
o3 amérné
~ ekvivalence mnozin &i funkci




Symbol Vyznam
A° A vnitfek, resp. uzavér mnoziny A
bd(A) hranice mnoziny A
der(A) derivace mnoziny A
bT = (by,ba,....by) fadkovy vektor nebo bod prostoru R"
b= (b, ba.... 0T sloupcovy vektor nebo bod prostoru R”
by k—ty vektor posloupnosti (i;,,),,“:=l
by, ¢—t4 slozka vektoru by
Ay prvek matice A v i—tém fadku a j—tém sloupci
A,; j—ty sloupec matice A
A, i—ty radek matice A
AT matice transponovand k matici A
A komplexné sdruzena matice k matici A
AF = (AT hermitovsky sdruzena matice k matici A
A|5 matice A rozsifena o posledni sloupec tvofeny sloupcovym vektorem b
I jednotkova (Croneckerova) matice
8 prvek Croneckerovy matice
det(A) determinant matice A
h{A) hodnost matice A
diag(z1.22,....Ty) diagonalni matice s prvky z1,z2,...,2, na hlavni diagonale
E = (61.6.... ) standardni baze v R, tj. e;, = §,;
a* komplexné sdruzené Eislo k Cislu a
lx] dolni celd ¢ast Cisla =
fz] horni cela &ast ¢isla
O symbol vymezeny pro obor konvergence
R symbol vymezeny pro polomér konvergence
C symbol vymezeny pro libovolnou reilnou konstantu (zejména integracni)
v f(z,03) funkce proménné x s parametrem J3
sgn(zr) funkce signum
[5‘71.12, ,z:r])‘ linearni obal skupiny vektor(i
deg(p) stupen polynomu g
g(¥) > 0 pozitivni definitnost kvadratické formy

pozitivni semidefinitnost kvadratické formy

negativni definitnost kvadratické formy

negativni semidefinitnost kvadratické formy

indefinitnost kvadratické formy




Kapitola 1

Posloupnosti funkci

V prvni kapitole téchto skript vylozime zakladni poznatky o posloupnostech, jejimiz Eleny jsou funkce jedné
proménné. Cilem kapitoly je nejprve vybudovat pojem stejnomérné konvergence, tj. jakési nadstavby pojmu
konvergence, zavedeného v teorii o ¢iselnych posloupnostech. Dale se pokusime rozhodnout, zda-li se vlastnosti
jednotlivych &lend funkénich posloupnosti pfenaseji na pfisludnou limitni funkci. Zodpovime tedy otazky, zda
funkce, jez je limitou dané posloupnosti funkci, které jsou spojité, resp. diferencovatelné, resp. integrovatelné,
je také spojita, resp. diferencovatelna, resp. integrovatelna.

1.1 Bodova konvergence posloupnosti funkci

Nejprve zavedeme zakladni pojmy a shrneme elementarni poznatky o tzv. bodové konvergenci, kterd odpovida
klasické konvergenci Ciselnych posloupnosti.

1.1.1 Umluva

V celé kapitole jsou symboly m,n, ng vyhrazeny pro prirozena Cisla.

1.1.2 Definice

Necht § # M C R. Potom kazdé zobrazeni mnoziny N do mnoziny viech funkci definovanych na M nazyvame
posloupnosti funkci na M. Je-li &slu n € N timto zpiisobem pfifazena funkce f,(x), zapisujeme funkéni
posloupnost

fi(@), fo(x),... nebo  (falx))o. . (1.1)

Pfirozené cislo n pfitom nazyvame indexem a funkci fn(z) n—tym &lenem posloupnosti (1.1).

1.1.3 Poznamka

Jenom pro presnost budeme v této poznamce precizovat pojem "konvergentni posloupnost.” Posloupnost real-
nych &isel a1, ag, a3, ... nazyvame konvergentni pravé tehdy, ma-li reslnou limitu. Ma-li v3ak tato posloupnost
limitu nevlastni (tedy oo nebo —o0), nenazyvame ji konvergentni, ale fadime ji mezi posloupnosti divergentni.
Podobné je zaveden pojem konvergentni funkéni posloupnosti v definici 1.1.4.

1.1.4 Definice

Necht je dana posloupnost funkci (1.1) definovana na neprazdné mnozingé M C R. Rekneme, ze posloupnost
funkci (1.1) konverguje v bodé ¢ € M, jestlize konverguje &iselna posloupnost ( f, (C)):;v tj. existuje-liy € R
takové, ze pro kazdé £ > 0 existuje pfirozené ng tak, Ze pro véechna n 2> ng plati nerovnost

lfn(c) _'7‘ < E.

Rekneme, ze posloupnost funkci (1.1) konverguje (bodové) na mnoziné N C M, jestlize konverguje v kazdém
bodé mnoziny N.



1.1.5 Definice

Necht je déna posloupnost funkci (1.1) definovand na neprazdné mnoziné M C R. Necht pro kazdé ¢ € N,
kde N C M, posloupnost ( f,,(c)):e___1 konverguje. Oznagme f(c) hodnotu limity posloupnosti ( f,,(c)):;l.
Timto zpiisobem je na mnoziné N definovana funkce x — f(x), kterou nazyvame limitou posloupnosti funkci
(1.1) a znaCime

flz) = lim_ fn(z).

Oborem konvergence O posloupnosti (1.1) nazyvame mnozinu viech bodii ¢ € M, ve kterych tato posloupnost
konverguje.

1.1.6 Poznamka

Definiénim oborem limitni funkce f(x) je tedy obor konvergence O C R.

1.1.7 Priklad

Uvazme funkéni posloupnost (fn(z))S>, , kde

n=1"1

nx +ie‘ﬁ
din+1) /n

”

fn(r) =

Definiénim oborem viech funkci f,,(z) je mnozina R v3ech redlnych Cisel. Na ni ma tedy smysl hledat limitni
funkci. Snadno lze urcit, ze limita

—z2
n =

lim Ty e~ = lim nr + h 3 e
[ — —_— n — J— im ——
n—oo \4(n+1) /n n—oo 4{n+1) n—oco\/n

existuje pro kazdé r € R, a tedy ze

z
4

X

f(z) = lim fo(z) = 7

n—0o0 4

a O = Dom(f) = R. Prabéhy prvnich nékolika Clenii vy3etfované funkéni posloupnosti vykreslujeme na
prilozeném obrazku. Zlutou barvou je vykreslena limitni funkce.
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3

v
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1.1.8 Véta — Bolzano-Cauchyova podminka

Posloupnost funkei (1.1) konverguje v bodé c € M pravé tehdy, kdyz spliuje tzv. Bolzano-Cauchyovu podminku

tvaru
(Ve > 0) (Ing € N) : m,n 2 ng = |falc) — fmlc)| <e. (1.2)

Dikaz:
e Prvni implikace:

~ vyjdéme z predpokladu, Ze lim, . fn(c) =7 € R



— pak pro kazdé € > 0 existuje ng € N takové, ze pro libovolnd m,n € N takova, ze m,n 2 ny,
plati

@ =2l <5 A Um0 -7l <
- a tedy

|fa(e) = fm(e)] < | fale) =] + | fmle) — 7] < ";' + % p

e Druh3 implikace:

necht tedy Eiselna posloupnost (fn(c)):o=1 splituje vztah (1.2)

— pak pro £ = 1 existuje ng € N tak, ze pro vechny indexy m,n 2> ny plati nerovnost
lfn(c) - fm(c)l <1

— polozime-li m = ng, je pro véechna n > ng spinéna nerovnost

San(e) =1 < fale) < fa,(c) +1

~ z toho ale vyplyvé, ze posloupnost (fr(c))oo., je omezena

|

predpokladejme, Ze (fn(c))oe, diverguje (tedy, Ze nemé viastni limitu)

za tohoto predpokladu tudiz plati

liminf f,(c) < limsup f,(c)

proto existuji ¢isla a a 3 tak, Ze liminf f,(c) < a < # < limsup fy(c)

z jednoduché avahy Ize vyvodit, Ze existuje nekonecné mnoho &lenti (oznacme je fi(c)) Ciselné
posloupnosti (fn(c))o., a nekonecné mnoho clend fi(c) takovych, ze

fele) > 3, fr(e) < @ (1.3)

- poloime ¢ := (3 —~ «

pro toto £ > 0 existuje podle pfedpokladu (1.2) hraniéni index ng € N takovy, ze pro £,k 2> ng je

|fe(c) = frlc)| <& (1.4)

jelikoZ jsou ale spinény nerovnosti (1.3), plati pro nekonecné mnoho indexi také nerovnost
|fe(e) — fule)| > B-a=c¢,

coZ zavrSuje spor

— posloupnost (fn(c))oe., tudiz konverguje

e tim je dikaz zkompletovan

1.1.9 Poznamka

Obecné vzato, nemusi splnéni Bolzano-Cauchyovy podminky pro posloupnost (fa(c))o..; implikovat existenci
limity lim,, .~ fn(c). Napf. posloupnost
1 oo
(0+3)
n n=1

citovanou podminku spliiuje (jedna se totiz o posloupnost konvergentni v R), ale budeme-li hledat jeji limitu
v mnoziné Q racionalnich &isel, nenalezneme ji. Posloupnost je tudiZz divergentni v Q, prestoze Bolzano-
Cauchyovu podminku spliiuje. Nase definice 1.1.2 posloupnosti funkci je totiz vyslovena pro funkce defi-
nované na R. Jelikoz mnozina R je tzv. Gpina, je v R kazds posloupnost spliiujici Bolzano-Cauchyovu pod-
minku zaroven konvergentni. Pro preciznost doporucujeme Ctenafi, aby tuto problematiku dikladné nastudoval
v posledni kapitole téchto skript.



1.1.10 Priklad

Prvni otazkou, jez si budeme klast, je, zda limitou posloupnosti funkci spojitych na jisté mnoZiné M C R je
opét funkce spojitd na M. Uvazme proto posloupnost funkci

(fal(@)2, = (1 + 4en )

n=1

1,

Obréazek 1.2 2x 20
Graf funkéni posloupnosti (1 + 45—-;;—») .
n=1

Ta zcela zjevné konverguje na celem R k funkci f(z) = 1, kde Dom(f) = O = R. V3echny funkce f,(x) jsou
na R spojité a spojita je také funkce f(z).

1.1.11 Priklad

Uvazme oviem druhy pfiklad. Tentokrat budeme studovat funk&ni posloupnost

(gn(w))n(x;l = ("Bn):;l’

kde x je vybirano pouze z mnoziny M = (0, 1).

49,

Obrazek 1.3
Graf funkéni posloupnosti (:c"):o:

Tato posloupnost konverguje na intervalu (0, 1) k funkci

g(z) =



Zatimco jsou viechny funkce g,(z) na (0, 1) spojité, limitni funkce g(z) nikoliv. Z toho je patrno, Ze samotna
bodova konvergence k "prenosu" spojitosti z jednotlivych &lent posloupnosti na limitni funkci nestadi. Bude
tedy nutné k pojmu bodové konvergence hledat silnéjsi alternativu.

1.1.12 Definice

Necht je dana posloupnost funkci (1.1) definovana na mnoziné M C R. Rekneme, ze (1.1) je rostouci na
M, jestlize je pro véechna n € N a vSechna z € M splnéna nerovnost f,(r) < fp41{z). Rekneme, ze (1.1)
je klesajici na M, jestlize je pro viechna n € N a vsechna r € M splnéna nerovnost f,(z) > fas:(x).
Rekneme, 7e (1.1) je nerostouci na M, jestlize je pro viechna n € N a viechna z € M splnéna neostra
nerovnost f(z) = fn41(x). Rekneme, ze (1.1) je neklesajici na M, jestlize je pro viechna n € N a viechna
z € M spinéna nerovnost fn(z) € fns1(x). Posloupnost, ktera je bud neklesajici nebo nerostouci nazyvame
monoténni posloupnosti.

1.1.13 Veta

Necht je dana neklesajici posloupnost funkci (1.1) definovana na mnoziné M C R. Je-li tato shora omezena, tj.
existuje-li K > 0 takové, ze pro viechna n € N a viechna z € M plati f,(x) < K, pak na mnoziné M existuje
limitni funkce f(x) = lim, . fa(z) 3 jeji hodnota v kazdém bodé z € M je rovna supremu sup, ¢y fn(Z),
tedy

lim f,(z)= sup fa(x).

L=+ OC neN

Dikaz:

e zvolme libovolné ¢ € M a poloZme s = sup, N fnlc)

e ziejmé je pro viechna n € N spinéno f,(c) < s

pro jakékoli € > 0 existuje v posloupnosti ( fn(c))f:___1 alespon jeden Elen vétsi nez s — ¢

e to znadi, ze existuje ng € N tak, Ze f,) > s—¢

pro libovolné n > ng je (diky faktu, ze (f,,(c)):c_'__l je neklesajici) spinéno fn(c) = fa,(c)

nerovnost s — ¢ < fn(c) < s+ ¢ je tedy splnéna pro nekone¢né mnoho indexi n 2 ng

odtud jiz plyne, Ze lim,_.« fa(c) = s, coZ bylo dokazat

1.2 Stejnomeérna konvergence posloupnosti funkci

Ve druhé Easti prvni kapitoly zavedeme pojem stejnomérné konvergence funkéni posloupnosti. Jak ukdzeme
pozdéji, bude vlastnost stejnomérné konvergence zasadni pfi "pfenosu" spojitosti, diferencovatelnosti &i inte-
grovatelnosti ze &lenii posloupnosti na jeji limitni funkci.

1.2.1 Definice

Necht (1.1) je posloupnost funkei definovanych na mnoziné Al C R. Rekneme, ze tato posloupnost stejno-
mérné konverguje na M k funkci f(z), jestlize pro vSechna ¢ > 0 existuje ng tak, Ze pro viechna n 2> ng a
pro viechna z € M plati nerovnost

fala) = fl@)] < e

1.2.2 Poznamka

Bodovou konvergenci zna&ime symbolem f,(x) — f(z), stejnomérnou pak f,(zx) =3 f(z). Rozdil mezi
bodovou a stejnomérnou konvergenci je dobfe patrny z kvantifikatorového zapisu definic obou pojmi:

e bodova konvergence

(Ve > 0)(Vz € M)(3ng € N): neNAn2ng=|falz) - flz)| <e. (1.5)

e stejnomérna konvergence
(Ve > 0)(3no € N) : neNAn2n AzeM=|fo(z) ~ f(z)] <e. (1.6)

Stejnomérna konvergence tedy pozaduje existenci "univerzalniho" ng, které plni svoji roli pro vSechna z € Af.
| g y J d p



1.2.3 Veéta

Jestlize posloupnost funkci (1.1) stejnomérné konverguje na mnoziné M C R k funkci f(z), potom tato
posloupnost konverguje na M k funkci f(x) také bodove.
Diikaz:

s je snadnym disledkem pfislusnych definic

1.2.4 Veéta

Necht (1.1) je konvergentni posloupnosti konstantnich funkci definovanych na mnoziné M C R. Potom tato
posloupnost konverguje na M stejnomérné.
Dikaz:

e je snadnym dasledkem prislusnych definic

1.2.5 Poznadmka

Podle predeslé véty tedy pro &iselné posloupnosti (které Ize chapat jako funkdni posloupnosti konstantnich
funkci) pojmy bodové a stejnomérné konvergence splyvaji.

1.2.6 Priklady

Vratme se nyni k prikladim 1.1.10 a 1.1.11. UkaZeme, Ze posloupnost (f,,(:xc)):;1 z prikladu 1.1.10 na rozdil

od (g,,(z:));"'o=1 z prikladu 1.1.11 konverguje ke své limitni funkci stejnomérné. K libovolnému & > 0 v prvnim
pFipadé staéi totiz zvolit ng € N takové, Ze ng > 4/e. Tedy napf.

-t

Potom totiz pro viechna n > ng a viechna z € R plati:

2
eI

n

4 4
< -< —<e.
n no

e"’a

| fu(z) = f(z)| = |1 +4 -1l =4

n

Naproti tomu posloupnost (z)32., nekonverguje na (0, 1) ke své limitni funkci stejnomérné. Kdyby tomu totiz

n=1
tak bylo, pak by napf. k ¢islu € = 1/2 muselo existovat ng takové, Ze by pro viechna n > ng a pro viechna
z € (0,1) platilo

1
|z" — g(z)] < 5
Specialné pro kazdé z € (0,1) by tedy musela platit nerovnost

x<"l
2

pro véechna n > ng. Dosadime-li do této nerovnosti n = ng, dostavame celkem: Kdyby posloupnost (z™),
konvergovala k funkci g(x) stejnomérng, muselo by existovat Cislo ng takové, ze

Vz € (0,1) : z <2 ",

- o
To viak mozné neni, nebot pro viechna pfirozena ng je Cislo 27 ™ mensi neZ jedna.

1.2.7 Veéta

Necht postoupnost funkci (1.1) konverguje k funkci f(z) stejnomérné na mnoZziné M. Necht je zvolena mnoZina
N C R tak, ze § # N C M. Pak posloupnost funkci (1.1) konverguje k funkci f(z) stejnomérné také na
mnoziné N.

Dikaz:

e je ponechsn &tenafi (viz cviceni 1.3)



1.2.8 Poznamka

Predesla vlastnost byva nazyvana dédicnosti stejnomérné konvergence. Implikuje kromé jiného fakt, ze nekon-
verguje-li jistd posloupnost na vybrané podmnoziné mnoziny M, pak nemiize stejnomérné konvergovat ani na
mnoziné M.

1.2.9 Veta

Necht posloupnost funkci (1.1) konverguje k funkci f{z) stejnomérné na mnozinach M a N. Pak konverguje
k funkci f(z) stejnomérné také na sjednoceni Af U N.

Dikaz:
e je ponechan Ctenéfi (viz cviceni 1.4)

1.2.10 Veta

Necht posloupnost funkci (f,,(:r)):;] konverguje k funkci f(x) stejnomérné na mnoziné A{. Necht posloupnost
funkci (gn(x))’:;] konverguje k funkci g(x) stejnomérné na mnoziné M. Pak posloupnost funkei

(falx) + gu(@)),
konverguje k funkci f{r) + g(z) stejnomérné na mnoziné AJ.

Dokaz:

e vyjdeme z obou predpokladu

plati tedy

(Ve > 0) (3np € N) : neNAn>n0/\zeM=>|f,,(x)—f(z)|<§

(Ve > 0) (3Imgp € N) : meNAmM2mg Az €M=|gn(z)—g(z)| < %

polozme ¢, := max{ng,mqg}

e a vezméme libovolné £ > 0

e pak pro viechna ¢ € N takova, ze ¢ > ¢, a viechna x € A plati
[(fe(2) + 9¢(@)) = (£(2) + 9(2)| < |fel@) = F@)] + |oe(a) — 9(@)| < 5+ 5 =¢

to dokazuje jednak stejnomérnou konvergenci a jednak fakt, ze limitni funkci souétové posloupnosti je
skutecné soucet limitnich funkci

1.2.11 Veéta — supremalni kritérium

Necht f(z) a fn(z) pro viechna n jsou funkce definované na mnoziné M. Oznaéme

on = sup | fu(z) — f(2)]

zeM

pro kazdé n. Pak posloupnost funkci (f,,(a:))zo=1 konverguje na mnoziné M stejnomérné k funkci f(z) pravé
tehdy, kdyz

lim o, =0.
n—oo
Dikaz:
e pro viechna z € M a viechna n € N zfejmé plati nerovnost | fn(z) — f(z)| < 0

e Prvni implikace:

— predpokladejme, ze lim, .o, 0 =0



~ 2 definice limity &iseiné posloupnosti (,) | plyne, Ze pro libovolné & > 0 existuje ng takové, Ze
lon] =00 <€

pro viechna n > ng

— to znadi (jak vyplyvéa z definice suprema), ze pro viechna n > ng a viechna z € M plati také
|fu(z) — f(z)| <€

- atedy fo(z) 3 f(z)na M
e Druhs implikace:

predpokladejme, ze f,(z) = f(z) na M
zvolme libovolné € > 0

pak existuje ng takové, Ze pro viechna n > ng a viechna z € M plati

|fal@) - f(@)] < 3

odtud a z vlastnosti suprema plyne, Ze pro n 2> ng plati

0n<§<e

a tedy lim, oo 0p =0

1.2.12 Priklad

Znovu se navratme k pfikladdm 1.1.10 a 1.1.11. Pokusme se nyni uZit predchozi véty k demonstraci faktu, ze

posloupnost funkci
e
(n@n:ﬂ:=(1+41l)

n=1

stejnomérné konverguje na R k limitni funkci f(z) = 1. Jasné je, Ze

—z? _z2
1442 — 1 i

Op = Sup
z€ER

= sup
zeER

4
n'

n
potazmo lim, ... 0, = 0, a tedy ( f,,(:z:)):o=1 konverguje na mnoziné viech realnych &isel stejnomérné.

Naproti tomu pro posloupnost (ga(z)) ., = (z").., je

On:= sup |z"]| =1
x€{0,1)

a limp—oo 0 = 1. Dané posloupnost tedy na intervalu (0, 1) stejnomérné nekonverguje. A podle poznamky
1.2.8 tedy nemiiZe konvergovat ani na (0,1). Tim je demonstrovana uzite€nost véty 1.2.11.

1.2.13 Priklad

VySetfujme stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

(:c2 +2.'1:+n2)°°

2 1 2
¢ +n n=1

Nejprve snadno vypocteme limitni funkci

2 2
fz) = lim " t2z4+n”

n—oo g2+ n?

Oznaéme nyni

2z

gn(z) := falz) - 1= Zrn?



Jelikoz chceme pro vyietfeni stejnomérné konvergence uzit supremélniho kritéria 1.2.11, bude tieba urcit
hodnotu suprema o, = sup,cg |gn(2)]. K jeho zjisténi uZijeme znalost pribéhu funkce g.(z). Z hodnoty

prvni derivace

n? — x?

(z2 + n?)*
uréime stacionarni body z = +n podezfelé z lokainiho extrému. Jelikoz je funkce g,(z) spojitd vsude na R,
gn(0) = 0 a navic

gn(z) =2

:lLH;C gn(z) = IBTOC gn(z) =0,

je ziejmé, ze bod x = n je bodem lokalniho (a tedy globalniho) maxima funkce g,(z) na R. Podobné: bod
z = —n je bodem globalniho minima funkce g, (z). Graf funkce |g,(z)| je vyobrazen na nasledujicim obrazku.

4 19,/

Obrazek 1.4
Graf funkce z — i;!%-;

Odtud tedy
2n 1

=)= T

potazmo lim,—oc 0n = limpnoon™! = 0. Proto tedy zadana posloupnost konverguje na R ke své limitni

funkci f(z) = 1 stejnomérné.

1.2.14 Véta — Bolzano-Cauchyova podminka

Posloupnost funkei (1.1) je stejnomérné konvergentni na M pravé tehdy, kdyz spliuje tzv. Bolzano-Cauchyovu
podminku tvaru

(Ve >0)(Inp € N) : mn2ng Az €M |falz) = fm(z)| <. (1.7)
Dikaz:
e Prvni implikace:

— necht ( fn(a:)):ll stejnomérné konverguje na M k jisté funkci f(z)

— pak pro kazdé £ > 0 existuje ng € N takové, ze pro libovolnd m,n € N takova, ze m,n 2 ng. a
pro viechna x € M plati

£

@) = f@| <5 A 1fml@) - f@)] < 5

- a tedy
|fa(@) = fmn ()| < | ful@) — F(@)| + | fm(2) - f(z)] <€

e Druhs implikace:



~ necht posloupnost funkci spliuje vztah (1.7)

- podle Bolzano-Cauchyovy podminky pro &iselné posloupnosti 1.1.8 posloupnost (1.1) konverguje
bodové k jisté funkci na mnoziné M (oznaéme ji f(z))

- chceme dokazat f,(z) =3 f(z) na M

- 2volme € > 0 a k &islu § vyberme podle (1.7) ng tak, aby pro véechna m,n > ny platilo
€
1fn(x) - fm(x)l < '2'

- pro libovolné pevné zvolené n > ng a pro m rostouci nade vsechny meze pak odsud dostaneme
nerovnost

[fa(2) = f(2)| <

l\DIl")

platnou pro kazdé x € M

e tim je dikaz zkompletovan

1.3 Vlastnosti posloupnosti funkci
V této sekci budeme demonstrovat, jak vyznamn4 je stejnomérnd konvergence pfi zachovavani vlastnosti clend

funkénich posloupnosti. Ukazeme napfiklad, Ze pro stejnomé&rné konvergentni funkéni posloupnosti bude mozno
libovolné zaménovat pofadi vybrané matematické operace (limitovéani lim,_.., derivovani % ¢i integrovani

f: dz) a fimitovani limy, oo -

1.3.1 Veta

Necht posloupnost (1.1) funkci spojitych na mnoziné M stejnomérné konverguje na M k funkci f(z). Potom
je funkce f(z) na M spojita.

Dikaz:
e abychom dokézali spojitost funkce f(z) na M, musime dokazat spojitost pro kazdé c € M
e zvolme libovolné ¢ > 0

e ze stejnomérné konvergence posloupnosti ( fn(a:)) _, Plyne, Ze k &islu § existuje ng tak, ze

(VneN)(n>mno) (Vz € M) : |falz) = Fl2)| < -;— (1.8)
e ze spojitosti funkce f,,(z) v bodé c plyne, Ze k Cislu § existuje U(c) takové, ze
(Ve eUENM):  |faol@) = faole)| < 5 (19)

e zvolime-li ng tak, aby platilo (1.8) a U(c) tak, aby platilo (1.9), dostavame celkem, Ze k €islu € > 0
existuje U(c) tak, Ze pro viechna z € U{c) N M plati

(@) = )] < 1@) = Faa@)] + |fno(@) = Faol@)] + [faol) — S| < 5+ 5+ 5 =¢

¢ tim je diikaz dokoncen



1.3.2 Veta
Necht je pevné zvoleno ¢ € R. Necht posloupnost (1.1) stejnomérné konverguje pro jisté § > 0 na intervalu

(c,c+ &) k funkci f(x). Necht kazds z funkci fn(x) ma viastni limitu
im fp(z) = by,.

I—C4

Pak existuji viastni limity lim,, .~ b, a lim,_.., f(x) 3 jsou si rovny, tj.
lim lim fp(z) = lim lim f,{x) (1.10)
T—+D0 T —=+C4 .r-—'C+ T — 2

Digkaz:

e Prvni cast (existence limit):
— podle predpokladu konverguje posloupnost (f,,(:r)):c=l stejnomérné na intervalu (¢, ¢ + 9)

- tedy pro libovolné pevné zvolené ¢ > 0 existuje podle véty 1.2.14 ny € N tak, Ze pro viechna

m,n 2 ny a vsechna r € (¢, c + d) plati nerovnost
(1.11)

£
‘fm(l.) - fn(x)i < §
— dale vyuzijeme druhého predpokladu, a sice existence vlastnich limit funkci f,,(z) a fm(z) v bodé

I = C zprava
- pro libovolné zvolens m,n = ng tudiz existuji (z definice pravé spojitosti funkce) &isla 8;,8, € R*

takova, ze
£
- bm‘ < gy

c<r<ct+d = |fm(z)
(1.12)

€
3

c<r<ctdy = |falz) —ba| <

nebot limz .., fa(z) =by alim,_c, fm(T) = by,

— chceme dokazat, ze pro m.n 2 ng je |by, — b, < ¢
— zvolime-li nyni = tak, ze ¢ < x < ¢+ min{4, 8,82}, je (viz nerovnosti (1.11) a (1.12))

I
m

24zt
3

L] m
[VER R

b = bal < |bm = f(@)| + [ (x) = fa(@)| + | falz) = bn] <

— tedy pro kazdé £ > 0 existuje ng tak, Ze pro viechna m,n > ng je
[br — bn| < €.

a podle Bolzano-Cauchyovy podminky 1.1.8 pro limity Ciselnych posloupnosti tudiz existuje viastni

limita posloupnosti (b,)a%,
—~ oznaéme tuto limitu jako b. tj. lim,, .oc b, = b

e Druha &ast (rovnost limit):
~ zbyva dokazat, ze lim,—.., f(x)=b
— jelikoz lim,,_,o b, = b, existuje pro libovolné pevné zvolené ¢ > 0 krajni index £y € N takovy, Ze
pro jakékoliv n > €, plati
[bn — b] < £
3
- jelikoz na intervalu (c,c + &) plati fao(z) = f(z), existuje pro kazdé € > 0 index ng € N tak, ze

pro jakykoli index n > ng a pro jakykoli bod z € (¢, c + &) plati
£

()~ fal@)] < 5

- polozme mg := max{{y, ng}



— pro kazdé m > my existuje (diky existenci limity funkce f,,(z) v bodé z = ¢ zprava) é&islo 63 > 0
tak, Ze pro kazdé z € (c,c + d3) je

|fm(z) - bml < %

— polozime-li A := min{4,d3}, vidime (jak vyplyva z trojahelnikové nerovnosti), ze pro jakékoli
z € (c,c+ A) plati

|£(2) = b < [f(2) = fm (@)| + | frn(2) = bm| + [bm = B] < §+§+§=s

— skuteéné tedy lim,_,., f(z)=b

1.3.3 Veta

Necht je pevné zvoleno ¢ € R. Necht posloupnost (1.1) stejnomérné konverguje pro jisté § > 0 na intervalu
(¢ = é,c) k funkci f(z). Necht kazda z funkci f,(x) ma vlastni limitu

lim f,(z) = b,.

X=—sC
Pak existuji viastni limity lim,— o0 bn 3 lim,—,._ f(z) 3 jsou si rovny, tj.

lim lim f,(z)= hm lxm fal(Z). (1.13)

=00 T—~C -t Co Tl
Dikaz:

e diikaz vyplyva z pFedeslé véty po dosazeni g,(y) = fo(~vy)

e konverguji-li totiz funkce f,(z) stejnomérné na intervalu (¢ — 4, ¢), znadi to, ze funkce g,(y) konverguji
stejnomérné na (d,d + §), kded = —¢

e dale

lim fo(z) =

= lim =
T—C_ ‘ d =—¢ y—-'d.,. gﬂ(y)

e pak podle (1.10) plati

lim lim fu(z) = llm hm an(y) = hm hm g,,(y) = hm hm fa(z)

N~+00 T—C... 00 y— —~C_ n—

e to kompletuje diikaz

1.3.4 Dasledek

Necht je pevné zvoleno ¢ € R. Necht posloupnost (1.1) stejnomérné konverguje pro jisté § > 0 na intervalu
(¢ —8,c+ &) k funkci f(z). Necht kazda z funkci f,(z) mé& vlastni limitu

lim f,(z) = b,.

Ir—C
Pak existuji vlastni limity limy, .o b, @ limz—. f(z) a jsou si rovny, tj.

lim lim f,(z) = slzli.nc nll.ngo fa(Z).

n—Oo0 r—¢e

1.3.5 Poznamka

Tvrzeni predestych vét 1.3.2 a 1.3.3 |ze zobecnit také na konvergenci k plus, resp. minus nekoneénu. To bude
néplni nasledujicich dvou vét.



1.3.6 Veta

Necht posloupnost (1.1) stejnomémé konverguje pro jisté K > 0 na intervalu (K,oc) k funkci f(x). Necht
kazda z funkci f,(z) méa viastni limitu

lim fn(z)=b,
T—00
Pak existuji vlastni limity lim,, . b, 3 lim;— f(Z) a jsou si rovny, tj.

lim lm f,(z)= lim lm f,{z).
n—0oCc I—0oC I—+OC N—+0C

Dukaz:
e Prvni East (existence limit):

- podle predpokladu konverguje posloupnost (fn(r)) , Stejnomémé na intervalu (K, co)

- tedy pro libovolné pevné zvolené ¢ > 0 existuje podle vety 1.2.14 index ng € N tak, ze pro vsechna
m,n 2 ng a véechna z € (K, oo) plati nerovnost

fml@) = Ful@)] < 5 (1.14)

— dale vyuzijeme druhého predpokladu, a sice existence vlastnich limit funkci f,(z) a fm(z) pro =
rostouci nade viechny meze
— pro libovolné zvolend m.n > ny totiz existuji (z definice spojitosti funkci fn(z) 2 fm(z) pro =
jsouci "pobliz" plus nekonecna) éisla K;,Ko € R* takovs, ze
<K = Ifm(l‘) - bml < =

3
€

T <Ky = |falz) —bn| < 3 (1.15)

nebot limz— oo fn(Z) = by 3 limzoo frn(Z) = b
—~ chceme dokazat, Ze pro m,n 2 ng je |by, —~ bpl < €
— zvolime-li nyni r tak, Ze x < max{K,K;,Kz2}, je (jak je patrno z nerovnosti (1.14) a (1.15))

E € €
b — bn| < |bm — fm(2)| + | fn(2) — fa(@)] + | falz) — ba] < 3t3t3=¢
— tedy pro kazdé £ > 0 existuje ng tak, Ze pro véechna m,n > ng je
Ibm - bnl < 5,

a podle Bolzano-Cauchyovy podminky 1.1.8 pro limity Ciselnych posloupnosti tudiz existuje vlastni

limita posloupnosti (b,)3%,
— oznaéme tuto limitu jako b, tj. im, .o by, = b

e Druha East (rovnost limit):

— zbyva dokazat, ze lim; .o f(z) = b
— jelikoz lim,—. b, = b, existuje pro libovolné pevné zvolené £ > 0 krajni index £, € N takovy, Ze
pro jakékoliv n > ¢; plati

|bn—b|<§

— jelikoz na intervalu (K.c0) plati f(z) =3 f(z), existuje pro kazdé = > 0 index ng € N tak, ze pro
jakykoli index n 2> ng a pro jakykoli bod = € (K, 00) plati

(@) - fala)| < 3

— polozme myg := max{fy,no}
— pro kazdé m > my existuje (diky existenci limity funkce f,,(z) v plus nekoneénu) &islo K3 > 0 tak,
e pro kazdé z € (K3, 00) je

|fm($) - bml < %

— polozime-li K := max{K, K3}, vidime, ze pro kazdé r € (X, 00) plati

|£(2) = b < |5(@) = fn(@)] + | fm(@) = bl + b —b] < 5 + 5 + 5 =€

— skuteéné tedy lim, .o, f(x) = b



1.3.7 Veta

Necht posloupnost (1.1) stejnomérné konverguje pro jisté K < 0 na intervalu (—oo,K) k funkci f(z). Necht
kazda z funkci f,(z) mé viastni limitu
. lix_noo fa(x) = by.

Pak existuji vlastni limity lim, ..cc by, 8 limz—_o f(z) a jsou si rovny, tj.

lim hm falz) = hm hm fulz).

n—x0 r——

Ddkaz:

e dikaz vyplyva z predeslé véty po dosazeni g,(y) = fn(—¥)

e konverguji-li funkce f,(x) stejnomérné na (—oo,K), znadi to, Ze funkce g,(y) konverguji stejnomérné
na (L,oo), kdeL=~K>0

dale limy— oo fn(x) = | y=- | = limy—ooo gn(y) = bn

pak podle predesié véty plati

lim lim f.(z)= lxm hm gn(y)— 11m hm gn(y) lim hm fa(z)

Nn—00 T+ ~00 T~ n—

to kompletuje dikaz

1.3.8 Priklad

Rozhodnéme, zda konverguje posloupnost funkci

fe s o o]
(E)n:l
zadan4 na R ke své limitni funkci stejnomérné. Limitou této trivialni posloupnosti je nulova funkce (na celéem
R) a tudiz neni pfilis sloZité zkoumat supremum
|z

x
on = sup |— — 0] =sup —
zeR T zcR N

ze supremélniho kritéria. Snadno zjistime, ze o, = oc. Jelikoz limitou posloupnosti (an) _, heni nula, nekon-
verguje zadana posloupnost ke své limitni funkci stejnomérné. Budeme-li oviem vySetfovat stejnomérnou
konvergenci stejné posloupnosti na intervalu (a, 3), situace se zméni. Za danych pfedpokladd totiz

|z _ maxlal, 81}

On = Sup ) 2

z€(a,8) T

Tehdy ale limp—oo0n = 0, a zadan& posloupnost proto konverguje na (a,3) stejnomérné. Posloupnost
(—5‘)"_ tedy konverguje stejnomérné na kazdém uzavieném intervalu (dokonce i na kaidém otevieném in-
tervalu, ktery je omezeny), ale na celém R stejnomérné nekonverguje.

1.3.9 Veta

Necht je d4na posloupnost ( f,.(:c)) , funkei spojitych na uzavieném intervalu (a, b). Necht tato posloupnost
stejnomérné& konverguje na intervalu (a b) k funkci f(z). Potom plati

b b
/ f(a:)d:r::nli.rgo / fn(z)dz. (1.16)
Daokaz:

e funkce fi(z), f2(z),... jsou na (a,b) spojité a proto viechny integraly f: fn(z) dx konverguji
e podle véty 1.3.1 je vSak spojité také funkce f(z)



e leva strana rovnosti (1.16) tedy rovnéz existuje

. =/bfn(z>dz,

je nasim ikolem prokazat, Zze posloupnost ('y,,) , konverguje k hodnoté v := f f(z)dz, tj. e pro
kazdé ¢ > 0 existuje index ng € N takovy, Ze pro vsechna n 2 ng je splnéna nerovnost

/:fn(r)dr—/abf(z) ax

e oznacime-li

-] = <t

o zvolme tedy ¢ > O libovolné

(Vne N)(n 2 no) (Ve € (a.b)):  |falz) - flz)| <

o odtud a z vét o integralu funkce jedné proménné plyne

(r)dx—/ f(x)dz| = ( A (z) - flz)) /;fn(x f(2)|dz <

£
< xz?nr?b)lfn(x) —f@)]-(b-a) < g—-(b-a)=¢,

coz podle definice limity dokazuje platnost vztahu (1.16)

1.3.10 Poznamka

Obsah predeslé véty lze vyjadFit také jednoduchou vétou: "Stejnomérné konvergentni posloupnost spojitych
funkei lze na uzavieném intervalu integrovat ¢len po ¢lenu," tedy

b
/ llm fn = llm / fn
1.3.11 Veta

Necht je dana posloupnost (1.1) funkci dlferencovatelnych na otevieném intervalu (a, b) takova, ze pro alespon
jedno ¢ € (a,b) &iselna posloupnost ( f, (c)) , konverguje. Necht navic posloupnost (fn(:r)) | Stejnomerné
konverguje na (a,b). Potom také posloupnost (1 1) stejnomérné konverguje na (a.,b). Navcc oznacnme—ll jeji
limitu f(z), je tato diferencovatelna na (a,b) a pro kazdé z € (a,b) plati rovnost

f(z) = lim fi(z).
Dikaz:
e Predpoklady véty:

— zvolme ¢ > 0 libovolné

— jelikoz posloupnost ( fn(z)) , stejnomérné konverguje na (a, b), existuje podle Bolzano-Cauchyovy
podminky 1.2.14 zcela jisté no € N tak, ze pro jakékoliv indexy m,n > ng a vSechna z € (a,b) je

spinéna nerovnost
£

|f(@) = fr(2)] < &= 206—a) (1.17)

- diky bodové konvergenci &iselné pos!oupnosh (fn (c)) , ale take existuje (podle 1.1.8) krajni index
ng € N tak, ze pro libovolné m,n > np plati

|m@-n@k§ (1.18)



~ oznaéme £g := max{no, 7o }
- pak jsou pro libovolné indexy m,n > &, splnény jak podminka (1.17), tak také (1.18)

e Prvni ¢ast dikazu:

~ zavedme funkci g(z) definiénim pfedpisem g(z) := fu(z) — fo(z)

— podle Lagrangeovy véty o pfiriistku 1.3.12 ex:stu;e mezi bodem ¢ a libovolnym bodem z € (a,b)
cislo £ takové, ze

9(z) — 9(c) = g'(€) (z - ¢)
~ toto tvrzeni plati dokonce i tehdy, je-li za = zvoleno samo ¢, tj. pro z = ¢

— za predeslych predpokiad( plati
fm(z) = fa(@) = fm(c) + fulc) = (z = ¢) (fra(€) — F1(€))

odtud ale

|fm(2) = fa(2)| < |fmle) = FalO)| + |2 = | - | F1a (&) — £r(&)] <

E+|z-—c|——E—<E+,b—a|. =4S¢
S 3 b—a) 2 20b-a) 22
(fn

— to ale neznaéi nic jiného, nez ze posloupnost ( f ) ne Stejnomérné konverguje na (a, b)
e Druhé ¢ast ditkazu:

— zbyvs jesté dokazat, Ze v libovoiném bodé z, € (a,b) existuje viastni derivace f'(zq) a Ze jeji
hodnota je rovna pravé limité lim, .. f/(zo)

zvolme tedy libovolné zy € (a,b) a také pevné § > 0 takové, Zea+d <zg < b—46

- polozme

‘Pn(h) fn(zo + h}z fn(xO) , ‘P(h) - f(l‘o + h’z - f(xO) (119)

— obé funkce jsou tedy definovany na intervalu (—4,0) U (0,4)

— snadno lze ukazat, ze

falZo + R) = fa(zo) _ flzo +h) — f(20)

Jlim r(h) = lim h = - = @(h)

definujme jesté pomocnou funkci 7(h) := fiu(h) — fo(h)
z Lagrangeovy véty o priridstku 1.3.12 vyplyva, ze mezi body z¢ a 2o + h jisté existuje &islo € tak,

ze plati
T(Zo + k) — 7(z0) = h - 7'(£)
T @0+ h) — Fmlan) _ 1 (20)
Jm(zo + k) — fm(xo n(Zo + k) — falzo _ g '
h - h —fm(E)""fn(E)v
respektive

em (k) — @n(h) = fr,(€) = f(€)
— z predpokiadu (1.17) tudiz vyplyvé nerovnost
lom(R) = wn(h)| < | fr€) — F1(E)} <&,

coz prokazuje, ze funkéni posloupnost (Lpn(.'z:)) , stejnomérné konverguje na mnoziné (—4,0) U
(0,48) k funkci ()

— ze vztahu (1.19) navic trividiné vyplyva, ze

. o _ gt
hl_xg)l+ ¢n(h) = lim @u(h) = f;(z0)



— tim jsou naplnény predpoklady vét 1.3.2 a 1.3.3, a sice klademe-li v obou vétach 6, @, (h)}, w(h).
fl{zo) 3 0 za symboly 4, fn(z), f(z), br ac

— z vét 1.3.2 a 1.3.3 pak tedy vyplyvaji rovnosti

. - . — . / . — . - . !
i () = lim bn = Jim falzo), fim k) = Jim bo = iy, fnlo)

— vzhledem k definiénimu predpisu (1.19) funkce ¢(h) odtud plyne, Ze

f(zo+h) — flzo) _

Jim, o) = Jim ==, /o)

1.3.12 Poznamka

Zde pripominame znéni Lagrangeovy véty o pririistku pro funkci jedné proménné, jez byva vyslovena a dokazana
prakticky v kazdém zékladnim kurzu matematické analyzy.

Necht je dana funkce f(z): R — R, jeZ je spojitd na intervalu (a,b) a ma v kazdém bodé otevieného intervalu (a, b) vlastni
&i neviastni derivaci f/'(z}. Potom v intervalu (a,b) existuje alespoi jedno Cislo £ € (a, b) tak, Ze plati rovnost

f(b) = f(a) = f'(§) (b - a).

1.3.13 Poznamka

Znéni véty 1.3.11 Ize vyjadrit také jednoduchou vétou: "Posloupnost diferencovatelnych funkci, jez konverguje
alespon v jednom bodé, lze na otevieném intervalu derivovat ¢len po Elenu, pokud je na ném posloupnost
sestavend z derivaci ptivodnich funkci stejnomérné konvergentni." Pak

(s 0 = i )

1.3.14 Priklad

Pokusme se nyni vySetFit stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

o

1
n( :L‘+;1;—\/5)

n=1

na intervalu I = (0, 00). Limitni funkci je funkce f(z) = 2/z. Dale

1
O, = sup - 2yz| = sup \/:r+~1'~\/5 .
zeR+ n( /I+L_‘/5) r€R* n

Funkce gn(z) := /z + + — /T je ale na celem R* zjevné klesajici, nebot
1
1VE -2+
! = -
gn(x) - 2 2 1 z < 01
n
a proto
1

Jelikoz lim,_. 0, = 0, konverguje vySetiovana posloupnost k funkci f(z) = 2/ stejnomérné.



1.3.15 Priklad

Vysetfete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

( T‘ 1+ xn)::l

na mnozing A = (0,00). Tentokrat ma limitni funkce tvar

1 ... €{0,1
f(z) = lim (142" = z€{0.1)
n—oo r ... z> 1.
I’y f(x)

1 |

: x
o) 1

Obrézek 1.5

Graf limitni funkce f(z).
Nyni vySetfime stejnomérnou konvergenci. Vidime, Ze

on = sup |V1+2z" — f(z)] =max{ sup |¥/1+z" — 1],sup| V1 +z" —x|} =:
zeRY z€{0,1) z>1

= max{ sup |gn(z)|,sup |hn(x)|} =: max{an,Bn}
z€(0,1) z>1
Nejprve budeme hledat extrém funkce g,(z) na mnoziné (0, 1), kde plati
g(z)=z""1(1+ :zc")%_1 > 0.
Funkce je tudiz na zminéné mnoziné spojitd a rostouci, proto

an= sup |gu(z)| =g(1)= ¥2-1.
z€(0,1)

Dale vySetiime extrém funkce h,(z) na mnoziné (1, 00), kde plati
hn(z) =2" ' (1427771 -1<0,
nebot pro z > 1 jsou splnény ekvivalentni nerovnosti

P -
"

1
e 1+ —1<0 < "1+z—<1+zi.

Funkce h,(z) je tudiz na mnoZiné (1, c0) spojitd a klesajici, tedy
B = sup |hn(z)| = h(1) = V2 - 1.
z>1
Odsud
op = V2 —1.

A protoze lim,_,o, 0, = 0, konverguje zadan4 posloupnost na mnoziné A ke své limitni funkci f(x) stejno-
mérné.



1.3.16 Priklad
Vypoctéme limitu
. (2n)!!
oo (2n + 1)1

2n)!

o0
(an).,) je nezaporna, monoténni a omezend, tudiz ma limitu. Oznaéme ji a. Jak je ziejmé,
"/ n=1

Posloupnost (

plati
1
lim _ (it =2
n—x 2(2n+ 1)1t 2

Matematickou indukci snadno ukazeme, Ze plati nerovnost

(2n)" . (2n - 1)1
2n+ 1107 (2n)t

Pak tedy
. (2n-=-1)N
= AL A
4 nan;c (277)" s @
Navic jesté
im (2n—-1)1' (2n)t im 1
nite T (2m)1l nmoo 2n+ DI nmso2n+1

Qdtud b-a = 0, a proto b = 0. Matematicka indukce také vede ke vztahu

(2n)!! < (2n + )M
(2n+ 1N T (2n+ 2)1

1
2

Odsud (2t
. a
lim — 2 — =—-<b=0.
nevoc 2(2n + DI 2

Uzavirame tedy, ze
lim (2n)tt
n—oo (2n 4+ 1)1~

1.3.17 Priklad

Necht b € (0,1) je pevné zvoleny koeficient. Vypo&téme bodovou limitu

fy PO 1G+2) . (btn-1)

N3 n!

.

Trivialné plati rovnost

lim b(b + 1)(b+21)l;..(b+n -1) _ nlin;ce

In( h\b+l)(b+2na' ,(b+n—l))

Chceme tedy ukazat, ze

£:= lim ln(

nN—2X

b(b+1)(b+2)...(b+n—1)) - -

Snadno ale nahlédneme, ze

20

I
In(l-z)< -z

=§:ln(1—1;b)=

i=1

<Zb;1=(b~1)2;1.-

=1 i=1

Jelikoz ale ¢iselna fada ¥ ;o 1 diverguje k plus nekonecnu, vyplyva odtud, ze £ = —oo, nebot 1 — b < 0 diky
skuteénosti, ze b € (0,1). Pak snadno

f DO+ D(6+2) .. (b+n—1)

n—o0 n!

=0.



1.4 Cviceni

Cviceni 1.1
Naleznéte limitni funkci posloupnosti

Cviceni 1.2
Naleznéte limitni funkci posloupnosti
(n2 + 5nz + 2),. o
n2 n=1 .

Cviceni 1.3
Dokazte tvrzeni véty 1.2.7.

Cviceni 1.4
Dokazte tvrzeni véty 1.2.9.

Cviceni 1.5
Naleznéte obor konvergence posloupnosti funkei (fa(z)),._,, kde
n3
f n (:L') n+1 !
a urete jeji limitni funkci.
Cviceni 1.6
Naleznéte obor konvergence posloupnosti funkef ( fn(x))n s kde
Iﬂ
f n (I) = H!
a urdete jeji limitni funkci.
Cviceni 1.7
Naleznéte obor konvergence posloupnosti funkei (fa(z)) . kde
21|
f "( ) = 1+2 14 p2n’

a urete jeji limitni funkci. Na zakiad& znalosti limitni funkce rozhodnéte o stejnomérné konvergenci zadané
posloupnosti funkci.

Cviceni 1.8

Naleznéte obor konvergence posloupnosti funkei ( f,.(x)):’:l, kde

In(nz
ful@) =20z 50)
a urcete jeji limitni funkci.
Cviceni 1.9
Naleznéte obor konvergence posloupnosti funkei { fn(m))n_l, kde
14 g?ntl
W)= T

a uréete jeji limitni funkci. Na zékladé znalosti limitni funkce rozhodnéte o stejnomérné konvergenci zadané
posloupnosti funkci.



Cviceni 1.10
Naleznéte obor konvergence posloupnosti funkei (f,(z))>._,, kde

n=1"
n?
fn(z) = 1 /n2$n(n+l),

a uréete jeji limitni funkci.

Cviceni 1.11
Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci
x
(\/" 1+ e"“)
n=1

na mnoziné viech nezapornych realnych &isel.

Cviceni 1.12
Vysetfete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

(arctg ((811'«’\-/4-7-—;2;)3/2) ):1

na jejim oboru konvergence.

Cviceni 1.13
Rozhodnéte, zda posloupnost funkei ( f,.(:r))°° kde

n=1"
z.'n
fn(.‘L‘) = ;7
konverguje stejnomérné na mnoziné a) (—1,1), resp. b) (—2,2).

Cviceni 1.14

Rozhodnéte, zda posloupnost funkci ( f,‘(a:)):’:l, kde f.(z) = 2™ —x™*?, konverguje stejnomé&rné na mnoziné
(0, 1).
Cviceni 1.15

Rozhodnéte, zda posloupnost funkci (f, (x)):°=1, kde fn(z) = 2™ — %", konverguje stejnomérné na mnoziné
{0,1).

Cviceni 1,16
Rozhodnéte, zda posloupnost funkci (fn(z))>-_, kde

n=1"
nxr

falz) = m,

konverguje stejnomé&rné na mnoziné a) (0,2), b) R*.

Cviceni 1.17
Vysetete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci (fn(z)) - . kde

/ 1
fﬂ(.’L') = 1'2 + ;,

na jejim oboru konvergence.

Cviceni 1.18
VysetFete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei ( f, (:c))°° kde

n=1"

fal@) = (\/H%- ﬁ) ,

na mnozinach a) R*, b) (1, 00).



Cviceni 1.19
Vy3etiete stejnomérmou konvergenci posloupnosti funkei ( f,.(a:)):°=1, kde
sin(nz
falz) = 202,
na jejim oboru konvergence.

Cviceni 1.20
Vyzetiete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei (fn(z)) ., kde fo(z) = z - arctg(nz), na jejim
oboru konvergence.

Cviceni 1.21
Rozhodnéte, zda posloupnost funkei (fn(x)) ", kde

n=1"*

fa@ == (),

n

konverguje stejnomérné na mnoziné a) (0, 5), resp. b) R*.

Cviceni 1.22
Rozhodnéte, zda posloupnost funkei

( 1+ gnt! )°°
I+z™ /.,
konverguje stejnomérné na mnoziné (0, 00).

Cviceni 1.23
Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci posloupnosti funkci

oo
(s77)
n=1

na mnoziné (0, 0c).

Cviceni 1.24
Ukazte, ze posloupnost funkei (fn(z)) _, kde

fal(z) = %arctg(:r"),

konverguje na R stejnomérné, ale
!
. . !
(i, 1u(@)) () # Jim £,00)

Cviceni 1.25
Ukaite, Ze posloupnost funkci (fa(z)) - |, kde

n=1"

falz) =nx e‘“z,

konverguje na intervalu {0, 1), aviak
1 1
[ Jtim fai@)es £ tim [ sate) e
0 n—oo n—00 0

Cviceni 1.26
Rozhodnéte, zda plati rovnost

V' nz 1 nT

lim ——dz = lim ———dz.
n—oo fo 1+ n2zt o n—oo 1+ n2zxt



Cviceni 1.27
Vysetfete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei

((a: + n)(22+ n+ 1)):11

na mnoziné {0,00).

Cviceni 1.28
Rozhodnéte, zda je spinéna rovnost

12 2 12 2
nin{n) z n in{n) r-

lim / (—&)d.t = / lim Ld‘r
n—x f, 14+ n3gi Jo n—=x 1+ n3rd

Cviceni 1.29
Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

n?z? \*
(n2 + x2)n=l
na mnoziné a) R, resp. b) M = (0,¢), kde ¢ > 0.

Cviceni 1.30
Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

(w7)...

na jejim oboru konvergence.

Cviceni 1.31
Rozhodnéte, zda funkéni posloupnost

(2n+ 1)1t 2" \*°
((2n+ 2)1! %)

n=1

stejnomérné konverguje na intervalu (—1,1).

Cviceni 1.32

Vysetrete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci
(n2 + 322 ) x*
3 1. 13
n’+r n=1
na mnoziné (0, 00).
Cviceni 1.33
Vysetfete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci
(2nz?e™"* + 3re™"T) >
n=1

na mnoziné (0, 00).

Cviceni 1.34
Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci posloupnosti funkei

(5.
r—1 n=1

na mnoziné (0,1).



Cviceni 1.35

Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci posloupnosti funkei ( f,,(:z:))°°

n=1’

kde

1 n? "
e =7 (m)

na mnoziné R*.

Cviceni 1.36

Rozhodnéte, zda je pro posloupnost funkei (f» (:z:)):°=1, kde

In{z?® + 4n?z? + 4n?)
In®(n)

fu(z) =

b

spinéna rovnost ,
. - . 7
(Jim, $u(e)) = Jim, £ (0)

Cviceni 1.37
Vysetrete stejnomérnou konvergenci postoupnosti funkci

z z? *
_z
((3F+2$)e )n=1

na mnoziné (0, 0o).

Cviceni 1.38
Vypoctéte
. 314 9nz — 4n22? + 4n32®
lim 3 55
n—oo fq 2n - n?z + nz

Cviceni 1.39
Vysetiete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

1 x 2 _= i
(-(--1) e »+2)
n'n n=1

na mnoziné (0, 00).



Kapitola 2

Rady funkci

Zavedeme-|i do predpisu &iselné fady 3, a, proménnou veli¢inu, podobné jako jsme to ucinili pro posloup-
nosti v prvni kapitole téchto skript, obdrzime tzv. fadu funkci. Budeme-li zkoumat nékteré vlastnosti funkénich
fad, zjistime, ze samotnd bodova konvergence je pro garanci jistych vlastnosti pfilis slaba, a ze bude tudiz
nutno (v analogii k funkénim posloupnostem) zavést silnéjsi pojem konvergence, tj. konvergenci stejnomérnou.

2.1 Bodova konvergence rad funkci

V prvnim oddile druhé kapitoly budeme definovat zikladni pojmy pro teorii funkénich fad a3 vyslovime nékters
kritéria pro jejich bodovou konvergenci.

2.1.1 Umliuva

V celé kapitole jsou symboly m,n,ng vyhrazeny pro pfirozené Cisla.

2.1.2 Definice
Necht je dana posioupnost funkci (1.1) definovand na neprézdné mnozZiné M C R. Potom nekoneény soucet
Hz)+ fa(@)+ ...+ falx) + ...

nazyvadme radou funkci na M a znaCime symbolem

> falz). (2.1)
n=1

2.1.3 Definice

Necht je ddna funkéni fada (2.1) definovand na mnoziné Al. Funkci
sn(z) =) fu(2)
k=1

pron € N a £ € M budeme nazyvat n—tym ¢istecnym souctem fady (2.1) a posloupnost (sn(a;)):o=1 pak
posloupnosti ¢asteCnych soucti dané fady.

2.1.4 Definice

Necht je dana funkéni fada (2.1) definovand ma mnoziné M. Necht (s,,(:z:))f=1 je prislusnd posloupnost

Easteénych souttit. Rekneme, ze fada (2.1) konverguje v bodé c € M, jestlize konverguje Ciselna posloupnost
(3"(0)):;1' Rekneme, Ze fada (2.1) konverguje (bodové) na mnozingé N C M, jestlize konverguje v kazdém
bodé mnoziny N. Vlastni limitu
8(z) := lim s,(z)
n—e



posloupnosti ¢asteénych souétli pak nazyvame soutem rady (2.1) a zapisujeme
o0
5(2) = ¥ fala). (22)
n=1

Definiéni obor Dom(s), tj. mnoZinu viech ¢ € M, pro néz posloupnost (s, (c))
nazyvat oborem konvergence fady (2.1) a znaéit symbolem O.

oo
n=

, konverguje, budeme dale

2.1.5 Poznamka

Obor konvergence fady (2.1) je tedy mnozina viech ¢ € M, pro néz Ciselnd fada )~ | fn(c) konverguje.
Pripomindme, Ze soucet s(z) konvergentni funkéni fady je na oboru konvergence O (diky poznamce 1.1.3)
redlnou funkci rediné proménné. Kromé pfipadu konvergentnich fad rozeznavame také fady divergujici k plus
nebo minus nekoneénu, popri. fady oscilujici (tj. takové, jejichz soucty neexistuji ani jako vlastni ani jako
nevlastni).

2.1.6 Poznamka

Diky symbolickému zépisu (2.2) |ze na symbol Y"o> | f.(z) nahlizet dvojim zpiisobem: jednak jako na Fadu
funkci a jednak jako na jeji soucet. Z kontextu bude ale vZdy ziejmé, o ktery vyznam se jedna.

2.1.7 Priklad

Uvazme tadu
o0

az”, (2.3)

kde a € R je jeji jediny parametr. Takovou fadu byvs zvykem nazyvat geometrickou fadou s kvocientem .
Pro jeji n—ty ¢asteény soucet s,(z) = a + ax + azx? + az® + ... + az™ ! plati, jak se lze lehce presvédgit,
jednoduché rovnice

@) —a _ a+ar+ar’+az® +... + 62" % = 5,_1(z) = sn(x) ~ az"7},
odkud pak vyplyva vztah
sn(z) = a1 -2
A

platny pro pfipad, kdy kvocient z neni jednotkovy. Pokud = = 1, pak lze ale trivialn& nahlédnout, Ze s,(x)
je konstantni funkei, a to s,(z) = na. Jelikoz soucet Fady je definovan jako limita posioupnosti astecnych
souétd, je souctem Fady (2.3) funkce

. 1-2z"
3(:r)=nll.ngoa = = 1-%

a

To oviem pouze pro pfipad, kdy |z]| < 1. Tedy soutem geometrické fady s kvocientem z intervalu (—1,1) je
podil prvniho jejiho Elenu a rozdilu 1 — . Pro |z] > 1 Fada diverguje, kromé trividlniho pfipadu, kdy a = 0.

2.1.8 Veéta — Bolzano-Cauchyova podminka

Rada funkci (2.1) zadans na mnoziné M konverguje v bodé ¢ € M pravé tehdy, kdyz spliiuje tzv. Bolzano-
Cauchyovu podminku tvaru

(Ve > 0)(3no € N) : m>n2ng = |fap1(€) + frr2(c) + fasale) + ...+ fm(c)] <. (24)
Dikaz:
e oznaime s,(z) = Y p_,; fi(z) n—ty Easteny soucet Fady (2.1)

e z predpokladd dokazované véty a z definice bodové konvergence vime, Ze posloupnost (s"(ar:)):o=1
konverguje v bodé c € M



e pak jsou ale naplnény predpoklady véty 1.1.8, tudiz vyrok
(Ve > 0)(3ng € N) : m,n 2 ny = ism(c)—s,.(c)| <¢
je ekvivalentni bodové konvergenci fady ¥ oo | fa(c)

e jelikoz ale pro kazda m,n € N takovéa, ze m > n 2 ng plati
Sm(C bn(c Zfl\ ka((‘ fn+l )+fn+2(c)+fn+3(c)+"'+fm(c)1

vyplyva odtud, 2e dokazovany vyrok je pravdivy (jako ekvivalence)
e poviimnéte si, ze tvrzeni plati také pro pfipad, kdy m = n + 1

o tehdy vyraz f,41(c) + fai2(€) + fass(e) + ... + fin(c) obsahuje ovsem pouze jediny sCitanec, a sice

fns1(c)

2.1.9 Veta

Necht 3% | f.(z) je konvergentni funkéni fada majici na neprazdné mnoziné M soucet s(z). Necht -7, g,,(z)
je konvergentni funkéni fada majici na neprazdné mnoziné N soucet t(z). Necht M N N # 0. Pak fada
oo (fa(z) + galx)) konverguje na AI NN a jejim souctem na M i N je funkce s(x) + t(z).

Dikaz:

e oznaéme s,(z) = Y i_, fx(z) n—ty Easteény soucet fady 3 >, fa(z) a t,(2) = 3._, gk(x) n—ty
gasteény soucet fady y_ - gn(Z)

e oznacime-li 7, () n—ty casteény soucet fady 3 ., (fn(z) + gn{z)), plati zcela trividini rovnost

rn(T) = sp(1) + folx)

e jelikoz bodova konvergence fad funkci je dédiéna vlastnost (viz cvieni 2.1), konverguji obé fady na
prianiku M NN

e 2z predpokladii dokazované véty vyplyva, ze s,(z) — s(z) na AfNN a podobné t,(z) — t(z) na M NN

e tudiz pro jakékoliv ¢ > 0 a jakékoliv ¢ € A N N existuje ng € N tak, ze pro n > ng plati

[sa(x) — s(z)| <

[ 3V NG

e pro ono zminéné £ > () existuje ale také m, € N tak, Ze pro m > my, plati

|tm(.r) —t(:l:)| < g

e polozme £, := max{ng, mo}
e pak je pro libovolné £ > ¢, spinéna nerovnost

[re(z) — (s(z) + t(2))| € |se(x) = s(a)| + [te(z) —t(z)| < 5 + 5 =¢,

tof

coz implikuje jednak fakt, ze fada 5°°_, (f(x) + gn(2)) konverguje v kazdém bodé c € M NN (tedy
bodové na M N N) a jednak skuteZnost, ze pfislusSnym souctem je pravé funkce r(z) = s(z) + t(x). kde
Dom(r)=MNN

e tim je diikaz proveden

2.1.10 Veéta

Necht 37 | fa(z) je konvergentni funkéni fada majici na neprazdné mnoziné M soulet s(z). Pak pro kazdé
¢ € R konverguje na M také fada 3 .-, ¢- fa(z) a jejim souctem na mnoziné M je funkce ¢ - s(x).

Ditkaz:

e je ponechan Etenafi (viz cviceni 2.2)



2.1.11 Veta

Necht 30, fn(z) je konvergentni funkni fada majici na neprazdné mnozing M soucet s(z). Necht je dale
dsna funkce g(z) : M — R, jeZ je omezena na M. Pak fada 3 ., g(z) fn(z) konverguje na M a jejim
souctem a mnoZiné M je funkce g(z) - s(z).

Dikaz:

e z piedpokladu omezenosti funkce g(x) plyne, Ze existuje K > 0 takové, ze pro viechna x € M plati
nerovnost |g(z)| < K

e zvolme ¢ € M libovoin& a oznaéme s,(z) = Y., fr(z) n—ty Easteény soucet fady 3 -~ | fn(x)
e z predpokladu, Ze 3 o>, fa(c) konverguje, je patrno, Ze pro libovolné £ > 0 existuje no € N takové, ze
pro kazdé n 2> ng plati
|sn(c) — s(c)| < :
K
e oznaime t,(z) = Y 1., 9(z) fu(z) n—ty Eastecny soutet fady 3.~ | g(z) fn(z)
e zjevné plati t,(z) = g(z) sp(z), odkud pak
€
[ta(c) — g(c) - 8(c)| = |g(e) - sn(e) — g(c) - s(c)| = |g(e)] - |snlc) — s(c)| < X g =€
e to znamen4, Ze fada Y ., 9(z) fa(x) konverguje v bodé c € M k &islu g(c) - 5(c)
e a protoze bylo ¢ vybrano libovolné, je nyni prokazana platnost dokazovaného tvrzeni
2.1.12 Veta

Necht k € N. Potom funkéni Fady 3 o7, fu(z) @ 3o,y fn(z) budto obé konverguji nebo obé divergujf
k +00 nebo obé diverguji k —co nebo obé osciluji. Ozna&ime-li s(z) soucet Fady Y o, fa(z) a t(z) soutet
fady Z:;k.;-l fn(z), pak plati

s(z) = fi(z) + fo(2) + ... + fu(z) + t(2),
za predpokladu, Ze obé Fady konverguji.
Dakaz:
e oznaéme s,(z) = Y_,_, fe(z) n—ty Eastegny soudet fady 3 oo, fn(Z)
e fadu fry1(z) + fra2(T) + fesa(x) + ... lze jednodude prepsat do tvaru
0+0+...+ 0+ feg1(2) + fesa(2) + frsa(z) + ...

e oznatme t,(x) n—ty CasteCny soucet této fady
e pak pro n > k jisté plati rovnost t,(x) = fr+1(z) + fer2(Z) + fess(x) + ... + fo(z), potazmo

sn(z) = (fi(@) + f2(z) + ... + fi(2)) + talz)

e po limitnim pfechodu n — oo pak snadno ziskdvdme viechna dokazovand tvrzeni

2.1.13 Poznamka

Zaménime-li ve funkéni fadé koneéné mnoho jejich élend (funkci), chovani fady se tedy podle predesié véty
nement.



2.1.14 Veta

Necht je na mnoziné M zadana konvergentni fada .-, fn(z), jejimz souctem na M je funkce s(z). Necht
je dale na M zadana konvergentni fada 3"~ , gn(z), majici na M soucet t(x). Necht pro viechna n € N a
viechna z € M plati

fa(z) < gnlz).
Pak pro vsechna z € M plati nerovnost
s(x) < t{z). (2.5)
Dikaz:

e oznacéme $,(z) = 3 ;- 1fk n—ty &aste¢ny soulet fady Y ., falZ) a ta(z) = 3 1 ; gr(z) n—ty
gasteény soucet fady Y 7 g,,(:r)

e z predpokladi véty vyplyva, ze pro viechna n € N a viechna z € M plati s,(z) < tn(7)

e po limitnim pfechodu n — oo pak snadno ziskavame tvrzeni tvaru (2.5)

2.1.15 Véta — nutni podminka bodové konvergence

Necht 3", fn(z) je konvergentni fada zadana na mnoziné M. Pak funkéni posloupnost (f,;(a:))zo=1 konver-
guje na M k nulové funkci.

Ditkaz:

o polozme 5,(z) = Yp_, fi(z) @ sp-1(2) = Y52 filz)

e 2 predpokladi véty vime, Ze limita (s, (x)) existuje a navic

=1

lim s,(z)= lim s,_1(z) = s(z),
N-—+20 n—o0
kde s(z) je souet uvazované fady
e jelikoz ale f,(z) = sn(x) — sp—1(x) pro kazdé = € M, vyplyva z limitniho prechodu rovnost

Jim fo(z) = lim sn(z) = lim sn-1(a) = s(z) - s(z) =
e to dokazuje vyslovené tvrzeni

2.1.16 Poznamka

Nutnou podminku bodové konvergence funkénich fad lze zapsat Gspornou implikaci (jednostrannou) tvaru

Zf,, )=s(z) = fa(z)—0.

Nutnou podminku je mozno s vyhodou pouzit zejména pfi vyvraceni konvergence funkénich fad. Na potvrzovani
konvergence fad viak véta 2.1.15 bohuzel nestaci.

2.1.17 Definice

Necht je definovana funkéni fada }_~- | fn(z) zadané na M. Rekneme, ze fada Soney fnlx) je fadou s nezdpornymi
cleny, jestlize pro véechna n € N a viechna x € M plati nerovnost

fnlz) 20

2.1.18 Veta

Necht je na mnoziné M zadana fada .. | fn(z) s nezapornymi Cleny. Necht pro jakékoliv ¢ € M je Ciselna
posloupnost jejich Eastecnych souctli shora omezena. Pak je fada Y o> | fn(z) konvergentni na M.

Dokaz:
e jedna se o bezprostiedni disledek véty 1.1.13



2.1.19 Veéta

Necht jsou na mnoZing M zadany fady 3", fn(z) a Yoo | gn(z) s nezapornymi Eleny. Necht existuje index
k € N tak, Ze je pro kazdy index n > k a kazdé z € M splnéna nerovnost

fa(z) < gn(2).
Pak je-li fada 3777 | gn(z) konvergentni, je konvergentni také fada $°°° | fn(z).
Dokaz:

e je ponechan Ctenafi (viz cviceni 2.3)

2.1.20 Dasledek

Necht jsou na mnoziné M zadany fady Y., fn(z) @ 3 oo, gn(Z) s nezapornymi Eleny. Necht existuje index
k € N tak, Ze je pro kazdy index n > k a kazdé x € M splnéna nerovnost

fa(Z) < gn(2).
Pak je-li fada 3_7° | fu(z) divergentni, je divergentni také fada 5°0 | gn(z).

2.1.21 Veta

Necht jsou na mnoziné M zadany fady 3 .07 | fa(z) @ Jooo, gn(2) s nezdpornymi Eleny. Necht existuje index
k € N tak, Ze je pro kazdy index n > k a kazdé x € M spinéna nerovnost

Sns1(x) 9n+1(1)
) < (@) (2.6)

Pak je-li fada 3,7, ga(z) konvergentni, je konvergentni také fada Yomey fnlz).

Dikaz:

e z podminky (2.6) mimo jiné vyplyva, Ze zadna z funkci fn(z) ani g.(z) pro n > k nenabyvs na M
nulové hodnoty

® z nerovnosti {(2.6) vyplyva: pron >k a z € M plati

fa(z) - fn(z) .fn—l(z) fk+l(x) gn(x) gn-—l(x) ) 9k+l(17) =9n(3)
fe(@)  famr(z)  fa-a(z) fi(z) gn 1(2) gn2(z) @z gk(z)

to znaci, Ze pro n > k plati

fr(z)

fn(z) < gk—(z)gn(z)
e oznacme fe()
() gx(z)

jedna se o funkci nezavislou na indexu n (nebot k je pevné), navic je g(x) omezens

konverguje-li fada 3°7, gn(x), pak podle véty 2.1.11 konverguje také fada 3°°0 | 7(z) - gn(z)

o jelikoz 37 ) () - gn(x) je na M konvergentni funkéni fadou nezépornych Elend a navic je majorantni
k fadé 3°°0 | fa(x), plyne z véty 2.1.19, 7e Fada 3 o0 | f.(z) rovnéz konverguje

2.1.22 Disledek

Necht jsou na mnoZin€ M zadany fady 3°°7 , fu(2) @ 3507, 9n(2) s nezépornymi Eleny. Necht existuje index
k € N tak, Ze je pro kazdy index n > k a kazdé z € M spinéna nerovnost (2.6). Pak je-li fada 52 | f,()
divergentni, je divergentni také fada 3" | gn(2).



2.1.23 Definice

Necht jsou dany funkéni fady 3 o, fn(z) @ Yone; gn(z) definované na mnoziné M. Necht existuje ng € N
tak, ze pro viechna n > ng a vechna z € M plati

‘fn(x)l < gn(z).

Pak fadu 3°°° | g.(z) nazyvame fadou majorantni k fadé 3 ", fa(z).

2.1.24 Veta — srovndvaci kritérium

Necht je funkéni fada 3. | fn(x) majorantni k fadé Yo gnu(x) na mnoziné M. Pak konverguje-li fada
S22 gn(@) na M, pak fady Yoo | falz) @ 3opr,|fn(z)| na mnoziné A rovnéz konverguji.

Diikaz:

e z definice majorantni fady mimo jiné vyplyva, Ze 2adna z funkci g,,(r) pro n > k nenabyva na M zaporné
hodnoty

e z predpokladii véty a z Bolzano-Cauchyovy podminky vyplyva, Ze pro jakékoliv c € M existuje ng € N
takové, ze pro m > n = ng plati

Gn+1(€) + gni2(e) + gnyslc) + ... +gm(c) <€

e odtud ale

|fn+](c) + fn+2(c) + fn.+3(c) +...+ fm(c)l < lfn-H(C)‘ + lfn+2(c)l + |fn+3(c)| +.o.+ |fm(c)| <

< Gn+1(¢) + gns2(c) + gnas(c) + ... +gmlc) < e
e podle Bolzano-Cauchyovy podminky tedy obé fady 500 | fn(z) @ 3o, |fn(z)| konverguji v bodé

tudiz vsude v A

2.1.25 Dasledek

Konverguje-li fada 3 oc ;| fa(x)| na mnoziné AL pak take fada 3, fu(x) na A konverguje.

2.1.26 Definice

Rekneme, 7e fada o=, fn(x) konverguje absolutné na M, pokud na Al konverguje fada Y o_|fu(2)|.
Rekneme, ze fada 3°°° | fa(z) konverguje relativné na M, pokud na M konverguje fada 3°7° | fo(z). ale
oo 1| fa(z)| je na M divergentni.

2.1.27 Veéta — d’Alembertovo podilové kritérium

Necht je dana funkéni fada 307 | f.(z) zadana na mnoziné M. Necht pro kazdé r € M existuje np € N tak,
e pro viechna n > ny plati f,(z) # 0. Jestlize pro vybrané ¢ € M plati nerovnost

. frt1(c)
lim < 1,
n—ox | fa(c)
pak ¢ € O. Je-li naopak
. fn+1(c)
lim |—/———| > 1,
n—oo| fa(c)
pak c ¢ O.
Dokaz:

e vezméme libovolné c € M



e necht tedy
fn+l(c)

fule) | <!

lim
n—o0

e zvolme s takové, Ze f < s < 1
¢ pak jisté existuje mg > ng takové, ze pro viechna n > my plati

fn+1 (C)
fa(e)

sn+1

sﬂ
o jelikoz s < 1, je fada 3 .- | s™ konvergentni
e podle véty 2.1.21 tedy fada 3, fn(c) konverguje, tudiz c € O

e necht naopak

fn+1( )

fn(C) =£>1

n—'CXJ
o tentokrat zvolme s takové, Ze £ > s > 1
o pak jisté existuje mg > ng takové, Ze pro viechna n > myg plati

fn+l( )
fn(c)

e nenf tedy jisté splnéna nutnd podminka bodové konvergence

zs>1

proto je fada ) - | fn(c) divergentni, tudiz c ¢ O

2.1.28 Veta — Cauchyovo odmocninové kritérium

Necht je dana funkéni fada 300 | fn(z) zadans na mnozingé M. Pak viechna ¢ € M, pro né&2 plati nerovnost

hm 'fn (c)l

patfi do oboru konvergence O zadané Fady. Kazdé c € M, pro které

im {/|fn(c)| > 1,
do oboru konvergence nepatfi.

Dokaz:
e vezméme libovolné c € M
® necht

lim {/|falc)]=¢€<1

n—00
e lze tedy volit s takové, Z2e f < s < 1
® 2 definice limity existuje jisté no € N tak, Ze pro kazde n > n plati {/|fn(c)| < s, tj. | fa(c)] < 5™

o jelikoz je ale fada Y7 | s™ jisté konvergentni (nebot |s| < 1), je podle srovnavaciho kritéria konvergentni

jak fada 307 | fn(z)|, tak Fada 300 | fu(z)
e je-li naopak
m /| falc)] > 1
pak existuje no € N tak, Ze pro kazdé n > ng plati 3/|fa(c)] > 1, coz znadi, ze |fu(c)| > 1
e tudiz lim, .o fn(c) > 0, coZ odporuje nutné podmince bodové konvergence 2.1.15

e proto v tomto druhém pfipadé plati, e c ¢ O



2.1.29 Veéta — integraini kritérium

Necht je na mnoziné M zadana fada ., fn(z) s nezapornymi Eleny. Necht ¢ € M. Necht je posloupnost
()’n(c)):o=1 nerostouci. Necht dale existuje spojita nerostouci funkce p(z) : (1,00) — R tak, ze p(n) = fu(c)
pro viechna n € N. Pak ¢ € O pravé tehdy, kdyZ existuje integral f]°° p(x)dzr a je vlastni.

Dikaz:
e oznatme a, := f,(c)

e 2z predpokladii véty jasné vyplyva (viz také obrazek), ze pro kazdé n > 2 plati sada nerovnosti
snlc) —a; é/ p(r)dr < sy-1(c). (2.7)
1

kde s, (r) je n—ty Casteény soucet fady S o, f.(z)

S —

Obrézek 2.1
K dibkazu integréiniho kritéria.

funkce f(z) je, jak vyplyva z predpokladd, na (1, 00) spojita, tudiz integral fl" p(z) dr jisté existuje pro
viechnan € N

z levé Easti nerovnosti (2.7) vyplyva, Ze existuje-li vlastni limita
n

lim p(z)dr=:7v € R,

n—oo 1

pak pro kazdé n € N je s,(c) < a1+

posloupnost ( f,,(c))zc=l je tudiz shora omezens a z predpokladii také nezaporna

to podle véty 2.1.18 znaéi, ze fada .., fn(c) konverguje, tj. c patfi do jejiho oboru konvergence O

z pravé &asti nerovnosti (2.7) vyplyva, e je-li integrél [ p(x)dr divergentni, tzn.

/lx p{z)dr = oc,

bude také lim,, .o $n(c) = oo, coz implikuje fakt, ze ¢ nepatfi do oboru konvergence O funkéni fady

Z:ozl fn(x)
2.1.30 Priklad

Hledejme nyni obor konvergence funkéni fady Y., n*. Aby vibec fada mohla konvergovat v bodé z € R,
musi byt spinéna nutnd podminka, tj. musi platit, Ze lim, ., n* = 0. Jak je ale patrné, pro z > 0 plati
rovnost

cc ... >0
lim n* =
fases 1 ... z=0,



a proto m4 smysl hledat body, v nichz fada Y., n” bodové konverguje, pouze mezi zapornymi z. Za téchto
okolnosti, tj. pro z € (—00,0), je funkce p(t) = t* na intervalu (1,00) spojita, klesajici a plati pro ni, ze
f(n) = n*. Tim jsou napinény pfedpoklady véty 2.1.29. Uvazme nejprve z € (—1,0). Pro tato z zjevné plati

oo t.'l:+1 S
/ t*dt = = 0Q.
1 z+1 1

/oo tlat = [ln(t)]cl’o = 00.

1

o0 t:x:+1 o0 1
/ t*dt = = eR.
1 I+1 1 17+1

Uzavirsme tedy, Ze oborem konvergence fady > >-  n® je mnozina

Je-li z = ~1, pak

A nakonec pro z < —1 plati

0= (-0,-1).

2.1.31 Veéta — Raabeovo kritérium

Necht je na mnoZiné M zadana fada 3 .., fa(z) s nezépornymi Eleny. Necht pro kazdé z € M existuje
no € N tak, Ze pro viechna n > ng plati f.(z) # 0. Jestlize pro vybrané ¢ € M plati nerovnost

. fale) )
limn|—"—<-1}>1, 2.8
n—o0 (fn+1(c) (28)
pak ¢ € O. Je-li naopak
: fa(c) )
lim n -1}<1, 2.9
n—oo (fn-H c) ( )
pak c ¢ O.
Ditkaz:
e vezméme libovolné c € M
e necht £l
lim n | I 1) > 1
n—oo (fml-l(c)
e pak existuje £ > 1 tak, Ze od jistého indexu je splnéna nerovnost
fale) £
21+ -
fa+1(c) n

o jisté lze volit s takové, Ze 1 < s < ¢

e polozme b, :=n""*

fada 300 b = Y o, i je zjevné konvergentni (podle prikladu 2.1.30)

n=1 n*
ht) = (1 + 2)

e pro jeji prvni derivaci snadno stanovime rovnost

dh s 1+t s=1
a n n

podle Lagrangeovy véty 1.3.12 o prirlistku existuje Cislo -y € (0, t) tak, Ze

pro nazornost nyni zaved me funkci

h(®) ~ h(0) = S () -



zde nabadame Etenare, aby ovéril splnéni viech predpokladi véty 1.3.12

odtud tedy
t\° s~1
(1+—) —1=2(1+3) -t
n n n

pro t = 1 takto dostdvame

kde v € (0,1)

z tohoto pomocného vypoctu vyplyva, ze

b, 1\* ; 51 s 1

_=(1+_) —1+2(142) <1+z(1+_)

bn+l n n n n n
protoze

s—1
lims(1+-1—) =s<{,
n— n

existuje jisté index m € N takovy, Ze pro viechny indexy n 2 my je

1 s—1
s(1+~) <?
n

pak tedy z rovnosti {(2.10) vyplyva, Ze pro n 2> my plati
bn 4 fnl(e)
<l+4+-<-——
bn+1 n fn+l(c)
odtud

fn+1(c) b'n+1

fn(c) bn
tim jsou naplnény predpoklady véty 2.1.21 a fada 3., fu(z) v bodé ¢ konverguje, &ili c € O

dokazeme nyni druhou East tvrzeni

necht tedy plati
lim n (A(i 1) <1

n—oo' \ fas1(0)

pak existuje ¢ < 1 tak, ze od jistého indexu je splnéna nerovnost

ACHPIN

fn+l(c) h n

polozme b, :=n~!

fada 3507 | b, = Y oo, 1 zjevné diverguje (podle pfikladu 2.1.30)

n=1ln

jisté existuje index mg € N tak, ze pro n > my plati
c ¢ n+1 b
fn+1(c) n n bni1

odtud

bn+1 fn+1(c)
bn < fn(c)

tim jsou naplnény predpoklady véty 2.1.21 a fada 5 ., fa(z) v bodé c diverguje, Cili c ¢ O

a to také zavrSuje provadény ditkaz

(2.10)



2.1.32 Poznamka

Vztahy (2.8) a (2.9) jsou ekvivalentni vztahim

nllngorz (1 - f}:—zc()c)) > 1, nIi_{r;gn (1 - f}:—(lc()c)) < 1.

2.1.33 Veta — Leibnizovo kritérium

Necht je na mnoziné M zadana funkéni fada Y .- fu(z). Necht ¢ € M. Necht jsou splnény nasledujici
viastnosti:

1.

2.
3.

Pro kazdé n € N plati rovnost sgn(fn(c)) = — sgn{fn+1(c)).
Pro kazdé n € N plati nerovnost | fnt1(c)| < |fn(c)]-

Existuje vlastni limita lim, o fn(c) a pro jeji hodnotu plati, ze lim,_ fn(c) = 0.

Potom ¢islo ¢ patfi do oboru konvergence fady 320 | fn(z).

Dikaz:

predpokladejme, ze fi(c) > 0
v pripadé, Ze by fi(c) < 0, by byl dikaz naprosto analogicky
necht (s,(2))._, je posloupnost Easteénych souétii fady 322 | f(z)
z ni vyberme podposloupnost ($2k($)):__1 sudych ¢lend
pro tu zjevné plati, ze pro kazdé k € N je
s2k+2(c) = s2k(c) + faks1(c) + far+2(c) 2> sax(c),
nebot diky predpokladim je soucet far41(c) + fars2(c) zcela jisté nezaporny
giselns podposioupnost (szk(c)):i1 je tudiz neklesajici
déle ale také plati
s2k(c) = file) + (f2(c) + fa(c)) + (fale) + f5(c)) + ... + (Far—2(c) + far—1(c)) + far(c) < fi(c),
nebot vSechny soutty faor_2(c) + fax—1(c) jsou z pfedpokladis véty nekladné a navic for(c) < 0
z nerovnosti sai(c) < fi(c) ale vyplyva, Ze podposloupnost (sgk(:z:)):c=l je shora omezen4 éislem f,(c)

dokazané vlastnosti omezenosti a monotonie zjevné implikuji fakt, e podposloupnost (szk(c))r., ma
koneénou limitu; oznaéme ji

s:= lim so(c)
k—o0
uvazujme nyni podposloupnost (sz,c“(:c)):o:1 lichych é€leni
pro ni v bodé c € M plati rovnost sai+1(c) = sox(c) + fors1(c)

jelikoz ale limy o0 52 (Z) = 5 @ limp o0 fn(z) =0, je také limg_oo S2x41(c) = 5

z toho, Ze soi(c) — 8 @ sox41(€) — s, jiZ trividlné vyplyva fakt, ze
oo
an(c) = lim s,(c)=3s
nel n—oo

tedy c € O



2.1.34 Priklad

Hledejme nyni obor konvergence funkéni fady > -.  (—1)"n*. Aby vibec fada mohla konvergovat v bodé
z € R, musi byt spinéna nutnd podminka, tj. musi platit, Ze

lim (—1)"n* = 0.

Jak je ale patrné, pro z > 0 tato podminka splnéna neni, nebot lim,_...(—1)"n* ani neexistuje. Proto ma
smys| hledat body, v nichz fada 3 (—1)"n® bodové konverguje, pouze mezi zapornymi z. Zcela zjevné
plati, ze za danych okolnosti, stfida fada Y, _,{—1)"n* znaménka. Dale plati n* < (n+1)* aproz < 0
také lim, ., n* = 0. Podle Leibnizova kritéria 2.1.33 je oborem konvergence zkoumané rady mnoZina

O = (~.0).
2.1.35 Veta — zobecnéné Raabeovo kritérium

Necht je na mnoziné M zadana fada 3 .-, fa(z). Necht ¢ € Al. Necht jsou spinény nasledujici viastnosti:

1. Pro kazdé n € N plati rovnost sgn{f,(c)} = — sgn{fn+1(c)).
2. Existuje vlastni limita
fa(c)

JL“.;"( Fanr@ |~ 1) -

Pak je-li ¢ > 1, konverguje fada 3.°° | f.(z) v bodé c absolutné. Je-li g € (0,1), konverguje fada 3 o, fr(z)
v bodé ¢ relativné. Pokud ¢ < 0, pak fada 3", fa(z) v bod c diverguje.

Ditkaz:
e pro pripad, kdy ¢ > 1, plyne dokazované tvrzeni z Raabeova kritéria

e necht tedy g € (0,1)

o pak jisté existuje Cislo ¢ € (0, ¢) tak, ze od jistého indexu je spinéna nerovnost

fale) | )
J(er R EL
e to jest
ff"ic()c) >1+ g > 1 (2.11)

e proto plati také nerovnost | f,+1(c)| < |fn(c)|. ktera pFedstavuje naplnéni druhého predpokladu Leibni-
zova kritéria

e odsud mimo jiné také vyplyvs, ze posloupnost (|fa(c)|).., je klesajici, a protoZe je zcela bez pochyby
také omezena zdola, existuje jisté vlastni limita

lim |fa(c) =y €Rg

e dokazeme nakonec, ze z danych predpokladii vyplyva i tfeti pfedpoklad Leibnizova kritéria

e z nerovnosti (2.11) vyplyva, Ze od jistého indexu ng plati

fn+l(c) n
falc) n+/¢
¢ bez pochyby tedy plati rovnost
fal)| _ | _fale) | [fn1(Q)| |In=2(e)| {f3le)]| |fale)
fl(c) fn—l(c) fn—?(c) fn—3(c) f2(c) fl(c)




e odtud

f
L] R ey ey 2 1)(7:; Lf:?(i)lm DN (212)
e chceme nyni dokazat, Ze limitou vyrazu na pravé strané je nula
o vyjdeme z trividini rovnosti
li n! = lim o"™TFmrrriEa )

oo (n+ O)(n4 - D(n+€—2).. ((+2)(+1) nom
e nyni postaci dokazat, ze

_ n!
"“=,,‘L‘%o‘"((n+e>(n+e—1)(n+f—2>---(f+2’(“") -

e snadno ale nahlédneme, Ze

) n l oo
he ,“‘(m)-? (7) - Z‘“(l‘m)

=

20
ln(l— 7)< -2

. ¢
~ 2T

o jelikoZ ale Ciseln fada 2,_1 - diverguje k plus nekonetnu, vyplyva odtud, ze h = -0

e odtud \
n!

Bl ey Yy gy ) s 7 Ty B

s ze vztahu (2.12) proto vyplyva, Ze lim, .o fo(z) =0

e jelikoZ jsou nyni spinény vSechny predpoklady véty 2.1.33, plyne odsud, e fada 3, fn(c) konverguje,
zatimco fada Y. | | fa(c)| diverguje z Raabeova kritéria

e celkem tedy: fada 3.7 | f.(z) konverguje v bodé c relativné
e dokiZeme nyni tfeti €ast tvrzeni

e necht tedy ¢ < 0

e pak jisté existuje £ < 0 takové, Ze od jistého indexu plati

fnlc)
fn+1 (C)

<1+£<1
n

o pak ale |fnt1(c)| > |fn(c)|, coZ implikuje nesplnéni nutné podminky konvergence

v tomto pfipadé tedy ¢ ¢ O, &imz je diikaz proveden

2.1.36 Definice

Necht jsou dany fady 30 fu() a 307 (gn(z) zadané na mnoZiné M. Soucinem rad 300, fu(z) a
Y om0 9n(z) budeme rozumét fadu 3 o> ) ha(z), jejiz n—ty Elen je na mnoziné M definovan predpisem

hn(2) =) fi(z) - gn-rk(z).
k=0

Znaéime

D ha@) = fal@) D a().

n=0 n=0 n=0



2.1.37 Veta
Necht jsou fady > oo, fu(Z) 3 3ooro gn(z) absolutné konvergentni na mnoziné M. Necht

an(x) =f(x)v zgn(z)
n=0 n=0

Pak soucin fad 307 fa(z)- Yoneg gn(x) je take absolutné konvergentni na M a pislusnym souctem je funkce

f(x) - g(z).
Dikaz:
e oznaéme soucin uvedenych Fad jako Y oo hn(z)
e dle predpokladd konverguji fady ¥ o | fu(x)| @ 30, |gn(z)| na M
e necht o, (z) je n—ty Easteény souet Fady 3| fa(z)| 3 7o (z) je n—ty Easteény soucet Fady 3 o[ gn(T)!
o necht hp(z) := 3.0, fe(x) - gn—i(z) dle definice 2.1.36
e obé posloupnosti (0n(z)) . 2 (Tn(x))?:;o gasteénych souétii jsou zcela bez pochyby neklesajici
e oznalme
ﬂli_.n:}Q on(x) =0o(x) 20, nli_.x{.xe () =7(z) 20
e pro kazdé n € N dale plati: 0,(z) < o(x) a 7(z) < 7(z)
o dale pro kazdé n € N plati
Z|hk(1)| = | fo(z)go(x)|+]| fo(z)g1(z)+ fi(x)g2() |+ . +| fol2)gn(2)+ f1 (Z)gn-1(2)+. . .+ fn(T)go(x)| <
k=0
< | fo(2)go(@)|+| fo ()91 (2)| +| fr(@) g2 (@) |+ . .+ fol@)gn (@) |+ f1(2)gn -1 (2)|+- . +| fa(Z)90()| <
< [|fo(x)l + |f1(1:)\ +...+ |fn(x)|] . [|go(:::)| + [gl(:r)| + ...+ |gn(:::)|] = 0n(2) - Ta(z) € 0(2) - ()
o Zastecné soucty p_olhi(x)| Fady 3ooo {ha(z)| jsou tedy shora omezené
e navic je také posloupnost (Z}:=0|h;..(:r)|)ﬂ _, monotonni, jak trividné vyplyva z faktu, ze stitame pouze
nezéporné Cleny
e podle véty 1.1.13 je proto posloupnost ¢astecnych souctil fady fo:o[hk(zﬂ konvergentni, tedy uvedena
fada na mnoziné M konverguje
e zbyva dokézat, Ze jejim souctem je skutecné funkce f(z) - g(x)
e oznagme pro tyto (lely G,(z) n—ty Easteény soucet fady Y ., fu(z) 3 Tn(x) n—ty Castecny soucet
fady 3 o0 o gn(Z)
e pak pro n—ty Easteény soucet fady Y .., hn(z) plati (jak vyplyva z definice 2.1.36) rovnost
n
S he(e) = Fal2) - Fala)
k=0
e 2 limitniho prechodu n — oo odtud snadno vyplyvéa, ze
Z ho(z) = hm Z hi(z) = lingo on(z) - 11m Ta(z) = f(z) - 9(z)
k=0
e tim je dikaz proveden



2.1.38 Poznamka

Jsou-li fady fady 377, fa(z) @ 3o;2, gn(x) relativng konvergentni na mnoziné M, miize jejich soucin byt
divergentni na M. To nastava napf. pro fady

[e.@] o0 oc 1
fﬁ()’= n )= (—1 T—
2@ =2 0@ =30

Pokud je ale soucin konvergentnich fad konvergentni (z4dna z fad pfitom nemusi konvergovat absolutné), je
jeji soucet roven soucinu f(z) - g(z). Jestlize alespon jedna z fad 3 oo | fo(7) 3 Toor, gu(x) je absolutné
konvergentni, je i jejich soucin konvergentni fadou se souctem f(z) - g(x).

2.1.39 Priklad

PFi pouziti rovnosti
i
(2n—1)2 8

n=1

vypoctéme soucty Ciselnych fad
— 1 il 1
> 20
n=1 n=1

Prostfednictvim jednoduchych tprav lehce ziskame rovnosti

=1 = 1 ~ 1 lem 1 o= 1
2 E L Gt L G T T T

n=1 n=1

Tedy

o n? P e 1) 434y (@n- 12 2 (2a-1)2 | 12

2.2 Stejnomeérna konvergence rad funkci

V analogii k posloupnostem funkci zavedeme také pro fady funkci se znaénym uzitkem pojem stejnomérné
konvergence.

2.2.1 Definice

Rekneme, Ze fada funkci konverguje na mnoziné M C R stejnomérné ke svému souctu s(z) a oznaéime

oo
Z falz) = s(x),
n=1
jestlize posloupnost jejich aste¢nych souétd konverguje na M stejnomérné k funkci s(z).

2.2.2 Poznamka

Z predeslé definice, z véty 1.2.7 a z poznamky 1.2.8 piimo vyplyv4, ze stejnomérns konvergence fady funkci
je dédicna viastnost, t.j. konverguje-li fada (2.1) stejnomé&mé na jisté mnoziné, konverguje stejnomérné také
na kazdé jeji neprazdné podmnoziné.



2.2.3 Priklad

Ukazeme, ze souctem rady spojitych funkci nemusi nutné byt spojita funkce. Uvazme radu

9 z? z? T

z° + it i +
1-+-:c2+(1+12)2+ +(1+1‘2)"‘1

Jde o geometrickou fadu s prvnim élenem x? a kvocientem (1 + z2)~!. Oborem konvergence je mnozina R,
nebot i nula do néj patfi, prestoze kvocient je v tomto pfipadé roven jedné. Souétem uvazované fady je funkce

2

1+2z22 ... x#0
s(z) =
0 ... =0
4 s(x)
!
X
’ —
O
Obrézek 2.2

Graf souctové funkce s(z).

Zatimco jsou viechny funkce z — x%(1+2%)"~! na R spojité, funkce s(z) na R spojita neni. Opét (stejné
jako v pfipadé posloupnosti funkci) lze ukazat, ze zkoumans fada konverguje pouze bodové, coz, jak lehce
nahlédneme, vede pravé ke zmifiovanému "poruseni" spojitosti.

2.2.4 \Veéta
Jestlize fada funkci (2.1) stejnomérné konverguje na A/ C R. potom na A C R konverguje i bodové.
Dikaz:

e je snadnym dusledkem predchozich definic a véty 1.2.3

2.2.5 Definice

Rekneme, ze fada funkci Y 07, fu(z) konverguje na mnoziné M C R regulsrné, jestlize fada 3 oo, |fn(z)]
konverguje na A/ stejnomérné.

2.2.6 Veta

Necht fada (2.1) spojitych funkci stejnomérné konverguje na mnoziné Al C R. Potom souétem této fady je
funkce spojita na M.

Dikaz:
e tvrzeni této véty bezprostiedné plyne z véty 1.3.1

o je-li funkéni fada Y, | fn(z) Fadou spojitych funkei, pak jisté také prisluins posloupnost Easteénych
souctd (s,.(a:)):o=1 je posloupnosti spojitych funkci

e z predpokladil véty ale vyplyva, ze s, (z) =3 s(z)



e tim je zaruCeno splnéni predpokladd véty 1.3.1 a limita s(z) posloupnosti &astecnych souctd je tudiz
spojita

o souttem fady 300 fn(z) je tedy za danych okolnosti spojité funkce

2.2.7 Véta — Bolzano-Cauchyova podminka

Rada funkci (2.1) konverguje na mnoZiné M C R stejnomérné pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje
index ng € N takovy, Ze pro jakékoli dva indexy m,n € N takové, Ze m > n 2 ng a pro jakékolivz € M je
spinéna nerovnost
lfn(x) + fn-H(m) +...+ fm(-r)l <é&.
Dakaz:

e tvrzeni této véty bezprostiedné plyne z véty 1.2.14

[e o] -~

e oznacime-li totiZ (sﬂ(x))n=1 prisluinou posloupnost &stenych souttl, ziskdvame rovnosti
n~1 m
sn-1(2) = Y fu(2), sm(@) =Y _ fu(@)
k=1 k=1

e podle véty 1.2.14 (v nepatrné obméné) konverguje posloupnost (.s',,(:t:)):Q=l na M stejnomérné pravé
tehdy, kdyZ pro kazdé £ > 0 existuje index ng € N takovy, Ze pro jakékoli dva indexy m,n € N takové,
je m > n > ng a pro jakékoliv z € M je splnéna nerovnost

|3m(1) - Sn—l(x)l <€

e z této nerovnosti oviem vyplyva, Ze
m n—1
ka(x) - Z fk(x) = |fn(x) + fn-#-l(-r) +...+ fm(xn <€
k=1 k=1

e to kompletuje dikaz

2.2.8 Poznamka

Predeslou vétu |ze shrnout nasledujicim formalnim zépisem:
oo
E fol(z) = s(z) &
n=1

& (Ve > 0)(3no € N)(Vmn e N)(m 2 n 2 no)(Vz € M):  [fu(2) + frsa(2) + o+ fmlz)| <€

Stejnomérna konvergence tedy opét (podobné jako tomu bylo u posloupnosti funkci) pozaduje existenci jistého
indexu ng, ktery je "univerzalni" pro viechna z € M.

2.2.9 Véta — nutnd podminka stejnomérné konvergence
Jestlize fada funkci 3250, fn(z) konverguje na mnoZiné M stejnomérng, potom posloupnost funkei (fa(z)) o,
konverguje na této mnoziné stejnomé&mé k nulové funkci.
Dakaz:
e 2 predpokiadd véty plyne, Ze
(Ve > 0)(3no € N)(Vm,n e N)(m 2 n 2 no)(Vz € M): |fa(2) + fara(x) + ... + fm(z)| <€

e jelikoz toto tvrzeni plati pro jakikoli m,n € N takova, Ze m 2 n 2 no, plati také pfi specialni volbé
m=n

e pak ale
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn € N)(n 2 no)(Vz € M) : |fn(x)| = | fulz) - 0| <e

o tento vyrok je ale ekvivalentni tvrzeni, ze posloupnost funkci ( f,,(:lc))::’=l konverguje na mnoZiné M
stejnomérné k nulové funkci.



2.2.10 Poznamka

Nutna podminka stejnomérné konvergence je jednostrannou implikaci, |ze ji tedy vyuZivat zejména pfi vyvraceni
stejnomérné konvergence fady. Neni-li totiz na mnoziné M spinéno, ze f,(z) =3 0, nemdze fada Y o | fu(z)
na M stejnomérné konvergovat. Naproti tomu mize nastat pfipad, kdy posloupnost ( j,.(:x:));";1 konverguje na
jisté mnozing M stejnomérné k nulové funkci, ale fada Y o7 | f.(z) pFesto na M stejnomérné nekonverguje.

Takovou fadou je napf. fada
E .
n

n=1
zadané napriklad na mnoziné M = (0, 1). Snadno se |ze presvédcit, ze posloupnost (%):;1 na M stejnomérné

konverguje, nebot

. x .1
lim sup |[—}|= lim — =0.
T~ DC €M n n—-+oc 1

Rada 5_°° | Z ale na A nekonverguje (napf. podle integralniho kritéria), tedy o stejnomérnou konvergenci se
jisté jednat nemiize.
2.2.11 Veta - srovnavaci kritérium

Necht fada }_°7 | g.(z) je na mnoziné M majorantni kfadé 3~ ", f,(x) a necht fada 3", | gn(z) je stejno-
mérné konvergentni na M. Pak fady 3>, fa(z) a 3., |fa(z)] jsou stejnomérné konvergentni na M, tj.
fada 3_o7 | fn(z) konverguje na M regularné.

Ddkaz:

uzijeme Bolzano-Cauchyovu podminku 2.2.7

z predpokladu vime, Ze fada Y .., gn(z) stejnomérné konverguje na M

o tedy pro jakékoli £ > 0 existuje ng takové, ze pro viechna pfirozend m 2> n 2 ng a pro vechna z € M
plati
0 < gn(Z) + gnpr(z) + ... +gm(z) <€

e pro zvolené £ a k nému existujici ng pak plati

[fn(T) + fas1(@) + .o+ fn(@)] < [frlzh + [ faar (@) + ..+ [ fml(2)] €
S gn(T) + gn1(@)+ ...+ gm(z) <€

to dokazuje obé tvrzeni véty

2.2.12 Dasledek

Konverguje-li fada na mnoziné Al regularné, konverguje na Af také stejnomérné.

2.2.13 Poznamka

Disledkem predeslé véty je také jedno z nejhojnéji uZivanych kritérii pro vySetfovani stejnomérné konvergence
fad funkci.

2.2.14 Veéta — Weierstrassovo kritérium

Necht 3 " | a, je konvergentni ¢iselna fada, f,(z) jsou funkce a pro véechna z € M a vechnan € N je
|fn(2)] < an.

Pak fady Y oo | fa(z) @ Yoo, |fn(x)| stejnomérné konverguji na M. tj. fada 3., fa(x) konverguje na A

regularné.

Dikaz:

e v predchozi vété polozime g,(z) := a, pro viechna z € M a uvédomime si, Ze pojmy bodové a
stejnomérné konvergence u Fady konstantnich funkci splyvaji



2.2.15 Veéta

Necht fada § o, fn(z) stejnomérné konverguje pro jisté & > 0 na intervalu (¢, c+ 6) ke svému souétu s(r).
Necht kazd4 z funkei f,,(z) ma vlastni limitu

Lm fu(z) = bn.
T—Cy

Pak Ciselna fada .- | b, konverguje, existuje vlastni limita lim;_.., s(z) a jsou si rovny, tj.

Ddkaz:

oznacme s, (z

D lim fale) = lim Y- fu(2). (2.13)
n=1 + T n=1

=y, fi(z) pro libovolné z € (c,c + &)

¢ jelikoz fada Zn=1 fn(z) stejnomérné konverguje pro jisté § > 0 na intervalu (c,c + §) ke svému souétu

s(z), pak na (c,c + &) take

sn(z) =3 8(x)

JelikoZ kazda z funkci fn(z) ma vlastni limitu lim,_.c, fo(x) = b,, pak také kazda z funkci s,(z) m4

viastni timitu

1.l_i‘r?* sp(z) = hm Zf, (z) = Zb- =:Tn

t-l

tato rovnost plati podle véty o limité souctu

Tn tak predstavuje n—ty Castecny soucet Ciselné fady 3°°° | b,

tim jsou spinény predpoklady véty 1.3.2

podle jejiho tvrzeni tedy plati, Ze existuji vlastni limity limp—o 7, 3 lim,_,., s(z) a jsou si rovny, t.j.

po sérii dosazeni

2.2.16 Veta

Necht fada }°77, fn(z) stejnomérné konverguje pro jisté § > 0 na intervalu (c — 6, c) ke svému souétu s(x).

Necht kazda z funkci f,(z) ma vlastni limitu

lim lim sp(z)= lim lim s,(x).
N—00 T—C4 T—C4 N—00

lim Zb = lim s(z)

n-+00 L~tCy

Z i=z!_l}1c'l+2fn

i=1

D Jlim fi(z) = lim A
i=1 n=1

pak ziskavame dokazované tvrzeni

ml_l.XICI_ fal(z) = b

Pak &iselna fada )27 | b, konverguje, existuje vlastni limita lim,_,,._ s(z) a jsou si rovny, tj.

Ditkaz:

Z hm falz) = llm Zfﬂ(a:).
=1

¢ bud plyne z pfedeslé véty po zaméné f,(z) za fo(—2)

e nebo Ize dokszat analogicky jako v predesla véta uzitim tvrzenf 1.3.3



2.2.17 Dadsledek

Necht fada .-, fa(z) stejnomérné konverguje pro jisté 4 > () na intervalu (c - J,¢ + &) ke svému souctu
s(x). Necht kazda z funkci f,,(z) ma vlastni limitu

lim f,(z) = byn.

Ir—c

Pak ¢iselna fada Y - | b, konverguje, existuje vlastni limita lim,_.. s(x) a jsou si rovny, tj.

Z lim f,(z) = iim Z fal(z).
n=1 n=1
Dikaz:

e je disledkem predeslych dvou vét

2.2.18 Veta

Necht fada Y. | fa(z) stejnomémé konverguje pro jisté K > 0 na intervalu (K,oc) ke svému souctu s{z).
Necht kazda z funkci f,(z) ma vlastni limitu

lim f,(z) = b,.

Pak Ciseina fada }_.- | bn konverguje, existuje vlastni limita lim;—. s(x) a jsou si rovny, tj.

> Jim fo(x) = lim 3 fa(2).
n=1 * oon=1
Dikaz:

e plyne z véty 1.3.6

2.2.19 Véta

Necht Fada 3 ., fn(z) stejnomérné konverguje pro jisté X < 0 na intervalu (—oc.K) ke svému souétu s(z).
Necht kazda z funkci f,(x) ma vlastni limitu

lim fn(z) = by.

T =t = 3C

Pak €iselna fada Y., b, konverguje, existuje vlastni limita lim; ..o 8(x) a jsou si rovny, tj.

i Tﬁ@x fn(x) = T_lirpx f:fn(:z).
n=1 n=1

2.2.20 Veta

Predpokladejme, ze fada (2.1) spojitych funkci stejnomérné konverguje na intervalu (a, b) a Ze jejim souctem
na (a.b) je funkce s(z). Potom &iselnd fada ¥..° f: fr(x) dx konverguje a pro jeji soucet plati

g:]/ubfn(x)dz=/ub3(w)dr=/:§:fn(w)dx-

Dikaz:

e aplikujeme vétu 1.3.9 na posloupnost (sn(z)) _, Castecnych soucti

e oznaéme tedy

sn(z) =) fx(x)
k=1

e jelikoz viechny funkce fn(z) jsou podle predpokladd spoijité, je také kazda funkce s,(z) na M spojita



o dale na M plati, Ze s,(z) =3 s(z)

e tim jsou naplnény pfedpoklady véty 1.3.9 a z jejiho tvrzeni vyplyvs, Ze
b b
/ l'mal‘> 8n(z)dz = lim / sp(z)dx

e dale snadno

b
/ lim sp(z)dz = llm ka(x)d.r = hm /b fe(z)dz
=1 a

n—oo
a

b b n oo b
[s@ar= [ 1m Y i@ea=Y [ i@
a a k=1

k=1v¢

b
]s(z)az= S @)=Y [ flaas

¢ k=1 k=1v¢

2.2.21 Veta

Necht je dana fada Y oo, fn(z) funkel diferencovatelnych na intervalu (a,b) takova, ze pro alespoi jedno
¢ € (a,b) €iselnd Fada Y>> | fn(c) konverguje. Necht navic fada 5 >° | f!(z) stejnomérné konverguje na
(a,b) a jejim souctem je funkce o(x). Potom také fada § oo f.(x) stejnomérné konverguje na (a,b). Navic,
oznacime-li jeji soucet s(x), je tento diferencovatelny na (a,b) a pro kaidé z € (a,b) plati rovnost

s'(z) = o(2).

Dgkaz:

e aplikujeme vétu 1.3.11 na posloupnost (sn(:r:)) céstecnych souctd

2 predpokladti véty vime, ze posloupnost (s,(x))>"_ konverguje alespoi pro jedno ¢ € M
n=1

o dale vime, Ze posloupnost &astetnych souctd (on(z))._, fady oo, fi(z) konverguje na M stejno-
mérné, tedy

on(z) = o(x)

e tim jsou naplnény predpoklady véty 1.3.11 a plati tudiz

(nli‘xrgosn(:c))' = lim s,(z)

e odtud ,
/(@) = Jim (Z fk(m)) = lin 3" fil@) = Jim on(z) = o(2)
k=1

k=1

to zavrsuje ditkaz

2.2.22 Poznamka

Vétu 2.2.20 shrnujeme slovy: "Stejnomé&rné konvergentni fadu spojitych funkci lze na uzavieném intervalu
integrovat &len po Elenu." Vétu 2.2.21 shrnujeme slovy: "Radu diferencovatelnych funkci lze na otevieném
intervalu derivovat ¢len po &lenu, pokud konverguje alespon v jednom jeho bodé a Fada sestavena z derivaci
jejich Elend stejnomérné konverguje." Tato véta totiz Fika, Ze za danych predpokladd plati:

(Z fn(r)) =3 fila).



2.2.23 Lemma — Abelova parcidlni sumace

Necht p € N a a;,b; € R pro véechna i € p. Poloime si := ay + az + ... + a,. Pak plati:

bi+l) + Spbp

!I M'c
"'ML

Diikaz:

P p—1

p—1
Zalb = 81[)1 + Z i — Si— 1 P = Z 9,(), Z 9'b,‘+] = Zsi(b,' ~bi+1) + Spbp
=1

=1 =1 1=

2.2.24 Veta — Abelovo a Dirichletovo kritérium

Necht (f,.(x ))“ X (g,,(x)):':=l jsou posloupnosti funkci na mnoziné A/ C R. Necht pro kazdé xr € M je

Ciselna posloupnost (g,,(r))gc monoténni. Necht plati jedna z nasledujicich podminek:

n=1
1. Abelova podminka: Necht Fada 3 >, f.(z) stejnomérné konverguje na M a existuje K € R* takové,
ze pro véechna n € N a véechna z € M plati |g, ()| < K.

2. Dirichletova podminka: Necht je posloupnost castecnych soucti fady 3., fu(x) tzv. stejnomérné
omezena na mnoziné A, tj. existuje K > (I tak, ze pro viechna z € M a pro kazdé n € N plati

Necht dale posloupnost (g,,(:(r:)):“= , konverguje na M stejnomérné k nulové funkci.
Potom fada 327, fn(z)gn(z) konverguje stejnomérné na M.
Dikaz:

e vezméme libovolnd ng,p € N a oznaéme s;(7) := fny+1(Z) + fag+2(Z) + ... + fro+:(T)

o pak z predchoziho lemmatu vyplyva rovnost

no+p P p—-1
3" £i(2)95(2) = Y Frowi(@) Gnoi(@) =D 8i(2) [Gno+i(2) = Gnori+1(2)] + 85(2)gno+»(2)
j=no+1 =1 =1

e odtud pak plyne srovnéni

no+p p-1
> £@)gi(@)] € Y 18i(@)] |9no+i(2) = Gnorirr (@) + [8p(2)] |gno+2(2)] (2.14)
J=na+1 i=1

e Abelova podminka:
— z predpokladl Abelova kritéria vime, ze
(3K >0)(Vr € M)(VneN): |g,(z)] <K

— podle Bolzano-Cauchyovy podminky aplikované na fadu 3. -, f.(z) existuje k libovolnému pevnému
e > 0 takové ny € N, ze pro viechna i € N a vsechna z € Af plati:

|S,‘(.’l‘)| = ifn..+l(-'r) + fn0+2($) +fno+t(-7: | < = 2K

— z mezivypoétu (2.14) pak plyne

no+p

Z fi 1’)93(3: < 9K Z'gnoﬁ(z) gno+:+l(3)] + Klgno+p(-77)| =

j=no+1

13 €
= lgn@|< 5 <e



~ v predeslem bodé jsme vyuZili monoténii posloupnosti (gn(z)):;l. diky niz maji viechny rozdily
Gno+i(Z) — Gno+i+1(x) stejné znaménko nebo jsou nulové

— tim je za pouziti Cauchyovy podminky pro stejnomérnou konvergenci fad "Abelova" &4st dikazu
véty provedena

e Dirichletova podminka:

— posloupnost Easteénych soultd fady Y oo, fn(z) je omezend, a tudiz existuje K > 0 tak, Ze pro
vsechna ¢ € M a pro vechna i € N plati:

no-+1
D fi@)| =si@)] <k
j=no+1
— z mezivypoctu (2.14) pak plyne
no+p p—1
Z fj(x)gj(-’ﬂ) < Kzlgno+i(-’5) - Qno+i+1(3«')| +K |9no+p(l')| =K |9no+1(l‘)|
j=no+1 i=1

— protoze gn(z) = 0, existuje ke kazdému ¢ > 0 takové ng € N, Ze

(V€ M): [gnos1(z)| < =

K
- tedy spolu
no+p .
> 55(@)9i(@)| < K|gnpui(@)] <Kz =€
j=no+l

- tim je "Dirichletova" ast dokazu véty provedena

2.2.25 Poznamka
Z predchéazejici véty mimo jiné bezprostiedné vyplyvad Leibnizovo kritérium 2.1.33 pro konvergenci oscilu-
jicich Ciseinych Fad. Staéi totiz za (gn(z)) , 2volit Ziselnou posloupnost (an)3%; a za (fa(z)) ., oscilujici

n=1
posloupnost ((—1)")2,. Rada Yoo 1)"aﬂ pak konverguje, pokud lim,, ,a, =02aa; 2a22>...20.
Uvédomme si, ze posloupnost Easteénych souttl fady Y - | (—1)™ je omezena. Z Dirichletova kritéria vyplyva
rovnéZ logicks alternativa Leibnitzova kritéria pro stejnomérnou konvergenci funkénich rad.

2.2.26 Veta — Leibnizovo kritérium

Necht ( f,,(:z:)) _, Je posloupnost funkci zadanych na mnoziné M C R. Necht pro kazdé x € M je Ciselns
posloupnost ( f,,(:c))'1= monoténni. Necht dale pro posloupnost (fa(z)),. plati fo(z) =2 0 na M. Potom
fada 320 | (—1)" fa(z) konverguje stejnomémé na M.

Ditkaz:
e je naplni cviceni 2.8

2.2.27 Priklad

Budeme vysetiovat stejnomérnou konvergenci fady funkci

Z arctg ( & 2{:’;2)3 /2) (2.15)

na jejim oboru konvergence. Snahou je za pouziti Weierstrassova kritéria dokszat stejnomérnou konvergenci
fady (2.15) na co nejvétsi mnoziné. Nejjednodussi metodou se zd4 byt omezeni funkce

fole) = nreg (X0 )

(8n? + z2)%/2



jeji supremalni hodnotou na R. ProtozZe ale vime, Ze funkce arctg(z) je na celém R rostouci, postaci vySetfovat
extrém funkce

gn(x) = ( \/ﬁx

8n? + 12)3/2°

Pro hledani extrému polozme prvni derivaci funkce g,(z) rovnu nule. Tedy

8n? — 222
(8n2 + £2)5/2 -

gn(z) = V/n

Rovnici resi body x = £2n. z nichz pouze bod zy = 2n je vzhledem k pribéhu funkce g,(z) jejim maximem.

tg

v

Obrézek 2.3
Priibéh funkce gn(z).

Maximum funkce ¢,(x} na mnoziné R mé tedy hodnotu

2 1
glea&cgn(z) = gn(2n) = 123/2 p3/2°

Tohoto faktu a skuteénosti, ze pro viechna r € R plati |arctg(x)]< |x|. nyni vyuZijeme pfi aplikaci Weier-
strassova kritéria:

(Vvz € R): ‘arctg ((——ﬂ——)

8n2 4+ x2)3/2

2 1 1
N 12372 372 Y p3/2°

vnr

= ’ (8n2 + x2)3/2

JelikoZ €iselna Fada vytvorena ze Cleni na pravé strané této nerovnosti zjevné konverguje, mizeme cely pfiklad
uzavfit tvrzenim, ze fada funkci (2.15) stejnomérné konverguje na oboru konvergence O = R.

2.2.28 Priklad

Pokusme se rozhodnout o stejnomérné konvergenci Fady funkci
oo
Y (-1 -2
n=0

na mnoziné I = (0, 1). Sou¢tem fady na celém I je funkce

1
T 14z(l1-2) 1+4z-—z2

s(z)



5(x)

x
o !
Obrézek 2.4
Soucet s(z) fady 3 07 o(—1)"z"™(1 — z)™.
nebot uvedend fada je geometrickou fadou s kvocientem g(z) = —z(1 —z), pro néjz na mnoziné I zjevné plati

lg(z)| < 1. JelikoZ je souCtem spojité funkce, nelze tvrdit, Ze zadana fada na I stejnomérné nekonverguje.
Pokusme se nyni dokdzat stejnomérnou konvergenci pomoci Dirichletova kritéria. Zvolme fn(z) := (~1)" a
gn(z) := z™(1 — z)". Posloupnost &aste¢nych souétd Fady Y .. , fa(z) je bez pochyby stejnomérné omezena
a navic pro véechna n € N a viechna z € I plati:

gn(z) 2 gns1(z) =4 2 ~z+120.

To plyne z faktu, Ze diskriminant kvadratické rovnice z? — x + 1 = 0 je zaporny, tudi? pro véechna z € R je
z? —z+ 1> 0. Zbyva tedy ukazat, ze posloupnost (z"(1 — z)")2_, konverguje stejnomérné k nule. Snadno
se presvédcime, Ze limitni funkci je nula, a to i v krajnich bodech intervalu J. Funkce z — z™(1 — )™ mé na

I bod lokalniho maxima nezavisly na n a to z,c = 3. Odsud

1
n = nl— Lid I
on = Supla0 2" = g

a nasledné lim,, .o 04 = 0, coZ je postacujici podminkou pro tvrzeni, Ze posloupnost (z"(1 — z)™).—, kon-
verguje na I stejnomérné k nulové funkci. Podle Dirichletova kritéria tedy zadana fada konverguje stejnomérné
nal.

2.2.29 Priklad

Prokazme stejnomérnou konvergenci fady funkci

0o —1)n
g(n) o

na intervalu I = (0,00). K dikazu uzijeme Abelova kritéria. Polozime f,(z) = K_—:): agu(z) = e 7.
Jelikoz je fada o | fn(z) konvergentni Fadou konstantnich funkci, konverguje na I stejnomérné. Dale se
presvédcime, ze funkce g)(x) = e~ % je na I omezen. To Ize snadno, nebot pfislusna derivace

y3

-1
z

1
gi(x) = e

je na I stéle kladna a tedy g;(z) je na I rostouci. Odtud sup,¢; g1(z) = limz_.oo e”: =1.

Zbyva tedy ukazat, Ze posloupnost (g,,(:c)):°=1 Jje monoténni. Pro viechna z € I a viechna n ale jisté plati
sada implikaci

—n o+l
x

129"zL = e =2e = = gu(z) 2 gni1().

s <]

Z monotonie posloupnosti (gn(x)), _, a omezenosti g (z) plyne omezenost viech funkci gy, (z). Podie Abelova
kritéria tedy zadana fada konverguje na mnoziné R* stejnomérné.



Obrazek 2.5
Graf funkce g){x).

2.2.30 Veta

Necht funkéni fada 3.2, f,.(x) stejnomérné konverguje na mnoziné M ke svému souctu s(z). Necht funkeni
fada 307 | gn(z) stejnomérné konverguje na mnoziné N ke svému souCtu ¢(x). Necht M NN # 0. Pak fada
S0 (fu(x) + gu(x)) konverguje stejnomérné na A N N a jejim souctem na M N N je funkee s(z) + t(x).

Dikaz:

oznaéme s, () n—ty Castecny soucet fady 3 ow, fn(z) a to(x) n—ty Eastecny soucet fady 3 -, gn(z)
oznacime-li 7, () n—ty Easteény souéet Fady Y ow, (fn(z) + gn(x)), plati zcela trivialni rovnost
() = sn(7) + folz)

jelikoz stejnomérna konvergence fad funkci je dédicna vlastnost (jak se &tenaf snadno pfesvédii), kon-
verguji obé fady na M N N také stejnomérné

z predpokladi dokazované vty vyplyva, Ze s,(r) =3 s(z) na M NN a podobné t,(z) =% t(z) na MNN

tudiz pro jakékoliv = > 0 existuje ny € N tak, ze pro n > ng a viechna z € A/ N N plati

|sn(x) — s(z)| <

oM

pro ono zminéné ¢ > O existuje ale také mo € N tak, Ze pro n > myg a viechna z € M N N plati

ta(z) — t(x)| < %

polozme ¢ := max{ng, mg}
pak pro libovolné n > €, a viechna r € M N N je splnéna nerovnost

I'rn(w) - (S(I) + t(I))l < |s,,(.l') - S(I)l + |f,,{l‘) - t(T)l <z+

=g
£

b

coz implikuje jednak fakt, ze fada .-, (fn(x) + gn(x)) stejnomérné konverguje na M N N, a jednak
skutecnost, ze prislusnym souétem je pravé funkce r(z) = s(z) + t(z), kde Dom(r) =M NN

tim je diikaz proveden

2.2.31 Veéta

Necht funkéni fada Y oo , fn(z) stejnomérné konverguje na mnoziné M ke svému souctu s(z). Pak pro kazdé
¢ € R stejnomérné konverguje na M také fada 3 . | ¢ fn(x) a jejim souctem na mnoziné M je funkce c-s(x).

Dakaz:

je ponechan &tenéfi (viz cviceni 2.9)



2.2.32 Veta
Necht fady 3.7 ) fa(z) @ 3onep gn(x) regulamé konverguji na mnozing M. Necht

S h@=5@). Y enle) = o).

Pak soucin fad 3777 fa(2)-30_, gn(z) je také regularné konvergentni na M a piislusnym souétem je funkce

f(z) - g(z).
Bez diikazu.

2.2.33 Veta

Necht fady 37, fn(z) @ 307, gn(x) stejnomérné konverguji na M. Necht je navic posloupnost (gn (x)):i]
monoténni pro kazdé x € M. Potom fada 3~ | fn(z)gn(x) konverguje stejnomérné na M.

Dokaz:

¢ je naplni cvieni 2.32

2.2.34 Poznamka

Upozorfiujeme, Ze predesla véta by bez predpokladu o monoténii nebyla platna. Neplati tedy, 2e konverguji-li
obé fady na M stejnomérné, pak i 3 o, f.(z)gn(z) konverguje stejnomérné na M. Polozime-li napr.

Jn(@) = gala) = =2
n =Ggn\T) = Jn
obé fady 3 7 | fu(z) @ 307, gn(z) stejnomérné konverguji na R. Ale fada

1 (el &
DR S DD

n=1

S|

dokonce ani nekonverguje, natoz pak stejnomérné.

2.3 Mocninné rady

Po zkoumani obecnych fad funkci nyni piejdeme k detailni analyze jejich nejzajimavéjsiho zastupce ~ k fadam
mocninnych funkci. Jak se dovime pozdéji (v nasledujici kapitole), bude studium Fad mocninnych funkei zasadni
pfi hledani mocninnych aproximaci funkci jedné proménné.

2.3.1 Definice

Necht (an)n%o je posloupnost redlnych &isel a necht ¢ € R. Potom fadu funkci
Z an(z —c)"
n=0

nazyvame mocninnou radou se stfedem v bodé c.

2.3.2 Poznamka

Substituci Z = z — ¢ prejdeme ke studiu mocninnych fad se stfedem v poéatku, t.j. k fadém typu Yoo GnZ™.
Upozoriujeme, Ze nasledujici tvrzeni jsou platns pouze pro fady funkei se stfedem v bodé nula. Pro fady
s nenulovym stiedem je tfeba viechna tvrzeni tohoto oddilu vhodn& modifikovat.



2.3.3 Poznamka

Mocninné fada 3 oo, anz™ zfejmé konverguje vidy alespoi pro z = 0. Navic mohou nastat nejvyse tyto tfi
vzajemné se vylu€ujici moznosti:

1. fada konverguje pouze v bodé z =0, tj. O = {0},
2. fada konverguje pro alespon jedno z # 0 a pro alespoi jedno Z # 0 diverguje,

3. fada konverguje véude v R, tj. O = R.

2.3.4 Piiklady

Uvedeme mocninné fady s vlastnostmi 1, 2 a 3 z predeslé poznamky.

1. Limitnim podilovym (d'Alembertovym) kritériem ukazeme, ze fada Y .. ,n!z™ méa jednoprvkovy obor
konvergence O = {0}

) znt! co>1 ... z#0
lim (n—+,—)-1——-- = lim |[(n+1)z| = #

N5 n!r" n—oo 0<1 ... z=0

2. Stejnym zpiisobem ukazeme, Zze fada 3 o, % napi. pro |z| = 1 konverguje a napf. pro |z| = 4
diverguje
" n2t| |z 251 ... |z|=4
m _——=

n—oo|(n+1)27+t g | 2 1<1 ... Jzgl=1

3. fada $.°°, &7 naproti tomu konverguje viude v R, nebot pro viechna z € R plati

n=0 n!
17"+1 n!

lz|  _
(n+ 1) zn 0.

- m =
n—sc n+ 1

m
n—oc

2.3.5 Veéta — Abelovo lemma

o0
n=0

Jestlize mocninné fada Y . ,anz™ konverguje v bodé ro € R (zp # 0), potom konverguje absolutné na

intervalu (— |zo|, [Zo]).

Dikaz:

Fada ) -, anxgy konverguje a tedy lim, .oo @n 2§ = 0 (viz nutnd podminka konvergence)

posloupnost (a,z3)5%, je tudiz omezena, proto existuje Cislo K € R takové, Ze pro vsechna n plati

lanzy| <K

odsud pro z spliujici nerovnost |z| < |zg| plyne

n
I

Zo

|a,,:c"| = |an$3| <K

x
g

Z

n
je konvergentni geometrickou Fadou s kvocientem <1

fada } .o oK

x.
Zo

ze srovnavaciho kritéria pro Ciselné fady plyne tvrzeni véty

2.3.6 Poznamka

Konverguje-li mocninna Fada v bodé zo € R (2o # 0), neznamena to ale jesté, Ze na intervalu (— |zg|, |Zo|)
konverguje stejnomémé. To je zasadni poznatek.



2.3.7 Veéta
Jestlize fada T2 a,z™ diverguje vbodé z € R, potom diverguje vkaZzdém bodé
z € (—00, = |zo]) U (lzol,0) .
Dikaz:

e je ponechan &tenafi (viz 2.33)

2.3.8 Poznamka

Dasledkem predeslych dvou vét je skuteEnost, Ze existuje Cislo R € R tak, Ze pro z € R takové, ze |z| < R
fada 300 an2" konverguje a naopak pro z € R takov, Ze |z| > R fada o oanx™ diverguje. Toto &islo R
budeme nazyvat polomérem konvergence.

2.3.9 Definice

Necht 3_°0 ,a,z" je mocninnd fada se stieden v bodé nula a O jeji obor konvergence. Supremum mnozZiny
O znacime R a nazyvéme polomérem konvergence. Interval (—R,R) budeme nazyvat intervalem konvergence.

2.3.10 Poznamka
Je zfejmé, Ze R € (0,00) U {00} a (—R,R) C O.

2.3.11 Veta

Necht je ddna mocninna fada 3 ., a.z". Necht existuji L = lim,_.oo { |an| nebo L = lim, o0 [ 2211,

Gn

Potom pro polomér konvergence R zadané fady plati:
e R=L"" pokud L#0aL# o
e R =00, pokud L =0
e R =0, pokud L = oo.
Dokaz:

e pii vySetiovani konvergence fady E:io a,T"™ uZijeme napf. podilové kritérium

fada konverguje pro ta z € R, pro néz je

lim Cnti z| <1
n—oo| Gp
e navic fada diverguje pro ta = € R, pro néZ je
a
lim |2tz >1
n—oo an
o pro polomér konvergence tudiz plati
Q 1
R-lim |[=2|=1 = BR=-
n—00| Gp L

analogicky lze vétu dokazat pro odmocninové kritérium

2.3.12 Priklad

Pokusme se nyni vypo&itat polomér konvergence mocninné fady z prikladu 2.3.4 - bod 2. Vidime, Ze
n2" 1

L=1lim —% ==
A ) 2

odkud R = 2, coZ koresponduje s vysledkem dosazenym v piikladu 2.3.4.



2.3.13 Poznamka

PFi vySetfovani oboru konvergence mocninnych fad typu 3 o0 ) a,2%", kde 3 € N, je nutné prejit substituci
t = 2P k fadé 3.°7  ant™, jejiz polomér konvergence uréime podle vyse uvedenych pravidel. Je-li timto
polomérem &islo Ry, je polomérem konvergence fady 3 > | a,z”" &islo R, = §/R,.

2.3.14 Poznamka

Prejdéme nyni k vySetiovani stejnomérné konvergence obecnych mocninnych fad 307 anz™.

2.3.15 Veta

Necht mocninna fada -, a,z™ konverguje v bodé r > 0. Pak konverguje stejnomérné na uzavieném inter-
valu (0, r).

Dikaz:

e pro viechna z € (0,r) plati
lanz"| < apr™ (2.16)

e z predpokladu vime, Ze giselna fada 37  a.r™ konverguje

e fada ) .’ ,anr" je navic podle (2.16) majorantni Ciselnou fadou k fadé 3~  anz™ na intervalu (0,7)

0

neo @nz™ konverguje na (0,7) stejnomérné

¢ podle Weierstrassova kritéria tedy fada )

2.3.16 Veta

Necht mocninns fada 3.  a,z™ konverguje v bodé r < 0. Pak konverguje stejnomérné na uzavieném inter-
valu (r,0).

Dokaz:

o pro véechna z € (r,0) plati trividlni nerovnost r < z

budeme zkoumat stejnomérnou konvergenci fady

x x n
n n I
S ane =3 e (2)
T
n=1 n=1

oznaime proto fn(z) = a,r" a gn(x) = (%)"

jelikoz &iselna Fada 3 0% anr™ konverguje podle pfedpokladi, konverguje fada 3 o- | fn(z) konstant-

n=0
nich funkci stejnomérné na (r,0)

posloupnost (gn(.r)):c=l je pro kazdé = € (r.0) monoténni, nebot plati sada ekvivalentnich nerovnosti

x2T

GO

gn(-r) 2 gny1(x)

navic je g,(z) omezena, nebot
xﬂ

rn <1

e podle Abelova kritéria tedy konverguje fada 30> | fn(2)gn(Z) = 3 pep @nx™ na (r,0) stejnomérné

n=0



2.3.17 Veta

Necht je ddna mocninné fada .. ; an,z™ s kladnym polomérem konvergence R. Potom tato fada stejnomérné

konverguje na kazdém uzavieném intervalu, ktery je Casti jejiho oboru konvergence.

Dokaz:

e jde vlastné o disledek vét 2.3.15 a 2.3.16 a faktu, ze konverguje-li fada na intervalech («,0) a (0, 8)
stejnomérné, konverguje stejnomémé také na jejich sjednoceni (o, 3)

2.3.18 Veta
Necht je d4na mocninné fada Y ., a,z™ s kladnym polomérem konvergence R. Potom soucet s(z) této fady
je funkce spojita na (—R,R).

Dakaz:

e zvolme z € (—R,R)

e k nému existuje r € (0,R) takové, ze z € (-r,T)

e viechny funkce z ~+ a,x™ jsou na (—r,r) spojité a podle véty 2.3.17 fada Y .- ; a,z" konverguje na
(~r, 1) stejnomérné

e tim jsou spinény predpoklady véty 2.2.6, a tedy s(z) je spojitou funkci v bodé z € (—r,7)

¢ jelikoz byl bod z zvolen libovolnég, je funkce s(z) je spojita na celem (—R,R)

2.3.19 Veéta — Abelova

Jestlize v pravém, resp. levém krajnim bodé intervalu konvergence fada ) ,° , anz™ konverguje (i relativné),
potom funkce, kterd je jejim souctem, je v tomto bodé spojitad zleva, resp. zprava.

Bez ditkazu.

2.3.20 Véta — o integrovani mocninné rady clen po clenu

Necht 320 anx™ je mocninné fada s kladnym polomérem konvergence R. Definujme funkci f(z) = 3°77 ) @n2"

n=0
pro z € (—~R,R). Potom mocninng fada ), a,,% na intervalu (—R,R) konverguje a definujeme-li funkci
F(z) predpisem
xn+1

F(z)=3) an
n=0

na intervalu (—R,R), je F(z) primitivni funkci k funkci f(z) na intervalu (—R,R).

n+1

Dakaz:

e necht z € (—R,R)

e zvolme r > 0 tak, ze z € (—r,7) C (—R,R)

e fada y .- a,z" je fadou spojitych funkci, kters podle véty 2.3.17 stejnomérné konverguje na (—r,7)

e tedy podle véty 2.2.20 &iselna fada

o0 x oo zntl
" -
> [ antrat =3 anim

n=0 n=0

konverguje a pro jeji soucet F(z) plati

oo n+1 x
F@)= Y an e =/0 f(t)at
n=0

n+1

e jelikoz bylo z zvoleno v intervalu (—R,R) libovolng, je F(z) primitivni funkci k funkci f(z) na celém
tomto intervalu



2.3.21 Veta

Mocninné fady > oo o anz™ 3 3 .o na,x™"! maji stejny polomér konvergence.

Ditkaz:

e ozna¢me R polomér konvergence fady 3, a,z™ a R’ polomér konvergence fady Y oo | nanz"™!

e Prvni implikace:

— vezméme z € (—R',R’), tedy fada ¥ ., Ina,z""!| konverguje

— odtud plyne, ze konverguje i fada Y oo na,z”

— a dale pro véechna n € N a viechna z € (—R".R’) plati: |[anz™| < |na,a”|
~ tedy pro viechna r € (—R'.R’) fada 3 a,r™ absolutné konverguje

- atedyR>R

e Druha implikace:

— vezméme r € (—R,R) a zvolme p > 0 tak, ze |z| < p <R

— vime, ze fada 3 _ anp" konverguje, a tedy lim,_, a,0™ =0

— také lim,— ano" ' =0

~ odsud plyne, 7e (a,0""!)>_, musi nutné byt omezenou posloupnosti
— tedy 3K > O takové, ze pro viechna n plati la, 0" !} < K

— srovnhame .
nt—
- iz

[nanz™ | =nlane” | =

e

n-1
- oviem fada Y ., nK % konverguje podle podilového kritéria, nebot
+ 1)K
lim (n+1)K |z =%l <1
n—x nK |g 0
~ a protoZe majoranta konverguje, konverguje i fada 3 .7 na,z""!

- tudiz R’ > R
o Zavér: R2R) A (R 2R) = R=F

2.3.22 Veéta — o derivovani mocninné rady clen po clenu

Necht mocninns fada ¥ .. an,2™ ma kladny polomér konvergence. Pro x € (—R.R) polozme

s(z) = i anx”.

n=(
Pak plati:

1. Funkce s(z) ma na intervalu (—R,R) spojitou derivaci (vlastni) a pfitom
o0
s'(z) = Z a,nz" L.
n=1

2. Funkce s{(z) ma na intervalu (—R,R) spojité derivace vSech rad.
Dakaz:

e 2z predeslé véty a véty 2.3.22 vime, Ze na intervalu (—R,R) je funkce s(z) =
k funkci

o(z) = i apnz" !

n=0

e tudiz §'(z) = o(z)

S 0 @nZ™ primitivni

e o spojitosti neni pochyb, nebot derivujeme polynomické funkce a pfislusnymi derivacemi jsou opét poly-

nomy

e opakovanou aplikaci predeslého dostdvame druhou Cast dokazovaného tvrzeni



2.3.23 Priklad

Vysetfeme obor konvergence O mocninné fady

oo ~n
—_— "
; V4 +n?
Polomér konvergence zadané fady je R = 5, nebot
. 5L 44 n? ! n? +4 1
R™" = lim = lim -/ 57——— = -.
n—oo §~N 4+ (n + 1)2 n—oo 5 n24+2n+5 S

V pravém krajnim bodé z = 5 m4 fada tvar

— 1
nz;: Va+n?
P#i vySetfovéni jeji konvergence uzijeme srovnavact kritérium:

V2 1 <1
2n nTyn?  Vi4n?
Rada 3°°° ¥z diverguje, tedy diverguje i vySetfovana Ciselnd fada. V bodé z = —5 m4 fada tvar

n=3 2n

vn e N\ {0,1,2}:

oo n 1
é(*l) Vi+n?

Tentokrat uZijeme pro vy3etfovéni konvergence Leibnizovo kritérium. Jelikoz plati rovnost lim,, o 4i" =0

i monotonie, Ciselna fada konverguje. A to nés vede k tvrzeni, Ze zadand mocninna Ffada méa obor konvergence
O = (=5,5).

2.4 Cviceni
Cviceni 2.1

Dokazte, Ze bodovéa konvergence fad funkcl je dédicna vlastnost.

Cviceni 2.2
Dokazte vétu 2.1.10.

Cviceni 2.3

Dokazte vétu 2.1.19.

Cviceni 2.4

Vysetfete bodovou a stejnomé&rnou konvergenci fady funkci

o0

Z cos(nz)
.
n=] n
Cviceni 2.5
Vysetfete bodovou a stejnomérnou konvergenci fady funkci
i sin{nz)
= Ind et

Cviceni 2.6
VySetfete bodovou a stejnomérnou konvergenci fady funkci

o (-1
— (z > 0).
nz___:lx+2 o




Cviceni 2.7

Naleznéte obor konvergence fady funkci
i e
n=1 n

a vysetfete jeji stejnomérnou konvergenci na mnoZiné (—oo, —c), kde ¢ > 0.

Cviceni 2.8
Dokazte vétu 2.2.26.

Cviceni 2.9
Dokazte vétu 2.2.31

Cviceni 2.10

Vysetfete obor konvergence rady funkci

> J‘n
Z I+ 1‘2" '
n

Cviceni 2.11
Vysetrete stejnomérnou konvergenci fady funkci

i(_ n 2n  cosh(2nx) + sinh(2nz)
= (2n + 1)? cosh(2nz)

na mnoziné R*,

Cviceni 2.12
Vysetrete stejnomérnou konvergenci fady funkci

S aretg (2
E\ZZ+n3 )"

n=l

Cviceni 2.13
Vysetrete stejnomérnou konvergenci fady funkci

S5

n=1

(" +z7")

ﬁl

na mnoziné <% 5).

Cviceni 2.14
Vysetiete stejnomérnou konvergenci fady funkci

e v
z=: +sm :r)

na mnoziné R.

Cviceni 2.15
Vysetiete stejnomérnou konvergenci fady funkci

- _(=n"
"z:“/n(n+:c)

na mnoziné RT.



Cviceni 2.16
Rozhodnéte o stejnomémé konvergenci fady funkci

= 4(3:1: +2)"
Z ¢ (22 + 1 (z? +2)"

na jejim oboru konvergence. Vypoététe, Gemu se rovn4 limita posloupnosti castecnych souctl zadané fady.

Cviceni 2.17
VygetFete stejnomérnou konvergenci fady funkci

— (=" |
3 S e ()

na jejim oboru konvergence.

Cviceni 2.18
Vysetrete stejnomémou konvergenci fady funkci

oo
Z 3z2e "2l
n=1

na jejim oboru konvergence.

Cviceni 2.19
Vysetrete stejnomérnou konvergenci fady funkei

i 2
Z o™ Il arctg(z)
n=0

na jejim oboru konvergence.

Cviceni 2.20
VySetiete stejnomérnou konvergenci fady funkci
o
> T
4,2
= 14+ n%z

na jejim oboru konvergence.

Cviceni 2.21
Urcete definiéni obor a derivaci funkce

p(z) = ia.rctg (%) .
n=1

Cviceni 2.22
VySetrete stejnomérnou konvergenci fady funkci

Z 1671 X
37(3n2 + z2)2
n= 1

na jejim oboru konvergence.

Cviceni 2.23
VysSetiete stejnomérnou konvergenci fady funkci

1
; (z+n)(z+n+1)

na intervalu (0, 00).



Cviceni 2.24
Vysetrete stejnomérnou konvergenci fady funkci 3 oo (1 — 2™) z™ na intervalu (0,1).

Cviceni 2.25
Rozhodnéte, zda plati nasledujici rovnost:

(im‘gn%) i(aretg )

n=1 n=1

Cviceni 2.26

Rozhodnéte, zda plati nasledujici rovnost:

[Sulgye-$ e
T n=2 n=2"""

n=

Cviceni 2.27
Ukaite, ze fada 3., (—1)*(1 — r)x™ konverguje na mnoziné (0.1) absolutné (bodové), dale stejnomérné,
ovsem nikoliv regulérne

Cviceni 2.28
Vyvratte, nebo dokaite tvrzeni, ze stejnomérné konvergentni rada

n?
nekoneéné diferencovatelnych funkci mé na R soucet, ktery neni diferencovatelny v bodé z = 0.

Cviceni 2.29
Vypoctéte
-1 )n+1 e

- (
lim .
T—1- r; n 1+ xn

Cviceni 2.30
Vypoctéte

x 2

. T
llm E ﬁ
T~ 14+ nx
n=1

Cviceni 2.31
Vypoctéte

/ Zn4+3.2 ok

Cviceni 2.32
Dokazte vétu 2.2.33.

Cviceni 2.33
Dokazte vétu 2.3.7.

Cviceni 2.34
Stanovte obor konvergence mocninné fady

3

™8
3|8

3
I
—

kde p € R je parametr.



Cviceni 2.35
Naleznéte obor konvergence mocninné fady

$S (002
A (2n)
Cviceni 2.36
Naleznéte obor konvergence mocninné Fady
2\ 3Vngn
'; né+1

Cviceni 2.37
Stanovte obor konvergence mocninné fady

kde a > 0 je parametr.

Cviceni 2.38
Stanovte obor konvergence mocninné fady

kde a > 1 je parametr.

Cviceni 2.39
Naleznéte obor konvergence mocninné Fady

2

(14 1) o

n=l

Cviceni 2.40
Naleznéte obor konvergence mocninné fady

S,

n=1 n

Cviceni 2.41
Naleznéte obor konvergence mocninné Fady

X /a® F
> (— + _2) z"
n o n

n=1
kde a,b > 0 jsou parametry.
Cviceni 2.42
V zévislosti na hodnoté parametru § € R* vySetfete obor konvergence mocninné rady
P
“- B +n

Cviceni 2.43
Naleznéte obor konvergence mocninné fady

oo 5
>
an + bﬂ

n=1

kde a,b > 0 jsou parametry.



Cviceni 2.44
Naleznéte obor konvergence mocninné fady

Cviceni 2.45
Vysetfete obor konvergence mocninné fady

kde n!!! :=n(n —3)(n —6)...1.

Cviceni 2.46
Vysetfete obor konvergence fady funkci

Cviceni 2.47

Vysetrete obor konvergence mocninné rady

n+\/_

Cviceni 2.48
Rozhodnéte, zda je mo2no fadu funkci

derivovat na mnoziné (0, 20) clen po clenu.

Cviceni 2.49
Vypocététe

X 1\yn+1t n
lim Z( L I

z—1_ n x+1
n=1

Korektné zdavodnate!

Cviceni 2.50
Ukazte, ze fada funkci

o0
g l+:x:2

nekonveguje na svém oboru konvergence stejnomérné, ackoliv nutngd podminka pro stejnomérnou konvergenci
je spinéna.

Cviceni 2.51
Vypoctéte

>/ (-F) e

n=0

Korektné zdtivodnéte!



Cviceni 2.52
Vysetrete stejnomérnou konvergenci fady funkci

Z ( 1)n+1z
3n+z¢
na mnoziné M = (0, 00).

Cviceni 2.53
Necht je déna rada funkci

o0 2

T
2 T

n=0

Sestavte pfisluSnou posloupnost jejich Casteénych sou¢td a poté pomoci definice rozhodnéte o stejnomérné
konvergenci zadané fady na mnoziné M = (0,00). Uvaite, jakého kritéria |ze pii tomto postupu uzit.

Cviceni 2.54
Naleznéte obor konvergence mocninné fady

Z 2n+ 1)z
(2n +2)! 2n
a rozhodnéte, 2da na ném zadana fada konverguje stejnomérné. Korektné zdavodnate!

Cviceni 2.55
Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci rady funkci

z? + 2% + nt
S
T zi4nt
n=1

na mnoZiné viech redlnych &isel.

Cviceni 2.56
Abelovym kritériem rozhodnéte o stejnomérné konvergenci Fady funkci

E (_ n )
~ n(:r2 + n?)
na mnoziné M = (0, 00).
Cviceni 2.57
Naleznéte obor konvergence fady funkci
oo 3 n
3 (z° - z)
i~ 6nln(n)

Cviceni 2.58
Naleznéte fadu funkci, kterd vznikne na mnoziné M = (~108, 10%) derivaci fady

Z( 24 1'2)
2
n=2 l‘n ( )

élen po Elenu. Radné ovérte, zda Jjsou splnény podminky pro pfislusnou zdménu.

Cviceni 2.59
Naleznéte obor konvergence mocninné fady

oo
(Bn—1)n
2 "

n=1



Cviceni 2.60
Vypocététe urcity integral

= 2z
o P )
/0 ;( ) 48+ n2gt

Uzijte Dirichletovo kritérium a znalosti rozvoje funkce In{1 + z).

Cviceni 2.61
Dirichietovym kritériem rozhodnéte o stejnomérné konvergenci fady funkci

R

. X In(n)
Z(‘ b n{r? + n?)

n=]

na mnoziné A = (0,oc}.

Cviceni 2.62
Naleznéte obor konvergence mocninné fady

i @n)! (r=-1)"
= n'ln+3)! 2n

Cviceni 2.63
Na mnoziné R vyvratte stejnomérnou konvergenci rady funkci

o0

>
2 +n?’

n=1

vite-li, ze jejim souctem je funkce
nz cotgh(nrz) — 1
s(z) = .
(2) .

Cviceni 2.64
Abelovym kritériem rozhodnéte o stejnomérné konvergenci fady funkci

n

- ne1(2n =11 r
Z(_l) 2n)!! 2n+1

n=1

na mnoziné Al = (0,1). Déle popiste, jakym jinym postupem Ize stejnomérnou konvergenci pro tento pfipad
vysetrit.

Cviceni 2.65
Vysetiete stejnomérnou konvergenci rady funkci

oC
Z nr ln{n)
dnt+ i + n?r?

n=1

na mnoziné M = (—-o0, ).

Cviceni 2.66
Vysetrete stejnomérnou konvergenci funkéni fady

i (2n)!! r?
= (27’1'{"1)" vnb + 16

na mnoziné R. Radné zdtvodnéte!



Kapitola 3

Tayloriiv rozvoj funkce jedné
promenné

V této kapitole se budeme zabyvat hledanim polynomickych funkci, které jsou ekvivalentni vybranym funkcim
jedné proménné. Jak uvidime pozdéji. bude mozno nékteré funkce f(x) : R — R nahradit na okoli vybraného
bodu « € Dom{f) mocninnou fradou tak, ze

Takové funkce, pro které zminény mocninny ekvivalent existuje, budeme nazyvat funkcemi analytickymi.
Nahrada libovolné funkce mocninnou fadou mé celou fadu vyhod, predeviim pri odhadovani jejich hodnot,
pocitani limit apod.

3.1 Totalni diferencial funkce jedné promeénné

V prvnim oddile tfeti kapitoly zavedeme pomocny pojem totalniho diferencialu funkce jedné proménné. Ackoliv
pro funkci jedné proménné neni tento pojem tak zasadni, pro funkce vice proménnych bude hrat klicovou roli.
My jeho znalosti uzijeme predeviim v nasledujici kapitole, jez se bude vénovat fedeni diferencidlnich rovnic.

3.1.1 Definice

Necht je funkce f{x) : R +— R definovana na jistém okoli bodu a € R. Totalnim diferencislem funkce f(r)
v bodé a nazyvame linearni funkci df,(h) tvaru

dfu(h) = ah.

kde & € R.. pro niz na jistém okoli bodu h = 0 plati

fla+h)— fla)=al +nlh).
pricemz

. nlh}y
'171_1% h =0 (31)

Jestlize takova funkce s vlastnostmi uvedenymi vyse existuje, fikame, Ze funkce f(r) ma v bodé a totalni
diferencial df,(h).

3.1.2 Poznamka

Funkci n(h) z predeslé definice nékdy nazyvame zbytkovou funkci. Jak je patrno, popisuje zbytkova funkce,
jako hodné se linearni odhad df,(h) = ah funkece f(z) lisi od jejiho skutecného chovani (na okoli bodu a.)



3.1.3 Poznamka

Linearni funkce
dfe(h) = ah

pedstavuje linearni aproximaci funkce f(z) na okoli bodu a € R. Soufadny systém &hs pro totalni diferenciai
s = df,(h) je posunut vici poéatku systemu Ozy o vektor (a, f (a)). Piimka dfs{h) = a - h tedy prochazi
bodem (a, f(a)).

3 1)

AL

HELZ e

fia}

/ a i

Obrézek 3.1
Graficks reprezentace totélniho diferencidlu dfa(h) funkee jedné proménné.

Nejedn4 se ale o libovolnou pfimku jdouci timto bodem, nybrz o takovou, Ze zbytkova funkce n(h), popisujici
rozdil mezi linearni aproximaci a - h a skute¢nou funkci f(z), dava po déleni hodnotou h v limit& pro h — 0
nulu, t.j.

. n(h) _
i w0
To vlastné znaéi, ze (pokud oviem pfislusn derivace existuje)
. fla+h)~fla)—a-h _ . fla+h)—fla) . a-h_ _
B, h = lim, h ~ Jim —— = f(a) —a=0.

Tedy f'(a) = a. Tudiz sklon totalniho diferenciélu je a, &ili pfimka ah je te€nou ke grafu funkce f(z) v bodé
(a, f(a)). Korektn&ji bude tato otazka probréna v nasledujici vété.

3.1.4 Véta — véta o totalnim diferencidlu

Necht funkce f(z) : R — R ma v bodé a € R totalni diferencisl df,(h) = ah. Pak je funkce f(x) v bodé a
spojita a ma v ném derivaci. Navic plati

a= g—i(a).
Dikaz:
e podle definice totalniho diferencidlu plati pro 2 — 0
@+ k)~ £(@)] = |a-h+n(®)| < |a] - 18] + [n(1)] =0

o to dokazuje spojitost funkce f(z) v bodé a

e dale
fla+h) = f(@)—a-h| _ n(h)]

h B

fla+h) - f(a) _
h _4"

e pravé strana m4 podle definice 3.1.1 pro h — 0 limitu rovnou nule

¢ to oviem znadi, Ze

af , \ _ . fla+h)—fla) _
@ = o h —e



3.1.5 Priklad

Rozhodnéme, zda ma funkce f(z) = 2% v bodé a = 1 totalni diferencil. Pokud by totalni diferencial v tomto
bodé existoval, nutné by podle véty 3.1.4 mél podobu

dafy(h) = 2h.
Pak by ale zbytkovou funkci byla funkce n(h) = (1 + h)? — 1 — 2h. Dale snadno nahlédneme, ze

2 -1 -
limw:1i111h+2h+l ! 2h=limh=0,
h—0 h—0 h h—(}

coz zavriuje dilkaz, ze zkoumana funkce skutecné méa v bodé a = 1 totalni diferencial. K jejimu grafu tedy
v bodé a = 1 existuje tecna pfimka

y=fla)+dfithy=1+2h=1+42(x—-1)=2r- 1.

3.2 Tayloriiv vzorec

Probereme nyni moznost aproximovat chovani libovolné funkce f(z) : R — R jedné proménné vhodnym
polynomem. Pfitom se také budeme zabyvat otazkou, jak pfesna tato aproximace bude.

3.2.1 Veta

Necht n € N a f(x) je funkce tridy ¥"(a, b) na intervalu (a, b) takova, ze v kazdém bodé otevieného intervalu
(a, b) existuje také f("+1)(x). Necht dile c, z jsou dva rlizné body lezici v intervalu {a,b). Potom existuje bod
€, lezici mezi body ¢ a z tak, Ze plati

f(z) = f(e) + f—ll(!c—)(x—c)%-...+%(m—c)”+Rn+1(l‘), (3.2)
kde
e (33)
Dikaz:
e oznatme J uzavieny interval s krajnimi body ¢ a z
e polozme
F(t) = f(x) *f(t)—%(r—t)— %(I—t)z—---— f—(%)!w(x-t)"

zfejmé F(x) =0 a F(c) = Rp41(7)

v intervalu J mé funkce F(t) derivaci

B =i - (-0 + o) - (fo S+ e ) -

n- 0" L g -t n —O" L e — )"

v této rovnosti se prvni ¢len v kazdé zavorce zrusi se clenem stojicim pred nim

® proto
F(o) = -

protoze F'(t) m4 derivaci na intervalu J°, je tudiz na ném F(t) spojita

necht o(t) je libovolna funkce spojita na intervalu J, majici na J° derivaci



e podle jisté véty (viz [9], strana 274, véta 234) existuje uvnitf intervalu J° &islo £ tak, ze

F(z) - Fle) _ F'(€)
() —ele) (&)

e to znaci, Ze

_ plat1) o P(2) —0(c) (2 —€)"
R1t+1($) f + (é) W'(f) n!

e toto tvrzeni plati pro jakoukoli funkci ¢(z) spliiujici vyse uvedené pozadavky

e zvolime-li ¢(t) = (z — t)™*!, dostavame

(z=c)™! (z—g"  ft(g)
(n+1D)(z-€&" nl (n+1)

n+1

Rnya(z) = f(6)

(z -0

3.2.2 Definice

Rovnost (3.2) nazyvame Taylorovym vzorcem funkce f(z) v bodé c a &islo (3.3) Lagrangeovym zbytkem
v Taylorové vzorci funkce f(z) po n— tém éElenu. Polynom

f'(e)

1!

(m—c)+...+%l(z—c)"

T (2) = flo) +

pak nazyvame Taylorovym polynomem fadu n funkce f(x) v bodé c. Je-li ¢ = 0, uZivame ve viech pravé
definovanych pojmech misto oznaceni Taylortiv oznaceni Maclauringv.

3.2.3 Poznadmka

Tayloriiv polynom fadu n nemusi nutné byt stupné n. Je-li totiz f™)(c) = 0, nejvyssi (n—t&) mocnina
v polynomu 77(x) nevystupuje, 2 T (z) ma tudiz stupen niZsi nez n.

3.2.4 Priklad

Pokusme uzitim teorie o Taylorovych rozvojich vyéislit hodnotu é&isla In(3/2). Uzijeme pro tento Géel napr.
funkce
f(z) =In(z + 1).

Nalezneme nejprve Maclaurintiv polynom fadu napf. n = 4 a vycislime pak piislusnou chybu. Ve vété 3.2.1
tedy klademe a = —1/2, b = 1 (napriklad), dale ¢ = 0 a z = 1/2, nebot chceme vyéislovat hodnotu
In(3/2) = In(1/2 + 1). Snadno pak nahlédneme, 7e f(0) = 0 a dale

f@ == flo=1

7" _ -1 1" —_
f(x)—(z+1)27 flle)=-1
" — 2 " —
(=) ATl ffe)=2
@ _ 8 @ () = —
[ () G f(c) = -6.
Odtud pak
" z2 23 7t
In(z +1) = T7(z) + Raya(z) = - 5t 3 7t Ranl@)
a nasledné -
In(3/2) ~ T/ (1/2) = o5 0.401042.

Tim jsme ziskali odhad €isla In(3/2). Zbyva ale rozfefit otazku, do jaké miry je tento odhad presny. Skuteéna
hodnota zbytku je sice teoreticky vyjadrena ve vété 3.2.1 jako

Ry(z) =L (2!(5) (z - o),



ale o skutecné hodnoté ¢isla £ vime jen to, Ze lezi kdesi v intervalu (0,1/2). Tedy je jasné, ze skutecnou chybu
nejsme schopni najit. Zkusime tedy nalézt alespon odhad této chyby. Oznaéme ho napf. Rg(x). Chceme, aby

Rs(z) < Rs(z).

_ /0@y 1 1y’
wim =58 () =i ()

K uréeni odhadu Rs(x) nyni uzijeme diferencialniho poétu. Jelikoz je funkce g{€&) = (£ + 1)~ zjevné klesajici,
nastava jeji supremum, které hleddme na intervalu {0.1,2). pravé v jeho levém krajnim bodé. Tedy

1 /1Y 1/1\°
Relz) = E (—)) sup  g{§) = - (—) = 0.00625.

rE(0.1/2) 5\2

Jelikoz z = 1/2 a ¢ = 0, plati

-~

Uzavirame tedy, ze
In(3/2) = 0.4010 + 0.0063.

coz plné odpovida skutecnosti, nebot skute¢nou hodnotou je
In(3/2} = .405465 .. ..

Nyni ponechavame na Ctenarfi, aby rozvazil, jak dosdhnout zpfesnéni dosazeného vysiedku.

3.3 Teorie Taylorovych rad

Zkonstruujeme nyni Maclaurinovy rozvoje véech elementarnich funkci. Za timto acelem nejprve vyslovime
dilezitou vétu, jez byva nazyvana vetou Taylorovou.

3.3.1 Definice

Necht f(x) je funkce definovana na jistém okoli U/{c} bodu ¢ € R. Necht na tomto okoli plati

fl@)y=) anlz )" (3.4)
n=0

Potom fadu (3.4) nazyvame Taylorovou fadou funkce f(x) se stredem vbodé ¢ € R. Speciainé pro ¢ = 0
mluvime o tzv. Maclaurinové fadé. Funkci f(z), kterou |ze na néjakém okoli bodu ¢ zapsat ve tvaru (3.4),
nazyvame funkci analytickou v bodé c.

3.3.2 Veta — Taylorova

Predpokladejme, Ze funkce f(x) je analytickd vbodé ¢ € R. Potom funkce f(x) ma vbodé c derivace vsech
radli a pro koeficienty a,, jeji Taylorovy fady se stiedem v bodé ¢ plati:

1 n
an = m f( )(C)' (35)

Dakaz:
o predpokladejme, ze na jistém U/(c) plati rovnost (3.4)
e dosadime-li do této rovnice r = ¢. dostavame f(c) = ay. Cili
£
W=
e postupnym derivovanim rovnosti (3.4) clen po ¢lenu ziskame pro k—tou derivaci funkce f(x) rovnost

a5

f(k)(.'l‘) = Zn(n ~1...(n—k+1an(x~ (.)n—k

n==k

e po dosazeni z = ¢ dostavame f*)(c) = k!ay, a tedy

fMe)
!

a‘k =



3.3.3 Poznamka

Po ditkazu pfedeslé véty lze (ponénud popularnéji) tvrdit, Ze Taylorova fada je vlastné Tayloriiv rozvoj do
polynomu nekonecného stupné. Tedy kaidou analytickou funkci Ize na okoli bodu rozepsat jako linedrni kom-
binaci prvkd nekonegné mnoZiny {1,z,z%,z3 24,...}. Prostor analytickych funkci spolecné s jejich s¢itanim
a nasobenim skalérem proto tvori nekoneénédlmenzronélni vektorovy prostor s bazi

(1,z,2% 2% 2%,..)).

3.3.4 Definice

Necht a € R a n € N. Pak definujeme zobecnéné kombinaéni &islo predpisy

a ) a } ala-1)...(a—n+1)
0o} n T n! '

3.3.5 Definice

Necht n € N\ {1}. Pak dvojnym faktoridlem &isla m rozumime Cislo definované predpisem

t3-1J
n!! = H (n ~ 2i).

=0

3.3.6 Priklad

Postupné budeme hledat Maclaurinovy rozvoje elementarnich funkci. Zahajime zakladnimi goniometrickymi
funkcemi sin(z) a cos(z). Funkce sin(z) mé v bodé ¢ = 0 nenulové pouze liché derivace (jde o lichou funkei),
tedy

00 2n+1
sin(a) = 3 (-1)" Gy (3.6)
zatimco u funkce cos(z) jsou nenulové pouze sudé derivace (sudé funkce). Odtud
oo z2n
cos(z) = ’g(—l)"m. (3.7)

V obou pfipadech je polomérem konvergence plus nekoneéno, jak se lze presvédéit trivisinim vypoétem, a
proto je pfislusnym oborem konvergence mnoZina vech redlnych &isel, tj. © = R.. Proto, abychom ale mohli s
urcitosti tvrdit, Ze ve vztazich (3.6) a (3.7) je mozZno psat rovnitka, bude jeté nutno rozhodnout, zda souctem
prislusné Maclaurinovy fady je skutecné vychozi funkce. To bude nsmétem dalsiho textu (viz poznamka 3.3.14

a déle).

3.3.7 Priklad

Hiedejme nyni Maclaurinovu fadu funkce f(z) = e®. To je velice jednoduché, nebot pro kazdé n € N plati,
ze f™(z) = e*, potazmo (™ (0) = 1. Proto je pfislusnou Maclaurinovou fadou Fada
52
.
n=0 n

Opét zcela trividlné nahlédneme, Ze fada konverguje pro viechna reélna z, tj. O = R.

3.3.8 Priklad
Necht nyni f(z) = In(1 + z). Snadno pak pro n € N ukaZeme rovnosti

(n ~1)!

f0@) = ()™ s

fM(©) = (-1)**(n - 1)!



Proto je hledanou Maclaurinovou fadou funkce f(z) = In(1 + z) fada

oc

Sy (38)

n=1
Vypocteme nejprve jeji polomér konvergence. To lze snadno, nebot

n

R~ '= lim = 1.

n—oc 4 1
Vysetfeni bodové konvergence v krajnich bodech intervalu konvergence, a sice v bodech |z| = R = 1, je
banéini. Uzavirame proto, Ze oborem konvergence fady (3.8) je mnozina O = (-1,1).

3.3.9 Priklad

Pfi hledani Maclaurinovy fady funkce f(z) = arctg(r) uzijeme drobného zjednoduseni. Derivaci funkce f(z)

ziskame funkci

_ 1
T 14z2

f'(z)

na kterou Ize nahlizet jako na soucet geometrické fady majici kvocient —z? a prvni ¢len roven jedné. Takovou
fadou je jisté fada Y . (—1)"z?". Proto tedy

) — —_ 1\ .20
f'(@) = g0 = D_(=1)"a™

n=0

Zpétnou integraci ziskame pak hledanou rovnost
e 2n+41
xr
—_— - n

arctg(z) = ;( 1) P +C,

kde ale C = 0 diky skutecnosti, e arctg(0) = 0. Zbyva vySetiit obor konvergence. To je opét snadné, nebot

2n+1
R =1 =
n]—vn;c 2n + 3

Pak snadno nahlédneme, ze
O =(-1.1).

3.3.10 Priklad
V tomto prikladé budeme hledat Maclauriniv rozvoj funkce f(z) = (1+ z)°, kde a € R je parametr. Snadno
uréime, Ze
@) =ala-1)(a-2)...(a=n+1)(1+z)*"™
Tedy f(0) =1a f™(0) = a(a—1)(a—2)...(a —n+1). Odsud

(1+;1;)0:1+i0(0—1)(0—273‘...(a—n+1) o
n=1 .

Uzijeme-li definice 3.3.4, dosadvame pak zestihleny zapis tvaru

oo

(83
(1+2) =3 "
n

n=0

Ur&eni oboru konvergence bude ponékud rozsahlejsi, nez jsme byli zvykli v predeslych alohach, nebot obor
konvergence O bude zavisly na hodnoté parametru . Zahajime nejprve nejjednodussim pfipadem, kdy o € N.
Tehdy jsou ale od urcitého n vechna zobecnénd kombinaéni &isla nulova. Tudiz zkoumans fada je fakticky
koneéna, proto konverguje viude v R. Zavér tedy je, Ze

O=R.



Tentokrat vyberme hodnotu parametru a z mnoZiny kladnych reélnych Cisel (oviem vyjma jiz zkoumanych
prirozenych &isel), tj. @ € R* \ N. Polomér konvergence zkoumané fady je v tomto pripadé roven jedné
(R =1), nebot

a—n
n+1

1m
n-—oc

a1y |ala=1)(a=-2)...(a-n+1)(a—n) n!
R _nll.“;o (n+1)! a(a—l)(a—2)...(a—n+l)’

a(a—-1)(a-2)...(a-n+1)
n!

V pravém krajnim bodé ¢ = R = 1 vySetfime absolutni konvergenci fady Y ..,

Raabeovym kritériem
limn( —1)=limn(n+1—l)=l+a>1.
n—oo n—oo n—o

Poviimnéme si, ze pro n — oo Cislo n od uréité hodnoty prevysi pevné zvolené o > 0, proto se absolutni hod-
nota upravuje tak, jak je uvedeno vyse. Z Raabeova kritéria konverguje tedy jak fada $°°° , ela=tile=). {a=ntl)

n=1 n!

tak rada Eff:,(—l)"“(a_l)(a_:?“'(a_"ﬂ). Uzavirame, ze pro a € R* \ N je oborem konvergence rady

n+1
a-—-n

je uzavreny interval

O =(-1,1).
Nyni prejdéme k zdpornym hodnotam parametru a, tj. @ < 0. Polomér konvergence je i v tomto pfipadé roven
jedné (viz predesly pFipad). Nejprve budeme zkoumat konvergenci této fady v levem krajnim bodé r = —1.
Zde plati
Nt Jala—1)(a=2)...(a—n+1) =BB+1)(B+2)...(8+n-1)
> 1) !l = ! ’
n=1 ' n=1 :
kde jsme poloZili 3 := —a > 0. Jde o Fadu s kladnymi &leny. UzZijeme opétovné Raabeovo kritérium
limn(ﬁ(ﬂ+l)(ﬂ+2)"'(ﬁ+n_l). (n+ 1) _1)=
n—00 n! BB+1D(B+2)...B+n-1)(n+4)

n+1
=1 —1 21— <1.
lmn(n+ﬂ ) I ]

Rada tudiz diverguje. Pro x = 1 se pokusime prokazat konvergenci fady

i(___l)nﬁ(ﬂ"" 1)(ﬂ + 212!~ (B+n-1)

Leibnizovym kritériem. Leibnizova podminka |an41| £ |ax| je spinéna, pokud

BB+1)B+2)...(8+n~-1)(n+7p) < B(B+1)(B+2)...(B+n—1)
(n+1)! n! ’

resp. pokud
n+f<n+1,

il B< 1. Pro B 21,t. a < ~1, fada diverguje. Pro 3 € (0,1) je jesté nutno ovéfit druhou Leibnitzovu
podminku

i BB+H1(B+2)...(B+n—1) _

n—oo n!

0.

Ta ale plati, jak jsme vypocetli v pfikladu 1.3.17. Zavérem tedy je, ze

a<~1 ... O=(-11)
a€(-1,0) ... O=(-1,1).



3.3.11 Priklad

Naleznéme nyni Maclaurintiv rozvoj funkce f(z) = arcsin(z). Funkci nejprve zderivujeme a uzijeme vysledku
pfikladu 3.3.10. Odtud

/ 1 2y—-1/2 n -1/2 2
r)= =(1—-2x = — T n
fle) = == =(1-2" z-%( A .
Navic
(1" ~12 ) 533 135 (2n-1) (2n-1)
n n! 2n n! (2n)
Tedy
1 = (2n -1
= 1 T
iz 7 ; (2n)!!
Opét zintegrujeme s vysledkem
B i (2n — 1)1 p2n+! L
B (2n)!! 2n+1 '

kde C = 0. nebot arcsin(0) = 0. Uzavirame tedy tvrzenim, ze hledanou Fadou je Fada

o
(2n — 1) g2n+!
T+ En)il 1

Naleznéme jesté obor konvergence této fady. Polomér konvergence je roven jedné, nebot

-1 _ 2n+ D" 2n+1 (2"
R™" = lim —
n—oc 2n+2)!! 2n 4+ 3 (2n - 1)!!

Rady -2 12('2’;—)1..)" Tt @~ Domen (2('2‘—;)1..)3 3ao7 Z obou krajnich bodi intervalu konvergence konverguji

absolutné podie Raabeova kritéria, jelikoz

m+3 2n+2 6n? + 5n 3
=->1.

li . : -1} =lm ~———+7--— =
nl-n;cn(Qn-!-l 2n +1 ) no An? +dn+ 1 2

Uzavirame tedy, ze O = (-1, 1).

3.3.12 Poznamka

Pro prehlednost v této poznamce sumarizujeme Maclaurinovy fady vybranych elementarnich funkci.

ma:
2227 O=R

8

In(1+ 1) = E "“I O =(-1.1)
oc 2'n+1
sin(x Z (2n 1) O=R
o0 1'2
cos(z) = Y _(-1)" O=R
n=0
o 2n+1
arotg(z) = y_(~1)"5 0=(-1,1)
n=0

2n — 1} 2n+1
arcsin(z) =z + Z 2n)”) Tl 0=(-11)




7w >\ (2n = 1)1t g2nHL B
arccos(:r)—g—:r ; Gl T 1 O=(-1,1)
. 00 x2n+1
sinh(z) = ,; s 1)’ O=R
00 $2n
cosh(r)=r§m, O=R
' R ... a€Np
= -1,1) ... a€R*\N
(1+2)* =) o 0 = =11 “ \
n=_0 n (_1,1) ‘e QE (_1,0)
\ (-1,1) ... a<-1
3.3.13 Priklad
Pokusme se uréit Maclaurinovu Fadu funkce
fl(z)=141In (x+ 1+a:2) (3.9)

a rozhodnout o jejim oboru konvergence. Nejprve tedy funkci f(z) zderivujeme a vyuzijeme jiZ znamy rozvoj
funkce (1 + z)? proa = -1/2:

) 1 50 B
f'(I) = \/-1-—_1;—;5 =14 E ( 2 ) 2,‘2" =1+ Z(_l)n (2?271)'1')” x2n'
ne1 1

n=1 n

Zpétnym integrovanim dostavame

2n — 1)1l g2+l

fle)=z+ z_:l(_l)"( @) 2+l C.

Pomoci znamé hodnoty funkce f(0) = 1 uréime hodnotu konstanty C = 1. Dale vySetfime obor konvergence.
Pro prevracenou hodnotu poloméru konvergence vypocteme

2! — lim n+ 1)1 2n+1 (2n)! — lim 2n+1)(2n+1) _
n—oo (2n 4+ 2)! 2n+3 (2n — 11! n—oo (2n+ 2)(2n + 3)
Proto je polomér konvergence roven jedné, Cili R = 1. V levém krajnim bodé z = —R = —1 m4 redukované
fada tvar
i(—l)"“ 2n-1)1' 1
— (2n)! 2n+1°

O absolutni konvergenci této Ciselné fady rozhodneme Raabeovym kritériem. Jelikoz

. (2n+2)(2n + 3) _ .. n(6n+5) 3
i ((2n+1)(2n+1)_1) f 2~ b

oo 2n+1)2 2

n—00

podle Raabeova kritéria fada konverguje. V pravém krajnim bodé musi fada

i(_l)n (2n-1" 1
opet 2n)! 2n+1

také konvergovat, a to podle véty o absolutni konvergenci &iselnych fad. Uzavirdme tedy, Ze hiedanou Maclau-
rinovou Fadou funkce (3.9) je fada

e on — 1)lf g2n+1
1 2 =1 _ n(
1+ In(z+ 1+ 22) +x+ﬂ§=1( 1) Gl 2nt1

s definiénim oborem Dom(f) = O = (-1,1).



3.3.14 Poznamka

Jestlize ma funkce f(x) v bodé ¢ € R viechny derivace, potom ji mizeme odhadnout mocninnou fadou na
pravé strané rovnosti

2 f(n)
f(a:):Zf ,(C)(x—c)". (3.10)
n=0

.

Jeji soucet viak nemusi obecné byt pro kazdé z € O roven hodnoté f(z). To je zcela zasadni poznatek a Ize
ho nahlédnout z faktu, ze zménime-li funkci f(z) vné jistého okoli bodu ¢ (viz ilustraéni obrézek nize), na
jejich derivacich v bodé ¢ se nic nezméni. Tedy Taylorova rada bude téz.

—

Ay

Obréazek 3.2

Funkce majici stejny Taylorliv rozvoj v bodé c.

3.3.15 Priklad

Ukazeme nyni funkci f(z), pro kterou bude rovnost (3.10) platit dokonce pouze v bodé ¢, ackoliv pro jeji
Taylorovu Fadu plati O = R. Definujme funkci f(z) nasledovné:

A
e = e e :E;éo
flz)=
0 .. =0
-2
Y-
1
X
5 >
Obrézek 3.3

Graf funkce, které nenf analyticks v bodé z = 0.

Budeme nyni hledat jeji Maclaurinovu fadu. Definujeme nejprve funkci

1
g(x)= e



pro prirozené n. Budeme zkoumat jeji limity v nule. Po substituci z = t~! a nasobné aplikaci I'Hospitalova
pravidla dostavame

-2 n—4
) oy ma—t? g B nt” n(n — 2)t
zh—f& 9(@) = th—{noot o7 = jn et*  t—oo 2et’ 4et?

A podobné lze ukazat, Ze také lim,_o_ g(z) = 0. Tedy celkem lim,_¢ g(z) = 0. Funkce f(x) m4 nésledujici
derivace

2
fl(z) = 59_'}"

6 4 1
f”(.’L‘) = (—;Z + F) e z?

a tak dale. Tyto jsou tvofeny pouze vyrazy typu funkce g(z). Proto pro viechna prirozena n € Ny plati, ze
f™(0) = 0. Maclaurinovym rozvojem funkce f(z) je proto fada

kters konverguje na mnoziné vsech redlnych Cisel, tj. @ = R. Jedni se, jak je patrno, o nulovou funkci.
Posud'te nynf sami, jak velice se Maclaurinova fada lisi od zadané funkce.

3.3.16 Poznamka
PFi hledani Taylorovy fady (v bodé c) zadané funkce f(z) je tedy tfeba provést nasledujici kroky:
)
e vypocitat hodnoty viech derivaci funkee, tj. f(™)(c)

e sestavit prislusnou fadu
o0

(n)
Z f nl(C) (JZ - c)n (3_11)

n=0

e vySetfit obor konvergence O fady (3.11), nebot pouze tam eventuélné maze byt fada (3.11) Taylorovou
fadou funkce f(z)

e rozhodnou, zda souétem fady (3.11) je skuteZné& vychozi funkce f(x).

Pouze za téchto predpokladil Ize prohlasit, Ze fada (3.11) je Taylorovou fadou funkce f(z) v bodé ¢ a ze pro
viechna z € O plati rovnost (3.10). Jakymi metodami {ze rozhodnout, zda fada (3.11) skuteéné konverguje
k funkci f(z)? O tom bude pojednévat nésledujici text.

3.3.17 Veéta

Necht funkce f(z) ma v bodé ¢ € R derivace viech Fada. Potom mocninné fada (3.11) je konvergentni a ma
soucet f(z) pravé pro takovs z € R, pro ktera plati, ze

nhn;o Rn+1($) = Oa
kde R,41(x) je Lagrangeiiv zbytek po n €lenech Taylorova vzorce (viz véta 3.2.1).

Dikaz:

o z véty 3.2.1 plyne, ze

. f® ‘
1@ =3 50 - 0+ Rusa(e) = T7(2) + R (2)

1=0
e fada (3.11) je konvergentni a m4 soucet f(z) pravé tehdy, kdyz lim,_, T (z) = f(x), t.j. kdyZ

Jim Run(@) = lim [£(2) - T7 ()] = £(z) - f(a) =0

e tim je tvrzeni dok4zéno



3.3.18 Veta

Necht funkce f(z) mé& na néjakém okoli U(c) bodu ¢ € R spojité derivace viech Fadd a necht z € U*(c).
Predpokladejme dale, ze existuje K € R takové, Ze pro kazdé ¢islo ¢ z otevieného intervalu s krajnimi body
¢, T a pro viechna n plati

A1) < k.

Potom pro Lagrangeiv zbytek R, ;(x) v Taylorové vzorci plati lim, .o Rn41(z) =0.
Dikaz:

e vyjdeme z Lagrangeova tvaru zbytku (viz véta 3.2.1)

f(n+1)(t)

Rn+l(r) (7l+ 1)1 (I C)
e za danych predpokladid plati
K
< _ A+l
‘Rn+1(I)| = (n+ 1)1 II Cl

e chceme nyni ukazat, ze limita pravé strany je nula

o to prokazeme tak, Ze nejprve dokdzeme konvergenci funkéni Fady

- K n+1

a poté uZijeme nutné podminky bodové konvergence 2.1.15

podle ni bude pak platit, Ze
K

: S PSSR | (5 o S
e 4T =

a tudiz také lim, . .oR,+1(z) = 0, a z véty 3.3.17 pak pfimo vyplyne dokazované tvrzeni

jak je patrno, fada (3.12) konverguje napfiklad z podilového kritéria, nebot

. Klz =2 n+ 1)! . lr—c
K=t el e

. = = 1.
n—oo (n+2)! Kijz-—¢**! n—oe n+42 0<

3.3.19 Pozndmka

Za zminku stoji také nasledujici Ovaha. Je-li souétem fady "> an(z — ¢)" funkce s(z), pak Taylorovou
fadou funkce s(z) v bodé ¢ je pouze a jediné fada Y .-, an(z — ¢)". To znaéi, ze jednoduchou moznosti, jak
ovéfit, je-li nékterad z fad Taylorovou Fadou dané funkce, je prosté zjistit jeji soucet a porovnat ho s vychozi
funkci. Rovnaji-li se tyto, pak byl proces sestavovani Taylorovy Fady aspésny. Jak bylo demonstrovéno v pfikladé
3.3.15, ne vzdy povede tento proces k vysnénému cili. Vyslovime, nicméné, nasledujici vétu, ktera matematicky
shrnuje sérii predeslych avah.

3.3.20 Véta

Necht je dana mocninna fada
o0
> an(z—o)" (3.13)
n=0

na mnozind M 3 c¢. Necht je funkce s(z) souctem této Fady na mnoziné M. Pak Taylorovou fadou funkce
s(z) v bodé ¢ je pravé rada (3.13).

Ditikaz:

e z Taylorovy véty 3.3.2 vime, ze kazda funkce ma nejvyse jednu Taylorovu fadu (v jednom pevné zvoleném
bodé ¢)



e 2 predpokladi véty vime, Ze na mnoziné M plati rovnost
00
s(z) = Z an(z — )"
n=0
e dale snadno s(c) = ag, s'(c) = a1, s”(c) = 2az atd.
o tedy celkem
s (c) = nlay,
e Taylorova fada funkce s(z) ma tedy podle véty 3.3.2 tvar
= nla, >
> —rE—ot =3 anlz—c)" =)
n=0 n=0

to kompletuje dikaz

3.3.21 Priklad

Zavrsime nyni dlohu hledani Maclaurinovy fady funkef sin(z) a cos(z). JelikoZ pro jejich derivace zcela jisté
plati nerovnosti

n

d
—_— S ,
s (cos(z))| < 2

an , .

?‘F (sm(a:))
jsou viechny derivace omezené na R, a tudiZ podle véty 3.3.18 je limita Lagrangeova zbytku v Taylorové vzorci
nulova, 3 mame tedy (skuteéné az nyni na tomto mist&) opravnéni viozit mezi symbol funkce a pfislusnou fadu
znaménko rovnosti. Uzavirame tedy slavnostné cely rozsshly vypoéet jednoduchymi rovnostmi

. e g2l 00 2
sin(z) = ’g(—l) m, cos(z) = é(—l) E{)—!, z € R.
3.3.22 Priklad
Podobné jako v predchéazejicim prikladu se nyni pokusime ovéfit, Ze fada
o0 :1:"
I (3.14)
= n!

je skute¢né Maclaurinovou Fadou exponencidlni funkce e®. Vychazime pritom 2z vysledkd pfikladu 3.3.7.
K dosazeni nageho cile uzijeme véty 3.3.20 a poznamky 3.3.19. Hledejme tedy funkci s(z), ktera je souctem
fady (3.14). To jest

oo xn
s(z) = Z ot
n=0
Na oboru konvergence @ = R lze fadu derivovat €len po &lenu. Takto ziskame diferencidlni rovnici

, oo nz™1 ad xn—l vt ™
Y@= = o — o =@
n=1 n=1 m=0

Resenim diferenciaini rovnice
§'(z) —s(zx) =0
je, jak je jednak triviainé patrno a jednak bude ditkladné probréno v nasledujici kapitole, systém funkci
s(z) =Ce”.

Konstanta € musi byt zvolena tak, aby ve vybraném bodé & = +y korespondovaly hodnoty s(7y) a Ce”. Zvolme,
jako budeme ostatné init téméF vidy, ¥ = 0. Srovnavame tedy hodnoty funkci s(z) a Ce® v bodé nula.
Snadno pak zjistime, Ze integraéni konstanta C musi byt jednotkova, nebot jediné tehdy je

o0
o" 60 0 O
S(O)—ZE—1+3—+§+§+...—I.
n=0
Uzavirame, ze hledanou funkci je funkce s(z) = e%, a to prokazuje fakt, Ze

OOI
e"=z—', T € R.
n=0n



3.3.23 Priklad

U funkce f(z) = In(1 + z) je situace jesté jednodussi. Jeji derivaci totiz ziskame sadu rovnosti
1 o0 o0
/ — — e\ 1\
fa)= 7= (e =3 (-1)"a™. (315)
n=0 n=0
Zde jsme vyuzili faktu, ze pro |z| < 1 je sou¢tem geometrické rady Zx’_o —1)"z" pravé funkce — . Cteno
v obraceném pofadi to vlastné znamen4, ze Maclaurinovou fadou funkce = je fada 3~ (- 1)"x Zpetnou

integraci vztahu (3.15) pak snadno zjistujeme, ze

X

E m4-1‘r

In(l+z)+C= Z(— )"

kde C je doposud hledanou integracni konstantou. Pro x = 0 musi ale byt tato konstanta volena tak, aby
f(0) = 0. Proto C = 0 a plati

In(1+ x) Z ,,+]:r re(-11).

3.3.24 Poznamka

Obdobné Ize prokizat, ze pro viechny elementarni funkce z poznamky 3.3.12 plati v pfisludnych vztazich
skutecné rovnosti.

3.3.25 Twvrzeni

x
1 2

= (n-12 8

Dikaz:

e dokaz je proveden pomoci tzv. Fubiniovy véty ve skriptech [14]

3.3.26 Tvrzeni

Dakaz:

o Plati:

e odsud (viz 3.3.25)

s N e 1 w2
2"_2 2 @
b= n 3n=l(2n 1) 6
e 3 dale
o0 o0 oo o o0 2
=yt _ ! oy I 1 _
; n? §(2n)2+;(2n—1)2_ 4£n2+n=1(2n—1)2_12



3.3.27 Priklad

Vypoéitejme, emu se také rovnd soucet rady

= 1
g (2n —1)?

n=1

E (2n - 1)2
Vidime, ze diky vlastnostem mocninnych fad lze funkC| s(x) derivovat s nasledujicim vysledkem
o0 2n—2
/ — I
s'(z) Z ST
n=1
Dale zavedeme novou funkci h(z) := z s'(x). Pro ni plati

2n—-2 _
Z r 1= Iz
Zintegrujeme-li (rozkladem na parciaini zlomky) ziskanou funkci, madme

h(z) = %m(ifi)w,

s(z) = /cz ! (itz) dt.

Jelikoz ale plati s(0) = 0, je konstanta [ = 0. Zadans &iselns fada ma tutéZ hodnotu jako s(1). Uzavirame

tedy, Ze
— 1 /“ 1 (1 +t)
E e = | == dt.
—1)2 _
- (2n-1) o 2t 1—t¢
Metodou per partes Ize jesté ukazat, Ze
1
|
E = [ 2 4
(2n-— (2n - 1)2 o 1—¢2

Tento vypocet neni zcela trividlni, nebot vyZaduje nékolikanasobnou aplikaci |'Hospitalova pravidla. Doporuéu-
jeme Ctendfi dany vypocet provést.

z tvrzeni 3.3.25. Necht

kde zjevné C = 0. Odsud pak

3.3.28 Priklad

Taylorovych rozvoji lze rovnéz pouzit k vypoétu limit. Uvazme napf. limitu

lim [(:53—2:2+-§)e%~» x6+1].

—00

Substituci y = ™! prejde tato limita na

(vt i) e - VIEP

y—04 y3

Déle uzijeme znamych rozvoji (viz poznamka 3.3.12)

2
vy ¥
Va1l —+4
e +y+ 5 + 3

t
\/1+tz1+§ = Vit
Po dosazeni pak snadno vychazi, ze zadana limita ma hodnotu
1,3 oo
P DL A _1
lim £ I == hm a )

n—4



3.3.29 Priklad

Hledejme Taylorovu fadu funkce

1
9= = s
v bodé z = 3 a vySetieme jeji obor konvergence. Neni velmi obtizné zjistit, Ze
fmz) = (1) (__?_.)__(5 +z)" e
kde jsme uzili symbolu n!!! = n(n — 3)(n — 6)(n — 9} ... Pak ale
1(3n - 2)!!
(n) — {_1\n
7(3) = (-1 5

Proto je hledanou Taylorovou fadou funkce g(z) rada

1 1 2 (3n =21 .
3 T3 N gy

n=1}
Pro prevracenou hodnotu jejiho poloméru konvergence pak plati

2! = lim (3n + 1) 24"n! lim 3n+1 1
T n—o0 247t (n 4+ 1)1 (3n — 2)! T nmec 24(n+1) 8

Polomérem konvergence je tedy R = 8. Je dobré si nyni uvédomit, Ze krajni body intervalu konvergence jsou

v tomto pfipadé z, = =5 a x, = 11. V téchto dvou krajnich bodech maji pfislusné &iselné fady nasledujici
tvary.
o n(3n_ L i n(3,1_2)m
Y ()i = Z D" (3.16)
n=l n=1
v pravém krajnim bodeé, resp.
i (3n — 2)M
— (B!

v levém krajnim bodé. Jsou to tedy Fady velice podobné, a sice v tom smyslu, ze kdyby konvergovala druha
z nich, pak by jisté konvergovala i prvni (podle pravidla o absolutni konvergenci). Konvergenci obou fad
vysetfime zobecnénym Raabeovym kritériem 2.1.35. Jelikoz je hodnota limity

Lo (Bro2M @ 3n+3*1> Chm a2 2
noe '\ @) (Bn+ D) T onmx A\ 3n+1 Tnmoo 3n+1 3

z intervalu (0, 1), je ze zobecnéného Raabeova kritéria jasné, ze rada (3.16) konverguje pouze relativné, tudiz
ze prislusnym oborem konvergence je mnozina O = (—5.11).

3.3.30 Poznamka

V této poznamce vyslovime tzv. zobecnénou binomickou vétu. Uzijeme jiz dokazané rovnosti
o
G+2)0 =3 .
o\ n

platné zcela obecné pfinejmensim na intervalu (—1,1). Pokusme se sestavit analogii binomického rozvoje
- n
@+b)"=> " e ¥
i=0 \ ¢
doposud platnou pouze pro n € N. Snadno nahlédneme, zZe

b ¥ oo b 1 o0 o
(a+b)"=a"(1+a) =a”z 7 (;) =Z 7 a’ b

i=0 i



Tato rovnost platna pfinejmensim pro takova a,b € R, pro néz
b
- #1, 3.17
M¢ (3.07)

predstavuje zobecnéni binomické véty tak, jak ji EtendF dosud vnimal. Doporucujeme také zvazit proc je ve
vztahu (3.17) nerovnitko namisto na prvni pohled ogekévaného znaku mensi nez.

3.3.31 Priklad

Pokusme se nalézt souéet mocninné fady
0 x2n+]

2n

n=1

Oznaéme ho napiiklad s(z). Jednoduse Ize zjistit, Ze definiénim oborem hledaného souctu bude mnozina
Dom(s) = O = (—1,1), nebot pro prevracenou hodnotu poloméru konvergence plati rovnost

R™! = lim 2n =
n—oo 2N + 2

a divergence v krajnich bodech |z| = 1 je zfejma. OznaZme nyni
s(z) o= %"
fla) = r ngl 2n

Jelikoz je podle piisiusné véty mozno tuto fadu na intervalu O derivovat &len po Elenu, ziskavame rovnost

R I S
_n=1 2n _n=1 T 1=z’

kde jsme na posledni sumu nahlédli jako na na geometrickou fadu s kvocientem z? 3 prvnim &lenem rovnym
x. Rozkladem na parcialni zlomky obdrzime

R —
N[~

f'(x) =

l-z 142

Y

a proto
f(z) = —% In(1-2%)+C,

kde [ = 0, jak Ize uréit z faktu, Ze musi platit f(0) = 0. Pak tedy f(z) = —3 In(1 — 2?), odkud pak
s(x) = —-g In(1 - z?).
Tato funkce je na mnoziné (—1,1) souctem zadané fady.

3.3.32 Priklad
V tomto pfikladé budeme hledat soucet mocninné fady

o0
x2n+1

=T
owr (2n)!

Oznagme ho s(z). Definiénim oborem hledaného souétu bude mnozina Dom(s) = O = R, nebot pro pFevra-
cenou hodnotu poloméru konvergence plati rovnost

2n)! 1
I _
R = i )~ A Gnr Dn T D) O

Oznaéme nyni

n

_s(z) e 2P
ye) === Z% @n)!"




Derivovénim pak ziskavame prvni

a druhou derivaci

17 n — 1 = 3 —x = 3 z
ey = Z (2n — 1 B Z (2n-2)1 z (2m)t

n=1 n=: m=0

Srovnanim se zadanou radou pak obdrzime obyéejnou diferencidini rovnici

y' =y =0

(3.18)

s nulovou pravou stranou. Ze viech feSeni této rovnice ovsem hledame jenom takové reSeni, pro nejz bude
platit y{(0) = 1 a y'(} = 0. Uvedena rovnice je linearni diferencidlni rovnici druhého tadu s konstantnimi
koeficienty. Ackoliv korektni metody reseni diferencidinich rovnic budou popsany az v nasledujici kapitole, my
zde s predstihem uzijeme vysledku prikladu 4.5.10, kde bylo vypoéteno, ze véechna feSeni rovnice (3.18) jsou

tvaru
y(z) = Cie* + Cre™".

Okrajové podminky yiN; = 1, y'(0) = 0 pak vedou ke dvéma rovnicim

E]'f'[:'_g:}. El—EQ:i}‘

\

jejichz fesenim je dvojice (C;.02) = (3.3). Proto

3.3.33 Priklad
V tomto prikladé budeme hledat soucet mocninné rady

x J.ZVH-I

n!
n=0

Ozna¢me ho sirj. Definiénim oborem hledaného sou¢tu bude mnozina Dom(s) = O = R., nebot pro prevra-

cenou hodnotu poloméru konvergence plati rovnost

-1 . n! , 1
R™' = lim —— = lim =0
n—oo (n+ 1)1 n—xn+1

Oznaéme nym

fle) =

o 2 n
(1.' ) 2
Z ! . ! = e’
n=

n=(}

Proto
s W) 5
2,.2n+ 1

3.3.34 Priklad

Jednim z frekventovanych integrald, které ovéem neni mozno fesit pfimym integrovanim, je urcity integral

T 2
/ et dt.
0



Problém pfi pokusu fedit ho analyticky spociva v tom, Ze primitivni funkce k funkci e -=* nemé elementarni
tvar, neni tudiz vyjadfitelna jako "klasicka" funkce. To je okamzik, kdy s vyhodou uZijeme teorii 0 mocninnych
aproximacich probranou dfive. Zminény integral modifikujeme do asto uzivaného tvaru

Erf(z) := %/0 et dt.

Tuto funkci byva v matematice zvykem oznaovat jako chybovou funkci nebo anglicky error function (odtud
zkratka v oznaceni). Postup pfi stanoveni mocninné fady, jeZ je mocninnym ekvivalentem chybové funkce
zahajime hledanim Maclaurinovy fady integrandu. Jak snadno nahiédneme napiiklad 2 poznamky 3.3.12, plati
vztah

2 > i3n

—t¢ _ n

e —Eo(—l) 5 teR
n=

Jelikoz je na intervalu konvergence mozno podle pislusnych vét integrovat a derivovat mocninné rady ¢len po
¢lenu, plati také

Erf(z / Z(-l)"%"- Z/( 1)"—dt \/_Z(-x)" [E%Edm

n=0 ' n*O n=0

2n+1

Z( (2n @n+ n!’

Chceme-li nalézt pfibliznou hodnotu chybové funkce, vezmeme prvnich k + 1 ¢lend jejiho aplného rozvoje,

¢imz ziskame hodnotu
2n+l

Erf(z) ~ Z( (3.19)

2n 2n+ Dn!’

Zbyva oviem vycislit chybu tohoto piblizeni. Jelikoz je ale pfislusnd Maclaurinova fada fadou stfidajicich
znamének, miize byt hiedani chyba R, (z) odhadnuta absolutni hodnotou nasledujiciho Elenu, tj. prvniho
Elenu, jez nebyl zahrnut do aproximace (3.19). Tedy

$2k+3

Rien(2) S Reni(@) = Grrgyesr o

Jak je patrno, odhad chyby Ry (z) konverguje pro k — oo pomérné rychle k nule, tedy jiz prvni aproximace
(pro mala k) budou pomérné presné. Pro ilustraci v nasledujicim obrazku vykreslujeme priibéh chybové funkce.

3
Ed() ;
}
] ;
X
—4 -2 2 4
: -1
i
!
Obeazek 3.4
Chybové funkce Erf(z) (plnou €arou) a jeji aproximace pro k = 20 (pferusovanou

&arou).

Pro nazornou predstavu nize ilustrujeme zpiisob konvergence Maclaurinovy fady funkce Erf(z) pro rostouci
k, tedy pro presnéjsi aproximaci.



Erd(x) , :

v

Obrazek 3.5
Chybova funkce Erf(x} (plnou ¢arou) a jeji aproximace pro k = 40 (prerusovanou

Carou).

3.4 Cviceni

Cviceni 3.1
Rozhodnéte, zda ma funkce f(x) = r® v bodé a = 2 totalni diferencisl. Podrobné zdtivodnéte.

Cviceni 3.2
Naleznéte Maclaurinovy fady zakladnich funkei z poznamky 3.3.12 a stanovte jejich obory konvergence.

Cviceni 3.3
Funkei f(z) = In(cos(z)) rozepiste do mocninné fady az do €lenu s 4 véetné.

Cviceni 3.4
Funkci f(z) = sin(sin(.r)) rozepiste do mocninné fady az do ¢lenu s 3 v&etné.

Cviceni 3.5
Funkci

1
fl@)=In (m‘)

rozlozte do mocninné fady podle mocnin vyrazu = + 1.

Cviceni 3.6
Rozkladem na parcialni zlomky naleznéte rozvoj funkce

flz) = ——

T l-1x-272

do Maclaurinovy Fady a urcete jeji obor konvergence.

Cviceni 3.7
Naleznéte souget s(x) mocninné fady

Cviceni 3.8
Naleznéte soucet s(x) mocninné fady



Cviceni 3.9
Pro mocninnou fadu

ukazte, Ze plati ¥ (z) = y(z).

Cviceni 3.10
Integrovanim Elen po Elenu vypoctéte soucet fady

x - 4z% + 9% - 167* + 252" —

Cviceni 3.11
Ovérte, Ze Fada funkci

X n

J
y(1)=2m

n=0

vyhovuje obyéejné diferencialni rovnici zy” +y' — y = 0.

Cviceni 3.12
Derivovanim nebo integrovanim Elen po Elenu vypoététe soucet mocninne fady

o

Z n(n + 1)z".
n=]

Cviceni 3.13

Naleznéte soucet Ciselné fady
o0
3 ="
= (2n+1)4"

Cviceni 3.14
Naleznéte soucet iselné fady

i(*”"+l2n+l
et nZ4+n’

Cviceni 3.15
S jakou presnosti bude vypoctena hodnota 7, jestlize pouZijeme prvnich pét clen Maclaurinova rozvoje funkce
arctg(z) pro z = 17

Cviceni 3.16

Metodou nezndmych koeficientd naleznéte prvni €tyfi nenulové éleny Maclaurinova rozvoje funkce tg(z).

Cviceni 3.17
Vypoctéte pfibliznou hodnotu integralu

i
/ e T dx
0

pomoci tfi nenulovych lend pfislusného rozvoje a odhadnéte chybu.

Cviceni 3.18
Pomoci vhodného Maclaurinova rozvoje vypoctéte

. z+kn(V1+22-2)
lim .

z—0 :113

Cviceni 3.19
Vypottéte pfiblizné hodnotu Cisla In(5) pomoci prvnich péti nenulovych Elend pfisluného rozvoje a odhadnéte
chybu.



Cviceni 3.20
Vypoctéte priblizné hodnotu integralu

1
1
/ n(z) dz.
0 1+ 1:2
Navod: Dany integral upravte s pouZitim metody per partes na jiny integral. Uzijte faktu, Ze

lim In(x)arctg{z) = 0.
z—04

Hodnotu ziskaného integralu odhadnéte pomoci prvnich péti nenulovych €lend pfisiusné fady a stanovte ko-
rektni odhad chyby. Dale pomoci vhodného rozvoje dokazte vztah z druhého bodu napovédy.

Cviceni 3.21
Naleznéte soucet mocninné fady

Cviceni 3.22
Naleznéte soucet mocninné rady

Cviceni 3.23
Pomoci vhodné mocninné fady vypoltéte

lim (m —z%In (1 + l)) .
r—oc xI

Cviceni 3.24
Seététe

(2n—1
Z( 1 n2n)”) ’

Cviceni 3.25
Vysetrete obor konvergence mocninné fady

oc n+1

(-1 2

ﬂ=0

a urcete jeji soucet.

Cviceni 3.26
Funkci

f(r)=;rln(:c+ \/l+x2)—\/1+r.2

rozvinte do Maclaurinovy fady a vysetrete jeji obor konvergence.

Cviceni 3.27
Pomoci vhodnych Taylorovych rozvojii uréete hodnotu limity

o sin(sin(z)) — zv/1 - 22

r—0 5

Cviceni 3.28
Naleznéte soucet Ciselné fady




Cviceni 3.29
Funkci

f(z) = /0 ’ mttg(t) dt

rozviite do mocninné rady se stfedem v bodé nula a urete jeji obor konvergence.

Cviceni 3.30
Naleznéte soulet &iselné Fady

o0 —1)»
2(2_)1’

n=2

S

Cviceni 3.31
Uzitim vhodnych Taylorovych Fad urcete hodnotu limity

lim (e*z~*sin(z) — z7%(1 + 1)) .
bl

Cviceni 3.32

Sectéte -
Z (="
oy n?+n—2
Cviceni 3.33

Vypottéte limitu

Cviceni 3.34
Naleznéte Maclaurinovu Fadu funkce

f(e) = 1

—z—22+28
a jeji interval konvergence.

Cviceni 3.35
Naleznéte soucet nasledujici iselné Fady

Z(2n-1" 1 1
> oD

o+ 2)2n + 1 47+

n=1
Cviceni 3.36
Naleznéte soucet fady
o0
T
fm (2n+1) 16"
Cviceni 3.37
Naleznéte soucet rady
5o
-1
n=1 an
Cviceni 3.38
Pomoci prvnich péti nenulovych Elenti vhodné mocninné fady odhadnéte hodnotu uréitého integraiu
1 .
/ sinh(z) dr
0 x

Stanovte korektni odhad chyby.



Cviceni 3.39
Pro parametr a, pro néjz plati, ze § € R* \ N, vySetfete obor konvergence a soucet fady

ia(a—S)(a—ﬁ)...(a—3n+3) o

n!
n=1
Cviceni 3.40
Sectéte |
i n(n + 2)
n=1 2"’
Cviceni 3.41
Sectéte
x<
Z (=1)"
‘= 4n? —1
Cviceni 3.42
Ukazte, Ze
In(z) =1
A r—1 dr = ; ;E
Cviceni 3.43

Uzitim vhodnych Taylorovych fad uréete hodnotu limity

lim 2(tg(x) — sin(z)) — xs'

z—0 x5

Cviceni 3.44
Pomoci vhodné mocninné fady vypoététe Eislo /700 s chybou mensi nez 1074,

Cviceni 3.45
Pro funkéni fadu

n=1 n=1
ovéfte, zda plati rovnost
') 1 1 oc
S [ n@a=[ Y fEe
n=1 0 n=1

Cviceni 3.46 .
Dokazte, ze Maclaurinova fada funkce f(r) = e~* nekonverguje na svém oboru konvergence stejnomérné.
Radné zdivodnéte!

Cviceni 3.47
Naleznéte soucet funkéni rady

na mnoziné (c,00), kde ¢ > 0. Neopomeite prokazat opravnénost vsech provadénych operaci.

Cviceni 3.48
Naleznéte souet mocninné fady

( 1) n 2n
Z « 2" (dn)!! '



Cviceni 3.49
Naleznéte sou€et mocninné fady

~nf(ntl) .

a jeho definicni obor.

Cviceni 3.50
Naleznéte soucet mocninné rady

n=1
Cviceni 3.51
Naleznéte soucet &iselné fady
L (2n - 1)3n~

a vysledek maximalné zjednoduste.

Cviceni 3.52
Naleznéte obor konvergence a soucet funkéni fady

Sl S )'n+1
Z z(z + 2°)".
n=1
Cviceni 3.53
Pro funkci 0
f(z) =

8z3 + 412 +2z+1
vypoctéte podil

£ (0)
7 0)
Cviceni 3.54
Se¢téte mocninnou rfadu
o0 n2 n
> x
e (2n)!!
Cviceni 3.55
Uréete souéet mocninné fady
z ( )n+l n—1 n+1
o n(n + 1)

a jeho definiéni obor. Vysledek maximalné zjednoduste.

Cviceni 3.56
Sestavte mochinnou Fadu spojitych funkei definovanych na mnoziné R takovou, aby jejim oborem konvergence
byl polouzavieny interval

0 =(2,8).

Cviceni 3.57
Pfimou metodou odvodte tvar Maclaurinovy fady pro funkci

flz)=v4 -1z

Upravte do nejjednoduchého tvaru. Poté korektné urcete jeji obor konvergence.



Cviceni 3.58

Naleznéte Taylorovu radu reprezentujici integral

T
1
—dt
-/0 1+ 16t4

a stanovte jeji obor konvergence. Radu upravte do tvaru s dvojnymi faktorily.



Kapitola 4
Obycejné diferencialni rovnice

V této kapitole se budeme vénovat zcela z&sadni problematice, jez se vyskytuje ve vsech fyzikalnich, ekonomic-
kych, biologickych a dalSich disciplinach. Jedna se o feseni rovnic, kdy neznamou neni Ciselnd hodnota, nybrz
funkce jedné proménné. Pritom klicovou otdzkou pro nas nebude pouze nalezeni fedeni obycejné diferencialni
rovnice, ale hlavné (a v matematice jde o to pfedeviim) diskuse prostoru viech feSeni dané rovnice. Budeme
se tedy také snazit prokazat, ze jsme nalezli vSechna feSeni a Ze tudiz zadné jiné jiz nemize byt nalezeno.

4.1 Zakladni pojmy

4.1.1 Umluva

V celé této kapitole je symbol C (véetné viech indexovanych variant) vymezen pro libovolnou pevné zvolenou
redinou konstantu a symbol I (opét véetné viech indexovanych variant) pro otevieny interval z mnoziny R
véech realnych cisel.

4.1.2 Poznamka

Budeme nyni v predstihu pracovat s nékterymi pojmy z teorie funkci vice proménnych. Ctenar ale jisté bude
uzité pojmy intuitivné chapat, pfipadné mu budou alespon castecné nastinény.

4.1.3 Definice

Necht F'(t, zo, 21, - ., 2n) je redlna funkce n+ 2 redlnych proménnych, ktera je vzhledem k proménné z,, spojita
a neni konstantni. Necht je definovana na mnoziné Q ¢ R"*2, Potom symbol

Fa,y(x),y' (@), y" (@), ... .y Nz), v (z)) =0 (4.1)

nazyvame (obycejnou) diferenciaini rovnici n-tého Fadu pro neznamou funkci y(x). Resenim rovnice (4.1)
v mnoziné ! na otevieném intervalu I nazyvame funkci y(r), kterd ma na I vsechny derivace do fadu
n véetnd, pro kazdé = € I je (z,y(2). v/ (2),¥"(2),...,y"™(z)) € © a plati rovnost (4.1). Otevfeny in-
terval I nazyvame intervalem reseni d:ferenc:élm rovnice. Je-li dale F(t.29,21....,2,) polynom stupné m
v proménnych zq, 21, ....2,. fekneme, ze diferencidlni rovnice (4.1) je rovnéz stupné m. Diferencilni rovnici
prvniho stupné nazyvame také linedrni diferenciaini rovnici. Rovnici, kter4 neni linedrni, nazyvame nelinedrni
diferenciini rovnici.

4.1.4 Poznamka

Vyftesit danou diferencialni rovnici tedy znamena urcit
¢ funkci y(x), spliujici rovnost (4.1),

e otevieny interval, na némz uvedena funkce tuto rovnost spliiuje.



4.1.5 Definice
Je-li funkce y(z) feSenim rovnice (4.1) v © na intervalu I a y(x) FeSenim na I, kde I G 1, piicems
y(z) = y(z)

na I, pak fikame, Ze y(z) je prodiouZenim y(z) na interval I a y(z) je ziZenim §(z) na interval I. Takové
feseni, ke kterému v § neexistuje prodlouzeni, nazyvame maximalnim resenim v €.

4.1.6 Priklad
Funkce y(z) = e® s definicnim oborem (—1,1) je feSenim diferenciaini rovnice
y —y=0.
Maximalnim feSenim této rovnice je ale funkce y(z) = e” s intervalem fedeni ] = R. Podotykame, Ze

maximélnich FeSeni dané diferencislni rovnice mfze byt vice. Zde napf. funkce z(z) = 0 pro z € R je také
maximalnim feSenim uvedené rovnice.

4.1.7 Definice

Linedrni diferencidini rovnici fidu n budeme od této chvile rozumét rovnici tvaru

¥y (@) + a1 @)y (@) + ... + p(2)y (2) + po(z)y(z) = 9(2), (4.2)

kde po(z),p1(Z), ..., Pn-1(2), g(z) jsou spojité funkce proménné z na otevieném intervalu I C R a y(x) je
neznamé funkce. Jestlize g(z) = 0, fikame, ze (4.2) je linearni diferenciaini rovnici bez pravé strany. Rovnici

y™(Z) + pua (@)Y (@) + ... + pi(2)y (2) + pol2)y(z) = 0 (4.3)

nazyvame rovnici bez pravé strany prislusnou k diferencialni rovnici (4.2).

4.1.8 Poznamka

V literatufe se nékdy diferencislni rovnice bez pravé strany nazyvad homogenni a rovnice s pravou stranou
nehomogenni. My se této terminologii z diivodu kizeni pojmi (viz déle) radé&ji vyhneme.

4.1.9 Definice

Necht po(z), p1(Z), . - -, Pn-1(x), g(z) jsou funkce spojité na otevieném intervalu I C R. Pro libovolnou funkci
y(z), kterda ma na I vlastni derivace do fadu n, poloZme

L(y(z)) = y™(2) + pa-1(2)y" V(@) + ... + pr(2)¥'(2) + po(@)y().

Pak zobrazeni y(z) — f,(y(:c)) nazyvame (obyCejnym) diferencisinim operstorem fadu n prisluSnym k rovnicim
(4.2) a (4.3).

4.1.10 Poznamka
Uzijeme-li nyni symboliku zavedenou v pFedeslé definici, ze rovnici (4.2) zapsat ve zformalizovaném tvaru
L(y() = q(2). (4.4)

Resit diferencialni rovnici (4.4) pak de facto znamens nalézt v mnoziné véech funkci (presnéji v definiénim
oboru diferencialniho operatoru L) takové funkce, které operstor L(y(z)) zobrazuje na funkci g(z).



4.1.11 Veta

Diferencialni operator Z(y(r)) je linedrni na mnozine €™(1).

Dikaz:

necht po(x), p1(z),... . pn-1(x),g(x) jsou spojité funkce na otevieném intervalu I C R
necht y(z) je funkce tiidy €" na J a b € R

chceme ukazat, ze E(A cylr)) =k- E(y(f})

to, Ze k- y(r) € €™ (1) je zcela zrejmé

dale uzijeme snadné vlastnosti derivace, a sice

d’”
d.’JH

(A . y(f)) — }‘ . ylmJ(I)

pak ale

-~

Lk y(x)) =k -y (z) + k- pucr @y V(@) + .+ k- pr(0)y'(x) + k- polz)y(z) = k- L(yixi)
necht dale y,(r) a ya{r) jsou funkce tridy ¢ (])

chceme ukazat, ze E(yl(r) +y(x) = i(yl(r)) + E(yl(r))

to, ze y1(z) + yo(2) € €™(I) je opét zcela banalnf

uzijeme nyni dalsi vlastnosti derivace, a sice

m

(y1(2) + () = 1™ (2) + v5™ (z)

drm
e pak ale
L{yita) + 12(2)) = u{" (@) + 57 (2) + Paa (@)™ (@) + poca (@S V(@) + .. +
+py @)y (@) + PP ) + pol@) iy (1) + +po(@)ya(x) = L(yi(x)) + L (2))
4.1.12 Veta

Viechna feseni rovnice i(y(r)) = 0 tvofi vektorovy prostor nad télesem R.

Dikaz:

mnozina viech funkci, které vyhovuji rovnici z(y(x)) = 0. de facto pfedstavuje tzv. jadro operatoru
L(y(2))

jak je znamo ze zakladniho uciva linearni algebry, tvofi jadro operatoru vzdy vektorovy prostor

tim mize byt dikaz uzavien

o platnosti tvrzeni se Ize viak snadno presvédCit také pfimo

ponechdme na Ctenari, aby rozvazil jak

4.1.13 Poznamka

otazku, jaké bude dimenze citovaného prostoru. Odpovéd prinese, jak jinak, dalsi text. Upozoriujeme ale
durazné, ze predesla véta je vyslovena jednak pouze pro linearni diferencialni rovnici (pro nelinearni rovnice nic
podobného neplati) a jednak pro rovnici s nulovou pravou stranou.



4.1.14 Veta

Necht u(z) je jedno Feeni rovnice (4.2). Pak viechna feseni rovnice (4.2) jsou pravé viechny funkce y(x)
dané rovnosti

y(x) = 2(z) + u(z),

kde za z(z) klademe viechna FeSeni rovnice (4.3).
e Prvni implikace:
- necht L(u(z)) = ¢(z) a L(z(z)) =0
— 7 linearity operatoru L plyne, Ze z(y(z)) = f,(z(x)) + i(u(r)) = q(z)
e Druh4 implikace:

— dokazeme, Ze rovnice (4.2) nema jiné FeSenf nez tvaru y(z) = 2(x) + u(x)

— predpokladejme pro spor, Ze existuji dvé feSeni y,(z) a ya(x) takova, ze E(yl z)) = ql(x) a
f,(yg(:r)) = q(z), a neexistuje zadna funkce z(z), pro niz by platilo L(z(x)) = 0 a ya(r) =
vi(x) + 2(z)

- vidime ale, ze f,(yg(:c) -y(z)) =0
- odtud je jasné, ze z(z) := ya(z) — y1(z) musi byt FeSenim rovnice (4.3)

4.1.15 Poznamka

Byva zvykem zapisovat feSeni rovnice (4.2) v pofadi y(x) = 2(z)+u(x), kde z(z) jsou vsechna feseni prisludné
rovnice (4.3) a u(z) jedno feseni rovnice (4.2). Reseni u(z) se nékdy nazyva partikulrnim.
4.2 Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Nejjednodussi diferencialni rovnici je linearni rovnice prvniho fadu. Jeji feSeni je velice jednoduché a v podstaté
spociva ve vypoctu dvou neurcitych integrald.

4.2.1 Veta

Necht p(z), g(z) jsou spojité funkce na intervalu I. Necht pro funkce P(z), S(z) plati na intervalu I rovnosti
P'(z) = p(z) a §'(x) = q(z) e¥'(®). Pak viechna feseni rovnice

y'(z) + p(z)y(z) = ¢(z) (4.5)
jsou dana predpisem
y(z) = e P (S(z) +L). (4.6)
Dikaz:
e Odvozeni:

— rovnici {4.5) vynasobime faktorem e”(¥) tj.
y'(z)e"® + p(z)y(z) e = g(z) "

— leva strana predstavuje derivaci soucinu y(z) e”’®), a protoze §'(z) = g(z) "™

, plati dale
y(z) e = §(z) 4+ C
—~ Feseni uvedené rovnice maji tedy tvar y(z) = e~ F#(S(z) + C)

e Jednoznaénost:

~ dok&zeme sporem



- necht tedy funkce z(z) Fesi rovnici (4.5), ale pfitom neni tvaru e‘P(”‘)(S(m) +C)
- tedy

2'(z) + p(x)2(z) = q(z) (4.7)
- necht y(z) = e (S(z) + C)

— podle prvni ¢asti ditkazu tedy y{z) fesi zkoumanou rovnici, tj.
y'(x) + plx)ylxr) = qlx) (4.8)

- odectéme nyni rovnice (4.7} a (4.8)
- pak
(2'(x) ~ y' (1)) ~ plei{z(z) ~ wiz)) =0

— tuto rovnici vynasobme faktorem ef'(*)

— rovnice pak pfechazi do tvaru
{(:(r) - y(r))e”‘”] = ()

— odtud

2(x) = y(z) + Ce P! = e~ PiT)(S( 1) +C)=Ce 7 = e~ P71 (S(r) + C)

- to je ale spor s predpokiadem

tim je prokazano, ze rovnice (4.5) nema Zadna jina feSeni nez ta tvaru (4.6)

4.2.2 Priklad

Resme rovnici
y —2ry =21

na mnozing 2 = R*. Vypocteme P(z) = [ p(x)dr = —z? (postaéi jedna z primitivnich funkci), celou rovnici
vynasobime faktorem ef(*) = e~ a ziskame

/

y'e ™ —2rye” 7

T =2re”

Tato rovnice je ekvivalentni rovnici
A\’ !
(y-e"") = (—e"2 +C) :
Odtud jiz ziskame maximalni reSeni y(r) = Ce® — 1. kde I = R.

4.2.3 Definice

Funkce e?¥) z véty 4.2.1 se nazyva integracnim faktorem rovnice (4.5).

4.2.4 Poznamka

Pojem integracni faktor ma take obecnéjsi uziti. Viz napi. priklad 4.3.18 nebo kniha [13].

4.2.5 Veta
Necht p(r) je funkce spojita na otevieném intervalu 7 C R. Necht v(x) je jedno nenulové FeSeni rovnice
y'(x) + p(z)y(z) = 0. (4.9)
Pak viechna feSeni rovnice (4.9) jsou pravé viechny funkce y(z) = Cv(z).
Dikaz:

e uZijeme vétu 4.2.1 a polozime v ni g(z) =0



odtud S(:l:) = Cl

feseni je tudiz tvaru y(z) = e F@(C; +C2) = L3P

tak vypadaji podle 4.2.1 viechna FeSeni rovnice (4.9)
v(z) je jedno z nich, a tedy v(z) = C41e~F® (C4 #0)

pro viechna feSeni tedy plati

y(z) = _%:—[349'}’(*) - %iiv(z) = Cu(2)

4.2.6 Diusledek

Vsechna feseni rovnice (4.9) tvofi jednorozmérny vektorovy prostor nad R.

4.2.7 Poznamka

Rovnici
y* (2} + p(z)y™® () = g(z)

lze pFevést na linedrni rovnici prvniho Fadu substituci z(z) := y*)(z). Potom ptivodni rovnice pejde na tvar
2/ (z)+p(z)z(z) = q(z), ktery jiz snadno pomoci véty 4.2.1 vyFesime. Dile pak provedeme X integraci k ziskani
reseni celé dlohy.

4.2.8 Priklad
Hledejme maximalni feseni diferencialni rovnice
2y + 82%e® = (1+22%)y/,

vyhovujici podminkam y(1) = e a y’(1) = 2e. Zavedeme novou funkci z(z) = y'(x), &imZ trividlné sniZime
ad rovnice. Obdrzime tak linearni diferencialni rovnici

1
2 - (; + 21:) 2= —8rte® .

. . - . . — p® . e, . . ). ..
Jejim integracnim faktorem je vyraz z71e~®". Je-li jim rovnice nasobena, ziskavame rovnici

1 2\’
c—e % | =—82°
(z(:c) e ) x

Odtud
z(x) - o= _optiC,
z
a tedy
z(z) = Cze® — 225 .
Pak ale

ylz) = /Z(x)d-r: ﬁ+ge"’ +e (-2t +222 - 2).

Konstanty € a C uréime z podminek y(1) = e a 3'(1) = 2e. Odtud C=0al=4 Hledanym maximalnim
fesenim je tedy funkce

y(z) = z%e* (2-2%), zeR.
4.3 Nelinearni diferencialni rovnice prvniho radu

Slozitéjsimi pripady diferencislnich rovnic prvniho Fadu jsou rovnice nelinearni. Ty je nutno fesit v zavislosti na
tom, jakého jsou typu. Sezndmime se nyni podrobnéji s metodami jejich Feseni.



4.3.1 Definice

Necht p(z),q{(z) jsou funkce spojité na intervalu I a necht a € R\ {0,1}. Potom rovnici tvaru

y'(z) + pla)y(z) = q(z)y*(z) (4.10)

nazveme Bernoulliho diferencidini rovnici.

4.3.2 Poznamka

Bernoulliho diferencialni rovnici fe§ime tak, ze celou rovnici vynasobime faktorem (1—a)y~*(z). Tim dostdvame
(1 - a)y™"(@)y'(z) + p(z)(1 - e}y’ ~*(x) = (1 - a) q(z).
Poté zavedeme novou funkci z{x) = y'~“(z), &imz obdrzime linearni diferencialni rovnici
{z) + plx)(1 - a)z(r) = (1 ~ a)g(x).

nebot 2'(r) = (1 — a) y~*(z)y'(x). Dale fedime standardné, tedy metodou integraéniho faktoru.

4.3.3 Poznamka

Budeme se nyni zabyvat hledanim feSeni diferencialni rovnice

by flzoy)
y{r) =— .
glz.y)
respektive
dr _  g(z.y)
dy flz,y)’

kde f(x.y) a g(z,y) jsou jisté funkce dvou proménnych. Obé zminované rovnice budeme souhrnné zapisovat
ve formainim tvaru
f(z.y)dz + g(z,y)dy = 0. (4.11)

4.3.4 Definice

Necht f(z.y) a g(x,y) jsou dané funkce dvou proménnych. Resenim diferencialni rovnice (4.11) rozumime
kazdou funkci y = p(x). resp. ¢ = w(y). definovanou na otevieném intervalu 7, pro kterou plati

f(z.p(x)) + g9(z. ¢(x)) ¢'(2) = 0,

respektive

v

f(¢().v) % +9(v(y).y) = 0.

4.3.5 Poznamka

Nyni narazime na dosud nedefinované pojmy z teorie funkce vice proménnych. Prozatim vystagime s formalnim
tvrzenim, ze znak parcidlni derivace funkce dvou proménnych gf(r,y) predstavuje v podstaté obycejné de-
rivovani funkce f(z.y) podle proménné x, zatimco na druhou proménnou ¥ je pfi této operaci nahlizeno jako
na konstantu.

Dale v analogii k pojmu totélniho diferencidlu df = f'(z) dx funkce z — f(z) (viz definice 3.1.1) zavadime
obdobny pojem pro funkci dvou proménnych f(r,y) : R? — R. Z definiéniho predpisu (viz definice 1.2.28 ve
skriptech [14]) vyplyva analogicky vztah

af = Q—fdz-ka—fdy.

0 dy

Geometrickym vyznamem totéiniho diferencislu je odhad odchylky funkéni hodnoty funkce f(z,y) od jeji
hodnoty f(zo,yo) v bodé (xg, o), odchyli-li se z—ovéa soufadnice bodu o dz od z a y—ova soufadnice bodu



o dy od yo. Vztah totalniho diferencialu funkce dvou proménnych k pravé probirané problematice je nésledujici.
Totalnim diferencislem funkce H(z,y) je podle pfedchoziho textu vyraz

oH oH
—dr + —d
5z Tt 5y Y
Totslnim diferencislem konstantni funkce G(z,y) = C je nula. Z rovnosti H(z,y) = C tedy plyne rovnost
diferenciald 9K 8H
%(z,y)dx-é-gg(x,y)dy:& (412)

Pokud polozime v rovnici (4.11) f(z,y) = %—’:(x,y) aglz.y)= %(z,y). maji rovnice (4.11) a (4.12) tentyz

tvar a tedy rovnost
H(z,y)=C

vyjadfuje vztah mezi proménnymi x,y, a mize byt tudiz pouzita k nalezeni fe3eni diferencialni rovnice (4.11).
Pro korektni definice, a tudiz Gplné pochopeni zde nastinénych pojmi, nahlédnéte do knihy [14].

4.3.6 Definice

Jestlize existuje funkce H{z,y) takova, ze

oH
flz.y) = 5-(z,9) (4.13)
a zaroven 8H
9(z,y) = E(x,y)v (4.14)
nazyvame rovnost
H(z,y)=C (4.15)

formainim FeSenim (Fesenim v implicitnim tvaru) rovnice (4.11).

4.3.7 Poznamka

Lze-li z formalniho feseni (4.15) vyjadiit y jako funkci z nebo z jako funkci y, mluvime v obou pfipadech o
explicitnim vyjidreni reseni diferencialni rovnice.

4.3.8 Definice
DiferencisIni rovnici se separovanymi proménnymi nazyvame rovnici tvaru
f(z)dz + g(y)dy = 0, (4.16)

kde f(z), g{y) jsou funkce spojité v intervalech I C R, resp. I C R.

4.3.9 Veta

Necht f(zx),g(y) jsou funkce spojité v intervalech I C R, resp. I; C R. Necht F(x), G(y) jsou libovolné,
ale pevné zvolené primitivni funkce k funkcim f(x) na Iy, resp. g(y) na I.. Pak je-li y = o(z), resp. x = ¥(y)
feSenim rovnice (4.16), existuje jisté C € R takové, Ze pro viechny body z intervalu fe3eni rovnice (4.16) plati

F(z)+ G(y) =C.
Dikaz;
o dokazeme napf. pro y = p(z), pro = = ¥(y) je dikaz analogicky
o necht tedy y = ¢(z) je feSeni rovnice (4.16) na |
pak f(z) + g(p(z)) ¥'(z) =0
odtud F'(z) + (G o p)'(x) =0, coz je ekvivalentni rovnosti (F + Gop)'(z) =0

tedy existuje C € R takové, ze pro viechna z € I plati
F(z) + G(p(z)) = F(z) + G(y) = C



4.3.10 Poznamka

Tedy rovnice
H(z,y) = F(z) + Gy) =C

je formalnim resenim (fesenim v implicitnim tvaru) diferencilni rovnice se separovanymi proménnymi.

4.3.11 Poznamka

Uvazme také, ze diferencialni rovnice y'(x) = f{.r)- g(y). ktera |ze snadno prevést na rovnici se separovanymi
proménnymi, ma konstantni feseni y(x) = C, kde pro C plati g(C) = 0.

4.3.12 Priklad

Priklad 4.2.2 lze resit také jako rovnici se separovanymi proménnymi prevedenim na tvar

1
——dy = 2xdr.
1+y

Nalezneme-li obé primitivni funkce In |1 + y|, resp. r%. opét ziskavame feseni tvaru

ylz) = Ce’™ - 1. I =R.

4.3.13 Definice

Exaktni diferencidlni rovnici nazyvame rovnici tvaru (4.11), kde f(x,y) a g(x,y) jsou spojité funkce dvou
proménnych na oteviené mnozing A C R2, které maji na M spojité parcialni derivace vyhovujici rovnosti

df _dg,
Ly =FLaw, (4.17)

4.3.14 Veta

Necht f(z.y), g{x,y) jsou funkce spojité na oteviené mnoziné A/ C R” a necht maji v M spojité parcialni
derivace splnujici rovnost (4.17). Necht je pevné zvolena uspofadana dvojice (rg.yn) € M. Pak rovnice

T y
/f(S-y)ds+/ g(rg.t)df =0

4a

je formalnim feSenim exaktni diferencialni rovnice (4.11), a to takovym, ze pfislusné explicitni feseni prochazi
bodem (. y0).

Dikaz:
o ukazeme, Ze funkce i y
H(z.y)= / f(s.y)ds +/ glxo.1)dt (4.18)
Ta wo
splhuje rovnosti z definice 4.3.6
e nejprve ale snadno prokazeme, ze pfistusné explicitni reseni prochazi bodem (x(. y)
e pro dikaz tohoto postaci ukazat, ze plati rovnost H{xg.yo) =0
e to je ale pfimo patrno z tvaru funkce H(z,y)

e prejdéme nyni k ditkazu rovnosti (4.13) a (4.14), jejichz splnéni pak zaruéi fakt, Ze rovnice H{r.y) =C
bude odpovidajicim formainim feSenim

e podotykame, Ze v této formulaci véty je 0 = 0
e jelikoz vyraz fy"’; g(zy, t) dt nezavisi na z, plati

%—'Z(r.y) = f(z,y)



e parcisini derivace H(z,y) podle y je nepatrné komplikovan&jsi

e pfi jejim vypoctu uZijeme vétu o zdméné derivace podie parametru y (viz véta 4.2.43 ve skriptech [14])
a integrélu podle proménné s

e odtud 5H - Bf
@) = / Hewastoo

e nasledné pak ze vztahu (4.17) vyplyva, Ze

%—;’(x,y) = /: g—g(s,y) ds + g(zo,y) = [9(5,9)]. + 9(20,y) = g(z,y)

0

e tim je dikaz proveden

4.3.15 Poznamka

Na zakladé tvrzeni predeslé véty byva exaktni diferencialni rovnice Casto nazyvéana téz diferencidlni rovnici ve
tvaru totdiniho diferenciélu.

4.3.16 Poznadmka
Pro peclivéjsi ¢tenare nabidneme v této poznamce odvozenf vztahu (4.18). Aby rovnice H(z,y) = C pred-
stavovala formalni feseni exaktni diferencialni rovnice (4.11), mély by byt podle definice 4.3.6 spinény vztahy

f2,y) = (m v) (4.19)

g(:L‘,y) = %(x’ y)- (4‘20)

Vyjdeme-li z prvniho z nich, dostdvame

Hew) = [ fty)a+T)

kde prvni integral predstavuje primitivni funkci k funkci f(z,y) vzhledem k prvni proménné a druhy clen (jakasi
obecn&ji pojata integraéni konstanta) zohledhuje skutecnost, ze parcislni derivaci funkce C(y) podie proménné
z bude v kazdém pripadé nula. Ve vySe uvedeném vztahu zbyva vycislit pravé hodnotu této integracni konstanty.
K tomu uzijeme druhy vztah (4.20). Derivaci posledni rovnosti podle proménné y nyni dostavame

o[ aCy) _ [“of a(y) _ [*dg al(y) _
-5 | tewas TE = [ Lapar T [ e e S0

dy dy a dy
= [g(t,y)]. + (y) 9(z,y) — gla,y) + %(yy)-

Ma-li se podle {4.20) tato pravé strana rovnat vyrazu g(z,y), musi nutné platit

aly)

dy =g(a,y)'

Tedy
']
Cy) = , .
(¥) //s g(a,s)ds

Odtud
H(:c,y)=/ f(s, y)ds+/ g(a,t)dt.

Mali platit rovnost H(zo,y0) = 0, je tfeba volit a = 2y a 8 = yo.



4.3.17 Priklad

Resme diferencialni rovnici

y'z? — 2z(y + %) — x%e = 0.

Po prevedeni do formalniho tvaru
[2z(y + %) + 2%e"] dz + 2% dy = 0
se snadno presvédcime, ze jde o exaktni diferencialni rovnici. Jak vidno, je f(z,y) = 2z{y + e*) + 2%* a
g(x.y) = 2%, a proto
of . dg
dy T ox
Podminka exaktnosti {4.17) je tedy splnéna, a tudiz rovnost

T y
H(.’r,y)=/n- f(s.O)ds-+—/(; g(x.t)dt = L.

kde jsme polozili 4, = yy = 0, predstavuje formaini feseni zadané rovnice. Poviimnéte si, Ze bylo uzito
ekvivalentniho tvaru funkce H(z,y). Pak ale

T Yy
Hiz.y) = / (2te' + t?e') dt + / r’ds = [f"e']é +yr’ = 2%" + yz? = L.
0 0

Tato rovnice prestavuje reseni zadané rovnice v implicitnim tvaru. Explicitni tvar ale ziskame velice snadno:

y{z) = ;:C-z; -e*.  I=(0,+00).

Druhou alternativou pro definiéni obor je pochopitelné otevieny interval I = (—o0.0).

4.3.18 Poznamka

V nékterych pripadech lze predesla metoda uzit i pro diferencialni rovnice, které exaktni sice nejsou, ale mize
pro né byt nalezen tzv. integracni faktor druhého druhu, ktery, je-li jim rovnice nasobena, pfevede zadanou
rovnici na rovnici exaktni. Integraéni faktor druhého druhu ma nejéastéji podobu funkce proménné r nebo
funkce proménné y. Jak lze tyto faktory nalézt si ukadZzeme v nasledujim prikladé.

4.3.19 Priklad

Pokusme se resit diferencidlni rovnici

J = 411 — 62%e¥ + 2%

TieV — re?¥ (421)

Ve standardizovaném tvaru ma tato rovnice tuto podobu:
(42* — 6z%e? + 2e%¥) dx + (ze® — z3%e¥) dy = 0.
Oznacime-li f(z,y) = (47* — 62%e¥ + 2e®¥)u(x) a g{z.y) = (ze® — z%e¥)u(x), plati

%) . a
,—f = —6r%e¥ + 4e?¥, 99 _ o _ 37%%.

Ay a

Rovnice tedy exaktni neni. Aviak po vynisobeni Eitatele a jmenovatele integraénim faktorem u(x), jak uvidime,
jiz exaktni bude. Naleznéme nejprve tuto funkci. Zkoumejme tedy diferencidlni rovnici

(42 — 6z%e¥ + 2e*)u(z)dz + (ze®¥ — 2e¥)pu(r)dy = 0.

Budeme hledat podminku pro u(z), aby vy3e uvedena rovnice byla rovnici exaktni. Oznacime-li f(z,y) =
4z* — 6x2e¥ + 2e% a §(x,y) = ze?¥ — z3e¥, plati

of

By = (—6z%e? + 4e%¥) (),



% = (e — 3z%e¥)u(z) + (ve® — %)y (3).

Srovnani téchto parciélnich derivaci vede k rovnostem
(3e% — 3z%e¥)pu(z) = (ze® — z%e¥) )/ (z)

3eY (ey - z%) ,
zev(ev —2?) p(z) = p'(z).

Tim jsme obdrzeli linedrni diferencialni rovnici prvaiho fadu
3
!
—2u=0

W
fesitelnou napf. separaci proménnych. Vysledkem feseni je funkce

p(z) =Cz3.
Rozsifime-li tedy zlomek v rovnici (4.21) jednotkou tvaru f;— prejde tato rovnice na rovnici exaktni. Pak tedy

f(z,y) = 427 — 62°%e¥ + 223%e%

§(z,y) = x'e?¥ — 28V,

Sestavme tedy prisluéné formalni reSeni. Snadno
R, 5 3.2 Y 1 g 6 1 a2
H(z,y) = (43 — Bs%e¥ + 2s°e“¥) ds + 0dt=-2-x - ey+-2-.'re-".
0 0

Rovnice )
rie? — 2z%¥ 4+ 2f = z¥(e¥ - 2?) " =C

je tedy forméalnim fesenim zadané rovnice. Proto ma explixitni redeni tvar

y(z) =In (% +x2) . I =(0,).

Defini¢ni obor FeSeni by ale mél byt rozebran podrobnéji. Uvedend mnozina totiz neni jedingym mozZnym inter-
valem feseni. Diskusi ale ponechame ctenari.

4.3.20 Definice

Rekneme, Ze funkce dvou proménnych f(z,y) definovana na mnoziné M C R? je homogenni funkci stupné
a € R, jestlize pro kazdé (z,y) € M a vsechna t > 0 plati:

e (tz,ty) € M,

o fltx,ty) =% f(z,y).

4.3.21 Poznamka

Prikladem homogenni funkce je napf. funkce

5

flz,y) =v?z +2z%y + z—
nebot
2 2 (ty)® a2 2 2 Y 3
f(tz, ty) = (ty)“tz + 2(tz)“ty + W =t'{yz+ 2z y+§ =t f(z,y).

Jedna se tedy o homogenni funkci stupné tfi.

4.3.22 Definice

Homogenni diferencidlni rovnici nazyvame rovnici (4.11), kde f(z,y) i g(z,y) jsou na oteviené mnoZiné
M C R? spojité a zarovei homogenni téhoz stupné.



4.3.23 Veta
Homogenni diferencialni rovnice (4.11) ma na intervalu I = (—oc.0), resp. I = (0,00) linedrni reseni tvaru
y(x) = Cz pro vechny realné konstanty C takové, ze f(~1, =C}+g(—1, -C)C = 0, resp. £(1,0)+¢(1,0)C = 0.

Diikaz:

® viz cviceni 4.74

4.3.24 Poznamka

Zatimco predesla véta predstavuje zphsob hledani linearniho reseni homogenni diferencialni rovnice, bude véta
nasledujici hledat reseni obecna. V podstaté lze Fici, e substituce y{r) = x - u(x) prevede kazdou homogenn:
diferencialni rovnici na rovnici se separovanymi proménnymi, jejiz feseni bylo jiz probrano.

4.3.25 \Veta

K homogenni diferencidini rovnici (4.11) existuje na intervalu r & {—oc,0), resp. na intervalu = € ((l. x)
diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi = a u takova, zZe funkce u = u(r) je feSenim této rovnice
pravé tehdy, kdyz funkce

ylr) = u(ri

je fesenim homogenni diferencialni rovnice (4.11).
Dikaz:
e dikaz proved me napf. pro r z intervalu (0.2c)
o necht tedy y{r) = u({r) - r je FeSenim rovnice f(r,y) + g(x.y)y'(z) =0
e vidime, ze y/'(2) = v/(x) - = + u(z)
e po dosazeni dostaneme

flrzou(x) -1+ glroulr) o) (u'(z) x +u(z)) =0

e f(x.y)ig(r.y) jsou podle predpokladu véty homogenni téhoz stupné a a predchozi vztah tedy vede k
rovnostem
rf(louy 4+ rug(l.uy + 0" e g(l.u)y = 0

filluy+ug(lLuy+u' rgil.uy =0

e zde jiz snadno odseparujeme
1 g{l.u)
Zdr : du =0
x T flliu)+ u-gllou) “

tim je prokazana existence uvadéné rovnice se separovanymi proménnymi r.u

4.3.26 Poznamka

Dalsim typem diferencialnich rovnic jsou rovnice typu

hr+b
v = (ELI:.__‘_Z) ) (4.22)
d)r + b-_)_l./
kde pro realné koeficienty a,. ay. b;. b, plati vztah
| a; b1 l
# . (4.23)
az by

Tyto rovnice jsou homogennimi rovnicemi (nebot prislusné funkce jsou homogenni nuiteho stupne), a proto je
fesime substituci y(z) = r - u(z).



4.3.27 Priklad

Naleznéme formalni feSeni diferencidlni rovnice
;_Tt+Y
y - T — y

Jedna o homogenni diferencilni rovnici, jak je diskutovano vyse. Navic

1 1
1 -1

= —=2%#0.

Budeme hledat nejprve linearni feeni tvaru y = 0. Takova ale neexistuji, nebot rovnice
Ca-C)=1+C
nem4 FeSeni pro zadné realné C. Pro nalezeni obecného feseni uzijeme tedy substituci y(z) = x - u(r). Pak
(u'z + u)(z — uz) = r + ux,

coz lze pro z # 0 zjednodusit do tvaru

du = —-dzx
14+ u? T
Qdtud
1 1 2u _ 1 dor
14+u2 2 14u? -
potazmo

arctg(u) = In (|x|\/ 1+ u2) +C.

Formalni feseni (feSeni v implicitnim tvaru) ma tedy podobu
arctg (%) —In (\/:1:2 + y'~’) = (.

Tato rovnice sice zadava implicitné funkci y = y(z), ale explixitni feeni z této rovnosti ziskat nelze. Metody
pro praci s implicitnimi funkcemi budou probirany ve vysich partiich matematické analyzy.

4.3.28 Poznamka

Dalsim typem diferencidlnich rovnici jsou rovnice typu
sz +bhy+a
=fl ==}, 4.24
f(02$+bzy+cz) (4-24)

kde pro realné koeficienty aj, az, by, bo, c1, c2 plati vztah (4.23). Tyto rovnice sice nejsou homogennimi
rovnicemi, ale mohou na né byt prevedeny. Za podminky (4.23) upravime zkoumanou rovnici na predchozi typ
(4.22) zavedenim nové nezavisle proménné £ a nové funkce 7(£). Ty definujeme vztahy r = {+hay =n+k,
kde ¢isla h, k jsou koreny soustavy rovnic

ayh+bk+c =0
ash + bok + co = 0.

Po této substituci dostavame

dn =f(a1£+bm)

d§ az€ + ban
nebot d d d d{ d
Y n_an dn
2 = — k —_ .
dz dx (n+k) = dz d{ dz d{

Poté uzijeme substituci

u(E) = n(E)

Neni-li pro nékterou z rovnic spinéna podminka (4.23), zavédume substituci
2(x) := arz + by(z).

Dale feSime napf. separaci proménnych, Ize-li pouzit, nebo nékterou z predeslych metod.



4.3.29 Priklad
Naleznéme maximalni fedeni diferencialni rovnice

2r —4y+6+ (xr+y-3)y =0.
Nejprve hledejme cisla h a k, pro néz by mélo platit

~2h+4k-6=0
h+k—3:0

Snadno vypocteme, Ze (h.k) = (1,2). Pdavodni rovnice bude tedy prevedena substituci @ =& + 1. y = n + 2
na homogenni rovnici
dyp -2+ 4y
€ £+n

Hledejme nejprve jeji linearni feseni tvaru 7 = C£. Rovnice

(4.25)

_ —2+4C
o 1+C0

resp.
C2-3C+2=0

ma dvé reseni. Tim jsou nalezena dve linearni reseni rovnice (4.25), a sice 1 (£) = 2€ a 75(€) = €. Prevedeno
do pivodnich proménnych tak mame

yi{z) =2z, Dom(y;) =R

yole) =2+ 1, Dom(y;) = R.

Dale uzijeme (pro ziskani obecnych feseni) substituci

. 1)
2(§) == €
odkud pak
dy dz
S
&€ a
Po dosazeni a nasledné separaci odtud vychazi
1+z 1
— -7 dr=——
C-9GE-n¥ " €%
=2 + 3 dr — ldf
-1 2-2) 7k

(n —2€)° = B(n — &)*.

Formalni feseni nasi ulohy ma tedy tvar

(y — 2:1‘)3 =Cly—=z - 1)2.



4.3.30 Priklad

Rovnice

y == r2
y—xr+3

je také predeslého typu, oviem nepliiuje podminku (4.23). Proto zavedeme substituci z(z) := y(2) — x. Odtud

=y —1ladilez +1= ﬁ Rovnici |ze pfevést na rovnici se separovanymi proménnymi

(z +3)dz = —5dx.
Odtud jiz snadno ziskdme formalni feSeni tvaru
22 + 6z = —10z +C,

resp.
Y — 2xy + z° + 4o + 6y =C,

odkud |ze ziskat explicitni feseni

yr2(r)=z-3+ C- 0z, [I= (—oo, I_EJ) .

4.3.31 Priklad
Resme obyéejnou diferencilni rovnici
, _ 4dx+8
=51
Jedna se opét o typ (4.24), pouze ma jednodu3si formu. Rovnice 4k + 8 = 0, 1 — h = 0 maji reseni (k,h) =

(—2,1), a proto uzijeme transformaci z = £ — 2, y = n + 1. Ta prevadi zadanou rovnici na jednoduchou
homogeni rovnici

ﬂ = 4§.

d§ n
Jeji linearni fedeni n = C{ jsou viechna takova, jez vyhovuji algeraické rovnici 02 = 4. Jedn4 se tedy o dvé
funkce n = 26 a nn = —2€, coz vede (pfevedeno do plivodnich proménnych) na Fedeni

yi(x) =2x+5, y(x) =22z -3, z€R.
Tato linearni feseni jsou vyobrazena Cernou barvou na obrazku nize.

y

=S\ ¢ - >
5 \ (0,0)

%\\\

Obrézek 4.1
Grafy feSeni diferenciélni rovnice y' = "y‘L_ﬁﬁ. Cerné jsou vyobrazena linesrni
feseni a barevné reSeni hyperbolicka. Pritom modra, zelena, zluta a cervend barva
odpovidaji fesenim (4.27) pro C rovno po #adé hodnotam G = -20, G = —10,

C=10aC=a3.




Pristupme k hledani reseni nelinedrnich. Do rovnice

dn
- 45 (4.26)
zavedeme novou funkci z = 2(§) vztahem 7n(€) = & - 2(&). Dosazenim ziskame rovnici
g%& +z= g
jez vede na separovanou rovnici
1- 52 dz = %d&.
Odtud : )
-5 In|4 - 22| = In|C¢|.
respektive
422 = 5%
Forméalnim feSenim rovnice (4.26) je tedy rovnost
4{2 - % =C.
Tedy formalni reseni celé alohy ma tvar
(r+2)? - (3"—;—1-15 = g. (4.27)

Jedn4 se tedy o nerovnoosou hyperbolu s poloosami zavislymi na integraéni konstanté C. Pfitom druha poloosa
ma vici prvni poloose dvojnasobnou velikost. Néktera z explicitnich feSeni jsou vyobrazena barevné na obrazku
vyse. Za poviimnuti stoji fakt, Ze pro [ = 0 mohou byt z formalniho Fedeni (4.27) odvozena také obé linearni
feSeni, kterd navic predstavuji asymptoty viech explicitnich feeni.

4.3.32 Poznamka

Na zavér tohoto oddilu jesté shriime zakladni rozdil mezi linedrnimi a nelinedrnimi diferencidinimi rovnicemi.
Uvazme dva jejich zastupce. Zatimco linearni rovnice

y — 2ry =2r
ma reSeni
3_2
y(z) =0 -1,
ma nelinearni rovnice
y - 2zy® = 2

reseni
y(z) = tg(C + 2?).

Jak je patrno, pouze linedrni rovnice maji feSeni tvaru
y(@) € [y1(2)]r + yp(2),

kde symbol [yl(x)])\ reprezentuje linedrni obal (v tomto pripadé linedrni obal jednoprvkové mnoziny), tj.
vsechny nasobky funkce y;(z).

4.4 Linearni diferencialni rovnice vyssich radi

Prejdeme nyni ke studiu diferencidlnich rovnic vysSich fadii. Jak bude ale zanedlouho jasné, reSeni rovnic
prvniho Fadu probrana v predeslé sekci budou predstavovat jednu ze zakladnich procedur vedoucich k nalezeni
reseni rovnic Fada vysSich. Zaroven ukaZzeme, Ze nékterd tvrzeni z oddilu 4.2 bude mozno v tomto oddile
vyhodné zobecnit.



4.4.1 Poznamka

Necht jsou funkce po(x), p1 (i), g(z) spojitymi funkcemi zadanymi na otevieném intervalu /. Necht je dana
linearni diferencialni rovnice druhého fadu

y" (@) + pr(2)y (&) + po)y(x) = qlx). (4.28)
Necht «(.x) je na I reSenim rovnice
y"(x) + p ()Y () + pole)y(x) =0 (4.29)

a pro véechna & € I plati v() # 0. Ukdzeme, Ze za danych predpokladii |ze vhodnou substituci snizit rad
rovnice (4.28) z druhého na prvni. To provedeme tak, e do rovnice (4.28) zavedeme novou funkci z(x), a sice
definiénim predpisem

&
2(x) = %
Pak ale
Y (@) = 2 (@o(e) + 2(2)' (@)
a také

J'(2) = " (@)o(e) + 22 (@) (x) + 22" (@),
Dosadime-li nyni tyto vyrazy do vztahu (4.28), dostavame rovnici
2 (@)o(x) + ' (2)(20'(2) + pr(2)v()) + 2(2) (V" (2) + pr(@)V(2) + po(z)v(z)) = q(=).

Uzijeme-li nyni predpokladu, ze v”(z) + p1{x)v'(x) + pola)v(r) = 0, vychazi odtud

(x) + 2'(x) (21}1(” +P1(I)) - q(.:!f :

v(x) v(x)

Po substituci w(z) = z'(x) pak obdrzime linedrni diferencialni rovnici

w'(x) + w() <21::((:;')) +P1(;1.')) _ ;})g;

prvniho Fadu fesitelnou metodou integraéniho faktoru. Vysledkem tedy bude funkce tvaru

w(x) =G f(z) + fpla).

~—

Odtud
20) =01 [f@)as +Ca+ [ o)
odkud
ylz) = Clv(;r)/f(:r.)d;r + Cov(x) + v(x)/f,,(x)d:r.

Shrnuto: dvé funkce

v(x), v(;z:)/f(:::) dx

generuji bazi dvojrozmérného prostoru viech feseni rovnice (4.29) a funkce v(z) J fpolx) dz predstavuje par-
tikularni feseni rovnice (4.28).

4.4.2 Priklad
Resme diferenciaini rovnici 0

Yy’ + - y+y=0 (4.30)
uzitim faktu, ze funkce v(z) = @ je jednim z jejich Feseni. Dle pfedeslé poznamky zavedeme substituci

y(.T) = M,

Z

jez generuje nasledujici vztahy pro derivace.



sin(a o
Iy in(x) N zrcos(a‘) sin(z)
T z?

" sinJEa:) N 22,:1:006(1:)]:2— sin(z) s —z3sin(z) ~ 2x2$c408(z) + 2z sin(z)

Dosadme je do zkoumané rovnice. Vysledkem je rovnice

_usin(z) L 2 cos(x)
“ Tz

u které substituci w = 2’ trividlné snizime fad. Mame
w' + 2w cotg(z) = 0.
Integracnim faktorem této rovnice je sin®(z). Pak

(w-sin®(x)) =L’

a tedy
C
w(@) = sin®(x)
odkud
=Hr)= /u-(:r)d.r = () cotg(r) + Ca,
potazmo

cos(x) + l:2s'm(:t:)
T

y(z) = C, , I=RT.

To je tedy hledané feseni rovnice (4.30). Povsimnéme si, ze viechna FeSeni dané rovnice tvofi dvojrozmérny
vektorovy prostor, jehoZ bazi je uspofadany soubor

I I

4.4.3 Poznamka

Vysledek ptedeslého prikladu nés vede k domnénce, Ze viechna feseni linearni diferencialni rovnice i(y(:c)) =0
Fadu n tvori linedrni vektorovy prostor dimenze n. Toto pravdivé tvrzeni bude dokazano v dalsim textu. Nejprve
ale vyslovime obecnou vétu o snizeni fadu diferencialni rovnice.

4.4.4 Veéta — Snizeni radu diferencidlni rovnice

Necht jsou dany funkce po(z),p1(x).....pa=1(x). g(z). jeZ jsou spojité na otevieném intervalu I C R. Necht
je funkce v(z) FeSenim diferencialni rovnice

yHE) + pa (@) T @) + L+ ()Y () + polT)ylz) =0 (4.31)

na intervalu I a navic pro vdechna x € I plati, Ze v(z) # 0. Pak substituce y(z) = z(z) - v(z) vede ke snizeni
radu diferencidlni rovnice

Y™ (@) + pu-1(2)y" V(@) + o+ (@Y (@) + pola)y(2) = g(2). (4.32)
Dikaz:
e necht tedy v(z) je nenulové fedeni rovnice s nulovou pravou stranou, tj.

~

L(v) = v'"(2) + puo1 (@)™ (z) + ...+ pr (@) () + pola)v(z) = 0

¢ do rovnice f,(y(x)) = g(z) zavedeme nyni novou funkci z(z) prostfednictvim predpisu y(z) = 2(z)-v(z)



e pro k—tou derivaci funkce y(z) pak tedy podie Leibnizova pravidla o derivovani soucinu plati

kL kN o e
WO =3 T ] 20k
i=0 t
e provedme nyni dosazeni
n n n-1 n—1 . -
L(z(z)-v(z)) = _ =D L () Z _ 2pn—i= g
=0 1 1=0 !
2 n-2 .
+Pn—2() E ' 2= () (20 + 20") + po(x)zv = g(T)
=0 i

e na tuto rovnici nyni nahlizejme jako na diferencidlni rovnici pro neznamou funkci z(x)

hledejme v predeslém zapise koeficient pred absolutnim ¢lenem 2(z) = 240 (z)

jak je patrno, jedna se o soucet

n—1 n—2
v 4 paa(2) v 4 pa_o(z)

0 0 v py () + pola)e =

= o™ (2) + pucr (@D (@) + ... + pr(2)2(2) + po(2)0(z) = L(v) = 0

tedy absolutni Elen zkoumané rovnice
o ()2 (2) + Pro1(@)2™ V(@) + ..+ 1 (2)2 (2) + po(2)2(7) = g(x)
vypadava, tj. po(z) =0

bude proto mozno snizit jeji fad minimalné o jedna

zkoumejme nyni dél§1’ koeficienty g;(z) rovnice L(z) = q(z)

snadno

pn(z) = v (z) = v(x)

¢ a obecné pak
n n-—1
om(@) = o™ 4 pry(2) o1y
m m
n—2 (n—2-m) m+1 (m+1—-m) m (m—-m)
+Pn-2() v + ...+ Pmsr(T) v + pm () '™
m m m
e tedy
n n-—1
om(z) = ("™ 4 p, () (=i
m m
n—2 (n—2—-m) 1
+p,,__2(.'15) v +.+ mpm+1(:z:)v + pm(:c)v
m
e tim jsme obdrzli diferencialni rovnici

T — n pﬂ—l(a") n—1 pﬂ—2(x)z n—-2 Pl(z) 1] __ (_I_(_x_)
L(z) = 2 )(:1;) + m_v(:r) 2t )(x) + __.—v(x) ( )(:x:) + ...+ o(z) 2'(z) = (@)

substituci w(z) := 2'(z) nyni sniZime trividiné fad



e pak tedy ziskdme rovnici fadu n — 1 tvaru

w(z) = M

v(z)

p1(x)
v(z)

on—2()

v(z)

f,(uv) = w™ Dz} + _97;_(;()1)w("_2)(1) +

'w("_3)(a?) +... 4+

e jsou-li w(x) viechna jeji Feeni, jsou potom funkce y(z) = v(x) [ w(z)dz véechna feseni rovnice (4.32)

4.4.5 Poznidmka

Predeslou vétu Ize shrnout nasledovné: Znalost jednoho nenulového feseni prislusné linearni diferencialni rovnice
bez pravé strany umoziuje snizit fdd plvodni rovnice minimalné o jedna.

4.4.6 Priklad

Resme diferencialni rovnici
r%y" — 5ry’ + 8y = 16 (4.33)

uzitim faktu, ze funkce v(r) = x? je fesenim rovnice
r2y" — 5zy’ + 8y = 0. (4.34)

Dle véty 4.4.4 zavedeme do zadané rovnice novou funkci z(x) predpisem y(z) = z(r) - z2. Odtud y' =
22?4+ 20z ay” = 2"r? 4+ dxz' + 22. Po dosazeni se plivodni rovnice redukuje do tvaru

"
z ,1'4

— 22 =16
Po zavedeni substituce w(x) = z’(z) dojde k formalnimu snizeni fadu. Linearni diferenciaini rovnici

, w 16
v - — ==
r T

-1

prvniho Fadu standardné vynasobime integraénim faktorem = ' a ziskdvame tak rovnost

1\’ 16
(‘U'(.T) . ;) = E,
kterd vede k reseni

Dale
a 2
@) = [wle)ar =L + L+ 5.
I

odkud jiz ziskame aplné fedeni dlohy, a sice
y(z) = Ciz* + Coz? + 2. I=R.
Toto feSeni miize byt také zapsano ve tvaru

92
5t

—

y(r) € [1'4. r?

ze kterého je patrno, ze prostor viech feSeni rovnice (4.34) je dvoudimenzionalni a ze jeho bazi je uspofadany
soubor {x*,.z%). Funkce y(r) = 2 pak pFedstavuje partikularni feseni rovnice (4.33).

4.4.7 Pozndmka

Jednim z vyznamnych vysledkii teorie o diferencialnich rovnicich je na prvni pohled prekvapujici fakt, ze
hledame-|i feseni rovnice L(y(z)} = 0 takové, ze ve vybraném bodé x, € R plati

y(l'()) = y’(l‘n) =000 = y("_”(.’lf()) = 0. (435)

existuje pouze jediné takové feseni, a sice feseni nulové, tj. nulova funkce y(x) = 0. Toto tvrzeni nynf korektné
vyslovime a dokazeme. Bude totiz vychozim bodem dalSich dvah.



4.4.8 Veta

Necht funkee po(z), p1(2), - - - » Pa—1(x) jsou spojité na I. Necht y(z) je takovym resenim rovnice L(y(z)) =0,
7e pro pevné zvolené zy € I plati (4.35). Pak y(z) = 0 pro kazdé z € I.

Dakaz:

o necht H={z €1:z >0 A ylz)#0}

s predpoklidejme, ze H # { a snazme se dojit ke sporu
e Prvni cast:

— vidime, ze H je jisté zdola omezens, mé tedy infimum, pro které plati { := inf(H) 2 zo
— bude-li £ = zp, pak snadno

y(€) =y'(€) =...=y" () =0

bude-li £ > zo, potom jisté platf:

(Vz € (0,€)) : y(z) =0

ze spojitosti rovnéz plyne, ze y(£) = 0, a tedy také y’ (£) =0

ponévadi ale vime, ze ve viech bodech existuji vlastni derivace (oboustranné), pak jisté plati, ze
y'(€) =0

- stejnou Gvahou dostavame:

(Vk e N)(k<n): y*¥(€) =0

2 rovnice f,(y(x)) = 0 pak pfimo vychazi, ze take y(™(§) =0

tim jsme tedy prokazali, Ze v infimu mnoziny H jsou viechny derivace (v&etné nejvyssi) nulové
e Druhs cast:

~ zvolme nyni 7 € I takové, ze zo > £ a T2 € H (tedy y(z2) # 0)

— z definice linearnf diferencislni rovnice vime, ze viechny funkce p;i(z) jsou na I spojité, jsou tedy
spojité i na intervalu (£, x2)

~ proto jisté existuje K > 0 tak, ze pro véechna i = 0,1,2,...,n ~ 1 a viechna z € (§, x2) plati
pi(z)| <K

— zvolme nyni § > 0 takové, aby £ + & < 2, ale pfitom aby
no 1
E &< = (4.36)
; K
i=1

— vime dile, ze funkce 3™ (z) je na I spojita, nebot je souctem soucind spojitych funkei
- proto také nabyva na uzavieném intervalu (£,£ + §) svého maxima
— ¢ili existuje x3 € (£,& + 0) takové, Ze

|y (23)| = max{|y™(2)| : z € £,6 +0)}

— polozme o := |y{™ (z3)|

— jestlize = € (£,€ + 6), pak podle Lagrangeovy véty o pfirlistku 1.3.12 existuje mezi bodem £ a
bodem z € (£,£ + §) &islo i takové, ze

y"D(z) — ™€) =y () - (z - §)

- tedy

=0

e —
y™ V(@) = [y (@) ="V @) = [y W) le - €l < o -6



— analogicky tedy pro viechna x € (£,£€ + 6) plati

y"2(2)| < 8%

v I(2)| < &%

ly(z)| < 60
— 2 rovnice Z(y(;r)) = 0 a posledné prokazanych nerovnosti tudiz plyne

n—=1

(mi(z)] < lek )| [y™ ()| <K-0o- Zé" ™ =

ly‘")('

n
=K-0-Y 6 <o (4.37)
k=1
— polozime-li v rovnosti (4.37) = = z3, obdrzime nerovnost o < o, kterou lze splnit pouze tehdy,
Je-h o=0

— odtud ale vychazi, 2e pro viechna r € (£,£ + &) plati
¥ V@) =y (@) = . =y (2) = y(@) =0

- to je ale spor s predpokladem, Ze £ je infimem mnoziny M

— a proto musi byt mnozina H nutné prazdna
e Diskuse:

~ analogicky by se postupovalo pro H = {r € I : = < zg A y(z) # 0}
— dulezité je si uvédomit, ze zasadni predpokladem je fakt, ze 7 je interval

— pokud by napi. mnozina I byla disjunktnim sjednocenim dvou intervalil, diikaz bychom neproved|i

449 Veta

Necht funkce po(x),p1{x)....,pn-1(Z).q(x) jsou spojité na intervalu 7. Necht dale dy,d;..... dﬂ 1€Ra
zo € 1. Pak existuje nejvy3e jedno feSeni v(x) rovnice L(y(r)) = g(z) takové, Ze pro kazdé i € n — l plati n
podminek

v"Nxg) = d,. (4.38)

Dikaz:

e predpokladejme, ze existuji dvé riizna reSeni v(r) a w(x) splhujici podminku (4.38)

definujme funkci 2(z) := v(z) — z(x)

e odtud

L(2(2)) = L(v(z) = w(x)) = L{v(z)) - L{w(z)) = q(z) — q(z) = 0

zaroven také pro kazdé i € n — 1 plati 2 (z¢) =d; —d; =0

podle véty 4.4.8 je tedy funkce z(x) nulovou funkci, coz znaéi, ze v(z) = w(z)

a to je spor s predpokladem



4.4.10 Definice

Necht funkce fi(z), fo(z),..., fa(x) maji vmnoziné M C R viechny derivace az do fadu n — 1 vcetné. Pak
funkci definovanou vztahem

fi(z) falz) ... falz)

W@ =| o) B R (439)

7Y@ V@) . V(@)

nazyvame Wronského determinantem (wronskidnem) funkci fi(x), f2(z), ..., fo(z) na mnoziné Af.

4.4.11 Priklad

Vypoétéme wronskian systému funkci
{1,2,2%,2%,...,2"}.

Sestavme tedy pfisludny determinant. Je jim

r z¢ ... k-1 z*
2z ... (k= 1)z*2 kak—1
0 0 2 ... (k—=1(k—=2)z*3 k(k-1)zk2
Wi z22 20, 2k (T) = o , , =kl Wy g2 50, o1 (),
0 ... (k—1)! k' z
0 ... 0 k!

kde byl proveden rozvoj determinantu podle posledniho Fadku. Ze ziskaného rekurentniho pfedpisu snadno
odvodime finalni vysledek

k
Wi ea2,09,. 0k () = k(K ~ 1)k~ 2)1...1=[] ¢!
i=1

4.4.12 Veta

Necht funkce f)(z), fo(x), ..., fu(z) maji vmnoziné M C R derivace az do fadu n — 1 v€etné a jsou linearné
zavislé. Potom pro viechna x € M plati:

Wfl.fz ..... fn (:C) ={.

Ddkaz:
e funkce f1(x), fo(z)...., fu(x) jsou linedrné zavislé

o tedy existuji redlna €isla ¢y, ¢o, ..., ¢, (ne viechna nulova) tak, ze plati

cfi(z) +eafo(z) +... +cnfalz) =0
e a tedy také pro viechna k € n — 1 a viechna z € M plati
afi?@) +eafi” @)+ + eafF(z) =0

e sloupce determinantu (4.39) jsou tudiz linearné zavislé, z ¢ehoz plyne, Ze pro viechna z € M plati

Wi farfa(@) =0



4413 Veta

Necht funkce po(z), p1(z), - . ., Pn—1(z) jsou spojité na intervalu I. Necht 31 (), yo(z), ..., yn{x) jsou linedrné
nezavisla feseni rovnice L(y(z)) = 0. Pak pro kazdé z € I plati nerovnost

Wy, va,.yn(Z) # 0.
Dikaz:
e pro spor predpokladejme, ze existuje .1 € I takove, ze 1, .. ., (x0) =0
e pokusme se sestavit diferencidlni rovnici tvaru
Y@+ 3 a2 =0
=0
jiz tesi viechny linearné nezavisle funkce y, (). yalr)..... Yn(T)
e tyto funkce dosadime do schématu hledané rovnice

e obdrzime soustavu

uy" +Zp,(x> e (7 €R)

n rovnic pro n neznamych funkei p,(7)

e tuto soustavu |ze pfepsat do maticové rovnosti

W@ W) L v wnl) Pr1(z) ™ (z)
W@ W@ ) n@) || pae@) [ | @
ysln I)() ysxn—Z)(I) y:v(x) Yn(T) polx) yiln)()

e podie Cramerova pravidla mé soustava reseni

A[ll
pi(r) = a0

kde A je determinant soustavy a A, je determinant matice, jeZ vznikne nahrazenim i—tého sloupce
matice soustavy sloupcovym vektorem prave strany

e protoze ale
A = “’yx-yz-myv. {.I')

a existuje o € I, pro néjz A{xy) = 0. jsou viechny p, (1) v tomto bodé nespojité, coz je spor s definici
linearni diferencialni rovnice

e linearni diferencialni rovnice vyhovujici zadanym podminkam tedy neexistuje

4.4.14 Poznamka

Viimnéte si, ze funkce y,(2) = & 3 y2(xr) = In(z) jsou zcela zjevné linearné nezdvislé, presto ale existuje bod
Ty = e, v némz je prislusny wronskian nulovy, tj.

r In{z)

A (e) =1 — In(z)|
T

L“"yl ‘y2 (e) =

r=ea

Z predchozi véty tedy plyne, Ze obé funkce nemohou byt na intervalu R* fesenim zadné linearni diferencialni
rovnice druhého fadu y"(x) + p1(2)y' (z) + po(z)y(z) =



4.4.15 Poznamka

Nasledujici v&ta se bude zabyvat otazkou, kolik existuje Feseni y(z) rovnice f(y(x)) = 0 takovych, které
v daném bodé z vyhovuji podminkam

y(z0) =di (i€n-1), (4.40)
kde &isla dy, dy, da,...,dn_1 € R jsou pevné zvolena. Série rovnic (4.40) byva nazyvana pocatecnimi pod-
minkami diferenciaini rovnice (ve standardizovaném tvaru).

4.4.16 Veéta — o jednoznacnosti

Necht funkce po(z),p1(z), . .., pn-1(z) jsou spojité na intervalu 1. Necht y;(z), y2(z),. .., yn(x) jsou linedrné
nezévisls feSeni rovnice L(y(z)) = 0. Necht jsou pevné zvoleny bod z¢ € I a &isla dy, d, da,...,d,-; € R.
Pak existuje pravé jedno feSeni rovnice L(y(z)) = 0 takové, Ze pro néj plati poZatecni podminky (4.40).

Dikaz:
e vezméme tedy v, (z), y2(Z), ..., yn(T) a Zo, do, dy, da,...,d,—; dle pfedpokladi véty

e z véty 4.4.13 vime, ze
u,yluyZV'-uyn (mo) # 0 (441)

e pozadované feseni y(z) rovnice L(y(z)) = O vyhovujici podminkam (4.40) budeme hledat ve tvaru
linedrni kombinace funkci y1(z), y2(z), ..., yn(2)

o predpoklddame tedy, Ze
y(z) = aayi(z) + c2v2(z) + ... + cnayn(2), (4.42)

kde ¢; jsou dosud nezndmé redlné konstanty
e jejich hodnoty se pokusime vypogitat z podminek (4.40)
e ziskame tim soustavu rovnic

c191(zo) + c2y2(Zo) + - - - + cnyn (o) = do

a1y (zo) + coyh(zo) + . . . + enyl(x0) = dy
e a0 ¥n(0) (4.43)

ey P (o) + 2y V(@) + ..+ etV (w0) = dny

pro neznamé ci, €2, €3,...,Cn

e tato soustava mizZe byt prepsana do maticového zapisu

y1(Zo) v2(To) ... Yn-1(0) Yn (o) c dy
y1(zo) ya(To) .. Yn—a1(zo) Yn(To) ¢z | d;
W (z0) ¥ V(o) o 3 (o) ¥ (o) )\ en dn_1

e poviimnéme si, Ze determinantem soustavy je pravé transponovany wronskian (4.41)

e 2z lineérni algebry vime, Ze je-li tento determinant nenulovy (a v nasem pfipadé je, jak vidno z podminky
(4.41)), pak ma tato soustava feseni

e tedy existuji Cisla ¢; € R (i € n) tak, ze soustava (4.43) je splnéna

e tedy feSeni (4.42) vyhovuje podminkim y(¥(zg) = d; a navic se skutecné jedna o feseni zkoumané
rovnice, nebot n R ,\ N
L(y(z)) = alL(n(x)) + c2L(y2(z)) + ... + caL(yn(z)) =0

e to, Ze nalezené feSeni je jedinecné, vyplyva pak z jiz dokazaného tvrzeni 4.4.9, kde je za g(z) polozena
nulové funkce



4.4.17 Veéta

Necht funkce po(z),p1(2), ..., Pa-1(z) jsou spojité na intervalu I. Necht y(z), yo(z),. .., yn(z) jsou linearné
nezévisla Feseni rovnice L(y(z)) = 0. Pak kazdé feSeni rovnice L(y(z)) = 0 je linedrni kombinaci funkcf
y1(2), y2(2), - .., yn(a).

Dikaz:

zvolme libovolné zo € T

necht z(z) je feSenim rovnice f,(z(:c)) =0

predpokladejme pro spor, Ze z(x) neni linedrni kombinaci funkci y; (), yo(z),. .., yn(x)

jelikoz z(z) zkoumanou rovnici fesi, musi byt na I minimalné n—krat diferencovatelna

polozme tedy _
d; := 2\ (xp)

provsechnaien—1

necht v(z) je feSeni zkonstruované podle véty 4.4.16 tak, aby vV (zy) = d,

v(z) je tedy, jak plyne z predeslé véty, linedrni kombinaci funkei y1(z), y2(z), ..., yn(z)

z véty 4.4.8 ale plyne spor, nebot z danych predpokiadil vychazi
Z(v(:r) —2(z)) =0 A (v-2)"(zp)=0 = v(z) = z(x)

4.4.18 Poznamka

Predeslé tvrzeni pfinasi zésadni poznatek o prostoru viech feseni linedrnich diferencialnich rovnic. A sice fakt,
ze maximalni pocet linedrné nezavislych feseni dané rovnice L(y(x)) = 0 bez pravé strany je roven Fadu této
rovnice. Odsud ihned vyplyva nasledujici diisledek.

4.4.19 Dasledek — zdkladni véta teorie diferencidinich rovnic

Vektorovy prostor viech feseni diferencialni rovnice L(y(r)) = 0 fadu n mé dimenzi n.

4.4.20 Definice

Kazda mnozina n linedrné nezavislych feseni rovnice Z(y(:r)) = 0, jez podle véty 4.4.17 generuje bazi vek-
torového prostoru viech fedeni rovnice L(y(x)) = 0, se nazyvé fundamentsinim systémem feSenf diferencislni
rovnice L(y(x)) =0, resp. L(y(z)) = g(z).

4.4.21 Poznamka

Ukazme nyni, pro€ se vyraz e'* definuje jako

ix

e'” := cos(r) + isin(z). (4.44)

Snadno nahlédneme, ze (ei®) = ie*® a (ei%)” = —ei*. Je tedy patrno, ze funkce v(z) = &% je FeSenim
diferencialni rovnice

y"(z) + y(z) = 0.
Rovnéz ale funkce y,(z) = sin(z) a y2(z) = cos(z) jsou dvé nezavisla FeSeni téze rovnice, nebot pro viechna
z € R plati

cos(x) sin(x) .
Wcos(:).sin(r) (x) = A = COSQ(CL‘) + sm‘(x) =1 7£ 0.
—sin(z) cos(z)
Tyto funkce tedy tvori fundamentélni systém (tento musi mit pouze a pravé dva prvky), a proto musi byt
funkce v(z) linedrni kombinaci obou funkci z fundamentalniho systému zkoumané rovnice. Tedy
e'* = acos(z) + bsin(z),

kde a a b jsou dosud neznamé konstanty. Jejich hodnoty ale snadno vypoéteme z pocateénich podminek
v(0) =12a7(0) =1i. Odtud a = 1 a b = i. A plati tedy vztah (4.44), jenZ byva nazyvan Eulerovym vzorcem.



4.4.22 Poznamka

Jelikoz obecn4 teorie rovnice E(y(x)) = 0 byla jiz piné vyéerpana, budeme se od této chvile zabyvat hledanim
obecnych feseni rovnice L(Y (z)) = g(z) s nenulovou pravou stranou. Méme pfitom stale na mysli platnost

obecné véty 4.1.14, ve které je se tvrdi, Ze viechna feSeni rovnice f(Y(m)) = g(z) jsou pravé viechny funkce
Y (z) dané rovnosti

Y(z) = y(z) + yp(2),

kde y(z) jsou vechna Fedeni rovnice f(y(z)) = 0 bez pravé strany a y,(x) je jedno partikuldrni feSeni rovnice

L(Y(z)) = a(z).

4.4.23 Veta — o metodeé variace konstant

Necht funkce po(z),p1(z),...,pPn—1(z),g(z) jsou funkce spojité na intervalu I. Necht mnozina

{n1(z), v2(), .., ya(2) }

je fundamentainim systémem rovnice E(y(z)) = 0. Jestlize pro funkce fi(x), fa(z), ..., fu(z) plati n rovnosti
Z (@) (z) =0

proi € n-2a
S L@y V(@) = (=)
J=1

a funkce Fy(z), Fa(z), ..., Fu(z) jsou po Fad& primitivni k funkcim fi(z), fa(z), ..., fu(z) v intervalu T,
pak funkce Y (z) = 37_; Fj(z)y;(z) je fedenim rovnice

L(Y(x)) = ¢(z). (4.45)
Dikaz:

e vime, ze funkce ¢ y1{(x) + coy2(T) + ... + cnyn(z) jsou za danych predpokladid viemi feSenimi rovnice
L(y(z)) =

e snahou je hledat feSeni rovnice (4.45) v podobném tvaru, a sice ve tvaru Z;;l Fi(z)y;(z), ve kterém
jsou tzv. variovdny konstanty (zménény na funkce)

e piitom F(x), F2(z),. .., F.(z) jsou dosud neznamé funkce (pro jejich uréeni je tieba stanovit n vyse
citovanych podminek)

e provedeme nyni prvni derivaci funkce Y'(z) :

Y'(z) = Z Fj(z)y}(z) + Z Fj(z)y;(z),

i=1

v niz polozime vyraz Fi(z)y(z) + Fi(x)y2(z) + ... + F}(z)yn(x) roven nule (tim jsme obdrzeli prvni
podminku)

e analogicky dale:

n

Y'(2) =) Fi(z)yf (z) + _Z Fi(z)y; (@)

7=1
kde klademe 377, Fj(z)y;(x) = 0 (to pfedstavuje druhou podminku)

® az

YO(@) = 3 Ryl "<z)+ZF' zyyy" (=),

=1

kde polozime 3 7_, F} a:)y]" Az)=0



e pro n—tou derivaci

y%n)

pak polozime vyraz F|(z)y, =1 () + FY(z)yd (= l)(1:)+ +F'(z)

(4.45)

e tim je zaruceno, Ze

L(Y(z)) =

3

)= Fj(z)y, ’(x>+ZF (@) ()
1=1

7=1

+ZF’

e pro konkrétni tvar feseni pak dostavame n podminek:

film)y(x) + fa(z)yalz) + ...
HiD)y(z) + fol(x)ys(z) + ...

H@Y (@) + L)y P (@) +
Al )+fz(1)y(" Dix) +

e tato soustava mizZe byt pfepsana do maticového zapisu

(

y2(x)
ya(x)

vi(x)
vi(x)

n—2 n—
v (@) w ()

\ 3" V@) w5 V()

funkce f] (I), fz(.’r) .....

tim je véta dokazana

4.4.24 Poznamka

Z dokazu predeslé véty vyplyva postup pfi hledani fesenf rovnice (4.45

y1(x)
yi(x)

ygn -2)

n—1
w

()
(z)

Soustavu (4.46) pro neznamé funkce fi(z), fo(z), ...,

pro tento ucel
0

0
Al(z) =
0

Yn-1(x)
Yn-1(2)

n—2
’UE.L 1 )(-77)

y’(!n 11 (x)

{w(z). y2(x),...

ten je ale ziejmé pro véechna = € I nenulovy

yo(z)
ya(x)

)

7])
yé' (x)

y2(x)
Ya(z)

' (@)

gz) v V()

\

Yn(x)

¥ (2)
yv(rn_z)(x)
yv(rn 1)(2) /

yn—l(r)
y:?-l(a’)

2
ysln 1 )(.7,')

1 —1)
yifl (z)

+ fnlx
+ fa(2)

()

(n N _

Jyn(T)
Yn(T)

0
0

roven pravé strané rovnice

g(z)

ot Fala)y P (2) =0
+fn(l‘) v(z) = g(z)

(0
0
= (4.46)
0

[ Alz)
fa(z)
fn.—l(-r)

\ falz) /

z linearni algebry odtud vyplyva, Ze soustava (4.46) pro neznamé f,(z), f2(z)....,

\ q(z) /

poviimnéme si, Ze determinantem soustavy je pravé wronskian fundamentalniho systému

JYn(T)}

fn(z) je vzdy fesitelna

fn(2) jsou navic spojité na I, a tedy k nim jisté existuji funkce primitivni

). Ozna&me nejprve

yn(T)
Yn(7)
yi"n 2)( )
W V(@)

# 0.

fn(z) budeme fesit Cramerovym pravidlem. Oznacme

Yn-1 ('T)
y;—l(x)

n-—-2
yfll)

yn(I)
yi,(x)

() ¥ ”( )
)

1 1
R (3 BT €




prvni diléi determinant (vznikl zdménou prvniho sloupku ve wronski&nu za sloupcovy vektor pravé strany rovnice
(4.46). Dale podobné

y1(z) 0 ... yn—1(Z)  ya(z)
y1 () 0 ... ypo(@ Yo
Dy(z):=| Do :
w0 L @) W)
v @) gm) . @) W)

pro druby dil¢i determinant a tak dale. Nakonec tedy

n) vl . owmal®) 0
W@ B@ . v 0
A,(zx) = : : N : |
g w2 . 0@ o
W@ W . W@ @)

Pak hledané funkce fi(z), fa(z),..., fn(z) maji tvar

Ai(z)

filz) = Al(a:)

a jsou navic spojité. Necht
F,‘(.’I:) = /f,,(t) dt + B;’
jsou primivni funkce k funkcim f;(z). Pak hledanym feSenim rovnice (4.45) je funkce

Y(z) = Fi(z)y(z) + Fa(2)ye(z) + ... + Fo(x)yn(z).

4.4.25 Priklad

Znovu se navracime k fedeni prikladu 4.2.2. Tentokrate jej budeme fesit metodou variace konstant. Nejprve tedy
vyresime rovnici y' — 2zy = 0. Po snadné separaci dostavame feSeni rovnice s nulovou pravou stranou ve tvaru
y(z) = Ce*". Reseni rovnice L(Y (z)) = 2z predpokladsme podle véty 4.4.23 ve tvaru Y (z) := F(z)e?.
Pro f(z) := F'(z) pak (podle ndvodu demonstrovaného v minulé pozndmce) m4 platit:

flz)e® =2z.
Odsud f(z) =2z e~*" a nasledné F(z) = —e~*" 4+ 0. Uzavirame tedy, ze kompletni feSeni zadané rovnice je
opét tvaru
2
Y(a:)=[:e’ -1, I=R.

4.4.26 Priklad

Naleznéme obecné feSeni diferencislni rovnice
y" ~ 4y + 4y = 6ze?*,
vime-li, ze fundamentainim systémem zadané rovnice je mnozina
Fg = {e**,2e*"}. (4.47)
Funkce 2%, ze?* Fesi pfislusnou rovnici bez pravé strany a pro jejich wronskisn plati

e23: xe2z

4z
=e" #0.
2e%  @2* 4 2re?*

Wo2z , relxz =



Tim byla mimo jiné provedena kontrola, e mnozina (4.47) skutecné fundamentalnim systémem je. Metodou
variace konstant hleddme reSeni tvaru

y(z) = Fi(z)e* + Fy(z) ze**,

Uzijeme zautomatizovany postup podrobné probrany v poznamce 4.4.24. Podle ngj

0 re?*

6re?* e2* 4 2re?”

g

I

[

}
[=}]
~

(&)
o

I
‘H

e2.r
A, = = bre**
2¢%*  Gre*
Proto A A
hilz) = 35 = —62% folz) = =6z

Pro piislusné primitivni funkce pak snadno
Fi(z) = -22*+C,, Fy(z)=32%+0Cy,
odkud pak ziskavame finalni reseni tvaru

y(z) = C10%* + Coze® + z%e®, I=R.

4.4.27 Veta

Necht funkce po(z),pi(z)....,Pn-1(z),g(z) jsou funkce spojité na intervalu I a rovnice E(y(z)) =0 mé
fundamentalni systém. Pak pro libovolné pevné zvolené z¢ € I a libovoina Cisla do, d1,...,dn-1 € R existuje
pravé jedno reSeni u(x) rovnice

L(y(z)) = g(x) (4.48)

takové, ze u'!)(zy) = d; pro viechna i € E__/—l

Dakaz:

e podle véty 4.4.23 existuje feSeni rovnice (4.48), oznacme jej Y (z)

e polozme 6; := d; — Y{9(xg)

e nalezneme feseni rovnice L(z(z)) = 0 takove, ze z!¥)(xq) = §;

® to jisté existuje podle véty 4.4.16 a je pravé jediné

e polozime u(z) = Y{(z) + 2(z)

e pak R R R
L{u(z)) = L(Y(2)) + L(2(x))) = g{z) + 0 = g(z)

e tedy u(x) je feSenim rovnice (4.48)
e navic ut(zq) = Y (zq) + 2 (z0) = d, — 6; + 6 = d;
e tudiz feSeni u(z) vyhovuje pozadovanym podminkidm a je pravé jedno

e tim je dtkaz proveden

4.5 Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

Ze viech moznych linedrnich diferencilnich rovnic budeme nyni podrobnéji zkoumat rovnice s konstantnimi
koeficienty. Jedn4 se o nejfrekventovanéjsi typy diferencialnich rovnic a také o typy pomérné snadno resitelné.
Seznamime se proto nyni s metodami jejich reSeni.



4.5.1 Definice
Linedrni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty (Fadu n) rozumime rovnici tvaru
L(y(2)) = any™ (@) + an-19" (@) + ... + a1y (2) + aoy(z) = g(2), (4.49)

kde ag, ai,...,a, € R (a, # 0) a q(z) je spojita funkce.

4.5.2 Poznamka

Pokusme se hledat néktera feSeni diferencialni rovnice (4.49). Pro tento zamér budeme uvazovat funkce tvaru
y(z) = e**. Snadno nahlédneme, ze
y®) = Akgrz

a tedy po dosazeni do (4.49) a kraceni vyrazem e** dostaneme
an A" + @ AV L+ a A+ ap = 0. (4.50)

Je-li tedy nékteré X feSenim této rovnice, pak funkce y(z) = e** je fesenim (4.49). Zaroven ale neni tato
avaha vycerpévajici, nebot pro diferencialni rovnici

y' -2y +y=0

ma algebraicka rovnice (4.50) pouze jediny kofen A = 1. Z obecné teorie ale vyplyva, 3e kromé funkce
y(x) = e** = e® musi byt ve fundamentalnim systému zkoumané rovnice jesté jedna funkce. Predesls metoda
ji ale nenachazi. Proto bude nutné zkoumat Feseni linearnich diferenciélnich rovnic s konstantnimi koeficienty
podrobngji.

4.5.3 Definice

Necht je zadana linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty (4.49). Polynom
A) = ap A" + an A" 4 L+ oA+ ag (4.51)

nazyvame charakteristickym polynomem diferencialni rovnice (4.49).

454 Veta

Necht je zadana linearni diferencialni rovnice
any ™) + an 1) 4 .. 4 a1y (z) + aoy(z) =0 (4.52)

s konstantnimi koeficienty ag, a, ..., an. Necht nula je k—n&sobnym kofenem jejiho charakteristického poly-
nomu. Pak linedrni obal
[1,2,2%,..., 252 251

tvoif k—dimenziondIni podprostor vektorového prostoru viech feseni rovnice (4.52).
Dakaz:
e oznatme £(A) charakteristicky polynom rovnice (4.52)
e je-li nula k—nasobnym kofenem ¢()), pak tedy
OA) = anA™ + an A A"+ ap A 4 Ak,
Ciligg=a1=a=...=a)_2=0a,-1 =0
e rovnice (4.52) m4 tedy podobu
any™(z) + an 1y V(@) + ..+ k1 (7) + axyt(z) = 0 (4.53)
e proto viechny funkce 1, z, z2,..., 252, 2%~ rovnici (4.53) Fesi

e nyni zbyvé dokazat, ze uvedené funkce jsou linesrné nezavislé



e podle véty 4.4.12 sta&i dokazat, ze prislusny wronskian neni nulovy

e jak ale bylo vypoéteno v prikladé 4.4.11, plati

k=1
Wl.:!:,z'z,:c:’,...,x"—l(ir) = H 7! # 0,
=1
¢imz je diikaz zkompletovan

455 Poznamka

Dokazané tvrzeni nyni zobecnime pro pfipad, kdy k—nasobnym kofenem charakteristického polynomu rovnice
L(y(x)) = 0 bude komplexni ¢islo o € C.

4.5.6 Veta

Necht je zadana linearni diferencialni rovnice (4.52) s konstantnimi koeficienty ag. aj,...,a,. Necht &islo
a € C je k—nasobnym kofenem jejiho charakteristického polynomu. Pak linearni obal

c—2 -
ar 1'261"{‘. k-2 QI.‘Tk 18111]

[e?7, re LT e

A

tvofi k—dimenzionalni podprostor vektorového prostoru viech feseni rovnice (4.52).

Dokaz:

k dikazu pouzijeme tvrzeni predeslé véty

e do rovnice

Liy@) =3 ay®(z) =0 (4.54)
k=0

zavedeme novou funkci z(z) predpisem

y(z) = 2(z)e*” (4.55)
e 2z Leibnizovy formule pro derivaci souinu dostavame
y )= | a'e® ().
i=0 \ !

to po dosazeni do rovnice (4.54) a kraceni vyrazem e®* vede na rovnici

n k
L(z(x)) = Z Z k ara’z%(z) =0 (4.56)

k=0 1i=0 i

e charakteristicky polynom této rovnice ma tedy tvar
n k k
p(r) =) aga’ pk=
k=01i=0 \ !

pokusme se ho upravit

snadno nahlédneme, Ze plati

k

n n
o(p) = E Z }: ara’pFt = Zak (o + u)k
k=0

k=0 i=0



e jelitedy £(X) = 3} _, axA* charakteristicky polynom rovnice (4.54), plati mezi temito dvéma polynomy
jednoduchy vztah

p(p) = tla+ p),
t.A=a+pu

e dle predpokladu véty je ale komplexni Cislo o k—néasobnym kofenem polynomu ()

e to znadi, Ze
() = an(A =) A =B (A-n)* ...,
kde Cisla . 3. v... jsou rizné komplexni kofeny charakteristického polynomu £()) s nasobnostmi po
fadé k. k3. ky atd.

e pak ale
) = a+p) = anpk [u—(8-a)]" [u—(v- )" ...

e tedy nula je k—nasobnym kofenem polynomu p(u), coz umozhuje uzit vétu 4.5.4

e podle ni funkce z1(z) = 1, 22(x) = 2, 23(z) = 22, ..., zx(x) = =¥~ FeSi rovnici (4.56) a navic linearni
obai

[l,:c,zz, ... ,:c"_z.:v"‘l]x

tvofi k—dimenzionaini podprostor vektorového prostoru viech fedeni rovnice (4.56)

o ze substitucniho vztahu (4.55) pak ale vyplyva, ze funkce y;(z) = %, yy(z) = z e, ya(x) =
rte. ..., yx(z) = %71 @27 fesi rovnici (4.54) a navic linedrni obal

2

[eax’ xeax’ P eo:::““’xk—2eaz’ zk—leaz])\

tvofi k—dimenzionaini podprostor vektorového prostoru viech feSeni rovnice (4.55)

tim je ditkaz dokonéen

457 Lemma

Necht a;.az,....a, jsou navzdjem riznd komplexni &isla a g, (2), po(x),. .., pr(x) jsou polynomy. Necht
pro kazdé r € I plati

> pi(z)e™® =0.
j=1
Potom pro kazdé x € I plati sada rovnosti
p1(x) = po(z)=... = pr(z) = 0.
Ditkaz:

e dikaz provedeme matematickou indukci podie r

e pro r = 1 plyne z rovnosti p,(z) e*** = 0 rovnost p;(z) = 0 pro viechna z

predpokladejme, ze plati implikace

3
|
—

p;(x) e =0 = p1(z) = p2(z) = ... = pr1(z) = 0
1

J
e vyjdeme z rovnosti 3_7_, p;(z) e®* = 0, ktera vede na

r—1

> pi(z) o™ + pr(x) €™ = 0
=1

odtud pro viechna z € [ plati p.(z) =0, a to jsme méli dokszat



4.5.8 Dasledek

Necht r € N. Necht a;,a3,...,q, jsou navzajem riiznd komplexni ¢isla a ky, ko, ...,k € N. Pak funkce

ecn:r,x eal:r’ .’1,'290”1, . ,l’kl_lealz,
ea;x,m eagz’ 1‘2802:, . ,xkg-leagz’
(4.57)
eOrT 4 @irT Ize“'I Ik,—lea,z
3 b} AL |

jsou na kazdém otevieném intervalu linearné nezavislé.
459 Veta
Necht ai,az,...,a, jsou viechny navzijem razné kofeny charakteristického polynomu rovnice L{y(z)) = 0
s konstantnimi koeficienty. Necht jejich nasobnosti jsou po fadé ky, k»,. .., k.. Pak fundamentalInim systémem

této rovnice je systém funkci (4.57).
Daokaz:

e jde o primy diisledek véty 4.5.6 a dusledku 4.5.8

4.5.10 Priklad

Reéme diferencilni rovnici
yll _ y — 0

s nulovou pravou stranou. Jedna se zcela zjevné o linearni diferencialni rovnici druhého Fadu s konstantnimi
koeficienty. Jeji charakteristicky polynom

LA =X -1

mé kofeny A\; = 12 Ay = —1. Proto mé& zkoumana rovnice (podle véty 4.5.9) fundamentsini systém {e®, e~ %},
a jejim Gpinym FeSenim jsou tudiz funkce

y(z) = C1e™ + Lre™".

4.5.11 Priklad

Zkoumejme diferencialni rovnici
y" + 4y — 3y’ — 18y = 36. (4.58)

Resme nejprve tuto rovnici jako rovnici bez pravé strany. Jeji charakteristicky polynom
(A=A +40% —3)1 - 18

ma kofeny A\, = 2 a dvojnasobny kofen A, 3 = —3. Proto méa zkoumané rovnice (podle véty 4.5.9) fundamen-
talni systém
{821, e—SI‘Ie—Sx},

a feseni rovnice bez pravé strany jsou tedy funkce tvaru
y(z) = (6% + 0273 4+ Loz e,

Pro teSeni rovnice s pravou stranou lze jisté uZit metodu variace konstant. Ta je ale v tomto pfipadé prilis
zdlouhava v porovnani s nasledujici Givahou. Vime totiz podle véty 4.1.14, Ze k nalezeni upiného feSeni postaci
nalézt jediné partikularni feSeni rovnice (4.58). To lze ale snadno, nebot je jim konstantni funkce y,(z) = —2.
Uzavirame tedy, e maximélnim FeSenim rovnice (4.58) je systém funkci

y(z) = C,1e?* + Cpe™** + Lze ™™ -2, z€eR.



4.5.12 Poznamka

Rovnice
vy -y=0

ma vzhledem k tomu, Ze kofeny jejiho charakteristického polynomu jsou &isla {-1,1,1, —i}, fundamentélni
systém (jeden z moznych)

Fs = {e%,e7% &', e71"} = {&*, &7, cos(x) + isin(z),cos(z) — isin(z)}.

Z teorie polynoms ale vime, Ze pokud je kofenem polynomu &islo @ = a + ib, potom je kofenem take &islo
o' = a — ib komplexné sdruzené k o. Namisto funkci e®* e2 * budeme do fundamentsiniho systému vzdy
zahrnovat jejich redlné a imaginarni ¢asti

e?” cos(bzx), e** sin(br).

Tim dostaneme jiny fundamentalni systém téze rovnice, ve kterém ale nebudou vystupovat komplexni éisla.
Uzavirame, ze rovnice y*) — y = 0 m4 nové fundamentalinf systém tvaru Fs = {e®, e sin(z), cos(z)}.

4.5.13 Poznamka

Jelikoz nalezeni fundamentalniho systému diferenciinich rovnic s konstantnimi koeficienty je beze zbytku pro-
bréno, pfistupme nyni k feSeni téchto s rovnic s nenulovymi pravymi stranami. Jak bylo diskutovano v piikladé
4.5.11, Ize v téchto pfipadech vzdy uzit metodu variace konstant (viz véta 4.4.23) podrobné ilustrovanou
v poznamce 4.4.24 nebo teoretickou vétu 4.1.14, je-li snadné uhodnout nékteré z partikuldrnich Feseni. Za
urcitych okolnosti bude ale mozno fesit rovnici

any™ () + an-1y" (@) + .. + @1y (2) + aoy(z) = g(2)
elegantnéji. Takova situace nastane v pfipadé, Ze prava strana bude vyjadiena v jednom z nasledujicich tvari:
e ¢(z) = P(z), kde P(z) je polynom,
e g(z) = P(z)e**, kde P(z) je polynom,
e g(z) = P(x)e®* cos(Bz), kde P(z) je polynom,
o g(r) = P(z)e** sin(Bz), kde P(x) je polynom.

Pristupme tedy nyni k hledani pfislusnych partikulsrnich feseni.

4.5.14 Veta

Necht P(z) je polynom stupné r € N, koeficienty ag,ay,...,a, z definice 4.5.1 jsou realna ¢isla a ag # 0,
an # 0. Pak existuje polynom stupné r, ktery je feSenim diferencialini rovnice L(y(z)) = P(z) s konstantnimi
koeficienty.

Dikaz:
e necht P(z) =b2" + b12™ 1+ ...+ bz + by a b, #0
e hledame feseni diferencislni rovnice i(y(x)) = P(z) ve tvaru

y@)=cr e 4otz + 0o

e vidime, ze
Vzg)=rez™ 1 +... 4+ ¢y
y'(z)=r(r— ez 2+... 4+ 2



® 2 rovnosti E(y(;r)) = P(z) po porovnani koeficient( u stejnych mocnin = pak dostavame

agcr = by

agCr—1 + Q17Cr = by—1

agcy + a1y +2ca+ ... +r(r—1)...(r—n+1l)a,c, = by

e jde o r + 1 rovnic pro r + 1 neznamych ¢o, ¢y, ..., ¢,
e protoze ay # 0 a soustava je v trojuhelnikovém tvaru, jeji fesitelnost je zfejma

e jelikoz ay # 0 a b, # 0, plyne z rovnosti agc, = b,, ze y(x) je tedy skutecné polynomem stupné r

4.5.15 Veta

Necht P{z) je polynom stupné r € Ny a dale ay.ax41.....a, € R, kde ax # 0 a a, # 0. Pak existuje
polynom Q(x) stupné r tak, ze funkce y(r) = 2*Q(x) je feSenim diferencialni rovnice

any'™(x) + an- 1y + L+ any®(x) = Pla). (4.59)
Dikaz.
e u této rovnice |ze substituci w(x) = y*) () trivialné snizit Fad
e po substituci ma rovnice tvar

0" (z) + @y F V(@) 4.+ () = P(a) (4.60)

e jelikoz ax # 0, jsou pro rovnici (4.60) spinény pfedpoklady predes|é véty

e proto polynom R(zx) stupné r je partikuldrnim feSenim rovnice (4.60)

p(:r)=//.../R(1°) (dr)k

je partikularnim FeSenim rovnice (4.59)

e tedy funkce

e téchto k integraci polynomu R(z) vede k tomu, ze p(z) je rovnéz polynom a jeho stupen bude zjevné

deg{p)=r+k

e tedy existuji koeficienty by, by, ..., by, takové, Ze b.,x # 0 a navic

pl(z) = b,.+k:vr+k + b,H.__]z"*k_l +bpphpx P24+ bk + be_1x* VL bz + b

e pritom k poslednich ¢lend tohoto polynomu je vzhledem k platnosti véty 4.5.4 soucasti fundamentalniho
systému zkoumané rovnice, a nemusi tudiz byt zahrnuto do tvaru partikulérniho fe3eni

e proto Ize za partikuldrni Fedeni povazovat polynom
b,-+)c1.'r+k + br+k_1:r'+k_1 + br+k_21‘r+k-2 +...+ bk.’L‘k =

= .’IIk (br+k$r + b,-+k_11'r_1 + b,-+k_2:r'"2 + ...+ bk) = .’BkQ(.’B),

kde deg(Q) =



4.5.16 Veta

Necht P(z) je polynom stupné r € Nj a &islo a € C je k-ndsobnym kofenem charakteristického polynomu
rovnice

any™ () + a1y V() + ... + a19/(z) + agy(z) = P(z) e**, (4.61)
kde k € Ng a ag,a,,...,a, € R. Pak existuje polynom Q(z) stupné r takovy, ze funkce
y(z) = z°Q(z) e**

je partikularnim feenim diferencialni rovnice (4.61).

Ditkaz:

e zajima nas feseni diferencialni rovnice
L{y(z)) ):aky“‘) (z) = P(z) e (4.62)

e do této rovnice (4.62) zavedeme novou funkci 2(z) predpisem
y(z) = 2(z) e™* (4.63)

o 2z Leibnizovy formule pro derivaci soucinu dostdvame

y®)(z) = Z ( k ) a'e® 2k~ (g).
i

=0

e to po dosazeni do rovnice (4.62) a kraceni vyrazem e®* vede na rovnici

z(:n) ZZ ( ) ara'2*~(z) = P() (4.64)

k=0 i=0

e charakteristicky polynom této rovnice mé tedy tvar

ZZ ( ) apaipkt = ki—oak(a+p)k

k=0 1i=0

e je-li tedy £(X) = 3 ,_, axA* charakteristicky polynom rovnice (4.62), plati mezi temito dvéma polynomy
jednoduchy vztah
p(u) = €la+ p),
th A=a+p
e dle predpokladu véty je ale komplexni &islo & € C k—nasobnym kofenem polynomu £(A)

e to znadi, Ze
() = an(d—a) (A= B (A -y ..,

kde ¢isla , 3, 7... jsou riizné komplexni kofeny charakteristického polynomu ¢(A) s nasobnostmi po
fadé k, kg, k, atd.

e pak ale

pp) = 8o+ ) = an i [ — (8- a)]™ [ (y - &)]*
e tedy nula je k—nasobnym kofenem polynomu p(u), coZ umoziuje uzit pfedeslou vétu 4.5.15
e podle ni je partikularnim FeSenim rovnice (4.64) funkce z,(z) = z*Q(z), kde deg(Q) = r

e ze substituéni rovnosti (4.63) ihned vyplyva, ze funkce y,(z) = z*Q(z) e je partikularnim Fesenim
rovnice (4.62)



45.17 Veta

Necht P;{x). P2(x) jsou polynomy stupné nejvyse r € Ny a komplexni Cislo 3 + i je k-nasobnym kofenem
charakteristického polynomu rovnice

any'™(x) 4 an_ 1y @) + .+ a1y (x) + aoy(z) = e-""(Px (z) cos(yz) + Py(z)sin(yz)),  (4.65)
kde k € Ny a ag, ay, - ..,a, € R. Pak existuji polynomy Q;(z) a Q2(z) stupné nejvyse r takové, ze funkce

y(x) = 2*e™ (Qu(x) cos(yz) + Qa(z) sin(~z))

je partikularnim fesenim diferencialni rovnice (4.65).
Dikaz:

e tvrzeni této véty snadno prevedeme na vétu predeslou

e vzhledem k platnosti exponecialné-goniometrickych rovnosti

cos(z) = (e’ + e'*r)

sin(z) (e — e ),

T2

které je mozno snadno odvodit z Eulerova vzorce uvedeného v prikladé 4.4.21, ize rovnici (4.65) prepsat

do tvaru Pzl Pu(z) Piz)  Pax)
T _ Ja+in [ FAT 2T 8-i 1\r)  rar
Ly(r)) =e ( 5 -~ 51 ) + e ( 5 91 )

e prava strana (resp. oba jeji s¢itance) jsou nyni tvaru (4.61)
e navic ¢isla 3+ iy a 3 — in maji zcela jisté v charakteristickém polynomu totoznou nésobnost

e polynomy P‘éx) + Pzz(:) a P‘éﬂ - P’Z(ir)

maji stupen nejvyse T

e tvrzeni véty tudiz skutecné vyplyva z véty 4.5.16

4.5.18 Priklad

Budeme hledat obecné reseni diferencidini rovnice
Y —4y" + 5y — 2y = —Be” (4.66)

uzitim predeslych vét o specialnich tvarech partikuldrnich feSeni. Pro srovnani ale nejprve Glohu vyfeSime
metodou variace konstant. Rovnice

A =2-427450-2=0 (4.67)

ma dvojnasobny kofen A = 1 a jednonasobny kofen A = 2. Proto je pfislusnym fundamentélnim systémem
mnozina
FS = {er’xe:’eb‘}'

Wronskian tohoto systému mé hodnotu

T e2:

e’ re
a
‘o7, zat, 037 = | €7 (14 x)e” 2% | =e"",

e (2+1)e° 4e**
Pro metodu variace konstant vypoéteme diléi determinanty

0 re* e

A= 0 (1+z)e® 2% |=(8-8z)e"”,
—8e® (2+z)e™ 4e*®



e’ re® 0
Ay=|e® (14z)e* 0 |=-8e%.
e (2+z)e® —8e”
Tedy hledané derivace f1(z), f2(x), fa(z) variaénich koeficienti maji po fadé hodnoty
filz)=8-8z, [folz)=8, fa(z)=-8e ",
Samotné variacni koeficienty pak obdrzime pomérné snadnymi integracemi
Fi(z) =8z —42*+C;, Fy(z)=8z+0y, Fi(z)=8e"%+C(s.
Hledanym fesenim je tudiz systém funkci
y(z) = (8z — 42° + (1) e® + (8z + C3) ze” + (8e ™% + [3) e** =
= 0% + Coze® + L3e2* + 162" + 422%e*,

kde ale clen 16ze™ miZe byt ze zapisu vypustén, nebot je jiz obsazen v linedrnim obalu [ex, zeT, eh] ,- Proto
je maximélnim feSenim této Glohy systém funkcf

y(z) € [e”, ze”, 821])\ +4z%*, I=R. (4.68)
Pristupme nyni k druhému zpiisobu feseni. Resime tedy rovnici
E(y(:v)) = —8e”.

Nejprve je treba si uvédomit, Ze Cislo a = 1 je dvojnasobnym kofenem charakteristického polynomu (viz rovnice
(4.67)). Proto bude podle tvrzeni véty 4.5.16 predpokladat Fedeni ve tvaru

yp(z) = az’e”.

Zbyvé tedy urcit hodnotu neznamé konstanty a € R. Jeji nalezeni ale mize byt provedeno piimym dosazenim
do rovnice (4.66). Jelikoz
yp(z) = a2z + 2%)e”,

Uy (z) = a(2 + 4z + z%)e”,
Yy (z) = a(6 + 6z + z%)e”,
snadno lze odsud vypocist, Ze a = 4. Partikulérnim feSenim je tak funkce y,(z) = 4z2e®, coZ potvrzuje
spravnost vysledku (4.68). Tim je demostrovana znaéné vyhodnost druhé metody oproti variaci konstant.
4.5.19 Definice
Eulerovou diferencidlni rovnici se stfedem v bodé ¢ € R nazyvame rovnici tvaru
an(z = )"y (z) + an1(z — )" Y V(@) + .+ ar(z - )Y () + aoy(@) = ¢(z),

kde n € N, ag,a;,...,a, € R (a, # 0) a g(z) je spojita funkce.

4.5.20 Poznamka

Pro Eulerovu rovnici se stiedem v bodé c ze uzit substituci £ = x — ¢ k prevedeni na Eulerovu diferencialni
rovnici se stfedem v bodé nula. Jelikoz % = 1, plyne odtud, ze
dy _dyde _ay

dr dfdzxr df’

Proto je navrzend substituce trividlné proveditelnd a de facto spocivd pouze v nihradé viech Elent ¢ — ¢
pismenem £ a viech derivaci podle z derivacemi podle £.



4.5.21 Poznamka

Eulerovu diferencialni rovnici se stfedem v bodé nula Ize na intervalu I = (0, 00). resp. I = (—o00,0) prevést
na diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty zdménou nezavisle proménné ¢ za nezavisle proménnou t
prostiednictvim vztahti z = e, resp. £ = —e’. Na intervalu I = (0,00) tedy budeme provadét substituci
y(z) = y(e'), kde t = In(z). Z tohoto substituéniho schématu Ize uzitim véty o derivaci slozené funkce
snadno odvodit, ze

dr x xz
Tedy
zy' =7
Py =j-y
2y =i — 3§ + 2y,
a rovnice

n, (n) n—1, {n~-1

an "y "N (z) + @nor” YV (@) + .+ ey (2) + aoy(a) = q(z)

je tim prevedena na diferenciaini rovnici s konstantnimi koeficienty.

4.5.22 Veta — o superpozici
Necht jsou dany spojité funkce g;(z), g2(z),....qx(x). Necht mnozina

{p1(z). y2(x).. ... y-(z)}

je fundamentalnim systémem linearni diferencialni rovnice 2(y(x)) = 0. Necht dale funkce Yp,, ¥pss-- -+ Ups
jsou po fadé partikularnimi feenimi rovnic L(y(z)) = ¢:(x), kde i € k. Pak uplnym FeSenim diferencidlni
rovnice

k
L{y(z)) = ail)
=1
je funkce

r k
y(x) =Y Ciyi(a) + Y yp (2).
1=1 i=1

Dikaz:

e je ponechéan Ctenari

4.5.23 Poznamka
Tvrzeni predeslé véty lze vysvétlit nasledovné. Budeme-ii Fesit rovnici
y"(@) + por (@D (@) 4+ (@)Y (2) + po(2)y(x) = g(2),
jejiz prava strana se sklada z k séitanca, tj.
9(z) = qi(z) + g2(2) + .- + (),
pak jeji partikularni fedeni je souctem k partikularnich feeni k rovnic
¥(@) + par(@)y "V (@) + ..+ pr(2)y (2) + pol@)y(x) = gil).

Tedy napriklad rovnici
y' +y=2x+e" (4.69)



budeme esit takto. Fundamentalnim systémem rovnice y” + y = 0 je mnozina {cos(z),sin(z)}. Partikulsrni
reseni rovnice
V' +y=2x
je. jak Ize velice jednodusSe vypocitat, funkce y,, = 2z, zatimco partikularni Feeni rovnice
ylf + y _ e.r:
budeme ocekévat ve tvaru y,, = ae*. Snadno pak dopocteme, ze a = 1/2. Podle tvrzeni véty 4.5.22 je tudiz

apinym feSenim rovnice (4.69) funkce

y(x) = Cy cos(z) + Casin(z) + 2z + %e’, TER

4.5.24 Priklad

Budeme hledat maximalni feSeni y = y(x) diferencialni rovnice
vz - 5y"x® — 8y'x? + 8yx = 72,

vyhovujici podminkam y(1) = 2,4/(1) = 13 a ¥”(1) = 44. Vydélime-li zadanou rovnici proménnou z, ziskame
Eulerovu diferenciaini rovnici tfetiho fadu. Tu pro = > 0 Fesime substituci x = e'. Ta vede k transformaénim
vztahOm z poznamky 4.5.21. Po dosazeni ziskame diferencialni rovnici tretiho Fadu s konstantnimi koeficienty
a specialni pravou stranou

aly  d%y  dy —t
m—8m—5+8y‘—72e . (470)

JelikoZ charakteristicky polynom této rovnice mé tvar
EA) =2 —8A =X +8=(A-1)(A+1){A—8),
je fundamentainim systémem zmifiované rovnice mnozina
Fg = {e',e7" e%}.

Pro fedeni rovnice se specidlni pravou stranou predpoklddame podle véty 4.5.16 partikularni feSeni tvaru
yp(t) = ate™". Tento predpoklad vede po dosazeni do rovnice (4.70) k hodnoté a = 4. Rovnice (4.70) ma
tedy obecné feseni

y(t) = Cre* + Coe™" 4 C3e® + 4te .

Navratem k nezdvisle proménné z ziskame

y(a:) = C] T+ C;z + Cgls + % ln(.‘L‘).

Nalezeni feSeni vyhovujictho podminkam y(1) = 2,%'(1) = 13 a y”(1) = 44 vede po dvojim derivovani
posledné uvedené rovnice na soustavu tfi rovnic

E1+Dz+[:3~=2
C; -C,+8C5=9
2C, + 5603 = 56

pro nezndmé C,.C,, C3. Tuto soustavu Fesi trojice (Cy,C2,Ca3) = (1,0, 1). Hledany tvar feseni tedy je
8 4 +
yx)=z+z +;ln($), I=R".

45.25 Priklad

Hledejme maximélni feSeni diferencislni rovnice

y” +zy =0,



vyhovujici podminksm y(0) = 1 a %'(0) = 0. Na zadanou rovnici nelze aplikovat Zadnou z G€innych metod,
proto budeme hledat FeSeni ve tvaru mocninné fady

o0

y(z) =Y anz", (4.71)

n=0

kde a,, € R jsou neznamé koeficienty. Tim se sezndmime s jednou z dalSich metod, jak hledat feseni diferen-
cidlnich rovnic. Podotykdme, Ze fada (4.71) je Taylorovou fadou se stfedem v bodé nula (v bodé, v némz jsou
stanoveny pocatecni podminky). Pak

o o0
y'(z) = Z ann(n — 1)z 2 = Z ant2(n+2)(n+ 1)z™
n=2 n=0
a navic

oc
= E Qp_12".
n=]

Dosadime nyni do zadané rovnice

v +zy =200+ Z [an+2(n+2)(n+ 1) + an_y]z" = 0.

n=1

Z této rovnosti je patrno, Ze nutné ap = 0 3 ap42(n+2)(n+ 1) + a,-1 = 0. Odtud

Qp—1
a4y = ——t =0.
2 = T D+ 1) @2
Odsud mimo jiné plyne, Ze a2 = a5 = ag = a;; = ... = 0. Jelikoz y(0) = 1, musi byt ag = 1. Pro splnéni
podminky y'(0) = 0 je nutné, aby a; = 0. Pak ale ag = a7 = @190 = ... = 0. Uzavirdme tedy:

oo
— 3n ) — —ay —
y(.’L‘) = E— a3nT A Q43 —‘—'—(2. n 3)(2. ¥2) A ap=1

Obor konvergence vy3etfime napf. podilovym kritériem

s

(3n+3)(3n + 2)

Q3n+3 x3n+3

3 = l]im
azn T

n—co

lim =0<1.

n—oo

Oborem konvergence nalezeného feSeni je tudiz mnoZina O = R.

4.5.26 Priklad

Teorie diferenciinich rovnic ize zuZitkovat také pii hledéni souctd mocninnych fad. Ukazeme si to na ponékud
komplikovanéjsim prikladé. Budeme hledat soucet fady

s(z) =S ﬁ 22", (4.72)

Radu zderivujeme s vysiedkem
o0 2
_ n 2n—1
S'(.’E) = Z m I .
n=1
Podobné
e " — n? -2 _ = (M+1)? ,
d (x)zzl(zn—z)!z =2 @my

m=0

Tuto druhou derivaci jesté ponékud upravime

m? L. -
$'(2) = :Z_:o(z i +mzo i Z:(2 i x)”mz_l@ —1)'+Z(2m)"



UZijeme-li zndmych rozvojd (viz 3.3.12)

) o p2n—1 o0 p2n
sinh(z) = Z GV cosh(z) = ; )]

n=1

platnych v R, ziskdvame tim diferencilni rovnici
s"(z) — s(z) = zsinh(z) + cosh(z)
pro hledanou funkci s(z). Rovnici bez pravé strany vyresime snadno. Charakteristicka rovnice A2 — 1 = 0 m4
dva kofeny A = x1, proto je fundamentalnim systemem zkoumané rovnice mnozina {e®,e~*}. Rovnici s
pravou stranou, zapsanou v upraveném tvaru
" 1 T 1 -z

s7(z) - 8(z) = 5(z +1)e* + S(1 —z)e 77,

vyfesime superpozici. Hledejme tedy nejprve partikularni feSeni rovnice

§'(z) — s(z) = %(1: +1)e”.

Ocekavame ho podle prisludnych vét ve tvaru y,, (z) = (az + b)ze®. Snadno dopoiteme dosazenim, e
(a,b) = (§, 3). Podobné predpokladame partikulrni feSeni rovnice

s"(z) — s(z) = %(1 ~z)e ™"
ve tvaru yp, (z) = (ar + b)ze™*, odkud (a,b) = (§,—3). Superpozici tedy zisksvame obecné Feseni
1
y(z) =Cie* +Lre™% + -;-:r(:r: +1)e* + §:z:(:z: —1)e7%.

Zbyva jiz jen uréit hodnoty integragnich konstant C; a Cy. K jejich stanoveni uzijeme pogite&ni podminky
8(0) = 0 a 8'(0) = 0, které vedou k soustavé

c1+02=0
1 1
C1—02+-8--§—0.

Snadno (Cy,C2) = (0,0). Hiedanym souétem fady (4.72) je tedy funkce
1 s 1 e T2 T .
s(z) = g:r.(:r: + 1)e” + -8-:1:(1: —1)e™?% = T cosh(z) + annh(x), z€R.

4.6 Cviceni

V nésledujicich cvicenich bude s predstihem vyuZivano nékterych zékladnich poznatkd z kapitoly 5, jak je
demonstrovéano napi. v pfikladé 5.2.22.

Cviceni 4.1
Naleznéte formalni feseni diferencislni rovnice prvniho fadu

, 322+ 5y —8zy+4z — 2y +1
y 472 — 10zy + 2z '

Ukazte, Ze pfi vhodné volbé integracni konstanty predstavuje fedent jistou kuzelosecku. Stanovte jeji normalni
tvar, hlavni a vedlejsi signaturu, sprévny nézev a stied, existuje-li.

Cviceni 4.2
Naleznéte maximalni reseni diferenciélni rovnice

3
vy =y - ().



Cviceni 4.3
Reste diferencialni rovnici

zy” +3(1 - 2z)y" +3(8z —4)y' + 9y =9,
vite-li, Ze funkce v(z) = 1 je jednim z jejich Fegent.

Cviceni 4.4
Naleznéte maximalni reseni diferencislni rovnice

2y(z — 1)y + ¢ = 4z(3z - 2),
prochazejici bodem (z,y) = (1,2).
Cviceni 4.5
Naleznéte maximalni fedeni diferencidlni rovnice
Y'(@+1P2+4y(z+1) + 2y =0,
vyhovujici podminkam y(0) = 1 a ¢/(0) = —1.
Cviceni 4.6

Naleznéte funkci y(z), kterd splhuje podminku y(0) = —1 a je maximalnim feSenim obyéejné diferencislni

rovnice
Y —(8z+2y+2)*=0.

Cviceni 4.7

Na intervalu I = (1,00) naleznéte apiné fedeni diferencialni rovnice
(1-2)y" —zy' +y =0,

vite-li, ze funkce v(z) = vz2 — 1 je jednim z jejich Feseni.

Cviceni 4.8

Naleznéte a diskutujte formélni feSeni diferencidlni rovnice

, Y —2zy—2°

VeV +y -2

Cviceni 4.9
Sestavte linesrni diferencislni rovnici s konstantnimi koeficienty nejnizstho moZného Fadu, v jejimz fundamen-
talnim systému jsou funkce e~Z, @3 cos(2z) a jejimz FeSenim je funkce 4sinh(z).

Cviceni 4,10
Naleznéte maximalni reSeni diferencislni rovnice

y" — 6y + 10y = 46 cos(z),

které vyhovuje podminkdm y(0) =0 a ¥'(0) = 2.

Cviceni 4.11
Naleznéte implicitni tvar feSeni diferencialni rovnice

,_ 62% +5y° 4+ doy + 8z — 4y — 2
y = 10zy + 222 — 4z '

Ukazte, Ze feSenim miZe byt i jista kuzZelosecka.

Cviceni 4.12
Naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice

y"' — 2y’ + 5y = 2e” cos(2z),

které vyhovuje podminkam y(0) =0 a y/'(0) = 2.



Cviceni 4.13
Naleznéte implicitni tvar feSeni diferencidlni rovnice

Cviceni 4.14
Naleznéte maximaini feseni diferencidini rovnice

2y’ 2y +y = V=,

které vyhovuje podminkam y(—1) =0 a y'(—1) = 0.

Cviceni 4.15
Naleznéte maximalni fedeni diferencialni rovnice

y@ — 3y" — 4y = 20e*=.

Cviceni 4.16
Naleznéte maximalni feSeni diferencialni rovnice

zy"y = () +2*.

Cviceni 4.17
Naleznéte maximalni feSeni diferenciélni rovnice

4
z2yll —a:y'+y — ;,

vyhovujici podminkam y(1) =2 a 3'(1) = 0.

Cviceni 4.18
Naleznéte formalni feSeni diferencidlni rovnice

24r — 8y — 12+ (2y — 6z + 5)y’ = 0,

prochézejici bodem (z,y) = (9,29).

Cviceni 4.19
Naleznéte véechna maximalni redeni diferencialni rovnice

(4z +12)y" + (v')° = 4/,

vyhovujici podminkam y(1) = —8 a 3'(1) = -2.

Cviceni 4.20
Naleznéte maximé&ini feseni diferencialni rovnice

Viz+y?) =y,

prochézejici bodem (z,y) = (16, 4).

Cviceni 4.21
Pomoci metody variace konstant naleznéte maximalni fedeni diferencialni rovnice

y" - 4y" + 5y’ — 2y = 16e>.

Cviceni 4.22
Sestavte Eulerovu diferencidini rovnici nejnizsiho mozného Fadu s fundamentalnim systémem Fs = {231, L},



Cviceni 4.23
Na mnoziné Rt reste diferencislni rovnici

oy + 2(7 - 62)y” + 4(32% — Tz — 4)y' + 4(8 + Tz — 22%)y = —18ze®”.

Vyuzijte skutecnosti, ze funkce €% Fesi prisludnou rovnici s nulovou pravou stranou.

Cviceni 4.24

Naleznéte maximalni reseni diferenciaini rovnice
T-y+2+(y—a+3)y =0.

Stanovte, jakou kfivku feseni predstavuje. Nacrtnéte!

Cviceni 4.25
Reste rovnici

" _ 1
Y ~ cos(z)’
Cviceni 4.26
Naleznéte formalni feseni diferencialni rovnice
r o ytdx oy
o oy+2r 2

Diskutujte, jakou kfivku ziskané feSeni predstavuje, a stanovte jeji charakteristiky.

Cviceni 4.27
Naleznéte maximalni reSeni diferencidlni rovnice

dry" + (dz + 8)y' + (x + 4)y = 0,
vyhovujici podminkam
e a)y(l)=Fay(l)=-72x,
e b) y(0) =42y (0) = -2

vite-li, ze jednim z feSeni zadané rovnice je jakasi exponenciélni funkce.

Cviceni 4.28
Naleznéte maximalni feseni diferencidlni rovnice

y'sin(z) = 3cos(z) (y2/3 - y) .

prochazejici bodem (z,y) = (Y 7.27).

Cviceni 4.29
Na mnoziné R* naleznéte maximalni redeni diferencialni rovnice

Ty +e* —zy =0.

Cviceni 4.30
Reste rovnici
y = 2z(z% +y).

Cviceni 4.31
Reste diferenciaini rovnici
¥’ + ycos(z) = sin(z) cos(z).



Cviceni 4.32
Reste diferencislni rovnici

¥ +4dzy = 4z /y.

Cviceni 4.33
Naleznéte maximalni reseni diferencislni rovnice

y'sin(z) —y = 1 — cos(z),

prochézejici bodem (z,y) = (%, 7).

Cviceni 4.34
Reste diferencialni rovnici
2zyy’ +1+y° = 0.

Cviceni 4.35
Naleznéte maximalni feSeni diferencialni rovnice

zy + (z + 1)y = 3z%e 7,
vyhovujici podminkam
e 3) (z,y) = (1,0),
¢ b) (z,y) = (0,0).

Cviceni 4.36
Reste diferencialni rovnici

Cviceni 4.37
Reste diferencialni rovnici

Cviceni 4.38
Reste diferencislni rovnici
zy(l+2%)y =1+ 4%

Cviceni 4.39
Naleznéte maximalni feSeni diferencialni rovnice

yIn|y|+zy =0,

vyhovujici podmince y(—1) = —e.

Cviceni 4.40
Naleznéte maximalni reSeni diferencialni rovnice

vy = eV sin(z),
prochazejici bodem (z,y) = (37r, - ln(4)) .
Cviceni 4.41
Nalezné&te maximalni FeSeni diferencialni rovnice
2zy + (z® — y*)y' =0,

prochazejici bodem (z,y) = (-2,V3).



Cviceni 4.42
Regte diferencialni rovnici
e V= (2y+zeV)y.

Cviceni 4.43
Naleznéte formalni reSeni diferencialni rovnice

Y = T+ y.
T-y
Cviceni 4.44
Naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice
T+ 2y+1
2r+ 3

1

prochézejici bodem (z.y) = (3.3) -

N

Cviceni 4.45
Naleznéte maximalni Feseni diferencialni rovnice

2r —dy+ 6+ (z +y —3)y =0,

prochdazejici bodem
¢ a) (.'E,y) = (2v3)*
o b) (z,y) = (0,0).

Cviceni 4.46
Reste diferencialni rovnici
zy =y~ rex.

Cviceni 4.47
Reste diferencislni rovnici v
y =yln ( ) :

I

Cviceni 4.48
Reste diferencialni rovnici
xy” + 2y +xy = 0.

vite-li, ze funkce v(x) = 5%’—) je jednim z jejich FeSeni.
Cviceni 4.49

Reste diferencialni rovnici
z*(In(z) = 1)y’ —zy’ +y = 0.

Cviceni 4.50
Naleznéte maximalni mnozinu, na niz jsou funkce In(z) a z linedrné nezavislé.

Cviceni 4.51
Dokaste, ze funkce sin(x) a cos(z) tvofi fundamentalni systém feSeni diferencialni rovnice 3" +y = 0.

Cviceni 4.52
Reite diferencislni rovnici
(z-1y" —zy' +y=(z - 1)%

vite-li, ze funkce v(z) = z je jednim z jejich fedeni.



Cviceni 4.53
Nalezné&te obecné FeSeni diferencidlni rovnice

(z-1)y' -2y +y=(z-1)2
vite-li, Ze fundametalni systém pfislusné rovnice bez pravé strany je {z, e’}.
Cviceni 4.54
Reste diferencialni rovnici

Y +y = tg(x).

Cviceni 4.55
Metodou variace konstant naleznéte obecné FeSeni diferencialni rovnice

Y’ — 4y + 4y = 6ze?.

Cviceni 4.56
Naleznéte obecné feseni diferencislni rovnice

y' +3y +2y =

et +1°

Cviceni 4.57
Reste diferencialni rovnice

e a)y' +3y +2y =0,

e b) y® +5y" + 4y =0,

o )y’ —4y' +4y = 0.
Cviceni 4.58
Naleznéte fundamentalni systémy rovnic

©a)y® -y =0,

o b) y® + 64y = 0.
Cviceni 4.59
Reste rovnici

y" —y =25

Cviceni 4.60
Reste rovnici

ym + 2yn + yl — 36821.

Cviceni 4.61
Reste rovnici
vy’ +y' — 2y = 8sin(2z).

Cviceni 4.62
Reste diferencialni rovnice
e a) ¥y’ - 2y’ + 10y = e” + sin(3z),
e b) ¥’ — 2y’ + 10y = e” sin(3z).
Cviceni 4.63

Reste rovnici
y(4) _ ym + yu + gy' - 10y = 0.



Cviceni 4.64
Naleznéte diferencislni rovnici s konstantnimi koeficienty s nulovou pravou stranou, majici fundamentalni
systém

e a) Fs = {sin(z), cos(z), zsin(z), z cos(x)},
e b) Fs = {sin(z), cos(z), zsin(z), z* sin(z) } .

Cviceni 4.65

Reste rovnici

22y +xy +y =1

Cviceni 4.66
Naleznéte funkci y(x), ktera vyhovuje rovnici
oy —2Y¥ = 9
N
a podminkdm y{-1) = y'(-1) = 0.
Cviceni 4.67
Naleznéte a diskutujte implicitni tvar feSeni rovnice
,  y+1
— =0.
v z+1

Cviceni 4.68
Reste rovnici
y" — 4y + 4y = (6z + 2)e*®

za podminek y(0) =1 a ¥'(0) = 2.
Cviceni 4.69
Naleznéte implicitni tvar Feeni diferencidlni rovnice

,  =3r?—y*+122-2y+6
2ry + 2x )

Y

Ukazte, ze fesenim mize byt i jista kuZelose¢ka. Stanovte jeji typ a stied, ma-li ho.

Cviceni 4.70
Reste pohybovou rovnici pro netlumeny Fizeny oscilator

mi + kxr = ¢ cos(Qt),

kde m, k, . jsou kladné realné konstanty a funkce z(t) je funkci €asu ¢. Ulohu feste pro 1 # \/g

Cviceni 4.71
Reste predchozi cviceni za podminky Q = \/g .

Cviceni 4.72
Reste rovnici
y @ + " + Ty" + 9y’ — 18y = 6240 sin(z) cos(2x).

Cviceni 4.73
Sestavte diferencialni rovnici nejnizsiho mozného fadu s fundamentalnim systémem obsahujicim funkce z a

In(z).

Cviceni 4.74
Stanovte podminku pro konstantu £ € R tak, aby funkce y(z) = Cz byla feSenim homogenni diferencilni
rovnice.



Cviceni 4.75
Na mnozing R* naleznéte maximélni feseni diferencialni rovnice

2y + 623" - 82y — 24zy’ + 24y + T2z = 0.

Cviceni 4.76
Naleznéte maximaélni fedeni diferencislIni rovnice

z(1~2)y" + 2y —y=2(2 - 2),
vite-li, Ze jednim z prvkii fundamentélniho systému zadané rovnice je jakasi linearni funkce.

Cviceni 4.77

Reste rovnici
"

vV'+y" +y +y=4ze”".

Cviceni 4.78
Reste diferencialni rovnici
z(1 — z)%y” — 2y = 362%(1 — z)°,

vite-li, ze funkce v(z)} = %= je jednim FeSenim pfislusné rovnice bez pravé strany.

Cviceni 4.79
Pro = > 0 feste diferencialni rovnici
Izyl” o 2yl
Cviceni 4.80
Reste diferencislni rovnici
" _ 2e7
y —y= or — 1

Cviceni 4.81
Naleznéte maximalni feSeni diferencialni rovnice

y" — 2y’ + 2y = 4e” cos(z).

Cviceni 4.82
Sestavte linearni diferencilni rovnici s konstantnimi koeficienty nejnizsiho mozného 7adu s nulovou pravou
stranou a fundamentalnim systémem Fs = {e™" sin(2z), e~* cos(2z), 3ze ™ sin(2z), 3ze = cos(2z)} .

Cviceni 4.83
Naleznéte a diskutujte formalni Feseni diferencialni rovnice

y _1-2zx—y

¥y = 14+x+5y

Cviceni 4.84
Reste diferencislni rovnici
y" =3y + 2y = (92 + 1)e”.

Cviceni 4.85
Na mnoziné R* feste diferenciilni rovnici

zy” — 4xy’ + 6y = z.

Cviceni 4.86
Na mnoZiné R~ tedte diferencidini rovnici

22y —zy' +y =2z



Cviceni 4.87
Naleznéte maximalni redeni diferencidini rovnice
’ T2 12
y trzy=zxe" ¥y

tak, aby vyhovovalo podmince y(0) = 1.

Cviceni 4.88
Naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice

ey =y+y’

tak, aby vyhovovalo podmince y(0) = 1.

Cviceni 4.89
Uréete vsechna reseni rovnice

y5) — 4y — 21y + 144(4 + 217) = 0.

Cviceni 4.90
Ktera funkce vyhovuje soucasné podmince y(1) = % a rovnici

dzyy + Vrt -4yt = 4y% ?

Cviceni 4.91
Reite diferencialni rovnici

Cviceni 4.92
Hledejte formalni feseni diferencidlni rovnice

yy-z)=y-2z

Cviceni 4.93
Nalezné&te maximalni fedeni diferencidlni rovnice

zy’ = (3+42%)y + 1627e" .
Cviceni 4.94

Naleznéte maximalni reseni diferencialni rovnice

y 2y~ -2y +8=0.

Cviceni 4.95
Naleznéte maximalni reseni diferencidlni rovnice

IQyII + Iy’ — (yI)Z'

Cviceni 4.96
Naleznéte maximalni feSeni diferencialni rovnice
zy’ + 2y = 422e® + 277y,
prochézejici bodem
e a) (z,y) = (1,4e),
e b) (z,y) = (0,0).



Cviceni 4.97
Naleznéte maximaélni fedeni diferencialni rovnice
sin(z) (y' ~ z*) + ycos(z) = 0,

prochazejici bodem (z,y) = (2,0} .

Cviceni 4.98
Reste rovnici
(1 +zh)y" - 2 = -2.

Cviceni 4.99
Na mnoziné (—1,1) feste diferencilni rovnici

(1-2%)(y" +9z) =2y

Cviceni 4.100
Naleznéte maximalni feeni diferencialni rovnice

(2z + 1)y’ = 4z + 2y,

prochazejici bodem (z,y) = (-1,1).

Cviceni 4.101

Naleznéte viechna maximalni feSeni zadané diferencilni rovnice

v +y" — 8y — 12y + 30e ¥ = 0.

Cviceni 4.102
Reste diferencialni rovnici
'z ,t — .
¥ +y'tg(x) pTn

Cviceni 4.103
Pro kladné z hledejte feseni diferencisini rovnice

3y + 2%y - 2zy’ + 2y = —2z.

Cviceni 4.104
Reste diferencislni rovnici

y _z+l+tg(a¢+1)'
Cviceni 4.105

Reste rovnici
y" + 2y + 5y = 2e " “tg(x).

Cviceni 4.106
Reste rovnici
y? — 2zy + 2%y’ = 0.

Cviceni 4.107
Reste diferencialni rovnici
2?y" — 22(1+ 2)y’ + 2(1 + z)y = 8z%e*",

vite-li, ze funkce v(z) = z je jednim FeSenim pfisluiné rovnice bez pravé strany.
Cviceni 4.108

Sestavte lineérni diferenciaini rovnici s konstantnimi koeficienty nejnizstho mozného Fadu s nulovou pravou
stranou, jejimiz feSenimi jsou funkce e2*, 2%, sinh(2:), cosh(2z).



Cviceni 4.109
Naleznéte véechna maximalni reseni diferencialni rovnice

y" ~ 3y - 2y =6e"7 — 4ze”.
Cviceni 4.110
Naleznéte funkci y(x), které protina osu y a je maximalnim feSenim diferencialni rovnice
(x-2%" - (z-2)y -3y =z
Cviceni 4.111

Reste rovnici
y(4) + _5.y” + 4y = 3sin(x).

Cviceni 4.112
Na mnoziné R' feste diferencialni rovnici

@ | =
+
R |

Cviceni 4.113
Naleznéte véechna maximalni FeSeni diferencialni rovnice

vyhovujici podmince (z.y) = (-2, _%) )

Cviceni 4.114

Reste diferencialni rovnici
1 2r-3 , 2r -3

y +I(I—1)y T z(z-1)

Cviceni 4.115

Naleznéte maximalni feseni diferencialni rovnice
3y" — 2%y — 3zy + 161In(—2) = 0.
Cviceni 4.116

Reste diferencialni rovnici
y" —2(1 +tg%(2))y = 0.

vite-li, ze funkce tg(z) je jednim z jejich Fedeni.

Cviceni 4.117
Pro = > 0 reste diferencialni rovnici

22y + 22(3z — 2)y" + 2(62° — 8z + 3)y’ + 4(3 — 4z + 2x?)y = 8z e~

vite-li, ze funkce v(r) = e~%" je jednim fesenim pFislusné rovnice bez pravé strany.

Cviceni 4.118
Najdéte viechny funkce y(z), které fesi rovnici

a spliuji vztahy y(37) = 3/(37) = 0.

Cviceni 4.119
Za podminek y(0) = 0, ¥'(0) = 3 a ¥”(0) = 8 Feste rovnici

y" = 5y" + 9y’ — 5y = 4e”.



Cviceni 4.120
Reste rovnici
y" sin®(z) = 2y.

Napovéda: Rovnici fedi napf. funkce cotg(z).

Cviceni 4.121
Reste diferencislni rovnici

?y" — 62%y" + (18 — )y + 2(z® — 12)y = 122° &%,

vite-li, ze funkce z? je jednim FeSenim pfislusné rovnice bez pravé strany.

Cviceni 4.122
Reste rovnici
Y + 2zy = 2233

s dodatecnou podminkou y(1) = 1.

Cviceni 4.123
Sestavte linedrni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty nejniziiho mozného 7adu s nulovou pravou
stranou, jejimZ feSenim je funkce y(z) = 8re” sin(3z).

Cviceni 4.124
Sestavte linearni diferencialni rovnici nejnizsiho mozného fadu, jejimz fundamentslnim systémem je mnozina
Fg = {ze*,ze "},

Cviceni 4.125
Naleznéte maximalni feSenf diferencislni rovnice

iy = 18z% + 2.

Cviceni 4.126
Reste rovnici
y'sin(z) — y = 1 — cos(z)

s podminkou (z,y) = (3£, %) .

Cviceni 4.127
Naleznéte maximalni Feseni diferencislni rovnice

ViE+1)2+4y(z+1)+2y =0,

vyhovujici podminkam y(0) = 1 a 3’(0) = —1. Uzijte faktu, ze funkce zi1yz zadanou rovnici fesi.

Cviceni 4.128
Naleznéte analytické feseni diferenciaini rovnice

(14 22)y" - 2zy + 2y =0,

jeZ vyhovuje podminkam y(0) =0 a 3'(0) = 1.

Cviceni 4.129
Naleznéte analytické feSeni diferencialni rovnice

y”_xylnzy:()’

jez vyhovuje podminkam y(0) = 0 a y/(0) = 1.



Cviceni 4.130
Naleznéte analytické reseni diferencialni rovnice

zy’ + 2y —zy =0,
jez vyhovuje podmince y(0) = 1.

Cviceni 4.131
Naleznéte analytické feseni diferencialni rovnice

zy" —xy —y =0,

jez vyhovuje podmince ¥'(0) = 1.

Cviceni 4.132
Metodou fad naleznéte fundamentalni systém diferencialni rovnice

(1-2)y" - 42y’ -2y = 0.

Cviceni 4.133
Dokazte vétu 4.5.22.

Cviceni 4.134

Reste diferencialni rovnici
;. (y—8r—7

2y +13x+2°

Cviceni 4.135
Sestavte diferencialni rovnici, jejiz mnozina vsech feseni je tvaru [e?* re?* e | + 1.

Cviceni 4.136
Pro diferencialni rovnici

y @ 4 7y —y - 8Ty = p(z)

stanovte prisiusny fundamentalni systém. Rozhodnéte poté, v jakém optimalnim tvaru budete predpokladat
partikularni feSeni, ma-li prava strana tvar:

—5r

a) p(zr) = 12ze

® b) p(z) =

o c) p(r) = 12ze®*

e d) p(z) = 12ze™5% cos(2z1)
e ¢) p(r) = 12z cos(2z).



Kapitola 5

Kvadratické formy a kvadratické
plochy

5.1 Bilinearni a kvadratické formy

Tézistém naseho zajmu bude nyni specidlni typ zobrazeni z vektorového prostoru V, dimenze r € N do
télesa R. Zobrazeni budeme nazyvat kvadratickou formou a odhalime u néj celou fadu zajimavych obecnych
viastnosti. Poznatky z tohoto oddilu uzijeme jednak v oddile nasledujicim pfi studiu kvadratickych ploch —
nadstavbé znamého pojmu "kuzelosecka," ale rovnéz pri vySetrovani extrémi funkce vice proménnych v dalsich
partiich matematické analyzy (viz napfiklad skripta [14]).

5.1.1 Definice

Necht je dana Ctvercovd matice A = (a;;)] ;= Hlavnim minorem fadu k € T matice A (k—tym hlavnim
minorem) nazveme determinant A, matice (a;;)} ;.

5.1.2 Poznamka
Matici A komplexnich &isel nazveme hermitovskou, plati-li rovnost A = A, kde symbol A* definujeme pfed-
pisem
AF = (A")T.
5.1.3 Definice

(Symetrickou) bilinedrni formou v R” nazyvame zobrazeni g¢(7,7) : R” x R” — R, definované predpisem

qq(Z.9) = Y ayziy;, (5.1)

ij=1

kde a;; = a;; € R (i,j € 7). Matici A fadu r vytvofenou z koeficientd a;; nazyvame matici bilinerni formy
a jeji hodnost h(A) hodnosti bilinearni formy. Rekneme, ze bilinearni forma (5.1) je reguldrni, resp. singulsrni
je-li matice A regularni, resp. singularni. Rekneme, Ze bilinearni forma (5.1) je v diagonalnim tvaru, je-li matice
A v diagonalnim tvaru.

5.1.4 Poznamka

Bilinearni formu mdzeme snadno vyjadfit pomoci maticového zapisu
a1 a2 ... Qir )1
az; Q@22 ... Q2 Y2

gq(Z.9) =" -A- §=(x1,72,...,2,)"

Qry Q2 ... Qyy Yr



5.1.5 Poznamka

Kromé pojmu symetricka bilinearni forma se Casto zavadi také obecnéjsi pojem, a sice hermitovska bilinearni
forma. Korektni zavedeni vyslovime v nasledujici definici, aviak v dal&im textu budeme nadale pracovat pouze
se symetrickymi bilinearnimi (a posléze i kvadratickymi) formami.

5.1.6 Definice

Necht je dana hermitovsks komplexni matice A = (aij)i j=1- Hermitovskou bilinearni formou v C" nazyvame
zobrazeni ¢q(Z,7) : C™ x C” s C, definované predpisem

9q(Z,9) = ITAJ". (5.2)

5.1.7 Definice

Kvadratickou formou rozumime takové zobrazeni g(&) : R™ +— R, k némuz existuje symetricka bilinearni forma
qq(Z, §) tak, ze pro véechna T € R" plati rovnost

(%) := qq(Z, 7). (5.3)
Kvadratickou formu q(Z) a bilinearni formu gg(%, %) z rovnosti (5.3) budeme nazyvat vzsjemné pridruzenymi.
Matici kvadratické formy a hodnost kvadratické formy pak definujeme jako matici, resp. hodnost pridruzené
bilinedrni formy. Rekneme, Ze kvadraticka forma (5.3) je regulérni, resp. singuldrni, je-li pFidruzena bilinearni

forma regularni, resp. singularni. Rekneme, ze kvadraticks forma (5.3) je v diagonainim tvaru, je-li pfidruzena
bilinedrni forma v diagonalni tvaru.

5.1.8 Priklad

Prikladem kvadratické formy ve tfidimenzionalnim prostoru R3 je forma
g{z1,22,23) = xf +6z129 + 2:::3 + 14zox3 — ll:rg.

Prevedena do maticového zapisu ma tato forma tvar

1 3 0 I
¢(z1,22,73) = (21, Z2,23) | 3 2 7 T2
0 7 -11 Z3

Pfidruzen bilinedrni forma ma proto tvar

99(Z,¥) = 191 + 3T1y2 + 3Ty + 2x2y2 + T2oys + T23ye — 11z3ys.

5.1.9 Definice

Necht je dén vektorovy prostor V,. Zobrazeni z V. do V), zavedené predpisem

r
Yi = E :Tt‘ﬂj
7=1

pro i € T nazyvame linedrnim zobrazenim ve V,. Matice R = (rij)i =) se pak nazyva matici linedrniho
zobrazeni. Zavedené zobrazeni nazveme reguldrnim, resp. singulérnim, je-li matice R regularni, resp. singularni.

5.1.10 Poznamka

Predeslé zobrazeni Ize struéné shrnout zapisem 7 = RZ.



5.1.11 Definice

Rekneme, ze linearni zobrazeni §f = R je ortogonalni, pokud pro kazdé dva indexy i, € T (i # j) platf

r
Z TkiTk; = 0.
k=1

Rekneme, ze linearni zobrazeni i = RZ je ortonormalini, jestlize pro kazdé dva indexy i, € 7 plati
T
Zmrk; = 5;;-
k=1

5.1.12 Priklad

Necht ¢ € (0,2x) je pevné zvoleny Ghel. Pak zobrazeni
0 cos(y) sin{yp) T
Y2 —sin(y)  cos(y) T2

predstavuje otoceni o Ghel ¢ ve dvoudimenzionalnim prostoru. Toto zobrazeni je ortonormélni, nebot

(cos(y). —sin(p)) - sin(p) =0
cos(yp)
a také
cos sin
(cos(p), —sin{p)) - ‘ W (sin(), cos()) - - L
~ sin(p) cos(p)

5.1.13 Priklad
Podobné jako v predesiém prikladé, je také otoceni

Y cos(y) sin(yz} 0 T

Y2 = —sin(y) cos(y) O rs

Y3 0 0 1 X3

kolem osy z3 ve tfidimenzionalnim prostoru rovnéz ortonormalnim zobrazenim. Ovéfeni pfislusnych rovnosti
je ponechano ctenafi jako cviceni,

5.1.14 Poznamka

Je-li zobrazeni z definice 5.1.9 regularni, existuje k nému inverzni linearni zobrazeni
r
i =Y pyy; (€7,
i=1
jehoz matice P je inverzni k matici R, tj. P=R~!,

5.1.15 Véta

Linearni substituci ¥ = Ry prejde kvadraticks forma ¢(Z) := >
3% j=1 bijyiy; se symetrickou matici B = RTAR.

1 j=1 @ijxiT; s maticl A ve formu ¢(7) =
Dikaz:
e g(F)=FTAFaF=Ry
e dosadime:
o(®) = (RF)TA(RY) = (F'RT)ARY = §" (RTAR)¥
o tedy skuteiné B = RTAR

e matice B je symetricka, coz plyne z viastnosti maticového nasobeni RTAR, kde A je symetrickd matice



5.1.16 Poznamka

Hlavni snahou této sekce bude prevadét libovolné kvadratické formy z obecnych tvarii na tvary diagonaini,
které jsou snaze interpretovatelné. Pfitom, jak uvidime, klasifikace kvadratickych forem podle diagonalnich
tvaril (pfesnéji normalnich tvard) bude zasadni pi studiu kvadratickych ploch v dalsi sekci. Vychozi vétou pro
zmifovanou Klasifikaci bude tzv. zakon setrvacnosti kvadratickych forem, ktery pravé vyslovime.

5.1.17 Veta — Zikon setrvacnosti kvadratickych forem

Ke kazdé kvadratické formé g(z,,z2,...,2,) s matici A existuje regularni zobrazeni ¥ = Ry, jez tuto formu
prevede na tvar
ay. Y2, ¥) = Myt + Aoy + .+ Ay, (5.4)

kde A; (i € 7) jsou vlastni Cisla matice A. Pfitom uvedené zobrazeni je ortonormalni, tj. sloupce matice R
tvofi ortonormalni soubor.

Ditkaz:

e necht A}, Ag,..., A jsou véechna vlastni €isla matice A

e podle jisté algebraické véty existuje unitatni matice R tak, ze A = RTDR, kde

M0 0 0
0 X 0 0
D=
0 0 0 A
o dile q(f) = TAT = ITR'DRZ = (Rf) ' DR#F
e oznacme nyni § := RT
e pak tedy
/AI 0 0 0 31
. . 0 X 0 0 Yo
Q(x)=37rDy=(ylvy2a'--\yr) . ) =
\ 0 0 0 A\ Yr
/\13/1\
A2 Y2
=¥, ¥r) _ =My + Myl +. Ayl
’\ryr)

e jelikoz R je unitarni matice, jsou sloupce matice R vzajemné ortonormalni

5.1.18 Poznamka

Pouze pfipominame, e &islo A € C nazyvame viastnim ¢islem matice A, existuje-li nenulovy vektor & tak, Ze
ATy = AZ).

Kazdy takovy vektor pak nazyvame viastnim vektorem prislusnym vlastnimu &islu A. Pritom kazda matice A
fadu r ma pravé r vlastnich Cisel, jez mohou byt vypocteny z rovnice

det(A - /\][) = 0.

Tato rovnice je totiz algebraickou rovnici, kde na levé strané stoji polynom stupné r. Z algebry vime, Ze kazdy
takovy polynom mé pravé r kofent a ze je-li Cislo a + ib jeho kofenem, pak také komplexné sdruzené cislo
a — ib je jeho kofenem. Déle je zndmo, ze je-li matice A symetricka, pak jsou viechna Jeji vlastni &isla realna.



Tak tomu bude tedy i u zkoumanych kvadratickych forem, nebot jejich matice jsou z definice symetrické. Pro
viastni &isla A1, Ag,..., A, matice A také plati znamy vztah

det(A) = [T 1
k=1

5.1.19 Véta — o normalizovatelnosti kvadratickych forem
Kvadratickou formu g¢(z, 2, ...,,) hodnosti h |ze vidy prevést regularni substituci £ = Ry ve formu
Y1 Y2, Ur) =YL YR+ Y Y Yy (5.5)
kde h = 51 + s9.
Dikaz:

e necht je tedy dana kvadraticka forma ¢(Z) = FTAT s matici A

e necht jsou jeji vlastni €isla A;, Az,.... A, uspofadana tak, Ze prvnich s, téchto Cisel je kladnych, dalsich
87 téchto Cisel je zapornych

® tedy S1+82=nh
e r — h vlastnich cisel je proto nulovych
e vyjdeme ze zidkona setrvacnosti kvadratickych forem 5.1.17

e podle n&j Ize formu q(F) = TTAZT prevést regularni transformaci £ = Rz na tvar
% ) q g

q(zl,ZQ,. .. ,Z,-) = /\12? <+ /\22% +...+ /\7-23

e nyni zavedme dal3i transformaci Z = Py, kde

P = diag(V A1, V22, VA Ve ey a1 V= Asra2s s V=D 1, 1,00, 1)

je diagonalni matice s uvedenymi prvky na hlavni diagonale

e takové zobrazeni je regularnim zobrazenim, nebot pro pfislusny determinant plati

det(IP)=ﬁ\//\_;..~ f[ \/—_/\,(-]:[1>0
k=1 k=s;+1 k=h
e je-li matice A regularni, tj. h = r, pak navic det(P) = |det(A)‘
e jak zobrazeni T = RZ, tak také zobrazeni Z = Py jsou reguldrni, a proto tedy
Z=R(P§) = (R-P)7
je hledanym zobrazenim a navic regulérnim, nebot det(R - P) = det(R) det(P) # 0

e tim je dikaz proveden

5.1.20 Definice

Necht je zadana kvadraticka forma q(Z). Tvar (5.4), resp. (5.5) pak nazyvame kanonickym, resp. normalinim
tvarem kvadratické formy.

5.1.21 Definice

Necht je zadana kvadraticka forma g(Z). Uspofadanou trojici (s1, s2,7—h) z véty 5.1.19 nazyvéme signaturou
kvadratické formy a znacime ji sg(q).



5.1.22

Definice

Necht je zadana kvadraticks forma g(%). Formu g(%) nazyvame pozitivné definitni v R” a ozna&ime

q(%) > 0,

jestlize pro viechna ¥ € R” (Z # 0) plati ostrs nerovnost q(Z) > 0. Formu ¢(Z) nazyvame negativné definitni
v R" a oznacime

q(¥) < 0,

jestlize pro viechna £ € R" (7 # 0) plati ostra nerovnost q(Z) < 0. Formu g(Z) nazyvadme pozitivné
semidefinitni v R™ a oznaéime

q(T) & 0,

jestlize pro viechna Z € R” plati neostra nerovnost g(&) > 0 a existuje ¥ € R” (% # () takové, ze g(z) = 0.
Formu g(Z) nazyvame negativné semidefinitni v R" a oznaéime

q(7) <0,

jestlize pro viechna Z € R plati neostrs nerovnost g(¥) < 0 a existuje £ € R” (% # 0) takové, ze q(7) =0.
Formu ¢(Z) nazyvame indefinitni v R"™ a oznadime

q(z) <> 0,

jestlize existuji Z, 7 € R" takova, ze ¢(Z) < 0 a ¢(7) > 0.

5.1.23

Véeta

Kvadratickd forma ¢(Z) je pozitivn& definitni prévé tehdy, kdyz jsou viechna vlastni ¢isla matice formy kladna.

Dikaz:

e véta je vyslovena jako ekvivalence, proto budeme dokazovat dvé implikace

e Prvni implikace:

necht je tedy forma g(Z) pozitivné definitni, tj. ¢(Z) > 0
necht A € R je vlastni Cislo jeji matice A, tj. AT = A7, kde Z neni nulovy vektor
odsud vyplyva
AT =AT"7T
tedy ¢(%) = ATT%

a nasledné @ @
q q\z
A= _ 9=/
E AT R

tato nerovnost vyplyvé jednak z faktu, Ze pro nenulové Z je g(Z) > 0, ale také ze skuteénosti, Ze
velikost ||z} (Fikejme ji radgji euklidovska norma - viz nasledujici kapitola) nenulového vektoru neni
nikdy nulova

o Druh4 implikace:

— necht Ay, Az,..., A, jsou viechna vlastni ¢isla matice A

— podle jisté algebraické véty existuje unitatni matice U tak, ze A = UTD U, kde

0 A 0 0

— dale



- oznacme nyni i := UZ
— jelikoz U je unitarni matice, je vektor i rovnéZ nenulovy

— pak tedy
)\1 0 0 0 "
. . 0 A 0 0 Y2
q(¥) =y" Dy = (y1, 92, yr) . =
0 0 0 A Yy
Aty
A2 42 2 2 2
= (Y, ¥20 -2 Ur) _ =My + Xyt Ay >0
Ar Yr

— posledni nerovnost je disledkem skuteénosti, ze vlastni &isla jsou z predpokladi kladna a alespon
jedno y; neni nulové

5.1.24 Veta

Kvadraticksd forma q(Z) je pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz jsou véechna vlastni ista matice formy
nezdporna a alespod jedno z nich je nulové.

Ditkaz:

e dikaz je obménou predeslého dikazu

e pouze viechny ostré nerovnosti jsou nahrazeny neostrymi

5.1.25 Veta

Kvadraticks forma ¢(£) je negativné definitni pravé tehdy, kdyz jsou véechna vlastni &isla matice formy zaporna.

Dikaz:

e postadi si uvédomit skuteCnost, ze je-li kvadraticka forma g(F) negativné definitni, je forma —g(7)
pozitivné definitni

e tvrzeni pak beze zbytku plyne z véty 5.1.23

5.1.26 Dusledek

Kvadratick forma q(Z) je negativné semidefinitni pravé tehdy, kdyz jsou vechna vlastni Cisla matice formy
nekladna a alespon jedno z nich je nulové. Kvadratickd forma ¢(Z) je indefinitni pravé tehdy, kdyZ existuji
alespon dvé vlastni Cisla matice formy, z nichz jedno je kladné a jedno je zaporné.

5.1.27 Veta
Necht ¢(Z) je kvadraticka forma v R"™ hodnosti h a signatury sg(q) = (s1,s2,7 — h).
1. Forma ¢(Z) je pozitivné, resp. negativné definitni v R” pravé tehdy, kdyz h = 7 = 31, resp. h = r = s5.

2. Forma ¢(Z) je pozitivné, resp. negativné semidefinitni v R" pravé tehdy, kdyz h < r a s, = h. resp.
h<rasy=h.

3. Forma ¢(Z) je indefinitni v R", je-li 8382 # 0.

Diokaz:

e je pifimym disledkem predeslych vét



5.1.28 Poznamka

Kromé typii definitnosti z definice 5.1.22 budeme také rozliSovat typy excentricity kvadratickych forem. Ty
zavedeme v nésledujici definici a s vyhodou je zuZitkujeme pFi pozdé&jsi kiasifikaci kvadratickych ploch.

5.1.29 Definice

Necht je zadana kvadratickd forma ¢(Z) v R" a necht sg(q) = (s;,52,53) je jeji signatura. Rekneme, ze
kvadraticka forma q(Z) je elipticka, resp. hyperbolicka, resp. parabolicka v prostoru R”, jestlize s; = 7 nebo
sy =T, resp. s182 # 0 a s3 =0, resp. s3 # 0.

5.1.30 Veta — Sylvestrovo kritérium
Necht g(Z) je kvadratickd forma v R™ s matici A a hlavnimi minory A;, kde i € 7. Pak ¢(7) je pozitivné
definitni pravé tehdy, kdyz pro viechna i € 7 je A; > 0. Forma g(Z) je negativné definitni pravé tehdy, kdyz
pro véechna i € 7 je (—1)*A; > 0.

Ditkaz:

e dokazeme nejprve prvni €ast tvrzeni

® to je vysloveno jako ekvivalence, proto budeme dokazovat dvé implikace

e Prvni implikace:

- necht je tedy kvadraticks forma ¢(&) = zTAZ poxzitivné definitni

~ ukazeme, ze za tohoto predpokladu je matice

a1 Qa2 ... 1k

G2y Q22 ... Q2%
Ay =

k1 Q2 ... Qkk

pozitivné definitni

~ necht je tedy (¥1,%2,...,¥%)T nenulovy vektor

— potom plati
a;; @12 ... Q1% W
a2y Q22 ... Q2 Y2
(ylsy2s---ayk) . . . . . =
a1 Qr2 ... Qkk Yk

Y2
a1 a2 ... Qain
a1 Q22 ... Q2yn Yk
=(yl,yg,...,yk,0,0,...,O) i . . . >0
Pl e 0
a’ﬂ.l anz v ann
\ 0

— znaménko nerovnosti plyne z definice pozitivni definitnosti kvadratickych forem



— matice A; je tedy pozitivné definitni a proto mé viechna vlastni &isla p1, po, ..., pr kladn, 2
cehoz vyplyva, Ze pro viechna k € 7 plati

k
Ai = det(Ax) = [Jmi >0

i=1
e Druha implikace:

— predpokladejme, ze pro véechna k € 7 plati det(Ax) > 0

— matematickou indukci dokazeme, ze kvadraticka forma g(Z) = zTAT je pozitivné definitni, tj. ze
matice A = A, je pozitivné definitni

- pro k =1 je zfejmé, ze A, je pozitivné definitni

— indukénim predpokladem tedy bude pozitivni definitnost matice A,

— oznaime
det(A,)

" det(An—l)
— dale oznaéme :.7=(zl,z2, s zn)T vektor, ktery fesi soustavu
A,Z=(0,0,....0.d,)"

— z Cramerova pravidla vyplyvéa rovnost z, = 1

- proto pro i € n — 1 plati vztahy

Qip = Qn; = —Q412] — Q222 — ... — Qin-12n-1
- a dile
Qnn = dp — Qn12) — Gn22p — ... = Ann-12n-1
— oznaéme
/ 1 0 -2 \
o1 ... 0 -Z9
R —
ol —zh
\ .0 1
- oznaime dale
/ an a2 ... ap-1 0 \
an azo a2 n-1
D=
Qn-1,1 @Gn-12 .. Qp—_1.n-1 0
0 0 ... 0  dn)

— nyni lze rutinnim vypoctem ovéfit, Ze plati vztah A, = RTDR
— necht 7 je libovolny nenulovy vektor

~ oznaéme y = RT

— protoze matice R je regularni, je také vektor § nenulovy

~ oznaéme jesté o =(¥1,¥2,- -1 Yn-1)

— pak jednoduchymi Gpravami dostavame sérii rovnosti

q(f) = FTAZ = F'R'DRZ = (RZ) DRF = §TD§ = §TAn—1 Jo + dny? >0

— oba posledni séitance jsou nezaporné, protoze matice A,_; je z indukéniho predpokladu pozitivné
definitni a &islo d,, je kladné

— ostra nerovnost vyplyva z faktu, ze je-li 7 nenulovy vektor, je bud y, # 0 nebo Fu # 0

e tvrzenf Sylvestrova kritéria o negativni definitosti vyplyva z faktu, Ze je-li kvadraticka forma ¢(Z) nega-
tivné definitni, je forma —q(Z) pozitivné definitni



5.1.31 Definice

Necht jsou dany vektory i, 7 z vektorového prostoru R™ a kvadraticka forma () v R". Pak fekneme, ze
vektory i, ¥ jsou g—ortogonélini, jestlize
qq(t, 7) =0,

kde gq(Z, %) je bilinedrni forma pridruzena ke kvadratické formé ¢(7).

5.1.32 Definice

Bazi
Bp = (11'1,11‘2,...,11',)

vektorového prostoru R™ nazyvame poldrni bazi odvozenou od kvadratické formy q(%), zkracend: polarni bazi
kvadratické formy ¢(&), jestlize pro kazds i,j € 7 zaroveh plati:

1. qq{if;,@;) =0, pokud i # j,
2. q(ﬁz) € {01 +11~1}s
kde gq(Z, ) je bilinedrni forma pfidruzena ke kvadratické formé q(z).

5.1.33 Priklad
Napfiklad pro kvadratickou formu g(z,,z2,z3) = 2% + 23 + 2% je polarni bazi mnozina
Bp = ((1,0,0)7,(0,1,0)7,(0,0,1)T).
Ale pozor! Nenf jedinou polarni bazi. Pokusime se nalést dal3i. Hledejme napfiklad polarni bazi obsahujici
zvoleny vektor
T
i [V,
- 2 4 2 b b

pro ktery plati ¢(@) = 1. Hledejme tedy druhy vektor ¥ = (v;,v,v3)T. Ten by mél spliovat spoleéné s
vektorem % podminku g—ortogonality, tj.

1 0 0 m
» 2 V2 p)
qq(u,17)=(%,§,0) 010 Vo =‘/7_(v1+v2)z0.
0 0 1 V3

Dile by mélo platit (7)) = v + vZ + vZ = 1. Jelikoz mame k dispozici pouze dvé podminky pro tfi neznamé
vy, V2, v3, lze jednu z nich volit. Zvolme napfiklad v; = 0. Pak ale z podminky g—ortogonality vychazi, ze
v = 0. g—normalizaéni podminka v{ + vZ + v3 = 1 pak vede k urgeni v3 = 1. Tedy 7 = (0,0, 1)7. Hledejme
treti vektor @ = (w;, w2, w3)T. Ten by mél spliiovat dvé podminky g—ortogonality, konkrétné

1 00 wy
qq(4,w) = (?, g,O) 0 10 wy | = —-ég(w; +ws) =0,
0 01 w3
1 00 wi
qq(v,w) = (0,0,1) ( 010 wy | =w3=0.
0 0 1 w3
Proto w3 = 0 a wp = —w). Podminka g—ortonormality w$ + w§ + w3 = 1 vede k rovnosti 2w? = 1, odkud

vychazi, ze w, = Jg Pak tedy

3 (\/5 V3 )T
t=[—,—,0] .
2 2

Hledanou nestandardni polérni bazi je tudiz soubor



5.1.34 Poznamka

Pro uréeni normainiho tvaru zadané kvadratické formy, pro uréeni jeji signatury a pfislusné polarni baze je
pouzivana tzv. Babylonska redukce, nékdy nazyvana téz Lagrangeovym algoritmem. Tato procedura spociva
v prevedeni kvadratické formy v prostoru R™ na maximalné r Ctverct. Pfi této redukci na Ctverce je ale tfeba
mit na zieteli, aby v kazdém nové vytvoreném Etverci byly vizdy obsazeny viechny scitance obsahujici vybranou
proménnou. Tedy napi. prvni ctverec by mél byt zkonstruovan tak, aby se ve zbylém vyraze jiz nevyskytovala
proménns x,. Proto bude mit prvni étverec obecné r s¢itanci, druhy r — 1 atd. Posledni ¢tverec Lagrangeova
algoritmu pak bude pfedstavovan pouze jistym nasobkem kvadratu z2 posledni proménné. Lépe Ize proceduru
pochopit na konkrétnim piikladé. Zkoumejme proto kvadratickou formu

glzy.T2.73) = 7% — 27,79 + 27273 + 25 + 22, T3.
Doplnéni na ¢tverce pak probiha nasledovné
x3 - 25,7y + 27223 + 1:2; + 2z 23 = (7 — 22+ :1‘3)2 — x5+ draxry = (xy — 22+ x3)2 —(z2 - 2:r3)2 + 4z23.
Tedy normalni tvar zadané formy ma podobu
q(y1- 2. y3) = U7 — 3 + 43,
kde y1 = ) — &2 + T3, Yo = &z — 2ry @ yy = 2z3. Signaturou zadané kvadratické formy je pak trojice

sg(q) = (2,1,0). Zkoumana forma je proto regulérni, indefinitni a hyperbolickd. Pro inverzni transformaci
plati maticovy vztah

I 1 1 % 3]
2 | =10 11 Y2 |
Z3 00 % Y3

kde jednotlivé sloupce matice prechodu, jak se pfesvédcime pozdéji, predstavuji vektory polarni baze. Tedy

Bp = {iy, i, W3} = {(1,0,0)’,(1, 1.0)’,(%,1» %)*}~

Snadno ovéfime, ze se skuteéné o polarni bazi jedna, nebot jsou spinény jak g—normalizaéni podminky ¢(4;) =
1, g(i@2) = —1, q(iis) = 1, tak také podminky g—ortogonality qq(i,.u2) = qq(i:, 43) = qq(i2, @3) = 0.

5.1.35 Veéta

Necht je zadana kvadraticka forma g(Z) v prostoru R” a jeji polarni baze Bp = (&;. @. .. .. i, ). Pak regularni
linearni zobrazeni ¥ = By zadané rovnostmi

T = Uy U Y2 H Uz Y3t Un Y
prevadi formu ¢(Z) na normalni tvar.
Dikaz:

e z vektord polarni baze Bp sestavme matici

( Uy, Uz, Uz ... Up \

Uy, U2, Uz, ... Ur,y

B = Uy, U2y U3y ... Upy
\ Uy, U, U3, ... Up, /

e zobrazeni T = By zavedme do kvadratické formy

e pak tedy
() =i"AZ = (Bj)"A (By) =y (B'AB) ¢



e zkoumejme nyni matici

( u,

Uy, Ui,

U2, Uz, U2, u2,

= 'u:;l u32 U33 ‘u;;r
\ Ur, Ur, Up, Uy )
/ ul; ulz u13 Uy, \

U2, U2, Uz, Uz,

= us, u3z, Uz, us,.
\ Upr, Ur, Up, Uy . )

BTAB =
( a1 G2 a3 a)r \
231 Q22 Q23 Q2r
@31 as2 ass Qasy
\ Gr1 Qp2 Qp3 (2233 /

[ Tioiau; X, ayuy
Y j=102;U1 2o Q24U

r T
D=1 G301 DL o A3;U2;

( qq(idy,dy)
qq(ia, 1)
qq(is, @)

\ QQ('E‘F\ ﬁl )

\ ioiaruy Yo arjug;
qq(tiy, @2) qq(d,, U3)

qq(t2,d2) qg(ua, Us)

QQ(ﬁ'3v 52) qQ(ilh iz3)

qq(dr,@2) qq(i,,d3)

e uZijeme-li nyni vlastnosti vektord polarni baze, dostavame odtud

BTAB =

e odsud jiz pfimo plyne, Ze forma

(@) = (y1, 92, -

je v normalnim tvaru

e pritom hodnoty q(i,), ¢(d2), . ..

zadané kvadratické formy

5.1.36 Poznamka

( g(@) O 0
0 q(iz) 0
0 0 q(i3)

' Yr) 0 0

/ Up,

U2, ugz,

Uy, U, Uz,
Uy, U, Uz,

\ U1, U2, Uuj,

-

2 =1015Us;
T

E;:l a2;U3;

-
Zj:l as;us;

r . .
Zj:l ar;us,

qq(dy, ) \
q(I(iQr 61')

qq(ﬂ3v izr)

qq(@,, Tr) )

\ (yl\
Y2
Y3

qé&;) / \ Qr )

,q(t,), které jsou bud 0 nebo 1 nebo -1, jednoznaéné uréuji signaturu

Podle predeslé véty je tedy polarni baze takovou bazi v R", v niz ma zvolena kvadraticks forma normalni tvar.
Tento poznatek s vyhodou zuzitkujeme pfi studiu obecnych kvadratickych ploch.




5.1.37 Priklad
Necht je dana kvadraticka forma
o 1 1
¢(Z) = 37172 + 52173 — TaT3.

Hledame jeji polarni bazi, kters obsahuje vektor #; = (0,1,1)T, existuje-li. Pokusime se také stanovit jeji
typ, definitnost, signaturu, normalni tvar v soufadnicich polarni baze a transformacni vztahy, které ji na jeji
normélni tvar prevadéji. Dana kvadratickd forma ma maticovy zapis tvaru
0 1/4 1/4 )
o(%) = (x1,22,23) | 1/4 0 -1/2 2
1/4 -1/2 0 z3

Bilinearni formou prisdruzenou k zadané kvadratické formé ma tedy podobu

0 1/4 1/4 n
qq(Z,y) = (1. 22.23) | 1/4 0 -1/2 Y2
1/4 —1/2 0 -

Nejprve se budeme snazit zkonstruovat polarni bazi Bp = {u).1,. U3} s jiz zadanym vektorem u; = (0,1,1)7.
Jelikoz je zfejmé, ze forma q(F) je indefinitni, o ¢emz se snadno presvédcime pomoci definice, a

Q(ﬁ.l) = _17

bude takova polarni baze existovat. Jeji konstrukci provedeme pfimo uzitim patfiéné definice. Zaéneme hledanim
vektoru iy = (1,2, x3)T, splhujiciho podminky g(i), @) = 0 a ¢(dz) € {0, —1,1}. Protoze ale mame pouze
dvé podminky pro tfi nezndmé zi,x2,x3, lze jednu z nich volit. My zde napr. volime

r =0 (5.6)
Prvni podminka d&va rovnost
0 1/4 1/4 )
(0,1,1) | 1/4 0 —1/2 T, | =
1/4 -1/2 0 3
a tedy (pro volbu (5.6)) dostavame z, = —z3. Dosadime-li oba ziskané vztahy do druhé podminky, obdrzime

(x1 = x2 ~ 23) =0,

BN J =

q(@) =25 =1

Zde podotykéme, ze hodnoty 0 nebo —1 na pravé strané této rovnosti byly z pochopitelnych divodd za-
vrhnuty. Rovnici fesi napf. hodnota z3 = 1, coz vede k nalezeni druhého vektoru polarni baze ve tvaru
ip = (0.—1,1)7. Dale pokracujeme analogicky hledanim posledniho vektoru iz = (z1,x2,3)7, spliujiciho
podminky ¢(@,,%3) = 0, q(d2.43) = 0 a g(i3) € {0.-1,1}. Uvedené podminky g-ortogonality vedou k
rovnostem

T — 29 — x3 = 0. —z5+ 13 =0.

Po vyjadreni o = z3 a r; = 2x3 ziskava treti podminka jednoduchou podobu

q(@s) =25 =1.
Opét jsme z mnoziny {0,—1,1} vyloucili hodnoty 0, —1. ReSenim rovnice je napf. hodnota z3 = 1 a tedy
i3 = (2,1.1)7. Uzavirame tedy, ze hledanou polarni bazi je mnozina
Bp = {(0,1,1)7.(0,-1.1)7.(2,1,1)T}. (5.7)

Uloha ma zfejmé i dalsi feSeni (ma dokonce nespocetné mnoho feseni). Napi. zménime-li volbu (5.6) na 22 = 0
nebo z3 = 0, dostaneme polarni bazi tvaru Bp = {(0.1,1)7,(v/2,0,v2)7,(V2.V/2,0)7}. Zpét ale k polarni
bazi (5.7). Uréime transformaéni vztahy

Ty 0 0 2 i3
To = 1 -1 1 Y2
z3 1 11 Y3



pro prevod zadané kvadratické formy na normalni tvar

q(§) = q(i)y} + q(i@2)y? + a(@a)y? = -y + 12 + 42

hyperbolického typu. Odsud snadno nahlédneme, ze signatura zadané formy je sg(q) = (2, 1,0).

5.2 Kvadratické plochy

Po podrobném studiu kvadratickych forem pfistoupime v tomto oddile k vysetfovani zakladnich vlastnosti
kvadratickych ploch (kvadrik) v r—dimenzionalnim prostoru R".

5.2.1 Definice

Necht je dana nenulova Etvercova symetricks matice A = (aij)} j=1, vektor b€ R" adislo ¢c € R. Funkci
Q(Z) : R" — R tvaru

Q(F) =TTAZ - 26T+ ¢ (5.8)

nazyvame kvadratickou funkci v prostoru R”. Mnozina
Q'(0) = {Fe R™: Q(&) = 0} (5.9)

se nazyva kvadratickou plochou (kvadrikou) uréenou rovnici Q(Z) = 0. Matici A, vektor b a &islo ¢ nazyvame
matici, vektorem a absolutnim clenem kvadratické funkce (kvadriky). Kvadratickou formu ¢(F) = FTA &
nazyvame kvadratickou formou prislusnou ke kvadratické funkci (5.8), resp. ke kvadrice (5.9). Kvadriku ve
dvoudimenzionainim prostoru R? nazyvame také kuZeloseckou.

5.2.2 Poznadmka

Nejfrekventovanéjsimi kvadrikami ve dvoudimenzionalnim prostoru R? jsou elipsa, hyperbola a parabola. Tyto
kuzelosecky byvaji nejcastéji uvadény ve stredoskolskych diagonéinich tvarech, kdy jejich hlavni osy (&i tzv.
poloosy) jsou rovnob&zné se soufadnymi osami. Proberme nyni struéné zakladni vlastnosti t&chto elementarnich
kuZelosecek. Elipsa je mnozina bodii v roving, jez maji od dvou pevné zvolenych bodii Oy, O, (tzv. ohnisek
elipsy) staly soucet vzdalenosti 2a. Cisla a,b (a > b) nazyvime po fadé hlavni a vedlejsi poloosou elipsy.
Vzdalenost obou ohnisek od stiedu elipsy se nazyva excentricita a vypoéte se pomoci vztahu e := a2 — be.
Naprikiad elipsa

(z1 — 51)? + (z2 — $2)°

a? b2
je elipsou o poloosich a a b se stfedem v bodé (s,, s2). Jeji podoba je vyobrazena na nasledujicim obrazku.

=1

a X2

Obrazek 5.1
Elipsa o poloosach a a b se stfedem v bodé (s1, 82). Body (51 1-¢,52) a (3] —¢, 52)

reprezentuji ohniska elipsy. Jejich vzdalenost od stfedu elipsy je rovna excentricité
e:=va? — b2,



Tato elipsa miize byt snadno zapsana v definicnim tvaru Q(z1,22) = TTAT — 2b7F + ¢, polozime-li

-2 2 2
S1a S 8
S | +_2_
Szb—2

>
I
St
I

=t 1.

Hyperbola je mnozina bodii v rovingé, jez maji od dvou pevné zvolenych bodit Oy, O; (tzv. ohnisek hyper-
boly) stély rozdil vzdalenosti 2a. Cisla a, b nazyvame po fadé hlavni a vedlejsi poloosou hyperboly. Vzdalenost
obou ohnisek od stredu hyperboly se nazyva excentricita a vypoéte se pomoci vztahu e := va? + b%. Pfimky

T2, , = i(—ll’]

se nazyvaji asymptotami hyperboly. Rovnice hyperboly ve standardnim diagonalnim tvaru je

(x1 —81)° (12— s2)°
a2 b?

= 1.

Jeji tvar je pro (s, s2) = (0.0) vyobrazen na obrazku nize.

QObrazek 5.2

2
Hyperbola % — 74 = 1 o poloosich a a b se stiedem v bodé (0.0).

»

Parabola je mnozina bodii v roviné, které jsou stejné vzdaleny od pevné zvoleného bodu O (tzv. ohniska
paraboly) a pevné pfimky d (tzv. fidici pfimky paraboly). Vzdalenost bodu O od fidici pfimky je p. Rovnice
paraboly ve standardnim diagonalnim tvaru je

2 - 2pxy =0.

Graficky je vyobrazena na nasledujicim obrazku.

Obrazek 5.3
Parabola z7 — 2pz2 = 0. Bod O je ohniskem paraboly, Esrkovana pfimka je tav.

direktrix, fidici pfimka paraboly.



5.2.3 Poznamka

Parabola z? — 2pxy = 0 z predeslé pozndmky ma maticovy tvar
1 y

1 0 T T
(z1,72) ! -2(0,1) "1=o0
0 0 ) ]

Pfislusna kvadratickad forma je tedy singulérni, a proto neni mozno definovat regularitu kuzelosecek pomoci
regularity prislusné kvadratické formy. Kdybychom k tomuto pristoupili, museli bychom zaroven pripustit, ze
parabola by byla singularni kvadrikou. Tomu se ovsem chceme vyhnout, proto budeme regularitu kvadrik
definovat ponékud odlisné.

5.2.4 Definice

Necht je dana kvadraticka funkce (5.8). Kvadratickou formu
qo(zo, &) := FTAT — 267F 2o + czd (5.10)

v R™! nazyvame rozsifenou kvadratickou formou pfislusnou ke kvadrice (5.9), resp. ke kvadratické funkci
(5.8). Jeji matici budeme oznacovat symbolem A(.).

5.2.5 Priklad

Pro kvadratickou funkci Q(z,,z2) = 2% + 4, + 3 definovanou v R? ma piislusna rozsifena kvadraticka forma
tvar

qO(.’L‘(), 561,122) = :L'% + 4zoTo + 3Ig.

Podotykame, ze qq je kvadratickou formou v R>.

5.2.6 Definice

Rekneme, 7e dana kvadrika je reguldrni, resp. singuldrni, jestlize jeji rozsifena kvadraticka forma je regularni,
resp. singularni. Hlavni signaturou kvadriky (oznacujeme SG(Q)) rozumime signaturu jeji rozsifené kvadratické
formy. Vedlejsi signaturou kvadriky (znacime sg(Q)) rozumime signaturu jeji kvadratické formy.

5.2.7 Priklad

V poznamce 5.2.3 jsme diskutovali parabolu z? — 2pz, = 0, kde p # 0. Jeji matice rozsifené kvadratické
formy go(zo,z1,72) = 7?2 — 2pzo30 = 0 m3 nasledujici podobu

0 0 -p
0 1 0
-p 0 O

a je zjevné regularni, nebot p # 0 a sloupce uvedené matice jsou zfeteln& nezavislé. Proto je parabola regularni
kuzelosetkou v R2. Pokusme se nalézt jeji signaturu. Stanovit vedlejsi signaturu je znaéné jednoduché. Plati
totiz sg(Q) = (1,0,1). Pro stanoveni hlavni signatury bude nutné prevést rozsitenou formu go(zg, z;,22) =
z? — 2pz9xg = 0 na diagonalni tvar. Zavedeme proto s vyhodou substituci

=Y, To=Y2+Y3, T2=Y2—Y3.
Po provedeni této zdmény dostavame
20 (Y1, y2,y3) = ¥ — 2% + 2y% = 0.

Proto je hlavni signaturou paraboly trojice SG(Q) = (2, 1,0), coZ opét potvrzuje jeji regularitu.



5.2.11 Veéta

Necht je dana kvadraticks funkce (5.8). Necht A je jeji matice a b jeji vektor. Pak bod ¥ € R” je stfedem
kvadriky (5.9) pravé tehdy, je-li spinéna rovnost

b=Aj,
tj. pravé tehdy, rovnaji-li se hodnosti h(A) = h(A|).
Ddkaz:
e z definice kvadratické plochy vyplyva rovnost A = AT
e proto
QE+Z)=(F+D)TAGF+D) - 2076+ 8) +c=TAS+TAT+FTTAF+TAT— 2075 2bTF + ¢
o jelikoz FTA 5= (A3)TZ = 5TATT = 5TA &, Ize predesly vztah upravit do tvaru

Q(F+2) =TTAT+2(5A —b)TF+5TAS— 265 +c=2TAT+ 2AF - b)TE + Q(3)

e podobné lze ukazat, Ze .
QE—I)=FTTAT-2(A5~b)TF+ Q3

e rovnost (5.12) tedy nastsva pravé tehdy, kdyz A5 =b

¢ zmiflované § existuje podle Frobeniovy véty pravé tehdy, rovnaji-li hodnosti matice A a matice, jez
vznikne z matice A pfidanim sloupce b, tedy plati-li rovnost h(A) = h(A[b)

5.2.12 Veta — Zakon setrvacnosti kvadratickych ploch

Ke kazdé kvadraticke funkci Q(Z) v R” s matici A existuje ortonormalni transformace ¥ = Ry, jez prevadi
kvadriku Q(Z) = 0 do tvaru

YA -2) B+ =0, (5.13)
=1 i=1
kde A; jsou vlastni &isla matice A.

Dikaz:

e tvrzeni této véty plyne pfimo ze zdkona setrvaénosti kvadratickych forem 5.1.17

e za transformaci & = Ry postaci volit transformaci, jez prevadi kvadratickou formu ZTA 7 na kanonicky
tvar

5.2.13 Veta

Ke kazdé kvadraticke funkci Q(Z) v R” s vedlejsi signaturou sg(g) = (s1,82,7 — 51 — $2) existuje regularni
linedrni transformace ¥ = R + 5, jez prevadi kvadriku Q(Z) = 0 do tvaru

Q) =vi+us+ .. +¥s — Vi~ =Y e, ~ 2BYs vt +7 =0, (5.14)

kde nejvyse jedno z Cisel 3, v je nenulové. Navic € {0,1} a v € {-1,0,1}.
Dikaz:

e vyjdeme z faktu, ze podle véty 5.2.12 existuje regulrni linearni transformace Z = BZ, jez prevadi kvadriku
Q(F) =FTAZ — 257 + ¢ = 0 do tvaru

iAiZ? _2Zr:ﬂizi +7=0, (5.15)
i=1 i=1

kde A; jsou vlastni ¢isla matice A



e predpokladame pritom, ze vlastni Cisla Ay, Ao, ...

, Ar jdou uspofadana tak, Ze prvnich s, téchto Cisel je

kladnych, dalsich s, téchto &isel je zdpornych a zbylych r — s; — s vlastnich Cisel je nulovych

e rozdélme nyni dikaz na tfi alternativy

e Prvni alternativa: s + s =71

— podotykame, ze vSechna vlastni Cisla jsou za tohoto predpokladu nenulova

— pro kazdé i € 7 plati

Az2— 232, = A (

— zavedeme-li tedy substituci ¢ = [P £ sadou ¢ vztaht

w, =

transformuje se zapis (5.15) do tvaru

ngn(/\,)wf - Z ;\"_

- oznacme N := |y —

3
Z::". Iix,_

— je-li K = 0, je tvrzeni dokdzano

3\° 32
A A
J— 3,
|AI{ (Zl - A_,) .
T iz
+~ =10

=

~ je-li x # 0, zavedeme jednoduchou transformaci § = %, ¢imz obdrzime finalni tvar rovnice kvadriky,

a sice

Z sgn(A)yl+£1=0
i=1

e Druha alternativa: sy +sp =7 —1

za danych predpokladii plati A, = 0

opét zavedeme-li substituci o' = [P Z. tentokrat definovanou vztahy

J‘ . ——
ur,=\/|/\,|(:,—/\—), ier—1

l

w, = 2y
— kvadrika se pak transformuje do tvaru
r—1 r—1 »'32
Z 2 et EI —
sgn(A;)w. — =+ -23u, +7=0
i=1 ;=1
- 2 .
— je-li B, = 0. je situace trivialné resitelnd (viz vyse), nebot vyraz x := "y - Z,r:ll %- je pouhou
konstantou
- je-li 3, # 0. zavedeme substituci
. ——
yi=w;. ter—1
-1 9
1 37 g
== — 4+ Gyw, — =
Yr 9 A,‘ My Wiy 2
1=1
— ta potom vede k normalnimu tvaru
r—1

— tim je tato €ast tvrzeni prokdzana

e Treti alternativa: s+ 82 <r—1



- za danych predpokladii plati Ay, 45,41 = As, 4942 =...= A, =0

— opét zavedeme-li substituci @ = P Z, tentokrat definovanou vztahy
=\/|/\i|(z,~~-'8—’;), i681+52
As

w; = 24, i=8+8+ 1,8 +s2+2,...,7

- kvadrika se pak transformuje do tvaru

8:+82 81+92 T
Z Sgl'l(/\ 'LU - Z Z 283;w; + vy=0
=1 i=8s1+s52+1

= jsou-li viechna By, 4,41, Bs, +s2+25 aZ By nulova, je dikaz ziejmy
— pokud tomu tak neni, zavedeme substituci

———

Yi =w;, 1€ 81+ 82

Ysits:+1 =

»I%

poy;

Ml’—'

+ Z 6lwl - %

t=8y+8,+1
Yi = wy, Si1+s2+1<i<r

— tato potom vede k normalnimu tvaru
s)+82

Z sg’n(Ai)yi2 - 2yax+sz+1 =0

i=1

e tim je dikaz zkompletovan

5.2.14 Poznamka

Pouze upozoriujeme, Ze kazda kvadrika maze byt prevedena do takového tvaru, v némz prvni prvek s, vedlejsi
signatury kvadriky je vét3i nebo roven druhému prvku s,. Této moznosti se v dal$im textu pridrzime.

5.2.15 Definice

Rovnici (5.13), resp. (5.14) nazyvame kanonickym, resp. normalnim tvarem kvadriky.

5.2.16 Poznamka

Z véty 5.2.13 mimo jiné vyplyva, ze dvé kvadriky je mozno vzijemné prevést regularni transformaci pouze
tehdy, maji-li tytéz hlavni i vedleji signatury. Z definice norméiniho tvaru kvadriky je kromé jiného zfejme,
Ze existuje pouze nepatrné mnoho téchto normalnich tvari. Vzhledem k platnosti zikona setrvacnosti tak lze
kazdou kvadratickou plochu v dané dimenzi jednoznaéné priradit k danému normalinimu tvaru. Proto ma hlubsi
vyznam provést podrobné klasifikace téchto normalnich tvard kvadrik, a to zejména v prostorech R? a R3.



5.2.17 Poznamka

Klasifikace kuzelosecek

normalni tvar nazev SG(Q) | sg(Q) | regularita | centralnost
24+2i+1=0 imaginarni elipsa (3,0,0) | (2,0,0) reg. ano
P2 +ri-1=0 elipsa (2.1,0) | (2,0,0) reg. ano
a5 -1=0 hyperbola (1.2,0) | (1,1,0) reg. ano
3 =22, =0 parabola (2,1,0) | (1,0,1) reg. ne
?+1i=0 imaginarni riznobézky | (2,0,1) | (2,0,0) sing. ano
¥ -7 =0 riiznobézky (1 1.1) | (1,1,0) sing. ano
24+1=0 imaginarni rovnobézky | (2,0,1) | (1,0,1) sing. ano
3-1=0 rovnobézky (1,1, 1) (1,0,1) sing. ano
r2=0 primka (1,0,2) | (1,0,1) sing. ano

5.2.18 Priklad
Zkoumejme nyni kvadratickou plochu
x} + 27,29 + 25 — 4x) — 872 + 10 =0 (5.16)

zadanou v prostoru R?. Nejprve budeme zkoumat prislusnou kvadratickou formu g(y, 7). Jejim doplnénim
na kvadraty

P 2 B
q(xy,x2) = Tf + 21,79 + :cé = (J:1 +x9)” =t yf

zjistujeme, ze transformaci, jez prevod realizuje, je zobrazeni

% (11 ,
Y2 01 T2
Inverznim zobrazenim je pak
T . 1 -1 "
i) 0 1 Y2

Zavedeme-li toto zobrazeni do rovnice kvadriky, ziskame tvar
Qa1 x2) = yi — 4(3 — yo) — 8y2 + 10 = yf — 4y — 42 + 10 =0,

ktery druhym doplnénim na kvadraty upravime do tvaru

Q(I[,IBQ) (yl - 2) - 4y2 +6= (y. — 2)2 _ 2(2y2 - 3) = Zf - 222 =0.

Tvar Q(z), 22) = 22 — 225 = 0 je tedy normélnim tvarem zadané kvadriky a pfislusnym zobrazenim, jez formu
Q(z1,z2) na normalni tvar prevadi, je

21 =x1+x22—2
29 = 2.’L‘2 - 3,
resp.

21
+

5

-

|
D= N
(SR

22

Z normaélniho tvaru je tedy zrejmé, ze zkoumanou kuzeloseckou je parabola, jejiz osa neni rovnobézna se
souradnymi osami (viz obrazek).



5.2.20 Priklad

Naleznéme normalni tvar a nazev kvadratické plochy
Q(zy,x2,x3) = 12 — 22,29 — dTox3 + 20123 — 202+ 1 =0 (5.17)
a transformaci & = M 7 + 3, ktera ji na normalni tvar pfevadi. Kvadraticks forma
a1, 22,73) = 72 — 23129 — 42223 + 27173 = (T — T2 + w3)2 — (29 + x3)°

je formou parabolickou. Pro prvni transformacni vztahy plati

=& -T2t x3
Yo =22+ 23

Yz =3

T =y +y2 — 2y
I2 =Y2 — Y3

T3 =Y3.

Odtud

QWi y2,ys) =vf —ys 22 —ys) +1 =97 — (g2 - 1)* +2p3 + 1 =0.
Normalnim tvarem vySetiované kvadriky je tedy Q(z1, 22, 23) = 2f — 22 — 223 = 0, &ili se jedna o hyperbolicky
paraboloid. Druhé transformacni vztahy jsou

2y =% =2
29 =Yz — 1 y Y2 =29+ 1
23=-ys—1 ) ys = —z3 — L.
Celkem tedy
z) 11 -2\ (=a 3
F=| 2o | =] 0 1 1 z |+ 2 | =Mz7Z+5
3 00 -1/ \ 2z 1

Hyperbolicky paraboloid zZ — 22 —2z3 = 0 lze vykreslit (napF. v prostiedi MATLAB) parametrickym vyjadfenim

¢ 0
23 = — (cos?(p) — sin®()) = - cos(2¢),

29 = p sin(y), 5

2z = g cos(yp),

kde ¢ > 0 a ¢ = (0,27) jsou tzv. polarni parametry.

Obrézek 5.6
Graficka vizualizace hyperbolického paraboloidu (5.17) v nediagonalnim tvaru.

Obrazek vyse byl ziskdm uzitim parametrickych rovnic

T 1 1 -2 0 cos(p) 3
2 =1 0 1 1 o sin(y) + 2
Ty 0 0 -1 9; cos(2¢) -1

kde ¢ € (0,4) a ¢ = (0,27).



5.2.21 Poznamka

V této pozndmce uvedeme diagonalni tvary a vyobrazeni nékterych reainych kvadrik v R®. Kladné reslné
konstanty a, b a ¢ budeme nazyvat poloosami. Podotykame, ze dvojici signatur SG(Q) a sg(Q) je kvadrika
urcena jednoznacné. Navic plati, ze zaménime-li prvni a druhy ¢len u obou signatur, typ kvadriky se neméni.
Tedy kvadriky se signaturami SG(Q1) = (71, 72.73), sg(Q1) = (51, 52,33) a SG(Q2) = (ro,7m1.73). 8g(Q2) =
(82,81, 83) jsou shodného typu. My se zde pfidrzime Gmluvy 5.2.14, a budeme tedy uvazovat pouze takové
normalni tvary, pro néz s; > ss.

1. Elipsoid

Vsemi tfemi zakladnimi fezy (rovinami x; =0, z; = 0 a x3 = 0) jsou elipsy.

2. Dvoudilny hyperboloid

2 23 a3

a2 p? 2

Zakladnimi fezy jsou dvé hyperboly a jedna elipsa. Rez rovinou z3 = d € (—c, ¢) je prézdna mnozina.

3. Elipticky paraboloid

T LT oT g
o? b2 c

Zakladnimi fezy jsou dvé paraboly a jedna elipsa.



4. Jednodilny hyperboloid

Zskladni fezy jsou dvé hyperboly a jedna elipsa.

5. Hyperbolicky paraboloid

Y

Zakladnimi fezy jsou dvé paraboly (obrézek vlevo) a jedna hyperbola (obrazek vpravo).

6. Elipticky valec

T, T _

a2 b




7. Hyperbolicky valec

2 2

@ ]
8. Parabolicky véalec

2
:l?l $2
I _9%2 _
a? b

9. Elipticky kuzel
2 2 2

a2 b 2

5.2.22 Priklad

V tomto piikladé budeme demonstrovat uZitenost probirané teorie pfi fedeni obycejnych diferencidlnich rovnic.
Budeme hledat nelinearni formaini fedeni diferencialni rovnice

v (% + dzy — 42%) = 2(y? — 4oy — 42?)

a stanovime, jakou kfivku v R? toto formélni feSeni predstavuje a kterymi vyznamnymi body prochazi. Jedna
se o homogenni diferencialni rovnici, pro niz zavedeme substituci y(z) = z(x)z. Linearni fedeni tentokrat
hledat nebudeme. Zminénou substituci prejde zadana rovnice na tvar

22— 4z -4

z’r-+—z= —_——
224+ 4z-4



Po snadné separaci dostavame

2244z -4 .o ld;z:
234+ 2:24424+8

2 +4z-4 R
(z+2)(22+4) ~  «x

-1 + 2z dy = ld:r
z4+2  4+z2) 0 x

4+ 22
ln(z+z)——ln(;r)+[:

4+z2 C
2+z x

Nyni se navratime k pdvodni funkci y(z). Tak ziskdme rovnost
42? + y* = 20z + Cy.

kterou po Gpravé na Etverce redukujeme do tvaru

L\?* C\* 2
i(=-2) +(-3) =%
Zde je jiz patrno, ze se bude jednat o elipsu. Oznacime-li K := /2, mame
2
G2 Gk

(2

Detekovana elipsa ma stied v bodé § = (K/2,K), velikosti poloos a = @K, b = V2K a pro libovolné K # 0
prochazi pocatkem soufadného systému (viz obrazek).

y

{St'sz)=(K/2’ K)

v

Obréazek 5.7
Graf formalniho fedeni rovnice ¥’ (y? + dxy — 4x?) = 2(y? — 42y — 42?).



5.2.23 Poznamka

V této poznamce budeme klasifikovat regularni kvadriky v prostoru R,

normalni tvar nazev SG(Q) | sg(Q) | centralnost
+ri+zi+ai+1=0 imaginarni eliptikon (5,0,0) | (4,0,0) ano
ri+ri+ri+a3-1=0 eliptikon (4,1,0) | (4,0,0) ano
x + a3 + x5 —x3+ 1 =0 | dvoudilny elipticky hyperbolikon | (4,1,0) | (3,1,0) ano
xf + 23 + 23 — 23 — 1 =0 | jednodilny elipticky hyperbolikon | (3,2,0) | (3,1,0) ano
24 al -2 +1=0 hyperbolicky hyperbolikon (3.2,0) | (2,2,0) ano
i+xd+al-204=0 elipticky parabolikon (4.1,0) | (3,0,1) ne
i +ad 22 -20,=0 hyperbolicky parabolikon (3,2,0) | (2.1,1) ne

5.3 Cviceni

Cviceni 5.1
Lagrangeovym algoritmem urcete normalni tvar a polarni bazi kvadratické formy

q(z1,72,23) = 7% + 473 + 372 + 22,25,

Cviceni 5.2
Pro kvadratickou formu ze cviéeni 5.1 urcete polarni bazi pfimou metodou.

Cviceni 5.3
Naleznéte vsechny hodnoty parametru a € R, pro néz je uvedens kvadraticka forma a) pozitivné, b) negativné
definitni.

o(Z) = (1 + a)zi + (da + 1)z3 + (a — 1)z2 + 2(1 — 2a)x 122 + 27,23 + 2273

Cviceni 5.4
Pro kvadratickou formu
q(Z) = 2} + 23129 + 373 + 27013 + 23

stanovte signaturu, typ, regularitu, normélni tvar, polarni bazi a transformaci &£ = M ¢, kterd danou kvadra-
tickou formu prevadi na normélni tvar.

Cviceni 5.5
Rozhodnéte, zda maize vektor @ = (0, —39,())T byt soucasti polarni baze kvadratické formy ze cviceni 5.4.
Pokud ano, zkompletujte ji.

Cviceni 5.6
Pro kterd A € R je kvadraticka forma

q(T) = 2% + 22 4+ 522 + 2\z129 — 22123 + ATo23
1 2 3

pozitivné definitni v R3?

Cviceni 5.7
Naleznéte regularni linearni transformaci, ktera prevadf kvadratickou formu

q(f) = 2.’1.'2 + 91’2 + 31‘2 + 8.’1)1‘.1,‘2 — 4;1,‘1.7:3 - 101‘2:173
1 2 3

na kvadratickou formu
r(#) = 2y + 3y5 + 63 — 412 — dniys + Sy2ys.

Cviceni 5.8
Naleznéte polarni bazi kvadratické formy q(F) ze cviceni 5.7.



Cviceni 5.9
Naleznéte normalni tvar kvadratické plochy

) 1
Q(z1,x2) =$¥ - +12+1'11?2+§:C%— 3 =0

a transformaci 7 = M Z, ktera ji na normalni tvar prevadi.
Cviceni 5.10
Naleznéte normalni tvar a typ kuzelosecky
5c2 —~ 22,79 + 513 — 4z + 2022 + 20 = 0.
Cviceni 5.11
Naleznéte stied kuzelosecky
251% — 142,75 + 2575 + 642, — 6412 ~ 224 = 0.

Cviceni 5.12
Urcete typ a normélni tvar nasledujicich kvadrik:

® 3 :r?—21‘,:172—41721‘3+‘21'1r3—2x2+1=0
eb T\ x2+Tx3+ 173 =0

®
aj

)
)
) zi+zi+23 -4z, — 622+ 1023 +29=0
)

e
(=%

2.’1)% +.’L‘% - 2.’171.’122 +21'11'3 - 2.’[2 -3=0

23% + 31;12% - 21‘% + 161‘11‘2 - 4:::13:3 - 20332.1‘3 =16

[ ]
®

)
) 522 + 47,79 + 27173 + 222 + 22073 — 22, = 2

@
-

o g) 22 + 22 + 323 — 22172 + 67173 + 67273 + 4Ty + 812 =1

e h) 273 + 223 + 22122 — 22123 — 22223 — 222 + 223 =1

o i) 4x? + 1713 + 3023 — 162,72 — 82,73 + 262273 + 422 + 2023 +4 =0

e j) 2% + 472 + 73 + 43129 — 22173 — 42073 + 611 + 272 = 1

o k) 2x? + 1922 + 213 + 127,75 — 47,23 — 202273 — 472 — 1623 — 12 =10

o) z?+a2i+2%- 2007347, +222-223+1=0.
Cviceni 5.13
Rozhodnéte, zda je kvadrika

51‘? — 4129 + 825 + 81% + 4xox3 + 5.r§ — 86x; — 889 + 3223+ 161 =0

regularni.

Cviceni 5.14
Zapiste normalni tvar kvadriky, majici hlavni signaturu (3.1.0) a vedlejsi {2, 1,0). Stanovte jeji nazev.

Cviceni 5.15
Pomoci metody fezil naértnéte viechny kvadriky v R™.

Cviceni 5.16
Naleznéte viechny polarni baze kvadratické formy

q(f) = :cf + Ig + 11.’1:?; + 2.’1:3 + 6.'£§ + 62123 + 22125 + 21023 — 22924 — 22374 + 21375,

obsahujici vektory @, = (1,0,0,0,0)7, 4 = (0,1,0,0,0)7, 43 = (-3,-1,1,0,0)T a @4 = (0,1,0,1,0)7. Na
zakladé znalosti jedné takové baze stanovte transformaéni vztahy ¥ = Mg, které danou kvadratickou formu
prevadéji na normalni tvar, a tento zapiste. Jaka je signatura uvedené formy?



Cviceni 5.17
Kvadrika s absolutnim &lenem ¢ = —3 je zadana pomoci matice své roziifené kvadratické formy
-3 2 13 -~12
2 1 5 =2
13 5 24 -7
-12 -2 -7 -5

Afeg) =

Stanovte jeji normalni tvar, nazev, hlavni a vedlejsi signaturu. Dale rozhodnéte, je-li zadana kvadrika centraini
a regularni. Naleznéte polarni bazi Bp v prostoru R3, které je generovana prisludnou kvadratickou formou.

Cviceni 5.18
Naleznéte vSechny hodnoty parametru A € R, pro néz je kvadraticks forma
2% + (A% + 1)y? + (6 — 5)2% + 2Azy — 4xz — 2Ayz
pozitivné semidefinitni.
Cviceni 5.19

Pro kvadratickou formu
q(%) = 77 + 2z 22 + 22% — 27923

urete signaturu, typ, normélni tvar a polarni bazi obsahujici vektor (—1,0,0)T, pokud existuje.

Cviceni 5.20
V prostoru R? sestrojte polarni bazi Bp generovanou kvadratickou formou

q(%) = Qz:f + zg - 2z§ + 62,22 + 42123 + 27973,
spliujici nasledujici pozadavky:
e (-1,2,1) € Bp
e 3i e Bp: (@](1,0,0)), =0.

Na zakladé znalosti polarni baze sestavte transformaéni vztahy & = Z(), které zadanou kvadratickou formu
prevadéji na jeji normalni tvar. Tuto transformaci provedte.

Cviceni 5.21
Naleznéte viechny hodnoty parametru a € R, pro néz je zadan4 kvadraticka forma

o(F) = (1 — a)2? — 423 + (a® — 6a + 5)x2 — 4z122 + 2(a — 1)z,23 + 42273

negativné definitni.

Cviceni 5.22
Kvadrika s absolutnim ¢lenem ¢ = 60 je zad4na pomoci matice své rozsirené kvadratické formy

Afer) =

Stanovte jeji normalni tvar, nazev, hlavni a vedlej3i signaturu. Dale rozhodnéte, je-li zadana kvadrika centralni
a regulérni. Naleznéte polérni bazi Bp v prostoru R3, ktera je generovéna prislusnou kvadratickou formou.

Cviceni 5.23
Zapiste normalni tvar kvadriky, majici hlavni signaturu (2,1, 1) a vedlejsi (2,1,0). Uved'te jeji nazev.



Cviceni 5.24
Necht je v mnoziné R* dana kvadraticks forma

q(Z) = 22 + 222 + 923 + 18z + 22122 + 42173 — 22174,

Uréete jeji typ, normalni tvar, signaturu a typ definitnosti.

Cviceni 5.25
Naleznéte polarni bazi kvadratické formy

q(Il,I2,$3,I4) = l’f +3.’L‘% - IL‘§ + 4x119 + 62173 — 21y.09 + 187273 — 6x9x4 — 223%4,

obsahujici vektory @, = (1.0.0,0)T, @y = (=2.1.0.0)T a @iy = (—9,3,1.0)7. Na zakladé znalosti takové baze
stanovte transformacni vztahy ¥ = M ¥, které danou kvadratickou formu pfevadéji na normalni tvar a tento
zapiste. Jaka je signatura uvedené formy?

Cviceni 5.26
Kterou z nasledujicich kvadratickych forem

° a) yi +y3 — 2ye + 2yays.
o b) y? +3y3 + dy1y2 — 2y1ya — 229,
e c) —4y] +8y3 + 3y}
lze prevést regularni linearni transformaci na kvadratickou formu

q(T) = If + 51:% -+ 16x§ +4x,17 — 2r113 — 12X0237

Cviceni 5.27
Pro kterd a € R je kvadraticka forma

gFH=01-a)z?+(1- a)r2 + (4 = 2a — a®)r? + 2(1 + a)zy122 — 22123 — 22223
1 2

pozitivné definitni v R*?

Cviceni 5.28
Dokazte, ze otoceni

Y1 cos(y) sin{y) O o
y2 | = | —sin(y) cos(y) 0 T2
Y3 0 0 1 T3

o thel  kolem osy x3 je ortonormalnim zobrazenim ve tfidimenzionalnim prostoru R3.

Cviceni 5.29

Rozhodnéte o platnosti nasledujici véty: Necht je dana kvadratickd forma ¢(7) v R" s nenulovou matici
A. Necht A, (i € 7) jsou hlavni minory matice A. Pak g(T) je pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz
vier: A;j>0asoucasne Jier: A, =0

Cviceni 5.30
Naleznéte viechny hodnoty redlného parametru 3, pro které Ize kvadratickou plochu

If + 223 + 18r§ + 1321‘3 + 2r12p — 2r 13 — 21 7y + 6xox3 — 62274 + (20 - 16)23T4 = 1

prevézt regularni transformaci na plochu y? + y3 + 3 + yf = 1.

Cviceni 5.31
V zavislosti na hodnoté redlného parametru u rozhodnéte, jaky Gtvar vymezuje rovnice

22 4 4z + 1722 — 2y + 672 + 62(3 — p) + 2% — 2zy = 9p? + pu - 5.



Cviceni 5.32
V zévislosti na hodnoté rediného parametru i rozhodnéte o typu definitnosti kvadratické formy

—z} — (4 + 6p)23 — u’x? — 2ux, 70 — 82,73 — 20uT073.
Cviceni 5.33
Pro kvadratickou plochu
Q(zy,22,73) = :c% + 243:% - 5x§ + 10z 22 — 4z 73 — 142023 + 421 + 2622 —~ 2423 -3 =0

stanovte normalni tvar, nazev, hlavni a vedlejsi signaturu. Déale rozhodnéte, je-li zadana kvadrika centralni
a regularni. Zdiivodnéte! Naleznéte polarni bazi v prostoru R3, ktera je generovana prislusnou kvadratickou
formou.

Cviceni 5.34
Pro kvadratickou plochu

a:2+8xy+8xz+4y2+2yz+4z2+a:r+by+cz=l

naleznéte ¢isla a,b,c € R tak, aby bod (2, —4,6)T byl jejim stredem.

Cviceni 5.35 _
Naleznéte posledni vektor X = (xx, ya,ux,vA)7, jeZ spolecné s vektory (2,1, -1,2)7,(3,1,0,2)Ta (—1,0.0, -=1)7
vytvafii polarni bazi kvadratické formy

—2u? + 2uv + 502 — 6vz + 222 — Suy — 4oy + 2zy - ¥2.

Jaka je signatura zadané formy? Neopomefite diskutovat feSiteinost Glohy.

Cviceni 5.36
Naleznéte viechny hodnoty parametru 3, pro néz méa kvadraticka plocha

4z% + dxy + Brz + 5y — 10yz + 1122 — 4z + 2y + 22 = 7
stfed v bodé (2,0, 1)7.

Cviceni 5.37
Naleznéte transformaéni vztahy z = z(r, s) a y = y(r, s), které kvadratickou formu

q(z,y) = z° — 6zy + 3
prevadéji na kanonicky tvar.
Cviceni 5.38
Naleznéte viechny hodnoty parametru ¢, pro néz lze kvadratickou formu
q1(%) = 2% + 62122 + 873 + 87123 + 38z73 - 333
prevést na formu
92(7) = yi = Byryz + 1593 + 6y1ys — 24uys + 4lyays + (8 — £ — 462)y2.

Zapiste rovnice tohoto prevodu.

Cviceni 5.39
Naleznéte regularni linearni transformaci, jez pfevadi kvadratickou formu

¢(Z) = :rf + 8x120 + 15:3% + 27123 + 43973 — 3m§ — 22124 — 69T, + 22374
prevést na formu

a() = v + dy1yz + 3y2 + 6313 + 149203 + 8y2 ~ 2y1y4 — 6y2ya — 4ysya.



Cviceni 5.40
Naleznéte viechny hodnoty parametru £, pro néz je kvadraticka forma

() = 12 ~ By1ya + 17y% + 6y1y3 — 26y2y3 + 1193 + 241 y4 — 8y2ya — 48y2ya + 6ysya + 4ysya + (2+ £+ 48%)y]

pozitivné semidefinitni.

Cviceni 5.41
Naleznéte polarni bazi kvadratické formy

x? — 4y? + 7:% + 122y — 622 — 18yz
takovou, ze obsahuje vektor @ = (7.1,4)7 a jiny jeji vektor je kolmy (v obvyklém smyslu) k vektoru (0,1,0)7.

Na zakladé znalosti hledané baze sestavte transformacéni vztahy a zapiste normélni tvar, na néjz tyto vztahy
zadanou formu prevadeéji.

Cviceni 5.42
Klasifikujte regularni kvadriky v prostoru RS. Vytvoite vlastni nzvoslovi.



Kapitola 6

Metrické, normované a Hilbertovy
prostory

V posledni kapitole téchto skript se seznamime se 2akladnimi stavebnimi kameny budovani metrickych prostor.
Zavedeme obecné pojaté pojmy skalarniho souinu, normy ve vektorovém prostoru a nakonec také metriky.
Tyto tfi pojmy umozni nahlédnout mnohem obecné&ji na pojem okoli bodu a tudiZ i na vlastnosti odvozené,
jako napfiklad otevFenost & uzavfenost mnoZiny. Abstraktnéjsi pojeti vzdalenosti v metrickych prostorech pak
také povede k abstraktnéjsi definici konvergence posloupnosti.

6.1 Vychozi nerovnosti

V prvnim oddile shrneme zakladni nerovnosti, jejichz platnost mnohokréte zuZitkujeme pfi zavadéni zakladnich
pojmi této kapitoly.

6.1.1 Umluva

V celé kapitole budeme pod symbolem g rozumét realné islo takové, ze ¢ # 0 a g # 1. Symbol § pak bude
reprezentovat Cislo dané rovnosti

= 1. (6.1)

6.1.2 Veta

Necht a), az...a, jsou nezdpornd redlna Cisla. Pak plati

T 2 r
(Z a,) < 22012
i=1

i=1
Dokaz:
e nerovnost dokaZzeme indukci

e (Opravou
(a1 ~0a2)* >0

2a% + 202 > a? + a3 + 2010,
2(a? +a3) > (a) + a2)?
jsme prokéazali platnost vztahu pro r = 2
e predpokladdejme nyni, Ze
n 2 n
(o) <232

i=1 i=1



e pak ale

(rgai)z - (gai +an+1) (Ea,) +ahy <

n +1
< (Zai) +2a2,, < 2Za +2d2,, = 2nZa2
i=1

=1 =1

e tim je tvrzeni dokazano

6.1.3 Veta
Necht a > 0, b > 0 a ¢ > 1. Potom plati
ab g — + —. (6.2)

PFitom rovnost nastiva pravé tehdy, kdyz a? = b9.
Dakaz:
e pro b = 0 nebo a = 0 je platnost tvrzeni zfejma
e uvaimetedya>0ab>0
® pro pevné zvolené b > 0 budeme vySetiovat funkei

a?

(a) +bq ab
=TT

tato funkce je spojita na intervalu (0, 00) a v mnoziné (0, 00) ma derivaci

do a1
I = -5
da @

e uvazovana funkce je tedy klesajici na intervalu (O,bv—:'f) a rostouci na intervalu (bv_lf,oo)

e minimum funkce p(a) tedy nastsva v bodé a = bo_lf, tj. pro takova a,b, pro néz a9 = b9

hodnotou nalezeného minima je

7 g9 1 1
mlncp(a.)—a—--}---—a ¥t = (—+—_—1)=0
aeR¢ q q q q

tedy pro vSechny ostatni hodnoty je ¢(a) > 0, to jest plati vztah (6.2)

tim je tvrzeni dokazéno

6.1.4 Véta
Necht a > 0, b > 0. Necht dale ¢ < 1 a ¢ # 0. Potom plati

q q
@>%+%. (6.3)

Pfitom rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a9 = 9.

Dikaz:

e je ponechan &tenafi (viz dloha 6.1)



6.1.5 Veéta — Holderova nerovnost
Necht a;, ag,...,a, a by, by, ..., b, jsou nezdporna realna Cisla. Necht dale ¢ > 1. Pak plati

T T % T ‘s’
Zakbk<(2a2> (sz) . (6.4
k=1 k=1 k=1

Dikaz:

e pro @ = 0 nebo b = 0 je platnost tvrzeni ziejma

nenastane-li tento pfipad, polozme pro k € 7

a b
Ak = r—kql Bk = —kl (65)
9 r AR
(2oe=1af) (Z£=1 bg)
e potom plati X ) )
Al+A+...+Al=B{+Bj+...+Bl =1 (6.6)
e z véty 6.1.3 plyne
1 |
Ax By € —Az + -.AZ
q q

e odtud sectenim a uzitim vztahu (6.6)

+-=1

D e
C-TRE

i A B €
k=1

e zpétnym dosazenim za Ay a Bj ze vztahu (6.5) potom dostavame nerovnost (6.4), jez byla dokazat

6.1.6 Véta — Hdlderova nerovnost ¢. 2

Necht a1, @g....,a, a by, ba,....b, jsou kladna realn Cisla. Necht dale ¢ < 1 a ¢ # 0. Pak plati

zr:akbk > (Z aZ) q (Z b;';) N (6.7)
k=1 k=1 k=1
Dikaz:

e je ponechan ¢tenafi (viz Gloha 6.2)

6.1.7 Veéta -~ Minkovského nerovnost
Necht a1, a2.....a, a by, by, ..., b, jsou nezdporna redlna Cisla. Necht dale ¢ > 1. Pak plati
1 1 1
T 9 T q T 9
(Z(ak +bk)Q) < (Z az> + (Z bz) : (6.8)
k=1 k=1 k=1

Diikaz:
e pro ¢ = 1 je platnost tvrzeni ziejma

e pro ¢ > 1 uZijeme rozpisu

T T

Z(ak + bk)q = Z(ak + bk)q"lak -+ Zr:(ak + bk)q_lbk (69)

k=1 k=1 k=1

@& oznaCme
Cp = (ak + bk)q_l = (ak + bk)§



e z Holderovy rovnosti (6.4) pak dostdvame
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e podobné
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e

k=1

e z rovnosti (6.9) pak plyne

Ve NE e 3
Z@ku)e—zckmzckb,, (Z(aﬁbk)«) ((Z z) +(Zbg) )
k=1 k=1 k=1

r 1-4 T ¢ r :
(o) < () (2n)
k=1 k=1 k=1

o jelikoZ ale stile plati vztah (6.1), a tedy 1 — % %, plyne odsud dokazované tvrzeni

e odtud

6.1.8 Véta - Minkovského nerovnost ¢.2
Necht @y, az,...,a, a by, ba,...,b, jsou kiadn4 redlns &isla. Necht dle ¢ < 1 a g # 0. Pak plati

(Z(ak - bk)") (Z a") (z bz) % . (6.10)

k=1
Dikaz:
® je ponechan &tensfi (viz Gloha 6.3)

6.1.9 Poznamka
Véty 6.1.5, 6.1.6, 6.1.7 a 6.1.8 |ze zobecnit také pro komplexni &isla. Napf. pro ¢ > 1 a libovolnad @ € C” a
zakbk

b€ C plati ; :
Z laxbi| < (E Iakl") ° (Z Ibk,é) : (6.11)
k=1
(E lax + bqu) (Z(lakl + lbpcl)q) (Z |akj‘?) (i |bk|") ) _ (6.12)
k=1

k=1

6.1.10 Veéta — Bunakovského nerovnost

Necht a;, az,...,a; a by, b2,...,b, jsou libovolns komplexni &isla. Pak plati

Tr 2 r r
Doakbi| <D ekl Y bl (6.13)
k=1 k=1 k=1

Dikaz:

e tvrzeni vyplyva z nerovnosti (6.11) po dosazeni g = 2

6.2 Pre-Hilbertovy prostory

V této Casti kapitoly zavedeme obecny pojem skaldrniho soucinu. Zobecnime tedy skalarni souéin vektord
Z € R" a § € R" zavedeny na stiedni 3kole vztahem - 5= 3"_, zy:.



6.2.1 Definice

Necht V je libovolny vektorovy prostor nad télesem C. Zobrazeni (..} : V x V +— C nazveme skaldrnim
soucinem, jestlize spliiuje tzv. axiomy skaldrniho soucinu:

e levs linearita: pro viechna £, 7,7 € V a kazdé a € C plati {aZ + 2) = a(Z|2) + (§]2)

e hermiticita: pro viechna Z,7 € V plati (Z|§) = (§1T)"

e pozitivni definitnost: pro viechna Z € V plati (Z|Z) > 0 a navic (F|7) = 0 pravé tehdy, kdyz % = 0.
Dvojici {V,(.|.)} nazyvame pre-Hilbertovym prostorem.

6.2.2 Veta

Necht V je libovolny vektorovy prostor nad télesem C 2 {.|.) : ¥V x V — C skalarnim soucin. Pak pro viechna

-

7,9, Z € V a a € C plati rovnosti

Dikaz:

e je ponechan &tenafi (viz dloha 6.4)

6.2.3 Véta — Cauchy-Bunakovského nerovnost
Necht V je libovolny vektorovy prostor nad télesem C a (.|.) skalarni soucin na V. Pak pro viechna Z,7 € V

plati nerovnost
|(Z1#)| < V1) 7D (6.14)
Dgkaz:

e trivislng ovéfime, Ze pro # = 0 plati v Cauchy-Buhnakovského vztahu znaménko rovnosti

s podobné tomu bude, pokud je vektor 7 linearni kombinaci vektoru Z, tj. kdyz existuje A € C takové, Ze
y= AT

e pak totiz

(F]§)| = KFIAZ)| = IN*[I{E|2)] = A [{F}2)]

e a také

VIED) §19) = V(EIF) (AEIAD) = VI (ZIZ) (Z12) = VAR (E]2)? = |A(F]E)

e zbyva tedy zkoumat pfipad linedrné nezévislych nenulovych vektorli, kdy tedy pro viechna nenulovéd
A € C plati nerovnost AZ — 7 # 0

e v tomto pripadé tedy z axiomu pozitivni definitnosti vyplyva, ze
(A-gIAT-7 >0
e budeme nyni upravovat levou stranu této nerovnosti

e ziskame tak vztah
IAP(FF) — ME) — A(71T) + @19 > 0. (6.15)

e uvedeny vztah plati pro viechna A, my viak zvolime jedno specialné vybrané, a sice
(717) . _ &9
A= == = A=
{Z|Z) (F|Z)
o tyto dvé hodnoty dosadime do vztahu (6.15) a ziskame
(@D KADE  (@DP

@ Em @ o
e odkud jiz plyne nerovnost \
-LIAE + i > o

e tim je nerovnost (6.14) dokazana



6.2.4 Poznamka

Pokusme se rozresit otdzku, za jakych predpokladd zadiva hermitovska bilinesrni forma (viz také definice
(5.1.6))

any a2 ... Qi y;

- " Q31 Q22 ... Q2 y;
9(Z,9) =TAT = (z1,22,...,2,)- | . R N (6.16)

Gr1 Qr2 ... Qrr y:

skalarni souin v C”. Axiom levé linearity je spinén trividlng. Spinéni axiomu hermiticity je zaruceno tim, ze v
definiénim vztahu (6.16) je druhy vektor zpracovavan v komplexné sdruzené podobé. Aby ale byl splnén poza-
davek pozitivni definitnosti, musi byt pfidruzena kvadraticka forma g(Z, Z) pozitivné definitni. Jako dasledek
tedy: Kazds bilinearni forma qq(Z, ) v R", jejiz pfislusna kvadraticka forma g(&) je pozitivné definitni, zadavs
na R" skalarni sou€in, tzv. A—skalsrni soucin

(T|Y) == qq(Z,7) = TTA 7. (6.17)

Standardni skalarni soucin

r

@) = ziys =G = 17 (6.18)

=1

je tedy specialnim pfipadem obecného souginu (6.17). Budeme ho nadale znacit symbolem (F|7)..

6.2.5 Definice

Necht V je libovoiny vektorovy prostor nad télesem C a {.|.) : V x V — C skalarni souin. Rekneme, ze
vektory Z,§ € V jsou ortogonaini a oznatime Z L §, plati-li pro né rovnost (£|7) = 0. Rekneme, Ze mnozina
vektord {Zy,%2,...,&} je ortogonaini ve V, plati-li implikace

i#j = #1137
6.2.6 Poznamka

Je-li A—skalarni soutin zaveden maticovym vztahem (6.17), splyva pojem ortogonality z definice 6.2.5 s
pojmem g—ortogonality z definice 5.1.31.

6.2.7 Poznamka

Platnost Cauchy-Buhakovského nerovnosti skytd moznost zavést obecny dhel Z(Z,7) mezi vektory ¥ a §
vektorového prostoru C™. Zavadime ho definiénim vztahem

D L./
cos(Z(&,%)) = TG

6.2.8 Veta

Necht je dén vektorovy prostor V nad t&lesem R. se skal&rnim sou&inem. Necht 7, ¥ € V jsou libovolné dva
nenulové vektory. Pak T a § jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz plati rovnost

(E = (FF) - (7). (6.19)
Dikaz:

e dokazeme nejprve prvni implikaci

- necht tedy existuje A € R takové, Ze §f = \Z
- pak pro levou stranu dokazované rovnosti plati

(29)" = (#2)" = (\(#12))” = (M312))* = 22 (21z)°



~ pro pravou stranu dokazované rovnosti plati
—] = - = —| -’ P d P ) = 2
(7)) - (71F) = (FIF) - (MFIAE) = AN (Z|F)" = X (Z]Z)
~ tim je prvni implikace dokdzana
e dokézeme nyni druhou implikaci

~ necht tedy plati rovnost (6.19)
— jelikoz & a §f jsou nenulové, plati také, ze (Z|Z) # 0 a také (§17) # 0
— uvazme sérii rovnosti

(§ = AZIF — AZ) = (G1F) + (F1 — AD) + (= AZ|F) + (—AZ] - M%) =
= (19) — M@IF) — ME|F) + A{Z|E) = (FI§) - 2AFIT) + N (F|Z)
protoze ale na reslném vektorovém prostoru plati rovnost (§1%) = (Z|7), vychazi odtud rovnost

(7 - AZ|§ = M%) = (\/@1;7) - A\/(f|f))2.

jelikoz /(17 a \/(f|f> jsou dvé redind nenulova &isla, lze jisté nalézt takové A # 0, Ze plati

rovnost
VA19) = A/ (EIE)

pak ale pro ono vypoctené A dostavame
(1}‘— AE|T—AT) =0

ze tietiho axiomu skalarniho soudinu odtud vyplyva, ze § — AZ = 0, tedy Ze 7 je A—néasobkem
vektoru T, coz zavriuje dikaz

6.2.9 Priklad

Uvazujme mnozinu %, 5y viech funkci f(z) : R — R spojitych na intervalu {(a,b). Neni tézké prokazat, ze
apy je vektorovy prostor nad télesem R. Ukazme, ze pfedpis

b
(f(@)lg(z)) = / f(z)g(z) dz (6.20)

zavadi na #, ) skalarni soucin. Zvolme libovoiné f(z),g(x), h(z) € Fas) 2 @ € R. Snadno

b b
(af(2)lg(x) = / o f(z)g(z)dz = a / f(2)g(z) dz = a{f(z)|g(z)).

b b b
(f(z)+h(z)lg(z)) = / (f(z)+h(z))g(z)dz = / f(x)g(x) d1+/ h(z)g{z)dz = (f(z)|g(x))+(h(z)|g(z))-
Ovéreni hermiticity (zde symetrie) je také snadné:
b b
t@lg@) = [ f@e@ = [ g@)f(z)ez = G-

Zbyva dokazat pozitivni definitnost. Spinéni nerovnosti

b
F(@)f(z)) = / Pz)dr >0

je zaru&eno trivialné a implikace

b
(F(@)f(@)) = / Pla)az=0 o f(z)=0

je diisledkem skutecnosti, ze funkce f2(z) je jednak z definice prostoru ., 4) Spojité a také nezaporna. Integral
z takové funkce miize byt nulovy pouze tehdy, je-li tato funkee nulova. Cili prostor

{'Za,b) ) (.f(x)lg(x» }

je prostorem pre-Hilbertovym. Je ale dilezité si uvédomit, Ze pripustime-li v pfedchozich Gvahach nespojité
funkce, situace se razantn& zméni (viz napfiklad {15]).



6.3 Normované prostory

Na obecném vektorovém prostoru zavedeme nynf zobecnéni pojmu velikost vektoru.

6.3.1 Definice

Necht V je vektorovy prostor nad télesem C. Zobrazenf ||. || : V — R nazveme normou, jestlize spliuje tzv.
axiomy normy:

o nulovost: ||Z|| = 0 pravé tehdy, kdyz Z = 0
e trojithelnikovs nerovnost: pro viechna Z,7 € V plati: ||Z + ¢ < {|Z] + |7l
e homogenita: pro viechna Z € V a kazdé A € C plati: |AZ| = |A| |Z]| -

Dvojici {V, ||.||} nazyvame linesrnim normovanym prostorem.

6.3.2 Priklad

Ukazeme, ze pro libovolny prvek z € V z normovaného prostoru V s normou || .|| plati nerovnost ||Z]| > 0.
Nejprve snadno prokéZeme, Ze norma opaéného vektoru je stejnd jako norma vektoru piivodniho. Polozme
= —1. Pak z axiomu homogenity plyne

=2l = [-1[iZ]l = }Z]l -
Diéle pak v trojihelnikové nerovnosti poloime y := —z. Pak
12+ (=2)I| < |2}l + |-Z|

a nasledné 0 < ||Z]|.

6.3.3 Poznamka

Standardni normu vektoru £ € R", nékdy také nazyvanou normou euklidovskou, definujeme predpisem

Oviem podobné jako byl zobecnén skalsrni souin, miaze byt zobecnéna také norma. K tomuto zobecnéni ném
poslouzi nasledujici véta.

6.3.4 Veta

Necht (.|.) je skalarni soucin definovany na vektorovém prostoru V nad télesem C. Pak zobrazeni n(Z),

definované predpisem
n(Z) := V/(Z|2), (6.21)
je normou na V.
Ditkaz:
e ovéfime axiomy normy

e axiom nulovosti:

- je-li £ =0, pak
n(0) = /(0,0 = 0

- je-li n(Z) = 0, pak tedy (Z,Z) = 0, ale podle axiomu pozitivni definitnosti skalsrniho sou€inu toto
miiZe nastat pouze tehdy, je-li ¥ =0

— tim je ekvivalence pozadovand v axiomu nulovosti normy prokszana

e axiom trojihelnikové nerovnosti:



— provedeme nasledujici sérii Gprav
n%(Z +§) = (T +§IZ + ) = (12) + (F1§) + (7A1D) + @) =
= 2Re((Z])) + (&2) + @15 < 2[(ZFP| + 0*(Z) +n*(@)
- uzijeme-li nyni Cauchy-Buiakovského nerovnosti (6.14), dostévame
n?(£ +7) < 2n(@n(@) + (@) + 02(@) = (n(Z) + (@)’

— tim je dokazéno, ze
n(7+ ) < n(Z) + n(7)

e axiom homogenity:

- necht tedy A € C je zvoleno libovolné

- pak snadno

n(AZ) = VOEID = VAR V/(FD = VAP n(#) = |A|n(#)

e tim je prokazino, Ze zobrazeni n(Z) je normou na V

6.3.5 Definice

Necht (.|.) je skalarni soucin definovany na vektorovém prostoru V nad télesem C. Pak zobrazeni n(Z) defi-
nované vztahem (6.21) nazyvame normou generovanou skalsrnim soucinem.

6.3.6 Véta

Necht je dan vektorovy prostor V' nad télesem C a skalarni soucin (.|.). Necht ||.|| je norma generované timto
skalarnim soucinem. Pak pro kazdé &, § € V plati tzv. rovnobéZnikovd rovnost tvaru

I£ + 712 + |12 — §1* = 2l £ + 21|71
Dakaz:

|+ 7% + I — §)1* = (£ + AT+ §) + (& - §1F — §) = (F]D) + (TP + §12) + @GP+
(F|F) + (Z] - §) + (—91D) + (@) = 2T|F) + 2@ = 20|Z* + 2)17°

6.3.7 Veéta — Pythagorova véta

Necht je dan vektorovy prostor V nad télesem C a skalarni sou€in (.|.). Necht ||.{| je norma generovana timto
skaldrnim soucinem. Pak plati implikace

@p =0 = | +{FlI* =17+ 7>
Dokaz:
e jelikoz (Z]§) = 0, plyne z hermiticity skalarniho soucinu, ze také (§]%) =0

e déle snadno

£+ §1* = (T + 717 + §) = (|2) + (F1) + (F1E) + (719)

e a protoze prostiedni dva ¢leny tohoto souétu jsou nulové, plati

12+ 91* = (#18) + (@) = 12 + 71)°

6.3.8 Definice

Necht je dan vektorovy prostor V nad télesem C a dvé normy |||} a ||.||2. Rekneme, ze norma ||.[|2 neni
silnéjsf nez norma ||.|1, jestlize existuje o > 0 takové, Ze pro viechna Z € V plati

IZll2 < o |-



6.3.9 Definice

Necht je dan vektorovy prostor V nad télesem C a dvé normy ||.|l; a ||.||2. Rekneme, ze normy ||.[l; a ||.|2
jsou ekvivalentni, neni-li jedna siln&jsi druhé, t.j. existuji-li o, B > 0 takova, Ze pro viechna Z € V plati:

1€z S ell@ly A fiF] < B|Z]l2.

6.3.10 Veta

Je-li dimenze vektorového prostoru V kone¢n4, jsou kazdé dvé normy na V ekvivalentni.

Dokaz:
e viz [2]

6.3.11 Poznamka

Predesla véta je v teorii normovanych prostorii naprosto zasadni, nebot umoziiuje pfensset platnost Jistych
tvrzeni mezi dvéma normovanymi prostory {V,||.|l,} a {V,|l.ll,}. Plati-li totiz urcité tvrzeni o normé ||.||,
v normovaném prostoru {R", ||.||; }, plati analogické tvrzeni o normé ||.||> v normovaném prostoru {R",[l.,}-
Toho matematika hojné vyuziva predevsim v ditkazech vét z teorie funkce vice proménnych a ve funkcionalni
analyze.

6.3.12 Poznamka

Necht je dan vektorovy prostor V nad télesem C a skalsrni souéin (.|.). Necht ||.|| je norma generovana timto
skalarnim soucinem. Z véty 6.2.8 mimo jiné vyplyva néasledujici skute¢nost. Plati-li pro nenulové vektory 7 a v

rovnost
(&17) = 1121 - 7,
pak existuje kladné A tak, ze §¥ = AZ. Plati-li naopak rovnost
(@g) = -2 - 4,

pak je rovnost § = AZ splnéna pro jisté zdporné .

6.3.13 Veéta

Necht je dén vektorovy prostor V' nad télesem R se skaldrnim soucinem. Necht |.|| je norma generovans timto
skalarnim soucinem. Necht jsou dale zadany dva libovolné vektory &, % € V. Pak Z, 7 jsou linearné zavislé (ve
smyslu § = AZ, kde A > 0) pravé tehdy, je-li splnéna rovnost

12+ g1l = f|2]| + [|41]. (6.22)
Ditkaz:

e dokizeme nejprve prvni implikaci

necht tedy existuje A € R takové, ze ¥ = AT
— pak pro levou stranu rovnosti (6.22) mame

12+ 91| = [|Z+ Az]| = 1+ A - |2
— pro pravou stranu vychazi
12 + 191l = )l + 1A 2] = (2 + Az

nyni jiz snadno prokizeme, Ze rovnost |1 4+ A| = 14 |A| nastava pravé tehdy, kdyz A > 0

e dokézeme nyni druhou implikaci

- necht naopak plati rovnost (6.22), tj.

(& +91Z+ ) = (2 + |71)°*



— jelikoZ télesem v této vété je mnozina R redlnych isel, méni se hermiticita z definice skalarniho
soucinu na obyéejnou symetrii, €ili (F|§) = (§]F)

— odtud ale
(FT) + (GlF) + 2 (FF) = I1Z)° + (1712 + 2|7 - |71

(@) = 12 - i

— diky této rovnosti a vété 6.2.8 (v€etné poznamky 6.3.12) odtud vyplyva, Ze existuje nezaporné A
takové, ze i = AT

— tim je diikaz zakoncen

6.3.14 Veta

Necht je dan vektorovy prostor V nad télesem R se skalarnim soucinem. Necht ||.|| je norma generovana timto
skalarnim soucinem. Necht jsou dile zadény dva libovolné vektory 7, i € V. Pak 7, i jsou linearné zavislé
(pfesnéji 7 = AT, kde A € (—1,0)) pravé tehdy, je-li spInéna rovnost

2] = {la + ||z + 7| (6.23)
Dikaz:

e dokazeme nejprve prvni implikaci
— necht tedy existuje A € R takové, ze § = AT
— pak pro pravou stranu rovnosti (6.23) mame

7l + |2 + 7] = || AZ]] + ||& + AZ|| = I IZI] + L+ A - 1#])

- nyni jiz snadno prokazeme, Ze rovnost |A| + |1 + A| = 1 nastava pravé tehdy, kdyz A € (—1,0)
e dokazeme nyni druhou implikaci
— necht naopak plati rovnost {6.23)

— to mimo jiné znamena, ze ||Z|| = ||7]|

— ze vztahu (6.23) mame
(ZIZ) + (@17) + 2(&\@) = 121° + 171* — 2121 - |7

(lg) = -1l - 141
- diky této rovnosti a vété 6.2.8 (véetné poznadmky 6.3.12) odtud vyplyva, Ze existuje zaporné A
takové, Ze 7 = AT
— aby byla spinéna podminka ||Z]|| > ||7]|, musi navic platit [A| < 1
-~ tedy A € (—1,0)
- tim je diokaz zakonéen

6.3.15 Priklad

Necht je v prostoru R? zaveden skalarni soucin predpisem

13 Y1

. 6.24
3 10 Y2 ( )

(£7) = (z1,22) -

Necht jsou dény body @ = (—1,0) a b = (1,0). Naleznéme vSechny body ¢ € R? tak, aby trojahelnik Adbé byl
pravoihly a mél pravy thel pfi vrcholu ¢ Ulohu budeme nejprve fesit pro standardni skalarni soucin. Oznacme
tedy Fi=c—~ad=(cy+1,c2)ag:=¢—b=(c; — 1,e2). Aby ¥ L 7 v klasickém smyslu, musi platit

@FJ=ci+c-1=0,



tudiz viechny hiedané body ¢ lezi na jednotkové Thaletové kruznici c? + ¢2 = 1. V pripadé skalarniho soucinu
(6.24) pak musi platit

1 3 e — 1 ¢y +3cp — 1
(1 + 1,e2) Y = (a1 +1,¢9) e =0.
3 10 C2 3¢1 + 10co — 3

Tedy
C% + 10(’% + 6C1C2 - Cy — 3(‘2 = 0.

Jedna se o rovnici kvadratické plochy. Tvar vySetiime standardnim postupem.
Q(cr,¢2) = ¢ + 10c2 + 6crcp — 1 — 3ea = (€1 + 3e)* + % = 0.
Vhodnymi body ¢ jsou tedy takové body, jez vyhovuji rovnici
(C] + 3C2)2 +C§ =1,

jeZ predstavuje Thaletovu elipsu prochazejici body @ a b (viz obrazek).

Obrazek 6.1
Thaletova kruznice (&arkované) a Thaletova elipsa (plnou Earou).

6.3.16 Definice

Necht V je libovolny vektorovy prostor nad télesem C a (.|.) : V x V — C skalérni soucin. Necht |.|| je norma
generovana timto skalarnim soucinem. Rekneme, Ze mnozina vektor: {&),%2,...,%.} je ortonorméini ve V,
je-li ortogonalni a zarovei pro kazdé i € 7 plati ||;]| = 1.

6.3.17 Veta — Gramm-Schmidtév ortonormalizaéni proces

Necht V je libovolny vektorovy prostor nad télesem C a (.|.) : V x V — C skalarni sou¢in. Necht ||.!| je norma
generovana timto skaldrnim soucinem. Necht {7, € V : n € N} je mnozina linedrné nezavislych vektorti z V.
Pak existuje ortonormalni mnozina {Z,, € V : n € N} vektord z prostoru V takova, e pro kazdé k € 7 plati

[.1?1,372,- "vgk]A = [floi'lv'“ 1-7-1:k],\-
Dikaz:

e oznacme i = ¥

jelikoz ||| # 0, lze definovat

tedy |7, ]| = 1

poloime iy = o — (Yo|T1) T

pak plati (i2|7) =0



e protoze jsou vektory ¢, a 7 linearné nezavislé, je ||iz| # 0 a lze definovat

iia

=
|| |l

e mnozina vektord {Z),Z2} je ortonorméini a navic
[!71»?72]/\ = [fl v:E‘Z],\-
e dale postupujeme indukci

e necht mame sestrojenu ortonormalni mnozinu S,, = {7}, 72,..., T} takovou, ze [?71’372' e ‘37"‘]/\ =
[:I-/:l‘ 52! . e ';f""]/\

o uvazme prvek
m

1-L.m+l = gm-}-l - E(?jﬂﬂ-lljk) Tg

k=1
o ziejmé (@4 |Tk) = 0 pro kazdé k =n
e protoze dle predpokladii véty jsou vektory 71, %2, - - - . i, Ym+1 linearné nezavislé, je @,4+1 # 0
e definujme vektor
= ﬂ:m-H
I+l = 75—
41|
¢ pak je mnozina
S‘n’H—l = {fhf?v v afmvi:m+l}
ortonormalni ve V a navic
(1, 82s - s Emtr |y = [E12F20 -+ Toms Frnt] -

tim je ditkaz proveden

6.3.18 Priklad

Necht V je vektorovy prostor polynomii definovanych na uzavieném intervalu (0, 1). Necht je ve V zadana
spocetnd mnozina
S={l,z,z%, 2% 2% 2° ..}

linesrné nezavislych prvki z V. Skalarni souéin libovolnych prvké f(z), g(z) € V necht je podle vztahu (6.20)
na V zadan vztahem

UMMM=AfMWMm

Budeme nyni hledat ortonormalni ekvivalent k mnoziné S. Uzijeme Gramm-Schmidtiv ortonormalizaéni proces

diskutovany v predeslé vété. Jelikoz
1
1l = VAT =/ [ 1aw =1,

je tedy prvni z hledanych funkei funkce ¢, (z) = 1. Daéle protoze

1
(|4 (x)) =/0 zdr = —é,

polozime uy(z) = = — % Pak tedy {x — %|1) = (). JelikoZ f{; (J: - %)2

funkce €5(x) = V3 (2x — 1). Dale

dz = 75, je druhou z hledanych funkci

1
@) = [ ata= .
0 3

(22|ly(z)) = V3 /112 (2x — 1)dx = —1—
0 2V3



Proto dle Gramm-Schmidtovy procedury klademe

. 1 1
U3=11’2—-3‘—§(217—1)=;1;2—;1,'+6.

Z normalizace (|us| = 735 pak plyne, ze ¢3(x) = /5 (62% — 62 —~ 1). Analogicky ¢4(x) = V/7 (2023 — 3022 +
12z — 1), €5(z) = VI(702* — 1402® + 902 — 20z + 1) atd. Timto zptsobem obdrzime tzv. Legendreovy
polynomy ¢,,(x) vyhovujici rovnosti

1
/ b ()b (2) Az = G-
0

Jejich nenormované priibéhy

€m ()
P = T /——
va2m —1
vykreslujeme v nasledujicim grafu.
s 8,0
1
X
1
Obrazek 6.2

Nenormované Legendreovy polynomy.

6.3.19 Priklad

Ukazeme nyni, jakym zplisobem zavést normu na prostoru matic. Necht .# je vektorovy prostor viech tver-
covych matic fadu 7 nad télesem R. UkadZzeme, ze zobrazeni

n(A) := max{|A;;| : i, € 7}
definuje na .# normu. Rovnost n(A) = 0 nastéva pravé tehdy, kdyz A je nulovou matici. Nerovnost
n(A + B) < n(A) + n(B)
plyne z faktu, Ze maximalnim elementem matice sou¢tu miize byt soucet maximalnich elementéi obou matic,
a to jeSté pouze v pripadé, Ze se tyto dva maximalini elementy vyskytovaly na stejné pozici jak v matici A, tak
v matici B. Dile pro « € R

n(aA) = max{|a Aj;| : i,j € T} = |o| max{|A;;|: i,j € 7} = |a| n(A).

O normu se tudiz jedna.

6.4 Metrické prostory

Treti ze zakladnich pojmii této kapitoly je pojem metriky, tj. zobecnéni pojmu vzdalenost. Jemu bude vénovana
tato sekce.



6.4.1 Definice

Necht M je libovolna neprazdnd mnozina. Zobrazeni ¢ : M x M — R nazveme metrikou, jestiize spliuje tzv.
axiomy metriky:

e nulovost: p(x,y) = 0 pravé tehdy, kdyz z = y
e symetrie: pro viechna z,y € M plati o(z,y) = o(y, z)
e trojuhelnikovs nerovnost: pro viechna .y, z € M plati p(z, z) < o(z,y) + o(y, 2)

Dvojici { M. o} nazyvame metrickym prostorem.

6.4.2 Poznamka

Poviimnéte si, ze na rozdil od skalarniho soucinu a normy je metrika definovana na obecné mnoziné, ne tedy
nutné na prostoru vektorovém,

6.4.3 Priklad

Ukazeme, Je pro libovolné prvky z,y € M z metrického prostoru A s metrikou g plati nerovnost o(x,y) > 0.
Polozme v trojihelnikové nerovnosti 2z := z. Pak g(z.z) € o(z,y) + o(y,z) a nasledné za pouZiti prvniho a
druhého axiomu ziskavame 0 < o(x, y).

6.4.4 Veéta

Zobrazeni zavedené predpisem

=y (6.25)

je metrikou na libovolné mnoziné Af.
Dikaz:
e trivialni

6.4.5 Definice

Metriku zavedenou mnoziné A vztahem (6.25) nazyvame trividlni metrikou.

6.4.6 Véta

Necht p > 1. Pak zobrazeni zavedené predpisem

i
P

Qp(-i“m = (lek - yklp) (6.26)

k=1
je metrikou v R".

Dikaz:

e vlastnosti nulovosti a symetrie jsou splnény trividlné

e trojuhelnikova nerovnost je spinéna podle vztahu (6.12), kde klademe ax = zx — yk, bk = Yn — 2. @
tedy ax + b = 2k — 2%

6.4.7 Definice

Metriku zavedenou na prostoru R”™ vztahem (6.26) nazyvame p—metrikou.



6.4.8 Veta
Zobrazeni zavedené predpisem

o(Z,§) := max |z; — y; (6.27)

1<igr
je metrikou v R".
Dakaz:
e vlastnosti nulovosti a symetrie jsou opét spinény trivialné
o trojiihelnikovd nerovnost vyplyva z nerovnosti
lzi ~ wil < |20 — &) + |z — il < 0(F, 2) + 0(Z,9)
e jelikoZ kazdy rozdil |z; — y;| je mensi nez o(Z, 2) + o(Z, §) plati take, ze

max |z; - yi| < 0(Z,2) + 0(Z,7),
1<igr

coz bylo dokaszat

6.4.9 Definice
Metriku zavedenou na prostoru R™ vztahem (6.27) nazyvame o —metrikou.

6.4.10 Poznadmka

Vztah mezi o —metrikou a p—metrikou mize byt vyjadien rovnici

o(Z,9) = lim oy(Z,§).

6.4.11 Poznamka
Specidlnimi pfipady p—metriky jsou tzv. sitovd metrika (p = 1)
a@E =) |z~ ul
t=1
a klasicks tzv. euklidovsks metrika (p = 2)

n

0e(E, ) i= | (2 — yi)2.

=1

6.4.12 Poznamka

Mezi sitovou, euklidovskou, obecnou p—metrikou a o—metrikou plati nasledujici vztah. Necht p > 2. Pro
kazdé £,y € R" plati
0(547) < Qp(f’m < Qe(fvm < 91(5137)-
Navic také
ep(Z,9) < Yro(Z,§) < ro(Z,9),
kde tentokrat p 2> 1.

6.4.13 Definice

Necht { M, o} je metricky prostor s libovolnou metrikou g(z, y). Necht A, B jsou libovolné podmnoziny mnoziny
M. Vzdslenosti mnozin A a B rozumime Eislo

dist(4, B) :=inf {o(z,y): 2€ A A y € B}.
Vzdilenost bodu a € M od mnozZiny A C M definujeme jako

dist(A4, a) := dist(4, {a}).



6.4.14 Veéta

Necht je dan vektorovy prostor V a norma ||.|[. Pak zobrazeni ||Z — ]| je metrikou na V.

Dokaz:

e je ponechan ctenéfi (viz dloha 6.5)

6.4.15 Definice

Metriku zavedenou na vektorovém prostoru V vztahem ||Z — ¢l nazyvame metrikou generovanou normou.

6.4.16 Poznamka

Z definic 6.3.5 a 6.4.15 vyplyva, Ze zdkladnim stavebnim kamenem (generstorem) zkoumanych prostoril je
skalarni soucin. Pomoci ného Ize totiz definovat normu a pomoci této normy pak metriku.

6.4.17 Poznamka

Z poznadmky 6.3.11 plyne nasledujici fakt pro metriky p, g generované po Ffadé normami |I.||; a ||.||2. Plati-k
urcité tvrzeni o metrice p v metrickém prostoru {R", o}, plati analogické tvrzeni o metrice § v metrickém
prostoru {R", g}.

6.4.18 Definice

Necht jsou ve vektorovém prostoru V dany dva body @ a b. Pak useckou s krajnimi body & a b rozumime
mnozinu . .
—ab:={TeV:=a+t(b-a), te(0,1)}.

6.4.19 Definice

Necht je zadan vektorovy prostor V. Rekneme, ze mnozina M C V je je konvexni ve V, jestlize pro kazdé dva
body Z,7 € M plati «— T3 C M.

6.4.20 Veéta

Necht je dan normovany prostor {V, .||} a metrika o(Z,%) : V x V — R generovan4 uvedenou normou. Necht
jsou dany body T, 7. Z € V tak, ze bod Z lezi na useéce — Ty. Pak plati

o(Z,9) = o(T.2) + 0(Z. 7).
Dakaz:
o necht 7 € T
e pak existuje t € (0,1) tak, Ze Z=F + t(§ — 7)

e tudiz
o) = ||+ t(7—-Z) -7l = |1t - D) = It} - |17 — ZIl = [t|o(Z, ) = to(Z.F)

e dile

o7 ) =F+t@-2) - gl =t - D@ - =t - 1]- |§ - Z| = |t — 1]e(Z,9) = (1 - t)o(Z,7)

odtud pak
o(Z,2) + o(Z,7) = to(Z,9) + (1 - t)e(Z, ) = o(Z,7)

6.4.21 Poznamka

Upozoriiujeme, Ze predeslé tvrzeni plati pouze pro metriky generované normou. Napf. pro trivialni metriku
tvrzeni neplati, nebot pro body 7 = (0,0), ¥ = (2,0) a 2= (1,0), jez zjevné lezi na jedné pfimce, plati

EH=1#7Z,2)+7(Z7=1+1=2.



6.4.22 Veéta

Necht je dan normovany prostor {V, |||} a metrika o(Z, 7) : V x V — R generovani uvedenou normou. Necht
Jjsou dény body 7,7, Z € V tak, Ze plati rovnost

o(Z,9) = o(Z,2) + 0(2,9).
Pak 2’ lezi na Gseéce «— 7.
Ditkaz:

e z predpokladi véty plati
12 -9l = £ - 21| + |7~ 7|

e oznalme @ =% ~ 9, b:=7—F

o pak tedy 7 — i = b+ @ a plati ||@|| = ||3]} + || + a||

podle véty 6.3.14 tedy existuje A € (—1,0) takové, 3e b = Ad@

pak ale Z7— 7 = A(ZT ~ %)

polozme t = — X

pak =&+ t(§f — T), kde t € (0,1), coz bylo dokazat

6.4.23 Dasledek

Necht je dan normovany prostor {V, ||.||} a metrika o(Z, ) : V x V + R generovana uvedenou normou. Necht
jsou dany body 7,7,z € V. Pak
o(Z,9) = o(%,2) + o(Z, ¥)

pravé tehdy, kdyZ bod ' lezi na useéce s krajnimi body & a .

6.5 Hilbertovy prostory

Budeme nyni definovat tzv. Hilbertovy prostory, jejichz uZiteénost zhodnotime jiz v Gvodnich partiich funkcionaini
analyzy, dale pfi feSeni parcidinich diferencialnich rovnic nebo napf. v zakladnim kurzu kvantové mechaniky.
Nejprve ale roziifime pojem konvergence do obecnych metrickych prostorii.

6.5.1 Definice

Necht je dan metricky prostor {M, p} s libovolnou metrikou o. Rekneme, ze posloupnost (zn)oo, prvka z M
konverguje k prvku a € M, a piseme

lim z, = a,

n—oo
jestlize pro kazdé £ > 0 existuje ng € N tak, Ze pro viechna n > ng plati

o(zn,a) < e.

Je-li spinéna predchozi vlastnost, fikime, Ze poslouprost (z,)3%, m4 limitu rovnou prvku a. Posloupnost,
kterd m4, resp. nema limitu nazyvame konvergentni, resp. divergentni.

6.5.2 Véta

Necht je dan metricky prostor {M, ¢} s libovolnou metrikou o. Pak kazds posloupnost (za)22, prvki z M
ma nejvyse jednu limitu.

Dikaz:
e predpokladejme pro spor, Ze limp oo Zn = @, lim, oz, =baa#b

e z axiomu nulovost metriky vyplyva, ze p(a,b) > 0



z faktu, Ze lim,— oo Tn = a plyne

(Ve > 0}(3ny €N):  n>ny = p(zp.a) <

N

z faktu, ze lim, oo Zn, = b plyne

(Ve >0)(Ing € N):  n>ng = o(zn,b) <

N | ™M

polozme ny := max{n;,ny}

pak pro jakékoli n 2> ng plati

o(a,b) < ola,x,) + o(z,.b) < = +

H
o

r2 n
o)

tedy o(a,b) < ¢ pro jakékoliv kladné ¢

tudiz o(a,b) = 0. coz je ale spor s predpokladem, Ze a # b

6.5.3 Priklad

Rozhodnéme o limité posloupnosti

(o).

v metrickém prostoru {R?, p.} s euklidovskou metrikou a v metrickém prostoru {R?, 7} s trividlni metrikou.
V prvnim pfipadé |ze limitu pfimo vypocitat, jde totiz o standardni limitu

lim (}—l) = (lim l, lim l) = (0.0).
n—2oc nn n—>x< 1 n—xx N

Ovéime ovsem vysledek uzitim definice. Vezméme libovolné e > 0. Hledame ny € N tak, aby pro viechna

n 2 ng platilo
11
Q¢ ((_n—') ~(0-0)) <€,
n n

1 1
o

tedy aby

< €,
n

e[

kde [.] reprezentuje horni celou &ast. V pripadé trividlni metriky v3ak tataz posloupnost limitu nems. Ukazeme,
%e napf. bod (0, 0) onou limitou skuteéné neni. Kdyby byl, pak by napf. pro € = 1/2 muselo existovat ng € N

tak, aby pro véechna n 2> ng platilo
T ((l l) .(0.0)) < €,
nn

tedy aby 1 < €. coz zcela jisté mozné neni. Na tomto misté je dobré si uvédomit, ze v {R?, 7} konverguji
pouze konstantni posloupnosti nebo neryze konstantni posloupnosti, tj. posloupnosti, které jsou konstantni az
od jistého ¢lenu .

tj. n2 > 2/€e2. Za ng tedy stadi zvolit

6.5.4 Priklad

V metrickém prostoru {R3 0} naleznéme limitu posloupnosti (Z)aL,, kde

- (1 n+1 4)
In =\ —, y ) -
n n n

Pravdépodobnou hodnotou limity se zd& byt

1
lim &, = (lim 1 tim 2L lim 3)=(o,1,0) =&

n—oo n-—+00 71 N—o0 n n—o0 1N




Ovéfme to podle definice. Zvolme libovolné £ > 0. Hleddme ny € N tak, aby pro viechna n > ng platila
nerovnost

1 4
a(fn,5)=max{l—0,n+ —1,——0}<e,
n n

max{ }=

:
Ng '= | —
3

Limitou hledané posloupnosti tedy skutecné je bod (0, 1,0).

tedy
<E.

L 1

S
S
SRIFS
3w

Za ny tedy postaci volit

6.5.5 Definice

Necht je dana posloupnost (z,)., prvkd z metrického prostoru {M, o). Rekneme, 3e prvek a € M je
hromadnym prvkem (bodem) posloupnosti (z:n):c’:l, jestlize pro kazdé € > 0 spliiuje nerovnost g(z,,a) < €
nekonecné mnoho indexd n € N.

6.5.6 Veta

Je-li prvek a € M limitou posloupnosti (zn):o___l, v metrickém prostoru {M, g}, je prvek a také hromadnym
prvkem posloupnosti této posloupnosti.

Dikaz:
e plyne ihned z pfistudnych definic

6.5.7 Poznamka

Obracené tvrzeni obecné neplati. Napf. &islo -1 je hromadnym bodem posloupnosti ((—1)"):0=l v {R, 2},
ale limitou neni.

6.5.8 Veta

Je-li posloupnost (:r:,‘):"___1 omezené v metrickém prostoru {R", .}, pak ma alespoii jeden hromadny prvek.

Dikaz:

e je ponechan &tenéafi

6.5.9 Definice

Necht je dan metricky prostor {M, p} s libovolnou metrikou o(z,y). Rekneme, e posloupnost (zn)22, prvki
z M je cauchyovsks v metrickém prostoru { M, p}, jestlize pro kazdé e > 0 existuje ng € N tak, Ze pro véechna
m,n 2> ng plati

o(Tn,Tm) < E.

6.5.10 Veta

Kazda konvergentni posloupnost v metrickém prostoru {M, p} je cauchyovska.

Dikaz:
& uvaZme posloupnost (z,)3%,
e predpoklddejme tedy, Ze lim,, .00 o = a

e z tohoto faktu plyne, Ze pro libovolné £ > 0 existuje no € N takové, Ze pro viechna n > ng a viechna
m 2 ng plati

o(zn,a) < A o(Tm,a) <

N M
N ™



e pak pro jakékoli n > ng plati

13
Q(.’L‘n,Im) s Q(Inva) + g(a,:cm) <z + =&

€
2 2
6.5.11 Poznamka

Obrscené tvrzeni k tvrzeni 6.5.10 ale obecné neplati. Mohou tedy existovat posloupnosti, jeZ jsou cauchyovské,
ale presto nejsou konvergentni. Takovou posloupnosti je napfiklad posloupnost (z,)5,, kde

:cn=(1+1) ,
n

v metrickém prostoru {Q, g.} racionalnich Cisel s euklidovskou metrikou. Snadno se Ize presvédcit, Ze se o
cauchyovskou posloupnost skutecné jedna. Zvolme libovolné = > 0 a zkoumejme rozdil

1 n 1 m l mn 1 m
1+4—-}) = {14+ — 1+—) —ej+|{1+— —e|.
n m n m
Protoze ale limp—o (1 + }l)" = e, jsou vyrazy na pravé strané stlacitelné libovolné blizko k nule, tj. pro
libovolné £ > 0 existuje ng € N takové, Ze pro n > ng 3 m > ng plati

e
(o)
o3 - (2)

Posloupnost (z,)3%., je zjevné posloupnosti racionalnich &isel, ale limita v {Q, g} neexistuje, nebot e je
iracionélIni &islo.

<

<

| m

<

o) ™

Odtud
<E.

6.5.12 Definice

Metricky prostor { M, g} s libovolnou metrikou g(x, y) nazveme dplnym, jestlize kazda cauchyovsks posloupnost
je v ném konvergentni.

6.5.13 Poznamka

Metricky prostor {Q, 0.} racionélnich &isel s euklidovskou metrikou neni podle pozndmky 6.5.11 Gpiny.

6.5.14 Poznamka

V predeslych sekcich jsem se sezn&mili s obecnymi normami a obecnymi metrikami. Pfitom nékteré normy
byly generovany skalarnim soucinem a jiné ne. Podobné také nékteré metriky byly generovany normami a jiné
ne. My v dalsim textu prejdeme ke specidlnim prostorim, ve kterych bude zaveden obecny skalarni soucin,
déle norma generovana timto soucinem a metrika generovana pfedeslou normou. Upozoriiujeme ale, Ze mohou
existovat i prostory jiného typu, v nichZ je napf. zavedena metrika nebo norma jiného typu. Zuzujeme tedy
oblast zkoumani na vySe citované prostory, u nichz navic budeme pozadovat Uplnost. Korektné je zavedeme
v dalsi definici.

6.5.15 Definice

Necht je dan vektorovy prostor V se skalarnim soucinem (.|.). Necht ||| je norma generovand zadanym
skaldrnim soucinem a o(z,y) metrika generovana vySe uvedenou normou. Necht navic {V, g} je Gpinym met-
rickym prostorem. Pak takovy prostor

H = {v’ (I)s "”1 0}
nazyvame Hilbertovyrn prostorem.



6.5.16 Poznamka

Frekventovanym piipadem Hilbertova prostoru je prostor C” uspofadanych r—tic komplexnich &isel definovany
spolecné se skaldrnim soucinem (.|.), jez je zaveden hermitovskou bilinesrni formou, tj. (Z]7) = qq(Z,7),
normou [|Z]| = \/qq(Z,Z) a metrikou o(Z,¥) = \/qq(Z — ¥, % — 7). Podobné také R™ s vyse uvedenymi
vlastnostmi je Hilbertovym prostorem. Specialné: je-li matice formy qq(Z, ¥) jednotkova, vznika tak nejznamé;si
pripad Hilbertova prostoru, prostor Eukliddiv.

6.5.17 Definice

Euklidovskym r—dimenzionainim prostorem budem rozumét mnozinu uspofadanych r—tic R”™ spolecné se
standardnim skalarnim soucinem

(Z]7)s = Z iy,
i=1

normou generovanou timto soucinem, tj.

Tento r—dimenzionalni euklidovsky prostor budeme oznacovat souhrnnym symbolem E™.

6.5.18 Veta

Necht jsou dany Hilbertovy prostoru 7,a H; zkonstruované nad stejnym vektorovym prostorem V), jez je
koneénédimenzionélni. Pak pro libovolnou posloupnost (:E‘,,):O=l vektorti z V jsou tvrzeni lim, o &n = @ v
Hi alimp_ oo Tp = @ v Ha ekvivalentni.

Dokaz:

necht dle predpokladu lim, .o T, = @ v H,

pak pro kazdé £ > 0 existuje ng € N tak, Ze pro viechna n € N takov4, Ze n > ng plati

“fn - a”l <e¢

pritom symbol ||.||; chdpeme jako normu na H,

z tvrzenf véty 6.3.10 plyne, Ze norma ||.||2 na H2 je s normou ||.||; ekvivalentni

existuje tedy (podle definice ekvivalentnich metrik) a € R* takové, ze pro viechna ¥ € V plati nerovnost
2] < af|Z]l2

e od vyse feCeného ng tedy pro indexy n plati
|Zn = @ll2 € a||Tn — @) <ae=:¢&
e to dokazuje, Ze limy, uoo Ty, = @ v Hp

e dokazat druhou ekvivalenci je nyni jiz snadné

6.6 Klasifikace mnozin a jejich boda

V této sekci zavedeme obecny pojem okoli a navazujici topologické pojmy, jako jsou oteviena, uzaviens &i
kompaktni mnoZina. Déle budeme kiasifikovat vlastnosti bodii vzhledem k vybranym mnozinam a vylozime
zakladni pojmy teorie mnoZin, jako jsou konecnost, spoéetnost a nespocetnost.



6.6.1 Definice

Necht je dan metricky prostor { £, o} s libovolnou metrikou g a &islo £ > 0. Okolim o poloméru € nebo z-okolim
bodu z € E (pfi metrice g} rozumime mnozinu

Ue(z) :={y € E: o(z,y) <e}.
Redukovanym okolim bodu = nazyvdme mnoZinu
Ul (z) := Ue() \ {z}.

Je-li dilezité zvyraznit, pFi jaké metrice se dané okoli chape, uzivame symboly (©'U.(z), resp. (@'U(z).

6.6.2 Véta

Necht (€'l {a) je libovolné okoli v metrickém prostoru {E, p}. Pak pro kazdé dva body z,y € (U, (a) plati
nerovnost
olz.y) < 2.

Dikaz:

e je ponechan Etenari (viz cviceni 6.18)

6.6.3 Veta

Vsechna okoli v Hilbertové prostoru jsou konvexnimi mnoZinami.

e oznacme H Hilbertiiv prostor
e zvolme libovolnéae Hae >0
e uvazujme okoli U.(a) a dokazme jeho konvexitu

e proto zvolime ve U, (a) libovoln& dva riizné body y a 2 a dokazeme, ze viechny body Gsecky « 77 lezi
v okoli U.(a)

e predpokladejme pro spor, Ze existuje bod z dsecky — ¥I tak, ze

T ¢ Ue(a) (6.28)

¢ necht napfiklad o(z,y) < o(y.7)
e diky predpokladu pro spor lze s jistotou tvrdit, ze bod a jisté nelezi na Gsecce y, z

e kdyby totiz lezel, pak by pro libovolny bod z Gsecky « ay (nebo «— az) podie dusledku 6.4.23 platilo
ola.z) + o(z.y) = o(a.y) < ¢

e odtud o(a,z) < ¢, resp. x € Uc(a), coz je spor z predpokladem (6.28)
e dokazali jsme tedy (opét aplikaci tvrzeni 6.4.23), ze
olzr.y) < ola.z) + o(a.y)
o(xr.z) < pla.x) + ola. 2)

o odectenim téchto vztahé ziskdvame

o(z,y) — o(z,2) < ola,y) — o(a, z)

e po pricteni &isla o(x, z) k obéma stranam této nerovnosti odsud vychazi

£+ 0(z,y) <e+ 20z, 2)
o(z,y) < 20(z,2)
e posledné uvedeny vztah spolecné s predpokladem —po(y, z) < —p(x, z) vede ke sporu o(z.y) < o(x,¥)

e proto z € Uc(a)



6.6.4 Poznamka

Zkoumejme podobu okoli v metrickém prostoru R? s trivisIni metrikou. Zvolme tedy @ € R2 a zkoumejme okoli
(MUY /2(@), DUL(@) a (DU,(&). Z definice trivisini metriky vyplyva, Ze okoli MU, 12(@) = MU (@) = {a@)
jsou jednoprvkova, zatimco okolim bodu @ o poloméru £ = 2 je cely prostor R2.

6.6.5 Priklad

Zkoumejme tvary okoli v metrickych prostorech R? se sitovou metrikou, euklidovskou metrikou a o —metrikou.
Zvolme napt. @ = (0,0) a znazornéme U, (@) pfi zminénych metrikich. Pro body sitového okoli podle definice
sitové metriky plati

|z —0]+|y—0] < 1.
Z dtivodu symetrie postaCi vy3etiovat tvar okoli pouze v prvnim kvadrantu, kde plati y < 1 — z, tj. mnozinou

(@)U, (@) je otevieny tverec (viz obrazek dole vlevo). Pro body euklidovského okoli musi platit z2 + ¥’ <1
a jedna se tudiz o otevieny kruh. Nakonec pro body o—okoli plati

max{[z}, [y|} < 1,

tj. mnozinou (U, (&) je otevieny &tverec (viz obrézek dole Vpravo).

Obrézek 6.3
Sitové okoli, euklidovské okoli a o—okoli bodu (0,0) o poloméru & = 1.

Prejmeme-li k p—metrice, kde p = 4, budou body mnoziny (¢)U;(&) vyhovovat rovnici z% + y* < 1, tj.
v prvnim kvadrantu ma hranice zkoumaného okoli rovnici

y=+vV1-zt
(viz obrazek 6.4 vpravo). Pfipominame, e definiéni vztah (6.26) neni pro p < 1 metrikou (viz obrazek 6.4

vievo). Demonstrujme to na pitkladé p = 1/2 2 & = (0,4), ¥ = (4,0) a 7 = (0,0). Za téchto okolnosti by
platilo

0@ = (@1 -9+ (@1 - 1)) = 242 = 16

a zaroven
o(Z,2) +o(§,2) =4+4=8.

Tim padem by ale neplatila trojuhelnikovs nerovnost, nebot
e(Z,9) > o(Z, %) + o(Z, §).
To odporuje tietimu axiomu metriky. Tedy mnozina

{(x,y)GRZ:Q/H+ {/Lﬂ<1}

(viz obrazek vlevo dole) neni okolim.



e

] Obrézek 6.4
Graficka reprezentace pp—okoli bodu (0,0) o poloméru ¢ = 1. Vievo p = 1/2
(nejedna se o okoli), vpravo p = 4 {jedna se okoli).

Z poznamky 6.4.12 vyplyva, ze pro jakékoliv a € R", € > 0 a p > 2 plati série inkluzi

(e (&) c (eU.(a@) c U (@) C “U(@).

6.6.6 Umluva
V celé sekci pfedpokladame, Ze je dan metricky prostor {E, p} s obecnou metrikou p.

6.6.7 Definice

Bod z € M nazveme vnitinim bodem mnoZiny M C E, jestlize existuje okoli U, (x) takové, Zze U,(z) C M.
Mnozinu viech vnitfnich bodd M nazyvame vnitrkem mnoZiny M a znakime M°. Bod z € E nazveme
hraniénim bodem mnoziny M, jestlize ke kazdému okoli U.(x) existuji y,z € U.(z) takové, ze y € A a
zérovein z ¢ M. Mnozinu viech hrani¢nich bodd mnoziny A nazyvame hranici mnoziny M a znaCime bd(A7).
Mnozinu M := M Ubd(M) nazyvame uzdvérem mnoziny M.

6.6.8 Definice

Rekneme, ze mnozina M je oteviend v metrickém prostoru 1 {E, o}, jestlize M = M°. Rekneme, Ze mnozina
M je uzaviens v metrickém prostoru {E, o}, jestlize Af = AL

6.6.9 Poznamka

Pojmy otevienosti a uzavienosti nejsou z matematického hlediska doplikové. Existuji totiz mnoZiny, které jsou
zaroven oteviené i uzaviené. Jde napiiklad o mnozinu R v metrickém prostoru {R, g }. Navic vyznamné zalezi
na tom, jakou metriku uvazujeme. Tak zvany uzavieny interval {(a.b) je v prostoru R s euklidovskou metrikou
skuteéné uzavieny, ale v prostoru R s trividlni metrikou metrikou je otevieny i uzavieny zaroven.

6.6.10 Veta

Necht je mnozina M oteviend v metrickém prostoru {E, p}. Pak E \ M je v {E, o} uzavienou mnoZinou.
Necht je mnozina N uzaviena v metrickém prostoru {E. go}. Pak E\ N je v {E, p} otevienou mnoZinou.

Dikaz:
e postadi si uvédomit, ze bd(M) = bd(E \ M)
e podobné bd(N) = bd(E\ N)

e jelikoz pro jakoukoli mnozinu X plati rovnost bd(X) N X° = @, je tvrzeni dokézano



6.6.11 Veéta

Necht A a B jsou oteviené mnoziny v metrickém prostoru {E, p}. Pak také AN B a AU B jsou v {E, p}
otevreneé.

Dokaz:
e Pro prinik:

— necht A= A°a B=B°

- 2volmez € ANB,tedyzr€c AazeB

- jelikoz A = A°, existuje €, > 0 tak, ze U,,(z) C A
- jelikoz B = B°, existuje £2 > 0 tak, ze U, (r) C B
— poloZme ¢ := min{e,, &5}

- pak U(z) C (ANB)

- T je tedy vnitinim bodem priiniku AN B

¢ Pro sjednoceni:

necht A= A° a B = B°
zvolmer € AUB,tedyz € Aneboz e B

necht tedy napf. z € A
~ pak existuje £ > 0 tak, ze U,(z) C AC (AU B)

nasli jsme tedy okoli bodu z, které celé lezi ve sjednoceni AU B

tim je dikaz proveden

6.6.12 Veta

Necht A a B jsou uzaviené mnoziny v metrickém prostoru {E, p}. Pak také ANB a AUB jsou v {E, o}
uzavreneé,

Dikaz:

e plyne z vét 6.6.10 a 6.6.11

6.6.13 Dasledek

Sjednoceni a priinik koneéného poétu otevienych mnoziny je mnozina oteviens. Sjednoceni a prinik kone¢ného
pocCtu uzavienych mnozin je mnozina uzaviens.

6.6.14 Veta

Sjednoceni spoletného po&tu otevienych mnoziny je mnozina oteviens. Prinik spocetného poctu uzavienych
mnoZin je mnoZina uzavien4.

Dikaz:
¢ je ponechan Ctenafi (viz cvigeni 6.11)

6.6.15 Poznamka

Poviimnéte si napfrklad, ze

ﬁl (—— 1+ — )-—-(O,l), 3 <%,1_%>:(0’1).

n= -

3
—



6.6.16 Veta

Kazdé okoli je otevienou mnozinou.

Dikaz:

e uvaZme bod a a jeho okoli U, (a)

e zvolme libovolné = € U,(a) a oznacme u := p{a, z)

e je-li p =0, pak pfimo U (z) je onim hledanym okolim, které celé lezi v U.(a)
e je-li u # 0, pak polozme § :=¢ — pu > 0

e tvrdime, ze Us(z) C U.(a) a to dokazeme

e vezméme ¢ € Us(x) a ukazme, ze ¢ € U.(a)

e z axiomu trojihelnikové nerovnosti metriky plati

ola,c) < pla.x)+p(z.c)<p+d=c¢

vSechny body ¢ tudiz lezi v U.{a), a tedy skuteéné Us(z) C U,(a)

6.6.17 Dasledek

Hranici okoli (¢)U,(a) je mnozina {z € E : p(z,a) =¢}.

6.6.18 Poznamka

V Hilbertové prostoru H konecné dimenze jsou podle véty 6.3.10 kaidé dvé normy ekvivaletni. Proto také
viastnosti otevienosti Ci uzavFenosti zistavaji pfi zméné vychoziho skalarniho souéinu, ktery generuje normu i
metriku na M, v platnosti.

6.6.19 Definice
Bod x € M nazveme izolovanym bodem mnoziny M, jestlize existuje okoli U.(z) tak, ze
Ue(z) N M = {z}.
Bod z € M nazveme hromadnym bodem mnoziny M, neni-li v ni bodem izolovanym. Mnozinu viech hromad-
nych bod mnoziny A nazyvame derivaci mnoZiny A a znaCime der(Af).

6.6.20 Definice

Mnozina M C E se nazyva omezenou v metrickém prostoru { M, g}, jestlize existuje y € E a existuje K € R*
tak, ze nerovnost p(z,y) < K plati pro viechna z € M.

6.6.21 Poznamka

Pfi zjistovani, zda je mnoZina Al omezend, je opét zcela zasadni, pfi jaké metrice tuto vlastnost vySetfujeme.
Napfiklad interval (0, cc) zcela jisté neomezeny v {R., g}, je v prostoru R s trividlni metrikou omezeny, nebot
napriklad pro y = 0 a K = 2 je nerovnost g(x,y) < K splnéna pro viechna r € (0, c0).

6.6.22 Definice

Rekneme, ze mnozina M je kompaktni v metrickém prostoru {E, o}, jestlize z kazdé posloupnosti (:::,,);’C=l
prvkd z,, € M lze vybrat konvergentni posloupnost, jejiz limita lezi Al.

6.6.23 Priklad

Mnozina (0,2) neni kompaktni v euklidovském prostoru E!, nebot z posloupnosti (1/n) _, nelze vybrat
zadnou jinou konvergentni posloupnost nez takovou, jejiz limitou v {E!, g.} je nula. Nula ale do mnoziny
(0,2) nepatfi, tudiz (0,2) neni v {E?, g} kompaktni.



6.6.24 Veta

Necht M je kompaktni mnozina v metrickém prostoru {E, p}. Pak M je omezend a uzaviena v {E, p}.

Dokaz:

e necht tedy M je kompaktni v {E, g}

e DokéaZeme nejprve omezenost M :

- zvolme y € E libovolné

- predpokladejme pro spor, Ze M neni omezens

— pak pro kazdé K > 0 existuje jisté z € M tak, ze o(z,y) > K

- vyberme touto procedurou pro kazdé K rovné po fadé hodnotam 1,2,3, ... takové z,, 25, z3,...

— pak jisté lim, o , neexistuje a nelze z ni ani vybrat 7adnou nekoneénou podposloupnost (T, )ZC:]
takovou, aby pro néjaké a € E od jistého indexu platilo o(z,,,0) < ¢

~ to je ale spor

® Dokizeme daile uzavienost M :

predpokladejme pro spor, ze M neni uzaviens

~ pak ale jisté existuje néjaké a € bd(M) takove, ze a ¢ M

- a je tedy v M hranicnim bodem a tudiz v ka2dém jeho okoli Ize nalézt néjaky bod z M
necht tedy z; je libovolny bod lezici v U () N M, kdee =£¢ 1 pro £=1,2,3,...
posloupnost ((L‘g);:l je zjevné konvergentni a plati limy_,o o = a, ale a ¢ M

z posloupnosti (x,)zl Jiz nelze vybrat Zadnou podposloupnost, jez by méla jinou limitu nez a
— to je ocekavany spor

6.6.25 Poznamka

Obracené tvrzeni k predesiému neplati. Existuje tedy mnoZina, jez je omezena a uzaviena v {E, p}, ale presto
neni kompaktni. UvaZme napfiklad M = (0, 1) v prostoru R s trividlni metrikou. M je zcela jisté omezens a
uzaviend, nebot viechny mnoziny z {R, 7} tyto dvé vlastnosti spliiuji. Z posloupnosti (1/'n):°=l viak nelze
v {R, 7} vybrat konvergentni. Za uréitych okolnosti viak obricené tvrzeni k predeslému plati, jak uvidime
v nasledujici vété.

6.6.26 Veta
MnoZina M je kompaktni v Hilbertové prostoru R” pravé tehdy, kdyz je omezena a uzaviens.

Dikaz:

o diky ekvivalentnosti viech norem v Hilbertové prostoru postai dokazat, 3e dané tvrzeni plati v eukli-
dovském prostoru {R", g.}

implikace zprava doleva je univerzalni a byla jiz dokazana ve vété 6.6.24

predpokladejme tedy, Ze M je omezena a uzaviend v {R", o, }

vyberme libovolné posloupnost (:z:n):il prvki z, € M

. . oo ’ - .
je-li (zn)__, konvergentni, oznaéme a := lim, oo Zn

ukazeme, Zea € M

kdyby a ¢ M, pak by jisté existovalo okoli U, (a) takové, ze U.(a) N M = 0

oo

pak by ale a jisté nemohlo byt limitou posloupnosti (z,,)

n=1

proto a € M, a protoze M = M, jea € M



00
n=1

o je-li (z,)>_, divergentni, oznaéme a libovolny hromadny bod posloupnosti (z,,
n=1

e jelikoz M je omezen4, je také posloupnost (rn):‘;1 omezen4, a tudiz podle véty 6.5.8 m4 jisté hromadny
bod, ktery lezi v R"

e dale analogicky

kdyby @ ¢ M, pak by jisté existovalo okoli U, (a) takové, ze U.(a) "M =0

pak by ale a jisté nemohlo byt hromadnym bodem (x,,)

')
n=1

proto a € M, a protoze Al = M, jea e M

tim je dikaz dokoncen

6.6.27 Definice

Necht jsou dany dvé mnoziny M, a M, v metrickém prostoru {E, o}. Rekneme, ze mnoziny M,. M, jsou
oddélené v {E, p}, jestlize . .
MNMy=0 A MiNAM =40

6.6.28 Poznamka

Je tfeba si uvédomit, Ze pojem oddélené mnoZiny je silnéjSim pojmem nez pojem disjunktni mnoziny. Tedy
kazdé dvé oddélené mnoziny jsou nutné disjunktni, ale ne kazdé dvé disjunktni mnoziny jsou nutné oddélené.
Navic také zilezi na tom, pfi jaké metrice vlastnost oddélenosti zkoumame.

6.6.29 Definice

Rekneme, ze mnozina M je souvisls v metrickém prostoru {E, o}, jestlize neexistuji z&dné dvé neprizdné
oddélené mnoziny My, M, C E takové, ze M, U My = M.

6.6.30 Definice

Rekneme, ze mnozina M C R’ je oblasti v metrickém prostoru {E.p}. je-li v {E, o} oteviena a souvisla.
Uzavér oblasti pak nazyvame uzavrenou oblasti.

6.6.31 Definice

Rekneme, ze mnoziny A, B jsou ekvivalentni a oznagime symbolem A ~ B, existuje-li mezi nimi bijektivni
zobrazeni.

6.6.32 Poznamka

Napf. mnozina (0,7/2) je ekvivalentni mnoziné (0, 00), nebot bijektivni zobrazeni f(x) = arctg(z) zobrazuje
interval (0,7/2) na (0, 00).

6.6.33 Definice

Mnozinu A nazveme konecnou, je-li bud prézdna nebo existuje-li n € N tak, ze A ~ 7i. MnoZinu, jez neni
koneéna, nazveme nekonecnou. Mnozinu A nazveme spocetnou, je-li bud prazdna nebo existuje-li mnozina
M C N, takova, ze A ~ M. MnozZinu, jez neni spocetna, nazveme nespocetnou.

6.6.34 Veéta

Kazda konecnd mnoZina je spocetna. Kazda podmnozina konecné mnoziny je konetna. Kazda podmnozina
spocCetné mnozZiny je spocetna.

Dikaz:

e plyne pfimo z definice



6.6.35 Priklad

Mnozina A = {&, 0,0, #} je konetna, a tedy spocetns. Naproti tomu mnozina Q je sice rovnéz spocetnd,
nebot Q ~ N, ale neni konecna. Mnozina R, a tudiz i C, je nespocetns a tedy nekoneéna.

6.6.36 Veta
Mnozina Q racionélnich Cisel je spocetna.
Dikaz:
e ukaZeme nejprve, Ze mnozina P viech uspofadanych dvojic (m,n) € N x N je spocetna
e usporadané dvojice (m,n) budeme z pochopitelnych divodii ztotoZnovat se zlomky tvary a

e to |ze nahlédnout z nasledujici tabulky

—
S—
—

|

W N| =
ENTET XTI (TS TSN |
1B KON NN [ I N
bba 103 [Co] 20 [N1Ga [ 0o | G
E L PR (TN ST | N
i O Jaajen insiin = jan || O

o zatneme-li jednotlivym bufikdm pfifazovat pfirozens &isla v pofadi }, 2, 1, 3, 2 1 atd., vytvoiime tim

bijektivni zobrazeni mezi mnozinou P a mnozinou N
o tedy P je spoletnd

e nyni si pouze uvédomime, ze mnozina kladnych racionélnich Eisel je ekvivalentni s jistou podmnozinou
R mnozZiny P

e jelikoz ale R je také spocetna (podle véty 6.6.34), je zfejmé i mnozina Q" spocetna

e navic Q = Q™ U {0} UQ™ a podle vysledku cviéeni 6.37 tedy i sama mnoZina Q je spocetns
6.6.37 Veta
Mnozina R realnych Cisel je nespocetna.

Bez ditkazu.

6.7 Cviceni

Cviceni 6.1
Dokazte vétu 6.1.4.

Cviceni 6.2
Dokazte vétu 6.1.6.

Cviceni 6.3
Dokazte vétu 6.1.8.

Cviceni 6.4
Dokazte vétu 6.2.2.

Cviceni 6.5
Dokazte vétu 6.4.14.



Cviceni 6.6
Rozhodnéte, zda zobrazeni ||.| : R? — R, definované pro & = (z;, ) rovnosti

[Z] := max{lz,|, |z21},
zadava na R? normu.
Cviceni 6.7 .
Necht jsou v mnoziné R? pevné zvoleny body &= (—¢,0)T a d = (e.0)7. Rozhodnéte, jaky Gtvar predstavuje

mnoZina bodil
Q= {FeR>: o(F.0) + o(7.d) = 2a},

je-li p a) euklidovska metrika, nebo b) sitova metrika. Cisla @ > e > 0 necht jsou parametry. Nacrtnéte obrazky
provolbua=5ae=3.

Cviceni 6.8
Na mnoziné R® je zadan skalarni soucin predpisem
(Z|7) 1= 3xyy1 + 2x2y2 + 3x3ys — 2T1y2 — 270y — 270 Yy3 — 223y + 272y3 + 2T3Y0.

Necht ||.|] je norma generovana zadanym skaldrnim soucinem a g metrika generovana touto normou. V met-
rickém prostoru {R3, o} detailné popiste mnozinu U4(0).

Cviceni 6.9
Naleznéte véechny hodnoty redlného parametru A, pro néz funkce

s = z1y1 + 4dToys + 25x3y3 + Azy1y2 + Aray; + 3x1y3 + 3x3y + (3A -8+ 2/\2)x2y3 +(3X -8+ 2A2)x3y2

definuje na mnoziné R3 skalarni souéin.
J)

Cviceni 6.10

Necht jsou v mnoziné R? dany dva body ¥ = (2,1)T a 7 = (4.3)7. Naleznéte bod Z z metrického prostoru
{R2,0} se o—metrikou tak, aby Ux(Z) N U2(y) = U1(2). Rozhodnéte, zda jsou mnoziny Uz(Z) a Ua(y)
oddélené v metrickém prostoru {R?, o, } se sitovou metrikou.

Cviceni 6.11
Dokazte vétu 6.6.14.

Cviceni 6.12
Na mnoziné R? je zadana funkce f(F) = f(z,.x>) predpisem f(x;,z2) = 71 + z2. Rozhodnéte, zda funkce

o(Z.9) = [f(® - £

zadava na R? metriku.

Cviceni 6.13
Dokazte, ze mnozina Q je spocetna.

Cviceni 6.14 _
Ukazte, ze jakykoli bod mnoziny R je hranicnim bodem mnoziny Q a dile ze Q = R.

Cviceni 6.15

Dokazte nasledujici tvrzeni: Necht o(F, %) je metrika na C" vyhovujici pro kazdé k € C podminkam
e o(kZ, ky) = |kl o(Z,9),
o o(F +7.9) = o(Z,0).

Pak zobrazeni o(Z,0) je normou na vektorovém prostoru C” nad télesem C.



Cviceni 6.16
Ukazte, Ze posloupnost (s,)32 ,, kde

SR CE
= Z i+1 222 )’

je cauchyovska v prostoru {Q, g, } racionalnich isel s euklidovskou metrikou, ale neni ve {Q, g.} konvergentni.

Cviceni 6.17
Rozhodnéte, je-li zobrazeni g(z, y) = arctg|z ~ y| metrikou na mnoziné realnych &isel.

Cviceni 6.18
Dokazte vétu 6.6.2.

Cviceni 6.19
Vyslovte tvrzeni o kompaktnosti mnoziny A = (0,2) x (0,2) \ {(1,1)} v prostoru {R?, p.} s euklidovskou
metrikou.

Cviceni 6.20
Rozhodnéte o platnosti nésledujicich tvrzeni o bodu @ = (1,1)T a mnoziné A4 z alohy 6.19.

¢ Bod @ je izolovanym bodem mnoziny A.
¢ Bod @ je hromadnym bodem mnoziny A.

e Bod a je vnitfnim bodem mnoziny A.

Bod @ je hraniénim bodem mnoziny A.

Bod @ je bodem mnoziny A.

Cviceni 6.21
Pro mnoZiny

A=(0,1) x (0,1)  J(1,2) x (1,2)

B=A\{(1,1)}
=(0,2) x {1}
z metrického prostoru {R?, g.} s euklidovskou metrikou vypliite nasledujici tabulku.
A B C
souvisla
kompaktni
omezena
otevrena
uzaviena
oblast

Jak se zméni vysledek, zméni-li se metrika na sitovou, o—metriku &i trivialni metriku?

Cviceni 6.22
Necht ||.|[ : V = R je libovolna norma zavedena na vektorovém prostoru V. Ukaite, 7e zobrazeni r(Z,7) :
VY x V — R, definované predpisem

(Z,9) := 2§ — £,

splituje vSechny axiomy metriky.



Cviceni 6.23

Necht jsou v metrickém prostoru {R, g.} s euklidovskou metrikou dény mnoziny A = (0,5), B = (5,8) a
C = {9,10}. Rozhodnéte (a oznacte v tabulce), kterd z mnozin A, B, C, AUB, AUC, BUCa AUBUC
je:

A B C AuB | AuC | BUC | AuBUC

spocetnd

uzavrena

omezena

oblast

koneéna

otevrena

kompaktni

souvisla

Jak se zméni vysledek, zméni-li se metrika na sitovou, o—metriku &i trivialni metriku?

Cviceni 6.24
Rozhodnéte, zda zobrazeni

1
(flg) == /0 4f(x)g(z)dz

predstavuje skalarni souéin na prostoru viech spojitych funkci. Je-li o metrika generovana timto skalarnim
souéinem, vypoctéte o(x, 2?).

Cviceni 6.25
V roviné R? jsou dany body @ = (0,1)T a pfimka P = {(z,y) € R?: y = —1}. Popiste a graficky znszornéte
mnozinu viech bodil v roving, které maji od bodu @ a pfimky P stejnou vzdalenost pfi

o eukleidovské metrice
¢ sitové metrice
® o—metrice

e trividlni metrice.

Cviceni 6.26

Rozhodnéte, zda je zobrazeni

- 1 241 1231
s(F.9) = (1, 22)
2-1 5 Yo

skalarnim soucinem na vektorovém prostoru C2. V kiadném pfipadé oznacte symbolem ||-|{ normu generovanou
timto skalarnim soucinem a vypoctéte ||(2, 1){l. Necht o(Z, %) je metrika generovana touto normou. Analyzujte
tvar okoli (&2U/;(0) a jeho tvar naértnéte do vhodného obrazku.

Cviceni 6.27
Necht je v metrickém prostoru R? se sitovou metrikou dana mnozina

A=(1,6) x (2,4)\ {(5,3)}.

Podle definice rozhodnéte, je-li bod (2,3) vnitinim bodem mnoziny A. Podle definice dale rozhodnéte, je-li
bod (5,3) hraniénim bodem mnoziny A. Vypoctéte dale sitovou vzdalenost bodu @ = (8,5)T od mnoziny A.



Cviceni 6.28
Rozhodnéte o limité posloupnosti (7)., vektori z R?, kde

(4 n+1)
ITp=\—,
n n

e a) v metrickém prostoru {R?, 9;} se sitovou metrikou

e b) v metrickém prostoru {R?,7} se trivialni metrikou.

Cviceni 6.29

Necht je zadan metricky prostor R” se sitovou metrikou. DokaZte, Ze tvrzeni
lim f=a
n—oc

pro posloupnost (77 )2, vektord z R” je ekvivalentni tvrzeni

Vker: lim z,, = ak.
Nn—o

Pfitom symbol x,, reprezentuje k—tou soufadnici vektoru Z.

Cviceni 6.30
Rozhodnéte o limit& posloupnosti (Z7)22., vektort z R, kde

2 5 4
?z:=(1. "“‘—2)
n n

v metrickém prostoru {R3, 0} se o—metrikou.

Cviceni 6.31
Rozhodnéte o limité posloupnosti (F;;)3%, vektori z R®, kde

— 2n+5 4
b

v metrickém prostoru {R3, o4} s p—metrikou, kde p = 4.

Cviceni 6.32
Necht je pfedpisem

(1 0 3 01
¢ 1 1 -1 0
1

)
w
=
f—
Y—
|
o

0 -1 -1 20

\1 0 1 06}

zadan na mnoziné R® skaldrni soucin. Necht || - || je norma generované timto skalarnim soucinem. Naleznéte
viechny vektory, které jsou kolmé ke vem vektorim @] = (1,0,0,0,0), @ = (0,1,0,0,0), @} = (-3,-1.1,0,0)
a @} = (0,1,0,1,0) a jsou normovény, tj. jejich norma je jednotkova.

Cviceni 6.33
Necht (.|.) je skaldrni soucin na vektorovém prostoru V. Necht je pevné zvolen vektor w € V. Ukazte, ze
mnozina vsech vektorll & € V, pro néz je spinéna rovnost (Z|w) = 0, tvofi vektorovy prostor.

Cviceni 6.34
Rozhodnéte, je-li posloupnost

(n + 1 )°°
n n=1
e cauchyovska v metrickém prostoru {R, 7} s trivialni metrikou

e cauchyovskd v metrickém prostoru {R, g} se sitovou metrikou.



Cviceni 6.35
Co nejpesnéji naértnéte okoli (@4)U;(2,3) v metrickém prostoru R? s p—metrikou, kde p = 4. Studujte

uzavrenost, otevienost, konvexitu této mnoziny a podobné. Pro srovnani do stejného obrazku vykreslete také
(e-)y,(2,3)
1 &y 9.

Cviceni 6.36
Necht je dan metricky prostor {E?, o} s euklidovskou metrikou g. Rozhodnéte, ktera z mnoZin splituje citované

vlastnosti. Oznaéte symbolem + pozitivni odpovéd.

souvisla | omezend | kompaktni | uzaviend | otevrena oblast

{(I.y.:)€E3:I+y+3: =1}

0

{(z,4,2) € EY 12?2 + 42 + 22 = 1)

{(I»y»:) € E"‘ : 1‘2-+-y2+ :2 < l}

B3

Cviceni 6.37
Dokazte, ze sjednoceni dvou spocetnych (resp. konecnych) mnozin je mnozina spoZetna (resp. koneéna).



Kapitola 7

Vysledky cviceni

1.1 1.2

flz}=0, O=R

fz)=e" . O=R
1.7

- posloupnost nekonverguje na O stejnomérné

1.11
1.12

1.10|f@x) =1z, O=R

z20a f(r)=eTprox <0

stejnomérné

f(z) =e*. 0O =R

1.8

1.5

1.9

f(z) =0, O =R\ (-1,1)
O=R, f(z)=0projz|<], f(z)=1/2pro|z|=13a f(z)=1pro|z|>1
flz)y=0, O=R"*

1.6

O=R, f(z)=1pro
re(-1,1). f(z) =0proxz = -1a f(z) = z pro |z| > 1 — posloupnost nekonverguje na O stejnomérné

na O = R konverguje stejnomérné k limitni funkci f(z) = 1 pro

1.13

1

a) ano, b) ne

.14

ano

1.15

ne

1.16 a) ano, b) ne 1.17

ano

1.18

a) ne,

1.19]ano

b) ano

1.20

ano

1.21

3)

ano, b)ne| 1.22]ano| 1.23]ano

1.26

ne

1.27

1.28

ne plati

1.29

a) ano, b) ne

1.30 1.31 |ano, nebot fada >

ano

oc  (2n41)! gn

n=1 (2n+2)" 2n

stejnomérné konverguje na (-1,1)

1

32

ano

1.33 1.34 1.35

ano ne ano

1.36

ano

1.37 1.38|1s

ano

1.39

2.4 2.5

stejnomérné na R

stejnomérné na R

2.6

stejnomérné na R+

(—o00,¢) proc < 0, ale O = (—00,0)

2.10

kritéria

2.12 stejnomérné na R

2.13

O=R\{-

1,1} 2.11

2.7

2.14

stejnomérné

stejnomémeé

15

2.16

nomeérné

stejnomérné na O = R podle Dirichletova kritéria

"na0O=R

2.20

stejnomérné na O = R

2.23

stejnomérné na O =

stejnomérné

2.21
2.24

R

2.26 2.28 2

ano tvrzeni neplati

.29

oC
n=1

¢'x) =%

nekonverguje stejnomérné

ni+z

stejnomérné na 0 = R

2
—— a Dom

nekonverguje stejnoméména O = Ra s(z) = 24 +3x%+2prox # 02 s(0) = 0

2.18

2.19
(v) = R

stejnomérné

ano

stejnomérné na
stejnomérné na R podle Abelova

2.

nekonverguje stej-

2.17

2.22

na (0,1) 2

.25

ano

3 1n(2)

w2

6

mw

12

2.30 2.31 |z

2.32

letova kritéria | 2.34
2.35|0=(-4,4)

proa > 1 je O = {0}

2.36
2.38

2.43

apro3>1je0O=(-80)

O=(-1.1)
O=(-1,1)
pob<aje® = (-ata Vapoa<bje® = (=b1 b1

2.37
2.39

0=(11]|245|0 =24

O = (-8,

2.40

2.42

1

2"

2| 2,470 = (

vat élen po &lenu | 2.49 | In(v2)

/4

2.52

konverguje stejnomeérné

2.54 konverguje stejnomeé
verguje stejnomeérné 2.57 0= (~2,2)
s n(2) | 2.61

0 zaméné sumy a limity

stejnomeérné

2.64

konverguje stejnomérné na M

mé na (—1,1)

2.58

Pon=2]

2.55

1"

n(n)

2z
niyz?

2.59

1
2

konverguje stejnomérné

0= (-1,

O =(-3.3)

pro 3 € (0,1} je O = (-1,1)
proa 2 bjeO = (-a,a)aprodb>ajeO = (-bb)
2.46
2.51

2.48
2.53

)

uzijte Dirich-
prop>1jeO=(-11),prope (0,1)jeO=(-1,1)aprop<0je O=(-1,1)
proa€ (0.1)jeO=R,proa=1je0O=(-1,1)a
O=(-e1e)

2.41

2.44

lze derivo-

nekonverguje

2.

56 | kon-

1
3

)

2.62

O = (1/2,3/2)

2.63

konverguje stejnomérné na M

2.65

2.60

navod: uZijte vétu

konverguje stejnomérné na M



2.66

konverguje stejnomérné na R

3.1 ms totaini diferencial | 3.3| -2 - — 22| 3.4|2-2 | 3.5|v% (-1)"u=2" | 3.6
19 (-t 4+ 1T @)t a 0 = (-4, 3.7 proz e (-1,1) : s(z) = 'm(l—t;) 3.8
proz € (-1,1) : s(z) = “J‘_'Ii)s 3.10 proz € (-1,1) : s(z) = f—f%} 3.12 proz € (—1.1) :
s(z) = 1—1)5 3.13 2arctg (1) ] 3.14 1| 3.15 §< & 3.16]tg(x )xz+ 328+ 225+ FLaT
3.17 |~ 0.24489, zbytek: Ry < i | 3.1811 3.19 [in(5) = 1.606+0.006| 3.20 |-0.921+0.008
3.21 |s(z) = (1+22%)e*” poz e R| 3. 22 e*/? (1 +£+ 5;—) poreR| 3.23|1/2| 3.24
32@—1 3.25s(z) = —3@{'—%, proz € (-3,3)| 3.26 —1+12—2+Z°° (2n+21")('21n):!_2),, 2"*2 pro
0=(-1,1)[ 3.27] 33| 3.28|30¢° | 3.29 f(z) = 3220(-1)" s ma 0 = (-1,1) | 3.30
113.31]33.32] 212 - & [ 3.33] -1 | 3.34] 15, (n+ =52 ) 2 na 1 = (-1.1)
3.35|£+4-213.3621(3)| 3.37|6] 3.381.057250873+210-°| 3.39]0 = (-1 1)a
soucet: s(z) = (1+3z)*/3-1|_3.40|10] 3.41|1-=| 3.42]|1| 3.44|5.14372+0.00004| 3.45
plati, ackoliv fada 3_ _ f.(x) nekonverguje na intervalu (0,1) stejnomérné 3.47 s(z) = —In(1 - e7%)
3.49|s5(z) = e*(z* + 723 + 1022 4+ 22), 0 = R | 3.50 s(z) = L (sinh(z) - sin(z)), © =R | 3.51

2v3| 3.52] 5(z) = zIn(1 + 2££), Dom(s) = (~2,1) | 3.53 | —202 | 3.54 | s(z) = 2(2 + z)e*/2,
Dom(s) = R | 3.58 | s(z) = 2z - 2In(1 + z) — zIn(1 + z), Dom(s) = (-1,1) | 3.56 |y 18"
3.57 f(2) =1-%-25%, B2 0= (-4,4)| 3.58] f(z) = 2+ =32, (-16)" Eaht e
O = (-1/2,1/2)

4.1)(z-2y+1)2+ (y+1)> = 1 - elipsa se stiedem v bodé (-3, —1) | 4.2 | y1.2(z) = £/, + 22 +C;

s definiénim oborem I =R proC, >0a I =

va(z) = +z+0,| 4.3
nebo C; #0,prol; =C, =0je s
4.6 |y(z) = tg(dz)~42—1,1 =

4.10
jde o elipsu | 4.12
y(z) = 4 — 2zIn(-z) + 4y/=2z, I
I=R|4.16|y,,(z) =
y(z) = x+5'~' I=R*| 4,18
y=vz, I =R*| 4.21 |y(z)
0| 4.23 y(z)

y(z) = 2(z + 1)e®*sinz,
y(z) = e"(1 +

4.4

=R

y(x) =2z, I =R

4.5 y(z) =

(-5 %

8’-8-)

4.7

y(z)=Ciz+0vV22 -1, 1=(1,

(y— K)? = 2K? - kruznice o poloméru v/2K se stiedem v bodé (K, K)

4.9

I=R

4.11

%) sin(2z),

4.13

I=R

=R~

4.15

y(z) =

= C12%e% + C27e?* + (36% + z2e2*, | = R+

4.19 y(z) =
4.22|:
4.24

(v/=C1, 00) nebo I = (o0, ~v/=L1) proCy <0, proC, =0 je
y(z) = %H—Eg% +C3e3*+1 s definiénim oborem I = R* nebo 7 = R~ pro L, #0
(x4+1)"1 I =(~1,00)

00) 4.8

(z—K)?+

(x — y)® + 2% = C - elipsa
C1e2* + C2e72% + L3 cos(z) + Ly sin(z) + ze?=,
+1(2%+C,)%2 +Cy, I=RproC; 2 0a I = (v/=0;,00) pro C; < 0
4In(2y—6z—-3)+y—4z+7=10
=(1e*4Lyre*+L5e?* —8z2%%, I = R

-2z-6,I=R
3 m+3x2 " 6:):y'—6y -

n2(z) =z -3+ +d- 10z,

y" —5y" + 7y +13y = 32e”
223 + 5zy? + 222y + 422 ~4zy -2z =CaproL=0

4.14

4.17
4.20

I = (—00, &) pouze pro d > 0 - jde o systém parabol vzeslych z formalniho feSeni y? — 22y +z2 +4z+6y = C

4.25 | y(z) = L, cos(z) + Lasin(z) + cos(z) In| cos(z)| + zsin(z), I = (- %, %) | 4.26 | elipsa: 42 +
dzy+82% = Cz| 4.27 a|y(z) = Be=/2—e2/2, 1 =R+ | 4.27 b|y(z) = 4e*/2, 1 =R| 4.28
y(z)=(1+ g:,%):’, I=(4m57)| 4.29)y(z) = e*(In(z) +C), =R+ | 4.30 | y(z) = Ce=* — 22 —1,
I=R|[4.31]y(z) =Ce®n@ 4 ginz) -1, I =R | 4.32| y(z) = Ce =" +1)2, I =R | 4.33
Y(z) = o+ Pty 1 = (-mm) [ 4.34 | yo@) = /C -1, 1= (0,0 po L > 02 1 = (5,0)




forma y2 — y2 + 12, sglq) = (2 1,0) a Bp = {(~1,0,0)T,(1,—1,0)7,(v3/3,-v3/3,v3/3)7} | 5.20
Bp = {(-1.2.1)7.(0,1,0)7,(-2,5, l)T} ar = -y — 23 Iz = 2y1 + Y2 + O5y3 a 3 = y1 + Y3, pak

q(7) = —yi+ys+ys 521 a € (2,4)| 5.22 |hyperbolicky valec 22— z2 = 1 s hlavni signaturou (1,2,1) a
vedlejsi signaturou (1, 1, 1), polarni bazi je napf. mnozina {{1,0,0)7,(0.5,1,0)7,(-2,-3,1)7} 5.23 |kuzel
422 -22=0 5.24 y? + y2 + y3 - pozitivné semidefinitni, sg(q) = (3.0, 1), parabolicky typ 5.25

iiy,, = +(12,—4,~1,1)T vede na normalni tvar y? — y2 — y2 + y2 se sg(q) = (2,.2,0)| 5.26 | pouze a) a ¢)

527 ac (=3,0) 5.29 neplati 5.30(5¢ (3. 4+00) 5.31 u > 0 jednodilny hyperboloid, 1 = 0
kuzel, i < 0 dvoudilny hyperboloid 5.33 hyperbolicky paraboloid s polarni bazi obsahujici napf. vektory
(1,0,0)7 (—5.1,0)T a (—=13.3.1)7, jde o necentraini kvadriku | 5.34 | (a,b,¢c) = (~20,4,-56) | 5.35
bud (=7, 2.1, —5)T nebo (7.2.~1.5)T, signatura: (3.1,0)| 5.30 3= -12| 5.37 |z =2r +3s/2 a

y = s/2. kanonicky tvar: g(r.s) = 4r% — 2s? 5.38|¢= -1 vztahy: ), = y; — Ty2 — 28y3. T2 = y2 + 9y

azs=ys| 9.3 |t =y -2+ My —Bys. o =g - By + 2y s =ysazs =y | 9.400 0=

5.418,1,5)

6.1 dokazuje se analogicky jako véta 6.1.3 6.2 dokazuje se analogicky jako véta 6.1.5 6.3 dokazuje
se analogicky jako véta 6.1.7 6.6 |an0| 6.7 a elipsa o poloosach a, b a stredu (0.0) 6.7 b [sestiihel-
nik s vrcholy {(=5,0), (=3.2), (3,2), (5,0), (3,=2), (=3,-2) 6.8 | rotacni elipsoid: 7% + 22 + 2(zy — x5 —
x3)? < 16 6.9/)¢ (—-2,0) U (0.2) 6.10 alz- (3,2)7 6.10 b Jjsou oddélené 6.12 nejde

o metriku | ©.10 | nsvod: naleznéte limitu uvedené posloupnosti a dokazte, Ze neni racionalni 6.17 |ano

6.19| neni kompaktni 6.20 ] neni izolovany, neni hromadny, neni vnitini, je hrani¢ni a neni bodem

Al 6.24 je skalarnim soucinem, o(z,2?) = \/% 6.26 je skalarnim soucinem, hodnota normy: v/17.

okolim je oteviena elipsa s osami, jeZ nejsou rovnobézné se soufadnymi osami 6.27 (2,3) je vnitFnim

bodem, (5.3) je hraniénim bodem, dist(A, {d}) = 3 6.28 | limitou je bod (0.1), ng = [5/¢], v prostoru

{R, 7} posloupnost limitu nema 6.30 konverguje k (1.2,0) 6.31 konverguje k (1,2,0) 6.32

bud (—=7.-2,2,0,1)7 nebo (7,2.-2.0.-1)7 6.34|v {R.7} neni cauchyovska, v {R. g} je cauchyovska
6.35 | konvexni oval se stiedem v bodé (2. 3). okoli (e-’17,(2.3) je jeho podmnozinou




4.96 b

I=R* y(z) =22, I =R

4.97

y(z) =

4.98
1=(-1,1)| 4.100

y(z) = 1+ 2z + 1)

y(z) = by + C2(z — arctg(z)) +z, I = R

y + 2z + (2 — 2%)cotg(z),

sm(z
4.99

Inf2z + 1|, I = (=00

,—0.5)| 4.101

y(z)

Core 2" 4+ [3e%% + 3222, I =R

4.102

I =

C, sin(z) + Cz —2c08(2) + (.r)

y(z) =

4.103 | y(=)
kde I = (-C~

4.105|y(z)
4.106|y,(z) =
I1=Rr|4.107

Cie *4+0ze * 432 —z2e +2e*, I =R

4.111 y(z)

= (e % cos(2z)+Lre~ "

=Ciz + sz + C32% + zIn(z),

y(z) = Cyze®* + [z + 42%**, I = R

= C; cos(x) + G2 sin(z) + C3 cos(2z) + Cysin(2z) —

4.104

I=R*

I = (2r,3n)

y(z) = C,arcsin(z) + C; + 3z — 23,

= Ele—2.1: +
(—m/2,7/2)

y(z) = 2z 4 (x + 1) aresin(C(z + 1)),
'—1,0'-1)proC>0,I=(-1l,0)prol=0al=(C'-1,-C"'-1)prol <0,

sin(2z)+xe ™" cos(2z)+e~* sin(2z) In(cos(z)), I = (-7 /2,7/2)
:L_:L" kde 7 = (C,o0) pro C # 0, y2(z) = 2, kde I = R pro £ = 0 a y3(z) = 0, kde

4.108 4.1

y' —4y =0

09

y(z)

4.110

24 0y(2-2z)3 -2 4252

y(z) =

=2 [ = (~00.2)

1zcos(z), I =R

4.112

y(z) =

zv/2In(lz), I = (1/C, 00) pouze pro € > 0

4.113

y(z)=z(z*/24+8)"2, I=R

4.114

y(z) =

Ci+C (L -2)+21=(1,0) 4.115

y(z) =

y(z) = 0, (1 +xtg(x))+Catg(z), I = (-3, 5) |
I=R*| 4.118|y(x) = I=(3F

sin®(z
cos{z) *

y(z) = Lycotg(z) + C2(1 — z cotg(z)), I = (0,
(:v2 + 3 + Jo22°-

4.122 y(z)

4.124
4.126

I =R

100y = 0
I = R*

— z?

I =

y'r? — 2’z + y(2

sin(x)

I+cos(z)®

y(z) =z

51r =
2

4.117 y(z) =
)| 4.119

| 4.121 y(x)
1))—1/2’ _m
}=20

4.125
(m,37) 4.127

y(x) = e**sin(z) + 2ze

= [,z%* + Cyz%e~?
4.123

y(:z:) = C1 + Cz ln(:c) + [:3.‘1,‘3

Ciz®+ % + L2In?[z| +In|z]), [ = R~
Cle 21+CQ$39_2I+031’49*21

LI=R

y(4) _ 4ym + 24yu

y(z) = x+l I = ( 1,0¢)

4,116
+2r%e~ %,

4.120

+ L322 + 21227,

- 40y’ +

+ 223 In(x),

4.128

z2 /2

4.129 y(z) =ze

y(z) =z

4.130

— sin(z)

x

4.131

y(z) y(z) = ze

4.134
4.136 a y(z) =

(az + b)ze3* | 4.136 d y(z) =
(ax + b) cos(2z) + (cx + d) sin(2z)

{== =}

m - 3yn +4y =4z

y(z)
y(z)

5.1 v +y2 + 2, Bp = {(1,0,0)7

5115.3a|@x!5.3ble
v+ ys + i, Bp = {(1,0,0)7

y2—y3| 9.5|Bp = {(0,-v3/3,0), (v2/2,0,
5-7 ) =y —
5.9

5.4

3ys —6y3, 2o =y +3y3 a

elipsa: 22 +2% -

ni(x) = 4z + 1, yo(z) =
(az + b)e~5*

(az + b)ze™5% cos(2z) + (cz + d)ze 5% sin(27)

(—1/v/3,1/V/3,0)T
sg(q) =

1=0,kdex; =21 —22/342/3az; =22,/3-1/3

(4.1

32| Fs =

1-x,y—4x—1=ﬂ(y+x—1)3

4.135

4,136 b y(z) = (az + b)z

4.136 ¢

4.136 e

52

,(0,0,1/v/3)7})

5.6

-v2/2), (V3/2,
I3 = Y3 5-8

-21/3/2/3,\/3/2)}

5.10

viz napf. vysledek cviceni

(3,0,0) - elipticky typ, regularni s normalnim tvarem
,(0,0,1)7,(—1,1,—-1)7}, transformace: z; = y; — y3, T3 = Y3 2 T3 =

X € (—4/5,0)
BP = {( \/_/27 070)1 (_21 17 0)’ ("'1v 11 1)}
imaginarni riznobézky:

511 (-1,

512 a

22 4+ 22 =0,

hyperbolicky paraboloid 2?2 — 22 — 223 = 0

512 b

512 c

elipticky kuzel 2% + 22 — 22 = 0

5.12 d

elipsoid 2z + 22 + 22 -1 =0

512 e

hyperboloid 27 + 22 — 23 — 1 =0

jednodilny

512 f

hyperbolicky vélec 22 — 22 —1 =0

jednodiiny

512 g

hyperboloid 27 + 22 ~ 22 ~1 =10

dvoudilny hyperboloid 22 + 22 — 22 +1 =0

5.12 h

jednodilny hyperboloid zZ + 22 — 22 —1 =0

5.12 i

imaginarni kuzel z# + 22 + 22 =0

5.12 k

parabolicky valec 22 — 2z, = 0

5.12 |

512 |

kuzel 22 + 22 — 23 =0

vilec 27 + 22 -1 =0

5.13] regulsrni | 5.14 | dvoudilny hyperboloid: Z24+22-224+1=0|5.16]sgq) = (50,0),
@5 = (~7,-2,2,0,1)7 nebo @5 = (7,2,-2,0,-1)7 | 5.17 | hyperbolicky paraboloid 22 — 22 — 223 = 0,
ktery je regularni a ma signatury sg(Q) = (1,1,1) a SG(Q) = (2,2,0) 5.18/,=3| 5.19 hyperbolicka
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Legendreovy polynomy, 206

Leibnizovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci fady funkci, 54

Leibnizovo kritérium, 42

levs linearita skalarniho soucinu, 197
limita posloupnosti bod z mnoziny, 210
limita posloupnosti funkci, 8

linedrni diferencislni rovnice bez pravé strany, 102
line4rni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty, 132

linesrni diferencislni rovnice, 101

linedrni normovany prostor, 200

linearni zobrazeni, 160

Maclaurinova vada funkce, 77
MaclaurinGv polynom, 76

Maclauriniiv vzorec funkce, 76

majorantni Fada funkci, 37

matice bilinearni formy, 159

matice kvadratické formy, 160

matice kvadratické funkce, 172

matice kvadriky, 172

matice linearniho zobrazeni, 160
maximalni reseni diferenciaini rovnice, 102
metoda variace konstant, 128

metricky prostor, 207

metrika generovani normou, 209

metrika, 207

Minkovského nerovnost, 195

mnozina koneéna, 221

mnozina nekonedna, 221

mnozina nespocetna, 221

mnozina souvisla, 221

mnozina spodetna, 221

mocninna fada, 58

monoténni posloupnost, 11

negativni definitnost kvadratické formy, 164
negativni semidefinitnost kvadratické formy, 164
neklesajici posioupnost, 11

nelinearni diferencialni rovnice, 101
nerostouci posloupnost, 11

norma generovana skaldrnim soucinem, 201
norma, 200

normalni tvar kvadratické formy, 163
normalni tvar kvadriky, 178

nulovost metriky, 207

nulovost normy, 200

oblast, 221

obor konvergence posloupnosti funkci, 8
obor konvergence fady funkci, 32

obycejna diferencisini rovnice - obecny pojem, 101

oddélené mnoziny, 221

odmocninové kritérium, 38

ohnisko elipsy, 172

ohnisko hyperboly, 173

omezens mnozina, 219

ortogonalita line&rniho zobrazeni, 161
ortogonalni mnozina, 198

ortogonéini vektory, 198

ortonormalita linedrniho zobrazeni, 161
ortonormélni mnozina, 204

oteviend mnozina, 217

p—metrika, 207

parabola, 173

parabolicks kvadratické forma, 166
parabolicky valec, 184

partikularni feseni, 104

pocateéni podminky diferencialni rovnice, 126
podilové kritérium, 37

polarni baze kvadratické formy, 168
polomér konvergence mocninné fady, 60
posloupnost &asteénych souctd, 31
posloupnost funkci, 7

pozitivni definitnost kvadratické formy, 164
pozitivni definitnost skalarniho soucinu, 197
pozitivni semidefinitnost kvadratické formy, 164
pre-Hilbertiiv prostor, 197

pfidruzenost kvadratické a bilinearni formy, 160
prodlouzeni feseni diferencislni rovnice, 102
Pythagorova véta, 201

Raabeovo kritérium, 40

Raabeovo zobecnéné kritérium, 43

fada funkci, 31

redukované okoli bodu, 215

regularita bilinearni formy, 159

regularita kvadratické formy, 160

regularita linedrniho zobrazeni, 160

regularni konvergence fady funkci, 47

regularni kvadrika, 174

relativni konvergence, 37

reseni diferencialni rovnice v implicitnim tvaru, 108
feseni diferenciélni rovnice, 101

tidici pfimka paraboly, 173

rostouci postoupnost, 11

rovnice bez pravé strany pfisluina k diferencialni rovnici, 102
rovnobéznikové rovnost, 201

rozdifena kvadraticks forma prisiusna ke kvadratické funkei, 174
rozsirena kvadraticks forma pristuénd ke kvadrice, 174
sitovd metrika, 208

signatura kvadratické formy, 163

siin&)si norma, 201

singularita bilinedrni formy, 159

singularita kvadratické formy, 160

singularita linedrniho zobrazeni, 160

singulérni kvadrika, 174

skalérni soucin, 197

soucet fady funkci, 32

srovnavaci kritérium bodové konvergence, 37
stejnomérna konvergence posloupnosti funkei, 11
stejnomérnd konvergence fady funkci, 46
stejnomérnd omezenost, 53

stred kvadriky, 175

stupen diferencialni rovnice, 101

supremalni kritérium, 13

Sylvestrovo kritérium, 166

symetricka bilinearni forma, 159

symetrie metriky, 207

Taylorova fada funkce, 77

Taylorova véta, 77

Taylortv polynom, 76

Tayloriv vzorec, 76

Thaletova elipsa, 204

Thaletova kruznice, 204

totélni diferencial, 73

trividlni metrika, 207

trojuhelnikova nerovnost metriky, 207
trojuhelnikové nerovnost normy, 200

typy definitnosti kvadratickych forem, 164

typy excentricity kvadratickych forem, 166

uplny metricky prostor, 213

usecka, 209

uzévér mnoziny, 217

uzaviend mnozina, 217

uzavien4 oblast, 221

vedlejsi poloosa elipsy, 172

vedlejsi poloosa hyperboly, 173

vedlej3i signatura kvadriky, 174

vektor kvadratické funkce, 172

vektor kvadriky, 172

véta o derivovani mocninné fady clen po clenu, 63
véta o integrovani mocninné rady ¢len po &lenu, 62
véta o normalizovatelnosti kvadratickych forem, 163
véta o snizeni radu diferencialni rovnice, 119
véta o superpozici. 141

vlastni ¢islo matice. 162

vlastni vektor matice, 162

vnitfek mnoziny, 217

vnitini bod mnoziny, 217

vzdalenost bodu od mnoziny, 208

vzdalenost mnozin, 208

Weierstrassovo kritérium, 49



Index

e-okoli, 215

A—skalarni soucin, 198
o—metrika, 208
g—ortogonélni vektory, 168
Abelova parcislni sumace, 53
Abelova véta, 62

Abelovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci fady funkci, 53

Abelovo lemma, 58

absolutni ¢len kvadratické funkce, 172
absolutni ¢len kvadriky, 172

absolutni konvergence, 37

analyticks funkce, 77

asymptoty hyperboly, 173

axiomy metriky, 207

axiomy normy, 200

axiorny skalarniho soucinu, 197

Babylonska redukce — Lagrangeiiv algoritmus, 169
Bernoulliho diferencialni rovnice., 107
bodova konvergence posloupnosti funkci, 7
bodova konvergence fady funkcei, 31

Bolzano-Cauchyova podminka pro bodovou konvergenci posloup-

nosti funkei, 8

Bolzano-Cauchyova podminka pro bodovou konvergenci fady
funkci, 32

Bolzano-Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergenci
posloupnosti funkci, 15

Bolzano-Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergenci
fady funkci, 48

Buiakovského nerovnost, 196

&astedny soucet Fady funkci, 31

Cauchy-Bunakovského nerovnost, 197

cauchyovsk$ posloupnost, 212

centréinost a necentralnost kvadriky, 175

centralnost a necentralnost kvadratické funkce, 175

charakteristicky polynom diferencialni rovnice, 132

chybové funkce, 92

dédicnost stejnomérné konvergence, 13

derivace mnoziny, 219

derivace fady clen po élenu, 52

diagonélni tvar bilinesrni formy, 159

diagonalni tvar kvadratické formy, 160

diferenciéini operstor, 102

diferencialnf rovnice se separovanymi proménnymi, 108

diferenciélni rovnice ve tvaru totalniho diferencidlu, 110

direktrix paraboly, 173

Dirichletovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci fady
funkci, 53

divergence &iselné posloupnosti, 7

divergentni posioupnost bodil z mnoziny, 210

dvojny faktorial, 78

dvoudilny hyperboloid, 182

ekvivalentni mnoziny , 221

ekvivalentni normy, 202

elipsa, 172

elipsoid, 182

elipticks kvadraticks forma, 166

elipticky kuzel, 184

elipticky paraboloid, 182

elipticky vélec, 183

error function, 92

euklidovskd metrika, 208

euklidovské norma, 200

euklidovsky prostor, 214

Eulerova diferenciélni rovnice, 140
Eulerdv vzorec, 127

exaktni diferencidlini rovnice, 109
excentricita elipsy, 172

excentricita hyperboly, 173
exponecialnégoniometrické rovnosti, 139
formaélni Feseni diferencialni rovnice, 108
fundamentaini systém fedeni diferencialni rovnice, 127
funkce Erf(z), 92

funkéni fada s nezdpornymi Eleny, 35
geometricka rada, 32
goniometricko-exponecialni rovnosti, 139
Gramm-Schmidtliv ortonormalizaéni proces, 204
Holderova nerovnost, 195

hermiticita skalarniho soudinu, 197
hermitovska bilinearni forma, 160
hermitovska matice, 159

Hilbertdv prostor, 213

hlavni minor matice, 159

hlavni poloosa elipsy, 172

hlavni poloosa hyperboly, 173

hlavni signatura kvadriky, 174

hodnost bilinesrnf formy, 159

hodnost kvadratické formy, 160
homogenita normy, 200

homogenni diferenciélni rovnice, 112
homogenni funkce, 112

hranice mnoziny, 217

hraniéni bod mnoziny, 217

hromadny bod mnoziny, 219

hromadny bod posloupnosti, 212
hromadny prvek posloupnosti, 212
hyperbola, 173

hyperbolickd kvadratickad forma, 166
hyperbolicky paraboioid, 183
hyperbolicky valec, 184

indefinitnost kvadratické formy, 164
index posloupnosti funkci, 7

integrace fady ¢len po &lenu, 52
integraéni faktor druhého druhu, 111
integraéni faktor, 105

integralni kritérium, 39

interval konvergence mocninné fFady, 60
interval fedeni diferencislni rovnice, 101
izolovany bod mnoziny, 219

Jjednodilny hyperboloid, 183

kanonicky tvar kvadratické formy, 163
kanonicky tvar kvadriky, 178

klesajici posloupnost, 11

kompaktni mnozina, 219

konvergence &iselné posloupnosti, 7
konvergence prvkii v mnoziné, 210
konvergentni posloupnost bodii z mnoziny, 210
konvexni mnozina, 209

kuzelosecka, 172

kvadratickd forma pfislusna ke kvadratické funkci, 172
kvadraticka forma prislusna ke kvadrice, 172
kvadraticks forma, 160

kvadraticka funkce, 172

kvadraticka plocha, 172

kvadrika, 172

kvocient geometrické Fady, 32
Lagrangelv tvar zbytku, 76



