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ZNACEN{
Znacka \ Popis
R* R U {—o00,+0}
(0 CU {0}
Xo X U {0}, kde X je ¢iselnd mnozina
n {m eN|m<n}
Dom f defini¢ni obor zobrazeni f
Ran f obor hodnot zobrazeni f
P(X) =2% potenéni mnozina X (systém vSech podmnozin X)
{zn}{° posloupnost jdouci od 1 do 400
L k] dolni celd ¢ast ¢isla k
(c,d) otevieny interval
e, d] uzavieny interval
~ ekvivalence matic, mnozin ¢i funkeci
[¢] tfida ekvivalence ¢
— bodova konvergence
— prirazeni
Ax B kartézsky souc¢in mnozin A a B
A° vnitfek mnoziny A
A hranice mnoziny A
A uzavér mnoziny A
Al izoladtor mnoziny A
A’ derivace mnoziny A
ar mnozina A uzaviend v mnoziné Y
A°Y mnozina A oteviend v mnoziné Y
(¢) = Rangp stopa drahy ¢
H,, U, A, okoli bodu z
‘7 =V" linearni vektorovy prostor dimenze n
K =V linedrni kovektorovy prostor (algebraicky duél)
- — — —
L(X,Y) normovany prostor spojitych linedrnich zobrazeni X — Y
=b=(b"b2,...,b")7T sloupcovy vektor
=a? = (ay,as,...,a,) | Fddkovy vektor (linedrni funkcional, kovektor)
a b= (alb) akce kovektoru na vektor (funkcionél av bodé b)
<", l_;> skaldrni soucin vektort
1z, p-norma vektoru &
df totalni diferencial funkce f
w diferencidlni forma libovolného stupné
wAC vnéjsi souc¢in forem
*T Hodgetv dual
CP(M) tiida vSech funkei na mnoziné M spojité diferencova-
telnych do tadu p
LP(M,dp) prostor vSech Lebesgueovsky integrabilnich funkci na
mnoziné M s p-normou a mirou
O = % operator parcidlni derivace podle k-té slozky
J¢(z0) Jacobiho matice zobrazeni f v bodé xg (prvni derivace)
i imagindrni jednotka
Re(z) redlnd ¢ast komplexniho éisla z

Im(z) imaginarn{ ¢ast komplexniho éisla z
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AG,M REGULARN{ ZOBRAZENI{

Pripomeneme si Banachovu vétu o pevném bodé:
(1) Zobrazeni f : (X, 0) — (X, 0) se nazyva kontrahujici, pravé kdyz
(Fk € (0,1))(Va,y € X)(o(f(2), f(y)) < kolz,y)).
(2) Kazdé kontrahujici zobrazeni na dplném prostoru ma pravé jeden pevny bod, tj. existuje
takové x, ze plati f(z) = .
Véta 14.1 (o inverznim zobrazen{). Necht ¢ € N, g: E — E € C4, tg € (Dom g)°, det ¢'(t9) # 0.
Potom existuje Hy, = (Hy,)° takové, ze
(i) zazeni g|u,  je prosté,
(ii) U = g(Hy,) = U°, tj. obraz otevieného okoli je otevieny,
(i) f = (glu,, )~ € CO.
Diikaz. Bud xg = g(to), v =g(t). Pak x — g(t) = 0, t =z + (t — g(t)) = u(t).
- =
I) Predpokladejme, ze ¢'(to) € L(E, E), ¢'(to) = idg
¢ (to) =idg —g'(te) = 0

|05 (t2) — @5 (t1)| = [(5) () (t2 — 1)
S vyuzitim spojitosti g existuje B(to,r) takova, ze (Vt € B)||¢L(t)| < k € (0,1) a zarovenr B
je uplny prostor (je uzaviend v dplném prostoru).
Musime jesté ovérit, zda p, : B(to,r) — B(to, ).
oz (t) —toll = llz +1t = g(t) — (zo +to — g(to))l| =
=[x —20) + (x+ 1 —g(t)) — (z +to — g(to)) <
< o — ol + [lpx(t) = pu(to) < (L= K)r +kr <7
Jestlize je x € B(xo, (1 — k)r), pak ¢, na B(tg,r) kontrahuje a ¢, je B — B. Z toho vyplyva,
Ze mé pravé jeden pevny bod pro kazdé x € B(xg, (1 — k)r) a tedy zvolim-li si z € B, pak
existuje pravé jedno ¢ € B(tg,r) tak, ze plati x = g(t). Tedy g|ug je prosté.
Definujeme timto zobrazeni f(z) = t. Nejprve ukdZzeme spojitost f.
lg(t2) — gl = llz +t2 — pa(t2) — (2 +11 — pa(tr))] =
> [tz = ta]l = llpa(tz) — ea(t)l = (1 — k) [tz — ta]]

a tedy pro kazdé x1,xo € g(H) plati:

I£2) = Fa)l < T o~ aall,

tedy zobrazeni f je lipschitzovské, tedy i spojité. Vzor oteviené mnoziny pri spojitém zobrazeni
je otevieny. Proto U = g(H) = f~!(H) = U°. Zbyva dokézat, ze f = (g|u)~* € CU.

g(t) = g(to) + g (to)(t — to) + p(t) ||t — tol|
z — 0 = g'(to)(f(z) = f(z0)) + u(f (@) [ () = f (o)
f(x) = fzo) = (g ( o)™ (@ — o) — (¢'(to)) " (u(f (@) | £ (x) = f(z0)])
1 (@) = (o)l < [|(g (ta)) | IIw—wo||+H (9" (t)) "M [ HlnCf @D If () = f (o)
to))”

) — (o 19’ t0)) ]| Il — ol
If() = £ 0>Hf17n< o) T

f(@) = f(z0) + (g'(to)) ™ (= — wo) + w(z) & — o]

lw(@)| < ||(g’(t0))_1|| [l (f ()l 1— ||(g|’|((t£:))()t33)|||,L’L|(f(a:))||

a tedy
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Existuje f/(zo) = (¢'(tp)) . Prox € U, t € H
(@)= (g'(®)~"
II) Pokud g¢'(tg) # id z: Definujeme
h(z) = xo — ¢'(to) "' (z — @0).
C?, G(to) = w0, G'(to) = (hog)'(to) = (¢'(to)) "' 0 g'(to) =idz. O

S
Pozndmka. (1) g=' = f (funkce k sobé inverzni)
(2) If(xo) = (Jg(to)) 1 (Jacobiho matice k sobé inverzni)
(3) det f'(x0) = m (determinanty k sobé inverzni)

Plati, ze G = (hog)

Definice 14.2. Bud g zobrazeni tif{dy alespoii C! pro kazdé t € Dom g. Necht det g/(t) # 0 (tj. g
mé regularni derivaci). Pak fekneme, Ze g je regularni.

Pozndamka. Regularni zobrazeni splituje predpoklady 14.1, takZe je lokalné prosté, tj. (V¢)(3H,)
takové, ze g je na ném prosté.

Definice 14.3. Zobrazeni g : F — E se nazyvé difeomorfismus, resp. ¢g-difeomorfismus, plati-li

(I) g je prosté,

4
(I) gig* jsou tifdy C* resp. Cq.@s"@s. ~ P{O{LL 3 v ) A
»

( s —
Pozndmka. (1) Regularni zobrazeni je lokaln& difeomorfni. -
(2) Homeomorfismus je 0-difeomorfismus. 3 3( éo

Definice 14.4. Zobrazeni g se nazyva oteviené, plati-li ( 'E
(AcDomgna =4 =g = gar.  Xo= G Ea)
Véta 14.5. Je-li g regularni, je oteviené.

Diikaz. Vezméme si libovolnou otevienou mnozinu A, kterd lezi v definiénim oboru g; chceme ukazat,
ze g(A) je oteviend mnozina. Zvolme libovolné xy € g(A). Hleddme néjaké jeho okoli, které by pat¥ilo
do g(A). Oznaéme to bod spliiujici tg € A a zdroveni g(ty) = xo. Na zobrazeni g| 4 mizeme aplikovat
vétu 14.1. Z ni dostaneme, Ze existuje oteviené okoli bodu ¢y spliujici Hy, C A, jehoz obraz g(Hy,)
je opét otevieny. Pritom ale zjevné = € g(Hy,) C g(A). Nalezli jsme tedy okoli bodu zg lezici
v g(A). O

Pozndmka. Zobrazeni regularni a prosté je difeomorfni.

(CX T CO(A, aCn ,7(0J£‘—'
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/\’X}é’ IMPLICITNf ZOBRAZEN{

Méjme soustavu nelinedrnich rovnic

Ozt . 2"yt ..y™) = 0
Cbm(arl,...,xr,yl,...ym) = 0
—— ——
z Y

Ocekavam, ze za jistych podminek z této soustavy dostanu

y'to= .2

ym o= pm(at, .2

Definice 15.1. Bud ® : R"*™ — R™. Potom Fesenim rovnice ®/(z,y) = 0, j € M, rozumime kazdé
zobrazeni ¢ : R™ — R™ takové, ze ®(x, p(z)) = 0 pro kazdé 2 € Dom ¢.

Poznamka. Rikame, ze ¢ je zaddno implicitné.

Véta 15.2 (o existenci a jednozna¢nosti). Bud @ : R"t™ — R™, <I> € C4, q,r,m € N a plati: \J 0,“{ \/ﬂ'\uL
(I) existuje (g yo) € Dom ® takové, ze ®(zq yo) = 0, Nne °<°
(1)
() T
8((y (0 yo) # OR p x"l '00\ "M Vo ﬂaj“\

Potom existuje okoli V,,, Ze rovnici ®(z,y) = 0 je na V definovano pravé jedno zobrazeni ¢ : V CJ LCO/\C 6(/)
R"™ — R™ takové, ze plati:

1) (z0) = o,
@ pecr, P al-( P

(3) ®(x,p(x)) =0mna V,,.

Diikaz. Bude proveden v nasledujici vété, kterd je obecnéjsi. hoXx. O
Pozndmka. (1)

Vof\Q_'é .

S B )
oo | ' o, J(o)
O™ v | 177
g vy ™
(2) Staéi ® € C°, musi byt tiidy C! vaci y!,...,y™. Pak ¢ € C°. {xe X } D
(3) ®(zt,...,2",y) statf ® € C° a monotonie viiéi y.

3
(4) Bud neN 1<i; <ig <--- <i, <n rostouct r-tice, 1 < j; < jo < -+ < jm < n rostouct
m-tice. Zavedme \ = (zl,...,z;), = (J1,---dm)s (A, p) je (r + m)-tice. Jestlize p jsou
zrovna takové, ze A doplni do 7, pak oznaéime p=N. (A, \) =(1,...,n).
Véta 15.3. Necht q,7,m € N. Bud ® zobrazenf ti{dy C? z R"™™ — R™ a plati:
(1) existuje zg € Dom ® takové, ze ®(xg) = 0,
(2) h(®'(xg)) =m.
Pak existuje okoli on C R™™ r-tice A, okoli V,, » C R" a zobrazeni ¢ : ng — R™ tridy C? tak, ze
plati {x € H, f{% = O} x € Hlo|x € Va, >\ = ()}

Dikaz. Ma ce D'( ma tvar
ot Pt
Ozl ctt Qgrtm
o9™ 2™

ozl e Ozmtm /) p=x,
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6 WIKI SKRIPTUM FJFI - ~.
v ‘o \‘ \“g \ \‘
Z hodnosti plyne existence X' = (j1,...,Jm) takova, ze »
oP? ol

awsn M;m 20 —Ye Q__UO'\ M\%&‘bl&
oo™ 82T |
RN - :)-ﬂ_r\ P )Aiv(g .

a ze spojitosti Vo € Uy, je J(q);l”;m)(x) # 0.
Definujeme fA(z) = 2, f (x) = ®(z). f: R 5 RTT™ ¢ 4,

1 1
(I)jl T (I>jm
If(wo) = | P #0
GV S

(Plyne z rozvoje determinantu.) f spliiuje pfedpoklady 14.1, tedy existuje H,, takové, Ze f|u je
prosté, f(H) je oteviené, g = f~1 € C4.

V={z* eR"|(z* 0V) € f(H)} = V°

{z € H|®(x) = 0} = {z € H|f(z) = (2*,0V)} = {z € H|z = g(a*,0")} =

—{zeHz* eV, 2V = p(z")}
a p(at) = g (z*,0V). O
Pozndmka. Tvrzeni véty zapsal Vrdna i ve struéné podobé: 3H, {x € H|®(x) = 0} € C9 a oznacil
ho za ,nejkrasnéjsi vyjadieni”. V tomto piipadé je mnozina povazovana za zobrazeni (pfesnéji to je
obraz zobrazeni na H).
Pozndmka. ®(z) = 2z}, 2V), p € m, 2V = @), A = (ir,...,ip), N = (J1seesjm)-
P (2, p(2*)) = 0, 2* € V.

Pro pevné zvolené iy, k € 7 a kazdé p € m plati:

P (N (@) = 0

8$ik

(I)p +Z(I)]lwlk - 7

coz je soustava linedrnich rovnic pro cpik 7 Cramerova prav1dla pak dostavame

IC '\
1 8($j1, Jl 1 a;lk Q;Jl+1 . gj]m (f
Pip, = a(<1>1 D) X (X )
8(_L11 _L]‘ITL)

Zapsano ,klasicky*“:
a(@?,

oyt By, ...yt mw le+1 yim) )
ok — (@ ,...m) ( j j =0

a(le L, ydm )
Pokud uz mam (z,y), pro které ®(z,y) = 0, mizu urmt hodnotu derivace v tom bodé.

Y . ‘
=30 A a fy rere oo fy

— Ne N QCue\/ I.\-\:
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16. VARIETY

Definice 16.1. Budte m,n,7,¢ € N, 1 < m < n, r = n — m. Neprazdnou mnozinu M C R"
nazveme diferencialni varietou tridy C? dimenze r, plati-li:
1) (Vo € M)(3H,, P : H,, s R™ € C9), (“\ &{?(\(-\

(I) MNH,, ={z € Hy, | &(z) =0}, \:P (

(ITT) (Vz € Hyy)(W(P'(x)) = m).

Pozndmka. (1) Piivlastek diferencidlni budeme vynechdvat, nebot bude z kontextu vzdy jasné,
Ze se nejednd o varietu algebraickou. Taktéz budeme r-rozmérnou varietou (popi. r-varietou) ’
rozumeét varietu dimenze r a zapisujeme dim M = r podobné jako u linearnich prostoru. nenry /
(2) Zobrazenim ® Fikdme vazby. Jsou-li t¥idy C?, o pfislusné varieté fikdme, Ze je téz t¥idy C9. J'o v l°-

(3) Variety nazyvame dle dimenze r: » = 0 bod, r = 1 kiivka, r = 2 plocha, r = n—1 nadplocha.
Pro korektnost je tieba dodat, ze varietu dimenze 0 jsme dodefinovali.

(4) r-varieta je lokdlné difeomorfni s mnozinami, které jsou izometrické s prvky topologie
(otevienymi podmnozinami) v R¥. (Coz se d4 ,lidsky“ Fict tak, Ze r-varieta je v podstaté
zakiivend plocha dimenze r.) v

(5) Varieta se nemuze kfizit nebo protinat. (V tomto p¥ipadé neplati (h(®'(x)) = m), protoze
jinak by nastal spor s tim, ze {x € H,, | ®(x) = 0} je funkce dle véty 15.3)

(6) Variety nemaji kraj. Pouze kompaktni variety (tj. uzaviené a omezené) jsou uzaviené v ge-
ometrickém (intuitivnim) smyslu.

(7) Napiiklad oteviend ani uzaviend koule v R? nenf varieta. Povrch koule varietou je a nazyva
se sféra, znaéime S2. Podobné je varietou povrch toru, znaéime T2, ne vSak torus samotny
(véetné vnitiku). (Koule a torus véetné vnittku nespliiuji m < n, navic by museli byt
definovany nerovnici. Obecné musi byt dimenze variety r mensi nez n.)

(8) Bud ® € C?: R™ — R™. Definujme g- M—
M ={x € Dom® | ®(z) = 0Ah(®'(x)) = m}. cl_L J
Pak M je varieta dimenze r = n —m t¥idy C? (nebo prazdnd mnozina).
Diikaz. Pokud je M neprézdnd, zvolme libovolné = € M. Plati h(®'(x)) = m, a protoze je @

t¥{dy alespoii Ct, m4 derivace plnou hodnost i na néjakém okoli x (p¥islugny subdeterminant
fadu m totiz bude nenulovy). Na tomto okolf tedy plati ekvivalence z € M < &(x) =0. O

Varietu je tedy mozno zadat jako soustavu vazeb, je vSak nutno provérit jejich nezavislost
(ve smyslu LN jejich derivaci).
(9) Piikladem variety je povrch jednotkové koule. Definujeme-li zobrazeni ® vztahem ®(z) =
||:13||§ — 1, m4 jeho derivace ®'(x) = (22!, ...,22") hodnost jedna pro kazdé z # 0. MiiZeme
tedy psat

M={zeR"| ||lz|,=1} ={z e R" | &(z) =0} = {z e R" | @(x):OA(I)’(x);éQ}.
/
(10) Linedrni varieta W o dimenzi r je r-rozmérnou varietou. .é;\é_ C

Diikaz. Bud zg € W. Pak W = x¢ + Z(W), dim Z(W) = r. Existuje L : V" — V™ takové,
7e Z(W) =ker L, h(L) = m.
M={z€R"| Lz —x) =0} = {r €R" | &(2) =0} =
={z eR" | ®(x) =0Ah(P'(z)) = m}. O
Definice 16.2. Bud’ M varieta, o € M. Vektor h € V" nazveme teénym vektorem k varieté M
v bodé zy, existuje-li zobrazeni ¢ : R — M takové, ze ¥(0) = xo a ¢’ (0) = h.
Pozndmka. Oznaéme x; = xo + tl_i, ye = ().

P(t) = 4(0)
t

—h

- |we— 1
lim ——— = = lim
t—0 |zy — yo|  t—0

— 0. rc]/e’_rcf:(l(‘r‘b)"
M= fxe 684 |60)=0 AN T
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Definice 16.3. Teénym prostorem k varieté M v bodé xy budeme rozumét mnozinu vsech
te¢nych vektort v xp, znacit ho budeme T, M.

Véta 16.4. Pii znacdeni z 16.1 plati: Tecny prostor k varieté M v x¢ je jadrem derivace ®'(z),
tj. Tuo M = ker @' (z0).

€ TpoM = (F : R — M)(1(0) = o A/(0) = h). Pak existuje § takové,
H € M a na H je definovdno ®. Definujme ¢ = ® o ¢ a plati, ze (Vt €
0).

0=¢'(0) = @ (1(0))¢' (0) = @' (x0) 1 = 0,

Dikaz. (1) (=) h
Ze ¥(—46,0) C
(=6,6))((t) =

tedy ﬁje z jadra.
(2) (<) Bud L = ®'(z), Lh = 0. Definujme v : R — M vztahem

(1) = glag + th*,0Y),
kde g = f~! je zobrazeni z véty o implicitni funkci. Ovéiime vlastnosti 1:

$(0) = g3, 0%) =z

¥'(0) = g'(x3,0V) (Y, 0) = h & f'(zo)h = (B>, TV)
Pro f platf: f* =2, fi*(x) = 2 fY = ®, fir(z) = (x);
P @7 = e (f (@o)h) = R,
' (@)h = ! (2)h = L'h = 0 & (f'(z0)h)" =0V

Sestrojili jsme tedy ¢ s nalezitymi vlastnostmi, h je tecény vektor. O

Poznamka.
Tecny prostor mé stejnou dimenzi jako varieta.
Z této a Frobeniovy véty (LA1) plyne, Ze je Ty, M linedrni prostor.

Definice 16.5. Tec¢nou k varieté v bodé zy rozumime linearni varietu xg + T,, M.

Pozndmka. Bod x je z tecny, pravé kdyz
x—x0 € TyyM & &' (z0)(z — 20) = 0.

Pozndmka. Kuzelosecky jako specialni piipad variet: Bud

M=<zxecR" i:aijxixj—l-an:bixi—i-c:O

i,j=1 i=1
Kazdou matici, tedy i A = (a;;), 1ze rozlozit na jeji symetrickou a antisymetrickou ¢ast
1 1
aij = 5 (aij +aji) + 5(aij — azi).
2 2
Protoze pro kazdou redlnou antisymetrickou matici B a libovolny vektor = plati
(x,Bz) = "Bz = BT2)"2 = — (Bx,z), atedy 2" Bz =0,

lze bez Gijmy na obecnosti predpoklddat a;; = a;;.
Diskriminantem kuzelosecky nazyvame determinant
Q4 bi

A:bj ol

Jestlize A # 0, pak hovorime o nedegenerované kuzelosecce, jinak o degenerované. Nedegene-
rovand kuzelosecka je varieta. ) “j ‘ "(4
| oM
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Diikaz.
M={zeR"|®(x)=0}={zecR" | &) =0Ah(d'(z)) =1} =
={z eR" | ®(z) =0AD'(x) # 2},
takze pokud ®'(x) # Q tak M je nadplocha. O

Derivaci podle xj, se ziska

(I)k(.’t) = 2Zaikmi +2b, =0 Vken
i=1
Must se ovérit jestli ®'(zo) # 0. Pro h(a;;) # h(a,;|b;) je to v poradku, pro h(a,;) = h(a,;|b;) existuje
xo takové, ze ®'(zg) = 0. Ukdzeme, Ze x¢ neni ve varieté.

n n
Z ai;ThTd +2 Zbixé +c=0
i,j=1 i=1
n
> aiwh+b =0 (Vk€n)
i=1
Vynasobenim zf a odectenim vyjde

ibzﬂ?é +c=0
i=1

Kdyby g byl ve varieté, vznikl by spor, nebot (derivace v g € M: ®'(zq)(x — xO; =0)

n n
Z ( aikxy + bk> (z% — zF) =0,
k=1 \i=1
pak s vyuzitim xg € M plati

n
aiprhrt + Z br(zh — k) —c=0.

n
ik= k=1

=

Definice 16.6. Normalovym prostorem N, M rozumime ortogonalni doplnék k tecnému pro-
storu, tj. NyyM = (Tye M)*.

Definice 16.7. Normalou k varieté M v bodé xy rozumime varietu zo + Ny, M.
Pozndmidh) i € Ny, M, pravé kdyz (Vh € TIOM)(<FL, E> =0).

heTpyM < @ (x0)h =0 < (VI € m)(grad & (z)h = ®' (20)h = 0).
(VI € m)(grad ®!(zg) € N, M). Gradienty tvoif bazi normélového prostoru.
Bud f/(xg) # 2, i = grad f(x9), f € C*. Diky tomu, Ze f € C!, plat{

M={zeH]| f(z) = f(xo)} = {w e H| f(z) = f(x0) A f'(w0) # 0}.
®(x) = f(z) — f(zo) a také grad @ = grad f. Ekvipotencidlni plochy jsou tedy varietami na takovém
okoli, které splituje f'(z) # 0.
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17. VAZANE EXTREMY

Definice 17.1. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé zy € M lokalni extrém vzhledem k varieté
M, pravé kdyz

(3Ha ) (Vo € Hay N M)(f(2) = f(20)), Tesp. (3Ha, ) (Ve € Hyy N M)(f(2) < f(20))-

Véta 17.2 (nutnd podminka pro existenci extrému vzhledem k varieté). Bud M r-rozmérna varieta
tiidy Ct, o € M, f: R™ — R redlnd funkce diferencovatelnd v zg. Necht f ma v zq lokdlni extrém

vzhledem k varieté M. Potom existuji ¢isla Aq, ..., A\, takova, ze zq je stacionarnim bodem funkce
m
A=f=) N0
=1
pri znaceni z kapitoly 17. Cisla A1, -5 Am se nazyvaji Lagrangeovy multiplikatory a A Lagran-

geova funkce.

Diikaz. Pro kazdy he Ty, M existuje ¢ : R — M takové, Ze ¥(0) = zp a ¢'(0) = h. Definujme
¢ : R — R vztahem ¢ = f o). BUNO necht f m4 v 2y maximum, tedy:

(3Hq, ) (Vo € Hoy N M)(f(z) < f(x0)) < (FHo)(VE € Ho)(f (¥ (1)) < f(¥(0)))
tedy ¢ méd v 0 maximum. Pak ¢’(0) = 0, a plat{

0=¢'(0) = f'(x0) - ' (0) = f’(xo)ﬁ = <grad f(xo),ﬁ> =0.

Z toho dale vyplyva, Ze grad f(xzo) € Nas(xo) a dile existence Ay, ..., A, takovych, zZe

grad f(wo) = Y _ A grad @' (zo),
=1

a tedy
grad <f —~ ZA@Z) =0
1=1
a z Rieszovy véty pak vyplyva nulovost derivace A. O

Pozndmka. Derivace vzhledem k varieté: f},(zo) = f'(xo)|T,, M, tj. derivace ziZend na teény prostor.

Véta 17.3 (postacujici podminka). Bud M varieta t¥idy C2, necht existuje f”(zo), z0 € M, existuje
A a A (xzg) = 0. Potom

Mé-li funkce f|pr v xo lokalni minimum, potom A" (x0)|r, 1 > 0.

Je-li A"(z0)|T, 0 >0, ma f[as v zo ostré lokdlni minimum.

M&-1i funkce f|a v xo lokdlni maximum, potom A//($0)|TTO M <0.

Je-li A"(z0)|7,, 0 <0, ma flar v xo ostré lokalni maximum.

Je-li A”(l‘o)‘noM indefinitni, nemé f|ys v zo lokalni extrém.

Diikdt) Bud h € T,,M. Potom existuje ¢ : R — M takové, Ze 1(0) = z¢, ¢/(0) = h. Provedeme
Taylortv rozvoj A v zg do druhého fadu (to mizeme, protoze f”(xq) existuje a M € C?)

A(w) = Afzo) + X (a0)(& = a0) + 50" (z0)(x = 20)? + () [ — o
=0

A((t)) = Azo) + %A”(ﬂfo)(w(t) —1(0))* + w(@(t)) [[¢() = $(0)]| .
ProtoZe 1 (t) je z variety, kde splyva f s A, vyjde

2 (#0010 = £(600) — wtwt2) Ivie) ~ O)?) = 58" 0)

2
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Limitnim prechodem ¢ — 0 dostavame

> J00) = JW(0)) = A" (@)

=
>0

(ii) Bud A”(z¢)h? >0, z € M N H. Potom

(4

)
6

8

(
(
(7
(

F(@) = F(zo) + A" (@o)(z — a0)? + (@) & — .

Problém je v tom, Zze © — 29 nemusi byt obecné z T, M. Polozme h=x— g, potom h 1ze vyjadrit
jako h = hy + ha, kde hy € T, M, ha € Nps(xo). Potom z pozitivni definitnosti A” vyplyvéa
2

—

A”(Io)hﬂl2 Z « hl

pro né&jaké o > 0, nebot hy € Ty M.

1 -2 IR 1 2 5 SN2
f(x) = f(zo) = §A”(~T0)h1 + A (zo)h1hs + EA”(xo)hz + w(x) th + th >

2 g 2

all~12 a|=)?_ al= SI2 0 ale
=5 -5 IF = 2 1A -5 1E =5 )
—2H1 8 “ 4 8 8
nebot
Z ||
lim = =0, lim ‘+—r =1
E—>6'hH h—=0 ||h
a

1 R 1 - -2
(et 2o i)
h—0 EH 2

takze lze zvolit takové o > 0, aby

1 RN 1 .2 N2 a
TS (A//(.’Eo)hlhg =+ §A”h2 —|—w($) h ) < g
h
Koneéné diky ortogonalité iy a hs
L2 L12 L2 h_; SN2 1 -2
ml = |7l = 17 A tim 12 :0:”}«”“ > |7
h—0 ||k 2

Pozndmka. Metodika hledani extrémau:
Necht f, ®',..., ®&™ € C2.

)
2) Ovéfime, zda M = {x € R"|®(z) = 0} = {z € R"|®(z) = 0 Ah(D'(x)) = m}, tj. je varieta.
)

Sestavim funkéni predpis
m
A=f=> No,
1=1

kde A zatim neznam.

) Polozim A’(z¢) = ©, Aj(zo) = 0 pro j € A, ®!(z¢) = 0 pro | € M. Dostanu m + n rovnic pro m +n
neznamych.

) Vyberu si jeden bod g, uréim A; a dosadim do A.

) A(z0)h? = Q(h).

) Pokud je Q(E) PD nebo ND, pak je to minimum, piipadné maximum.

) Jinak musim nalézt teény prostor (T, M = ker ®'(z)) a zGzim Q(h) na Tpo M.
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Tedy nalézim q(h) = Q(h)|z,, ar. @' (wo)h =0
Z@i(mo)ﬁi =0prol € m.
=1

Provérim definitnost Q. Je nutno hlidat dimenze.

Pozndmka. Dikaz nerovnosti f(x) < g(x): f(x) = a je varieta, napf. uzaviend drdha. Najdu extrém
g(z) na varieté f(x) = a, to provedu pro kazdé a.
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18. DIFERENCIALN{ 1-FORMY

Definice 18.1. Zobrazeni, které kazdému bodu z afinniho prostoru R™ prifadi objekt, nazveme:

skalarnim polem f na prostoru R"”, zobrazuje-li f: R™ — R.

vektorovym polem F' na prostoru R", zobrazuje-li F': R™ — (V).

kovektorovym polem w na prostoru R", zobrazuje-li w : R™ s (V)%

Definice 18.2. Necht (el,..., e™) baze (V")# a w; : R® — R. Diferencidlni 1-formou (resp.
— —

diferencidlni formou stupné 1) rozumime kovektorové pole w, jehoz slozky jsou skaldrnimi poli w;,

t].

=1

Pozndmkb) Bodovy zapis diferencidlni 1-formy je

w(@) = Y wila)e,

diferencialni 1-forma v bodé je tedy linearni kombinace kovektort, tedy kovektor, jinymi slovy
(linearni) 1-forma.
Soucet diferencidlnich forem bodové definujeme (w+ n(z) = <cﬁ(gc) + Z(w)
Nésobeni ¢éislem z télesa bodové definujeme gci)(a:) = tw(x).
—
Soucin se skaldrnim polem bodové definujeme (fw)(z) = f(z)w(z).

Definice 18.3. Kazdé skalarni pole f : R” — R je diferencialni O-forma. Je-1i funkce f diferenco-
vatelnd na celém definiénim oboru, pak f’ je diferencidlni 1-forma a nazyvdme ji vné&jsi derivaci
diferencidlni 0-formy f a s pouzitim totéln{ derivace f’(x) bodové definujeme

(df)(@) = f'(z) € (V")*

Poznamkb) d je symbol. Piikladem vnéjsi derivace je totdlni diferencidl, gradient, rotace, divergence

¢i Laplaceliv operator. Vice pozdéji v 33.13.

Bud'te soubor (é1,...,é,) baze V™, soubor (el,..., e™) k ni dudlni baze (V")#. Méjme (z LAA)
— —

souradnicovy izomorfismus R" — V" vztahem
n
e AL A iné},
=1

kde x € R™ je bod z afinniho prostoru a & € V" je vektor z pfidruzeného linearniho prostoru. Déle
pro kazdé i € n méjme (z LAA) soufadnicovy funkciondl e’ : V" — R
—

e'? = x".
i

Diky soufadnicovému izomorfismu miuzeme tento soufadnicovy funkciondl reprezentovat
soufadnicovou funkei x*(z) : R" — R

R
X' () = e'T,

kterd je zrejmé diferencovatelna. Soutadnicové funkei fikdme (zejména ve fyzice) téz projektor. Pro

vnéjsi derivaci soufadnicové funkce x* v libovolném bodé z plati

dx'(z) = e’

X'(z) = ¢

To je ditvod, pro¢ se ve funkénich piedpisech diferencidlnich forem nepise e?, nybrz da’ (viz pristi
—

bod). Pro diferencidln{ formu w z linearity plati

gmzzwmgzzm@w%b(zwwﬁm.
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Diferencialni forma w je tedy obecné ,linearni kombinace* derivaci souradnicovych funkci. Linearni
kombinace to dle definice neni, nebot koeficienty w; nejsou &isla z télesa, nybrz redlné funkce.

n
w= Z widx®.
i=1

Méme-li diferencidlni formu df, jeji slozky f; = 2L a oznaéime-li dy’ jako da?, mizeme ji zapsat

ve tvaru
df = ~dz’.

Tuto formu nazyvame totalni diferencial, spravnéji exaktni diferencialni forma.
Porovnejme totalni diferencidl df s totalni derivaci f'(x)h.

(a) Mdme-li funkce V" — V™ pojmy nemaji spoleény vyznam, nebot totdln{ derivace je linearni
zobrazeni L(V™, V™).
(b) Méme-li funkce z V™ +— R, totaln{ derivace f’(x) lezi v L(V™,R) = (V")# je to tedy
e—_*
kovektor (zobrazuje V" do R).
(c) Totélni diferenciél je zobrazeni, které kazdému bodu piitadi kovektor (zobrazuje R™ do
(Vm#.
Pokud tedy df ukotvime v pevném bodé ¢y, ziskdme kovektor, ktery ma vyznam totalni derivace,
tj.
df(to) = f'(to)-
f(to) = f'(to)

Dle Riezsovy véty pro kazdy kovektor f’(ty) existuje vektor grad f. Vztah mezi gradientem a tot4lnim
%

diferencidlem ukazuje véta 33.22. Tim je otdzka rozdilnosti df a f’ (x)f_i vyresena.

%
zydx + ydy je tedy formalné blbost — spravné je

wi(z,y) = zy, wa(z,y) =y: w=widz +wydy
nebo
w(z,y) =zye' +ye?.
— —

Protoze je vsak tento Spatny zapis zvyklosti, budeme se ho drzet i my.

Nasledujici definice plati pro diferencialni formy vsech stupnt. O diferencidlnich k-forméch pozdéji
v 33.12.

Definice 18.4. Diferencidlni 1-forma w je t¥idy C?, pravé kdyz w; jsou tfidy C? pro vSechna i € 7.

Definice 18.5. Diferencidlni 1-forma w se nazyva
uzavrena, jestlize plati
&ui _ 6&)]'
0xi Ozt
exaktni, jestlize existuje funkce f takova, ze df = w.

Vi, j € n,

Funkce f se nazyvéa primitivni funkce.

Pozndmkl) Exaktni forma t¥idy C! je uzaviend. Neni-li pfi vhodné t¥idé forma uzaviend, neni
exaktni (neexistuje primitivn{ funkce).

V mechanice se obvykle setkdvame s exaktnimi 1-formami typu F = dU. O funkci U pak tikdme,
ze je potencial pole F' a pole F' pak nazyvame potencialni, resp. nevirové:

Bud w =€ C!, w=df, f €C? w; = 2L. Pak

ow;  0*f O f 0w *f 0% f

0xi  Oxidxrt  Oxidxd  Oxt dxidxt  Oxidxd
1-formam se v termodynamice tradi¢né rikda Pfaffovy formy, spravnéji linearni diferencialni formy.
Exaktnim 1-formam tvaru dF se pak iika Giplné diferencialy, kde F' je stavova veli¢ina. Formy,
které nejsou exaktni, se znaci 0W, 0Q, fikame, ze W a @Q nejsou uplnymi diferencidly. Proto zavadime
stavovou veli¢inu S, diky niz je 0Q = T'dS jiz uplnym diferencidlem.

=0=rot f=0.
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Priklad.

Yy x
w(z,y) = = +y2dz + - +y2dy
Owy 224+ y? —2y2  Owy 2% +y? — 222

oy (@2+y)? 0 9r (a2 +y?)?
takZe w je uzaviend. Zkusime najit kandiddta na primitivni funkci, pak bude w i exaktni.

9

arccos ——= proy >0
2+ 2
p(z,y) = Ve
— arccos gt proy <0
dp Y| Jp _ wsgny

or 2242 Y oy T oy
Pr={(2,0) [ 2 <0}
w(z,y) = ¢'(,y) = do(z, y)
Aby byla w exaktni, musi platit w = df na R2~.{(0,0)}; ¢'(x,y) = f'(,y) na oblasti R? \ P,. Lif
se o konstantu: f = ¢ + C a to je spor kvili skoku na P;. f musi byt spojita, ale ¢ neni.
Pozndamka. Jestlize je mnozina jednoduse souvisld, pak je uzaviena 1-forma exaktni.

Pozndmka. Pripomeneme, Ze oblast je jednoduse souvisla, praveé kdyz ona i jeji doplnék jsou souvislé,

tj. ,mnoFina bez d&r®. /
VM0 o


Mobile User
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19. KRIVKOVY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU

Na prednéasce se kiivkovy integral druhého druhu definuje vétou 19.7 a vynechava se zde uvedend
konstrukce. Takto je to vyzadovano i na zkousce.

Definice 19.1. Bud'te g1, g2 dradhy v R", Domg, = [a,,b,].
Jestlize gi(br) = ga(az), pak

: _Ja(®) na lax, by]
(91 + 92)(t) = {g2<t — b1 +az) mna [by, by + b2 — ay)

je orientovany soucet drah g; a gs.
(= g1)(t) = g1(—t) Vt € [=b1, —aq] je opatné orientovani draha.
g1~ 92 = g1 + (= g2) je orientovany rozdil drah ¢; a go

Definice 19.2. Je dana draha g. Jestlize

m
g= Zg’u
i=1
pak ¢ = (g1,. .., gm) nazveme rozdélenim drihy g.

Definice 19.3. Draha g ma délku (je schopna rektifikace), jestlize mnozina

{l(a) l(o) = Z lg(t:) = g(ti) }

je omezend. Délka je potom sup, (o).

Poznamkb) Ke kazdému rozdéleni drahy existuje rozdéleni intervalu [a, b].

Cislo |lo|| = sup; [|g(t:) — g(ti_1)|| nazgvame norma rozdé&leni.
Priklad.
g(t) = {—tcos% t e [ %,O)
0 t=0
1 1 1 1
7= (%33

(o) > Z

14
=1

() ()12

Definice 19.4 (kiivkovy integral druhého druhu). Bud' g drdha v R™, o jeji rozdéleni (go, - - ., gm),
w diferencidlni 1-forma takovd, Ze [g] C Domw.

m

S(w,g,0) = Zw(wz)(g(tl) —g(ti—1)), kde z; € [g;] proi € m

i=1

nazveme integralnim souctem diferencidlni formy w po draze g pii rozdéleni o.
Bud {¢}{° normalni posloupnost rozdéleni drahy g. Necht pro kazdou takovou posloupnost exis-

tuje limita

lim S(w,g,0m) et /w

m— oo
g9

Pak fikdme, ze w je integrabilni po draze g a tuto limitu nazyvame integralem diferencialni formy
w po draze g, resp. kfivkovym integralem druhého druhu.

Véta 19.5. Budte w, ¢ integrabilni diferencidlni formy po draze g. M4-li jedna strana smysl, plati

(aditivita)
Jwro=[ws[c

g g
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/(cw):c/w.

(homogenita) Ve € R

g g
Diikaz.
S(w,g,0) =Y w(@:)(g(t:) — g(ti-1))
i=1
Z linearity w v této sumé vyplyva linearita integralu. O

Véta 19.6. Bud w diferencidlni forma. M4-li alespoi jedna strana rovnosti smysl, plati

/w:/w+/w,
g1 g2

g1+g2

[t

Bud I(g) délka drahy g. Jestlize (Vz € [g])(Jw(z)| < K), pak

/wSKM)

g9

Diikqk) Necht existuje fg w, g = g1 + go. Piedpokladejme, Ze fgl w neexistuje. Pak existujf integralni
souéty 81 a 82 takové, ze Sl(w,gl,agm)) — Sl a Sg(w,gh&Em)) — SQ, Sl 7£ Sz. Vezmu g2, O'ém),
sjednocenim ziskdm rozdéleni g, 0 = 01 Uogy, 6 = 61 Uo9 a hned vyleze spor s jednoznacnosti limity.
Diikaz rovnosti:

S(w,g,0™) = S(w, g,0\™) + S(w, g,55™).

S(w, = g,0"™) =" w(@:)(—g(t:) + g(ti-1))-

=1

O

Véta 19.7 (vypocet kiivkového integralu druhého druhu). Bud' w diferencidlni 1-forma t¥idy CY a
g draha t¥idy C!, [g] C Domw. Pak w je integrabilni po drize g a existuje integral

/w:/ng'—(tSdt.

Poznamkb) V integrandu se skryvéd pusobeni kovektoru na vektor, tedy skaldrni souéin!
Uvédomme si, ze vyraz ¢'(t) neznadi totaln{ derivaci zobrazeni g, nybrz (jednoradkovou) Jacobiho
matici drdhy g, tedy g'(t; = (O19(t)...0ng(1)). Sipka tedy zna&i fadkovy vektor. Pro korektnost
dodédvame, zZe je nutné jej transponovat, abychom ziskali vektor sloupcovy. Transpozici vSak pro
zjednoduseni zapisu neuvadime.

Pojmy kfivka a draha se casto libovolné zaménuji, integral je vsak témeér vzdy krivkovy, nikoli
drahovy. Krivkovy integral druhého druhu je orientovany, je tedy zavisly na parametrizaci dréhy.
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Diikaz. Plati, ze Haém)H — 0, diky spojitosti mizeme zajistit, ze |a(m)| — 0.

Pm n  Pm
S(w.g.0i™) =3 w(ge™N(gt™) — gtI)) =373 wilg(€™ g (™ — 1) =
i=1 j=11i=1
n  Pm
=573 wilaeMN (@) (€)™ — ) +
Jj=11i=1
A
n  Pm
+ Wi (g€ (7Y 7)) — (@) (€N ™ — M)
j=1i=1
B,
b
(v > 0)@ma)(vm > m) || [ w(at)g' ()t - 4| < 5

a

(V6 > 0)(3ma) (¥m > m2) (Hg<m>H < 5)

(Ve > 0)(36)(Vt',t" € [a,b],Vj € n) (|t’ -t <o= (")) - () (") < M)

€

| B | < 3
VyuZzijeme kompaktnost [a, b], spojitost ¢’, omezenosti w, m > maxmj, mo. O
Pozndmka. Bud w = df, pak (tecka znadi ndsobeni ¢isel, nikoliv skaldrni souéin)

b

b b
/w=/@@@%d®&=/f@@%d@w=/ﬁoww&=ﬂdm—ﬂﬂm,

a

tj. integral exaktni diferencialni formy nezavisi na prubéhu drahy, jen na pocatecnim a koncovém
bodé.

Odsud vidime, Ze uréity integral z funkce f, tj. f; f = f(b) — f(a) je vlastné kiivkovy integral
z 0-formy f. Z exaktnosti O-formy poté plyne zdvislost pouze na koncovych bodech drahy (tj. mezich
urc¢itého integrélu).

Definice 19.8. Bud w € C°, ¢ po ¢astech € C!, takova, ze

m
o= i, @i€C

i=1

Definice 19.9. Bud w diferencidlni forma t¥idy C°. Rekneme, 7e w je konzervativni, pravé kdyz
pro kazdé dvé drahy g1, g2 po Eastech C' spliiujici podminku [g1] U [ga] C Domw, g1(a1) = g2(az),

g1(b1) = g2(b2) plati
for -
g1 g2

tj. integral zavisi jen na pocatecnim a koncovém bodé, ne na draze.

pak (kone¢na aditivita)
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Pozndmka. Integral po uzaviené draze se v matematice i fyzice ¢asto znaci s krouzkem, tj.

fo

g

veta19i10. Bud w € C°. Potom nésledujici vyroky jsou ekvivalentni:

w je exaktni.
pro libovolnou drdhu g uzavienou a po éastech C!, [g] C Dom w plati fg w =0,

w je konzervativni.

Diikak) 1 = 2: Bud w = df,
P
gzzgi
i=1

libovolnd draha po ¢astech C', ¢; € C.

Plati
Tp =T = %w = 0.
g

2 = 3: Bud'te g1, g2 libovolné po &astech C', stejnymi pocateénimi a koncovymi body, definujme

g = g1 ~ g2. Pak
OZ%w:/w—/w.
g g1 g2

3 = 1: Defini¢ni obor nemusi byt souvisly a proto se rozdéli na jednotlivé komponenty souvislosti a
pro kazdou se definuje funkce f zvlast. Bud A souvisld podmnozina Dom w, zvolim pevné xy € A.
Kdyz si zvolim jiny bod, vyslednd funkce se lis{ o konstantu (kfivkovy integrdl z w mezi ptivodnim
a novym bodem). V R™ (linedrni prostor) je kazd4 oblast lokalné linedrné souvisl a lze v ni kazdé
dva body spojit lomenou éarou: = € A4; [g.] C A.

Definujme f(x) = fg w (definice je jednozna¢na, nebof w je konzervativni). f je redlnd
funkce na A, dokdzeme, ze f'(z) = w(x):

te;) — 1 1
fi(x)zlimf(x+e) F@) i L / w—/w = lim — / w—/w—/w—i—/w =
t—0 t t—0 ¢ t—0 ¢
gz gz 9gi gi

9(x+tey) I(x+tey)

uzaviena draha

= lim E w = 1im1 w(z + 7é})é; dr = lim 1 /wz(aj +7¢é;) dr = w;(x)
t—0 t t—0 t—0 ¢ —_——
9i 0 0 spojité

9(z+te;) je libovolna kiivka z bodu xg do x + té;, nemusi se s g, shodovat v jediném bodé. Posledni
krok plyne z véty o stfedni hodnoté. (P¥ipadné se na to dé nahliZet jako na derivaci integralu jako
funkce horn{ meze v bodé 0, stad{ si domyslet odecten{ integrdlu od 0 do 0.) w;(z) je spojité a f mé
tedy spojité parcidlni derivace a proto je diferencovatelnd, takze w;(x) = fi(z), w = df.

O

Pozndmkl) V piipadé, ze w € C! na jednoduse souvislé mnozing, je s uvedenymi tvrzenfmi ekviva-

lentni i (iv) w je uzavfend.

Z Riezsovy véty: w(x)h = <F , h> vime, Ze pro kazdou slozku w; existuje slozka F' v eukleidovském
“—

standardnim skaldrnim sou¢inu (zvednut{ indexu pfes jednotkovou matici).


Mobile User

Mobile User

Mobile User
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Necht - znaéi standardni skaldrni soucin a di = (dx, dy,dz)T. Préaci po draze g lze vyjadiit

3 3
A:/w:/Zwidxi:/ZFidxi:/ﬁ-dF.
g g =1 g =1 g

Pole je konzervativni (a prace nezdvisi na dréaze), pravé kdyz diferencialni 1-forma w je konzervativni.
Diferencialni 1-forma w, takova, ze w € C%, je konzervativni, pravé kdyz existuje funkce f takova,
Zew=df = f".

Rikéme, Ze vektorové pole F(7) je konzervativni, pokud existuje grad U (z) tak, ze grad U (z) = F(7).
Jinymi slovy, F(7) mé potencidl U (x).



(i)

(iii)

(2)
(3)
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20. KRIVKOVY INTEGRAL PRVNIHO DRUHU

21

Definice 20.1. Bud f redlné funkce R — R, g dréha, [g] C Dom f, o rozdéleni g. Potom klademe

p

5(f,9,0) = Zf(g(fi)) lg(ti) — g(ti—1)|l pro & € [ti—1,ti]

i=1

Definice 20.2 (kfivkovy integrdl prvnfho druhu). Bud f realna funkce R™ — R, g drdha,[g] C

Dom f. Necht pro kazdou normélni posloupnost rozdéleni {o,}7" existuje vlastni limita

n—oo

lim S(f,g,0n) =" / fds.

g

Pak fikame, ze funkce f je integrabilni po draze g a tuto limitu nazyvame kiivkovym integralem

funkce f po dréaze g, resp. kiivkovym integralem prvniho druhu.

Véta 20.3. Ma-li alespon jedna strana rovnosti smysl, plati

(aditivita)
/(f+h)ds:g/fds+g/hds,

/(af)ds = a/fds.

g

(homogenita)

Véta 20.4. Ma-li alespon jedna strana rovnosti smysl, plati

/ fds:/fder/fds,

g1+g2 91 92

/gfdsz+g/fds,

Dom g

/fds <K l(g), kde K > sup |f(x)|.
9

Véta 20.5 (vypocet kiivkového integralu prvniho druhu). Bud f € C%g € CY[g]

Dom f,Dom g = [a, b] . Potom funkce f je integrabiln{ a plati
b
[ tas= [ staentg o ae
g a

Diikaz. Obdobny dikazu 19.7, neni vyzadovan na zkousce.

€

O

Pozndmkb) Kiivkovy integrél prvniho druhu je neorientovany, je tedy nezdvisly na parametrizaci

drahy.
Vzorec na vypocet délky krivky: I(g) = fg ds.

Bud w € C% g € C!, [g] C Domuw, ¢'(t) # o pro kazdé t € [a, b], tedy g je lokdlné prosta. Pro x € [g]
—

definujme
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Pak plati (pfevod kfivkového integralu druhého druhu na prvni druh)

/ w = / )t - / (s(©)(a(0) g (1 dt = [ wids = [ (F.5)as

a g g
Préci po draze (kiivkovy integral druhého druhu) mﬁieme tedy vyjadrit jako kfivkovy integral
prvnfho druhu (tec¢ka - znaé¢i standardni skaldrni soucin)

/F dr—/F 7 ds.

Proto se ve fyzice ¢asto pouziva uiitecny7 ale formalne nespravny zapis dr = 7 ds.
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21. RIEMANNUV INTEGRAL JAKO ELEMENTARNI INTEGRAL

Tuto kapitolu Vrana zkousi pouze na A, slouzi spiSe pro shrnuti dosavadnich poznatkt o Rieman-
nové konstrukci integralu, na niz budeme nasledné budovat integral Lebesguetv.

Definice 21.1. Bud Z kompaktni uzaviend mnozina takova, Ze

7= }n< [a’,b'] .
i=1

Mnozinu Z nazveme n-rozmérnym intervalem.

Definice 21.2. Objemem n-rozmeérného intervalu Z nazveme cislo

n

V(T) = [ —a).

i=1

Definice 21.3. Bud'te ¢, i € i rozdélen intervalu [a’, b"]. Pak mnoZzinu

n
o= X o'
i=1

nazveme kartézskym rozdélenim n-rozmérného intervalu 7.

Definice 21.4. Cislo ||o| = max,_~
en

o|| < 9, nazveme d-rozdéleni. Posloupnost rozdéleni {o,, nazveme normalni, praveé 7
1) 0 déleni. Posl déleni = Alni ave kdyz
llom]l — 0.

Definice 21.5. Bud Z interval v R", f : Z + R, o rozdéleni Z, bud'te
M; =sup f(z), m; =inf f(2).
T; Z;

HWH nazveme norma rozdéleni o. Rozdéleni, pro které plati

Pak ¢islo »
S(f,0)=>_ MV(L))
=1

nazveme hornim Darbouxovym souc¢tem funkce f na J a cislo
P
s(fo) =Y miV(T)
i=1
nazveme dolnim Darbouxovym souétem. o* zjemnéni o: o} je zjemnéni o; pro kazdé i € n.
Definice 21.6. Bud Z interval v R®, f : T+ R. Pak oznaé¢ime

I/fzs(gl)osw,a), I/f:i(ggsma).

Poznamkb)
mV(I) < s(f,0) < S(f,0) < MV(Z)
s(fi0) < s(f,07) < S(f,07) < 5(f,0)

Pro o1, 05 existuje zjemnéni obou ¢*, z ¢ehoz vyplyva
s(f,o1) < s(f,07) < S(f,07) < S(f,02).

Véta 21.7. Bud f omezend na Z C R™. Pak (Ve)(36 > 0), Ze pro vSechna §-rozdéleni o,
tj. (Vo)([lo]| < 9), plati

/fSS(f,U)</f+a A /fzs(f,a)>/f_5_
z T T I

Diikaz. Platnost nerovnosti plyne z definice suprema, resp. infima za vyuziti zjemnéni. Hledani ¢
viz Vranova skripta. O
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Disledek. Je-li ||jop,| — 0, pak

i S(f.0n) = [ £, lim s(foom) = [ £

m—00 m—00
z i

Definice 21.8. Bud f omezend na 7. Rekneme, ze [ je Darbouxovsky integrabilni, praveé kdyz

/f = /f = D/f ...nazyvame Darbouxav integral
I z z

Pozndmkhl) Funkce je darbouxovsky integrabilni, prdvé kdyz (Ve)(39)(Vo, |lo|| < 0) (U f,0) =
S(faa) —S(f,0'> < 5)7 kde

P

Z —m;)V(Z;)

je oscilace funkce.
Funkce spojitd na intervalu je darbouxovsky integrabilni.

Definice 21.9. Mg¢jme libovolnou realnou funkci f na kompaktu Z.
E(f,0) Zf& L), &GeLViep

nazveme Riemannovym integralmm souctem.
Funkci nazveme Riemannovsky integrabilni, pravé kdyz pro kazdou normaéalni posloupnost
{om}7" a pro kazdy systém &; existuje vlastni limita

Jim Z(f,0,0) :RI/f.

Poznamka. s(f,om) < Z(f,0m) < S(f,0). M&-1i funkce Darbouxtv integrdl, m4 i Riemanntv.

Véta 21.10. Nasledujici dva vyroky jsou ekvivalentni:
Existuje Darbouxuv integrél (a funkce je tedy omezend)

DI/f

Existuje normaln{ posloupnost {o,,};" tak, Ze pro jakoukoli posloupnost Riemannovych integrdlnich
souctu existuje limita
lim Z(f,om) €R

m—r o0

Diikak) 1 = 2: NejenZze existuje {o.,};", ale dokonce pro kazdou.
2 = 1, resp. 71 = —2: D[ f neexistuje, tedy posloupnost ¢dstecnych souttii neni omezend (tj. funkce

nen{ omezend) nebo [ f # Ir.

a) Funkce neni omezen4:
Vezmu libovolnou ||oy,|| — 0. Pak (alespon) v jednom ¢asteéném intervalu (k-tém) je funkce
neomezena. Naleznu &/ tak, aby

Z FEMVITE) + FEHVEIE) > m
ooy
) Jf# [ f: Konstrukce &:
mém) < f( ,(Cm)) < m,(cm) + € pro m liché
M,Em) —e< f(fk ) < M,gm) pro m sudé

a mam vybrané posloupnosti konvergujici k riznym limitdm | a T, takze limita neexistuje.
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O

Dusledek. Darbouxtiv a Riemannuv integral se shoduji. Darboux ovSsem potiebuje omezenou
funkci, Riemann si ji nese v definici Riemannova integralniho souc¢tu. Darboux se hodi na existenci
integralu, Riemann se hodi na vypocet hodnoty integralu.

Z Darbouxe napriklad okamzité plyne integrabilita souctu, nasobku a soucinu funkei:

Qaf + Bg,0) < |a|Qf,0) + 8] Q2(g, 0),
Q(fg,0) < KQ(f,0) + MQ(g,0),
kde |f| < K, |g| < M. Z Riemanna zase plyne
lim E(af + 8g,0) = aR/f+BR/g.

m—o0

Véta 21.11. Bud Z kompaktni. Pak C°(Z) € D(Z) = R(Z), funkce spojitd na Z je darbouxovsky
integrabilni na kompaktu.

Diikaz. Diky stejnomérné spojitosti f
P
Qf,0) =D (M; —mi)V (L) < eV(T)
i=1
O

Definice 21.12. Mnozina Z je Jordanovy miry nula, pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje
konetny systém {K;}’_, takovy, Ze pokryvad Z (Z C Uj_; K5) a soucasné plati

i V(IC]) <eg

Pozndamka. Koneénd mnozina je Jordanovy miry nula, mnozina s koneé¢nym poctem hromadnych
bodt je Jordanovy miry nula.

Véta 21.13. Ma-li mnozina bod nespojitosti omezené funkce f na Z C R™ Jordanovu miru nula,
pak je funkce f Riemannovsky integrabilni.
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22. STUPNOVITE FUNKCE

Definice 22.1. Bud' f : Z — R omezena funkce na (kompaktnim) intervalu Z. Rekneme, Ze f e
stupniovitd na Z, jestlize existuje rozdéleni ¢ intervalu Z takové, ze f je konstantni na vnitfku
kazdého ¢astecného intervalu Z podle o.

Véta 22.2. Ozna¢me H(Z) mnozinu vSech stupiiovitych funkei na Z. Pak plati:
Je-li b,k € H(Z), pak h + k € H(T).

Je-li o € R, h € H(Z), pak ah € H(Z).

Je-li h,k € H(Z), pak min(h, k) € H(Z), max(h, k) € H(Z).

Je-li h € H(Z), pak |h| € H(ZT).

Diikaz. Urcité plati, ze funkce stupnovita pfi o je stupnovita i pfi zjemnéni o*. O

Véta 22.3. Je-li funkce h stuptiovitd pfi o i pfi o, pak plati:

P pt
D hiVIT) =Y V(T
j=1 j=1
Diikaz. Provedeme spolecné zjemnéni. O

Definice 22.4. Bud h stupiiovitd na Z, o rozdéleni T, pti kterém je h stuptiovitd. Pak definujeme

p
Ih =Y hV(Z)
k=1

Pozndmka. Diky minulé vété je Ih nezavislé na o.
Véta 22(58) Je-li h,k € H(Z), pak I(h+ k) = Th + Lk.

Je-li « € R, h € H(T), pak I(ah) = alh.
Je-li hyk € H(Z), h < k, pak Th < Ik.

Driikaz. Plati z definice — rozdéleni volime tak, aby pii ném byly h i k stupnovité. O

Definice 22.6. Bud Z C Z. Rekneme, 7e Z je Lebesgueovy miry nula (zapisujeme pu(Z) = 0),
jestlize pro kazdé e > 0 existuje nejvyse spocetny systém intervala KC; tak, ze Z C |J ; K5 a soucasné

VK <e

Poznamkb) Mnoziny Jordanovy miry nula jsou Lebesgueovy miry nula.

Odted budeme piedpoklddat pouze Lebesgueovu miru. V literatuie se miiZete pro zdiraznéni Le-
besgueovy miry setkat se zdpisem A(Z) namisto u(Z).

Staci predpoklddat prévé spocetny systém. Bud' K, posledni interval, o = 3"} V(K;) < §. Pak

n

Kpij = X =115,

i=1
zvolme
n E—«Q
V(Kpys) = (2m)" < DYESI
Pak
> e -«
ZV(]C]) < §+T < E.
j=1
Staci, aby Z C Uj K, bez vnittkl a otevienosti se obejdu:

n n

Ki= X [a5,b] K;jcZy Z;= X [al —n;,bh + 1]

i=1 i=1
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DY) =SB V) +Y VI <2
—,_/
J spojity polynom N ,
p(n;)—p(0) <e

Zvolim n; tak, aby
€
plny) —p(0) < 5.

Véta 22.7. Nejvyse spocetné sjednoceni mnozin miry nula je opét miry nula.

Dikaz. Bud Z1,Zs,...,Zm,... Mame dokdzat, Ze Z = U;’il Z; je miry nula.
Zm pokryji systémem {Km}oi

ZcC U K™ Z V(K™ <e

m,j=1 m,j=1

O

Poznamkb) Jednobodové mnozina je miry nula, takze i Q je miry nula.

(2) Prikladem mnoziny miry 0, kterd ma mohutnost kontinua (je tedy nespocetnd) je tzv. Cantorovo
diskontinuum: Zaéneme s intervalem [0, 1] a iterativné odstraiiujeme prostfedn{ tfetinu intervalt z
predchoziho kroku. Cantorovo diskontinuum vznikne prinikem vsech téchto intervali. Soucet délek
intervalu tvorici sjednoceni méa délku (%)n, tj. je nulové miry, a Cantorovo diskontinuum je jeho
podmnozina. Ze je Cantorovo diskontinuum nespocetné dokazeme pomoci diagonalniho schématu,
protoze obsahuje ¢isla, jejichz vyjadreni v trojkové soustavé obsahuje pouze Cislice 0 a 2.

Véta 22.8. Bud Z C Z. Z je miry nula, pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje rostouci posloupnost
nezépornych stupniovitych funkei (hy, > 0, hy, < hpt1, hy € H(Z)) takovd, ze plati:

(i) sup,enhn(x) > 1 pro kazdé z € Z,

(ii) (Vn € N)(Ih, <e¢).

Diikak) (=) Pro kazdé € > 0 existuje systém {’CJ’};L takovy, Ze

ZCG(/Cj)O A ivuc

j=1

Sestrojime posloupnost funkei:

o () = 1 proxe€ (U;n:lle) NnZ
" 0 jinak.

Posloupnost je rostouci pro kazdé x € Z, funkce jsou stupnovité a nezaporné, sup > 1. Déle plati

Thy, <Y V(K)) <e
j=1

a je-li x € Z, potom existuje m € N tak, ze € ICp, N Z, tudiz hy,(x) =1 a sup,,ey hm(z) > 1.

2) (<) Bud € > 0. Potom existuje rostouci posloupnost {h,,};" nezapornych stupiiovitych funkei
takovd, ze Lh,, < 5 pro kazdé m € N. Bud dale o, rozdéleni, pfi kterém je h,, stupiiovita
pro kazdé m € N. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze o, je posloupnost zjemnujicich se
rozdéleni. Bud Z’ mnozina vSech hrani¢nich bodi vsech ¢4steénych intervalii vsech rozdéleni o,,.
Plati, ze u(Z') = 0.

Zvolme k € N tak, aby funkéni hodnota funkce hy jiz byla ve vnitiku nékterého ¢astecného intervalu
rozdéleni o, alespon % Oznatme Ky, ..., K,, Castecné intervaly rozdéleni oy, na jejichz vnitfcich méa
funkce hy funkéni hodnotu vétsf nebo rovnu 1. Oznaéme déle Ky, 41,..., Ky,
rozdéleni og41, na jejichz vnitfcich ma funkce hy funkéni hodnotu vétsi nebo rovnu 7, ale které

éésteéné intervaly
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nejsou obsazeny v U | K;. Ziskdme tak rostouci posloupnost {r.,} -
intervala {KC; }] b
Protoze sup,,ey hm(x) > 1 pro viechna € Z, je Z" = Z \ Z' C U;_, K. Pfitom pro vSechna
m > k plati

m—p & Nejvyse spocetny systém

kde r = limy;, o0 7 8 vzédjemné disjunktnimi vnitiky.

1

e
§ZV(IC]-) < T < 5.

V limité pak

tedy Z” je nulové miry.

Véta 22.9. Bud {h,}]° posloupnost nezdpornych stupiiovitych funkci, k41 < h,,. Pak plati:

lim Th, =0 <= p ({x 7| lim ha(z) > 0}) —0.

Diikdt) (=) Bud

. 1
Z, = {:1: € I‘W}E)noohm(m) > p}
pak plati ph,,(z) > 1 pro vSechna = € Z, a vSechna m € N. Protoze lim,,—,o I(ph,) =

plim,, o0 LTh,, = 0, lze pfi libovolném ¢ > 0 nalézt m € N tak, ze I(ph,,) < e a (phy,)(x) > 1 pro
vechna « € Z,. Z toho vyplyvé, ze ;1(Z,) = 0 a protoze

Z = fj Zy
p=1

jeipu(Z)=0.

(<) Necht Z; je mnoZina vsech hrani¢nich bodt viech &steénych intervald, pii nichZ jsou viechny
hpn stuptiovité, bud Zs = {x € Z|limy, o0 hm(z) > 0}. Potom, protoZe mnoZina Z; m4 nulovou
miru, je pu(Zy U Z3) = 0.

Pro kazdé e > 0 existuje systém intervala {K;}]° takovy, Ze plati

ZyUZy C K A V(K —_—
1 2 jEJlJ Z M+V()

kde M > hy(z) pro kazdé x € 7.
Pro kazdé @ € T\ (Z1 U Z3) plati, ze lim,, 00 b () = 0, tedy existuje m(z) takové, Ze

hn () < pro kazdé m > m(z).

€
M+V(T)
Protoze x lezi ve vnittku néjakého castecného intervalu 7, rozdéleni, pfi némz je h,, stupnovita,

plati déle
€

Py () < M+ V(D)

Systém intervali {K;}7° U{Z,} ez~ z pokryvéa mnozinu Z. Protoze Z je kompaktni, existuje koneéné

podpokryti
T S
rzcl|Jk vz,
i=1 k=1

Bud mg = max(m(z1),...,m(xs)). Pak pro kazdé m > mq plati

g &
v v D =e

tedy pro kazdé e existuje myg, od kterého je Ih,, <e.

pro kazdé y € 7.

Ihy, <M
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Definice 22.10 (horni a dolni stupriovitd funkce k f pri rozdéleni o). Nechf f je omezené funkce
definovand na intervalu Z a {Z; }}_, jsou ¢asteéné intervaly intervalu Z pii rozdéleni o. Pak
kLl =my = inf f(y), hj(z) =M= sup f(y)
YTy yELy

nazvu horni, resp. dolni stupnovita funkce k f pfi rozdéleni o

Definice 22.11. Bud f omezena funkce na intervalu Z. Je-li =y € Z, polozme

f(xo) = lim inf f(z), f(zo)= 513& sup  f(z).

= 00+ |[z—z0|<8 |z—x0|<d
Funkci f resp. f nazjvame dolni resp. horni funkei k funkci f na intervalu Z.

Véta 22.12. Bud f omezend na kompaktnim intervalu Z. Pak f je riemannovsky integrabilni,
pravé kdyz mnozina bodt nespojitosti ma nulovou Lebesgueovu miru.

Diikaz. Funkce f je riemannovsky integrabilni prave tehdy, je-li [ 7 f= E f. Tato rovnost je splnéna
pravé tehdy, existuje-li posloupnost zjemnujicich se rozdéleni {c,,};" takova, ze

lim Ih;" = lim Ih! |
m—oo m—oo m
tj.
lim T (E; _n! ) —0.
m—0o m
Tato rovnost je splnéna pravé tehdy, ma-li mnozina
7= {m € z‘ lim (Eji’"(a:) y (x)) > o} = {zeZ|F(z) - f (z) > 0}
m— 00 m =0
nulovou miru. B B
Plati, ze f* (z) = f(x) a f () = f(z) az na mnozinu nulové miry. Plati, Ze f(z) = f(z), pravé
kdyz f je v x spojita. O

Véta 22.13. Bud f omezend na kompaktnim intervalu Z. f je riemannovsky integrabilni na Z,
pravé kdyz existuji posloupnosti {k;,}7~ a {l;,}7 stupiiovitych funkef takové, ze plati:
{km}7" je rostouct a

(Vo € T~ Zy) ( lim kp(z) = f(x))  kde u(Zy) = 0,

m—r o0

{1} je klesajici a
(Vo € T~ Z») (n}iinoo I () = f(x))  kde u(Z2) = 0,
(Vo € I)(km(z) < f(z) < lp(z)).

Diikak) (=) Bud f riemannovsky integrabilni na Z, (,,) posloupnost zjemiiujicich se rozdéleni. Pak
Fm = hy & Ly = hi,

o0 (o]
(<) Bud {ag)} posloupnost, rozdéleni, pri nichz jsou k,, stupnovité, {0(2)} posloupnost,
1 1

m

oo
rozdéleni, pfi nichz jsou stupnovité l,,, {ag’)} libovolnd normélni posloupnost rozdéleni. Defi-

1
: (2 3 1 2 3 RPN .
nujme oy = (0'§ ), a§ ), a§ ))*, Om41 = (am,afnll,afnl_l, Ufnl_l)* (spoletné zjemnéni téch v zdvorce).

Pak plati

—Om

km <h,, <f<B<I

mo

tedy

1k, < Th, < IK7" <1,

m—r oo m—r o0

lim Ikmg/fg f< lim Ii,.
I I
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k. je klesajici, [, je rostouci a plati, ze
mlgnoo(lm —km)(z) =0

pro vSechna x € 7 az na mnozinu nulové miry. Z toho vyplyva
lim I(l, — k) =0,

m— o0
lim Ikmfhm Ilmf/f /f /f
m—0o0

Pozndmka. K existenci Riemanna jsou tedy nutné existence dvou posloupnosti stupnovitych funkei.
Lebesguovi staci jen jedna. Tim odstrani problém normy na prostoru funkei:

[r=0s=0

je seminorma, norma je to pouze na prostoru spojitych funkci, ktery ale neni uplny.

tedy

O
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23. ZAKLADN{ INTEGRAL

Definice 23.1. Bud X libovolnd mnoZina. MnoZinu H(X) redlnych omezenych funkei X — R
nazveme t¥idou H (souborem zakladnich funkci), plati-li

Je-li b,k € H(X), pak h + k € H(X);

(I) je-li @ € R, h € H(X), pak ah € H(X);
(III) je-li h € H(X), pak |h| € H(X).

(I)
(I1)
(111

(1)

(2)

Poznamkb) Pozadujeme tedy, aby H(X) byl vektorovy prostor, ktery navic s kazdou funkei obsahuje
i jeji absolutni hodnotu.

Protoze obecné plati max(h, k) — min(h, k) = |h — k| a také max(h, k) + min(h, k) = h + k, pak pro
h,k € H pati{ i max(h, k) a min(h, k) do H.

Definujeme-li kladnou a zdpornou ¢ast funkce pomoci vztahit ht = max(h,0) a h~ = max(—h,0),
pak pro h € H patii do H i h™, h~. Nulova funkce totiz v H lezi diky (II).

Lze psat h=h* —h™; |[h| =h* +h".

Definice 23.2. Bud I funkciondl definovany na #(X) a necht plati:

(Vh, k € H(X),Va € R)(I(ah + k) = alh + Ik),
(Vh e H(X))(h > 0= I1h > 0),

n—00

(V {7} € H(X), by > O A By > Tigr) ( lim h, =0= lim Ih, = 0) :
n—oo
pak I nazyvame zdkladni integral.

Pozndmkb) Prvni vlastnost se nazyva linearita a nefika nic jiného, nez ze se opravdu jednd o linedrni
funkcional na vektorovém prostoru . Druhé vlastnosti rikdAme nezdapornost a treti spojitost.

Je-li h <k, pak Ih < Ik. To snadno plyne z axiomu I a II.

Plati, ze h < h™ < |h|, —=h < h™ < |h|. Tedy Th < T |h|, Th > —T1 |h|.

Zvolim-li interval Z C R™, H(Z) stupniovité funkce, Ih jako v pfedchozim odstavci, je I zdkladni
integral.

Bud Z C R™ kompaktni interval, H(Z) = C°(Z), pak Th = R [, h je zékladni integrél. Linearita a
pozitivnost je jasnd, (I1I) plyne z Diniovy véty.

Nevlastn{ integral: Bud J C R™ jakykoli interval, tfeba neomezeny. Pak fekneme, ze h € H(T) je
stupnovitd na J, jestlize existuje Z C J kompakt tak, ze h|z € H(Z) Ah(x) =0 proz € J \ZI.
Zavedu I vztahem Ih = I(h|z).

Definice 23.3. Bud Z C X. Pak mnoZina Z je nulové miry (u(Z) = 0), pravé kdyz pro kazdé
e > 0 existuje rostouci posloupnost nezdpornych zékladnich funkei {h,}° € H(X) tak, ze plati:
(Vo € Z)(sup,ey hn () > 1),

(Vn € N)(Ih, < ¢).

Definice 23.4. f{ekneme, ze vyrok V plati pu-skoro vsude na mnoziné X, pravé kdyz existuje
Z C X takovd, Ze u(Z) = 0 a vyrok V plati pro kazdé z € X \ Z.

Véta 23.5. Sjednoceni nejvyse spocetného systému mnozin miry nula je opét mnozina miry nula.

Pozndmka. Termin skoro vsude je zavisly na volbé miry i na volbé zdkladniho integralu!
Volime-li T stejné jako v predchozim odstavci, pak 1ze tvrdit naprt.:

(a) Skoro kazdé ¢islo je iraciondlni.

(b) Omezend monotonni funkce je spojita skoro v kazdém bodé.

Volime-li H(R) a definujeme Ih = h(0), pak je mnozina R\ {0} miry nula. Funkciondlu I pak fikdme
Diracova d-funkce, ackoliv se nejedna o funkci v klasickém pojeti, nybrz o tzv. distribuci (vice v
MMF).

Nemize-li dojit k zdméné s jinou mirou, namisto u-skoro vsude budeme psat pouze skoro vsude,
resp. s.v.
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Véta 23.6. Bud {h,}]° posloupnost funkci z H; hy,, > hpi1 > 0. Necht lim;, o0 b () = 0 s.v. na
X. Pak

lim Th, = 0.

n—oo

Diikaz. Bud
Z:{x€X| lim hn(:c)>0},
pak u(Z) = 0. Oznaéme M = sup ¢y h1(z). Pro kazdé € > 0 existuje posloupnost {k.,};° € H,

0 < ky < knq1 takovd, ze Ik, < 57 a pro kazdé x € Z je (sup,,ey kn(z) > 1).
Posloupnost h,, — Mk, klesa, ma tedy limitu pro kazdé x. Soucasné pro kazdé x plati

lim (h, — Mk,)(z) <0,

n-ro0
tedy

lim(h,, — Mk,)*(z) = 0.
Podle axiomu (I1I) je lim I(h,, — Mk,)™ = 0. Protoze h, — Mk, < (hy,—Mk,)", jei I(h,—Mk,) <
I(h, — Mk,)™T, takZe Ing, Ze pro n > ng plati

0<TIh, <MIk, <e,

tedy
lim Ih, =0.
n—oo
U
Pozndmkl) Polozim-li za ¢leny posloupnosti h, = |h|,Vn € N, dostanu, Ze z h je skoro vSude 0
plyne Ih = 0.

Necht h = k skoro v&ude, pak Ih = Ik. Dostanu to aplikaci predchoziho bodu na rozdil h — k a z
linearity.

Véta 23.7. Bud {h,}]° € H. Necht plati:

hn(x) > hpy1(x) > 0s.v. na X pro kazdé n € N,

lim,, o0 hn(x) = 0 s.v. na X. Pak
lim Ih, =0.
n— o0

Diikaz. Zvolim ki = hi, k, = min(h;}, k,_1). Posloupnost {k,};° neroste, plati k,(z) = hy,,(z) s.v.
na X a podle predchozi poznamky

lim I(k, —h,)=0= lim Ih, = lim Ik, =0.

n—oo n—oo n— oo

Posledni rovnitko plati, protoze k,, ma diky monotonii limitu. O

Definice 23(8) Dvé funkce jsou ekvivalentni, zna¢ime f ~ g, pravé kdyz f(z) = g(z) s.v. na X.
f < g, pravé kdyz f(x) < g(x) s.v. na X.

hy 7, praveé kdyz hy, < hn,41 pro kazdé n € N.

hn 2 f, pravé kdyz hy, < by pro kazdé n € N a navic limy,— o0 hp(2) = f(2) s.v. na X.

hn N\, pravé kdyz h,11 < hy, pro kazdé n € N.

hn ¢ f, pravé kdyz hy,y1 < hy, pro kazdé n € N a navic lim,—, o0 hp(z) = f(z) s.v. na X.

hy —, pravé kdyz 3lim, o0 hy(2) s.v. na X.

Pozndmka. Predchozi véta: h, N\ 0= lim, o, Ih, = 0.
Véta 23.9. Bud'te h,, k, € H. Necht h,, 7 f, k, S ga f <g. Pak

lim Th, < lim Ik,.

n— oo n—00
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(hn = km) N (hn —g) S(f—9g) S0, kden je pevné
(hn - Ifm)Jr ¢ (hn - g)+ ~ 0.

lim I(hy, —ky) < lim I(h, —ky)T =0,

m—r0o0 m—o0

lim Th, < lim Ik,.

n— oo m—r o0
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24. TRipA AT (L)

Definice 24.1. Rekneme, 7e funkce f : X — R* je t¥idy A1(X), existuje-li (h,) € H, hn 7 f.
Existuje-li navic ¢ > 0 takové, ze pro kazdé n € N je Ih,, < c, pak f € L1(X).

Pozndmkb) Pripoustime i ,zobecnéné funkce“ jako f(z) = +oo Vz € X.

HCLHX) CAT(X).
Véta 24.2. Funkce tiidy £T jsou skoro vsude koneéné.

Diikaz. Bud f € L7(X). Potom existuje h,, / f takova, ze Ih, < &. Definujme

Z:{xeX

Jm ha(e) =40}

dokdzeme, ze pu(Z) = 0: Bud h} = hy, h),
Ih;, = Ih, <§, Ik, <c.
Zvolim € > 0, pak pro kazdé x € Z existuje n takové, ze k,(x) > £. Sestrojil jsem nezapornou

= max(hy,,hl,_1), kn, = hl, — hy. Protoze h!, ~ h,, je

£ oo
posloupnost {JCH} tak, ze sup,,ey Shn > 1 a
c 1

lim TSk, <e,

n—oo C

takze Z je nulové miry. O

Véta 243) Jsou-li f,g € AT, pak f+ g€ AT.
Jsou-lia >0, f € AT, pak af € A™.
Jsou-li f,g € AT, pak f* max(f,g), min(f,g) € AT.

Diikqt) Bud'te hy, /' f, k, /g, pak (hy, +ky) 2 f+g. [+ g nemusi mit smysl, ale to se miiZe stat
pouze na mnoziné nulové miry.

ProtoZe a > 0, plati, Zze (ah,) 7 af.

max(hy, ky) / max(f, g), min(hy,, k,) 7 min(f, g).

Definice 24.4. Bud f € AT(X). Pak definujeme
1f= lim Th,,

n—oo
kde h,, je posloupnost z definice 24.1. I f je integral funkce f na X.
Pozndmkh) Pro vsechna f € AT plati —oo < If < +o0.

feLlt, pravekdyz f € AT a If < +o0.
Aby byla predchozi definice korektni, je tfeba provérit nezavislost na volbé h,,:

Diikaz. Bud f € AN (X), hypy N f, kn 7 f. Protoze f < f, plati
lim Ih, < lim Ik,.

n—oo n—oo
Zaroven f 2 f, takze
lim Ih, > lim Ik,.

n— oo n—oo

Na volbé h,, proto hodnota I f nezavisi. O

Véta 24.5. Bud'te f,g € AT(X), a > 0. Pak plati

I(f+g) =I1f+ Ig, ma-li pravd strana smysl.
I(af) = alf, Lebesgueova konvence 0 - oo = 0.
Je-li f <g, pak If <Ig.

Véta 24.6. Bud {f,}° € AT™(X), f, /' f. Pak
feAt a If= li_}rn If,.
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Diikaz. Bud {f,}; € AT(X), existuje posloupnost {h%”)} X " fn. Definujeme

hmym = max hg,’f).
1<n<m

Plati, Ze h,, /" k néjakému f* € AT. Bud n < m, pak
AW <y $ max fo, ~ fin S f

~ 1<n<m

Limitnim prechodem m — oo dostdvame

SIS,
limitnim pfechodem n — oo
fSIrs T,
tedy limitni funkce f* je v AT.
b S o S f

Dale plati
1h, <I1f, <1If,

limitnim pfechodem m — oo
If*< lim If, <If

m—r oo

If*=1f

Pozndmka. Piedchozi véta znamend uzavienost tiid AT a £T na operaci

Véta 24.7. Nechf je {gx};" posloupnosti funkei z A™ vétsich nez 0 s.v.. Necht f = >7- | gi. Pak
fe Aj a If =3 72, Ig. Existuje-li navic ¢ € R tak, ze IY.}_, g5 < ¢ pro vSechna n € N pak
fec

Dikaz. Aplikaci predchozi véty na posloupnost ¢astecnych souctu. O
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25. TRIDA A (L)

Definice 25.1. Rekneme, 7e funkce ¢ je t¥idy A(X) (resp. £(X)), pravé kdyz existuji f, g € A+(X),
z nichZ alespoti jedna je t¥idy £ (X) (resp. f,g € LT (X)) tak, ze ¢ ~ f — g.
Pozndmkh) Funkce f € L jsou skoro viude konetné. (Plyne z véty pro £71.)

Omezeni s LT je tam, aby nevzniklo co — co. Ted vzniknout sice muiZe, ale jen na mnoZiné miry
nula.

Véta 25.2. Bud'te p,v € L, o € R. Pak plati:

() g+ eL,
(il) ap € L,
(iii) |¢| € L.
Dikaz. Bud ¢ ~ f1 — g1, ¥ ~ fa — g2, f1,91, f2,92 € LT.
1)
ot ~fi—git+fo—ga=(fi+ fo) = (01 +92).
—_———  ——
eLt eLt
2)
ap~ af — ag proa >0,
— =~
eLt eLt
ap ~ (—ag) — (—af) proa<O0.
S~ =
eLt eLt
3)
“)0| ~ max(f, g) - min(fa g) .
e e Ve
eLt et
U
Pozndmka. (1) Plati i pro ¢ € A, pokud f1, fo € LT nebo g1,92 € LT, resp. alespoti jedno z
v, € L.
(2) HC AT CA,
(3) HC LT C L.

Definice 25.3. Necht o € A, o ~ f — g, Io = I f — Ig. Pak I je Lebesguetiv integral.

Is0=/s0(w)dx:/<p=/<p
X X

(2) Iy nezdvisi na volbé f, g: Vezmu ¢ ~ fi1—gi. Protoze jsem v f, g, f1,91 € A, je f+g1 ~ fi+g
alf+1g=1f +1g.
Véta 25.4. Jestlize ¢, 9 € A, o € R, pak plati:
(i) I(p +v) = Iy + I, mé-li prava strana smysl.

(ii) I(ap) =alp.
(iii) Je-li ¢ 20, je Ip > 0.

Poznamka. (1) Znaceni:

Diikaz. (i) Jsou-li p,9 € A, potom ¢ ~ f1 — g1, ¥ ~ fo — go. Vyraz I + Iy) mé smysl pravé
tehdy, je-li bud’ f1, fo € LT nebo g1,92 € L. Potom oviem ¢ + ¢ ~ (f1 + f2) — (91 + g2) je
tiidy A a I(¢ +v¢) = I(f1 + f2) — L(g1 + 92) = L(f1 — g1) + I(f2 — g2) = L + 1.

(ii) Je-li ¢ € A, potom p ~ f — g, kde f,g € AT a alespoii jedna z nich je ti¥idy L£T.
a) a>0:ap=afi —agqn, Ilap) =alf; —alg = ale.
b) a <0 ag = (—a)gi — (—afr), (o) = I(~agi) — I(~afy) = —aTg +alf; = algp.

(iii) Je-li navic ¢ 2 0, potom f > gatedy je If > Iga Io=1f—1g>0.

Véta 25.5. Funkce ¢ € A, pravé kdyz o™ € AN~ € Aapt € LV~ € L.
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Dikaz. (1) (=)Bud pe A, pop=f—g, feEAT, g LT.

@" ~max(p,0) ~ max(f,g) —g = ¢* €A,

¢~ ~max(—¢,0) ~ g —min(f,g) = ¢ €L
2) (&) p=¢" —¢7, IpT — Iy~ =Iop.
U

Lemma 25.6. Bud ¢ € A, necht Iy > —oco. Pak pro kazdé € > 0 existuji f € AT, g € LT tak, ze
plati:

(1) P~ f -9,

(ii) 9 2 0,

(iii) 1g <.
Diikaz. Existuji fi € AT, g1 € LT takové, %e ¢ ~ fi — g1, nebof Iy > —oo. Existuje k, 7 g1,
lim, o Ik, = Ig;. Vezmu ¢ > 0, potom existuje n takové, ze 0 < Ig; — Ik, < . Polozme
f=fi—kn, g=g1 —kn. Potomje f € AT, g LT, g > 0. Plati, %e

o~ (fr—Fkp) = (g1 —kp) = o~ f—g,
—_—
eAt eLt
¢imz je dokdzano (i) a (ii). (Ve tifdé A* neni mozné ndsobit a < 0, tudiz ani odéitat. Pfedchozi
tvrzeni se tudiz musi dokazat pomoci nové vytvorené posloupnosti, ktera k nim konverguje! To vSak
snadno dokdzeme sestrojenim posloupnosti f; — ky,,, kde m poroste k n.) Déle plati

Ig=1(91 — kn) =11 — 1k, <&,
¢imz je dokdzén bod (iii). O
Pozndmka. Véta vyjadiuje vztah mezi AT a A (néco jako Q a R).
Véta 25.7 (Levi). Bud {¢n},o i CA 0, 20, 0~> 7 op.PakpeAalp=3"" T,

1 =

Diikaz. Bud ¢, 2 0. Podle pfedchozi véty je ¢n ~ fn — gn, kde g, 2 0 a Ig, < 57

~

on 20,je fn 20, fnygn € A+;

€. Protoze je

o0 o0
gNZgna f’\“z.fnGA+
n=1 n=1
Vime, ze

o0 o0
Ifzz_jllfn, Igzzllgng,

takze g € LT.

oo (oo} o0 oo
Y~ Z‘pn = Z(fn _gn) = an - Zgn-
n=1 n=1 n=1 n=1
ProtoZe je g € L™, je skoro viude konetné a
D Ton=) (Ifu-Tg) =D Ifu—> Tgn=1f-Ig=1Tgp
n=1 n=1 n=1 n=1

O

Véta 25.8. Bud {¢,}" C L, ¥, /. Pak ¢ € A a I¢p = lim,,—y00 Ith,,. Existuje-li navic &islo
c € R, aby Vn € N platilo |Iv,| < ¢, tak jep € £

Diikaz. (1) Necht jsou 1, = 0: Definujme @1 = 1, @n ~ ¥y — Yn_1 pro n > 1. Pak ¢, > 0,
wn € L.

ASD ot lim Y (v — 1) ~ lim gy ~ ¢
k=2

n=1
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Iy = Zl Ip, = lim Iy,
n=
(2) Je ¢, — 1 20, takze ¥, — 11 7 — 1. Podle predchoziho je b — ¢y € A a tedy ¢ € A.
LY =) = lim I(¢y —¢n).
(3) Je-li Vn € N |It),| < ¢, potom také [Ty <ca € L
O
Pozndmka. (1) Je-li {4, }]° C L, ¢y, \y ¥, pak lim,_, o Itp, = T4 diky linearité.
(2) V t¥idé £ uz plati axiomy zékladniho souboru a hlavné I uz je zékladni integral.
(3) Problém s existenci mnoziny miry nula: u(Z) = 0, pravé kdyz (Ve > 0)(3{en}; )(pn €
LANO< @, < @ni1) a plati
1) Vn e N Iy, <c¢,
2) supgey r(z) > 1 pro Vo € Z.
Diikaz. a) (=) Zvolim ¢, = hy,.
b) (<) Volim e = %, potom existuje posloupnost cp%") takovd, ze 0 < 4,057:") < gogs‘il, Icpg,?) <

1
n

a supmeNSDSr?) >1prozx € Z.

Plati, ze gpgff) S on € Aa Ty, =lim Icpgs) < %, takze ¢, € L a protoze <p$$3) roste, je

©n > 1.
Polozme 1 < ), = mini<p<p @i, potom ¢, N\, ¥ € L, Iy = 0. Protoze Iy =
lim, oo Ith, = 0 a v > 0, musi byt ¢ ~ 0. Protoze ¢ > 1 pro vSechna = € Z, je Z

miry nula.
O

Véta 25.9. Bud ¢ 20, p € A. Pak Tp =0 < ¢ ~ 0.

Diikaz. Protoze ¢ ~ ¢ a I¢T = Iy = 0, mizeme se bez ijmy na obecnosti omezit se na funkce
vsude nezdporné: ¢ > 0,1, :=np € L, 1, S, takzep € Aa Iy =lim,_, o, I, =lim, ,,onlyp =
0 takze 1 € L a tedy mnozina, kde 1 je nekonecnd, je mnozina, kde ¢ je nenulova, a ta je podle
véty 24.2 miry nula. (]

Poznamka.

Je-lipe Lallp =0, pak ¢ ~ 0.
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26. LIMITNI PRECHODY

Lemma 26.1. Necht oo, {¢n}; C L, |on| S ¢o. Pak
(i) a=liminf, o @n € L
(if) = limsup,_,o ¢on € L
(i)
—Ipg < Ia <liminf Iy, <limsup Iy, < I8 < Ipp.

n— oo n—oo

Dikaz. Bud'te
a =liminf ¢, [ =liminf ¢y.
k—o0 k— o0
—on < o™ .— i (n) . <
Yo S = min ok, B S Pk S Po-
Ziejmé je o\ € £, B € £ a
al N o, = inf o, B S B = sup gy
k>n k>n
Podle véty 25.8 jsou ay, a B, € L a soucasné a,, / « € A, 5, \, B € A. Protoze Ia,, < Iy a
18, > —Iyg, jsouia,p e L. Platli —pg S an S on S Bn S 0. Integraci dostaneme
—Ipp <liminf I, <liminf Iy, <limsup Iy, <limsup I3, < Igg.
n—oo n—oo

n—oo n—oo
Protoze limity
lim I, a lim IS,

n—oo n—oo
existuji, vyplyva odtud jiz tvrzeni véty. O
Véta 26.2 (Lebesgue). Bud {¢,}° C L, v, = ¢ a (3o € L)(Vn € N)(Jpn| S ¢o). Pak o € L a
Ip= nh_}n;o Io,.
Posloupnost integrabilnich funkei je integrabilni, jestlize existuje integrabilni majoranta.

Diikaz. Vyplyva z minulé véty, pokud polozime lim sup = lim inf. O

Pozndmka. (1) Weierstrass:
oo
an(l‘), |fn(x)| < ¢n,
n=1

analogicky

/ o), |on(@)] < gol2).
(2) Bud {pn}7° € L, on = ¢, (Fpo € L)(I¢| S o). Pak ¢ € L.

Ditkaz. @, se ofiznou pomoci pg. 1, = max(—pg, min(pg, ,)) € L, |¥n| < 0o, ©n — @,
¥, — @, tedy podle predchozi véty ¢ € L. (|

Lemma 26.3. Necht ¢, >0, p, € £ a Iy, < c pro kazdé n. Pak
a = liminf @, € £

n—oo
a plati
0 <Ia<liminf Iy, <c.
n—oo
Diikaz. Polozme
(n) — ; L

Qi n;rllclgm wr € L,

ziejme je Lol < c a plati, ze

al) N\ o, = Inf o,
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podle véty 25.8 je a, € L a I, < c. Protoze je a,, ' «, podle Leviovy véty je a € £ a I«
limy, 00 La,. Pro Vn plati 0 < ap, < o, tedy 0 < T, < Ty, < ca 0 < limla, = la
liminf Iy, <ec.

OIA I

Poznamka. 7 existence integrabilni majoranty plyne omezenost Ip,, opacné to platit nemusi.
Véta 26.4 (Fatou). Bud {p,}° C L, ¢, > pallp,|<cPakpeLallp <c

Diikaz. Polozime v, = |p,|. Posloupnost 1, spliiuje pfedpoklady pfedchozi véty a tedy plati, ze
I|¢| < c. Z pozndmky 26.2.2, kde bude ¢q := || € L plyne, ze p € L O

Véta 26.5. Bud L' mnozina vsech tiid rozkladu £ podle ekvivalence ~ s obvykle definovanymi
operacemi souétu a nasobeni &fslem. Je-li [p] € L', polozme normu ||[¢]|| = T|¢|, kde ¥ € [¢].
Potom L' je normovany linedrni prostor.

Diikaz. Pro operace plati
[l + W] ={x € L' x =91+ 1, 1 € [¢],¥1 € Y]},

ol ={x €L | x=ap1, g1 €[¢]} VaeR.
Axiomy linedrniho prostoru ziejmé plati. Norma je pozitivn{ ||[¢]|| > 0 a plati, Ze

el = 0 = [¢] = [o] (nulova funkce). Norma je tedy skuteéné normou spliiujici axiom pozitivni
definitnosti. 0
Pozndmka. (1) Prostor L' neobsahuje funkce, nybrz tifdy ekvivalence funkci. Vzhledem k de-

finici tedy neexistuje pojem funkéni hodnota, nebot funkce v rdmci tifdy se od sebe lisf na
mnoziné miry nula. Budeme-li tedy brat prvek z L', budeme tim mit na mysli reprezentanta
dané tiidy. Ne kazda tfida ma vsak spojitého reprezentanta! To plati v tzv. Sobolevové
prostoru.

(2) Davod zavedeni tohoto prostoru tkvi v tom, Ze jsme takto ziskali prostor, z némz zakladni
integral generuje normu. V £ sice normu muZeme zavést stejnym zpusobem, nespliuje vSak
treti axiom normy — nejen nulové funkce mé nulovou normu. (jednd se tedy o seminormu).

Véta 26.6 (Riesz, Fischer). Prostor L' je Banachtiv (tiplny normovany vektorovy prostor)
Diikaz. Vezmu posloupnost t¥id {[¢,]}]" C L'. Necht {[¢,]}]" je cauchyovska, tj.
(Ve > 0)(3no)(m, n > no) ([|[en]ll = [em] < ).

Polozme

tedy

2k
Vytvorim z ny rostouci posloupnost, sta¢i dokédzat, Ze konverguje vybrand posloupnost ¢, .

(Vk € N)(Fng) (¥m > mg) (n[som] lemlll < 1) .

1
! |90”k+1 - Sonk‘ = H[‘PnkH] - [‘Pnkm < o9k

a proto
m
I Z “pnk-u - Qonk| < 1
k=1

pro kazdé m € N. Podle Leviho ma rada

oo
Z ’@ﬂk+1 - @nk’
k=1

integrabilni souctovou funkci a proto skoro vsude absolutné konverguje, a tedy konverguje skoro

vSude i fada -
Z ((p’ﬂk-m - Sp’ﬂk) .
k=1



TURISTICKY PRUVODCE MATEMATICKOU ANALYZOU 4 41

Soucasné plati

Z (Sonk+1 - Qpnk) ~ klir{:o Pnx —Pnq-
k=1 ——

]
Posloupnost ¢, tedy skoro vSude konverguje k funkeci

lim P, =P = Pny + Z (Sonk-u - Qan) .

k— o0
k=1
Dokéazeme, Ze ¢ je integrabilni. Bud k € N pevné, p > k,

1
I |§0np - @n” < ﬁa
@np — Pny, P — Pny, -
——
Podle véty 26.4 je |¢ — pn, | € L a tedy ¢ € L a [p] € L. Ted ma smysl psit

1
”‘P_(PnkH = I|‘F’_§0nk| < 27

Sestrojili jsme tak podposloupnost, kterda konverguje k integrabilni funkci, tedy cauchyovska po-
sloupnost konverguje. O

Véta 26.7. Mnozina H je v £ hustd, tj. H C LA L C H.

Ditkaz. Bud ¢ € L, ¢ ~ f—g, f,g € L', hy,k, posloupnosti h, * f, k., / g. Sestrojim
ly = hy — kn, pak

~

zn—[solH:Iun—so<I|hn—f|+1|kn—g=<If—1hn>+<lg—1kn>ao,

tedy £ C H. O
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27. MERITELNE FUNKCE

Definice 27.1. Rekneme, 7e ¢ je m&Fitelna (p C M) funkce X — R*, jestlize existuje {hn}7° €
H(X) takova, ze h, — .

Pozndmka. (1) AtC M, AC M.
(2) Je-li ¢ = 0, pak existuje hy, > 0, h,, — .

Diikaz. k, — o, ki — . O
Véta 27.2. Bud ¢ > 0, pak ¢ € M, pravé kdyz ¢ € A.

Dikaz. (1) (<) A C M ziejmé.

(2) (=) Bud ¢ € M, pak existuje h, — ¢, hy, > 0, h,, € H. Polozme a£,?) = min,<k<m Pk,
oy, = infy >, hi. Protoze a5,’$) \( @y, je podle Leviho «,, € A. Vzhledem k nerovnosti 0 < I, <
Ia%”), je ay € L. Protoze ale o, /' o = liminf,,_, o, h,, je znovu podle Leviho a € A. Protoze

hn = ¢ = a ~ @, tvrzeni véty plati.
O

Véta 27.3. ¢ € M, pravé kdy? existuje dvojice funkel f, g € AT takova, %e p ~ f — g.

Dikaz. (1) (<) (gn — fn) = .
(2) (=) p~eT =@~ ~(fi +g2) — (fa + ¢1)- Podle piedchozi véty ¢, 0~ € A. T ~ f1 — g1,
0~ ~ fa— g2, f1, fo € AT a protoze o, o~ musi mit integral, pak g;, g, € LT.
U

Véta 27.4. Jsou-li p,9 € M, o € R, pak plati
(i) ¢ + ¢ € M, mé-li soucet smysl.
(ii) ap € M,

(iii) max(p, ) € M, min(p, 1)) € M,

(iv) || € M.

Véta 27.5. Bud ¢ € M.

(i) Existuje-li ¢ € L tak, ze |p| S 9, pak ¢ € L.

(ii) Existuje-li ¢ € A tak, ze I) = 400 a ¢ = 9, pak ¢ € A a Ip = +o0.
(i) Existuje-li ¢ € A tak, ze It) = —cc a ¢ S, pak p € A a I = —c0.

Dikaz. (i) hp, — ¢ a|p| <1, tedy z pozndmky 26.2.2 ¢ € L.
(ii) ot 29T, tedy It > It = +o0. o= <9, tedy T~ < I9h~ < +oo. IpT = 400, protoze
- L.
O

Pozndmka. (1) Rozsifeni Lebesgueovy véty: Bud ¢, € M, |on| < o, wo € L, ¢n — ¢. Pak
peLlalp=Ilimlyp,.
Diikaz. ¢ i @, jsou podle predchozi véty integrabilni, protoze maji integrabilni majorantu.
Mizeme tedy aplikovat klasického Lebesgua 26.2. U
(2) Rozsifeni Leviovy véty: Bud ¢, ¢, pn € A, Ip1 > —00. Pak p € A a Ip = lim Lgp,,.

Diikaz. Pokud jsou vSechny ¢, € £, pak pouZiji klasickou Leviovu vétu. Necht tedy (Im €
N)(om € AN L). Pak je Iy, = 400, coZ implikuje I = +o0o a ¢, € L. Rozepiseme-li
On ~ ©F — @, pak of S ot a o N\ ¢, coz implikuje (Vn > m)(Iy;, = +00). ProtoZe
jept e M AT >t jedle véty 27.5 (ii) Iyt = +oo a dale (¢, € L) = (¢~ € L) (Levi
pro posloupnost). Plati tudiZ ¢ ~ ¢ — ¢~ a Ty = +o0. O

(3) V rozsirené Leviove vété je predpoklad Iy > —oo nutny: Posloupnost {1y, }7°, kde ¢,,(z) =
0 pro Yz € (—n,n) a —oo jinde ma limitu ¢ (z) = 0,V € R a Iy # lim, 1o 19,.

Véta 27.6. Jestlize ¢, € M a ¢, — @, pak ¢ € M. (uzavienost M)
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Diikaz. (1) Bud nejdiive {0,135, ¢n
{h%m)} nezépornych zdkladnich funkci(omezenych) takovych, ze h%m
1

2 0. Potom pro kazdé m € N existuje posloupnost
) ©m. Polozme
N T

n

®o m;:1 n2m?2 Ihglm) +1
Z Leviho plyne, Ze ¢o € L. Potom skoro vSude plati p(z) > 0 = ¢o(z) > 0. Pokud polozime
Y = min(p, npo), je ¥, 7 . Z Leviho poté dostaneme ¢ € A, pokud plati, Ze v, € L.
Pro v, ~ lim,, o min(@m,, nee) a |min(em,, ngo)| < npo, ¥y, je limitni funkce posloupnosti
méritelnych funkei s integrabilni majorantou, tudiz z rozsiteni Lebesgua je v, € L.

(2) Bud nyni {¢,};° libovolnd posloupnost méfitelnych funkef a necht ¢, — ¢. Potom plati
o = ot a g, — ¢. Odtud a z predchdzejictho bodu vyplyvd, 7e ¢ € A a ¢~ € A a
proto je ¢ € M.

U
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28. MERITELNE MNOZINY

Definice 28.1. Bud M C X. Polozme

() 1 zeM
€Tr) =
X 0 zeX~M

x g nazveme charakteristickou funkci mnoziny M.

Definice 28.2. Bud M C X, xp (). Pak M je méFitelnd, pravé kdyZ xps je méfitelnd.
Pozndmka. xar € M, pravé kdyz xar € A (x je nezdpornd).

Definice 28.3. Bud M maéfitelnd mnoZina, pak miru mnoZiny M definujeme p(M) = Ty .

Poznamka. (1) w(Z2) =0 < Z je nulové miry < xz ~ 0 < xz je nulova skoro vSude, nenulova
na mnoziné nulové miry < Z je mnozina nenulovych bodi.
(2) Pomoc{ axiomu vyberu lze zkonstruovat neméfitelnou mnozinu a tedy i neméfitelnou funkei.
(Vrana skripta str. 59)

Véta 28.4. Bud {M;}; 7] néjaky spofetny systém méfitelnych mnozin. Pak plati:
(i) M =, M je méfiteln4,
(i) N =, My je méfitelna,
(iii) M7 ~ Ms je méfitelna.
Diikaz.
xXum(z) = SUp X2, (2),
XN(x) = H]%f XMy, (3:)7
kde sup a inf jsou méritelné funkce podle definice méfitelnosti mnoziny a z véty 27.6
XMy~My = XMy N XMinMss
protoze
X M1~ M (33) = maX(XMl - XM270)(I)

Pozndamka. (1) V R™ jsou prvky topologie (tj. oteviené mnoziny) métitelné.

Diikaz. Bud A = A°. Vime, %¢ T € M. Ke kazdému bodu € A najdu interval Z, s ra-
cionalnim stfedem a délkou hrany. Intervaly tvori spocetny systém, takze podle predchozi
véty je A méfitelnd. Kompaktni interval je méfitelny a A = |JZ. O

(2) Uzaviené mnoziny jsou téz méfitelné.

Dikaz. Bud A = A, pak A = R® ~ B, kde B = B°, takze podle predchozi véty je A

méritelna. 0
(3) Mnoziny typu Gs (spoCetny prunik otevienych mnozin) a F, (spoCetné sjednoceni
uzavienych mnozin) jsou méfitelné. Diky tomu jsou méfitelné i polouzaviené intervaly.

Véta 28.5. Bud {M;}5] systém méfitelnych mnozin, M = J, My a necht M; N M; = () pro

navzijem ruznd i, j. Pak
p(M) = p (U Mk) = u(dy).
k i=1

Driikaz. Diky disjunktnosti M}, plati
XM = E XM, -
k

(1) kone¢ny piipad: aditivita integrélu

Ix=> Ixu,.
i=1
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(2) spocetny piipad: Leviova véta

oo
X=Y Txu.
i=1

O
Poznamka. Lebesgueova mira je o-aditivn{ (spocetné aditivni).
Véta 28.6. Bud {M;};~, systém méfitelnych mnozin, bud'te
o0 o0
M = UMk, N = ﬂMk.
k=1 k=1
Pak plati:
(i) Je-li My, C Myy1, pak p(M) = limg_y o0 p1(Mg).
(i) Je-li Myy1 C My a In € N, Ze pu(M,,) < +oo, pak pu(N) = limy_ 0o p(My).
Diikaz. (i)
Xar = SUD X, = n}gnoolg}ixm Xag = M X,
xmy / xms o I, 20> —o00
7Z rozsiteni Leviovy véty plyne
p(M) = Ixm = lim Ixa,
k—o0
(i1)
XM = ;nf Xa,, = lim . g}l@lg XM, = hm XM,
X N oxa, I, < 400
p(N) = Ixn = lim Ixn,
k—o0
O

Priklad. (—oco,—n) U (n,+00) = Ay, u(Ay,) = +o0, Ny Ak = 0; bez podminky u(M;) < 400 to
nejde.

Véta 28.7. Bud {M;};°] nejvyse spocetny systém méFitelnych mnozin M = J,, M. Plati
M) < Zu(Mk)-
k

Dikaz. (1) Koneény pripad: indukei: M = M; U My = M7 U (Ma \ My);
(M) = p(Mr) + p(Ma ~ Mr) < p(Mi) + p(Ma).
(2) Spocetny piipad:

z 1. bodu minulé véty plyne

(U Mk) = lim 4 (U Mk) < lim Y p(My) =) u(My),

(9] <(Un)

Pozndmka. Bud M C N. Pak u(M) < u(N) a dokonce u(M) < 400 = u(N) — u(M) = p(N ~ M).
Ditkaz. N =M U (N ~ M), proto u(N) = u(M) + u(N ~ M) > u(M). O

nebot

mnozinoveé ,roste“.

O
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29. INTEGRAL NA MERITELNE MNOZINE

Definice 29.1. Bud A C X mé&fiteln4, f : X — R*, A C Dom f. Polozme

f"‘(x):{g(x) i:l(\A'

Rekneme, 7e f je méFitelnd na A (f € M(A)), prave kdyz f4 € M. Rekneme, 7e f € A(A) (resp.
L(A)), ptavé kdyz fa € A (resp. £). Rekneme, Ze f je integrabilni na A, pravé kdyz f € L(A).
Rekneme, ze f m4 integral na A, pravé kdyz f € A(A). f € M(A).

Pozndmka. L(A) C A(A) C M(A).
Definice 29.2. Bud f € A(A).

A/f:IfA

nazveme Lebesgueovym integralem funkce f na mnoziné A.

Pozndmka. Budeme predpoklddat, ze X = R™. Toto omezeni musime zavést, nebot potiebujeme,
aby 3 [, f = 3 [, f a to obecné neplati. V R™ viak plati f = fixs < fi €A, fz = faxs <
fa € A, pri¢enz jedna z nich je € £, nebot jedna z fX7 faiez L.

Véta 29.3. Bud B méfitelnd podmnozina métitelné mnoziny A C R. Jestlize f € A(A), pak
f € A(B).

Diikaz. Viz predchozi poznamku. O

Véta 29.4. Necht f € L(A) a necht pro skoro vSechna x € A plati |f(z)| < C. Pak

A/ 7 < cu(a)

Dikaz. |fal < Cxa. O

Véta 29.5. Bud {Am}fniol nejvyse spocetny systém vzajemné disjunktnich méfitelnych mnozin,

A=J,, Am a f € A(A). Potom
[=x ]

fa=>_ Ia.

Diikaz. (1) fz0,

~

kone¢né i nekoneéné (Levi).
(2) f~ ft — f~ aplikovdno na obé& ¢asti zvI45t, jeden z integrali bude koneény.

(3) (vm)(f € A(Am)).
O

Véta 29.6. Bud {A,,}"> nejvyse spofetny systém vzajemne disjunktnich méritelnych mnozin,
bud dédle f(z) 2 0na A a f e A(A,,). Potom f € A(A) a plati

[r=x ]

Dikaz. Trividlni. (z definice méfitelnosti a Leviho) O



Véta 29.7. Bud {B,,} . _; rostouci posloupnost méfitelnych mnozin By,

Uni=1
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B,,. Bud déle f(z) 2 0na Aa f € A(B,,). Potom f € A(A) a

f= lim

m—r oo

[

Diikaz. Vyplyva piimo z rozsitené Lev1ovy véty pro posloupnosti.

Véta 29.8. Bud AC X, Ae M, f € L(A). Potom plati

Dikaz.

Pro B

(Ve > 0)(36 > 0) BCA/\M(B)<5:>/\f|<€

[191= tim 14,0, = tin
A

we>0pem (o< | [if1- [ 4] <3

A
C A (volim § < 5=)

f € E(A)a |f| € K(A)a fm = mln(‘f| 7m)7 fm /A‘f|7

A

A
)

fm-

A

[fl = fm =0, (Ifl — fm)B < (/] —fm)A,fm = min(|f|,m) <m

Poznamka. Absolutni spojitost — viz skripta.

Véta 29.9. Bud f € M(A), necht existuji a, 8 takovd, ze a < f(z) < 8 plati skoro viude na A.

Bud ¢

> 0 skoro vSude na A, g € L(A). Potom

(i) fg € L(A),

(ii) e

Dikaz.
(2)

aA/gﬁA/fgﬁﬁA/g;
A/fgvA/g;

(iii) je-li navic A kompaktni a souvisla, f € C°(A), pak existuje £ € A takové, 7e

xistuje v € {«, B) tak, Ze

A/fg:f

fAfg
ng

’Y

5)!9

(1) ag < fg < Bgna A, |fgl < (Ja|+|8])g, tedy fg € L (fg mé integrabilni majorantu).
Je-li [, 9=0,jeg~0,proto fg~0a [, fg=0,nebo [, g>0a pak

<.

3

C Bpyi. Bud A

£,
-

47
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30. VYPOCET INTEGRALU

Pozndmka. Dikazy k nasledujicim vétam jsou ve skriptech, Vrana je nezkousi.

Véta 30.1 (Fubini). Bud A C R, B C R™, A, B méitelné, f € A(A x B). Potom plati
(i) Pro skoro vsechna x € A je f(z, ) € A(B);

/f )dy € A(A);

/f:/ /f(yy)dy (z)dw.
A B

AxB

Pozndmka. Bud A C R"t™ A mé&Fitelnd. Pak pro skoro viechna je x € R" je A, = {y € R™|(z,y) €
A} méritelnd v R™ a A, = {z € R"|(z,y) € A} méfitelnd v R™ pro skoro vSechna y € R™.

Véta 30.2. Bud A C R"™™ f e A(A). Pak

/f=/(A fawdy | do= [ | [ fy)de | dp
A R \A, Rm \A,

Priklad.
1 Lo 1 5 1 .
T4 —y Y s
d ——=dy= [ d — |5 )dy= | ——dr = —
/ x/(o:2+y2)2 /x/a <x2+y> ! /1+x2 T
0 0
1 1
2 — 1 us
d 5d d =— d
/y/ @+ /y/ 8x<x2+y> ’ /1+y2 T
Integraly obecne nelze zameénit. Tady je to zpusobeno tim, ze [ f* i [ f~ = +oo, takze integral
neexistuje.

Véta 30.3 (o substituci). Bud ¢ prosté a reguldrni zobrazeni R™ + R™ (difeomorfismus), A C

Ran ¢. Pak plati:
[r@da= [ oo a
A

e (A)
ma-li jedna strana smysl. (|¢'(¢)] je absolutm hodnota z Jakobidnu)

Diikaz. Plyne z 34.4. O
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31. PARAMETRICKE INTEGRALY

Definujme funkci F': A — R vztahem

F(a) = /f(m,a) dz.
M
Analogie F(a) = [,, f(z,a)dz a F(z) =3 fa(z), © > n, a > .
Fla) =Y fula) = /f(x,a) dz
n=1 M

Véta 31.1 (o spojitosti). Bud M C R"™, (P, g) metricky prostor, A C P, f: M x A+~ R a necht
plati:
(I) Pro skoro vSechna x € M
fla, ) ec(4)
(I1) (Ve € A)(f(, @) je méFitelnd na M),
(III) (3¢ € L(M))(pro skoro vSechna = € M)(Va € A)(|f(z, )] < g(x)).

Potom

F(a) :/f(x,a) cC(A).
M

Diikaz. Bud jde o izolované body (které jsou body spojitosti z definice), nebo plati nasledujici véta
o limité, coz dokazuje spojitost. O

Véta 31.2 (o limité). Bud M C R", (P, p) metricky prostor, AC P,ag € A, f: M x A~ R a
necht plati:
(I) Pro skoro vSechna x € M
lim f(r,0) = p(a),
acA
(I1) (Vo€ A~ A{ao})(f(, @) je méfitelnd na M),
(III) (3g € L(M))(pro skoro vSechna x € M)(Va € A~ ao)(|f(z,a)| < g(x)).

Potom

(i) ¢ € L(M),
(i)

Diikaz. Heineova véta: lim o, = g, o, € AN {awo}, on(z) = f(z, ) = @©(z). n(x) je méfitelna
na M, z Lebesgueovy véty plyne, ze ¢ € L(M). Pro libovolnou posloupnost «;,, plati
/so = lim [ f(z,0n)de = algrgo/f(w,a)-
acA M

M M
O

Véta 31.3 (o derivaci). Bud M méfitelnd mnozina, M C R™ a necht Z = Z° C R. Necht f :
M x T +— R je redlnd funkce a plati:
(I) Existuje ag € Z takové, ze f( ,a0) € L(M),
(IT) pro kazdé o € T plati, ze f( , o) je méfitelnd na M,
(IIT) je-li N € M, u(N) =0, pak f(z, ) je diferencovatelnd na Z pro kazdé x € M . N,
(IV) existuje g € L(M) tak, ze
0. 0)| g($>> :

(Ve e M~ N)NVaeI) (’804

Potom
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(i) f(,a) € L(M) pro kazdé « € Z,
(ii) 2 f(,a) € L(M) pro kazdé a € T,

(iii) a plati
%/f(%a)dx:/a%f(x,a)dx
M M

Diikaz. (1) Bud = € M ~ N, pak

0
£(,0) ~ f(,00) = 5 (2,€) | — a
takze
70| < (7, a0)| +9(2) (0 — o),
—_—— — ——

eL(M) eL(M)
kde « je pevné.
(2) Proae?
Fla+ h / flz,a+ h — f(z,a) de
Pp(z,h)

PouZijeme minulou vétu, A ={h | a + h € Z}, 0 € A’. Limita

}LEAM
existuje a je ziménna, nebot pro z € M ~ N plati |[¢(x, h)| = ‘W < g(x).
O
Pozndmka. Co kdyby meze zavisely na a?
b(a)
o) = [ fwa)
a(a)
f, 2f S CO(Il,IQ), a(a),b(a) € Cl(IQ), (G(Il),b(IQ)) C Il,
b(a) a(ao)  blao)  b(a)
wal Jreo)=q| [ )]
a(a) a(a)  alao)  blao)
b(a)a
= F0e). ) (@) — fla(a). a)a'(e) + [ LD gy

Pomtcka pro zapamatovani:
b(a)

/ f(z,0) = Fla(a), b(a), a),
a(a)

% podle derivace slozené funkce.

Véta 31.4 (o integraci). Bud M C R" méritelnd, N C R™ méfitelnd a f : M x N — R méfitelnd
funkce. Nechf alespori jeden z integralii

[ Jir@wia)a [ [ireola)a
M

M N N
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[ [renay|a=[{ [r@pa)a
M

M N N

Dikaz. f € M = |f| € A. Z Fubiniho je pak téz |f| € L, coZ je majoranta f a zbytek plyne z
Fubiniho. O

konverguje. Pak

Pozndmka. Predchézejici véta predstavuje zobecnéni Fubiniovy véty. PovsSimnéte si, ze v
predpokladech nemusi platit f € A, sta¢i pouze méritelnost.

Definice 31.5. Bud p,q > 0. Potom Eulertiv integral druhého druhu je integral ve tvaru
+o0
/ 2P le " dx
0

a Eulerdv integral prvniho druhu je integral ve tvaru
1

/xp71(1 — )7t da.

0

Funkce gama je Eulertiv integral druhého druhu jako funkce p, tj.
400
I'(p) = /xp_le_”” dz.
0
Funkce beta je Euleruv integral prvniho druhu jako funkce p, g, tj.
1

Blp.g) = [ a7 '(1 )" ' d.
0

Poznamka. (1) Dfive se tyto funkce zavadély jako elementdrni. S ndstupem vypocetni techniky
a softwaru to jiz neni tfeba.
(2) Podminka p,q > 0 je proto, aby integraly konvergovaly. Zajimavé je, Ze na konvergenci je
tfeba zobecnény Riemanntv integrél, ale Lebesgetiv integral pouze obycejny.

Véta 31.6. Funkce beta je symetrickd ve svych argumentech, tj. B(p, q¢) = B(q, p).
Dikaz.

—+00 1
P14 pa—l
B(p,q)f/ 1_|_tp+q / / / 1+t)pte”
V 1. kroku se pouzila substituce z =t/(t + 1), ve 2. kroku na druhy integral x = 1/t. t
Véta 31.7. -
B(p,1-p)= —.
sin pmr
pro p € (0,1)
Diikaz.
gl F p-p)—1 = s
e LA
B(p,1 —p) = = —1)mgptn=t —1)"z" P | dz =
vi-n= [T+ [ s /(me IS )az
0 0 0 n=0 n=0
oo 1 o0 oo oo
nz::o( )p—i—n ;( )n p—|—1 2:;) p+n Z n—p

1 ad 1 1 7
- —-1)" =
7rp+z( ) (wp+7rn+7rp—7m ] sinpm’
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Korektnost postupu: Na zdménu nemuzu pouzit Leviovu vétu kvili (—1)". Pro = € (0,1) plati

1 1 1
o) n ‘ 1—(— n+1
/ § :(_l)nxa—1+n — nlgl;o E_:(—l)k$a_1+k — /hm CCa_l 1(+$U1): 7

o n=0 0 k=0 0

pro a € (0,1) je z*~! integrabilni majorantou, takZe integrdl konverguje a podle Lebesgueovy véty

Ize zaménit. U
Véta 31.8.
L'(p)I'(q)
B(p.q) =
(#.9) L(p+q)
Dikaz.
“+oo “+o0
g = /xﬂ_le_m dz = o / th=temot dt.
0 0

Polozim f =p+q, « =1+ y. Pak
+oo
Tlp+q) =01+ y)p+q / ptra—1,—(+y)t 34
0

vynésobi se to % a zintegruje pres y od 0 do oo

400 +00 +00 +00

B(p,q)T(p+q) = / (yp_l / tpra—1e—(1+y)t dt) dy = / (tp+q—1e_t / yPle Yt dy) dt =
0 0 0 0
integral konverguje a je > 0, lze zaménit W
=T(q)T'(p),
za pouziti vzorce T'(5). O
Pozndmka.
B(p1-p) = 5 =TI -p)

Po rozifeni pro zaporna p (viz poznamky za dalsi vétou) plati vzorec prop € R — Z

Véta 31.9. Bud p > 0. Pak I'(p + 1) = pL'(p).

Diikaz.
+00 oo
-1 —= z? —x e 1 —x 1
T'(p) = P e = | —e + - aPe”™ = -T'(p+1).
p 0 p p
0 0
O
Pozndamka. (1) Predchozi véta ma obecnéjsi platnost, plati pro p € C.

(2) T'(1) = 1, pomoci predchozi véty pak I'(n + 1) = n! pron € N,
(3) [(1/2) = V7,
(4) L(p+n)=(p+n—1)--pL(p),
(5) T je definovana na (0,+00). Lze prodlouzit i na zdporna p indukef
Flp+1)
p
pro p € (—1,0) a takto to natdhnu na (—n + 1,n).

I'(p) =
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Pouzitim vztahu
Ina= lim n({a—1)

n—oo
dostaneme
“+oc0 1 1 1
— 1 P . 1\P . —1
I‘(p—i—l):/:z:pe xdaz:/ In— dt:/hm np(l—tn) dt = lim np/T" (1-7)Pdr =
t n— oo n—o0o
0 0 0 0
PHl(p — D) pl Pnl
= lim n?™'B(n,p+1) = lim " (n— 1)!pL(p) = lim nnfn
n—o00 n—oo (p —+ 1) .. pI‘(p) n—o00 Hk:O(p —+ kj)

Takto 1ze definovat T' i pro C, ale problémy jsou s Z_.
Funkce T je tiidy C*°, nebot integral

+

oo

r® (p) = 2P e In* rda

—~

existuje — m4 integrabilni majorantu (pro kazdé p existuje okoli (p1, p2), na némz majoranta

existuje):
1 “+o00
/ e InFr dr+ / 2P le  In* 1l g da.
—— —
0 <api—le—z|lng|k+? 1 <zpP2—le-zInk g
—+o0

(p) = / 2P re % In® zdx > 0,
0
takze T' je konvexni. I'(1) = I'(2) = 1, z Rolleovy véty existuje pg € (1,2) takové, Ze
I (po) = 0. Funkce I je rostouci, takze I (p) > 0, pravé kdyZ p > po, tedy I roste konvexné
od pg. Z Heineovy véty a spojitosti vyplyva
'(p+1)

= lim I'(p) = +o0.
p—0

lim I'(p) = +o00, T(p) =
p—o0
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OBRAZEK 1. Priubéh funkce gama
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Véta 31.10 (Legendruv vzorec).

1 VT
P@IT(p+5) = 55, T (2p).
prop >0
Diikaz. Po upravé a substituci % —r = %\/f dostaneme

1

v 6T
0 0

o[ TG 2o

R (1 ) 1 TGTP) _I*(p)

= Bla?

Véta 31.11 (Stirlingova formule).
L(p) = V2rp"~2e P(1 +r(p)), kde|r(p)| < (eﬁ - 1) i

Diikaz.
T(n+1)=nl=V2r(n+1)" 3 Y14+r(n+1) ~ V2rn"Tie ",
tedy

n! 1 -1
nte=n (\/27771) .

Pozndmka. Funkci T 1ze jednoznaéné definovat takto: F € C! na (0, +00), F(p + 1)

F(p)F(1—p)= Sinwpﬂ, F(p)F (p+ ;) 23411’(213)‘

=pF(p),

55
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32. NEWTONOVA FORMULE v R2

Definice 32.1. Bud'te f,g € C! [, 8], mnoZinu D = {(x,y) € R? | z € (o, 8), g(z) <y < f(z)}
nazyvédme elementarni oblasti typu z(y).

Pozndmka. Definujeme ¢ = ¢4 + pp - ©f = Pa, kde
pg(t) = (t,9(t) t€[a,f

pp(t) = (8,9(8) +t(f(P) —9(B))) tel0,1]
pr(t) = (8 f(t) t€ o pl
soa(t) (@, g(@) +t(f(a) —g(a))) t€[0,1].

Véta 32.2. Bud P: D+ R redlna funkce spojitéd na D a tiidy C! na D. Pak

/dez—//ﬁ—dedy.
dy
] D

Diikaz. 7 Fubiniho véty a véty o derivaci podle parametru

[roceom=+[~]-- Jirtston0.s @1+ 000,16 - aa-
Pg Ps Pa o 0

B 1
- [Pt @00 r®)de - [P0, 5(@) - gla) dt =

B B B [ f(x)
o oP
= [Pttgv) - Pt st =~ [Pl ae =~ [ | [ Fnay | ae
« « « (m)
0
Véta 32.3. Bud Q € C°(D), Q € C'(D), kde D je oblast typu y(z) = {(z,y) E R? |y €
[, 8], g(y) <z < f(y)}. Bud ¢ konstruovéna jako v pfedchozim piikladu a [¢] = D. P

/Qd // dady.

Dikaz. ¢ = ¢4 + @ = @5 = a, pg(t) = (9(t),1), t € [, B], ps(t) = (9(B) + t(f(B) — 9(8B)), ),
€ [0,1] atd... analogicky, jako v pfedchozi vété. O

Definice 32.4. Bud ¢ € C° [, ], ¢ : [, 8] — R™. Potom ¢ nazveme Jordanovou drahou, pokud
plati

(i) (@) =¢(8),
(ii) @ je na [a, B) prosté.

Jordanovy drahy jsou tedy takové krivky, které jsou uzaviené a pritom se nikde neprotinaji. Plati
pro né nasledujici véta, ktera je sice ,naprosto zjevna“, ale jejiz diikaz je velmi obtizny.

Vé&ta 32.5 (Jordan). Bud ¢ Jordanova draha v R?. Pak lze R? jednoznaéné disjunktné rozloz{
na t¥i komponenty souvislosti R? = AU [¢] U B, kde A je neomezend a B omezend. Komponentu A
oznacime ext ¢ a nazveme ji vnéjSek drahy, B budeme znacit int ¢ a nazyvat vnitiek drahy.

Véta 32.6 (Green). Bud D = D° C R? omeZend oblast, jej{ hranice ¢ je kladné orientovana
Jordanova drdha po ¢astech tifdy C!, P,Q € C}(D), P,Q € C°(D). Potom plat{

/(de+Qdy //((% ay)dd

Véta 32.7. Vnitiek Jordanovy dréhy je jednoduse souvisly. (jednoduchd souvislost viz 18)
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Poznamka. Je-li forma w = Pdzx + Qdy je uzaviena na jednoduse souvislém uzavieném defini¢nim
oboru, z definice plati

op _ oQ

oy Oz’

7 Greenovy véty pak ziskdme

/(de—i—Qdy //(—ap+8Q>dxdy= ;

forma w je tedy konzervatlvm.
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33. VNEJST ALGEBRA

7 této kapitoly Vrédna zminuje pouze utrzky nutné pro pristi kapitolu. To vSak neznamend, ze
byste této kapitole neméli vénovat pozornost, spise naopak. Vyznamneé totiz abstrahuje dosavadni
poznatky z fyzikalnich predméta a dava jim nutny matematicky podklad. Matematicti fyzici by této
kapitole méli vénovat zvlastni pozornost.

Definice 33.1. Mnozinu vSech k-linedrnich antisymetrickych forem definovanych na V™ budeme
znacit AF(V™). Rikdme, ze A*(V™) je k-t4 vnéjsi mocnina prostoru V".

Véta 33.2. A*(V™) tvori linearn{ prostor nad R. Specidlné plati A°(V"?) =R, A} (V") = V™.
Definice 33.3. Bud k € 7,n € N. Symbolem (:) budeme znacit mnozinu vsech usporadanych k-tic
A= (i1,... 1K),

pro néz (VpEE)(i en)ai; <--- <ig.

Pozndmka. Symbol (Z) pro tuto kapitolu tedy bude znamenat mnozinu rostoucich k-tic, nikoli
kombinacni ¢islo. Pocet prvka této mnoziny budeme znacit

W)= mem

Definice 33.4. Necht X € (), soubor (Z;,,...,&;,) € V". Potom klademe Z\ = (Z;,,...,T;,).

Definice 33.5. Necht A € (}), soubor (&;,,...,€;,) bdze V", soubor (e, ..., ) k nf dudln{ baze
— “—
V,,. Potom symbolem e? budeme znagit k-linedrni antisymetrickou formu definovanou vztahem
—
11 (A7 1 (7
g (1) ) (Tx)
Al =\ _
£ (Z1,..., %) = '
1k (A7 1k (A
e (@) ™ (Zr)
Pozndmka. (1) Plati e*(éy) = 1.
—
(2) Oznac¢ime-li S\ mnozinu vSech permutaci k-tice A, pak lze z definice determinantu psat
A= 2\ — . m(i1) (32 (k) (7
e (Z1,..., %) ; sgnm ¢ (331)2 (Zy).
TESA

Véta 33.6. Necht (}) = {A1,..., A}, kde p=|(})|, soubor (&;,,...,€;,) béze V™. Potom soubor
forem

tvoif bazi AF(V") a dim A*(V™) = |(})].
Definice 33.7. Oznaéme A(V™) direktni soucet prostortt A°(V?) @ AY (V™) @ --- @ A™(V") a defi-
nujme zobrazeni A : A(V™) x A(V™) — A(V"™) bodové vztahem

1 - - - -
W Z sgn (T(ﬂf.n.(l) e l‘ﬂ.(k)) g(xﬂ(,ﬁ_l) e xﬂ'(k}-‘rl))
C eSSk

pro viechna o € A¥(V") 0 € AL(V™), (F4,...Tx1) € V™. Potom
(I) dvojici (A(V™), A) nazgvame vné&jsi algebra prostoru V™,
(IT) operaci A nazyvame vnéjsi ndsobeni,
(IIT) prvek o A g € A(V"™) nazyvame vnéjsi soucin prvki o, o.

(@ No) (@, Tht) =

Pozndmka. Operace vnéjstho nasobeni je bilinearni zobrazeni s nésledujicimi vlastnostmi:

(1) Asociativita

(2) Antikomutativita: (Vo € A¥(V"), 0 € AL (V™)) (e A o= (-1)Fo A 0)
Pozndmka. Dilezitym disledkem antikomutativity je antisymetrie. Pro k = 1, resp. | = 1 prii
oznaceni z predchozi poznamky plati
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(1) (VEge V") (@AY= —]AT)
(2) (Vg,g € Vn)(g/\g = —g/\g)
Nebot z pozndmky 18 plyne oznaeni e’ = da?, plynou odtud tyto nejéastéji uzivané vlastnosti
—
(1) dz® Adad = —da’ A dat
(2) dzt Ad2® =0
Definice 33.8. Necht k € N,z!,... 2% € A(V"), 7 € S. Potom klademe
x‘n’(l)...ﬂ'(k) _ xﬂ'(l) A A 1,7\'(](7).

Pozndmka. Néasledujici pozorovani muzeme ucinit na zakladé predchozich definic.

(1) Necht X\ € (Z), soubor (€1, ...,€,) baze V", soubor (el,..., e™) k ni dudlni baze V;,. Potom
— —
plati e} = et A~ A ek,
— — —
(2) Necht (1)U---U(") ={A1,..., A} kdep=[(})U---U (2)] =2" -1, soubor (€,,...,&,)

baze V™. Potom soubor prvka
oY Ap
(1, et e )
tvorf bazi A(V™) a dim A(V™) = 2™,
(3) (AF(V™))# = A¥(V,,), obdobné (A(V,,))# = A(V")
(4) Pro libovolné k € ng plati dim AF(V"™) = dim A" ~*(V"™), tedy AF(V™) = A"~*(V"™) (pro-
story jsou izomorfn{). Zkonstruujeme mezi nimi izomorfismus zvany Hodgetv operétor.

Definice 33.9. Necht (1, ...,¢,) bdze V™. Libovolnou nenulovou n-linedrni antisymetrickou formu
o definovanou na V" nazyvame orientaci prostoru V". Rekneme, baze V" je

(1) kladné orientovani < o(éi,...,é,) >0

(2) zaporné orientovand < o(éy,...,¢€,) <0
Definice 33.10. Necht (€,...,¢€,) kladné orientovand ortonormalni baze (V" (-,-)) se zvolenou

orientaci o. Potom pro kazdy totalné antisymetricky tenzor x € A*(V™) definujeme dudlni tenzor
*xx € A"~k (V") vztahem

TAYy=(*xx,y) €1 N AE&,
pro kazdé y € A"~* (V™). Izomorfismus x : A¥(V") — A""%(V") nazyvdme Hodgetiv operator.
Vysledek operace Hodgeova operatoru nazyvame Hodgeuv duél, resp. Hodgetv sdruzeny tensor.

Pozndmka. (1) (Vz,y € AF(V™)((xz,%y) = (2,7))
(2) Z Riezsovy véty vyplyva, Ze pii zvolené orientaci existuje ke kazdému antisymetrickému ten-
zoru praveé jeden tenzor dudlni. Zélezi vSak na orientaci baze! Proto se dudlni tenzor nazyva
pseudotenzor (popi. pseudoskaldr, pseudovektor) a méni znaménko pfi zméné orientace.

Definice 33.11. Zobrazeni, které kazdému bodu z afinniho prostoru R™ prifadi tenzor, nazveme
tenzorovym polem w na prostoru R™, zobrazuje-li w : R™ — A*(V},).

Definice 33.12. Nechf (el,..., e™) baze (V")# a wy : R” — R. Diferencidlni k-formou (resp.
— “—
diferencidlni formou stupné k) rozumime tenzorové pole w, jehoZz slozky jsou skaldrnimi poli wy, tj.
_ A
w = Z LU)\E .
xe(})

Pozndmka. (1) Z 18.2 vime, Ze obecnou diferencidlni 1-formu w muzZeme zapsat ve tvaru

n
w = Z w;da’.
i=1
(2) Obdobné diferencidlni k-formu w muzeme s uzitim pozndmky 33.8.1 zapsat ve tvaru
w = Z wydz Adz® Ao Ada.

re ()
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(3) Hodnota diferencidlni k-formy w v bodé z se obvykle zapisuje ve tvaru
w(z) = Z wy(x) dzt Ada™ A--- Adats.
re(})
Definice 33.13. Vnéjsi derivace je zobrazeni d pfifazujici k-formé (k + 1)-formu, které spliiuje
nésledujici vlastnosti.
(I) totalni diferencial: (Vf € CH)(df = f')
(IT) nilpotentnost: Pro kazdou k-formu w plati d(dw) = d?w = 0.
(III) derivaéni vlastnost: Pro kazdou k-formu w plati d(w A ¢) = dw A ¢ + (—1)F(w A d¢)

Pozndmka. (1) Vné&jsi derivace je témito vlastnostmi ddna jednoznacné.
Véta 33.14. Vnéjsi derivaci diferencidlni k-formy je diferencidlni (k + 1)-forma
dw = Z dwy Ada™ Adz® A« Ada.
Ae(R)
Definice 33.15. Diferencidlni k-forma w je t¥idy C9, pravé kdyz wy jsou tiidy C? pro vSechna
re (B).
Definice 33.16. Diferencialni k-forma w se nazyva

(I) uzaviend, jestlize dw = 0,
(IT) exaktni, jestlize existuje (k — 1)-forma £ takovd, ze d€é = w.

Pozndmka. (1) Ze axiomu (II) vné&jsi derivace plati: exaktnost = uzavienost.
(2) K opac¢né implikaci jiz nestadi jen jednoduchd souvislost, ale dalsi podminky (jako napf.
konvexnost).

Véta 33.17. Bud (el,...e™) ON béze V,,, w = e™ A--- A e diferencidlni n-forma. Potom plat{
— “— — —

x(el A Nef)=eFtIa.. nem
“— — —

<
Poznamka. (1) V R?® mtizeme z predchozi véty vyjadiit piisluiné ortonorméalni kovektory (1-
formy) jako diferencidlni 2-formy, nebot dle plati (i’) = (g), tj. 2 forma je izomorfni s
1-formou a
*dz = dy A dz,
*xdy =dz Adx = —dx A dz,
*dz = dz A dy.

Vidime, Ze Hodgetv operator souvisi vektorovym souc¢inem. Pro kazdé %, € R? plati
(a) Tx 7§ =x*(FAY)€R3,
(b) ZTAY=*(Fx 7) € R3.
Zaroven si muzeme vsimnout, ze smiSeny soucin (Z X ¢) - Z dava ¢islo z télesa (skaldr). Plati
(g) = (g), tj. O-forma (skaldr) je izomorfni s 3-formou a
(Zxy)-Z=FANGANZER.
(2) Kazdé diferencidlni 1-formé w = Fydx + Fody + F3dz jednoznaéné piislusi vektorova funkce
F = (Fy, Fy, F5)T (vektorové pole). Plati-li navic w = df, tj. exaktni, je vektorové pole
pfimo rovno gradientu, tedy F' = grad f.
(3) Kazdé diferencidlni 1-formé w = Fidx + Fody + F3dz jednozna¢né piislusi diferencidlni
2-forma xw = Fy dy Adz + Fy dz Adx + F5 de A dy
Definice 33.18. Gradient (grad) je zobrazen{ z 0-formy na 1-formu. Bud w = f(z,y,2) 0-forma
a dw jeji vnéjsi derivace. Slozky dw v bazi tvofené kovektory (dz, dy, dz) ztotoziujeme se slozkami
vektoru grad f.
Definice 33.19. Rotace (rot) je operdtor na 1-forméach. Bud w = Fydz + Fady + F3dz 1-forma,
F = (Fy, Fy, F3)T piislusné vektorové pole a xdw Hodgetv dual vnéjsi derivace 1-formy w. Slozky
*dw v bézi tvotené kovektory (dz,dy, dz) ztotoziiujeme se slozkami vektoru rot F.
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Definice 33.20. Divergence (div) je zobrazeni z 1-formy na 0-formu. Bud w = Fydz+ Fody+ F3dz
1-forma, F= (Fy, Fy, F3)T pifslugné vektorové pole a d xw vnéjsi derivace Hodgeova dualu 1-formy
w. Slozku d xw v bézi tvorené 3-formou (dz A dy A dz) ztotoziiujeme s div F.

Definice 33.21. Laplacetv operator je operdtor na O-formach ziskany slozenim zobrazeni
divgrad. Bud w = f(z,y,2) O-forma a d xdw vnéjsi derivace Hodgeova dudlu vngjsi derivace 1-

formy w. Slozku d xdw v bazi tvofené 3-formou (dx A dy A dz) ztotoziiujeme s div grad f.
Pozndmka. Vidime, Ze tyto operace jsou jen specidlni pfipady vnéjsi derivace forem na R3. UkézZeme,

T
ze se skutecné jednd o nam znamé operace z fyziky. Zavadime symbol nabla V = (%, %, %) ,
ktery pouzivdme pouze v R3. V jinjch piipadech pouzivime abstraktni defince vyse.

Véta 33.22. Gradient skalarni funkce f = f(xz,y, ) lze v R? reprezentovat pomoci symbolu nabla:

o (20 08 01\
grad f =V f = <8x’ 8y’8z> .
Diikaz. Bud w = f(z,y,z) O-forma a
O 0, 9
dw = &de—k 8ydy+ azdz

jejl vnéjsi derivace. Dle 33.18 jsou slozky dw v bézi tvorené (dz,dy,dz) rovny slozkdm vektoru
grad f. Odsud je téz vidét, ze da, dy, dz jsou vnéjsi derivace souradnicovych funkcionali na R3. [

Véta 33.23. Rotace vektorové funkce F = (Fy, Fy, F3)T lze v R? reprezentovat pomoci symbolu
nabla:

o . (0F3; OF, OF, OFy 0F, OF\'
th—VXF—(ay 92 0 oz on ay>

Diikaz. Bud w = Fidx + Fydy + F3dz 1-forma, F = (Fy, Fy, F3)T piislusné vektorové pole dle
poznamky 33.17.2. Uzijeme-li zédkladni vlastnosti vnéjsiho soucinu 33.7, pro vnéjsi derivaci 1-fomy
w plati

dw =dF; Ade +dF; Ady +dF3 Adz =

= (aFldx + @dy + 5,Fldz) A dx + <8F2da: + @dy + adez) A dy +

ox dy 0z oz 0y 0z
dF; dFy
OF3 0F;3 OF3 B
dF;
= —@dx/\dy—kgdz/\dx—&-%dx/\dy— %dy/\dz— %dz/\dx—f—%dy/\dz
dy 0z or 0z ox Jy
0Fs  0F, oF,  O0F; oFy, 0F;
=—=——-—"]dynd — ——dzAd — — — | dx A dy.
(8y 82) yA Z+(0z Ox Fndrt ox Oy vAdy

Nyni k vnéjsi derivaci dw nalezneme Hodgeliv dudl. Z poznamky 33.17.1 plyne

_(OF omYN,(OR OB, . (0F o
*d“’_(ay Bz>dx+<8z 8x>dy+(8x 8y)dz'

Dle 33.19 jsou slozky xdw v bazi tvofené (dz,dy, dz) rovny slozkdm vektoru rot F. O

Véta 33.24. Divergence vektorové funkce F = (Fy, Fy, F3)T je v R® stopa matice prvni derivace
(Jacobiho matice) a lze ji v R? reprezentovat pomoci symbolu nabla:

. . L OF F. F
divF:trF’:V-F:al OF, | OF

dr oy | 9z’
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Ditkaz. Bud w = Fidz + Fody + F3dz 1-forma, F = (Fy, Fy, F3)T piislusné vektorové pole dle
poznamky 33.17.2. Hodgeuv dudl 1-formy w je z pozndmky 33.17.1 dan
*w = Fidy Adz — Fodx Adz + Fsdz A dy.
Uzijeme-li zakladni vlastnosti vnéjsiho soucinu 33.7, pro vnéjsi derivaci Hodgeova dudlu xw plati

dxw=dFi Ady Adz —dFs Ade Adz+dF5 ANdx Ady =

F} F F F: F: F:
= (aldaﬂ— @dgﬁ aldz) AdyAdz— (%;dx—i— @dgﬁ 62dz> AdzAdz +

Ox dy 0z Jy 0z
dF1 dF‘2
OF3 OF3 OF;3
—dx + —dy + —=d de Ady =
+<633 v Oy ut 0z Z)/\ ehay
dFs
= @dx/\dy/\dz—k%dy/\dz/\dx—k%dz/\dx/\dy:
ox dy 0z

_ (OFy  OF,  OF;
—((%j + 3y + 8Z)daz/\dy/\dz.

Dle 33.20 je jedind slozka d xw v bdzi tvorené 3-formou (dx A dy A dz) rovna pfimo div F. Navic,
protoze 3-forma je izomorfni s O-formou, plati dokonce

0Fy O0F, OF3 -
*drw=——+ — 4+ — =divF.
ox * y + 0z v
Zaroven z definice stopy a tvaru Jacobiho matice F plati zfejmé i rovnost div F = tr F". (|

Véta 33.25. Laplaceiiv operator skalarn{ funkce f = f(z,v, 2) je v R? stopa matice druhé derivace
(Hessova matice) a lze jej v R3 reprezentovat pomocf symbolu A = V2, tj.
PfOPf  Pf
. _ "o _ U2 f _ —
divgrad f=tr f"' =V -Vf=V f_Af_@-Fain_F@,

Diikaz. Laplacetv operator je z definice sloZeni dvou zobrazeni div grad. Bud' f = f(z,y, 2) 0-forma.

T
Pak je grad f dle 33.22 roven (g—i, 2—57 %) To je vsak z 33.17.2 vektorové pole prislusici 1-formé

T
df, ktera je vychodiskem pro vypocet divergence. Nyni stac¢i dosadit df za w a (%, g—:{’;, %) za

F = (Fy, Fy, F5)T do dikazu 33.24.

dxdf =d g ANdyAdz—d g Adz Adz+d g ANdzAdy=---=
ox Jy 0z

g (0f g (0f 0 (0f
— | 2 (2L — (=L — [ == ]| dz Ady A dz.
{81‘ <8x>+8y <8x)+8z (83& TAdyhde
a2f 82f (:)Qf
—+ —=+ — | de Ady Adz.
<8x2+8y2 +822> S A
Dle 33.21 je jedind slozka d xdf v bdzi tvorené 3-formou (dz A dy A dz) rovna pfimo divgrad f.
Analogicky k dukazu 33.24 diky izomorfismu 0-forem k 3-formam plati
of  o0%°f  0%*f i
*d*df = @ —+ ain + @ = dlvgradf.

Zaroven z definice stopy a tvaru Hessovy matice f plati zfejmé i rovnost div grad f = tr f”. O

Pozndmka. 7 definice vné&jsi derivace 33.13 vime, ze d?w = 0. Z této vlastnosti okamzité vyplyvaji
dveé uzitecné identity rot grad f = 0 a divrot F' = 0.
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34. VICEROZMERNA INTEGRACE

7 této kapitoly Vrana predndasi pouze plosné integraly a divergencni vétu, na zkousce pak jeji znéni
muze chtit slySet na A. Ze znalosti z predchozi kapitoly nyni mtzeme shrnout poznatky o integrovani
ziskané z fyzikalnich predméti.

Definice 34.1. Neprazdnd mnozina A C R™ se nazyva o-kompaktni, existuje-li nejvyse spocetny
systém {A,} kompaktnich podmnozin R™, ktery pokryva A, tj.

A=A

neZl

nel

Definice 34.2. Necht jsou dény:

(1) k-rozmeérnd varieta M C R",
(2) reguldrni zobrazeni g : R¥ s M,
(3) o-kompaktni mnozina A C (Ran g)°.

Potom orientaci variety M nazyvame zobrazeni € : RF s A*(V,,) definované ¥t € Dom g

e _ /\f=1 gi(t)
O N a0

Poznamka. (1) Orientace variety M ma vyznam jednotkového teéného ,vektoru“ k varieté M.
(2) Orientace variety M je dana orientaci jejtho teéného prostoru (g; jsou teéné vektory).
(3) Varieta je orientovatelnd, pokud se d& napsat jako implicitn{ zobrazeni. Pokud ji nelze zadat
implicitné, neni tedy orientovatelnd a muzeme ji zadat napr. parametricky.

Definice 34.3 (k-rozmérny integral druhého druhu). Necht w diferencidlni k-forma, A C Dom w
orientovana dle e, t € Dom g. Potom pii oznaceni z predchozi definice klademe

k
Jo=[ wtown Autva

Ae g1 (A) =1

kde g; jsou i-té parcidlni derivace, tj. g; = 0;9(t), a déle

Poznamka. Pro n = 3, k = 2 nazyvame 34.3 plosny integral druhého druhu.
Pro kazdou diferencidlni 2-formu w existuje dle pozndmky 33.17.2 vektorové pole F' : R?
A2(V™). S uzitim pozndmek pod definici 33.10 ziskdme

—

/ w(g(u,v)) gu(u,v) A gy(u,v)dudv = / <F(g(u,v)),gu(u,v) A gv(u,v)> dudv =

g=1(4) g=(4)
= / <*ﬁ(g(u,v)),*gu(u,v) A gv(u,v)> dudv = <*ﬁ(g(u,v)),gu(u,v) X gy (U, 11)> dudv.
971(4) 971(A)

Pro zapis plosnych integrala druhého druhu se proto uziva nasledujici symboliky:

/<ﬁﬁ> s = /ﬁ.d:?: /(F1 dydz+ Fy dzda + Fs dzdy) = / Fg(t))- (gg(t) X g;;(ﬂ) dt.

A A A g~ 1(4)

Druha rovnost plyne z toho, ze je-li w = Fydy A dz + Fodx A dz + F3dx A dy, potom *F =
(Fla 7F27F3)T'
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Integrand v posledni rovnosti je smiseny soucin. Uzitim pozndmky 33.17.1(a) mazeme pokracovat

7 ’ . s, ; J
v Upravéch integralu (ozn. 9;¢7 = ‘g‘ii )

F B R

0
/ F(g 91( A S (t) dt = / gt 0g® 01g%|(t) dt.

6‘t ot ool Boe? b
971 A g-1(a) 1929 29 29

Pozndmka. Pri oznaceni z definice 34.2 plati

for [ -
Ae g~ 1(4)

Je-li w 0-forma, tj. (skaldrni) funkce, muzeme tento poznatek shrnout do nésledujici definice.

Definice 34.4 (k-rozmérny integral prvniho druhu). Necht f: R* — R funkce, A C Dom f, ()
k-rozmérné mira na R¥, 2 € Dom f, ¢t € Dom g. Potom pii oznaceni z definice klademe

A/ f@ ) = [

g~ 1(D)

kde g; jsou i-té parcidlni derivace, tj. g; = 0;9(t), a déle

(g1,91) -~ (91,9%)

<gk;91> <gk;9k>

Definice 34.5. Symetrickd bilinedrni forma dand Gramovou matici souboru (g;(t)) definované po
slozkéach [g(t)];; = (9i(t), g;(t)) se nazyvd metricky tenzor. Determinant pifslusné matice se nazyva
gramian.

Pozndamka. ( ) Mezi metrickym tenzorem a Jakobidnem plati vztah ¢ = J7.J, odsud plati
det f'(x \/(W Timto je dokdzana véta 30.3. Metricky tenzor tedy figuruje pri

prechodu od jednéch soufadnic ke druhym. Zaroven ud4ava geometrii na varieté M, nebot
na ni indukuje ,skalarni souc¢in“ a tudiz i metriku. Proto se nazyva metricky tenzor.

(2) Metricky tenzor nemusi byt nutné pozitivné definitni, mus{ vsak mit prazdny nulprostor.
Variety se signaturou metriky (—1,1,1, 1) nazyvime pseudoriemannovské.

(3) Metricky tenzor 2-rozmérné variety nazyvame prvni fundamentalni formou, znacime

(? g) (E, F,G jsou funkce t).

2 2 2 2

(4) detg = EG — F? = <guvgu> <gv>gv> - <guagv> = ||guH ||gv|| - <guvgv>

(5) Pro velikost vektorového soucinu plati ||@ x &||* = ||@|” ||é]|* — (@, &)*. Uzitim tohoto vzorce
na predchozi rovnost ziskdme uziteény vztah

2 2 2
Vet g = llgu X goll = lgull” lg0]I” = (gus gv)” -

Pozndmka. Pro k = 2 v R? nazyvame 34.4 plo$ny integral prvniho druhu. Pro jeho zépis se
s ptrihlédnutim k predchozi poznamce uziva nasledujici Symboliky'

Zde - | ot

g~ (4)

‘ X H dudv.

Ve specidlnim ptipadé, kdy g(z,y) = (z,y, ¢(z,y)), ziskdme

/de: / f(x,y,w(w,y))\/l—i-(gi) +(g‘5>2dxdy.
A

g71(A)
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Polozime-li f(z) = 1, ziskdme vzorec pro vypocet obsahu plochy A C R3, ktera je parametricky
zadand zobrazenim o(z,y).

Poznamka. Pro k =1 v R™ nazyvame 34.4 k¥ivkovy integral prvniho druhu, s nimz jsme se jiz

setkali. Pro [a,b] = Dom g bud
/ﬁb—/f Dy d.

Polozime-li f(xz) = 1, ziskdme vzorec pro vypocet délky kiivky [g], kterd je parametricky zadand
zobrazenim g.

Véta 34.6 (divergencni, zobecnéna Stokesova). Bud D C R™, a necht jsou dany:

(I) k-rozmérnd varieta M v R™,
(I1) dD, tj. (k — 1)-rozmérna varieta (po ¢astech C°),
(ITI) o-kompaktni mnozina D C M lezici na jedné strané svého okraje 9D.
Potom pro kazdou diferencidlni (k — 1)-formu w € C'(D) plati

/w:/dw.
oD De

Pozndmka. (1) V ptedpokladech sta¢i C1(D°) a C°(D).
(2) Dikaz véty je nad rdmec predndsky, dokdZeme si v8ak ndm jiz zndmé dusledky této véty.
Nésledujici formule jsou dtsledkem divergenéni véty pro n = k.

Véta 34.7 (Newton, Leibniz (n = k = 1)). Bud df exaktn{ diferencidln{ 1-forma ti{dy C°, D =
[a,b],0D = {a,b}. Potom plati

b b
tﬂ%%@:U@E:/M=/ﬂ

Dikaz. Orientace krajnich bodu je opacnd, proto jsou funkéni hodnoty v krajnich bodech (0-forma
f(z) vyéislend ptes okraj D) vynasobeny piislusnymi znaménky. [f(x)]2 = 1- f(b)+(-1)-f(a) O

Véta 34.8 (Green (n = k = 2)). Bud D = D° C R? omezeni oblast, jej{ hranice 9D je kladné
orientovand uzaviend Jordanova dréha po éastech tifdy C', P,Q € CY(D), P,Q € C°(D). Potom

plati
B 0Q oP
/(de—!—Qdy) = // <(’“)x - 8y) dz A dy.
oD D

Diikaz. Ozna¢me w = Pdx + Q dy, potom pro vnéjsi derivaci w plati

P P
dw=dP Adx+dQ ANdy = a—dx—f—a—dy A dx + @dx—i—@dy A dy =
ox dy ox Oy

oP 0Q 0Q oP
= —dyAde+ —deAdy=| = — = | dz Ady.
oy yhdz+ oz F Y ( or Oy ) Ay

O
Véta 34.9 (Gauss, Ostrogradskij (n = k = 3)). Bud D = D° C R3 omeZen4 oblast, jeji hranice 9D

je kladné orientovand uzaviend plocha po ¢astech tridy C! prosta na (Dom dD)°, Fy, Fy, F3 € C1(D),
Fy, By, F3 € C°(D). Potom plat{

// (Fydz Ady + Fidy Adz + Fydz Adz) = ///<8F1 8}'EJF‘;F“°’><1 Ady A dz,
z

ve fyz1kaln1 notaci
}{ﬁ~d§:/divﬁdV.

oD D
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Diikaz. Oznatme w = F3dx Ady + Fy dy A dz + Fy dz A dx, potom z dikazu 33.24 plyne pro vnéjsi
derivaci vztah w

(8F1 O0Fy, OF3
dw =

(%+(%J+(?Z') dx/\dy/\dz:divﬁdx/\dy/\dz.

O

Véta 34.10 (per partes (n = k = 3)). Bud D = D° C R? omeZen4 oblast, jeji hranice dD je kladné
orientovana uzaviend plocha po éastech tifdy C! prostd na (Dom dD)°, f,g: R3 — R, f,g € CY(D),

f,g € C°(D). Potom plati
J[[ w159 = § reg-as- [[[ 12
De aD Do

Ditkaz. Oznaéme F = fegradg = fVg, potom pro i-tou slozku divergence plyne z alternativni

definice 33.24 vztah
- OF? 0 0 af o 0?
(div F)' = (f 9): f 99, 0%

oxi  ox \’ oz Oxt ozt ori’’
Ve vektorovém tvaru jsme tedy uzitim 33.24 a 33.25 ziskali vztah div F= (Vf,Vg)+fAg. Dosazenim
div F' do Gaussovy véty 34.9 ziskame tvrzeni véty. O

Véta 34.11 (druhd Greenova formule (n = k = 3)). Za predpokladi pFedchozi véty plati

82){ of 8g 4S — ///‘Af Ag

on
Diikaz. 7 predchozi véty vyjadiime prostiedni ¢len

j{ng ds = ff =dS = ///Vng // fAg.
ngf-dS*:fg%cw:///wf,ww///gmﬁ
oD Do Do

oD

Obdobné ziskdme

Odectenim predchozich dvou rovnosti dostaneme tvrzeni véty. O
Pozndmka. Nasledujici formule je dasledkem divergenéni véty pro k < n.

Véta 34.12 (Kelvin, Stokes (n = 3, k = 2)). Bud D = D° C R? omezen4 oblast, jeji okraj D je
kladné orientovand uzaviend Jordanova draha po éastech tiidy C, Fy, Fy, F3 € CY(D), Fy, Fy, F3 €
C%(D). Oznatme w = Fy Adx + Fy Ady + F3 A dz. Potom plati

/w—// aF?’—% dy Adz + @—% dz Adx + 8F2—6F1 dz A dy,
0z 0z or Ox dy

ve fyz1kaln1 notaci
%ﬁ-df://rotﬁ-dﬁ.
aD D

Diikaz. Oznacme w stejné jako v tvrzeni, potom z dikazu 33.23 plyne pro vnéjsi derivaci w vztah
0Fs  0F, oFy  0F; oFy, 0F; S o
dw=|———-—=)dyAd — — —]dzAd — — — |dz Ady =rot F -dS.
« (8y az) Y Z+(8z oz ) v ox Oy CAGy=Io
O
Pozndmka. Polozime-li v dikazu piredchozi véty w = P dz+Q dy+0O dz, kde O je nulova funkce, po-

tom ze Stokesovy véty 34.12 vyplyva Greenova véta 34.8 jakozto posledni s¢itanec na obou stranach
(zbylé jsou nulové kvili nové funkci O).
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35. KOMPLEXN{ DERIVACE

Komplexni analyzu se Vrana tradi¢né snazi stihnout v prubéhu tii prednések, coz dost dobfe
neni mozné. Proto provadi dikazy hodné zrychlené a néktera dulezitd tvrzeni nedokazuje vibec.
Existuji velmi pékné napsana skripta Komplexni analyza pro ucitele od Jirtho Veselého, kterd jsou
mimo jiné i doporucenou ucebnici k prednasce Funkce komplexni proménné od docenta Posty. Ke
zkousce by ale mélo stacit naucit se to, co Vrana odpfednasel (nékdy toho je méné, nez kolik obsahuji
Wikiskripta, jindy zase vice — podle toho, kolik hodin béhem semestru odpadne).

Definice komplexni funkce komplexni proménné je formalné uplné stejna jako v R.
Definice 35.1. Bud f: C — C, 2y € (Dom f)°. Existuje-li kone¢n4 limita
f(z) — f(20)

lim ,

Z—20 zZ— 20

fkdme, Ze funkce f je v bodé zp (komplexné) diferencovatelnd a prislusnou limitu znacime f/(2p).

Topologicky je normovany prostor C totozny s R2. Na zobrazeni C — C se tedy lze divat i jako
na zobrazeni R? — R2. Oznaéme redlnou, resp. imaginarni ¢ast takového zobrazeni jako fi a fa, tj.
piSme f(z) = f(x +iy) = fi(x,y) + ifa(z,y). Pak se miuzeme ptat, jaky je vztah mezi komplexni
diferencovatelnosti funkce f a diferencovatelnosti realného zobrazeni f = (f1, f2). Na tuto otdzku
podava odpovéd nasledujici véta.

Véta 35.2. Funkce f: C — C je v bodé! zg = x¢+iyo komplexné diferencovatelna prave tehdy, kdyz
je diferencovatelné vyse definované zobrazeni f: R? — R? a zaroveii jsou splnény tzv. Cauchyho—

Riemannovy podminky % = 88—1;2, % = f%—’;.
Diikaz. Muzeme psat
- h) — —ah |h
i F&) = fG0) L f(ot h) = flz0) —ah Rl
220 Z— 20 h—0 |h] h
o lim f(z0 +h) — fz0) — ah —0
h=0 |h]

(Druhou ekvivalenci lze zdtuvodnit tim, Ze oba vyrazy maji v kazdém bodé stejnou absolutni hodnotu
a pritom plati, ze libovolny vyraz jde k nule pravé tehdy, kdyz jde k nule v absolutni hodnoté.
Nejspi§ existuje i néjaké elegantnéjsi zdivodnéni.) RozepiSeme-li a jako a1 + icg a h = hy +ihs a
roznasobime-li vSechno do mrté, zjistime, ze posledni vyrok je dale ekvivalentni
y fi(¥) +ifa(x) = fi(zo, yo) — ifa(w0,90) — [(1h1 — ashs) +i(azhy + aihy)]
im
(h1,h2)—(0,0) Vh? + h3
kde (*) pro nedostatek mista znaéi vycisleni v bodé (xg+ hi,yo + ha). Upravujme déle. Vyraz, jehoz
limitu pocitame, mé za obor hodnot komplexni ¢isla. Pokud tato ¢isla interpretujeme jako dvojice
realnych ¢isel, tj. pokud vyuzijeme izomorfismus C a R?, miizeme ekvivalentnd psat

F@o + ha,yo + ha) — Flwo, y0) — ((arhy — azha), (azhy + arhs))

lim
(h1,h2)=(0,0) V/h?+ h3

Tuto rovnost lze dale prepsat jako

=0,

=0.

— — -

lim J(zo + hi,y0 + ha) — f(zo,y0) — Lh
(h1,h2)—(0,0) Vhi+h3

piicemz jako L jsme oznaéili linearni operdtor na R?, ktery vektoru (hy, ho) p¥itadi vektor ((a1 hy —
ashs), (aohy —|—a1h2)). Vztah, ktery jsme ziskali, ale znamend pravé a pouze to, ze zobrazeni f: RZ —
R2 m4 v bodé (x¢,yo) derivaci L.

:67

1Dodriujeme amluvu, ze kdyz ¢islo zapiseme ve tvaru x + iy, jsou z i y redlnd ¢isla. Pokud tomu tak nebude,
budeme se snazit na to upozornit.
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Staci uz jen ovérit, ze operator L spliuje Cauchyho-Riemannovy podminky. Jeho matice je
(g; 232). Matice derivace zobrazeni f: (f1, f2) m4 pritom vzdy tvar (gzg gzg ) O
Komplexni diferencovatelnost f je tedy vyrazné silnéjsi vlastnost nez realna diferencovatelnost
prislusného zobrazeni f. Nasledujici priklad ukaze, ze ani velmi ,hezké“ funkce nemuseji mit derivaci.

Priklad. Uvazme funkci f(z) = z. Pak fi(z,y) = z, fo(x,y) = —y. Spolitdme-li piislusné parcidlni
derivace, dostaneme 0, f1 = 1, ale 0,fs = —1. V zadném bodé tedy nejsou splnény Cauchyho—
Riemannovy podminky, a funkce f proto neni nikde diferencovatelnd.

Uvédomme si, ze funkce z +— Z je piitom na celém C spojitd. Sestavit funkci R — R, kterd je
vsude spojita, ale nikde diferencovatelnd, je sice rovnéz mozné, ale neimérné narocnéjsi — komplexni
analyza se od té realné diametralné 1isi. Jak rikda Vrana: ,Mit komplexni derivaci, to uz je sila.“

Na druhé strané maji i mnohé spole¢né. Nasledujici tfi tvrzeni lze dokéazat naprosto stejnym
zpusobem jako v prvnim semestru, proto je uvadime bez dikazu.

Véta 35.3. Nechf m4 funkce f: C — C derivaci v bodé zy. Pak je v tomto bodé spojité.

Véta 35.4. Necht f, g maji derivaci v zy. Pak

(1) (f +c9)(20) = f'(20) + cg'(20),
(i) (f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g'(20)-

(f
(iii) Jestlize ¢'(z0) # 0, pak
1\’ I
(5) 0=t

Véta 35.5. Necht 3f'(g(20)), 39’ (20)- Pak (f 0 g)'(20) = F'(9(20))9'(z0)-

Nez se Vrana pusti do tstfedni Casti teorie funkei komplexni proménné, tedy do kapitoly o ho-
lomorfnich funkcich, udéld odbocku a zavede nékteré elementarni funkce na C. ProtoZe to v nasem
ro¢niku udélal dost zmatené a misty i chybné, nebudeme formulovat jeho tvrzeni do vét a definic,
pouze do volného textu.

Komplexni exponencidlu lze definovat vztahem e* = > 2. Vime, Ze jde o mocninnou fadu
s nekone¢nym polomérem konvergence, ktera se na redlné ose rovnd realné exponencidle definované
v prvnim ro¢niku.

Protoze je mocninna fada s nekoneénym polomérem konvergence v kazdém bodé absolutné kon-
vergentni, lze piimo¢arym roznasobenim dokazat identitu e*1e®? = e*1172;

SEYE- Sy A L (Tt 3 e
N=0 k=0 N=0 k=0 N:O

Kdyz do mocninné rady definujici exponencidlu dosadime iz a nasledné seskupime sudé a liché
Cleny, ziskdme rovnost

iz _ = (iz)" _ = (=D" o, . = (D" i1
=D _Z(Qn)!z +1nZ:0(2n—|—1)!2 o

Sudou ¢ast funkce e'* oznac¢ime cosz a lichou jako isinz. Tim jsme na celé komplexni roviné
definovali sinus a kosinus. Predeslou rovnost muzeme prepsat jako e'* = cos z + isin z a ze sudosti
kosinu a lichosti sinu hned odvodime i obé dvojice vztaht

6125 Jr 6712 . 612 . 67125
cosz=——"76H+—, sinz=—F——,
2i

2
resp.

_ - (_1)n 2n . _ - (_1)n 2n+1
COSZ_; (2n)' z7, Slnz—gmz .

Druha dvojice vztaht pritom ukazuje, ze se nase ,nové“ definice na reilné ose shoduji s témi
puvodnimi.
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Nyni muzeme psat
ei(zl+22) _ eizl eiZQ
= (cos z1 +isin z1)(cos z + isin z5)
= (cos 21 COS 2o — sin z7 sin z3) + i(sin 21 cos zo + cos 21 sin 23),
pricemz prvni zdvorka obsahuje sudou a druhé lichou funkci, takze plati
cos(z1 + z2) = €08 21 €COS 23 — sin 21 sin 22,
sin(z1 + 22) = sin 21 cos 29 + cos 21 sin 2.
7Z toho snadno zjistime, ze identity
sin(z + 2km) =sinz, cos(z + 2kw) =cosz, sin (g - z) =cosz
plati pro kazdé komplexni z.
Taktéz muzeme diky sudosti kosinu a lichosti sinu odvodit dilezitou identitu
cos? z + sin z = cos z cos(—z) — sin zsin(—z) = cos(z — z) = 1,
ale pozor! Neplyne z ni, Ze cos? z a sin® z lezi v intervalu [0, 1], protoze v komplexnim oboru lze

odmocnit i zdporné ¢islo. Funkce sinus a kosinus nejsou v C omezené!
Definujme déle jako obvykle

z —z z —z
e +e . e —e
coshz = —, sinhz= —F7-—
2 2
a ucinme snadné pozorovani
cos z = coshiz, sinz = —isinhiz.

Nyni uz jsme pripraveni vyjadrit redlnou a imagindrni ¢ast exponencialy, sinu a kosinu. Nésledujici
vztahy sice plati obecné, ale zdaleka nejzajimavéjsi jsou pro néas v pripadé, ze = a y jsou realna ¢isla.

W = eel¥ = % (cosy + isiny);
sin(x + iy) = sinz cos iy + sin iy cos z = sin z cosh y + isinh y cos x;
cos(z 4 iy) = cosx coshy — isinz sinh y.

Protoze chovani redlnych funkci mame dobre prozkoumané, jsme schopni pomoci predeslého
vyjadfeni ur¢it nulové body sinu v komplexnim oboru:

sinz = sin(z +iy) =0 < sinzcoshy = 0 Asinhycose =0z =kr Ay =0.

Derivace je mozné snadno spocitat tieba pomoci pravidla o derivovani mocninné rady ¢len po
¢lenu:
(e*) =e*, (sinz) =cosz, (cosz) = —sinz.
Prozkoumejme na zavér, zda je exponencidla prosta. Nejprve snadno zjistime, ze e*1 = e*2 praveé
tehdy, kdyz e**~%2 = 1. Potfebujeme tedy zjistit, pro kterd z je e* = 1. K tomu opét vyuzijeme
rozklad na redlnou a imaginarni ¢ast. Podminka

e*(cosy +isiny) =1

je splnéna pravé tehdy, kdyz e®siny = 0 a zaroven e® cosy = 1, coz je ekvivalentni tomu, ze z lze
zvolit libovolné a y = 2knw. Ukézali jsme tedy, Ze exponencidla neni prostd — naopak, je periodickd s
periodou i27. Pro ucely definovani inverzni funkce, logaritmu, ji budeme muset zizit na néjaky pas,
na némz je exponenciala prosta. Takovy pas mé pro libovolné o € R tvar

E,={2z€C|Im(z) € (a« — 7, + 7|}

Na kazdém takovém pésu predstavuje exponenciéla bijekci E, — C~\ {0}, protoZe kazdé nenulové
komplexni éislo z lze zapsat ve tvaru e®(cosy + isiny); stadi totiz za e” dosadit |z| a dostaneme
znamy goniometricky tvar komplexniho ¢isla. Tohoto pozorovani zanedlouho vyuzijeme pri zavedeni
logaritmu; nejdiiv ale definujeme tzv. argument, coz je thel, ktery dané ¢islo svird s readlnou osou.
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Definice 35.6. Argumentem komplexniho é&isla z nazyvdme mnozinu Argz = {a € R | z =
2| e}
Definice 35.7. Bud ¥ € R. Potom je pro z # 0 mnoZina Argz N (9 — m, 9 + 7| jednoprvkova. Jeji

jediny prvek ozna¢ime jako argy z, ¢imz definujeme funkei argy: C \ {0} — (¢ — 7,9 4+ 7). Funkci
arg, znacime zkracené arg.

Pozndmka. Snadno ovéfime, ze plati rovnost argy, z = arg(ze ™) + 9.
Definice 35.8. Pro libovolné ¥ € R definujeme poloptimku Py = {te!’ |t € R*}.

Poznamka. (1) Funkce argz neni spojitd na P, a nikde nemd derivaci. (Neexistence derivace
plyne z nespojitosti, viz z nasledujici bod; pro dokdzani mirné slabsiho tvrzeni staci vyuzit
vétu 36.2.)
(2) Pro z =z + iy lze argument vyjadrit explicitné tfeba takto:

arccos ﬁ pro y > 0,
argz =
= proy <0.

— arccos
K]

Je mozné vyuzit i vyjadfeni pomoci arcsin nebo arctg.
(3) Jsme také schopni spoéitat argument soucinu, resp. podilu:

arg 2129 = arg z1 + arg zo + 2me,

21
arg — = arg ) — arg 2s + 27e,
22

1
arg — = —arg z + 27e,
z
pricemz e volime —1, 0 nebo 1 tak, abychom zustali v zdkladnim intervalu. Kdybychom

misto funkei arg pracovali s mnozinami Arg, nebyli bychom nuceni pricitat 2me.
(4) Necht funkce fi(x,y) a fo(z,y) spliiuji Cauchyho-Riemannovy podminky

of o on o
or  dy’ 9y  Ox

a necht jsou navic t¥idy C2. Zderivovanim prvni podminky podle x a druhé podle y ziskdme

PfhH O*f
922 0xdy’
PhH O fs
oy Oyox’

Kdyz obé rovnosti se¢teme a vyuzijeme zaménnosti parcidlnich derivaci, dostaneme A f; = 0.
Analogickym postupem bychom odvodili i A f, = 0. Obé funkce f1, f2 jsou tedy harmonické,
cehoz se vyuzivéa napriklad pri modelovani profilu letadel.

Nyni se pustime do zkoumani logaritmu, tj. inverzni funkce k exponenciale.

Definice 35.9. Zavedme mnozinu Lnz = {w € C | z = €“}. Pokud chceme, aby byl logaritmus
funkce, musime se zGzit na néktery z pasu FEy. Definujme tedy pro z # 0 hodnotu Iny z dvojici
podminek

Ing z € Lnz AIm(Ln) 2z € (¥ — 7,9 + 7).

Specialné oznacme In = Iny a nazvéme tuto funkci logaritmus komplexniho c¢isla.

Pozndmka. (1) Kdyz hleddme logaritmus komplexniho ¢isla z, rozepisme ho na redlnou a ima-
ginarni ¢dst: Ing z = u + iv. Dostdvame podminku z = e%e!V = e%(cosv + isinv). Zjevnd
|z| =€ a v = argy z, tj.

Ing z =1In|z| +iargy 2.

Specidlné plati In z = In |z| + iarg 2.
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(2) Spotitejme, zda méa logaritmus derivaci v bodé z # 0. Vime, Zze Re(lnz) = In /22 + y?,
Im(In z) = arg z. Uréeme nejprve derivaci redlné a imagindrni ¢asti.

(mm)/: L dr+ —L—dy,

x2+y2 x2_’_y2
/ ) x
(argz) = _x2+y2dx+ x2+y2dy’

ale pouze mimo poloprimku P,, na niz je argument nespojitd funkce, a nemuze tedy mit
derivaci. Obé funkce f1, fo maji totdlni derivaci (parcidlni derivace jsou totiz spojité) a
zaroven zjevné plati Cauchyho—Riemannovy podminky. Podle véty 35.2 proto komplexni
derivace existuje. Muzeme ji tedy spocitat limitou pres nékterou konkrétni podmnozinu,
tfeba pres redlnou primku. Obecné v pripadé existence derivace plati

f(2) = f(z0) _ ) F(@90) = flzo,90) _ B—J;(xmyo) +i%(x0’y0);

zoz0 2z — 29 T—To T — x 0 Ox
v pripadé logaritmu tedy dostavame
T ] z 1
Inz) = —i =—=-
(Inz) 2 +y? x4y 2z 2

(3) ? Analogicky s realnymi funkcemi definujeme
1
argsinh z = In (z +v1+ 22) , argcoshz =1In (z +vz—1vz+ 1) , argtghz = 3 In

(Definice argcosh se miize zdat podivna, ale rovnost v/z — 1v/z + 1 = v/22 — 1 obecné pro
komplexni odmocninu neplati.)

arcsinz:—iln(iz—i— 1—22), arccosz:—iln(z+\/22—1):—iln<z+i 1—z2),

i 1—iz
arctgz = = In -
2 1+iz

(4) Pro z # 0, € C miizeme definovat z® = e*#; tato definice je jednoznacnd. Lepsi® je
definovat obecnou mocninu jako ,vicezna¢nou funkei®, tj. jako mnozinu (obdobné jako Ln a
Arg):

142
1—2"

20— 6an _ {ealnz+o¢2k7ri | = Z}

Mohlo by se zdat, ze m& mnozina z® vzdy nekoneéné mnoho prvka. Tak tomu ale neni,
nebot exponencidla je periodickd s periodou 27i. To méd za nasledek, Ze pro Re(a) € Z
a Im(a) = 0 je 2% definovdno jednoznaéné. Pro Re(a) € Q a Im(a) = 0 ma mnozina ¢
prvki, kde ¢ je jmenovatel Re(a) ve zkrdceném tvaru. (V komplexnich ¢éislech tedy napiiklad
existuje pét patych odmocnin.) A pokud je Re(«) iracionalni nebo Im(a) # 0, pak je prvka
skuteéné nekoneéné mnoho. Pro Im(«) = 0 se kofeny nachdzeji na kruznici, pro Re(a) =0
na polopfimce a pro Re(a) # 0 A Im(«) # 0 jsou umistény na spiréle.

Napriklad
= {ei(%”%“i) |keZ)={e 372" | ke Z} CR;
{6% lnwe% 2k7i | ke ’5\},
x\/§ _ {eﬁlnme\/iQkTri ‘ ke Z}

ii
3
x5

Podobny problém s nejednoznacnosti nastava i u dalsich funkci, k jejichz definici se pouzil
logaritmus, tedy arcsin, argsinh, ...

2Této &4sti moc nerozumim a v nasem roéniku ji Vrana neprobiral. Mazat se mi ji nechtélo, ale berte ji s jesté
vétsi rezervou nez zbytek textu.
3Citation needed.
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36. HOLOMORFNI FUNKCE

Definice 36.1. Funkci f: C — C nazveme holomorfni v bodé x, kdyz je diferencovatelna na
néjakém jeho okoli. Funkce se nazyva holomorfni na mnoziné M, jestlize je holomorfni v kazdém
jejim bodé.

Pozndmka. Funkcee sin, cos, exp jsou holomorfni na C. Mocninné fady jsou holomorfni uvniti kruhu
konvergence.

Véta 36.2. Funkce zobrazujici do R a holomorfni na souvislé mnoziné M C C je na této mnoziné
konstantni.

Diikaz. Pri pouziti zavedeného znaceni muzeme psat fo = 0. Z Cauchyho—Riemannovych podminek
plyne, ze v kazdém bodé plati . f1 = 0 a 9, f1 = 0. Vime, ze funkce f; je diferencovatelna a jeji
derivaci je nulové zobrazeni. Proto je na mnoziné M konstantni. O

V zakladnich vysledcich komplexni analyzy figuruji krivkové integraly komplexnich funkci kom-
plexni proménné. Nez budeme pokracovat, musime tyto integraly definovat. Nejprve se naucime
integrovat realnou funkci, ktera zobrazuje do C.

Definice 36.3. Bud f: [a,b] — C. Pak definujeme
b b b
/f(t) dt — /Re(f(t))dt + i/Im(f(t))dt,
a a a
pokud oba integraly na pravé strané existuji.
Nyni uz muzeme definovat kiivkovy integrdl. I kdyz by bylo moZné zavést integral z velmi
obecnych funkci, pro nase ucely bude stacit pracovat s funkcemi, které jsou spojité.

Definice 36.4. Bud ¢: [a,b] — C draha tiidy C!, f: C — C funkce spojitd na (). Pak klademe

/f:/bf(W(t))w’(t)dt,

Jestlize je drdha pouze po Castech hladkd, definujeme integral jako soucet pres vsechny c¢asti, kde je
hladka.
Pozndmka. Existuje-li k f primitivn{ funkce F' na (), tj. Vz € (p) plati f(z) = F'(z), pak
b b
[ rat= [ sensar= [(Fop) @)t =Fleb) - Fota)
] a a
Integral ptres uzavienou krivku by tedy byl nutné nulovy.

Priklad. Spoéitejme hodnotu integralu, ktery hraje v komplexni analyze vyznamnou roli. Necht ¢ je
jakdkoliv kruZnice se stiedem zg probihand v kladném smyslu konstantn{ rychlosti, tj. ¢(t) = rel+zq,

t € [—m,7]. Pak
d I
/ = Lopetdt = oni
zZ— 20 reit

[} -7

Vsimnéme si, ze funkce %, kterou jsme integrovali, ,skoro“ mé primitivni funkci — logaritmus.
Presto integral pfes uzavienou kiivku neni nulovy. Logaritmus je totiz nespojity na pfimce Py.
Dokonce neni tézké ukéazat, ze skok mezi hodnotami logaritmu na polorovinach oddélenych P je
roven prave 2mi.

Definice 36.5. Bud ¢ po ¢dstech hladkd uzaviena draha, necht 29 € (). Index bodu 2y vzhle-
dem k ¢ definujeme vztahem

. 1 / dz

ind, 20 = =—

omi ) z— 2z
%)




TURISTICKY PRUVODCE MATEMATICKOU ANALYZOU 4 73

Index je tedy definovan pro kazdy bod, ktery nelezi na kiivce . Nevinné vyhlizejici integral nas
prekvapi svymi vlastnostmi: Jeho hodnota je vzdy celé ¢islo! Jeho vyznam lze vyjadiit geometricky.
Udava, kolikrat kiivka ¢ obéhla bod 2y v kladném smyslu. D4 se tedy napriklad ukazat, ze plati

intop={2ze€C~{p)|ind, 2z # 0}, exto={2z€C~ (p)|ind,z=0}.

Nez budeme pokracovat dél, pripomenme definici Jordanovy drahy — viz definice 32.4. Nyni, kdyz
uz mame k dispozici definici indexu bodu, jsme schopni definovat kladnou orientaci. Aby ale tato
definice méla néjaky smysl, museli bychom ukazat, ze znamena pravé to, co si pod ni predstavujeme,
tj. prochazeni drahy proti sméru hodinovych rucicek. To délat nebudeme. Stejné tak nebudeme
dokazovat ani korektnost definice, tedy nezavislost na volbé bodu z.

Definice 36.6. Bud ¢ uzaviend Jordanova drédha, nechf zy € int ¢. Rikdme, 7e draha ¢ je orien-
tovana kladné, pravé kdyz ind, zp > 0.

Nyni pfichazi na fadu extrémné silnd véta, z niz dalsi vysledky v komplexni analyze vyplyvaji
velmi snadno. Tuto vétu ale bohuzel dokazeme pouze za znacné zesilenych predpokladii.

Véta 36.7 (Cauchyho integrdlni). Bud ¢ po éastech hladkd Jordanova drdha a f funkce holomorfni
na int ¢ a spojitad na int ¢. Pak

fr-o

@

Diikaz. Diikaz provedeme pouze za silnéjstho predpokladu f € C'. Pozdéji sice ukdzeme, Ze tento
predpoklad splituje kazdd holomorfni funkce (ba co vic, kazdd holomorfn{ funkce je dokonce t¥idy
C*), ale v dikazu pouzijeme pravé Cauchyho integrélni vétu, takZe provedeme diukaz kruhem.
Dokéazat Cauchyho vétu v plném znéni d4 mnohem vic prace a pan tajemnik priznava, ze na to
nema cas.

Piedpokladdme-li tedy f € C! a oznaéime-li ¢ = @1 + ips, pak s uzitim Greenovy véty ziskame:

j{f(z) = /f(‘P(t))LP/(t) dt = /b(f1¢/1 - fzwé)dt‘f'i/b(fwlz‘i'fﬂﬁll)dt:
/(fh —f2) (1, po)dt + 1 /b(fz,fl)(@u(ﬁz dt = /1’—f2§ dr+i / J2, f1) -
O (- u

int ¢ int ¢

Véta 36.8 (princip deformace drdhy). Bud'te ¢1, 2 stejné orientované po castech hladké Jordanovy
drahy. Necht (p1) C intps. Bud ddle f holomorfni na int s \ int ¢ a spojitd na int ps \ int ¢;.

Pak
frefs
©2 ®1

Diikaz. Drahy @1 a @2 se spoji pomoci drah 7, 12 mezi nimi, viz obrazek. (Bylo by potfeba
zduvodnit, pro¢ je vzdy mozné nalézt takové drahy, které i a s neprotnou, ale pouze spoji;
intuitivné je to ale jasné. Argumentovat bychom mohli tfeba tim, Ze (p1) a (p2) jsou kompakty, a
proto existuji body, v nichz je jejich vzdélenost minimalni. Vrana to ale po nds stejné nebude chtit.)

Napred se udéld integral pres levou Cast, potom pies pravou. Oba tyto integraly jsou podle
Cauchyho integralni véty nulové. Jejich soucet je pritom roven rozdilu obou integrali, které nés
zajimaji — kiivky 11, 12 se projdou tam a zpét, takze se jejich prispévky odectou, ¢1 byla integrovana
proti sméru, proto vyjde zaporné. Proto opravdu plati

fr-fr-o -
2 ®1
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OBRAZEK 2. Princip deformace drahy

Véta 36.9 (Cauchyho integralni vzorec). Bud ¢ po ¢dstech hladkd Jordanova draha a necht f je
holomorfni na int ¢ a spojita na int . Pak pro kazdé z € int ¢ plati

_indgz [ f(€)
re =15 e
o]

Diikaz. Nejdrive prevedeme uvedeny integral na integrél z téze funkce pres jednodussi kiivku —
kladné orientovanou kruznici se stfedem v z. Protoze je int ¢ oteviend mnozina, existuje takové
r € RT, Ze ¥ (t) = z + re't splituje (¥) € int . S vyuZitim principu deformace drahy tedy mtiZzeme

psat
/sf( " /5— “25 A6+ indy( /f—z

Druhy z integralt prevedeme vytknutim konstanty f(2) na integréal, ktery zndme — dostaneme
tedy f(z)-27i-ind,(z). Véta by proto byla dokédzéna, kdybychom mohli zdivodnit, ze je prvni
z integrali nulovy.
f(&g:g(z) = f'(2)

Integrand spliuje lim¢_, . , 1ze tedy nalézt okoli, na némz je omezen tieba kon-

stantou 2 |f/(2)] = M. BUNO piedpokladejme, ze kruznice ¢ v tomto okolf lezi (v opa¢ném pripadé
bychom pouzili mensi kruznici). Pak plati

[HO=10) promy

Jenze integral pres vSechny kruznice lezZici uvnit () je stejny. Zmensovanim kruZznice proto mizeme
ukazat, ze je mensi nez libovolné ¢, a tedy nulovy. O

Priklad. Pocitejme integral f ;;‘fl dz.

(1) Pfedpokladejme nejprve i, —i € ext p. Pak § = 0, protoze integrujeme holomorfn{ funkei.

@
(2) Nyni zkoumejme piipad i € int ¢, —i € ext . Potom

sin z sin z 1 sin z 1 sin z L.
- )| =7— - — — - = msini,
21 z—1 z+1 27i ) z—1 21 ) z+41i

@ ®

protoze prvni integral vyjadiuje hodnotu sin i pomoci Cauchyho integralniho vzorce a druhy
je nulovy, nebotf integrujeme holomorfni funkci.
(3) Ostatni pripady by slo vyfesit podobné.
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Véta 36.10. Bud funkce f holomorfni na kruhu B(zg, R). Pak pro kazdé » € B plati

f) =Y an(z - )",
n=0

ind,, z fe
fin = “7{@ w4

27i — 20)

kde

©
pro libovolnou Jordanovu drahu ¢ takovou, Ze (@) C B a 2y € int .

Diikaz. Bud z € B(z9,R). Potom existuje ¢ kladné orientovand drdha takova, Ze z € inty a
zéroven spliiujici predpoklady véty (B(zo, R) je oteviend). S vyuzitim znalosti souc¢tu geometrické

fady muzeme psat
_ L e 1O z2=20\" 4o _
f(z)‘%/s—zdg‘%/f—m (s—zO> d=
© @

R o Y B £ (9 Y I
_;::0 27Tiw/(§—20)”+1 de | ( )"

Ovérime korektnost zamény sumy a integralu: plati, ze

) (z2—20)"
§—20(§—20)"

kde M je kladné konstanta omezujici L&

1 1 S
lz_zodg‘zwi/zs—m
z0 Lpn—O

< Mr™,

(ta existuje, protoZe f je spojité a vzdalenost bodi ¢ od
Z—ZQ
§—20
majorantu, je tedy podle Weierstrassovy véty stejnomérné konvergentni a zdmeéna je korektni. O

2o je nenulovd) a pro r € R plati

<r< 1’, protoze z € int . Rada m4 konvergentni ¢iselnou

Véta 36.11. Za splnéni predpokladi predchozi véty plati:
n n! |
f( )(ZO) = %lndw(ZO)%

%)

J(€
(S ioi”“ 9%

n-tou derivaci holomorfni funkce lze tedy vyjadrit jako krivkovy integral.

Dausledek. Funkce, ktera je na B(zg, R) holomorfni, je na B(zo, R) dokonce tfidy C*°. Také je na
tomto kruhu analyticka — to znamenad, Ze ji lze na okoli kazdého bodu vyjadrit jako sou¢et mocninné
rady.

Chceme-li urcit polomér konvergence mocninné rady, ktera na néjakém kruhu konverguje k funkci,
jiz zname, staci spocitat vzdalenost stfedu od nejblizsiho bodu, ve kterém funkce neni holomorfni.

vvvvvv
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37. LAURENTOVY RADY

Definice 37.1. Bud a, € C pro n € Z. Potom fadu
+o0o

Z an(z — 20)"

n=—oo

nazveme Laurentovou [Lordnovou] fadou a jeji soucet definujeme jako

+oo +oo
Z an(z —20)" + Z a_n(z—20)""
n=0 n=1

v téch bodech, v nichz obé uvedené sumy konverguji. Prvni sumu nazyvame regularni a druhou
hlavni ¢asti Laurentova rozvoje.

Pozndmka. Prvni suma je mocninnou fadou a konverguje na néjakém kruhu, feknéme o poloméru R.
Druhé suma je ,pfevracenou mocninnou fadou® a neni tézké si rozmyslet, ze konverguje na doplnku
néjakého kruhu, feknéme o poloméru r. Pokud je r > R, nekonverguje Laurentova rada nikde.
V piipadé, Ze r < R, konverguje na mezikruzi B(zg,r, R), tj. pro vSechna z splitujici |z — 29| < R a
|z — 29| > r. (VySetfit, jak se chovd na hranici onoho mezikruzi, mize byt obtiZzné.)

Véta 37.2 (Laurent). Necht funkce f je holomorfni na mezikruzi
P(zp,r,R) ={2z€ C|r<|z— 2| <R}

Pak pro kazdé z € P plati
+oo

f)= 3 anlz—20)"

n=—oo

indy zo ?{ f(©)

omi ) (€ — o)
9

pro libovolnou Jordanovu drahu 9 takovou, ze () C P a zp € int¥.

kde

dg,

an =

;zdejef
:holomorfni

OBRAZEK 3. K ditkazu Laurentovy véty

Diikaz. Bud 2z € P. Zvolme 71 a ry tak, aby » < r; < |z — 29| < 7o < R, a piislusné kruznice
probihané v kladném smyslu oznactme 11, 12. Spojme je pomocnymi tseckami a vytvorme tak
dréhy o1 a @9, viz obrazek. Pisme

_ L [ L ffe v [fE .. 1 [[f& .. _
/() 271‘i/f—zd€+277ri/§—zd§727ri/§—zd€ 27ri/£—zd§7
P2 1 2 1

oo

_ 1 F(©) noNnt | f©) —n
=X\ an ) @ | ¢ g [ e |

n=0 h2 P1
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V prvni rovnosti jsme funkéni hodnotu v bodé z vyjadrili pomoci Cauchyho integralniho vzorce jako
integral pfes drahu po. K ni pri¢itdme integral pres drahu @7, ktery je nulovy, protoze funkce je
na vnittku drdhy holomorfni. Druhé rovnitko znamend jen to, zZe jsme sectenim drah ;o dostali
kruznice 11 2. Ve tfeti rovnosti jsme prvni integral rozepsali pfesné stejnym zpiisobem jako v dikazu

Cauchyho integralni véty a druhy integral prepsali takto:

—Zg(glc&:w{zf@ /Ho1 = /ZZZO(Z‘EE)"dg:

B ;Z (€ - zo)*n+1 (2 —20)7" d&.

Vsimnéme si, ze obé geometrické fady, jejichz soucty jsme vyuzili, opravdu maji kvocient mensi nez
jedna (kazdd na své kruznici). Zaménu sumy a integrélu lze opét ospravedlnit nalezenim majoranty.
Zde je vhodné si uvédomit, ze pocitame integrdl pres kruznici, tedy pres uzavienou mnozinu, a
nasledné vyuzit holomorfnosti funkce.

Na zavér je potfeba zduvodnit, pro¢ lze pri vypoctu kazdého koeficientu a,, vyuzit libovolnou
drahu 9, ne jen kruznice 1, resp. ¥». To ale hned plyne z principu deformace drahy, protoze zadny
z poc¢itanych integralii uz na z nijak nezavisi a integrandy jsou tedy holomorfni na celém mezikruzi.
Je vhodné si tuto véc uvédomit jiz na zacatku dikazu: pozadujeme totiz aby to fungovalo pro kazdou
drahu splniujici predpoklady véty. Proto tuto dréhu muzeme obklopit dvéma kruznicemi (to skuteéné
lze diky otevienosti mezikruzi) a drdhu na tyhle dvé kruznice zdeformovat. O

Zaroven plati, ze Laurenttiv rozvoj funkce je jednoznac¢né dany.
Definice 37.3. P(zy, R) bude znacit P(zo,0, R).

Definice 37.4. Bod zy se nazyva izolovanym singularnim bodem funkce f, jestlize f je holo-
morfni na P(zg, R) pro néjaké R € RT a v zo neni.
Definice 37.5. Bud zg izolovany singuldrni bod funkce f.
(i) Rekneme, 7e singularita je odstranitelna, jestlize v jeji Laurentové radé se stfedem zg je
an, = 0 pro vSechna zaporna n.
(ii) Rekneme, ze singularita je p-tého Fadu (pdl p-tého stupné), jestlize a_, # 0 a a,, = 0 pro
n < —p.
(iii) Rekneme, Ze singularita je podstatna, jestlize pro nekoneéné mnoho a,, n < 0 plati, Ze a,, # 0.
Definice 37.6. Bud z; singularni bod funkce f a
+oo

Z an(z — 20)"

n=—oo
jeji Laurentova fada. Pak ¢islo a_; = rez,, f nazyvame reziduum funkce v bodé zj.

Véta 37.7 (reziduova). Nechf f je holomorfni na oteviené mnoziné G ~ M, M C G je mnoZina
jejich izolovanych singuldrnich bodi, nechf ¢ je po ¢astech hladkd Jordanova draha neprochdzejici
zaddnym singuldrnim bodem, int ¢ C G. Pak

j{f(z) dz = Z 27i rez, f ind, a.
a€MnNint ¢

Diikaz. Predpokladejme, ze v int ¢ lezi pouze jeden singularni bod zg, potom z Laurentovy véty je
ind,, 2
a_q1 = 0 7{ f(¢
27

Pro jeden singuldrni bod tedy véta plati. Obecné znéni véty dokazeme indukci. Necht véta plati
pro drahu obsahujici ve vnitfku n singuldrnich bodft a necht uvnit¥ drahy ¢ lez{ n + 1 singularit.
Vnitiek mtzeme* rozdélit pomocnou drahou ¢ na dvé ¢asti, z nichz kazd4 obsahuje alespon jeden

4Kdybychom chtéli byt precizni, bylo by potfeba zduvodnit, zZe je to opravdu mozné. Ale Vrdna se na to nepta.
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singularni bod. Potom mutzeme integral pies ¢ roztrhnout na dva integraly, z nichz oba spliuji
indukéni predpoklad. Jejich soucet je proto opravdu roven ) /qine o 27i rez, f indy, a. O

Pozndmka. Predstavme si, ze chceme spocitat reziduum v bodé zg, v némz je singularita p-tého
fadu. Kdyz funkci f vyndsobime (z — zo)P, ziskdme funkci, kterou lze vyjddfit jako mocninnou
fadu (pouze v bodé zo nen{ definovdna), pfitemz koeficientem pied (z — 2)° je a—,. Proto plati
a_p = lim, ., f(2)(z — 20)?. Abychom misto a_, spo€itali reziduum a_;, musime soucin pfed
provedenim limity zderivovat.

400
f(Z) = Z an(z - Zo)n
roo
FEC =P = 3 an(e— )
dr—1 - +00
dzp—1 (f(Z)(z — ZO)p) — (p _ ]_)| Z an(z _ Zo)n+1
1
ot = Jim oy g (A =)

Tuto limitu jde dobfe vypocitat pomoci ’'Hospitalova pravidla.
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