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1. KVADRIKY

Definice 1.1. (KVADRATICKA FUNKCE) Bud'te A € R™" symetrickd, A # 0, b € R", ¢ € R. Pak
zobrazeni f: R™ - R :

f(z)=2TAz — 26Tz 4 ¢
se nazyvd kvadratickd funkce. Mnozina Q = f~1(0) = {z € R"|f(z) = 0} se nazyva kvadrika s
rovnici f(z) = 0.
Poznamka 1.1. V této definici jsme pouzili znaceni standardniho skalarniho sou¢inu pomoci
sloupcovych a fadkovych vektoru. Ziejmeé plati

T Az = (z, Ax)
bz = (b, 2)
Tohoto zapisu budeme zhusta pouzivat.

Definice 1.2. (SOURADNA SOUSTAVA) Necht X je baze R™, s € R". Pak dvojici (X, s) nazyvame
soustavou soutadnic s bazi X a pocatkem s.

Pozndmka 1.2. (Vz € R")(z = (aq,...,ap))

n
o= s+ Yy
=1

kdyz X = (x1,...,2,) a soufadnice y = (y1, ..., yn). Pomoci matice pfechodu P zapiSeme vyse
uvedeny vztah jako x = s + Py

Pozndmka 1.3. V nésledujicim textu se tedy budeme snazit zjednodusit vyraz pro f(x) prechodem
k jiné soustavé souradné.

Maéame tedy
F@) = f(s+ Y yiws) = f(s +Py) = (s + Py)TA(s + Py) — 267 (s + Py) + ¢ =
=1

= sTAs + sTAPy + (Py)TAs + (Py)TAPy — 2bTs — 20" Py + ¢ =
=y "PTAPYy 4 2(sTA — bV )Py 4+ sTAs — 20T s + ¢ = fi(y)

Odvozeni je spravné, protoze ¢leny sTAPy a (Py)TAs se rovnaji. (Jsou to vici sobé trans-
ponovand redlnd ¢isla.) f1(y) je opét kvadratickou funkei. Z odvozeného zédpisu vyplyvéd nékolik
zajimavych moznosti:

e Urcitou zdménou muzeme zrusit konstantu (pokud f(s) = 0).
e Pro eliminaci linedrniho élenu je zapotiebi, aby sTA — bT = ©.

Pokud A je symetrickd pak existuje P tak, ze PTAP je diagondlni a tedy

n
y"PTAPYy =) " Nyl
i=1
A tedy existuje s € R™ tak, ze sTA — bT = O. Dosdhneme toho, Ze linedrni élen vypadne, tj.
As =0b.

Definice 1.3. (STRED KVADRIKY) Bod s € R™ se nazyvé sttedem kvadriky Q prévée kdyz (Vz €
R™M(f(s +z) = f(s — z)). Existuje-li alespon jeden stfed kvadratické funkce, pak se kvadrika
nazyva centralni. Neexistuje-li, nazyvame ji necentrdlni. Oznacime Sy mnozinu vsech stiedu f.

Veéta 1.1. Plati nasledujici tvrzeni:
(i) @ = f71(0) je centraln{ pravé tehdy, kdyz existuje s € R" tak, ze As = b.
(ii) Sy ={s € R"|As = b} je varieta.

(iii) f|s, = const. (tzv. centrlni hodnota)
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Dukaz: ad (i) a (ii):
f(s+x)=sTAs+2s"Ax + 2T Az — 20T F 20 2 +c =

=zTAz +2(s"A — D)z + f(s)
Nyni vidime, Ze tvrzeni ¢. 1 a 2 véty plati.

ad(iii): Nechfs,s0 € S = f,s0 =2 + 51,2 #0

f(s2) = f(s1) = T Az +2(Asy —b)" @ + f(s1) = f(s1)
Prvni ¢len je nula, protoze Az = A(sy — s1) = A(s2) — A(s1) = 0, druhy ¢len je nula, protoze

81€Sf

ZAavér: Pro centrilni kvadriky existuje soufadny systém (X, s) tak, ze (je-li y zdpis souradnic
bodu z v systému (X, s)):

f@)=fy) =D Nyl + fo. fo = £(5).
i=1
Poznamka 1.4. Nékteré zdpisy

e Nechf f je centrdlni, A € R™™, k =h(A) <n, s € Sy, X je diagonaln{ béze takova, ze
(Viek)N#0)(Vji=k+1...,n)(\; =0).

Pak se (X, s) nazyvé tzv. Kanonickou soustavou soufadnic. f md v této soustavé tvar

k
f@) = hly) = Nyl + fo-

i=1

e Necht Ai,...,\, >0,p >k aApy1,..., A\ < 0. Potom podle hodnoty fy muzeme stan-
dardni tvar kvadriky @ = f~1(0) zapsat nésledujicimi zptisoby
(1) Pokud fo = 0 pak

S (E)- 3 (B) -

=1 i=p+1 v

~

kde

p k
Yi 2 Yi 2
Z(;) —42 j.) =1,
i=1 i=p+1
kde
1 1 -
— =+—|\i|,7 € k.
af |fo\| .

Definice 1.4. Redlné osy maji indexy ¢ € p, imagindrni osy i € {p + 1,...,k}. Hodnost A je
rovna n, pravé kdyz je to regularni kvadrika.
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1.1. Necentralni kvadriky.

Pozndmka 1.5. Nynf nelze odstranit linedrn{ ¢len (rovnice As = b nem4d Feseni). Zkusime tedy
najit s tak, aby f(s) =0.

Poznamka 1.6. Jestlize matice A € R™" je symetrickd pak ker A @ Im A = R 1.

Véta 1.2. Nechf f je necentralni, b = by + by, kde by € Im A a by € ker A. Pak existuje s € R"
tak, ze As = by.

Definice 1.5. (VRCHOL) Vektor s € R™ takovy, ze f(s) = 0 se nazyvé vrchol f. MnoZina vrcholu
se oznacuje Vy.
Poznamka 1.7. (KANONICKY TVAR) Pokud A je diagonalizovatelnd pomoci baze X (kanonickd
béze), h(A) =k, s € V; a oznacime-li soufadnice v (X, s) y, kde
1
- b
Tk41 HbQH 2

pak kanonicky tvar A

n

3 Nilw)? — 2llbz i = Q.

i=1

Poznamka 1.8. (STANDARDNI TVAR )

1.2. Kvadriky v R? a R? - kuzeloseéky. Nasleduji piiklady nékterych ¢asto se vyskytujicich
kvadrik, tyto naleznete v Tabulce ¢. 1.2.

Rovnice kvadriky | Oznaceni

% + % =1 elipsa

o>+ %i =-1 prazdnd mnozina
=0 bod

% - :é? =1 hy}v)erﬁola

o T T = 0 dvé piimky
=1 dvé piimky

% =1 prazdnd mnozina
% =0 piimka

=2y parabola

TABULKA 1. Kvadriky v R?

Déle uvedeme nékteré kvadriky v R3, v této tabulce necht a,b,c > 0. Ty jsou v Tabulce &. 2.
1.3. Kvadriky v R3.

1.4. Piiklady. V nésledujicim textu se budeme zabyvat kvadrikami v R2.
Priklad 1.1. Mdme kvadriku o rovnici

52 + dxy + 8y* — 322 — 56y + 80 = 0.

17de ker A = A~1(©) a Im A = A(R™).
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Rovnice kvadriky | Oznaceni

242 42 =1 | elipsoid

g—i + %j + %z = —1 | prdzdnd mnozina

%; + g—i - %; =1 | jednodilny hyperboloid
2%z =1 | dvoudilny hyperboloid
Zé + ‘gé + j—i = stied (bod)
D42 =0 | kuel

oy =1 clipticky valec

2—2 + Zé =-1 prazdnd mnozina

3—2 — %j =1 hyperbolicky valec

Zé + %j =0 pifmka

g—i Z—j =0 dvojice rovin

5—2 + %j =2z elipticky paraboloid

% - g—z =2z hyperbolicky paraboloid
%3 =1 dvojice rovin

H=-1 prazdnd mnozina

% =0 rovina

=2y parabolicky vélec

TABULKA 2. Kvadriky v R3

Porovnanim s obecnym tvare v R2

f (”;) = (z,y)A @5) — 2T (;) +e
b= (3 2) o= () om0

Matice A je reguldrni a proto existuje pravé jedno s tak, ze As = b. Resme proto

dostaneme

s
Priklad 1.2. Mdme kvadriku o rovnici

222 + y? + 222 —2zy 4+ 2yz + 4x — 2y = 0.
Priklad 1.3. Mdme kvadriku o rovnici

222 + 4% + 22% — 20y + 2yz + da + 2y + 22 — 2 = 0.
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2. IMPLICITNI FUNKCE

Véta 2.1. (O INVERzI) Bud'te splnény tyto predpoklady

(i) g: E — E, spojité na okoli yg € E,

(ii) existuje ¢’ na okoli yo spojitd v yo,

(iii) ¢'(zo) je reguldrni,

(iv) g(yo) = xo.
Potom existuje H,, a Hy, tak, ze (Vx € Hy,)(F1y € Hy,)(x = g(y)). Tj. na H,, existuje g~' a
plati, ze (g7 1) (z0) = (¢’ (v0)) " .
Véta 2.2. (O IMPLICITNICH FUNKCICH) Necht ® : R™t™ — R™ a

(1) El('r07y0): (b(x(h Z/O) = @7

(ii) @ je spojité na okolf (zo,yo),

(iii) %3 existuje na okoli (xg,yo) a je spojitd v (zo,yo),

(iv) g—i(xo,yo) je reguldrni.
Pak

(3Ha,, Hy,)(Vo € Hy,)(Fry € Hy,)(2()z,y) = ©.

Vzniknuvsi funkee (oznaéme ji Y = Y (2)) je spojitd na H,,. Pokud @’ existuje na okoli (zo,yo)
pak i Y’ existuje na H,,.

Priklad 2.1. Méjme zadanou mnoZinu bodu spliiujicich vztah v+ vy + 2z = €*, kdex +y > 1 a
z > 0. Ptame se, zda existuje zdvislost z = z(x,y).

Piiklad 2.2. Mdme zaddno ® : R* — R? po slozkdch takto:
Oz, yu,v) =24+ +u> —u—v=0,
O (x,y,u,v) =2° =3y +u—20+4=0.
Ezistuji zdvislosti uw = u(x,y) a v =v(x,y)?
Piiklad 2.3. Je zaddn vztah y — esiny = x, kde € € (0,1). Existuje zdvislost y = y(x)?
Poznamka 2.1. Véta o inverzi zarucuje lokédlni invertovatelnost. Nic vic.

Piiklad 2.4. Je zaddna F : R?2 — R? vztahem
x? + y2
F(may)_<x2_y2 ’
kde x,y > 0. Existuje F~1?

2.1. Extrémy implicitné zadanych funkci. V nasledujicich piikladech vyuzijeme védomosti
nabytych o implicitnich funkcich jakozto i minulého semestru.

Piiklad 2.5. (Démidovi¢ 3651.) Najdéte extrémy funkce z = z(x,y) implicitné definované vzta-
hem

4yt 22— —yz4+20+2y+22—2=0.
Piiklad 2.6. (Démidovic¢ 3652.) Najdéte extrémy funkce z = z(x,y) implicitné definované vzta-
hem

P4y 4+ -z —yz+20+2y+22—2=0.
Piiklad 2.7. (Démidovi¢ 3653.) Najdéte extrémy funkce z = z(x,y) implicitné definované vzta-
hem

(1,2 +y2 +2,2)2 _ a2(x2 +y2 o 22).
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3. EXTREMY NA VARIETACH

Poznamka 3.1. Uvédomme si, ze

e Volny extrém funkce f : Dy — R jsme hledali na otevieném D; C R"
e Viazany extrém funkce f: Dy — R hleddme na D; C R", ktery je varietou v R".

Definice 3.1. (VAzaNY EXTREM) Uloha nalézt vazany extrém funkce f : M — R na varieté
M C R™ znamend nalézt body z M tak, ze funkce f v nich m4 lokaln{ extrém vzhledem k mnozine

M.
Pozndmka 3.2. (Zadani variety) Varietu M zaddme pomoci zobrazeni ® : R — R™, m < n
nasledovné
M=o(z)=0.
Déle pokud J® je Jakobian zobrazeni ®, uréime dimenzi variety jako
dim M =n — h(JP).
Definice 3.2. (TECGNY PROSTOR) Teénym prostorem k varieté M v bodé xg € M rozumime
~1

Toar(zo) = [T®(z0)]  (O) = ker(T(20)).

Definice 3.3. (LAGRANGOVA FUNKCE) Lagrangeova funkce A : (R™) — R je definovéna vztahem

Alx) = fx) =Y AP (x),
j=1

kde T (z) = (®'(z), ®*(x),...,2™(x)) a A1,..., A jsou tzv. Lagrangeovy multiplikdtory.

Véta 3.1. (NUTNA PODMINKA) Necht funkce f ma v bodé xg € M lokéln{ extrém vzhledem k
varieté M. Pak

(1) 3f(x0) = (3FA1,..., Am € R)(z0 je staciondrnim bodem funkce A),

(i) M,feC®?® = AN(JZ())’ je semidefinitni.
T (o)

Véta 3.2. (Postacuiici PODMINKA) Necht zg € M, M, f € C®?) a existuji Ai,... \n € R tak,
ze
(i) A(z0) =0,
(ii) A"(xo)’ je PD, resp. ND.
T (o)
Pak ma f v bodé x( ostré lokalni minimum, resp. maximum, vzhledem k varieté M.
Nésledujici priklady byly spo¢teny na cvic¢enich, nékteré jsou z Démidovice.
Piiklad 3.1. Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = xy na varietée M =z +y = 1.
Piiklad 3.2. Naleznéte extrémy funkce f(x,y,z) = xyz na varieté
M=+ +22=1
c+y+z2z2=0
Piiklad 3.3. Naleznéte extrémy funkce f(x,y,z) = xy + yz na varieté
M=2?+y*=2
y+z=2
Piiklad 3.4. Naleznéte extrémy funkce

flxe, ... xn) :fo

na varieté

Mzixi:A>O,
i=1

pri (x; > 0)(Vi€n) ap> 1.
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Priklad 3.5. Naleznéte extrémy funkce

flxy, ... xy) = Hmf‘,
kde (ai,x; > 0)(Vi € i) na varieté

sz:xi:A>0.
i=1

3.1. Extrémy na kompaktech.
Poznamka 3.3. Funkce spojitd na kompaktu ma globalni maximum i minimum.

Piiklad 3.6. Méjme funkci f(z,y) = 2? — zy + y? a hledejme jeji extrémy vzhledem k varieté
M = |z|+ |y| > 1.
Piiklad 3.7. Hledejte extrémy funkce

flx,y,2) =22 + 422 + 22—z —y — 2 — 22y + 1,

na varieté
M=<0,1>x<0,1>x<0,1>.

3.2. Priklady - Démidovi¢. Nésledujici piiklady jsou z Démidovice [?], konkrétné od 3654 az
po 3677 na strandch 339 az 341. Zde je uvadim v plném znéni i s vysledky.
Najdéte extrémy nasledujicich funkci vice proménnych
P. 3.1. 3654. z =2y, kdyz z +y = 1.
[ Zmaz = 1/4, x=1/2, y=1/2]
P. 3.2. 3655. z = £ + ¥ kdyz 2° +y* = 1.
[

_ Va?+b? _ be _ ae . _ — —
Zmin = [ad] s Tmin = _vamin - _W7 Zmazx = T 2Zminy Tmazx = ~Tmin, Ymaz = ~Ymin

]
P. 3.3. 3656. z = 2% +y* kdyz £ + ¥ = 1.

[ Zmaz = a2y L= grppry YT gzye

P. 3.4. 3657. z = Az? 4+ 2Bxy + Cy?, kdyz 22 + 42 = 1.
[ Zmin = A, Zmaz = A2, kde A; < Ag a plati (A — A\12)(C' — Aj2) — B2 =10]
P. 3.5. 3657.1. z = 22 + 122y + 2y2, kdyz 422 + y% = 25.

[ Zmae = 106%, &= £1%, y = +4; 2 = —50, v = £2, y = F3]

a?b? ab? _ _a%* ]

P. 3.6. 3658. z = cos?x + cos?y, kdyz z —y = T

[Extrém v z =1+ F};k, r=n/8+(nk)/2, y = —7/8+4 (7k)/2, k € Z, ksudé max, kliché min ]

P. 3.7. 3659. u =x — 2y + 2z, kdyz 2? + 3% + 22 = 1.
[(Umin = =3, =—-1/3, y=2/3, 2=—=2/3; Umaz =3, x=1/3, y=-2/3, 2=2/3]
P. 3.8. 3660. u =a2my"2P, kdyzx+y+z2z=aakdem>0,n>0,p>0aa>0.

amtntpy,mynp
[ Umae = Grmgpymints > T/m =y/n=z/p=a/(m+n+p)]
P. 3.9. 3661. u = 22 + % + 22, kdyz

332 y2 2,2

¥+7+672:1’

kdea>b>c>0.

[Umin =%, 2 =0, y=0, 2 = £¢ Umaz =a*, v ==%a, y=0, 2=0]
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P. 3.10. 3662. u = xy?2%, kdyz z + 2y + 32 =a,kde 2 >0,y >0, 2> 0aa > 0.
[ Umaz = (a/G)G, r=y=z=a/6]
P. 3.11. 3663. u = xyz, kdyz 22 + 2 +22=lazx+y+2=0.
[(Umin = —1/(3V6), s =y =1/v6, 2= -2/V6ax=2=1V6, y=—2/V6, ay=2=
1/V/6, x:—2/\/6; Umaz = 1/(3V/6), x:y:—l/\/é, z:2/\/6az:2/\/6, rT=z=
—1/V6ay=2/V6, y=2=—-1/V/6ax=2/V6]
P. 3.12. 3663.1. u =2y +yz, kdyz 22 +y> =2ay+2=2,kdex >0,y >0a 2z > 0.
[umaz:27 x:Z:yzl]
P. 3.13. 3664. v =sinzsinysinz, kdyzz+y+z2=5akdex>0,y>0az>0.
[ Umaz = 1/8, =y =2=7/6]

P. 3.14. 3665. ) ) )
T Y z
etptast

kdyz 22 +y?+2% =1, xcosa+ycos B+zcosy = 1,kdea > b > ¢ > 0 a cos? a+cos? B+cos? v = 1.
[ Umin = A1y Umaz = A2, kde Ajg — (Sinza + Sirzi B4 Sinzw))\m + (CESZQO‘ SRS Cf{SZJ), A< Ao

a2 c2 a2c?

P. 3.15. 3666. u= (z — &)* + (y — u)? + (2 — ¢)?, kdyz
Az 4+ By+Cz =0,
® +y* + 2% = R,
S NS

cosa  cosfB  cosy’

kde cos? a + cos? 3 + cos? v = 1.

R*(A B ] 2
i = A Cos Dot Ocon)® g2y 2]
P. 3.16. 3667. u = 27 + 2% + ... + 22 kdyz
X1 i) In
— 4 —=4...— =1
a1+a2+ an ’

kde a; > 0, Vi € n.
o = (s 20) ™ = 2 (S0, ) e

P. 3.17. 3668. u =2 + 28 + ...+ 22 kdyz o1 + 22+ ...+, =aap>1,a>0.
[umm:m’ 1EN]

P. 3.18. 3669.

kdyz frx1 + Boxo + ...+ Buxzn =1laa; >0, 5; >0, z; >0Vi € n.
n 2 n -1 . N
[ Umin = (Zj:l \/O‘jﬁj) » Li = vai/ﬁi(zg‘:lvajﬁj) A
P. 3.19. 3670. v = z{" 5% ... 20" kdyz 1 + 22+ ...+, = a, kde a > 0, a; > 1 Vi € n.

a1 a®

ar+...tap
) alt.oafn, i foy =)0y ]

— a
[um” - (a1+..-+an

P. 3.20. 3671. Najdéte extrém symetrické (a;; = aj;) kvadratické formy

n
u = E Qi TiTj,
]

na varieté
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P. 3.21. 3672. Dokazte nerovnost

2 - 2
jsou-lin>1,z2>0ay>0.
NAPOVEDA: Zkoumejte minimum funkce u = 1/2 - (z" + y™) na varieté = +y = s.
P. 3.22. 3673. Dokazte Holderovu nerovnost

n n 1
a

Sy

i=1 i=1
NAPOVEDA: Zkoumejte minimum funkce

n

Y (Zaf)l/k<ixf/>l/k/

=1 i=1

n
E a;T; = A.
i=1

P. 3.23. 3674. Dokaze Hadamardovu nerovnost

n n

det(4)* <[] (Zafj).

=1 i=1

na varieté
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4. ZAMENA PROMENNYCH

Definice 4.1. (REGULARNI ZOBRAZEN{) Zobrazen{ f : (R") — R" se nazyvé reguldrni, préve
kdyz plati

(i) (def f) = (def f)°,
(ii) f e CcW(def f),
(iii) (Vz € def f)(f'(z) je reguldrni ).

Pozndmka 4.1. Reguldrni{ zobrazeni je lokdlné invertovatelné (jsou pro néj splnény pozadavky
Véty o inverzi 2.1). To znamend, Ze regularn{ zobrazen{ je lokalné prosté,

f.flec.

Regularni zobrazeni je téz difeomorfismem.
4.1. Klasifikace zamén proménnych. V nasledujicich odstavcich probereme zamény proménnych

v obycejnych i parcidlnich diferencialnich vyrazech.

4.2. Zdména proménnych v obyé&ejnych diferencidlnich vyrazech. Nechf y = y(z) je
funkce (y : (R) — R). Pod obyé¢ejnym diferencidlnim vyrazem myslime vyrazy typu
F = F(z,y(@),y (2),...,y"™ (), m> 1.
Zameénou proménnych prechazime od starych proménnych z, y k novym ¢ a u.
()= ()
—
y u

Coz muzeme vystihnout pomoci zobrazeni

v(5)= ()

vl aw!
ox oy
w2 9v?
ox oy

Poznamka 4.2. V zaméné popsané vysSe povazujeme staré x a nové t za nezavislé proménné.
Naopak y a u za zavislé, a tedy

kde ¥ je reguldrni, tedy matice

je regulérni.

y =y(@),
u = u(t).

Pro prehled v8ech moznosti, které probereme, nasleduje malé schamaétko
1. Zaména nezavislych proménnych
a) Staré pomoci novych
b) Nové pomoci starych
¢) Implicitné ®(¢,z) =0
II. Zaména zavislych a nezavislych proménnych
a) Staré pomoci novych
b) Nové pomoci starych
¢) Implicitné ®(¢,u,z,y) =0

4.3. 1. Zaména nezavislych proménnych. Zobrazeni ¥ v tomto pripadé vypada takto

v(0)- (7))



12 WIKI SKRIPTUM FJFI 10. BREZNA 2020

4.3.1. 1. a) Staré pomoct novgch. Mame

¢ musf byt dostateéné diferencovatelné (¢ € C™)) vzhledem k povaze F. Zéroven je ® regulrni,
nebot ¢ = i—f # 0. Nyn{ sestavime tzv. ZAKLADN{ IDENTITU, kterd ndm pomuZe vyjadiit neznamé.
V tomto ptipadé ma tvar

Tento vztah derivujeme podle t a ziskdme 2

u(t) =y'(p(t) - o(t) = y'(e(t) = #ﬂ(t) (4.1)
o(t)

Pokud chceme derivace vyssiho fadu, nic ndm nebrani derivovat identitu dal.
" alt)  a(t)e(t)
y'(e(t) = — — 2 atd. 4.2
W= e ~ ey 42

Dale muzeme vyuzit operdtorového zapisu. Vyjdeme ze vztahu pro prvni derivaci (4.2). Operédtorovée
se to da prepsat nasledovné

Rekurzivné zapiseme derivaci k-tého fadu

dk d dkrfl
dot ~ da (daﬁk—1 )

Pro nés piipad druhé derivace v rovnici (4.2) dostaneme
& Ldldy_ 1 ¢d
dz?2  odt\¢dt/  p2de2 p3dt’

coz souhlasi.

4.3.2. 1. b) Nové pomoci starych. V tomto piipadé zaménujeme
t=oazx), a e C™ o +0.

Sestrojime zakladni identitu

Odtud snadno dostdvame derivace

y'(x) = i(a(z)) - o/ (2)
y' () = i(a(x)) - (o (2))* + w(a()) - o ().

Operatorové zapisy jsou jiz patrny z vysSe uvedenych derivaci.

2Pozor! ¢ = i—f, y' =,
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4.3.3. I ¢) Implicitné ®(t,x) = 0. V tomto piipadé pozadujeme 9, P, BPt® # 0.
Piipad I. a) dostaneme volbou x = ¢(t), pak mame ®(¢, ¢(t)) = 0 odkud derivaci ziskdme

__o®
0, P
Druhou zdménu v I. b) dostaneme, pokud t = a(z), a tedy ®(a(z),z) = 0. Odkud jiz snadno
0, ®
/ _ Yz
o (x) = 9,3

Pozndmka 4.3. Celkem jsme pievedli F(x,y,y’,...) na cosi jako ﬁ(t7 Uy Uy )
Piiklad 4.1. Ve vyrazu
Flzyy'y") =2y + 2y +y,
kde z € (0, +00) ay € CP, proved'te zdménu x = et.
Pi#iklad 4.2. Provedte Keplerovu transformaci vijrazu

, €sinx

F(z,y,y',y") =y" —y —y(1 —ecosx)?,

1—ccosx

kde e € (0,1),z€Rayec C?. A

t=x—esinz.

4.4. 11. Zaména zavislych a nezavislych proménnych.

4.4.1. II. a) Staré pomoci novych. Narozdil od predeslych piipadu mame pro zdménu

x = p(t,u) staré: y = y(x),
y=v(t,u) nové: u = u(t).

Pro dalsf postup predpokladdme, ze o, 1) € C™)| reguldrni. Sestrojme zéakladni identitu
¢(t’ U) = y(@(t, U))
Nasf oblibenou ¢innosti ® vyjadifme
y' = (0 + 0utp - 1) (Bup + Dup - 1)

Dalsi derivaci bychom dostali vyrazy pro vyssi fady.

4.4.2. II. b) Nové pomoci stargch. Nynf plati
t=oa(z,y), u=p(z,vy),
kde o, 8 € C™, reguldrni. Zskladn{ identita
Bla,y) = ul(e(z,y))

dava po derivaci podle x
;U Opae— 08
Y= 0,8 —ud,a

3Derivovanim podle t
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4.4.3. II1. ¢) Implicitné.
Priklad 4.3. V rovnici

proved’te substituci

x = tanht,
o
y cosht
a uvidite.
Priklad 4.4. V Stokesové rovnici
" Ay

proved’te zdménu

4.5. Zameéna proménnych v parcialnich diferencialnich vyrazech. Oznacme
z=z(x1,T2,...,Ty),
a tzv. multiindex
a=(ag,...,an).

Jeho délka je rovna
la| = Z Q.
i=1

Parcidlni derivace jistho fadu se pak dé zapsat jako

pe__ Mz

z ozt ... 0xp"

Parcialni difierencidlni vyraz m-tého radu je vyraz typu
F=F(x1,...,2n,2,{D%| o] > m}).

V dalsim textu se omezime na funkci dvou proménnych z = z(z,y). Analogicky zdménndm v
oby¢ejnych diferencidlnich vyrazech budeme studovat jisté pripady.

4.6. 1. Zaména nezavislych proménnych.

Poznamka 4.4. Obecnd zadména se provadi opét pomoci jistého zobrazeni

x U

v
yl+—1[v],
z w

kde ¥ je reguldrni.

Nyni v situaci I. plati, ze z = w.
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4.6.1. I. a) Staré pomoci novjch. Méme

z = ¢(u,v),y = ¥(u,v)
a
u o(u,v)
Ulo]=|vuv)
w w

Zéakladni identita ma tvar

vvvvvv

02 = A(u,v)0,w + B(u, v)0,w,
Oyz = C(u,v)0,w + D(u,v)d,w,

()= (@ ) ()

4.6.2. I. b) Nové pomoct stargch. V tomto pifpadé jsou

nebo operatorové

u=a(r,y)

V= ﬁ(x’y)
z a(z,y)
Uily]| = ﬁ(l’,y)

Napisme si zakladni identitu

2(z,y) = wla(z,y), 6(z,y).

Odtud jiz snadno derivaci podle = a y vyjddiime hledané derivace.

4.6.3. I. ¢) Implicitni funkce.

Piiklad 4.5. Ve vygrazu
Y 10% 0

9x2 o2
proved'te Galileiho transformaci
u=2x — ct,
v=2x+ct.
Piiklad 4.6. Proved'te zdménu
T = u,
Yy = wv,

ve vYrazu

20pz + yOyz = 2.

4.7. I1I. Zaména nezavislych i zavislych proménnych.
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4.7.1. II. a) Staré pomoci novjch. Mame
T = QO(U,U,U)),
Yy = 1/’(%%“’),
z = &(u,v,w).

Zobrazeni transformace pak vypada

u o(u, v, w)
Ulo|=|¢uvw)
w g(u7v7w)

Zakladni identita v tomto ptipadé
Z(QD(’LL, v, w(u’ U))v w(% v, w(uv v))) = f(ua v, w(uv U))

po zderivovani podle u a v dava opét hledané vztahy.

4.7.2. II. b) Nové pomoct stargch. Méme

u = a(r,y,2),

v=PB(z,y,2),
w="(z,y,2).
Zobrazeni transformace pak vypada
x a(z,y, z)
Uy =|By2)
z v(z,y,2)

Zakladni identita v tomto ptipadé

w(a(z,y, 2(x,y)), Bz, y, 2(x,9))) = (2, y, 2(2,y))
po zderivovani podle u a v dava opét hledané vztahy.
4.7.3. II. ¢) Implicitnd vazba. ...

Priklad 4.7. Ve vyrazu
(y—2)0z2 + (y + 2)0yz = 0,
proved’te zdménu proménnigjch

u=y-=z,
v=y+z2,
w=x

4.8. Polarni transformace. Polarni transformace je transformace typu

T =pcosy, y = psiny,
() =)
y ®

p €< 0,400),

Zatim muzeme brat

P €< —m, ),

()es

Tyto obory budeme muset omezit, kviili pozadavku regularity zobrazeni

()- ()
@ psing

nebot pak mame
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Spocitejme derivaci zobrazeni U,

Nt P\ _ [cosp —psing
@) \singp pcosp J°
A Jakobidn (determinant matice ¥’) jest roven

Pozadavek nenulovosti Jakobidnu transformace a otevienosti oboru
p € (0,+00),
¢ € (—m,m).

Muzeme si povsimnout, ze vypusténim téchto hrani¢nich bodu jsme z roviny xy odstranili tzv.
Zapornou pifmku (zdpornd ¢éést osy x), oznacme ji Py. Pak vime, ze zobrazeni ¥ je reguldrni jako

U : (0, +00) x (—m,7) = R* — Py.

4 nés omezi na

4.8.1. Ndhrada nékterych diferencidlnich vjrazu. V tomto odstavci si spoc¢teme vyrazy pro ndhradu
gradientu V a Laplacidnu A. Pro zopakovéni, v kartézskych soufadnicich v R? mame

Vayz = (0g,0y), (4.4)
Dyy = 02 + 82.
Sestrojme zakladni identitu

z(pcos g, psing) = w(p, p),

z které derivaci podle p a ¢ dostaneme nésledujici vyjadieni
Oz = cos @ - Opw — waww, (4.6)
p
Oyz =sing - ,w + ﬂaww. (4.7)
p

Prostym dosazenim do vztahu (4.4) dostaneme gradient v polarnich soutadnicich °

sin . cos
vPOlémf = (COS()O ’ ap - TQO@W sm e - 8p + J(K)@)

Pro odvozeni Laplacidanu je potieba spocitat druhé derivace. to provedeme derivovanim vztahu
(4.6) a (4.7). Tyto vypocty jsou prostorové naroénéjsi, takze je zde nebudeme vypisovat a je pouze
na laskavém ¢tenéri, aby nase vysledky ovéril. Zjisti, ze mnoho ¢lenu se dosazenim do (4.5) vymlati.
Pak Laplacian v polarnich soufadnicich mé tvar

(4.8)

1 1 1 1
_ 92 2 2
Apolérn{ - app + ;8;) + p2 + 8@%" = ;ap(pap) + p*z 8%0.

4.9. Cylindricka (vélcova) transformace. Cylindrickd transformace mé tvar
T = pcosp,
y = psiny,
z=E.
Bez omezeni zatim uvazujeme
p €<0,400),

pel —m,m >
£ eR.

iz, 4.1 a 4.2,
5Pozor! Jde o néhradu z kartézskych soufadnic!
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Zjistime, kdy je zobrazeni ¥ reguldrni. Mdame

P pcosp
U] =1|psinp
3 3

Derivace dava

p cosp —psing 0
U |lp|=|[sing pcosp 0
¢ 0 0o 1

Jakobian cylindrické transformace

Fomar=7]

peRT,

v € (—m,m)
£ER.

Odtud dostavame omezeni na obory

Opét tedy vypoustime zdpornou pifmku Py (ted je to rovina). Pro vypocet integralu to nehraje
74ddnou roli, nebot v(Py) = 0. Zobrazeni ¥ je regularni pti

U:RT x (—m,7) xR = R> - Py xR.
4.9.1. Vypocet nékterych diferencidlnich vgrazu. V tomto pripadé budeme derivovat zakladni identitu

flpcos, psing, &) = w(p, ¢,¢)
podle z, y a z. Pokud si ovém neuvédomime, ze hledané derivace jsou stejné jako v pripadé (4.6)
a (4.7). Sta¢f jen spocisti derivaci podle z (derivovdnim zdkladni identity podle &), kterd je vsak
trividlni
3Zf = 8510.
Odtud dostavame gradient v cylindrickych soutadnicich
sin . cos
Veylindr. = (cosgo -0, — TSDQD, sing - d, + Tw&p, 85).
Stejné tak muzeme vyuzit vysledku (4.8) a dostaneme Laplacidn v cylindrickych soufadnicich

2
+ 8&5.

1 1
A‘cylindr. = a:%a: + agy +a§z = ;ap(paﬂ) + ?&i@

zndme z poldarnich souf.

4.10. Sféricka transformace. Pro sférickou transformaci plati
T = pcospcost,
y = psinpcosd,
x = psind,
pfi zatim neomezenych podminkach
p €<0,4+00),
pel —mm >,

T
e —=, = >.

272
Regularita zobrazeni
p p cos ¢ cos
Ulp] =] psinpcos?d
9 psind

Po nékolika tpravach dostaneme

det O = | Tutericka = pcosV |.
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Regularitu tedy méame pro
T
(_57 5)

¥Rt x (—m,7) x — R~ Py xR.

4.10.1. Ndhrada nékterjch diferencidlnich vyjrazu. Zakladni identita ma tvar
f = f(pcospcost, psinpcost, psintd) = w(p, @, V).

Derivovanim této identity podle p, ¢ a ¥ dostaneme soustavu linedrni vzhledem k ¢lenum 0, f,
Oy f a 0, f, které hleddme. Tuto soustavu vyfesime pomoci Cramerova pravidla (viz. [?, p. 80, Véta
83.] ) a zjistime, ze

ind
me o, cosesind g

Oz f = costVcosp - 0,w — i 9w,

pcost ¢ B P
COSP o 0 sin p sin ¥

Oyf = cosUsiny - 0,w — Oyw,

pcost) P
cos ¥

0.f =sind - J,w + Oyw.

Pak muzeme gradient zapsat jako

vsférickéf = (ava 6yf7 8Zf)
Laplace...

Poznamka 4.5. Sférickou transformaci muzeme dostat jako slozeni dvou valcovych.

4.11. Zobecnéna sféricka transformace.
Priiklad 4.8. Méjme mnoZinu
M=+ +22=1, 2,9,2>0.
Proved'te transformaci
T = pcosQ/3 <pcos2/3 9,y = psin2/3 <pc082/3 9,z = ,osin2/3 9.
Piiklad 4.9. Ve vygrazu
02,2 +22y2 0,2 + 2(y — y*)0yz + 2%y*2 =0

proved’te zdménu

T = uv,
1

y=—,
v

zZ =w.

Piiklad 4.10. Ve vyrazu
waz—kajyz—&—cz:o, c>0

proved’te zdménu

x = e" cosv,

y =e“sinv,

z = w.
Piiklad 4.11. V obycejné diferencidlni rovnici

yy" =3y") =a

provedte zdménu

t=vy, u=uwx.
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4.12. Priklady - Démidovié. V nasledujicich vyrazech proved'te zadané zdmény.
P. 4.1. 3434. 22 + y" + 2y +y =0, kdyz x = €.
[§+y=0]
P. 4.2. 3435. ¢ = % kdyz t = In|z|.
[§— 3 +2)—6y=0]
P. 4.3. 3436. (1 — 22)y"” — 2y’ +n’y = 0, kdyz = = cost.

[§+n*y=0]
P. 4.4. 3437. y" + ¢/ tanhz + CO'S'}L; —y =0, kdyz 2 = Intan £.
[§+m*y=0]
P. 4.5. 3438. y" + p(x)y’ + g(x)y = 0, kdyz
y = we~ 2 Jap PEOIE

kde p(z) € C*.
[u" + (a(z) — 1p°(2) — 39 (2))u=0]
P. 4.6. 3439. x%y" + zyy’ — 2y = 0, kdyz z = €' a y = ue?’, kde u = u(t).
[+ (u+3)u+2u=0]
P. 4.7. 3440. (1 +2%)%y" =y, kdyz v = tant a y = =%, kde u = u(t).

cost’

[4=0]
P. 4.8. 3441. (1 — 2*)?y" = —y, kdyz « = tanht a y = %=, kde u = u(t).
[i=0]
P. 4.9. 3442. " + (v +y)(1+ 9y )> =0, kdyz x =u -+t ay=u—t, kde u = u(t).
[ii + Sui® =0 ]

P. 4.10. 3443. y”/ - l'sy// + :Ey/ -y = 07 kdyz xr = % ay .
[ 154+ (3t* + 1)ii + 4 =0 ]

P. 4.11. 3444. Proved'te zaménu v Stokesové rovnici
Ay
1

BCEDECE R

pomoci
=2
z—b’
t=1In ’ ra ,
kde u = u(t).
[u —u' = (afb)2u ]
P. 4.12. 3445. Ukazte, ze kdyz rovnici
y' +p(2)y +q(z)y =0
prevedete zdménou x = ¢(£) na tvar
d*y dy
— 4+ P(§)—= =0
et (é)d€ +Q(§y =0,
pak plati, ze
-3/2 _ —3/2

(2P(O)Q(E) + Q') (Q©E) ™ = (2p(@)a(x) + d'(x)) (a(x))
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P. 4.13. 3446. Ve vyrazu ®(y,y’,y”) = 0, kde @ je homogenni (adnarodnaja funkcija) funkce y,
y', y", polozte
_ ¥ udx
y=e'=0 ",
[®(1,u,u +u?)=0]

P. 4.14. 3447. Ve vyrazu F(z2y",zy’,y) = 0, kde ® je homogenn{ funkci svych argumentii, polozte
!
uw=z2.
Y

[ F(zu' +u? —u,u,1) =0 ]
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5. LEBESGUEUV INTEGRAL

Véta 5.1. (VETA o suBsTITUCI) Bud'te

e (G, H C R" oteviené,

e ¢ : G — H prosté a regularni,

e M C G méfitelnd, (M) C def f, f méritelnd.
Potom plati (pokud alespon jedna strana ma smysl)

/ f@ dx—/f ) - 1T ()]t (5.9)
e (M)

Véta 5.2. (VETA FUBINIOVA) Bud'te M C R™, M C def f a nechf fM f existuje. Potom

/f / /f (z,y dy)dx (5.10)

M ={z e R'|(z,) € M, y € R7},

kde

Mx:{yERS

(x,y) € M}.

Poznamka 5.1. Smysl predeslého tvrzeni spocivd v tom, ze dokdzeme pievést vice rozmény
Lebesguetv integrdl na nékolik jednorozmérnych.

Véta 5.3. (VZTAH 1-ROZMERNEHO RIEMANNOVA A LEBESGUEOVA INTEGRALU)
(i) Existuje-li vlastni Riemannuv integréal na intervalu (a,b), pak existuje Lebesgueuv integral

a plati
/f dx—/f

(a,b)
(ii) Existuje-li absolutné konvergentni nevlastni Riemannuv integral, pak existuje Lebesguetiv

integral a plati rovnost
[ [

Piiklad 5.1. Proved'te zdménu poradi integrovdni

a

/dxo/ dyf(z,y).

0
Vidime (pokud si sestrojime t¥eba obrazek), ze (ve shodé s 5.2) plati
M, = (0,z), M = (0,a).

Mnozina M je v kartézskych soufadnicich vyjadiena jako trojithelnik. Déle budeme ted i v nejblizs
budoucnosti predpoklddat, ze f je Lebesgueovsky integrabilni, a tedy | W [ existuje. Pouzijeme
tedy Fubiniovu vétu

/fdxdy—/dx/ dyf(z,y) = / dx/ dyf(z,y) = / /dxf(xy)

(0,a) (0,z)

kde M = (0,a) a My = (y,a), takze ndmi hledany tvar je

/ady/a dzf(x,y).

0
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Priklad 5.2. Zamérnte poradi integrace
2 2z
/ dz / fz,y).
0 T
Vidime, ze M = (0,2) a M, = (,2x). Z nacrtku je patrno, 7e M= (0,4) a
A= d Gy ys2
32, y>2
Takze
2 2 2 y 4 y
J[ e aray= [ @ [ awww = [ ay [ awsww+ [ ay [ dssen.
M 0 T 0 y/2 2 y/2
Piiklad 5.3. Zamérnte poradi integrace ve vyrazu
2a 2ax
/ dx / dyf(z,y), a > 0.
0 V2ax—x?
Opét vidime, ze M = (0,2a), M, = (v2azx — 22, v/2azx). ® Meze pro zdménu pak jsou nasledujic
M = (0,2a)
M. — (%,a— Va2 —y2)U(a+va®—y%2a), y<a
% 20), y=a
Integral v zadani je tedy roven
a a—y/ a?—y? 2a 2a 2a
/ dyl / dof(z,y) + / fz,y) +/ dy/dxf(x,y)~
0 % a++/a?—y? @ %
Piiklad 5.4. Spoctéte integrdl
/y2 dx dy,
M

kde M = {(z,y)|z € (0,2ma), y € (0,0(x))} kde p(x) je zaddno parametricky
x = a(t —sint)

(5.11)
y =a(l — cost) (5.12)
a>0,te(0,2m) (5.13)

Mnozina M predstavuje jeden kopecek cykloidy.

2ma o(z) 2ma
/dx/ dy-yzz/ dm%gp(m)?’
0 0 0

(5.

nyni pouzijeme jako substituci (5.11) a dostaneme

2m

1 3 35 4
/dtg(a(l —cost) )" - (a — acost) = O
0

p(z) Jakobidn

6ve vsech téchto typech piikladu je nejlepsi si nakreslit obrézek, pokud to jde. Zde jen uvadim takovou
kostricku...
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Piiklad 5.5. Spoctéte
/f(x,y) dz dy,
M

kde M = {(z,y) € R|:c2 +y? < a?} a pouZijte vhodnou substituci.
Pod vhodnou substituci si v tomto pifpadé predstavuji poldrn{ (4.3) transformaci. Kvili pozadavkim
na substituci v integralu 5.1 budeme integrovat pfes novou mnozinu
M=M— (P NnK),
kde Py je zdporna polopiimka a K je okraj kruhu. To nds ale viubec neboli, protoze jde o0 mnoziny
nulové miry. Muzeme psat

/f(w,y) dz dy:/f(x,y) de dy 28 / f(pcos g, psing - p dp dp)
M M

(0,a) X (—m,m)

E

a ™

F . R .

= / dp p / def(pcosp, psinp) = / dp ,0/ def(pcosp, psinp).
(0,a) (—m,m) 0 -7

Zde jsme v kazdém kroku oznagili, kterou vétu pouzivame. Konkrétné 5.1, 5.2, 5.3. Jesté si muzeme

s vysledkem lehce pohrit a zaménit pofadi integrovani, coz neni v tomto pifpadé t&zké, nebot
integrujeme na obdélniku. Muzeme tedy dostat (pokracuji z prvniho fadku vyse)

F . R .
= / dy / dp pf(pcosyp, psinp) = / d@/ dp pf(pcosp,psine).
(=m,m) (0,a) g 0
V dalsich pirikladech uz budeme pokracovat rychleji. V tomto jsme problém rozebrali az do
morku kosti.

Piiklad 5.6. Ve vyrazu
/f(m,y) dz dy,
M

kde M = {(z,y) € R*|2? 4+ y? < ax} proved’te vhodnou substituci.

Doplnénim na étverce ziskdme (z — £)? 4+ y* < ‘%42, coz predstavuje kruh s posunutym stiedem
a jistym polomérem. Za substituci proto zvolime posunutou polarni. To jest

a
T — — = pcosy,
5 pcosyp

y = psin p.

Jakobidn se zfejmé nezménil a meze volime analogicky jako minule. Dostavame

/f(x,y) de dy 2 / f(g+pcosw,psinw) dp dp =
M (0,a/2)x (—m,m)

= / dpp/ dpf(...) = / dsﬁ/ dp pf(...).

(0,a/2) (=m,m) (—=m,m) (0,a/2)
Pokud bychom neodhalili symetrii dané mnoziny M a pouzili normélni poldrni substituci (4.3),
postupovali bychom nasledovné. Dosazenim do nerovnice obdrzime
0> ( cos? ¢ + sin’ ¢) < apcose,
po upravé
0<p<acosep.

Odtud vidime, ze musime brat ¢ € (—w/2,7/2) a p € (0,acosy). Sestaveni integrdlu je jiz
malickost.
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Piiklad 5.7. Vypocitejte

/\/gc2 + 92 dzx dy,
M

na mnoziné M = {(z,y) € R*|z? + y? < a?}.

That’s easy! Polarni substituce:

T = pcosp, p € (0,a),
y = psinep, p € (—m,m),
J =p.

A vidime, ze

/\/mz—f—yzdxdyvés / pzdpdtpg...
M

(0,a) X (=m,m)

|| =
o\g
(oW
)
)
)

Piiklad 5.8. Vypocitejte
/Sin vVa? +y? dx dy,
M
kde M = {(z,y) € R?|7? < 2 + y? < 4n?}.
Mnozina M je evidentné mezikruzi, pouzijeme proto polarni substituci a ihned muzeme psat
27 T
7= / dp ,osinp/ dp = —672.
Priiklad 5.9. Méjme mnozZinu
S =(a,a+h)x (b,b+h), a,b,h >0

a substituci )

u:y—, v = 4/TY.
T

Spoctéte miru mnozZiny S a miru mnoZiny, kterd vznikne po substituci.

*(3) = (U):
n(S) =7, u(S) = u(®(S)) =7

Proto nejprve musime zjistit, zda-li je transformace ® korektni, tedy regularni a prosta. Regularitu
ovéiime vypoctem jakobidnu

_¥ 9y 3
o 2 T _ 9 g
semie (7 ) -0

2 2 Y

Maéme transformaci

Chceme tedy spocitat

coz pii nasich parametrech, kterymi je zaddna S, je nenulovy vyraz, tedy transformace je reguldrni.
Prostotu musime ovéfit nalezenim inverzniho zobrazeni. Nebot vyZzadujeme globdlni prostotu,
nikoli lokalni ”, musime to zbastlit takhle na kolené. Po chvili poceni dostaneme

viy 3
— (2 /3 (7) .
y= )" 2=~
Nyni ty miry &
w(S) = / dx dy = h?
S
Tyiz. 2.1
890:50:90
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a analogicky

u(S) = / dudv 2 S/

s

(Q)% dz dy = fg ((a Lh)V2 afl/z) ((b 4R - b5/2).

5.1. Eulerovy integraly.

Definice 5.1. (GAMMA FUNKCE) Gamma funkce I' je definovdna vztahem

—+oo

I'(p) = / tP~te~tdt, p> 0.
0

Definice 5.2. (BETA FUNKCE) Beta funkce B je definovdna nésledovné

1
B(p,q) = /t”fl(l —t)971dt, p,q > 0.
0

Poznamka 5.2. Nékteré uzitecné vlastnosti Gama funkee:
(1) T'(p+1) = pI'(p),
(2) T(p+3)-T(p) = 2 T(2p),
(3) I'(n+1) =nl,
(4) T'(1) =1.

Poznamka 5.3. A vlastnosti Beta funkce:

“+o0 1
tp—1 e A I(p)-T'(q)
5.0 = | <1+t>p+th‘/ Gr o = Totg
0

s
B(p,1—p) = g P € (0,1).

Piiklad 5.10. Ukdzeme souvislost jistého notoricky znamého integrdlu s Beta funkci a to

/2

/ sin™ z cos™ x dxz, m,n > —1.
0
/2 1
/Sinmxcos"x dz = ‘subst. t= sinx‘ = /tm(l - tQ)HTﬂdt = ‘subst. u = tz’ = (5.14)
0 0
1
1 m—1 n—1 1 m + 1 n + 1
2/u2( u)*Fdu = (ML (5.15)
0
Piiklad 5.11. Spoctéte integrdl
(22 +y?) dz dy.
o +yt<1

Piiklad 5.12. Vycislete integral

+oo

:L.mfl
/ T dx, m #n.
0
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{é/’f(x,y> d dy,

kde Q je oblas vymezend kiivkamizy =1, zy =2, x =y a 4z = y.

Piiklad 5.13. Vyjddrete

Priklad 5.14. Vypoctéte plochu ohranicenou kiivkamsi
(2% +3%)* = 2a%(2® — °),
2 4 9% >’

Priklad 5.15. Spoctéte objem ttvaru
(ﬁ+f+ff2i3
2 2 2 *
a? b 2 n\g 4842

Q(z) <1},

kde Q je pozitivné definitni kvadratickd forma. Vypoctéte miru mnoZiny M.

Piiklad 5.16. Méjme
M={zeR"

Priiklad 5.17. Vypoctéte objem prostoru ohraniceného plochami
=24y’
Z2=T+Yy.
Piiklad 5.18. Vypocitejte objem omezeny témito plochami (Vivianiho téleso) :
2?4 4 2% = a2

z? +y2 =ax.

A

Y

NFARRLTIAR LIRSS

W

-7‘7 o

$ 1550
TN,

OBRAZEK 1. Vivianiho téleso

Piiklad 5.19. Spoctéte objem n-simplexu v R™. Tedy
M = []30,581,. .. 71:"1],{/7 Zj (S Rn, v.] S ’ﬁ,

v(M) =?
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Priklad 5.20. Vypoctéte Fuleruv integrdl

2
/671 dz = 1.

R
Tento integrdl neni lehké spoéist, nebotf primitivni funkce existuje pouze ve formé fady, ani

A
nemuzeme pouzit funkéni posloupnost f,,(z) = (1— %)”, protoze stejnomérnd konvergence f,(z) =

_{L‘z

e~ ®" plati pouze pro omezenou AY

VVVVVV

fz/efx - dxdyz/eﬂr dx /e*y dy = I°.
R R

R2
Déle také muzeme provést v I poldrni substituci (4.3). Obdrzime
+oo

/ dp /e ”pdgp—Zﬂ'/pe [ dp = .
0

Shrneme-li vysledky, vidime, ze }
I=rn=1I*> = =7

5.2. Ptiklady z Démidoviée. V nasledujicich integrdlech zaménte poradek integrace.

P. 5.1. 3924.
2 2x
/ dz/f(z,y) dy
0 T
P. 5.2. 3925.
2 2—x
[ @ [ reway
—6 22 1
2v/1+y 2—1
f— dy IQ\/Tfoy dx""fo dy fz\u}mf(xay) dx]
P. 5.3. 3926.

1 x>
O/de[f(x,y)d

1 y1/3
[Jo dy[5 fla,y) do]
P. 5.4. 3927.

1 1—z2
/ dx / flz,y) dy
-1 —V1a?

Ly Y s flay) dot J) dy [0 flay) de ]

P. 5.5. 3928.

2z —x2

jdm/f

LSy dy [y2 VY f(ay) do ]

9Nejsme tedy schopni zaménit limitu a integral.
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P. 5.6. 3929.
2a V2azx
/ dz / f(z,y) dy, a>0
0 V2ar—z2
[a2 —qy2
[fo dy[f yf(mydx—i—er\/Tf(mydx —|—f dyf,,fxydx]
2a
P. 5.7. 3930.
Inz
/ dz / flz,y)
1 e
[ fo dy Jo, f(z.y) dz ]
P. 5.8. 3931.
Sll'll
/ dz / ,y) dy
T—arcsin 2m+arcsin
f d farcs?ncys yf fE y d(E - f d f :ri:rslyyf( ) d(ﬁ]
P. 5.9. 3932. Vypoctéte integral
// zy? dz dy,
Q
jestlize oblast € je ohrani¢ena kiivkami y? = 2px a = = £, kde p > 0.
(5]
21

P. 5.10. 3933. Vypoctéte integral

kdyz oblast  je ohrani¢ena kruznici se stfedem v (a,a) a polomérem a.

dz dy
V2a—1z’

If e

10

[ (2v2-8/3)av/a]

5.3. Parametrické integraly. Zac¢neme piikladem.

Priklad 5.21. Urcete

/2

I(a) = /tgo‘x dz, |of < 1.

Evidentné

I(e)

w/2
/ sin® x cos ™
0

0

1 a+1 1—«

T
do = =
z dz 28(2,2

)= 2sinm(H)’

Priiklad 5.22. Ndsledujici integrdl sice neni parametrickym, ale nauci nds, Ze za v§im musime
vidét T' a B funkce, se kterymi se pracuje daleko lépe, nez kdybychom pouZili nase staré konvencéni

zbrané.

10Asi tak néjak, moc neumim rusky...

+oo
_ v
= [ o
0
5 3 s
1=8B(2,2)=-"_.
6(4’4) 22
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Piiklad 5.23. A jesté jeden podobného razeni
+oo

/ dx
1423
0
Proved'me substituci t = 22 a obdrzime
+oo 2
1 t~3 1 1 2 2
L RN eSS
3 / + 37\3"3 3v3
0

5.3.1. Teoretickd vsuvka - Operace s parametrickymi integrdly.

Véta 5.4. (O LIMITE A PARAMETRICKEM INTEGRALU) Muzeme zaménit limitu a integrél

lim | f(z,«) dx :/ lim f(z,«) dz,
a—ag a—rag
M M
plati-li nésledujici predpoklady
(1) f('va) € M(M)7 Va € A7 H
(i) (SVz € M)(3limg—a, f(z,®)),
(iii) Existuje integrabilnf majoranta, tj. (SVax € M)(Va € A)(|f(z,a)| < g(w)), kde g € L(M). '?

Véta 5.5. (O SPOJITOSTI A PARAMETRICKEM INTEGRALU) Podobné jako v predeslé vété, mizeme
za analogickych piedpokladu tvrdit, ze
lim [ f(z,«a)dz= /f(x,ao) dx.

M

a—roQ
M

Véta 5.6. (O DERIVACI A PARAMETRICKEM INTEGRALU) Necht A = (a, 8) C R. Potom miizeme
zaménit integraci a derivaci

% </f(x,a) dx)
M

plati-li nésledujici podminky
(i) (Fao € A)(f(-; a0) € L(M)),
(i) (SVx € M)(Va € A)(F0uf(z, ),
(iii) (Ya € A(f(---,a) € M(M)),
(iv) Existuje integrabilni majoranta, tj. (SVz € M)(Va € A)(|0af(z, )| < g(x)), kde g € L(M).

Piiklad 5.24. Spoctéte

= /804]0(1'70[0) d.’E,
a=ogn M

/2
1 1
I(A) = /m( ““’0”)- dz, la| < 1.
1—acosz Ccos &
0

Oznacme si pro piehlednost integrand jako f(z,a). Jeho derivaci podle parametru ziskdme
2
Ouf (@, ) = 1—a?cos?z’
Pfi nadich podminkdch M = (0, §), |a| < 1 s mizeme pii derivovani omezit na A = (ag —¢€, ag +¢),
kde A C (—1,1). Nynf vidime, ze
2 < 2
1—a?2cos?2z — 1 —max{(ap —€)2, (ap + €)%} cos?z’

Ostatni body véty 5.6 vyplyvaji ze spojitosti f.

Hgymbolem M (M) oznatujeme mnozinu vech méfitelnych funkcf na M.
128ymbolem L(M) oznatujeme mnozinu viech integrabilnich funkci (s koneénym integralem) na M.
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Pokrac¢ujme ve vypoctu
/2
2 s
I'(a) = ——— dr = ——
(e) /1—(1200521‘ V1i—a?’
0
kde jsme pouzili substituci t = tgz. A ted staéi uz jen spoéist I:

= marcsina + C,

I(a) = / T
V1—a?
kde ze znalosti I(0) = 0 vyplyvé, ze C' = 0.
Priklad 5.25. Vypoctéte

dx
In(a,) = / W, TLEN,CL>O.
0
Co jiného, nez derivovani integrandu by nas mohlo napadnou...
daf(nyz,0) = —(n+1)- (2% 4+a) "2

Vezmeme-li A = (ag — €, ag + €) pak muzeme tvrdit, ze

n+1
< ——.
N [ e
Proto méame
“+o0
, dzx 13
I(a) =—(n+1) @xa? —(n+ 1) Insa(a).
0
Snadno nahlédneme, ze
Io(a) = —

a déle I () @ "
B n1la)  (2n-1N 7
Iy(a) = — n - nl on+1 a.

Priklad 5.26. Vypoctéte

1
1
I(o) = [ In(1 — a®2?) - —— dz, |a| < 1.
(@) / (1= 0%?) s da o] <
Piiklad 5.27. Urcete
+oo
t . t
I(a,B) = / are g(o‘x)x;”c 80%) 4o, 08> 0.
0

Oznacme integrand symbolem f(z,«a, ). Ztejmé je f spojitd, tedy méfitelnd vzhledem k z.
Spocitejme si

1 arctg Sz
Oof(z,0,B) = 214 (an)?
Snadno nahlédneme, ze
K
|0a f| <

1+ 22(ag —€)2’
kde K je konstanta omezujici podil arcustangens a  a o € (g — €, ap+¢€). Kdybychom nyni zkusili
vypocist puvodni I(«, ),
“+o0
arctg fx

Oul(a, B) = / 200+ aZ2?) dz. (5.16)

0

13Kozubova diferencialné diferenéni rovnice s nekonstantnimi koeficienty alias KDDRNK.
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zjistili bychom, Ze to neni tak snadne. Vidime ale, Ze mtzZeme derivovat dél, nebot méame dalsi

parametricky integrdl (5.16). Obdrzime

1

2 f(z,a,p) = .
ol ) (1+ (ax)?) (1 + (Bz)?)

Tento vyraz v absolutni hodnoté muzeme omezit stejnym zpusobem jako v piipadé «. Dostali

jsme tedy integral

+oo
1

62 I = ’
Ba (ap) / (1+ a222)(1 + f2a?)
0
ktery jiz snadno spocitame rozkladem na parcidlni zlomky a postupné ziskdme

OuI(aB) = gln(a +5) — gln a.

Odkud opét integraci dostaneme jiz koneény vysledek

7 o+ B)ets
R ]
Piiklad 5.28. Vypocitejte
400
I(a) = /e_I 4 dz a > 0.
0
Priklad 5.29. Vypoctéte
+o00

[}

Piiklad 5.30. Vypoctéte

5.4. Krivkovy integral 1. a 2. druhu.

5.4.1. Konstrukce krivkového integrdlu 1. druhu. Méjme funkci f : C' — R, kde C je kiivka v R,
tj.

(T :< a, B >— R™) (¢ je spojitd a ¥(< a,b >) = C).
Tuto kiivku rozdélime na dilky. V [-tém useku délky Al vybereme reprezentanta x;. Provedeme
soucet pfes vsechny dilky

> fla)Al.

Pokud tento pro vSechna zjemnéni rozdéleni a libovolné reprezentatny jde ke stejné hodnoté, pak
tuto hodnotu nazveme kiivkovym integrédlem 1. druhu a znac¢ime

C/ F(x)dl.

Pro vypocet pouzijeme vhodnou parametrizaci ¢ kiivky C, evidentné integral nezavisi na volbé

parametrizace. Mame tedy
B

/f(“"”)dlZ/f(so(t))~||¢(t)||dt.
C N——

o Euklidovskad norma
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5.4.2. Konstrukce krivkového integrdlu 2. druhu. Kiivkova integrél_'2. druhu se od ktivkového
integralu 1. druhu lisf tim, Ze uvazuje i orientaci k¥ivky. Bud proto C orientovand kfivka, tj.
(Fy: C = R)(C =19(< a,b>)),a navic
(Jo:<a,b >—=R"),
kde o(t) je te¢ny vektor v bodé ¢ (t) a o se nazyva orientace. Déle je zadédno tenzorové pole 2. fadu
F:C—R".
Kiivku opét rozdélime na malé useky a v kazdém vybereme reprezentanta x;, definujeme
A=A - o(xzy),

kde A; je délka I-tého tiseku v némz je také x;. Nyni sestrojime soucet

ZF(.%[) . &l.

Pokud pro vsechna zjemnéni a libovolnou volbu reprezentantii jde tento soucet vzdy ke stejnému
¢islu fekneme, ze existuje kiivkovy integral 2. druhu a znac¢ime

/F(m) Sl = /Fl(gc)dx1 + ... 4 F(z)dz".
C C
Pro vypocet opét zavedem parametrizaci ¢ a plati

B
[ Plani== [ Flow) - s
C «
kde znaménko + urcuje v jakém sméru integrujeme. Shoduje-li se smér ¢ a o pak plati plus, v

opacném pripadé minus.

Piiklad 5.31. Vypodéitejte krivkovy integrdl 1. druhu

I= /(x% +y3)dl,
L
kde krivka L je ddna ndsledovné

2 2
3 3

LEx%—i—y =a3, a>0.
Pouzijeme zobecnénou sférickou transformaci
z(t) = p(t) cos® t,
y(t) = p(t)sin®¢.
Potom ze zadani kiivky dostavame
p(t) = a.

U(t) = (“COSB t) L te ()

asin® ¢

Daéle méame parametrizaci

||[¥]|? = 9a*sin? t cos? t.
Puvodni integral v zadéni pfevedeme na tvar

/(x% + yé)dl = /(a,4/30034t + a*/3sin't) - 3a| sint| - | cos t|dt.

L -

jus

%), ¢imZ se zbavime absolutnich hodnot

Vzhledem k periodicité integrandu se omezemime na (0,
a pridame 4.

™

3
I=4-34d"3 /(cos4 t + sin® t) sin t cos tdt.
0
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Snadno nahlédneme, ze

INORINE)) )
= T/3ZAT)7 0 y,7/3
I =12a ) 4a'7°.

Priiklad 5.32. Spoctéte integrdl
I:/\/xz + y2dl,
L

kde
I = (1‘2 +y2)3/2 _ CL2(J)2 _ y2)-

/ i,

c

Piiklad 5.33. Vypoctéte
kde C je oblouk cykloidy s parametrizact

Piiklad 5.34. Spoctéte integrdl

/(2xy dz + 2? dy),

AB
kde AB je krivka v R?, zadand ddle, spojujici body A = (0,0) a B = (1,1). UvaZujte primku,
parabolu a lomenou ¢dru jdouci po ose x a pak kolmo nahoru k bodu A.

Piiklad 5.35. Spoctéte krivkovy integrdl v R3
Jor = dok (2= a) dy+ @ - ),
L

kde L je krivka vzniknuvsi prunikem kulové plochy s polomérem 1 a stiedem v pocdtku s rovinami
T,Y, T,z ay,z v kladném kvadrantu. Ndzorny ndkres je na obrdzku 5.4.2

s

05

0s

OBRAZEK 2. Kiivka L
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5.5. Greenova formule.
Véta 5.7. (GREEN) Bud C uzaviend, kladné orientovans '* kiivka, D = IntC, F,G € C' na

Hp. Potom
oG OF
c D

Priklad 5.36. Pomoci Greenovy formule urcete

/(e“J siny — py) dz + (€Y cosy — p) dy,
L
kde krivka L je pilkruznice se stiedem v bodé (a/2,0) a polomérem a.

Piiklad 5.37. Spoctéte integrdl
I_ / z dy —y dx

z2? + y?
kde L je libovolnd po cdstech spojitd, uzaviend krivka omotdvajici pocdtek s orientaci proti hodi-
novym rucickdm.
5.6. Plosné integraly.

5.6.1. Ploényj integrdl 1. druhu. N4 problém spocéiva v plose S C R2, na které je definovano
f S — R. Myslenka je asi takovd, ze plochu rozsekdme na malé kousicky AS, ve kterych
vybereme reprezentanta zy a zkoumame

> flzo)AS.

Pokud tyto sou¢tu pii ruznych zjemnéni jdou ke stejnému ¢&islu, nazveme ho plosny integral 1.
druhu a znac¢ime

/ f(x)dS.

s

Tento integral opét pocéitdme pomoci parametrizace ¢ : M — S, M C R2, pak totiz

/f(ac)dS = /f((p(u,v)) N|Outp x Byep||dudu.
5 M

5.6.2. Plosny integradl 2. druhu. Analogicky jako u kfivkového 2. druhu zde uvazujeme nyni orien-
taci plochy. Hned na zacatek poznamename, ze ne kazda plocha m4 orientaci. Napiiklad Mébiav
prouzek a Leidenskd ldhev. Mé&jme opét plochu S C R3, tentokrat orientovanou, tzn. pro kazdy
bod z € S je definovéna jeji norméla o(z). Ddle mame néjaké vektorové pole F : S — R3.
Plochu rozsekdame na elementy AS a v kazdém vybereme bod xg, dostaneme

AS = AS - 3(x)
a sestrojime soucet

Z F(IO) ’ ASa
kde suma jde pres vSechny elementy AS. Pokud konverguje ke stejnému é&islu pro libovolné
zjemnéni, pak ono ¢islo nazyvame ploSnym integralem 2. druhu a znac¢ime

/ F(z) - dS,
nebo pomoci diferencidlni 2-formy

[F@) 5= [ Flo2) dy o+ Flap.2) ds do+ Fo(oy.2) do dy.
S S

14 néco jako proti sméru hodinovych rucicek



36 WIKI SKRIPTUM FJFI 10. BREZNA 2020

Pro vypocet muzeme pouzit parametrizaci ¢ stejné jako v predeslych piipadech

/F(x) -dS = j:/F((p(u,v)) - (O X Oyp)dudu,
S M

kde kladné znaménko volime pii stejné orientaci o a vektorového soucinu derivaci parametrizace,
v opacném piipadé volime minus.

Piiklad 5.38. Vypoctéte povrch koule o poloméru a > 0.
Piiklad 5.39. Vypoctéte povrch pldsté kuzele o vysce 1,

2?4+ 9% =a%2% a>0.

OBRAZEK 3. Kuzel s prumétem

Priklad 5.40. Spoctéte povrch Vivianiho télesa.
Priklad 5.41. Urcete

1'2 y2 24
1:/ St s,
M

kde

]

2 2
x—2+y—2+z—=1, a,b,c> 0.
a

M 2

[

Priklad 5.42. Spoctéte
I= /(x2 +5?) dz dy,
M

kde
M=z>+y*<R% 2=0, d=(0,0,-1)
je kruh v R3.

Priklad 5.43. Vypocitejte
I:/x dr dz +y dz dz + 2z dx dy,

M
kde M je koule se stiedem v pocdtku a polomérem a, orientovand vné.
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5.7. Stokesovy véty.
Véta 5.8. (GREENOVA VETA) Ta sem téz patii, viz (5.17). Jen pro tplnost

/de—l—Gdy:/((Zf—g?}:)
A

OA
kde A je plocha v R? a OA je jeji hranice, tedy kiivka, orientovana proti sméru hodinovych rucicek
aF,Ge Cl(HA).
Véta 5.9. (KLASICKA STOKESOVA VETA)
F

/(FdeererHdz):/rot G| -ds. (5.18)
oB H
Veéta 5.10. (GAUSSOVA-OSTROGRADSKEHO VETA)
F
/(F dy dz+G dz de + H dz dy) = /div G | dz dy dz, (5.19)
H

0A A

kde A je néjaks nedegenerovand podmnozina R? a jeji hranice OA je orientovand vné.
Priiklad 5.44. Tentyz priklad jako vijse, jingm zpisobem.

/(w dy dz +y dz da + z dz dy),

M
kde M = 22 + y? + 22 = a? je orientovand vné.

Mame vektorové pole

x
F(z,y,2)= |y |, F,M e C®(R3).
z
Vidime, ze
divF = 3,

a pouzijeme-li Gaussovu vétu (5.19) dostaneme

3 dz dy dz = 47a®.
B(0,a)

Piiklad 5.45. Spoctéte plochu elipsy

2 2
+4 -1

E
b

QM‘ 8

Hledame tedy
w(E) = /1 dz dy.
E
Zvolme vektorové pole nasledovné
F(z,y) = (my) , Fect,
Pak

OF? QF!
_ _ 1 2 _ B _
w(E) = /1 dx dy = /(F de + F* dy) = / <(‘3x —&g ) dz dy = 2u(FE).

E OE E
Déle zvolme transformaci

bsint

o(t) = (“C‘)St) L te (—m,m).
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Provedem substituci

1 17
M(E):i/Fl dz + F? dyziab/dt:ﬂab.

OFE -7
Piiklad 5.46. Najdéte

J@ = v2) dot 0~ 22) dy+ (2 - ay) d,
c
kde kiivka C je tzv. Sroubovice dand parametrizact
acost
C: )= ashint ,te< —m,m>.
3=t
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6. FUNKCE KOMPLEXNf PROMENNE
Poznamka 6.1. Bude se nam hodit Eulerova formule
e =cosz +isinz, Vz € C.
Poznamka 6.2.
Priklad 6.1. Ukdzka komplexniho logaritmu:
In(v3+14) = Ing(V3 +14) = In2 + iarg, (V3 + ).
Snadno nahlédneme, Ze

1
argy (V3 +1i) = arctg% = %

ln(\/§+i):ln2+l%.

Poznamka 6.3. Nékteré elementarni funkce komplexni proménné:
polynomy: 7, z;2%,

[ ]

.z n
e exponencidla: e* =) 7
[ ] 1 .
[}

3 . q — 1z —1iz
sinus: sin z = 5 (e"* — e™"%),

cosinus: cosz = £ (e’ + e7'%).
Piiklad 6.2. Reste
cosz = 2,
v C.

Pozndmka 6.4. O diferencovatelnosti f(z). Problém muzeme formulovat ndsledovné

f/(ZO) — lim f(z) - f(ZO)

z—2z0 zZ— 20

, 2 =z + 1y,

f(@) = u(z, y) +iv(z, y).

Plat{ tzv. Riemann-Cauchyho podminky :
f'(z0) existuje, prave kdyz plati

(i)
(i)

A dale plati, ze

['(20) = (gz ‘HZE) (70, %0)-

Priiklad 6.3. Md ndsledujici funkce derivaci?
f(z) =y +iz
Piiklad 6.4. Md funkce

f(2) = (&% = y?) + 2ayi

derivaci?
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6.1. Krivkovy integral v C.
Pozndmka 6.5. Kiivkovy integrdl 1. druhu (mélo pouzivany)

/f(z)| dz| = /u(mw)dl—&-i/v(w,y)dl,
c

c c
ziejmé
f(z) = u(z,y) +iv(z,y).

Kiivkovy integral 2. druhu (C je orientovand)

/f(z) dz = /(u(x,y) dz — v(z,y) dy) —I—i/(v(x,y) dz + u(x,y) dx).

C C

Opét definovan pomoci realného kiivkového integralu 2. druhu.

Definice 6.1. (HOLOMORFNf FUNKCE) Funkce f je na A C C holomorfni pravé kdyz (Vz €
A)(f'(z) existuje).

Véta 6.1. (CAUCHYHO INTEGRALN{ VETA) f je holomorfni na A C C, A = A°, C C A kiivka se
stopou v A pravé kdyz integral
JECKE

c

nezavisi na cesté integrace.
Poznamka 6.6. Je-li C' uzaviend a f holomorfni pak fC f(z) dz=0.

Poznamka 6.7. (NEWTONOVA FORMULE) Nechf f je holomrofni na A, 29,2, € A pak
Z1
[ #6) s = Fa) - Feo)
Z0

kde F'(z) = f(2).
Priklad 6.5. Vipocet kiikového integrdlu [, z dz, kde C : o(t) =t + 2it, t €< 0,1 >.
mame

u(ﬂj,y) = I,U(I,y) =Y,

ere(t) = (5,) il = ().
£) (o[ (2) (-

1

1
2/5tdt—|—i/0dt=g.
0

0

Takze nas integral

1
-
0

Piiklad 6.6. Spoctéte integrdl

/f(z) dz, f(z)=y+1—ixz,

c

pomoci Newtonovy formule.
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Vidime, ze
a primitivni funkce

Newtonova formule 6.7 nam pak dava
I=F(—-i)—F(1)=-1.

/ dz , a €C,
Z—a

c
kde C je uzaviend, kladné orientovand, po édstech hladkd kiivka a a ¢ [C].

Priklad 6.7. Spoctéte integral

Vidime, ze

je holomorfnina A C C, a ¢ A.
Rozebereme dva pripady, které mohou nastat.

1) a € Ext C: Tedy a je vné C, pak je f na A holomorfni a

d
/ o
Z—a

c

2) a € Int C: Nenajdeme vhodnou A, kde bychom mohli pouzit Cauchyho integraln{ vétu 6.1.

Poznamka 6.8. Funkce 1

zZ—a

fz) =

maé primitivni funkci
Ing(z — a)
na libovolné mnoziné A takové, ze Ponot C A (zdpornd polopiimka).

Dale k ptikladu...
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