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PREDMLUVA

Toto skriptum pojednava o zakladnich oblastech matematické analyzy funkci (a vektorovych funkci) vice
proménnych. Jen v ném provedena systematicka vystavba celé teorie (ve formatu definic a vét s dikazy) od
pocatecnich definic, pfes analyzu topologickych vlastnosti, diferencialni a integralni pocet az k vysetfovani ex-
trémi a provadéni zamén proménnych v parcialnich diferencialnich vyrazech. Vedle studia funkci zadanych ve
standardnim, tj. explicitnim formatu, je ve skriptech probrano i studium vlastnosti funkci, jez jsou zadany im-
plicitné prostfednictvim jedné nebo vice generujicich rovnic. Z divodu kompletnosti jsou ve skriptu diskutovany
i okrajovéjsi oblasti teorie, jakymi jsou napf. posloupnosti a Fady funkci vice proménnych, taylorovské rozvoje
¢i kfivkové a plosné integrace. Samostatnou kapitolou skript je Gvod do teorie parcialnich diferencialnich rovnic
vyuzivajici metodiku tzv. kanonickych transformaci. V zavéru skript je nabidnuto znaéné mnozstvi prikladi
k samostatnému procviovani aplikaci probrané teorie. Formalnéjsi cast textu je doplnéna o znaéné mnozstvi
komentara, vysvétleni, obrazki i feSenych prikladd s cilem usnadnit ¢tenafi porozuméni zkoumané problematice.




/naceni

Symbol Vyznam
N mnozina pfirozenych Cisel
o) mnozina racionalnich &isel
Z mnozina celych Cisel
R mnozina realnych Cisel
C mnozina komplexnich Cisel
R’ mnozina usporadanych r—tic realnych &isel
R* mnozina kladnych realnych Cisel
R® R® = R* U {0, +00}
R~ mnozina zapornych realnych &isel
Xo X U {0}, kde X je libovolna €iselna mnozina
R* R U {0, o0}
E’ r—rozmérny euklidovsky prostor
fl meN : m<n}
l {meNp : m<n}
A,B,C mnoziny
A,B,C matice
A, B,C vektorové prostory
A, B, ¢ operatory
A, B, € soustavy mnozin
c"(G) tfida v3ech funkci, jez maji na oblasti G spojité derivace az do fadu n
E(G) tfida vsech funkci, jez maji na oblasti G spojité derivace viech fada
1 (x), f(x), " (x) prvni, druha, treti derivace funkce f(x) podle proménné x
F(x) n—ta derivace funkce f(x) podle proménné x
f(t),f(t) prvni, druha derivace funkce f(t) podle proménné ¢
32{ n—ta derivace funkce f(¢) podle proménné ¢
57{( parcialni derivace funkce f(¥X) podle proménné x;
(89_]; smérova parcialni derivace funkce f(x) ve sméru §
d" fu(h) n—ty totalni diferencial funkce f(x) : R+ R v bodé a € R
d”f;(ﬁ) n—ty totalni diferencil funkce f(¥): R"+— R v bodé 7€ R’
U(x), U(x) okoli bodu x
U (x), U} (x) redukované okoli bodu x
U,N sjednoceni a priinik mnozin
cC, % podmnozina a vlastni podmnozina mnoziny
A symetricky doplnék mnozin




Symbol Vyznam

Dom(f) definiéni obor funkce f(¥)
Ran(f) obor hodnot funkce f(x)
f(A) obraz mnoziny A pfi zobrazeni f(¥)
1A vzor mnoziny A pfi zobrazeni f(¥)
f ) vzor jednoprvkové mnoziny {a} pFi zobrazeni f(x)
= priblizné
o amérné
~ ekvivalence mnozin ¢i funkci
A°,A vnitfek, resp. uzavér mnoziny A
bd(A) hranice mnoziny A
der(A) derivace mnoziny A
bT = (b1,by,...,by) radkovy vektor nebo bod prostoru R”
b= (b1,by,...,b))T sloupcovy vektor nebo bod prostoru R”
5;{ k—ty vektor posloupnosti (5”)20:1
by, {—ta slozka vektoru l_;k
Ajj prvek matice A v i—tém radku a j—tém sloupci
A j—ty sloupec matice A
A i—ty radek matice A
AT matice transponovana k matici A
A komplexné sdruzena matice k matici A
At = (A")T hermitovsky sdruzena matice k matici A
I jednotkova (Croneckerova) matice
0ij prvek Croneckerovy matice
det(A) determinant matice A
h(A) hodnost matice A
diag(x1, x2,..., %) diagonalni matice s prvky x1,x2, ..., X, na hlavni diagonale
& = (5?1,5‘2,...,5}) standardni baze v R', tj. e;, = ;
ar komplexné sdruzené Cislo k Cislu a
Lx] dolni cela éast cisla x
[x] horni cela ¢ast &isla x
(0] symbol vymezeny pro obor konvergence
R symbol vymezeny pro polomér konvergence
C symbol vymezeny pro libovolnou realnou konstantu (zejména integraéni)
X f(XB) funkce proménné X's parametrem f3
kartézsky soucin mnozin A a B AXB:={(ab):aeA AN DbeB}




Symbol

Vyznam

sgn(x) funkce signum
(%) vicerozmérna Heavisideova funkce
[X1, %, ..., %] linearni obal souboru vektort
deg(p) stupen polynomu ¢
g@) >0 pozitivni definitnost kvadratické formy
g(x) >0 pozitivni semidefinitnost kvadratické formy
g(x) <0 negativni definitnost kvadratické formy
g(x) <0 negativni semidefinitnost kvadratické formy
g(x) <> 0 indefinitnost kvadratické formy
card(X) kardinalni €islo, resp. mohutnost mnoziny
No mohutnost mnoziny pfirozenych Cisel
N1 mohutnost mnoziny realnych Eisel

@S @)

bodova konvergence funkéni posloupnosti na mnoziné M

M
fu®) 3 f@)

stejnomérna konvergence funkéni posloupnosti na mnoziné M

konvergence podle normy

limnormy,—,co f(%)

limita vzhledem ke konvergenci podle normy

|12

norma vektoru X

)

skalarni soucin vektorti ¥ a i/

My, resp. M) abstraktni, resp. klasickd Lebesgueova g—algebra
pr(X), resp. A(X) abstraktni, resp. klasickd Lebesgueova r—dimenzionalni mira
Ay tfida véech u—méfitelnych funkci
ZL*(E, ) tfida vsech funkci, jez maji integral (.£) ng(x) du(x)
Z(E, ) trida vSech lebesgueovsky integrabilnich funkci pfes mnozinu E pfi mife u(x)
Zy zakladni systém funkci
.Z;; rozsifeny systém funkci
4(G) tfida kvadraticky integrabilnich funkci
Z)(G) tfida funkei, pro néz je integral (£) [ |f(¥)FF dx koneény
IL(G) tfida faktorovych funkci, jez jsou lebesgueovsky integrovatelné na mnoziné G
Ly (G) tfida kvadraticky integrabilnich faktorovych funkci
L,(G) trida faktorovych funkci, pro néz je integral (.£) fG |f(X)P dX konecny
xc(®) charakteristicka funkce mnoziny G C E’
o (x) inverzni funkce
15)9(3?) inverzni zobrazeni
supp(f) nosi¢ (support) funkce f(%)




Kapitola 1

Zakladni topologické pojmy a vztahy
mezi nimi

Podobné jako je tomu u funkce jedné proménné, budou také v avodnich partiich teorie vice proménnych
diskutovany zakladni topologické pojmy (limita, spojitost, resp. jejich alternativy) a vzajemné vazby mezi nimi.
Prednosti spojitych funkci budou poté demonstrovany na sérii tzv. zakladnich topologickych vét, které diskutuji
prenos jistych vlastnosti mnozin z obrazu na vzor, resp. naopak.

1.1 Elementarni charakteristiky funkce vice promennych

Na avod kapitoly bude nutné definovat astfedni pojmy, se kterymi budeme operovat prakticky v celém skriptu.

1.1.1 Umluva a komentar

V celé kapilole je symbol r vymezen pfirozenému Eislu vétsimu nebo rovnému dvéma. Mnoha z vyslovenych
tvrzeni ale z@istavaji v platnosti i pro variantu, kdy r = 1. Doporu€ujeme Ctenafi, aby se nad timto zobecnénim
samostatné zamyslel. Detekce odlisnosti mezi funkcemi jedné a vice proménnych jsou jednim z klicovych tkoni
vedoucich k pochopeni celé problematiky funkce vice proménnych.

1.1.2 Umluva

Symbolem E" budeme rozumét prostor R" usporadanych r—tic realnych Cisel se standardnim skalarnim soucinem

r

(A)s = in]/i/

i=1

1
E" = (R, ([)s, |Ille , 0e(., .)}, ktery se nazyva euklidovskym prostorem, lze tedy povazovat za prostor metricky,
normovany i pre-Hilbertéiv. Navic se zjevné jedna i o tzv. Hilbertiiv prostor, nebot je Gplny vzhledem k metrice
generované popsanym (tedy standardnim) skalarnim soucinem. Nebude-li explicitné uvedeno jinak, budeme
vzdy uvazovat skalarni soucin jako standardni a normu, resp. metriku jako euklidovské.

euklidovskou normou [l := {(X%)s = /Y7, x? a euklidovskou metrikou g.(¥, %) = [I¥ — #||. Prostor

1.1.3 Komentar

Véty 6.3.5 a 6.6.10 ve skriptech [7] nam umoznuji néktera z nasledujicich tvrzeni preformulovat pro obecnéjsi
metrické prostory {R”, g} s obecnou metrikou g (jez je oviem generovana néjakou normou). Navic nam platnost
téchto poznamek umozhuje provadét nékteré dikazy vét uzitim jednodussich metrik, nez je sama metrika
euklidovska. Vime totiz, ze ekvivalence metrik v R” z poznamky 6.4.24 ve skriptech [7] automaticky prenasi
jista (samoziejmé, ze ne vsechna) tvrzeni o metrickém prostoru {R”, g1} na metricky prostor {R’, g2}
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KAPITOLA 1. ZAKLADNI TOPOLOGICKE POJMY A VZTAHY MEZI NIMI

1.1.4 Definice

Necht jsou dana Eisla xi, yx € R* tak, ze —co < xj < Yy < 400 pro k € . Mnozinu I = (x1, Y1) X (x2,2) X - -+ X
(xr, yr) nazyvame otevrenym intervalem v E". Pro Gspornost zapisii budeme také zapisovat I = X _; (xk, Yk)-
1.1.5 Definice

Necht jsou dana cisla xg, yx € R tak, ze —co < x; < yx < +00 pro k € 7. Mnozinu | = (x1, 1) X (X2, y2) X
-++ X {x;, yy) nazyvame uzavienym intervalem v E". Mnozinu H = (x1, 1) X {x2,Y2) X -+ X {X;, Y;) nazyvame
polouzavienym intervalem v E’. Pro Gspornost zapisii budeme také zapisovat | = X _,{xk, yk), resp. H =
Xiee1 Xk, Yi)-

1.1.6 Definice

Mnozinu M C E’ nazveme zvrhlym intervalem v E’, existuje-li uzavieny interval J € E’ tak, ze M® = J°, M = |
aPeMG]

1.1.7 Priklad

Ukazkou zvrhlého intervalu je napfiklad mnozina M = (0,2)?w({0,2) N Q)x{2}, kde symbolika (a, b)" zjednodusuje
zapis kartézského soucinu X _,(a,b).

1.1.8 Komentar

Na tomto misté pfipominame (pro aplnost) nékteré definice z predeslych partii matematické analyzy. Rekneme,
ze mnozina G C E’ je oblasti v metrickém prostoru E’, je-li v E" oteviena a souvisla. Uzavér oblasti pak
nazyvame uzavienou oblasti. Rekneme, ze mnozina K je kompaktni v metrickém prostoru E’, jestlize z kazdé
posloupnosti (3?,1)2":1 prvkil %, € K Ize vybrat konvergentni posloupnost, jejiz limita lezi v K. Navic také (podle
véty 6.7.28 ze skript [7]) v pripadé Hilbertova prostoru plati, Ze mnozina je kompaktni, pravé kdyz je omezena
a uzaviena. Rekneme, Ze mnozina M je souvisla v metrickém prostoru {E, g}, jestlize neexistuji zadné dvé
neprazdné oddélené mnoziny M1, My C E takove, ze My UM, = M.

1.1.9 Definice

Zobrazeni f(¥X) : E" — R, které prvku ¥ z r—rozmérného euklidovského prostoru E" pfifazuje nejvyse jedno
realné &islo f(X), nazyvame funkci r proménnych.

1.1.10 Komentar

Symbol f(¥) tedy znaci bud funkci r proménnych (chapanou jako jediny objekt) nebo jeji funkéni hodnotu ve
specifickém bodé& X. Konkrétni interpretaci je nutno stanovit podle kontextu. V nékterych zdrojich se pro funkci
uziva pouze symbolu f, ale my se v téchto skriptech pridrzime varianty f(%).

1.1.11 Definice
Necht jsou dany funkce f(x) : E" — R, mnoziny A C E', BC R a &islo b € R. Pak definujeme
Dom(f) := {F€ E": f(¥) € R};
fA):={yeR: @¥eA): y=f®);
f(B) =¥ : f(@)<B);
Ran(f) := f(Dom(f));
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1.1. ELEMENTARNI CHARAKTERISTIKY FUNKCE VICE PROMENNYCH

)= ()

a nazyvame po fadé definicnim oborem funkce f(X), resp. obrazem mnoziny A pfi zobrazeni f(X), resp. vzorem
mnoziny B pfi zobrazeni f(X), resp. oborem hodnot funkce f(X), resp. vzorem prvku b pfi zobrazeni f(¥).

1.1.12 Komentar

Poznamka ke znaceni: Zkratky Dom, resp. Ran jsou odvozeny z anglickych ekvivalentti domain, range. Také
dodavame, ze specialné pro A C Dom(f) Ize pro obraz mnoziny A psat f(A) = {f(¥) : ¥ € A}.

1.1.13 Definice
Necht je dana funkce f(¥) : E" — R. Mnozinu

T(f) := {(x1,x2,..., %, y) € E*': ¥ € Dom(f) A y = f(2)] (1.1)

budeme nazyvat grafem funkce f(x). Casto se omezime na M C Dom(f), pak Tn(f) = {(xl,xz,...,xr, y) €
Etl: ¥eM A y= f(J?)} je graf funkce f(¥) na M.

1.1.14 Priklad

Obrégek 1.1

Graf funkce f(x,y) =3+ 5e_%"y7 na mnoziné M a jeji restrikce (3eda
kfivka) na kruznici A = {(x,y) € R*: x2 + y? = 4} (fialova kFivka).

Pro ilustraci zde vykreslujeme graf funkce

2

fx,y)=3+5e 4~

\o|‘,\,

na mnoziné M = {(x,y) € E2: 22 +1? < 16} a pripominame, ze graf Tp(f) funkce f(X) : E — R je
jakousi zobecnénou nadplochou v prostoru E™*1. Kromé samotného grafu zde miizeme upozornit také na jistou
zajimavost hodnou zapamatovani. Oznacime-li totiz

2

2
Y
—+ =< > 20¢,
4+9 1Ax20Ay 0}

A:&nwe#:
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KAPITOLA 1. ZAKLADNI TOPOLOGICKE POJMY A VZTAHY MEZI NIMI

dostavame f(A) = (3 + 5e1,8). Zajimavé oviem je, Ze pro B = (3 + 5e71,8) vychazi
2 2
~1(Ry — 2. X Y
f (B)—{(x,y)eE - + 9 \1},
a tedy f7(f(4)) # A.

1.1.15 Definice

Necht f(¥) : E" — R je funkce r proménnych a Dom(f) jeji definiéni obor. Necht A C Dom(f). Restrikci
funkce f(X) na mnozinu A budeme rozumét funkci f4(X) : A > R definovanou na Dom(fs) = A predpisem

fa@®) = f().
1.1.16 Komentar

Restrikci funkce de facto rozumime zazeni definicniho oboru funkce f(¥) na mnozinu A. Z naseho hlediska
bude nejzajimavéjsim prikladem restrikce omezeni definicniho oboru funkce f(¥) na jednorozmérnou mnozinu.
Konkrétné: je-li funkce f(¥): E" - R definovana na jistém okoli U(2) bodu @ € E’, pak funkce

f(t) = f(allaZ/ e /ai—ll t/ ai+1/ ai+2/ e /ar)
predstavuje restrikci funkce f(X) na jednorozmérnou mnozinu A; = {(a1, 4z, . .., ai-1,t,4i+1, 8iv2, - - -, r) € U@)}.
Viditelné také vzdy plati nasledujici vztah mezi grafy obou funkei: I'(fa) € I'(f).
1.1.17 Definice
Rekneme, ze funkce f(X) : E" = R je omezena na mnoziné M C E/, je-li mnozina f(M) omezena, tj. existuje-li
&islo K > 0 takové, ze pro vSechna X € M plati |f(X)| < K.

1.1.18 Definice

Necht je dano s funkci f1(%), f2(%),..., fs(X) : E > R s definiénimi obory Hy := Dom(fy) C E’. Oznaéme
H = nj_,Hy. Necht je dana funkce ¢(1) : E° > R s definiénim oborem G := Dom(g) C E°. Necht je mnozina

B = f_)_l(G) N H neprazdna. Slozenou funkci (g Of_S(a?) : E" > R rozumime zobrazeni, které prvku ¥ € B
pFifazuje funkéni hodnotu (g o f_j(f) danou predpisem (g Of_))(f) = 9(1(0), fa(%), ..., fs(X)).

1.2 Limita funkce vice promennych

V této sekci predstavime zavedeni pojmu limity pro funkci vice proménnych a také jisté zobecnéné alternativy
k pojmidm limita zleva, resp. zprava, jez byly uzivany v teorii funkce jedné proménné.

1.2.1 Definice

Necht je funkce f(¥) : E" = R definovana na jistém redukovaném okoli UU* (@) bodu @ € E". Rekneme, ze
funkce f(¥) ma v bodé @ (vlastni) limitu rovnou &islu ¢ € R, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro
viechna ¥ € U} (a) plati |f(X) - c| < . Zapisujeme

lim f(¥) = c.

X—a

Uvedeny typ limity se ob¢asné oznacuje jako limita bez privlastku.
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1.2. LIMITA FUNKCE VICE PROMENNYCH

1.2.2 Komentar

K demonstraci definice limity funkce vice proménnych poslouzi nejlépe nazorny obrazek. Uvazme funkci

7
flar, %) = 55+ 770
dvou proménnych a bod @ = (ay,a2). Na obrazku nize klademe @ = (-=1/2,-1/2). Je zjevné, Ze pFislusnou
hodnotou limity je
lim f(x x)—1+e'4ll —1+e'
i T 20 " 20
To plyne z faktu, ze zkoumana funkce je spojita, a to dokonce viude v E2. Podle definice tedy ke kazdému
okoli U,(c) (na obrazku vyznacenému modrou svislou Carou) existuje redukované d6—okoli (ng'(zf) bodu &’ (na
obrazku vyznagené fialové) tak, ze pro jakékoli ¥ € (ng‘(d’) padne funkéni hodnota f(¥) pravé do U.(c). Pro
aplnost dodavame, ze seda oblast vyznacena na zelené plose grafu T'(f) funkce f(¥) predstavuje graf restrikce

funkee fq @)

NI—=
W=l

=0,8224 =: c.

Obrazek 1.2
K demonstraci pojmu limita funkce vice proménnych.

1.2.3 Komentar

Cetné uzivanymi pojmy v teorii funkci jedné proménné byly limita zleva, resp. zprava. S ohledem na skutecnost,
ze defini¢ni obory diskutované v téchto skriptech jsou vicerozmérné, je moznosti, jak se blizit do vybraného
bodu @, podstatné vic. V nasledujici definici tedy vyslovime zajimavé zobecnéni obou vyse uvedenych pojmdi.

1.2.4 Definice

Necht funkce f(¥) : E" > R je definovana na mnoziné M \ {@}, kde M C E" a @ € der(M). Rekneme, ze funkce
f(X) ma v bodé @ (vlastni) limitu vzhledem k mnoziné M rovnou &islu ¢ € R, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje
5 > 0 tak, Ze pro viechna ¥ € ‘llg‘(d’) N M plati |f(X) — c| < €. Zapisujeme

lim f(¥) =c.
YeMX—d

1.2.5 Komentar

To, Ze je bod @ hromadnym bodem mnoZiny M, mimo jiné znamena, ze M je nutné nekoneéna, nebot v kazdém
redukovaném okoli bodu @ musi leZet alespoh jeden dalsi bod mnoziny M.
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1.2.6 Komentar

Podobné jako v poznamce 1.2.2 uzijeme k vysvétleni pojmu limita funkce vice proménnych vzhledem k mnoziné
obrazek.

Obrazek 1.3
K demonstraci pojmu limita funkce vice proménnych vzhledem k mnoziné.

Uvazujeme stejnou funkci i bod jako v poznamce 1.2.2. Za mnozinu M, vzhledem k niz budeme limitu vy3etfovat,

polozime pfimku
M= {(X1,XZ) € EZ P Xp = x1}

(Cerna prerusovana Cara na obrazku). Oznacéime X pranik 6—okoli ‘ng‘(ﬁ) bodu @ a mnoziny M (na obrazku je
mnozina X vyznacena rizové). Graf restrikce funkce fx na mnozinu X je v obrazku vyznacen modrou kfivkou
leZici na grafu I'(f). Zkoumame-li limitu funkce f(x1,x2) vzhledem k mnoziné M, vySetfujeme de facto pouze
chovani funkce f(x1,x2) na definiénim oboru X. Pak pro kazdé okoli U,(c) bodu c lezici v obraze f(X) mnoziny
X existuje 0 > 0 tak, ze pro jakékoliv ¥ z mnoziny X = U} (@) N M lezi pfislusna hodnota prave v Ue(c).
1.2.7 Veta
Funkce f(¥) : E = R ma v bodé @ € E’ nejvyse jednu limitu bez privlastku, resp. nejvyse jednu limitu vzhledem
k mnoziné.

Diikaz:

e necht limg_,z f(¥) = ¢1 a limg_,; f(X) = &2

e pokud pro spor predpokladame, ze c; # ¢y, existuje jisté € > 0 tak, ze

U (1)) N U:(c2) =0 (1.2)
e pro toto ¢ existuje &1 > 0 tak, ze pro viechna ¥ € (ngl(d’) plati |f(¥) — c1] < ¢, coz je ekvivalentni zapisu
f(j)) € U:(cr)
e pro ono zminované ¢ existuje ale také &, > 0 tak, Ze pro vsechna ¥ € ’ngz(ﬁ) plati f(¥) € U.(c2)
e pro 0 := min{6y, 02} tedy existuje X € UY (@) tak, ze f(¥) € Uc(c1) N Uc(c2)

e nalezli jsme tudiz prvek praniku U.(c1) N U.(c2), prestoze vime, ze plati disjunkce (1.2), coz zavriuje
ocekavany spor

e druha verze véty se dokazuje obdobné
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1.2.8 Definice

Necht funkce f(¥) : E" = R je definovana na jistém redukovaném okoli U* (@) bodu @ € E". Rekneme, ze
funkce f(X) ma v bodé @ nevlastni limitu rovnou oo, resp. —co, jestlize pro kazdé K > 0 existuje 6 > 0 tak, ze
pro viechna ¥ € ﬂg(ﬁ’) plati f(¥) > K, resp. f(¥) < —K. Zapisujeme

lim f(¥) = co, resp. lim f(¥) = —co.
X—a X—a

1.2.9 Definice

Necht funkce f(¥) : E" > R je definovana na mnoziné M \ {7}, kde M C E" a @ € der(M). Rekneme, ze funkce
f(X) ma v bodé @ nevlastni limitu vzhledem k mnoziné M rovnou oo, resp. —oo, jestlize pro kazdé K > 0 existuje
6 > 0 tak, ze pro viechna X' € U (@) N M plati f(X) > K, resp. f(xX) < —K. Zapisujeme

lim f(¥) =00, resp. lim f(¥X) = —oco.
YeMX—d YeMX—d

1.2.10 Veta — o dedicnosti limity

Necht f(¥) : E" — R je funkce definovana na mnoziné M \ {a}, kde M C E". Necht N ¢ M a 4 € der(N).
Existuje-li v bodé 4 vlastni, resp. nevlastni limita funkce f(¥) vzhledem k mnoziné M, pak také existuje vlastni,
resp. nevlastni limita funkce f(X) vzhledem k mnoziné N a plati

lim f(@) = lim f(X).
XeM,X—ad

YEN,X—d
e jelikoz @ € der(N) a také N C M, plati zfejmé vztah 7 € der(M)
e Pripad vlastni limity:

— vezméme ¢ > 0

— predpokladem je, Ze existuje 6 > 0 tak, Ze pro viechna ¥ € (ng(d’) N M plati [f(X) — ¢| < ¢, kde
¢ :=limgepy vz f(2)

— jelikoz ﬂg(ﬁ) N N je podmnozinou 7/[;(6?) N M, plyne odsud, ze pro vy3e zvolené ¢ existuje o > 0
(ono zminéné) tak, ze pro viechna '€ U} (@) NN plati |f(¥) —c| < &

— tim je dokazano tvrzeni
e Pripad nevlastni limity:

— ditkaz provedeme pro nevlastni limitu oo, pro pfipad —co je ditkaz analogicky
— zvolme K >0
— predpokladem je, Ze existuje 6 > 0 tak, Ze pro viechna ¥ € U} (@) N M plati f(¥) > K

— jelikoz stale UX (@) N N je podmnozinou U (@) N M, plyne odsud, ze pro vy3e zvolené K existuje
6 > 0 (ono zminované) tak, ze pro véechna X' € U (@) N N plati f(x) > K

— tim je ditkaz zkompletovan

1.2.11 Duasledek

Existuje-li limita funkce f(¥) : E" — R v bodé @' € E’ a je-li rovna €&islu ¢, pak pro libovolnou mnozinu M C ¥/,
pro kterou @ € der(M), plati limgp; 2,7 f(X) = c.
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1.2.12 Dasledek

Ma-li funkce f(¥) : E" > R v bodé 7 € E nevlastni limitu co, resp. —co, pak pro libovolnou mnozinu M c E/,
pro kterou 7' € der(M), plati limgy 7 f(X) = 00, resp. limgeps .z f(X) = —c0.

1.2.13 Komentar

Véta 1.2.10 se svymi disledky se hojné uziva pri vyvraceni existence limity funkce f(¥) v daném bodé 7 €
E’. Pokud jsou totiz nalezeny dvé mnoziny M,N, pro které je @ hromadnym bodem, a pokud plati, Ze
limgep 77 f(X) # limgoy 77 f(X), pak limita bez privlastku existovat nemtize. Ukazeme si v nasledujicim
prikladé, jakym zpiisobem Ize tuto metodu aplikovat v praxi.

1.2.14 Priklad

Ukazme, ze realna funkce
Xy
x2 + 12

flx,y) =

s definicnim oborem R? \ {6} neméd v bodé 0 = (0,0) limitu. Pro k € R definujme mnoziny My = {(x,y) €
R? : y = kx}. Tyto mnoziny tedy predstavuji pfimky v roviné R? prochazejici bodem 0. Funkce f(x,y) se na
mnozinach Mj \ {6} redukuji na konstantni funkce

_k
1+Kk2

fx, kx) =

Tedy jisté

k k
li y =N ,k = = .
oG e oY) = lim f k) = lim == = e

Protoze pro riizna k (tj. pro riizné primky prochazejici pocatkem) jsou tyto limity rtizné, nema funkce f(x,v)
podle véty 1.2.10 v bodé 0= (0,0) limitu. Pro ilustraci zde vykreslujeme graf studované funkce.

Obrazek 1.4
Graf funkce f(x,y) = 5

x2+y2 "

1.2.15 Veta

Vyrok limg_,z f(¥) = ¢ je ekvivalentni vyroku limye_a-0 f(X) = ¢, jenz chapeme takto:

(Ve>0)(30>0): [¥—alleUFO0)=|f(xX)—cl<e.
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1.2. LIMITA FUNKCE VICE PROMENNYCH

Diikaz:
e kvantifikatorova podoba prvniho z vyrokii je (Ve > 0)(36 >0): X¢€ (ng(ﬁ’) = [f(D)-d<eg;
e kvantifikatorova podoba druhého vyroku je uvedena ve znéni véty

e pritom ale plati (pfi aplikaci axiomd metriky a definice metriky indukované normou) sada ekvivalenci
XeUr@ o 0<o,d) <o 0<|¥-al <o

e proto jsou uvedend tvrzeni ekvivalentni

1.2.16 Komentar

Nabizi se nyni otazka, zda nelze hledat limity funkce vice proménnych za pomoci pravidel pro limity funkce
jedné proménné. Jak budeme ilustrovat v nasledujicich vétach, za jistych predpokladii to mozné bude. Nejprve
to ukazeme pro funkci dvou proménnych, kde je ditkaz nejpfehlednéjsi.

1.2.17 Veta — o vztahu dvojrozmerné limity a limit parcialnich
Necht je dana funkce f(x1,%2) : E? - R a existuje U*(a1,a2) C Dom(f). Necht A > 0. Oznaéme
A= ((11 -A,m +A), B= (ﬂ2 - A, a +A).

Necht existuje vlastni limita
lim  f(x;,x2) =c. (1.3)

(x1,%2)—(a1,42)

Necht pro kazdé x; € A existuje
lim f(x1,x2) = @(x1). (1.4)

Xp—p

Potom existuje limita limy, ., @(x1) a plati limy, 4, @(x1) = c.

Diikaz:

e necht je pevné zvoleno € > 0

z predpokladu existence limity (1.3) tedy jisté existuje 6 > 0 takové, ze pro viechna (x1,x7) € 7/1(;‘(5)

plati nerovnost
€

[fx1,22) =] < 5
o diky |x; — ] < % alxy —a| < %, potom (x1,x2) € Us(d), protoze (x1 — a1)? + (x2 — a2)* < 6%

b
\/E’

e tedy plati pro viechna (x1, x2) takova, ze 0 < |x; —aq| < % al<|x—a < nerovnost

[, x) = < 5

e necht n:= min{%,A}

e zvolme nyni x; takové, ze 0 < |x; —a1| <7

e potom podle pravé dokazaného plati implikace 0 < [xp —a3| <1 = |f(x1,x2) - c| <5
e limitnim prechodem x — a pak ziskame nerovnost |p(x1) —c| < 5 < ¢

e pro libovolné x; takové, ze 0 < |x1 —a1| < 1, tudiz plati, Ze |p(x1) —c| < ¢

o plati tedy limy, 4, @(x1) = ¢
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1.2.18 Dasledek

Necht je dana funkce f(x1,x2) : E? — R a existuje U*(a1,a2) € Dom(f). Necht A > 0. Oznaéme
A:(a1—A,a1+A), B:(az—A,a2+A).

Necht existuje vlastni limita

lim f(x1,x2) =c.
(xx1,x2)—>(a1,42)

Necht pro kazdé x, € B existuje
Jim fer,32) = ) (15)

Potom existuje limita limy,—,, P(x2) a plati limy,—,, P(x2) = c.

1.2.19 Komentar

Uvedené dvé véty tedy diskutuji vztah mezi "dvojrozmérnou limitou" a tzv. parcialnimi limitami. Existuje-li
totiz dvojrozmérna limita (1.3) i vnitini limity (1.4) a (1.5), je dvojrozmérna limita rovna Cislu

lim | Fxr, x2) :xlim(lim f(x1,%2)) :xlim(lim flar,x2))-

(xx1,%2) (a1 a2 —a; \xp—ap —ay \x|—a

Takové tvrzeni |ze jisté zobecnit i pro funkce vice nez dvou proménnych. To bude ndmétem nasledujici definice
a véty.

1.2.20 Definice

Necht je dana funkce f(¥) : E" — R a k bodu @ € E" existuje U*(@) c Dom(f). Libovolnou permutaci
(k1,k, ..., k) Eisel z mnoziny # budeme (pro tcely této definice) nazyvat kédem parcialni limity. Cislo

lim (lim ( lim f(f))),
xkl—mkl X —)Elkz Xk, 0k,

2

které bylo vypoéteno postupnou aplikaci r jednorozmérnych limit, budeme nazyvat (pokud existuje) parcialni
limitou funkce f(¥) : E +— R v bodé& @ asociovanou s kédem (ky, ko, ..., k).

1.2.21 Veta — o parcialnich limitach

Necht f(x) : E" — R je funkce, @' € E" a existuje vlastni limita limy_,7 f(x) = c. Necht (k1, kz, . .., k;) je libovolny
kéd. Potom plati

iy ( Jim . tim @)=

Xy 7ky \Xky —>ky Xy = Ay

za predpokladu, Ze je vyraz na levé strané definovan.
Diikaz:

e je proveden opakovanou aplikaci véty 1.2.17

1.2.22 Komentar

Predchazejici véta vlastné rika, ze existuji-li vsechny parcialni limity i limita bez privlastku, pak hodnoty par-
cialnich limit nezaviseji na jejich kédu. Existuji-li naopak dva rtizné kédy, vzhledem k nimz jsou parcialni limity
rozdilné, pak limita bez pfivlastku existovat nemiize. Véta 1.2.21 ma tudiz dvé zakladni vyuziti. Jednak detekuje
moznou hodnotu limity v daném bodé a jednak také miize podobné jako véta 1.2.10 slouzit k vyvraceni existence
limity. Druhy z bodi demonstrujeme na nasledujicim jednoduchém prikladé.
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1.2.23 Priklad

Pomoci véty 1.2.21 ukazme, ze limita

2,2

X+
lim yz 4
@y—00 7 x2+ y*

neexistuje. Snadno nahlédneme, ze

X2 + 12
lim lim y2 5 7= 0,
x—0y—0 xXc+y
kdezto
2442
lim lim yzx 1.

y—0x—0 x2 + y4 B

Podle uvedené véty tedy vysetfovana limita neexistuje, nebot hodnoty parcialnich limit jsou zavislé na kédech.
| zde bude jisté ucelné nahlédnout do prabéhu funkece f(x, y).

Obrazek 1.5
242
Graf funkee f(x,y) = Y* 5.

2yt

Povsimnéme si, ze blizime-li se k bodu (0,0) podle kédu (1,2), je parcialni limitou nula, kdezto blizime-li se k
nule podle kédu (2,1), je parcialni limitou jednicka.

1.2.24 Komentar

V této fazi avodnich Gvah o topologii funkce vice proménnych je namisté shrnout mozné pfistupy k limitovani.
Pro odliseni tfi zakladnich pfistupt (limita bez pfivlastku/limita vzhledem k mnoziné/parcialni limita) bude
ucelné demonstrovat odlisnosti téchto pfistupti na obrazku.
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. Obrazek 1.6 L
Na prvnim obrazku je symbolicky naznacena konstrukce limity bez

privlastku, kdy se do bodu @ = (1,3,2) blizime "ze viech sméri," t].
zmen3ovanim poloméru euklidovského okoli bodu 7. Druhy a treti obrazek
demonstruji pfistup pfi vy€islovani limity vzhledem k mnoziné. V prvém
pfipadé (obrazek vpravo nahore) jde o limitu vzhledem ke kruhu lezicimu
v roviné z = 2, pro né&jz je bod 7 stfedem. Obrazek vlevo dole demonstruje
limitu vzhledem k obecné kfivce ve tfidimenzionalnim prostoru, na niz
bod & lezi (jako jeji hromadny bod). Posledni obrazek symbolicky
nastinuje zpdisob, jakym je vypocitavana limita parcialni.

1.2.25 Komentar

Zajimavou otazkou, jez se dotyka existence limity funkce vice proménnych, je otazka konvergence Ciselné
posloupnosti funkénich hodnot (f(fn));":l, kde (fn);’l"zl je posloupnost bodii z definicniho oboru Dom(f) funkce
f(X) : E" — R. Pritom nas budou zajimat pouze takové posloupnosti (fn);":l, jez konverguji k bodu 4, ale
zaroven jej neprotinaji (v bodé 7 totiz funkce f(¥) nemusi byt obecné definovana). Intuitivné Ize ocekavat, ze

bude-li mit funkce f(¥) v bodé & limitu rovnou c € R, pak kazda takova posloupnost (f(x;))* , kde

> Nn—oo

Xy — ad N (YneN): X, #4,
bude konvergentni a jeji limitou bude pravé ¢islo ¢. O¢ekavame tudiz implikaci
limf(xX)=c = lim f(x,) =c.
¥ n—oo

Rozeberme tuto situaci s pomoci nazorného obrazku 1.7. Modfe je na ném vyobrazena posloupnost bodi (f’n);"zl
z dvojrozmérného definiéniho oboru funkce f(X) takova, jez konverguje k bodu @ (na obrazku éerné), v némz
vySetfujeme limitu, popf. spojitost funkce f(x1,x;). Pfitom zelena plocha reprezentuje graf T(f). Sedé body
na zelené plose grafu odpovidaji bodidm (xy,, Xpn,, f(X4,, Xn,)) @ pro n rostouci nade vSechny meze konverguji k
bodu (a1,42,¢), jez je na obrazku vyobrazen fialové. Je-li funkce f(X) v bodé @ spojita, pak navic

r}g{}o(xm/xﬂzf f(xnllxﬂz)) = (al,llz, f(a1/a2))'
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Citované poznatky budeme nyni sumarizovat v nasledujich vétach.

Obrazek 1.7
llustraéni obrazek k Heineho vété.

1.2.26 Veta — Heineho pro limitu
Necht je dana funkce f(¥) : E" — R a k bodu @' € E’ existuje U* (@) € Dom(f).

e Necht limg_,; f(¥) = c. Potom pro kazdou posloupnost (i), konvergujici k bodu @ € E” takovou, ze
- - ~ <13 4
Xy # d pro vsechna n € N, plati lim, . f(X,) = c.

e Jestlize pro kazdou posloupnost () |, kde X, # @ pro viechna n € N, konvergujici k bodu @ € E’
existuje limy,—,0 f(¥,,), pak je pro kazdé dvé takové posloupnosti stejna a funkce f(x) ma v bodé @ limitu
rovnou této jejich spoleéné hodnoté.

Diikaz:

e Prvni tvrzeni:

necht tedy existuje limg_,z f(X) = ¢

potom pro viechna & > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro viechna X € U (a) je |[f(¥) —c| < ¢

— vezméme nyni libovolnou posloupnost (fn);’l"zl konvergujici k pevnému bodu & € E’ takovou, ze
X, # d pro véechna n € N

— tedy pro viechna 6 > 0 existuje 19 € N tak, ze pro pFirozena n > ng plati o(X,,a) < 6
— dohromady tedy plati: pro jakékoliv ¢ > 0 existuje index ng € N tak, ze pro pfirozena n > ng plati
|f(xX,) — ¢l < &, coz dokazuje tvrzeni, ze limy o0 f(¥y) = ¢

e Druhé tvrzeni:

— necht je dana libovolna posloupnost ()% |, kde X, # @ pro vsechna n € N, konvergujici k bodu

AeFE
— necht je dale dana posloupnost (i/,)°7,, kde , # @ pro véechna 1 € N, konvergujici rovnéz k bodu
ieFE
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— také posloupnost X1, i1, X2, 2, X3, 3, - . . konverguje k bodu @ a zadny jeji prvek se nerovna @

— tedy podle predpokladu ma posloupnost f(x1), f(i/1), f(X2), f(i/2), - - - limitu, oznaéme ji ¢

— kazda vybrana posloupnost musi ale nevyhnutelné mit tutéz limitu

— zbyva dokazat, ze limg_,; f(X) = ¢

— kdyby toto nebylo pravda, existovalo by ¢ > 0 takové, ze pro zadné o > 0 by neplatila implikace
Re @) = | —cl < ¢

— to jest, ke kazdé hodnoté 6 = 1/n by existoval bod X, tak, ze by sice bylo ¥, # @ a (¥, 4) < 1/n,
ale soucasné by bylo |f(¥,) — c| > ¢

— takze by ale zcela jisté neplatilo, Ze lim,—, f(¥;) = ¢, coz je zamysleny spor

1.2.27 Veta
Ma-li funkce f(¥) v bodé 7 € der(M) vlastni limitu vzhledem k mnoziné M, pak je pro n&jaké 6 > 0 omezena

na mnoziné Us(@) N M.

Diikaz:

e postadi vySetfovat omezenost funkce f(x) : E” - R na redukovaném okoli ‘ng(d’), nebot zcela jisté plati,
7e f(@) < oo, pokud @ € Dom(f)

e necht limy 7z f(X) = ¢
e zvolime pevné ¢ > 0

e jelikoz ma zminovana funkce v bodé 7 vlastni limitu ¢, existuje 6 > 0 takové, Ze pro véechna ¥ € (ng(ﬁ’)ﬂM
plati [f(¥) —c| < ¢

e dale |[f(X)| < |f(®) —c| + |c| < € +|c| =: K, &imZ je hledané K z definice 1.1.17 nalezeno

1.2.28 Veta

Necht jsou dany funkce f(¥) : E' — R, ¢(¥) : E' — R, bod @ € E’, pro ktery existuje U*(@) tak, ze
U* (@) c Dom(f) N Dom(g). Necht dale existuji obé vlastni limity limg_,z f(X) = ¢1 a limg_,7¢(¥) = c2. Pak
plati rovnosti

o lime i {(f +8)X) =1+,
o limg (f8)(X) = cico,
o lime s (£) @) =2,
jsou-li vyrazy na pravych stranach definovany.
e Soucet funkei:

— vezméme € > (

— z predpokladu vime, ze k nému existuji &1 > 0 a &, > 0 tak, Ze pro vdechna ¥ € (L(g‘l(c?) je
|f(%) — c1] < €/2 a pro viechna X € (L(g‘z(p?) je |g(®) —cal < €/2

— necht 6 = min{d,, 67}

~ pak pro viechna ¥ € U (@) plati |f(3) + g(3) - (c1 + c2)| < [F(D) — 1] + 3(D) — ol < &

— odtud limg_(f + g)(X) = c1 + 2
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e Soucin funkci:

— uvazujme pfipad ¢ # 0
— pro ¢z = 0 je ditkaz jednoduchy

— podle véty 1.2.27 je funkce f(X) na jistém okoli Us, (@) bodu @ omezend, tedy existuje K > 0 tak,
7e pro véechna X € (ng‘l(ﬁ) plati |f(¥)| <K

— vezméme ¢ > 0

— k nému existuje 6> > 0 takové, e pro viechna X € (L{gz(d’) plati [g(¥) — c2| < 5%
— existuje také 53 > 0 takové, ze pro viechna ¥ € (ngs(ﬁ) plati |f(¥) — c1] < T
— necht 6 := min{61, 07, O3}

— pro kazdeé ¥ € U (d) pak plati

[f@Z@) — 10| = [fDSE® — f@D)ea + fF)ca — crca <

< [f@N18E) = co| + [ea| |[f@) = ¢4 <K Ir:zl2|c|

tedy hmx—>a fg)(f) =12
e Podil funkci:

— pozadujeme, aby limy ,;¢(X) =c# 0
— ukazeme, ze
1
lim — =c! 1.6
¥—d g(}?) ( )
— zbytek ditikazu je pouha aplikace jiz dokazaného bodu 2 této véty
— jelikoz ¢ # 0, existuje jisté 51 > 0 tak, Ze pro viechna ¥ € (ngl(c?) je 2|g(®)] > |c|
2

|

a pro libovolné ¢ > 0 existuje 6, > 0 tak, Ze pro vechna X € (ngz(d’) je 2|g(¥) —c| < ec
— polozme 6 := min{01, 6}

— pro kazdeé x € U (d) pak plati

1 1

g e
tim je dokazana platnost vztahu (1.6)

et 2
22"

g(x¥) —c
cg(®

1.2.29 Komentar

Predesla véta ziistava v platnosti i pro nevlastni limity.

1.2.30 Veta — Bolzanova-Cauchyova podminka pro limitu funkce vzhledem k mnozine

Funkce f(¥) : E' — R ma v bodé @ € der(M) vlastni limitu vzhledem k mnoziné M pravé tehdy, kdyz plati
tvrzeni

(Ve >0)(36>0) (VX Fe Ur@ NM):  |f@ - f@)I <e. (1.7)
Diikaz:

e Prvni implikace:

— necht limgp 2,7 f(X) = ¢
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— zvolme pevné € > 0

— z predpokladu vime, ze existuje 6 > 0 takové, ze
> - € €
(V%7 e U@ N M): f@-d<5 A IfD-c<3

— odsud tedy pro zvolené ¢ existuje zminované kladné 6 tak, ze pro kazda X, i € Uy (@) N M plati série

nerovnosti |f(X) — f()I < |f(X) —c| +|f(H) —cl < ¢
e Druha implikace:

— zvolme pevné € > 0
— dale zvolme 6 > 0 tak, aby tvrzeni (1.7) platilo

— vezméme libovolnou posloupnost (¥,)°°, prvkii z M, kde X, # @ pro viechna 1 € N, konvergujici k
bodu 7 € der(M)

— tedy existuje 19 € N tak, Ze pro pFirozena n > ng plati (¥, a) < 6
— pro m,n > ng a pro Xy, X, € U (@) N M podle podminky (1.7) plati |f(¥,) — f(Xn)| < €

— posloupnost (1), f(¥2), ... tedy spliuje Bolzano-Cauchyovu podminku pro &iselné posloupnosti
(viz [7], véta 1.1.8), tudiz existuje jeji vlastni limita lim,—o f(X},)
— jelikoz jsme ovéili, ze limita lim,, .o f(¥,;) existuje pro jakoukoli posloupnost (i), s vy3e uvedenou

vlastnosti, plati podle Heineho véty 1.2.26, Ze se jeji hodnota rovna limité limg_,z v ()

1.2.31 Disledek — Bolzanova-Cauchyova podminka pro limitu funkce bez privlastku

Funkce f(¥) : E" — R definovana na jistém redukovaném okoli bodu @ ma v bodé & limitu pravé tehdy, kdyz
plati tvrzeni

(Ve >0)(30>0) (Y2 7e UF@):  If@ - @ <e. (1.8)

1.2.32 Veéta — o limité slozené funkce

Necht funkce f;(¥) : E" — R pro i € § maji v bodé @ € der(M) limity ¢; € R vzhledem k mnoziné M. Necht
funkce g(%) : E° — R méa v bodé ¢ = (cy,¢2,...,¢s) limitu vzhledem k mnoziné P C E°, pro niz ¢ € der(P).
Jestlize existuje takové okoli U (@) bodu d, ze pro viechna X € U (@) M plati (f1(3?),f2(3?), .. ,fs(f)) € P\{d),
pak

im (g0 f)(@) = _lim g(y).
xXeM,x—a yeP,j—c
Dijkaz:

e podle predpokladu existuje pro funkci fi(¥) limita limgeps 27 fi(X) = ¢

e tedy pro pevné zvolené 1 > 0 existuji 6; > 0 tak, ze pro véechna X' € U} (@) N M plati
[fi(®) —cil <n (i€?)

e vezméme jesté takové okoli U} (@), ze viechna ¥ € U} (@) N M se zobrazuji prostrednictvim viech funkci
fi(%) mimo bod ¢;

o dale z predpokladu vime, Ze pro libovolné pevné zvolené ¢ > 0 existuje n > 0 tak, Ze pro vsechna

je 7/[;;(8) NP plati |g(y) — bl < ¢, kde b = limyﬂep,yﬁ_”?g(g))

o celkem tedy: pro ¢ > 0 existuje 6 := min{A, 81,02, ..., 0s} zprostiedkované prechodem pres 1) tak, ze pro
vsechna ¥ € U} (@) N M plati

|g(f1(f)rf2(f)r . ,fs(f» - bl = |g(ﬁ) - bl <g,

coz bylo dokazat
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1.3. SPOJITOST FUNKCE VICE PROMENNYCH

1.3 Spojitost funkce vice promennych

Druhym ze zakladnich topologickych pojmii teorie funkci vice proménnych je spojitost. | tento pojem ma svého
predchiidce v teorii funkci jedné proménné a nebude proto obtizné jednodimenzionalni pojeti tohoto terminu
transformovat do vicerozmérné alternativy.

1.3.1 Definice

Necht je funkce f(¥) : E" — R definovana na jistém okoli U(a) bodu @ € E’. Rekneme, ze funkce f(X) je spojita
v bodé a, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro viechna ¥ € Uy(a) plati |f(X) — f(@)| < e.
Rekneme, ze funkce f(¥) je spojita na mnoziné N, je-li spojita v kazdém bod& mnoziny N. Uvedeny typ spojitosti
se ob&asné oznacuje jako spojitost bez priviastku.

1.3.2 Definice

Necht je funkce f(¥) : E” = R definovana na mnoziné M C E’ a @ € der(M). Rekneme, ze funkce f(X) je spojita
v bodé @ vzhledem k mnoziné M, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro viechna ¥ € Us(@) "M
plati |f(¥) — f@) < e.

1.3.3 Komentar

Doporucujeme ¢tenafi, aby rozvazil, ze ani v pfipadé, kdy je mnozinou, vzhledem k niz se spojitost zkouma, cely
definiéni obor, pojmy z definic 1.3.1 a 1.3.2 nesplyvaji. Ztotoznéni obou pojmi nastane, pokud M = Dom(f) a
bod 4 je vnitfnim bodem mnoziny M, tj. @ € M°. Tehdy je totiz splnéno, ze funkce f(¥) je skute¢né definovana
na jistém okoli U(a) bodu a.

1.3.4 Veta

Necht f(¥) : E" — R je funkce definovana na mnoziné M C E" a @ € der(M). Pak f(%) je v bodé& & spojita
vzhledem k mnoziné M pravé tehdy, kdyz existuje limita limg.y; 7,7 f(X) a jeji hodnota se rovna cislu f(a).

Diikaz:

e plyne pfimo z definic 1.3.2 a2 1.2.4

1.3.5 Duasledek
Funkce f(¥): E" — R je v bodé  spojita pravé tehdy, kdyz limy_,; f(¥) = f(a).

1.3.6 Veta — Heineho pro spojitost
Funkce f(x) : E" > R je spojita v bodé @' € E" pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost ()%, konvergujici
k bodu @ plati lim,—e f(X,) = f(A).

Diikaz:

e plyne z Heineho véty pro limitu 1.2.26 a dasledku 1.3.5

1.3.7 Veta — Bolzanova-Cauchyova podminka pro spojitost vzhledem k mnozine

Funkce f(¥) : E" — R je spojita v bodé 7 € der(M) C E" vzhledem k mnoziné M pravé tehdy, kdyz pro jakékoli
¢ > 0 existuje kladné 6 tak, ze pro vSechna ¥, i/ € Us(@) N M plati nerovnost |f(X) — f())| < e.

Diikaz:

e plyne z Bolzano-Cauchyovy podminky pro limitu 1.2.30 a dasledku 1.3.5
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1.3.8 Duasledek — Bolzanova-Cauchyova podminka pro spojitost bez privlastku

Funkce f(¥) : E" — R je spojita v bodé @ € Dom(f) pravé tehdy, kdyz pro jakékoli ¢ > 0 existuje kladné & tak,
ze pro viechna X, i/ € Us(d) plati nerovnost |f(X) — f()))| < .

1.3.9 Veta — o spojitosti slozené funkce
Necht jsou funkce fi(¥) : E" = R pro k = 1,2,...,s spojité v bodé 4 € N;_ Dom(f;) a funkce g(7) : E° = R
je spojitd v bodé &= (f1(d), f2(4), - .., f:(@)), pak funkce (g Of_j(y?) je spojita v bodé 4.

Diikaz:

e podle predpokladu existuje pro vechny funkce fi(%) limita limg_,z fx(¥) =: cx a navic ¢ = fi(d)

e tedy pro pevné zvolené 1 > 0 existuji x > 0 tak, ze pro viechna ¥ € U, (2) plati

fel@-al<n (ke

dale z predpokladu vime, Ze pro libovolné pevné zvolené ¢ > 0 existuje n > 0 tak, ze pro vSechna

¥ € Uy(©) plati |g(5) — g(0) < ¢
podotykame, ze g(c) = limy_,»g(3)) diky platnosti véty 1.3.4

celkem tedy: pro ¢ > 0 existuje 6 := min{0y, 02, ...,0s} zprostiedkované prechodem pres 1 tak, ze pro

vsechna ¥ € Us(a) plati [g(f(X), f2(%), .., () — 2O = 1g()) — g(€)] < ¢, coz bylo dokazat

1.3.10 Priklad

Chceme dokazat, ze funkce f(x,y) = 2xy je spojita v bodé& (0,0). Ukolem je tedy prokazat, Ze pro viechna
¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro viechna (x,y) € %(5(6) splhuji viechny prislusné funkéni hodnoty nerovnost
If(x,y) = f(0,0)] = |f(x,y)| < &. Tvrzeni (x,y) € 7/(5((_))) je pritom ekvivalentni nerovnosti x> + y? < 6°.
Prokazeme nyni, ze polozime-li 6 := +/¢ pro libovolné ¢ > 0, bude definiéni vztah splnén. Uzijeme pFitom
trivialni nerovnosti [2xy| < x? + 2, o jejiz platnosti se Ize snadno presvédcit. Pak tedy, je-li (x,y) € 715(6),
je ziejmé splné&na nerovnost x2 + y? < &2. Tehdy |f(x, y)| = [2xy| < x2 + y? < €. To zavriuje ditkaz spojitosti
funkce f(x,y) = 2xy.

1.3.11 Priklad

Pokusme se rozhodnout, zda je mozno funkci

Yy

—_— 1.
x?+eV—y-1 (19)

f(x/y) =

dodefinovat v bodé (0,0) tak, aby byla spojita v E?. Takovou dodefinovanou hodnotou by mohla byt jediné

limita
X
lim Y

S A 1.10
(oy—0 X2 +e¥ —y—1 (110)

Rozhodnéme, zda existuje. Nejprve budeme studovat parcialni limity zadané funkce. Snadno uréime, ze

lim lim Xy = lim lim a2

A . A———
—0y=0x2+eV—y—1 y-0x—0x2+eV—-y—1

Tento vysledek tedy alohu nefesi. Zkoumejme proto limity vzhledem k mnozinam

M; = {(x,y) €E*: y= kx}.
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Pro né plati

. xy , kx? , 2kx , 2k 2k
lim — = lim = lim = lim = .
ry)—Oxem X2+ eV —y—1 x=0x2+ e —fx -1 x-02x+kek¥ —k  x-02+ k%l 2+Kk2

Jelikoz jsou pfislusné hodnoty zavislé na hodnoté parametru k, limita bez privlastku (1.10) neexistuje. A proto
nemiize byt funkce (1.9) dodefinovana zadnou hodnotou tak, aby byla spojita.
1.3.12 Veta

Necht je funkce f(¥) : E" — R spojitd na oteviené mnoziné G C E'. Pak graf (1.1) funkce f(¥) z definice
1.1.13 reprezentuje r—dimenzionalni nadplochu v prostoru E’.

Diikaz:

e zobrazeni ﬁ(xl,xz,...,xr) : G — E™*! definované predpisem ﬁ(xl,xz,...,x,) = (x1,X2,..., %, f(X)) je
r—dimenzionalni ploSnou parametrizaci

° Ran(ﬁ) je prislusnym geometrickym obrazem

e protoze I'(f) := {(xl,xQ,...,xr,y) EEFY . ¥eGAy-= f(a?)} = Ran(Q), spliuje I'(f) definici
r—dimenzionalni nadplochy v prostoru E"

e pro plné pochopeni ditkazu doporucujeme ¢tenafi redukci tvrzeni na variantu v = 2 a nasledné napojeni na
definice plosné parametrizace, geometrického obrazu plosné parametrizace a dvoudimenzionalni plochy v
prostoru 3D (viz kapitola ¢. 11)

1.4 Zakladni topologické vety

Jedny z prvnich otazek, které je tfeba na Gvod teorie funkci vice proménnych fesit, jsou otazky prenosi jistych
topologickych vlastnosti z obrazii na vzory ¢&i v obraceném sméru. Budeme se tedy napf. ptat, zda otevfenost
definiéniho oboru ziistane po aplikaci zobrazeni f(x) nezménéna. To znamena, formalnéji Feceno, ze budeme
rozhodovat o platnosti nasledujicich tvrzeni: Necht A = A° C E" je mnozina, na niz je definovana funkce f(X).
Za jakych podminek (kladenych na funkci f(x)) bude také obraz f(A) otevienou mnozinou? Lze tuto vlastnost
viibec garantovat? Podobné vzneseme dotaz: Necht B = B® C R je podmnozina oboru hodnot funkce f(%). Za
jakych podminek bude také vzor f~1(B) otevienou mnozinou? Tyto a mnohé dalsi dotazy zodpovi nasledujici
série vét.

1.4.1 Komentar

Mezi tzv. topologické vlastnosti mnozin fadime otevienost, omezenost, kompaktnost, uzavienost, souvislost, €i
oddélenost. Pro pripomenuti definic téchto pojmii doporucujeme nahlédnout do skript [7], popf. do komentare
1.1.8.

1.4.2 Veta — o otevrené mnozine

Vzor oteviené mnoziny pfi spojitém zobrazeni je oteviena mnozina, presnéji: je-li B C Ran(f), B = B° a
f(@) : E > B je spojitym zobrazenim na Dom(f), pak f~1(B) je otevienou mnozinou v E.

Diikaz:

e oznaéme A := f~(B), kde tedy B = B° C Ran(f) je zvolena libovolné

e chceme ukazat, ze i mnozina A je oteviena
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tedy chceme ukazat, Ze pro libovolné pevné zvolené 7 € A existuje U(d) tak, ze U@) C A

ke zvolenému 7 jisté existuje ¢ € B tak, ze f(d) = ¢

jelikoz B je otevrena, existuje € > 0 tak, ze U:(c) C B

pro toto ¢ ale ze spojitosti funkce f(¥) existuje 6 > 0 takové, ze pro vsechna ¥ € Us(d) je
f(@) —cl<e,

coz je ekvivalentni zapisu f(X) € U.(c)

ze vztahu f(¥) € U.(c) C B tudiz vyplyva, ze ¥ € Us(@) C A

nalezli jsme tedy okoli Uys(@) bodu a, které celé lezi v A

a protoze byl bod 7 zvolen v A libovolné, dokazuje to, 7e A = A°

1.4.3 Veéta — o souvislé mnoziné

Necht funkce f(¥) : E" — R je spojitd na souvislé mnoziné M C E’. Necht pro dvé rtiznd 41,4, € M plati
f(@) = c1 a f(@) = ca > c1. Pak funkce f(¥) na mnoziné M nabyva viech hodnot z intervalu {c1, c2).

Diikaz:

necht M C E’ je souvisla mnozina

necht dle predpokladii existuji @1, € M tak, ze (@) = c1 a sou€asné f(@) = ¢z > c1
zvolme ¢ € (c1,¢) a predpokladejme, Ze neexistuje zadné beM takove, ze f(l_;) =c
definujme mnoziny M; = {a?e M: f(®) < c}, M, = {J?E M: f(@) > c}

ob& mnoziny jsou neprazdné, nebot @; € My a @» € M»

diky pfedpokladu pro spor také vidime, ze M U M, = M a navic My N M =0
dokazujme nyni, ze My N M, =0

protoze jisté My N M, = 0, jak plyne z definice mnozin My a M, je dokazovana rovnost ekvivalentni
rovnosti bd(M;) N M, = ()

postaci tedy dokazat, ze hranice mnoziny M; nema s M, zadny prinik
zvolme @ € bd(M;) libovolné

podle jisté véty teorie metrickych prostorii Ize ale zcela jisté do kazdého hraniénimu bodu dokonvergovat
po bodech dané mnoziny (to souvisi s definici hrani¢niho bodu, nebot v kazdém jeho okoli o poloméru
€= %, kde n € N, totiz jisté lezi néjaky prvek dané mnoziny)

v nasem pripadé to znadi, ze existuje posloupnost (fm);’::l prvkil X, € M takova, ze lim,_co X =4
protoze je funkce f(X) podle predpokladii véty spojitd, Ize uzit Heineovy véty

podle ni: limy,—co f(Xn) = f(@)

jelikoz ale (na zakladé zavedeni mnoziny M) jisté f(¥X,) < c pro viechna m, plyne odtud, ze f(4) <c
odtud jiz pfimo plyne, ze @ ¢ My, coz bylo dokazat

tim jsme ovSem nalezli dvé oddélené a zaroven neprazdné mnoziny v mnoziné M, které ji pokryvaji, coz
je zfetelny spor se souvislosti mnoziny M

S
ze vzniklého sporu vyplyva, Ze zmifnované b existuje
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1.4.4 Veta — o kompaktni mnozine

Necht f(¥) : E" — R je spojita funkce a A € Dom(f) kompaktni mnozina. Pak f(A) je kompaktni.

Diikaz:

jelikoz A je dle predpokladii kompaktni mnozinou, lze z kazdé posloupnosti (Zn);":1 jejich prvki vybrat
konvergentni posloupnost, jez ma limitu v A

zvolme libovolnou posloupnost (yx);>; bodd z f(A)
zamyslime dokazat, Ze z ni Ize vybrat podposloupnost, jez ma limitu z f(A)
pro kazdé n € N zvolme ¥, € A tak, ze y, = f(x,)

z posloupnosti (J?n);j’:l vyberme konvergentni podposloupnost (fnk)z‘;l, coz lze diky kompaktnosti mnoziny

A a oznaéme @ := limy_,o Xy,

jelikoz A je kompaktni, je zaruceno, ze 7€ A

z Heineho véty pro spojité funkce (viz 1.3.6) plyne, Ze limy_,o f(¥y,) = f(2)
jelikoz ale 7€ A, je f(a) € f(A)

tim je dikaz zavrsen, nebot jsme ukazali, Ze z libovolné posloupnosti (y,)>, bodt z f(A) lze vybrat
konvergentni podposloupnost (f()?nk));‘;l majici limitu v f(A)
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Kapitola 2

Diferencialni pocet

Po zevrubném zkoumani topologickych vlastnosti funkce vice proménnych pfistoupime v novém oddile k bu-
dovani diferencialniho po¢tu. Budeme se tedy zabyvat definicemi parcialnich derivaci (obyéejnych ¢i smérovych),
ale vystavime také robustni pojem totalniho diferencialu pro funkci vice proménnych. V ramci tohoto oddilu
probereme také zaklady vektorové analyzy pro vektory funkci vice proménnych.

2.1 Parcialni derivace a jejich alternativy

2.1.1 Definice

Necht je funkce f(¥) : E" — R definovana na jistém okoli bodu @ = (ay,a,...,a,) € E'. Potom parcialni
derivaci funkce f(X) podle proménné xy (k € #) v bodé @ nazyvame limitu (pokud existuje a je vlastni)
ai,az,...,0r1,0c + h, a1, ..., 0,) — f(a@
f(d’)—l flar, a k-1, Ok k+1 ) f(ﬂ)'

2.1
h—0 h ( )

2.1.2 Komentar

Na tomto misté radéji upfesiujeme, ze v nékterych jinych zdrojich miize byt pojem parcialni derivace zaveden
nepatrné obecnéji. Na rozdil o pozadavku z definice 2.1.1, aby zkoumana funkce byla definovana na jistém okoli
Uy(@) bodu a@, pozaduji nékteré definice slabsi predpoklad, a sice aby byla funkce definovana pfinejmensim na
mnoziné Us(@) N Ey, kde Ex = {(a1,az,...,ar-1,&, 0541, -.-,0,) € E" 1 & € R} je pfimka rovnobé&zna s k—tou
soufadnou osou prochazejici bodem 7.

2.1.3 Komentar

Parciélni derivace funkce f(X) podle proménné x; v bodé 7 je tedy podle definice 2.1.1 rovna obycejné derivaci
funkce jedné proménné (t) = f(a1,az,...,ar-1,t, k41, - ..,a,) v bodé t = a;. Tedy

Lo =L

(ar).

Vzhledem k tomuto faktu predstavuje parcialni derivovani fakticky obycejné derivovani podle vybrané proménné
Xk, kdy na zbylé proménné x; (j # k) je nahlizeno jako na parametry. Dale poznamenavame, ze definicni vztah
(2.1) je ekvivalentni vztahu

flar, a,..., 461, X, Ags1, - - -, 4r) — £(@)
8xk Xe—ay Xk - ﬂk '

Této rovnosti bylo dosazeno substituci & = x; — ay v rovnosti (2.1).
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2.1.4 Priklad

Uvazme funkci f(x,y) = c:os(\/x2 +y2) definovanou na mnoziné M = (—m, ) X (—7, ). Graf funkce je
vyobrazen na nasledujicim obrazku.

Obrazek 2.8
K demonstraci parcialni derivace.

Pokusme se nyni demonstrovat geometricky vyznam parcialni derivace g—ﬁ(ﬁ) v bodé 7 = (n/4,—V3m/4). V
obrazku je tu€nou Carou vyznacen fez grafu funkce rovinou y = — V37 /4. Timto Fezem je kivka vyobrazena
na obrazku nize.

Obrazek 2.9
K demonstraci parcialni derivace.

e P . : . o S
Hodnotou parcialni derivace a—i(lf) v bodé 7 = (1/4,— V31/4) je tangens orientovaného ahlu a, ktery svira
tecna k citované kivce sestrojena v bodé @'s osou x.

2.1.5 Priklad

Uvazme funkci f(x,y) = 8x?y a vypoctéme podle definice ob& parcialni derivace v bodé @ = (1,3). Podle
definice 2.1.1 plati rovnost
24(1 + h)?> — 24 241> + 48h

o . .
2. @ = lim ———— =lim ——— =48,
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Analogicky
af 8B3+h)—24 . 8h

P B o

2.1.6 Definice

Necht f(x) : E" — R je definovana na jistém okoli bodu @ € E". Necht pro viechna k € 7 existuji parcialni

derivace (%fk(d') (Totélni) derivaci funkce f(X) v bodé @ rozumime vektor

of . of (Lo L
0= @ = (5@, 2@, <*>)
Df

Rekneme, ze derivace 7 Ma urcitou vlastnost (typicky: spojitost, hladkost, pfislusnost ke tfidé € (G) apod.),
maji-li tuto vlastnost vsechny jeji slozky.

2.1.7 Veta — o elementarnich vlastnostech parcialni derivace
Necht f(¥),¢(¥) : E" — R jsou funkce definované na jistém okoli U(a) bodu @ € E". Necht f(¥) a g(¥) maji

parcialni derivace podle proménné x; a necht A € R. Potom plati rovnosti

VD= Lo 3,

aW)(*) A f(*)

ANfg) o  Idf Jg
9%, @) = 8_xk@ g(@) + f(a) a_xk(i)’

Hos@-r@£@
2@

, pokud g(@) # 0.
Diikaz:

e diky poznamce 2.1.3 plyne ditkaz z analogickych vét pro funkci jedné proménné

2.1.8 Veta
of

Ma-li funkce f(¥) v bodé @ € E" parciélni derivaci o pak je v tomto bodé spojitad vzhledem k mnoziné

M= {(a]./aZI e g1, é/ak+1/ o ,ﬂr) € Dom(f) : é € R}

Diikaz:

e na zakladé skute€nosti diskutované v komentafi 2.1.3 Ize uvedenou vétu prevést na odpovidajici tvrzeni
pro funkci Y(&) = f(ay,az,...,a5-1,&, ks, - - -, 4r) jedné proménné &

e a protoze pro funkci jedné proménné plati tvrzeni, ze z existence derivace v bodé a; plyne spojitost v
tomto bodé&, pak to znaéi, ze f(¥) je spojita vzhledem k M
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2.1.9 Priklad

Zatimco pro funkci jedné proménné f(x) : R = R vyplyvala z existence derivace f’(x) v bodé a spojitost funkce
f(x) v bodé a, u funkci vice proménnych je situace znac¢né odlisna. Miize napfiklad nastat situace, kdy funkce
f(@) : E" — R ma v bodé 7 viechny parcialni derivace, ale presto neni v bodé @ spojita. Takovou funkci je
napfiklad funkce

. (x,y) # 6;
y) =4 Y . 2.2
fe9) 0 ... (x,y)=0. (22)

Pro jeji parcialni derivaci podle prvni proménné z definice plati

of 00 _ o
. (0+h)2+0 .
—(0,0) = lim ——— =1im 0 = 0.

8x( ) hl—r% h hl—r%
Podobné také
(9f O(0+i;l)2 —0
20,00 = 1im 2% _jimo=o.
dy h—0 h h—0

Prestoze funkce (2.2) ma v bodé (0,0) derivaci, neni v ném spojita, jak bylo ukazano v prikladé 1.2.14.

2.1.10 Veta — o derivaci slozené funkce

Necht jsou dany funkce f1(X), f2(%), ..., fs(¥) : E" — R, jez jsou spojité v bodé @' € E" a maji v bodé & derivaci,
tj. parcialni derivace podle viech proménnych. Necht je dana funkce g(¥) : E° — R, jez je spojitd v bodé
b= (fl(d’),fz(ﬁ’),...,fs(d’)) a ma v bodé b derivaci, tj. parcialni derivace podle viech proménnych. Necht je

funkce (g Of_S(J?) : E" = R definovana na jistém okoli bodu @. Pak pro libovolné i € # plati

Agof) 98 - 9f
wi@‘;ﬁﬁﬁﬁﬁ (2.3)

Diikaz:

e ditkaz demonstrujeme na prikladu r = s = 2, tedy pro slozenou funkci

& °f3(xlfxz) = g(f1(x1, x2), fax1, x2)) : E2 > R

hledame parcialni derivaci funkce (g o f3(x1,xz) v bodé 7 = (a1,a0) € E?

polozme podle predpoklada b = (i1, @2), falar, a2)) = (b, by)

e 7z definice parcialni derivace vyplyva
Agof 8 @), S, a2) - g(fi(ar, @), fa(ar,a2))
(a1,a2) = lim
(93(1 X1—a X1 —ay

do Ccitatele limitniho zlomku pricteme a zaroven od néj odecteme vyraz g(fi(ai1,a2), f2(x1,a2)), €imz se
posledné uvedena limita rozpadne na soucet dvou limit

3(fix1,02), 1, @) - g(fi(@r,82), o1, 22))
m

ﬁl . X1—=m X1 —mM
g(fi@1,a2), o1, ) - g( filar, a2), folar,02))
ﬁZ = xlll’rt}l X1 —mM
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e pro prvni z nich plati (po rozsifeni jednickou)

b= 1 g(f1(x1,a2),f2(xllaz)) —g(fl(ﬂ1,a2),f2(x1,ﬂ2)) fi(x1,a2) — fi(a1,a2)
1 .= 11m

x>0y fi(x, a2) = fi(ar, a2) X1 =1
e zatimco ve druhé ¢asti této limity snadno rozpoznavame parcialni derivaci

lim fi(xy,a2) = f1(a1, a2) _ g_ﬁ@

X1—= X1 —ay

7

pri vypoctu druhé casti vyuzijeme nejprve faktu, ze funkce fo(x1,x2) je z predpokladi véty spojita, a poté
jiz snadnou substituci urcime, ze

g(fl(x1,a2),f2(x1,a2)) - g<f1(a1,a2),f2(x1,a2))

xXi—; filxy,a2) = f1(a1, a2) -

C 8(AG), @) - g(A,m), Hlare) :::_fl(’”’””_ﬁ(“”“”
= FiCer, a2) — fian, ) =| = ) -
by = fo(a1,a2)
g +1,b2) —g(B) _ Ig -

= jim 7 =350

tedy

1= f()%(7

analogicky pro 8> plati
8(filar, @), fo(x1,82)) = g(filar, @), fo(a1,32)) fy(xy,a2) — folar,a2)

pa = X{il)rf}l fa(x1,a2) — fa(ay, a2) X1 — M -
3g -, 8f2
550 5@
e odtud tedy
9(8 f ) o 3fz
,a b) =+ b -
(a1,a2) = f 23 )5 (7 f 22 (@) (7
e podobné by se dokazala rovnost

3(8 f) fl(—)) fz(j

af

(a1,02) = 25-)

3f
2.1.11 Komentar

Predchazejici véta je zobecnénim véty o derivaci slozené funkce pro funkci jedné proménné. Ta fika, ze mame-li
zadanu funkci f(u) s nezavisle proménnou u a tato zavisi na jiné nezavisle proménné x podle predpisu u = u(x),
pak pro derivaci funkce f(x) podle nové proménné x plati (v ponékud neformalnim zapise)

df _ df du

dr ~ dudx’
Uvazme nyni vicerozmérnou analogii. Mé&jme funkci f(u, v, w) tfi nezavisle proménnych u,v,w a tyto necht
zaviseji kazda na dvou dalsich nezavislych proménnych x, y podle predpist u = u(x, y), v = v(x, y) a w = w(x, y).
Pak napt. pro parcialni derivaci funkce f(x, y) podle nové proménné y plati podle predchozi véty vztah

of _ofou  df v of ow
dy Judy Jdvdy Jway’
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2.1.12 Definice

Necht je funkce f(%) : E" — R definovana na jistém okoli bodu 7 € E" a k € N\ {1}. Pak k-tou parcialni derivaci
funkce f(¥) v bodé @ podle proménnych x; , xi,, ..., x;, (v uvedeném poradi) rozumime nasledujici hodnotu (je-li
definovana)

" J !
Ixi, Ox; : ox; @ := ox;, (ax‘ ox; fc?x' )(E)'
i19Xiy « - - OXjy ik 19Xy « - - OXjy

k—lf

———=—— nahlizeno jako na funkci proménné ¥.
ax,'lax,'z...axik_l :

kde je na symbol

2.1.13 Definice

Necht je dana funkce f(¥) : E" — R a necht existuji viechny jeji parcialni derivace druhého Fadu (95,2—3{%(&?) v
]
bodé 7 € Dom(f). Pak matici

Hg := (ax]aj;k(*))

budeme nazyvat Hessovou matici funkce f(JE’) v bodé 4. Tj. prvkem Hessovy matice vyskytujicim se na j—tém

k=1

radku a k—tém sloupci je parcialni derivace a o (d) Determinant Hessovy matice budeme nazyvat hessidnem.

2.1.14 Definice

Necht G C E’ je otevfenou mnozinou a f(¥) : E" R je funkci r proménnych definovanou na mnoziné G.
Rekneme, Ze funkce f(X) je tridy €™ na mnoziné G a oznacime f(x) € ¢"(G), jestlize pro libovolnou kombinaci
indexil 1,1y, ...,i;, z mnoziny f1 je parcialni derivace

a'f
8x1’18x1’2 ce axin

spojita v kazdém bodé mnoziny G. Rekneme, ze funkce f(X) je tfidy € na mnoziné M a oznadime f(¥) €
©*(G), jestlize vsechny parcialni derivace (tj. derivace viech fadi) funkce f(¥) jsou spojité v kazdém bodé
mnoziny G. Funkce tfidy €*°(G) nazyvame také hladkymi funkcemi na G.

2.1.15 Komentar

Mnozina G C E’ z predeslé definice je volena jako oteviena kviali tvaru definice 2.1.1, kde je pozadovano,
aby (ma-li existovat alespon teoretickd moznost, ze v daném bodé existuje parcialni derivace) s danym bodem
patfilo do defini¢niho oboru funkce také néjaké okoli tohoto bodu. To lze ale zaruéit pouze u oteviené mnoziny.

2.1.16 Komentar

Byva zvykem napf. parcialni derivaci
Pf
8x4ax4ax4
oznacovat souhrnnym symbolem
Pf
8xi'

Derivace takového typu nazyvame €asto nesmiSenymi. Zajimava vlastnost smisenych derivaci je demonstrovana
na nasledujicim pfikladé. Uvazme napf. funkci

flx,y) = y2 + arctg(xy2).
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Jelikoz 5 ) 5
2
of v U _y, BV
ox  1+x%y* Ay 1+ x2y4

je snadné ukazat, ze
Pf of oy - x2yt Pf of oy L — 2yt
axay 8y ox y(l + x2y4)2’ 8y8x 8x dy (1 + x2y*)2’

Tato shoda mezi odpovidajicimi smisenymi parcialnimi derivacemi neni nahodila, nybrz za jistych okolnosti
zakonita. Vyslovime a dokazeme nyni vétu o této shodé.

2.1.17 Veta — o zamene smisenych parcialnich derivaci druhého radu

Necht pro i, j € 7 existuji na jistém okoli bodu @’ € E parciélni derivace af f funkce f(¥) : E" > R. Necht je

g 2 .y . - . P
parcialni derivace Waij spojita v bodé @. Potom existuje také ngi v bodé @ a navic plati

*f ’f
Ix;0x; ox ]8x1

(@) = (@)
Dijkaz:

e diikaz véty predvedeme pro variantu funkce dvou proménnych

e oznalme pro prehlednost zapist
of of
fl(f)) - 8x1 (f)/ fZ(J?) - axz('f)

_Pf 9
flz(f)—m(f)f (%) = Txad

@

e méli bychom nejprve ukazat, ze existuje limita

lim faar + h,az) — fa(ay, a2)
h—0 h

a ze jeji hodnota je rovna fi,(a)
e z existence parcialni derivace f>(@) vyplyva, ze

folar +h,a2) = folar,a2) lim flar +h,a + k) = f(a1 + h,a2) — f(a1,a2 + k) + f(a1,a2)

h k—0 kh

e oznacme
flar +h,ap + k) — f(ar + h,a2) — f(a1, a2 + k) + f(a1,a2)

F(h, k) := =

e mame tedy dokazat, ze
lim(lim F(h, k)) = fi2(@
hli%(kli% (1, 5)) = fia(@)
e z predpokladii véty plyne, Ze limita limy_oF(h, k) existuje pro jakékoliv i vyhovujici pro jisté 6 > 0
nerovnosti 0 < |h| < 6

e podle véty 1.2.21 tudiz staci dokazat, ze existuje dvojna limita

li F(h, k) = .
(k)00 JA0,£0 (h, k) = f12(a) 24)
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e zvolme tedy k € U (0) a h € UF(0) a polozme @(x1) = f(x1,a2 +k) — f(x1,a2)

pak podle Lagrangeovy véty o prirlistku funkce jedné proménné existuje ®; € (0,1) tak, ze plati

_@lar+h) @) _ ¢'(a1+0:h)  filar +O1h,az + k) — fi(ar + O1h, a2)
Fr, k) = hk B k B k

oznacme P(xz) := fi(a; + O1h, x2)

jelikoz funkce fi(X) existuje na okoli bodu @, plati podle Lagrangeovy véty o prirtistku také
F(h, k) = ¢’ (a2 + ©2k) = fia(a1 + O1h, ay + Osk),

kde ®; € (0,1)

e ze spojitosti funkce fi2(X) plyne, ze

li F(h, k lim + O1h,a, + Ok
(k,h)—>(0g)r}<¢0,h¢0 (k) = (k1)—(0,0), k0,10 o a2 k) = fi2(@)

tim je vztah (2.4) dokazan

2.1.18 Dasledek — o zamene smisenych parcialnich derivaci vyssich radii

Necht funkce f(¥) : E" — R ma na jistém okoli U(a) bodu @' € E" spojité viechny parcialni derivace az do radu
k € N\ {1} v€etné. Potom tyto derivace nezaviseji na poradi derivovani.

2.1.19 Veta — o Hessové matici

Necht je dana funkce f(¥) € €*(G), kde G C E je oblast. Pak pro kazdy bod @ € G je Hessova matice H;
realna, symetricka, a ma tudiz realné spektrum, tj o(Hz) C R.

Diikaz:

e symetrie Hessovy matice je snadnym dasledkem tvrzeni 2.1.18

o realnost spektra o(IHz) pak plyne z uciva linearni algebry

2.1.20 Definice

Necht § je nenulovy vektor z vektorového prostoru E’. Necht je funkce f(¥X) : E" — R definovana na jistém
okoli bodu @ € E'. Pak parcialni derivaci funkce f(¥) v bodé @ ve sméru § rozumime limitu (pokud existuje a
je vlastni)

of o J@HhS) — f@)

%0 = ||sﬂ| i h

2.1.21 Komentar

Na tomto misté radéji upfesnujeme, ze v nékterych jinych zdrojich miize byt také pojem smérové (parcialni)
derivace zaveden obecnéji. Na rozdil od pozadavku z definice 2.1.20, aby zkoumana funkce byla definovana
na jistém okoli Us(@) bodu @, pozaduji nékteré definice slabsi predpoklad, a sice aby byla funkce definovana
pFinejmensim na mnoziné Uy(d@) N Eg, kde Ex = {(a1 + $1&,a0 + $2&,...,a, +5,&) € E' : & € R} je primka
rovnobé&zna s vektorem § a prochazejici bodem 4.
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2.1.22 Lemma

Necht § je nenulovy vektor z vektorového prostoru E a ¢ # 0. Necht pro funkci f(¥) : E" - R existuje v bodé
@ parcialni derivace ve sméru 5. Pak plati

of
9(cs)

@ = sgn(0 2@,

2.1.23 Lemma — o vztahu smerové a parcialni derivace
Necht je dana funkce f(¥) : E" - R a bod @ € E". Potom pro libovolné k € 7 a libovolné ¢ > 0 plati

of of
d(c ek) @ = 8xk(ﬂ)

kde & je k—ty vektor standardni baze v R”, pokud alespon jedna z uvedenych parcialnich derivaci existuje.

2.1.24 Komentar

Diskutujme nyni geometricky vyznam smérové parcialni derivace v bodé @. Graf funkce
L) = {122, %, y) € E¥1: 2 Dom(f) A y = (3) (2.5)

predstavuje podle véty 1.3.12 zobecnénou plochu (nadplochu) v prostoru E™*! nad defini¢nim oborem Dom(f) C
E’. Provedeme-li v bodé (@, f(@)) € T(f) fez této plochy rovinou, jez je kolma k roving, v niz lezi Dom(f) C
E’, a rovnobézna s vektorem 5, obdrzime krivku prochazejici bodem (al,az,...,ar,f(ﬁ)) € I'(f). Hodnota
smérové parcialni derivace v bodé 7 pak predstavuje tangentu orientovaného ahlu, ktery svira tec¢na v bodé
(a1,a2,...,a,, f(d@)) ke zminéné kFivce s rovinou, v niz lezi definiéni obor. Popularné Fe(:eno stojime-li na grafu

funkce f(x) nad bodem & definiéniho oboru a zamyslime-li jit smérem §, pak hodnota L?)Je mirou pro stoupani
¢i klesani zamyslené trasy.

PO NN VRNV

Obrazek 2.10
K demonstraci smérové parcialni derivace.

Pokusme se vyse uvedené poznatky demonstrovat na konkrétnim pripadé. Budeme tedy hledat smérovou par-
cialni derivaci funkce

f(x, y) = cos(/x2 + 1?)
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v bodé @ = (V271/36, V271/36) ve sméru §'= (1,1). Na grafu funkce z = f(x, y) vyznacme Fez rovinou x—y = 0.
Jde o rovinu, jez prochazi bodem 4, je kolma k roviné z = 0 a jeji Fez v roviné z = 0 je pfimka se smé&rovym
vektorem §. Zminény fez je vyobrazen na obrazku niZe. Pfipominame, Ze vodorovnou osou je vzhledem ke
zptisobu provedeni Fezu pfimka {(x,x) : x € R} se smérovym vektorem § = (1,1). Hodnota hledané smérové
parcialni derivace je na obrazku predstavovana tangentou orientovaného thlu «, ktery svira tecna ke grafu
funkce sestrojena v bodé (a1, a2, f(a1,a2)) uvedeného fezu a smér §.

(5,:8)=(L.1)

sg/'

N
.

Obrazek 2.11
K demonstraci smérové parcialni derivace.

2.1.25 Priklad

Necht je dana funkce

f(x/ylz) = y ’

smér §=(2,2,1) a bod @=(1,1,0). Vypoctéme smérovou parcialni derivaci funkce f(x,v,z) v bodé 7 ve sméru
§. Ztejmé plati @+ h$'= (1 + 2h,1 + 2h,h), a tedy podle definice 2.1.20 dostavame

J 2,0 h_
—J:(l, 1,0) := _r lim1 d+2nye 2h)e —1| = lim (+2h)e" -1 =1.
05 m h—0h 1+2h h—0 3h

Graf funkce f(x,y,z) tedy stoupa v bodé& (1,1,0) ve sméru §'=(2,2,1) po ahlem 45°.

2.2 Zaklady vektorové analyzy

V mnoha praktickych aplikacich je nanejvys vyhodné pracovat s tzv. s—dimenzionalnimi funkcionalnimi vektory,
tj. s vektory, které méni svoji podobu v zavislosti na poloze bodu v r—dimenzionalnim defini¢nim oboru. Maizeme
je proto s vyhodou reprezentovat usporadanou s-tici funkci  proménnych. Hodnoté argumentu ¥ € E’, pak Ize
prifadit konkrétni hodnotu vektoru f_za?) = (i(X), (%), ..., fs(¥)), podobné jako u bézné funkce. V takovém

pripadé hovofime o vektorovych funkcich, popt. funkénich (funkcionalnich) vektorech, a znacime f_ff) :E' > E°.

2.2.1 Definice

Necht jsou dany funkce f1(%), f2(X),..., fs(X) : E" > R. Funkénim vektorem (vektorem funkci) f_fa?) nazyvame

zobrazeni z B do E° definované predpisem f_ff) = (f1(®), (), . .., fs(X)). Rekneme, ze funkéni vektor f_ff) ma
jistou vlastnost (typicky: existenci limity, spojitost, existenci parcialni derivace, existenci totalniho diferencialu,
hladkost, pfislusnost ke tfidé " (G) apod.), maji-li tuto vlastnost viechny jeho slozky.
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2.2.2 Definice

S
Jacobiho matici funkéniho vektoru f(¥) : E' > E° v bodé 4 € E’ rozumime matici

DA o W A
DX dxy oxy °°° Ox,
D, b kb

f D(fllfz" fs DX _ dx1 dxp T dxy
279~ Do 1o, x,)ﬁ S@= T @

Dfs ofs 9 I
DX dx; dxp T Odxy

Determinant Jacobiho matice (pokud je definovan, tj. pokud s = r) nazyvame Jacobiho determinantem (jaco-
biznem) funkéniho vektoru f(xX). Rekneme, ze Jacobiho matice ma jistou vlastnost (typicky: spojitost, hladkost,

prislusnost ke tridé € (G)), maji-li tuto vlastnost viechny jeji prvky.
2.2.3 Definice

Hamiltonovym operatorem (nabla operatorem) rozumime zobrazeni z mnoziny vSech funkci f(¥) : E" — R, jez
maji na oblasti G C E” viechny parcialni derivace prvniho fadu, do mnoziny vsech funkénich vektort definované

symbolickym predpisem
_(2 2 9
C\dxy  Ixy T 9, )

2.2.4 Definice

Necht jsou dany funkce f(¥) : E" — R a funkéni vektor f()?) : E" — E’, pro néz v oblasti G C E" existuji
vechny nize zminéné parcilni derivace. Gradientem funkce f(X) na mnoziné G rozumime funkéni vektor

grad f(7) = (—fm L, f(*))

. , ~ ’, = -~ ~ ’ .
Divergenci funkéniho vektoru F(X) na mnoziné G rozumime funkci

divE(®) := Z i k(7

2
Laplacidnem rozumime zobrazeni, které funkci f(X) pfifazuje funkci Af(¥) := Y, ZTJ; a funkénimu vektoru
k

E(®) vektor AE®) = (AFy(D), AF2(), ... ., AF,(?)).

2.2.5 Definice

Necht je dan funkéni vektor é(}?) : B3 > E3, pro néjz v oblasti G c E23 existuji viechny nize zminéné parcialni
-
derivace. Rotaci funkéniho vektoru G(X) na mnoZiné G rozumime funkéni vektor

8G 8G dG
3 ( 7) - 202 1

rot 6(7) = 20, 9280 - G20 520 - 520

2.2.6 Komentar

Pravé zavedené zakladni operace vekt_E)rové analyg)y mohou byt symbolickou aplikaci nabla operatoru zjednoduseny
do formatd grad f(¥) := Vf(%), divF(%) := (V|E()), resp.

- - -
€1 €2 €3
- -
— — d d d
rot G(¥) := V X G(¥) = det = = = |

Gi1(¥) Go(¥) Ga(®)

41



KAPITOLA 2. DIFERENCIALNI POCET

kde € = (1,0,0),& = (0,1,0) a & = (0,0,1) jsou jednotkové vektory standardni baze prostoru E3. Podobné
také (symbolicky): Af(¥) := (VF(@)|Vf (X)), nebo vyrazné neformalng A = V2.

2.2.7 Definice

Rekneme, ze funkce f(®) : E" > R je harmonickd na mnoziné G C FE/, jestlize f(¥) € ¥?(G) a pro viechna
¥ € G plati rovnost Af(¥) = 0.

2.2.8 Definice

Rekneme, ze funkce f(@) : E" > R je superharmonicks na mnozing G C F', jestlize f(¥) € €?(G) a pro viechna
X € G plati rovnost Af(¥) < 0. Rekneme, ze funkce f(¥) : E" > R je subharmonicka na mnoziné G C F',
jestlize f(X) € €2(G) a pro véechna ¥ € G plati rovnost Af(x) > 0.

2.2.9 Veta — o zakladnich rovnostech vektorové analyzy

Necht jsou dany funkce f(¥) € €*(G) a vektory funkci F®@), G(X) € €2(G), kde G C E? je libovolna oblast. Pak
na mnoziné G plati rovnosti

o grod 0 = 2

rot grad f(¥) = 0;

div rot £(®) = 0;

div gradf(¥) = Af();

rotrot F(X) = grad divE(x) — AF(3);

div(F(®) x G(®)) = (G rot F(D)) ~ (F() [rot G(®));
o div(f(®) F®) = f(2) divE®) + (F() | grad £(7)).

Diikaz:

e prokazani platnosti uvedenych rovnosti vektorové analyzy budeme demonstrovat na ditkazu druhého bodu

e snadno nahlédneme, ze
& & &
rotgrad f(¥) := V x grad f(¥) = det 8%1 % 3%3 —
of 9f If
dx1  Jdx; Ox3
B aZf 82f ' aZf aZf . aZf 82f

T\ Ox39xs  Oxadx3  dx10x3  Ixzdxy Oxadx;  9x19x)

) =(0,0,0)

e posledni rovnost plyne z prislusnosti funkce f(xX) do tfidy ¢(G), kde je podle diisledku 2.1.18 zaruéena
zaménnost odpovidajicich si parcialnich derivaci

2.3 Totalni diferencial

V nasledujici sekci se budeme snazit dat zminované zakladni pojmy diferencialniho poctu do souvislosti s
topologickymi vlastnostmi z prvni kapitoly. Budeme pfitom mit na zfeteli vysledek prikladu 2.1.9, ktery zjevné
prokazal, Ze ani existence totalni derivace neni garantem spojitosti funkce vice proménnych. Bude tedy tfeba
nalézt silngjsi alternativu k pojmu parcialni derivace. Takovou alternativou bude pojem totalniho diferencialu,
o jehoz sile se pfesvéd¢ime za malou chvili.
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2.3.1 Veta — o prirtstku

Necht funkce f(¥) : E" = R ma na otevieném intervalu I = X_,(ax, fx) totalni derivaci. Potom pro viechna
%, i € I existuji body 51,52, . ..,5, € I tak, ze plati

Lof o
f@) - f@) = Z 8_3{(&) (xi = i)
i=1 !

e dikaz budeme demonstrovat (bez Gjmy na obecnosti) na pfipadu r = 2, kdy I = (a1, f1) X (a2, f2)
e necht ¥ = (x1,x2) a ¥ = (y1,42)
e zcela bez jakychkoliv pochybnosti plati formalni rovnost

f) = () = fx1,x2) = f(y1,x2) + f(y1,%2) = f(y1, 12)

e definujme pro t € (x1, y1) funkci P1(t) = f(t,x2) a pro t € {x, y2) funkci Pa(t) = f(y1,t)
e pak (), Pa(f) jsou na svych definicnich oborech spojité (viz véta 2.1.8) a maji tam derivace %(t, x2),
d
resp. a_;;(ylz t)/

e podle Lagrangeovy véty o pririistku (aplikované oddélené na funkce 11(t) a o(t)) tedy existuji Cisla
m € (x1,y1) a N2 € (x2,Y2) takova, ze

P1(x1) = Pi(yr) = Yi(m) (1 = y1),  Pa(x2) = Pa(y2) = Po(12) (x2 — y2)
e dostavame proto

f@) = £() = Pa(x1) — Pa(y1) + Pa(x2) — Pa(y2) = P1(m) (x1 — y1) + P5(2) (x2 — y2) =

_9f f
= a—xl(m/xﬁ (x1—y1) + 8—xz(ylr772) (2 = y2),

- -

tj. za body 51,52 z tvrzeni véty staci volit body &1 = (171, x2) a 52 = (y1,12), které zfejmé patfi do I

2.3.2 \Veta

Necht je pro funkci f(¥) : E” — R splnén alespon jeden z predpokladii: 1) f(¥) ma na jistém okoli U(@) bodu @
totalni derivaci, ktera je na U(a) omezena; 2) f(¥) ma na jistém okoli (@) spojitou totélni derivaci. Pak f(X)
je v bodé 7 spojita.

Diikaz:

e nejprve prokazeme prvni z obou tvrzeni

e funkce f(¥) : E — R ma podle predpokladii na okoli U(@) bodu @ vlastni parcialni derivace prvniho fadu
podle vsech proménnych

o v okoli U(d) jisté lezi n&jaky otevieny interval tvaru I = X _;(ax, i), a lze tudiz uzit véty o prirdstku
2.3.1

. ~ - -
e v ni polozme i =4
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e pro ¥ € U(A) tedy existuji el (i €7) tak, ze
f@) - f@ = Z 5 (€ (i =)

e z omezenosti derivace na U(a) plyne existence ¢isla K > 0, pro néjz a véechna ¥ € U(@) a i € 7 plati

8x, é)}<K

tedy

f@ = f@ <K Y I —ail =K o1 (%,4),
i=1

kde g1 je sitova metrika

pro viechna X, pro nez 1(X,d) < &, tedy pfi 6 = £, je |[f(X) — f(@)| < ¢, coz diky ekvivalentnosti metrik v
R" (viz pozndmka 1.1.3) dokazuje pozadovanou spojitost funkce f(¥) v bodé @

druhé z dokazovanych tvrzeni plyne po aplikaci véty 1.2.27 z faktu, Ze funkce spojitd v @ (a definovana
na n&jakém okoli bodu 4) je jistém U(a) nutné omezena, a ditkaz se proto prevadi na bod €. 1

2.3.3 Definice

Necht funkce f(¥) : E" — R je definovana na jistém okoli bodu @ € E’. Totalnim diferencislem funkce f(¥) v
bodé& 4 nazyvame linearni funkci df;j(ljl)) tvaru

T

df{?(]:l)) = Z aih;,

i=1

kde 1 = (h1,ha, ... hy) € UO) C E" a a; € R (i € 7), pro niz plati

r

f@+hy - f@ =Y aii+ne), (2.6)
i=1
pricemz
lim l_{l) =0. (2.7)
-0 ||h]|

Jestlize takova funkce s vlastnostmi uvedenymi vySe existuje, fikime, ze funkce f(X) md v bodé @ totalni

diferenciil nebo ze je v bodé @ diferencovatelns. Nezavisle proménnou hy (k € #) vystupujici ve funkci df;(l_z))
budeme nazyvat k—tou diferenci.

2.3.4 Komentar

Nezavisle proménnou 11 z definice totalniho diferencialu byva zvykem oznacovat také d¥ a jeji slozky (diference)
hy symboly dxi. Z kontextu definice vyplyva, ze hodnota dxy predstavuje odchylku (smérové orientovanou)
k—té souradnice libovolného bodu X od k—té souradnice bodu @, v némz totalni diferencial vysetfujeme, tedy
dx; = x; — a. Dale povazujeme za dulezité pfipomenout ekvivalenci rovnosti

I
im0 o 1)
-0 il =0 il

=0.
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2.3.5 Komentar

V nasledujicim textu vyslovime jednu ze zakladnich vét diferencialniho poctu funkce vice proménnych. Dokazeme,
Ze roli garanta spojitosti pfevezme pro funkci vice proménnych praveé totalni diferencial. A navic také prokazeme,
7e kazda funkce ma ve vybraném bodé 7 nejvyse jeden totalni diferencial, tj. Ze koeficienty ay v definici 2.3.3
jsou uréeny jednoznacné. Toto sdéleni je obsahem nadchazejici véty.

2.3.6 Veéta — o koeficientech totalniho diferencialu

Necht funkce f(¥) : E" — R ma v bodé @' € E" totalni diferencial }.;_; axhi. Pak pro koeficienty o totalniho
diferencialu 2.3.3 plati

)
ag = a—i;@, (k € 7).

Diikaz:

e v definici 2.3.3 volme pro acely tohoto diitkazu h= t &, kde € reprezentuje k—ty vektor standardni baze
v R’

e dostavame tak sadu rovnosti

’f(ﬂ+f€;<)—f(¢?) _ak‘ f@+té) - f(@ —Zaiéik

_Inté)l _ In(tf’k)l (2.8)
It| It €kl

@+té) - f@ 1y
f n f ~ 7 ajtey,

i=1

e poznamenavame pro Gplnost, Ze v predeslych Gvahach bylo vyuzito kromé jiného také definice normy

e prava strana rovnosti (2.8) ma podle definice 2.3.3, resp. podle vztahu (2.7) pro t — 0 limitu nula

proto tedy

T+tE) - té . i
g [LAH1 =@ | WO
h—0

Kl = 0
t—0 t t—0 ||t5k|| 3 ”],_Z” !

kde bylo vyuzito véty o vztahu limity bez privlastku a limity vzhledem k mnoziné

e jelikoz limita bez pfivlastku limp o lil]l(hflll)l existuje, musi podle véty 1.2.11 existovat i limita vzhledem k
asecce {(0,0,...,0,¢0,...,0,0) : t € Us(0)} C W5(6) lezici v jistém okoli 1(5(6) a obé limity se museji

rovnat

.. . (7l , . - . . ., . .
e protoze je rovnost limy - () = (0 garantovana pfimo v definici totalniho diferencialu, diikaz se tim

h=0 ||
uzavira, nebot
f@+té) — f(a) . f@+té) - f@)
m — x| = lim -

t—0 t t—0 t

ak:O

odtud ay = 3-(@)
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2.3.7 Veta

Necht m4 funkce f(¥) : E' — R v bodé 7 € E’ totalni diferencial. Pak je v bod& & spojita a ma v ném derivaci.
Diikaz:

e podle definice totalniho diferencialu plati pro h—0

7

Z ahi + (i)

i=1

|f@+h) — @) =

<l max|ai| + (@] - 0

- -
e pritom [|hll; = Y.i_; |kl je sitova norma vektoru h

e tedy pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro vdechna ¥ € Us(a) plati pro funkéni hodnoty nerovnost

f@ - f@] < &
e to dokazuje spojitost funkce f(x) v bodé 7

e existence derivace plyne pfimo z véty 2.3.6

2.3.8 Komentar — o geometrickém vyznamu totalniho diferencialu

Necht je funkce f(¥) : E? > R definovana na okoli bodu (xo, ¥o). Potom ma jeji totalni diferencial nasledujici
vyznam. Necht ga,lg(a?) : E? > R je linearni funkce definovana predpisem

Sap(x, y) = f(xo, yo) + a(x — x0) + (Y — yo),
kde a, B € R. Grafem této funkce je rovina prochazejici bodem (xo, yo, f(xo0, ¥0)) € E®. Potom funkce f(x,v)
ma v bodé (xo, yo) totalni diferencial pravé tehdy, kdyz existuji takova a, p € R, ze pro funkci

n(x = xo0, ¥ — yo) == f(x,y) — Sap(x, y)

plati
T](hll h2)
——— H

v 0
IRl

pro h— 0, tj. odchylka roviny z = Sap(x, y) od grafu funkce f(x,y) je velicina nekonecné mala vzhledem ke

vzdalenosti +/(x — x0)? + (v — yo)2. Takova rovina se pak (podle nize uvedené definice) nazyvé te¢nou rovinou
ke grafu funkce f(x,y) v bodé (xq, o). Je tedy mozné fici, ze f(x,y) ma v bodé (xo, o) totalni diferencial
pravé tehdy, kdyz v bodé& (xo, yo, f(x0, ¥0)) € E® existuje teéna rovina ke grafu funkce f(x, y). Z vy3e uvedeného
proto vyplyva, ze normalovym vektorem tecné nadroviny ke grafu (1.1) obecné funkce f(¥) : E' — R v bodé

(ay,az,...,a,, f(@) € E™*! je vektor
of  of af
2.3.9 Definice

Necht ma funkce f(¥) : E" = R v bodé @' € E’ totalni diferencial Y, _; ayhy. Pak nadrovinu popsanou rovnici

r

y—f(5)=zak(xk—ﬂk)

k=1

budeme nazyvat tecnou nadrovinou ke grafu T'¢ v jeho bodé (d, f(a)).
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2.3.10 Priklad

Naleznéme rovnici teéné roviny k funkci z(x,y) = /50 —x2 — y2 v bodé @ = (3,4). Funkéni hodnotou je
z(3,4) = 5. Dale

%ﬂ)_ - ﬂ)__ﬁ
x D= m(“ -5
a0 S —

dy [50 —x2 — 12 5

Pak rovnici tecné roviny ziskame z predpisu totalniho diferencialu
3 4
-5=—-(x-3)-=(y—-4),
2-5=-2@-3)- (/-9

ktera nakonec vede k finalnimu tvaru 3x + 4y + 5z = 50. Vysledek alohy je vyobrazen na nasledujicim obrazku.

Obrazek 2.12
Tec€na rovina ke grafu funkce.

2.3.11 Priklad

Zkoumejme totalni diferencial funkce (2.2) z prikladu 2.1.9. Podle jiz zjisténych skutecnosti by totalni diferencial
této funkce v bodé 0 nemél existovat. Kdyby existoval, pak by ale jisté mél podle véty 2.3.6 tvar

dfs(dx, d —af6d+af6d—0d+0d -0
fy(dx, dy) = =-(0) dx ay()y— x+0dy =0.

Pro zbytkovou funkci by tudiz platilo
hk
hk)= ——.
0= e
Ovsem limita
lim Nk _ lim Mk
-3 NN 95 (B2 + k2)3/2

neexistuje, jak se Ize presvédcit, hledame-li limitu vzhledem k primkam M, = {(k,h) € E? : k = yh}. Snadno
nahlédneme, Zze limita

I ’ i Y L
m = Iim = im —
p—-0,mpem, h—=0h3(1 + y2)3/2 - (1+92)3/2 k>0 h

neexistuje, a tedy neni splnéna podminka (2.7) z definice totalniho diferencialu 2.3.3. Zkoumana funkce proto
skuteéné v bodé 0 totalni diferencial nema.
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2.3.12 Priklad

V tomto prikladé ukazeme, Ze funkce

foy) = 'illilyyll (x,y) # (0,0);

(2.10)
0  (x,y)=(0,0);

ma obé parcialni derivace v bodé 0 = (0,0) nulové, je v tomto bodé spojita, ale nema v ném totalni diferencial.
Kdyby totalni diferencial existoval, pak by mél podle véty 2.3.6 tvar

dfs(dx,d —8f6d+af5d—0d+0d =0
fa(xr}/)—g()x @()3/— X y="u

Pro zbytkovou funkci by pak platilo
_ 2|hK|
Limita
_onkb 2k
-0 1L g —5 VRZ + K2(|h| + [K])

ale opét neexistuje, nebot hledame-li limitu vzhledem k primkam M, = {(k,h) € E? : k = yh}, zjistujeme, ze
limita

2ly|h? 2
lim = lim b LI v L

(hR)-OmheM, =0 B2 \[T+121+[yl B Vit 21+

zavisi na volbé konstanty y € R, a tedy na zakladé platnosti véty 1.2.11 limita bez pfivlastku neexistuje.
Zkoumana funkce proto nema v bodé (0,0) totalni diferencial, a tudiz neexistuje te€na rovina ke grafu této
funkce v bodé grafu (0,0,0) — viz také obrazek.

Obrazek 2.13
Graf funkce f(x,y) = oL

I+l

Snadno nahlédneme (ostatné jiz jsme tohoto faktu uzili), ze funkce (2.10) ma v bodé 0 obé parcialni derivace
a navic je v tomto bodé také spojita. O tom se presvédcime z definice. Mame dokazat, ze pro vsechna ¢ > 0
existuje 0 > 0 tak, Ze pro vsechna (x, y) € 115(6) spliuji vSechny prislusné funkéni hodnoty nerovnost |f(x, )| <
€. Tvrzeni (x, y) € 1{5(6) je pritom ekvivalentni nerovnosti x*+ 1% < 62. Prokazeme nyni, ze jestlize pro libovolné

e > 0 polozime 6 := %, bude definiéni vztah splnén. Uzijeme pfitom trivialnich nerovnosti
Vel @00
X x Vi xl 7 7
o+ 1yl y /
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x| + [yl < /2x2 + 232,

o jejichz platnosti se lze presvédcit snadnymi Gpravami. Pak tedy, je-li (x,y) € W5(6), je zfejmé splnéna

nerovnost
&
AP < —.
V2

&
Sl +yl < 422 +212 < V2— = ¢
‘ y / 2

Tehdy ale

2xy
x, )| =
o= |

To zavrsuje ditkaz spojitosti funkce (2.10).

2.3.13 Komentar

Uzus znaceni totalniho diferencialu byva ponékud riiznorody. Existuje totiz nékolik véeobecné uznavanych vari-
ant. Ma-li funkce f(¥) : E" — R v bodé @ € E’ totalni diferenciél, Ize kromé tvaru z definice 2.3.3 uzit i
alternativy

dfﬁ’(Xm, dx2/ . dxr) = Z (d)) dxkr

resp.

af(F) = Z S @ = a0).

2.3.14 Definice

Necht m € N. Necht m4 funkce f(X) : E" > R m—ty totélni diferencial dmf;(ﬁ) ve véech bodech ¥ okoli Us(a)
bodu @' € E". Oznaéme g(X) := dmf;(l;) funkci chapanou jako zobrazeni z okoli Us(@) do mnoziny viech realnych

Cisel, kde se h pro Gcely této definice chape jako vektor parametri. Totdlnim diferencidlem radu m + 1 funkce
(@) v bodé @ rozumime funkci d"*! f(h) definovanou predpisem d"*! f(h) := dgz(h), pokud je prava strana
definovana (v souladu s definici 2.3.3).

2.3.15 Komentar

Tvar definice 2.3.14 byva oznacovan jako rekurentni, nebot k uréeni diferencialu m—tého fadu je nezbytné znat
diferencial Fadu m — 1. Jak definice funguje si ozfejmime na nasledujicim pfikladé. Pro funkci f(¥) : E" — R

oznacme v souladu s definici 2.3.3 symbolem dff(l’_l)) jeji totalni diferencial vypocteny v bodé ¥ a polozme
g(X) = dff(ljl)) Funkce g(¥) je tedy definovana vsude tam, kde ma funkce f(X) totalni diferencial. Odtud tedy

3(®) = Z 5 O e

Podle definice 2.3.14 je nyni tfeba vypocitat (prvni) totalni diferencial této funkce. Pokud v bodé & existuje,
nutné plati

o f{h) = dga(h) = Z S @ = Z ( (f) hf)

=YY o2 o (a*)hkhg

7 k=1 ¢=1

Analogickym postupem lze ziskat také tvar diferenciali vyssich Fadi

a" £(7) = ZZ Z 8xk18xk2 o @, (2.11)

k1=1ky=1
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Povsimnéte si, ze se ve vyrazu (2.11) vyskytuji viechny pfipustné varianty m—té parcialni derivace. Zapis
(2.11) ovSem nevyuziva diasledku 2.1.18 o zdménnosti smiSenych parcialnich derivaci. Uzijeme-li ho, tedy
predpokladame-li, ze f(X) € €™(Us(a)), zjistime, Ze parcialni derivace
a"f
8xk1&xk2 ce 8xk

(@) (2.12)

m

m!
{10! .. L)
shodnych alternativ, kde €x(k € 7) je pocet vyskytd proménné xj v derivaci (2.12). Vzorec (2.13) predstavuje
pocet permutaci r prvkii s opakovanim prvku €. 1 £1-krat, prvku €. 2 £-krat atd. Pritom Y, _, {x =m

(2.13)

2.3.16 Veta

Necht funkce f(¥) : E" = R ma4 na jistém okoli bodu @' € E" derivaci, ktera je spojitd. Pak ma v bodé @ totalni
diferencial.

Diikaz:

e dle predpokladii véty ma funkce f(x) : E" - R na jistém okoli bodu @ € E’ spojité prvni parcilni derivace
podle vech proménnych, tj. existuje 6 > 0 tak, ze f(¥X) € €1 (Us(a))

e v tom okoli Uy(a) jisté existuje otevreny interval I C Us(d), jeho? je @ soucasti

e podle véty o priristku 2.3.1 proto existuji pro pevné zvoleny (dostatecné maly) vektor P_{vektory 51, 52, ey 5, €
I, pro které plati Q(é(h),ﬁ’) < ||hl|, tak, ze plati rovnost

> Lof o
f@+h) - f@) = Za_j;(éi)hi,
i=1 !

e odtud
) = £+ 1) - F@ - Z <*>h—2( - L)
i=1
e a tedy .
In(h)| af |l v 8f 2) Wl
= = (é)— <*>T\ 4 @
Iz Il 7 ¢ 9% il

kde [Ihlli = Xj_; Il je sitova metrika vektoru h
o v konecnédimenzionalnim prostoru jsou ale podle véty 6.3.5 ze skript [7] vSechny metriky ekvivalentni
e existuje tudiz a > 0 tak, Ze pro viechny vektory ¥ € E” plati: ||x]]; < al|d]|

of

e protoze jsou parcialni derivace 5~ na okoli bodu @ spojité, existuje ke kazdému & > 0 takové 6 > 0, ze z

9f oo 9f
7D 5@ <

nerovnosti g(¥,d) < 6 plyne

(ie?)

® pro ||ﬁ|| < O plati také nerovnost g(é(ﬁ),a*) <6

e tedy pro ||ﬁ|| < 0 dostavame konecné
i .
il _ e .
[ a
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e tedy .
lim In@)|  tim i _
isd il o (7

e tim je existence hledaného totalniho diferencialu prokazana

2.3.17 Komentar

Na zakladé platnosti predeslé véty ziskava symbol €%(G) novou (podstatné siln&jsi) interpretaci. Doposud jsme
zapisem f(¥) € €*(G) rozuméli skutecnost, ze funkce f(¥) ma na oblasti G spojité viechny parcialni derivace
fadu k € N. Nyni ale byla de facto dokazana implikace

f@ € 75G) = f(@) € €1(G).

Tento pravdivy vyrok nevyplyva pouze z véty 2.3.16, ale také z véty 2.3.7. Symbol €*(G) Ize tedy nové
interpretovat jako mnozinu funkci, které maji na mnoziné G spojité parcialni derivace az do fadu k vcetné.

2.3.18 Veéta — o kvadratické formé druhého totalniho diferenciilu

Necht je dana funkce f(¥) : E" — R, ktera je na oblasti G C E tfidy ¢*(G). Pak ma tato funkce na G
druhy totélni diferencial d? f(dx), ktery predstavuje r—dimenzionalni kvadratickou formu, jejiz matici je matice
Hessova (viz definice 2.1.13), tj. pro kazdé @ € G plati rovnost

d? f(d¥) = d¥TH, dX. (2.14)
e za danych okolnosti je Hessova matice jisté matici symetrickou, coz je pro ditkaz tvrzeni nezbytné prokazat
e predpis d¥TIH;dxX tudiz skutecné reprezentuje kvadratickou formu
e navic prislusnost funkce ke tiidé €%(G) garantuje podle véty 2.3.16 existenci druhého totalniho diferencialu

e zbyva tudiz pouze prokazat rovnost (2.14), coz je ale banalni

2.3.19 Veta — o vzorci pro vypocet smerové parcialni derivace

Necht ma funkce f(¥) : E" — R v bodé @ € E" totélni diferencial. Potom ma v bodé & parcialni derivaci v

of
5@ =

kazdem sméru §# 0 a plati

IHI<graolf(af>|s3 (2.15)

Diikaz:

e 7z definice smérové derivace a totalniho diferencialu dostavame

f@+t9) - @ _ Yio 1ax (t?)tsz+n(ts?) 1 8f(3 N n(ts)
a)s;
ISl HIsl| |I§I| < 0x; ISl
e podle vlastnosti funkce n(ﬁ) z definice totalniho diferencialu plati
el [ned)| | h=# In@s)
m =| = lim =0
TR ITET) A T =T R T

e poznamenavame také, ze i zde bylo uzito véty 1.2.15
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e 7 predeslého mezivypoctu vyplyva, ze
n(ts?)
50 Hdll

e odsud

0= ||7|Z 35 = [ 019

2.3.20 Priklad

Pro funkci

(=1)y?
fag =l e @D FEAO;

5 (x,y)=(1,0);

uréeme smérovou parcialni derivaci ve sméru § = (2,—1) v bodé @ = (1,0), existuje-li. Neni t&zké ukazat, ze
gradf(1,0) = (5,0). Odtud

L aradf(@)[8) = —=((5,0)/2, 1)) = 2 V5.

5] \5
Ale podle definice
J 1+ 2h,—h) - f(1,0)
I @ = = gim L0* SO L i L5 tone b os|= LA
95 \/‘hﬁo h 5 0 T 4 V5 4

coz jasné ukazuje, ze predpoklad ve vété 2.3.19 neni splnén, a tedy totalni diferencial v bodé (1,0) jisté
neexistuje.

2.3.21 \Veta

Necht je dana funkce f(¥) : E" — R a bod @ € Dom(f). Necht pro kazdy bod bz jistého okoli U (@) bodu
@ ma funkce f(¥) totalni diferencial df;(x), pro néjz plati dfy(¥) = 0. Pak existuje C € R tak, Ze pro vechna
¥ € U.(a) plati rovnost f(x) = C.

Diikaz:

e zvolme bod b € U, (@) libovoln&

z predpokladii véty plyne, ze df(¥) =0

podle vztahu (2.15) jsou tedy vsechny smérové derivace g—lsi(l;) v bodé b nulové

e navic z existence totalniho diferencialu v kazdém bodé mnoziny U, () vyplyva, ze funkce je na U. (@)
spojita

shrnuto tedy: v kazdém sméru s a v kazdém bodé mnoziny U, (@) jsou smérové derivace nulové, tudiz
funkce f(¥) : E" — R je konstantni na U, (a)

2.3.22 Komentar

Pravé dokazanou vétu lze jednoduse shrnout nasledujicim zpisobem. Ma-li funkce na okoli vybraného bodu
nulovy totalni diferencial, pak je na tomto okoli konstantni. Radé&ji upozoriujeme ctenare, ze podobné tvrzeni
vyslovené pro jediny bod neni platné. Tedy existuji funkce, jez maji v bodé nulovy totalni diferencial, a presto
nejsou konstantni. To je doufejme ocividné. Stejné je tomu pro derivaci funkce jedné proménné.
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2.3.23 Disledek

Necht jsou dany funkce f(¥) : E" — R, ¢(¥) : E — R a bod @ € Dom(f). Necht pro kazdy bod bz jistého okoli
U.(4) bodu @ maji funkce f(X) a g(x) totalni diferencialy df(¥), resp. dgy(¥), pro néz plati dfy(x) = dgz(?).
Pak existuje C € R tak, ze pro viechna ¥ € U (a) plati rovnost f(xX) = ¢(¥) + C.

2.3.24 \eéta — o derivaci slozené vektorové funkce

Necht vektorova funkce f_fy?) : E" — E° ma totalni diferencial v bodé 7 € E’ a dale vektorova funkce g(7)) : E°
E” ma totalni diferencial v bodé b = f_id’) € E°. Potom také slozena vektorova funkce F(%) := (g’of_))(f) :E' — FF
ma totalni diferencial v bodé 7 a plati nasledujici tvrzeni. Je-li A Jacobiho matici vektorové funkce f_fa?) v bodé

@ a B Jacobiho matici vektorové funkce §(¥) v bodé b, pak Jacobiho matice C slozené vektorové funkce E(¥)
v bodé 7 je dana vzorcem C = B - A.

Diikaz:

e vsechny zhcastnéné funkce maji odpovidajici totalni diferencial, tudiz podle véty 2.3.6 maji téz prislusné
parcialni derivace (a jsou navic i spojité)

e véta 2.1.10 aplikovana oddélené na slozky Fi(%) : E" — R vede pfimo ke vztahu

0 0 -
WﬁZi@ (keFieh (2.16)

e z predpokladi véty také vime, ze

9fh oA 9 981 I 981
dx; dxp T Odx, dy1  dyp T dys
9 9f h 9% 9% 982
... 5 5 R N
A = 83-C1 33.62 . aifr (a—)), B= .yl .y2 . y (b)
o Ik 9 98 9% 98
axl 3x2 o axr 3y1 3y2 oo a]/s

e pak tedy podle jiz dokazané rovnosti (2.16) plati pro prvek Cy; (k € p,i € #) Jacobiho matice vektorové
funkce E(%) = (§o f_))(f) : E' — FP v bodé 7 rovnost

aWﬁZ@% '32% ;

e odtudtedy C=B-A
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Kapitola 3

Posloupnosti a rady funkci vice
promeénnych

Protoze nas ve ¢tvrté kapitole ¢eka studium polynomialnich aproximaci funkci vice proménnych, kdy se budeme
snazit nahrazovat komplikovangjsi funkce polynomialnimi ekvivalenty tvaru

oo (&) (&)
DY Y Bk (1 =) (2 =) (- )
k=0

k1=0k,=0

(podobné jako jsme to predvedli pro funkce jediné proménné ve skriptech [7]), bude nezbytné nejprve probadat
vlastnosti funkcionalnich fad funkci vice proménnych.

3.1 Posloupnosti funkci vice promennych

Jelikoz jsou vlastnosti funkcionalnich fad silné propojeny s vlastnostmi posloupnosti, budeme se v tvodu kapitoly
zaobirat pravé jimi.

3.1.1 Definice

Necht @ # M C E". Potom kazdé zobrazeni mnoziny N do mnoziny vsech funkci definovanych na M nazyvame
posloupnosti funkci na M. Je-li &islu n € N timto zptisobem pfifazena funkce f,(¥), zapisujeme funkéni posloup-
nost

A@, f@),... nebo  (fu®) . (3.1)

Ptirozené &islo 1 pfitom nazyvame indexem a funkci f,(¥) n—tym €lenem posloupnosti (3.1).

3.1.2 Definice

Necht je dana posloupnost funkci (3.1) definovana na neprazdné mnoziné M C E". Rekneme, Ze posloupnost
funkei (3.1) konverguje v bodé ¢ € M, jestlize konverguje Ciselna posloupnost (f,(c))* ,, tj. existuje-li y € R
takové, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje pfirozené ng tak, ze pro vsechna n > ng plati nerovnost |f,(0) — y| < e.
Rekneme, ze posloupnost funkci (3.1) konverguje (bodové) na mnoziné N C M, jestlize konverguje v kazdém

bodé mnoziny N.

3.1.3 Definice

Necht je dana posloupnost funkci (3.1) definovana na neprazdné mnoziné M C E’. Necht pro kazdé ¢ € N,
kde N C M, posloupnost (f,(c))s", konverguje. Oznacme f(¢) hodnotu limity posloupnosti (f,(c))>,. Timto
zptisobem je na mnoziné N definovana funkce X — f(X), kterou nazyvame limitou posloupnosti funkci (3.1)
(nebo alternativné limitni funkci) a zna&ime f(X) = lim,—o fu(X). Oborem konvergence O posloupnosti (3.1),
ktery je zaroven definiénim oborem limitni funkce, nazyvame mnoZinu viech bodt ¢ € M, ve kterych tato
posloupnost konverguje.
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3.1.4 Definice

Necht (3.1) je posloupnost funkci definovanych na neprazdné mnoziné M C E’. Rekneme, Ze tato posloupnost
stejnomérné konverguje na M k funkci f(¥), jestlize pro viechna ¢ > 0 existuje 1y tak, Ze pro vsechna n > ng
a pro viechna ¥ € M plati nerovnost |f,(X) — f(¥)| < e.

3.1.5 Komentar

Bodovou konvergenci zna&ime obycejné symbolem f,(¥) — f(¥), stejnomérnou pak f,(¥) =3 f(¥). Rozdil mezi
bodovou a stejnomérnou konvergenci je dobre patrny z kvantifikatorového zapisu definic obou pojmi:

e bodova konvergence

(Ve > 0) (V¥ € M) (Tng € N) : neN An>n=|fu(®)-f@) <e (3.2)

e stejnomérna konvergence

(Ve > 0)(Ang € N) : neNAn>n A¥eM= |fu(D) - f(@)] <e. (3.3)
Stejnomérna konvergence tedy pozaduje existenci "univerzalniho" 19, které plni svoji roli pro viechna ¥ € M.

3.1.6 Veta — Bolzanova-Cauchyova podminka pro stejnomernou konvergenci

Posloupnost funkci (3.1) je stejnomérné konvergentni na M C E" pravé tehdy, kdyz spliuje tzv. Bolzanovu-
Cauchyovu podminku tvaru

(Ve > 0)(dng € N) : mnzng A XEM= |fu(X) — fin(@) < e. (3.4)
Diikaz:
e Prvni implikace:

— necht (fn(a?));;":l stejnomérné konverguje na M k jisté funkci f(X)

— pak pro kazdé € > 0 existuje ng € N takové, ze pro libovolna m,n € N takova, ze m, n > ngp, a pro
véechna ¥ € M plati

6@ - F@I<5 A 1@ - f@ <5
— a tedy |fn(3?) - fm(fﬂ < |fn(7?) - f(f)| + |fm(3?) - f(f)| <é€

e Druha implikace:

necht posloupnost funkci spliuje vztah (3.4)

— pak podle Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro Ciselné posloupnosti posloupnost (3.1) konverguje
bodové k jisté funkci na mnoziné M (oznaéme ji (X))

— chceme dokazat, ze f,(¥) = f(X) na M

— zvolme ¢ > 0 a k ¢islu § vyberme podle (3.4) ng tak, aby pro vsechna m,n > ng platilo

D)~ fu(D] < 5

— pro libovolné pevné zvolené n > ng a pro m rostouci nade viechny meze pak odsud dostaneme
nerovnost |f,(X) — f(¥)| < €/2 < ¢ platnou pro kazdé ¥ € M

e tim je ditkaz zkompletovan
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3.1.7 Veta — supremalni kritérium

Necht f(X) a f,(%X) pro viechna 1 jsou funkce definované na neprazdné mnoziné M C E’. Oznaéme

oy := sup | fu(X) — f(X)]

XeM

pro kazdé n. Pak posloupnost funkci (fn(f))i‘f:l konverguje na mnoziné M stejnomérné k funkci f(X) pravé

tehdy,

kdyz limy, 00 05, = 0.

Diikaz:

e pro viechna ¥ € M a viechna n € N zfejmé plati nerovnost |f,(¥) — f(¥)| < oy

e Prvni implikace:

— predpokladejme, ze lim, 00, =0
— z definice limity Ciselné posloupnosti (0n),, plyne, Ze pro libovolné ¢ > 0 existuje 1o takove, ze
l|oy| = 0, < € pro viechna n > ng

— to znadi (jak vyplyva z definice suprema), Ze pro vsechna n > ng a viechna ¥ € M plati také

|fu(X) — f(X)] < &, a tedy fu(¥) 3 f(¥) na M

e Druha implikace:

— predpokladejme, ze f,(¥) =3 f(X) na M
— zvolme libovolné & > 0, k némuz jisté existuje 1y takové, Ze pro viechna n > ng a véechna ¥ € M

plati nerovnost |f,,(¥) — f(¥)| < &/2
— odtud a z vlastnosti suprema plyne, ze pro n > ng plati 0, < €/2 < ¢, a tedy lim, 0, =0

3.1.8 Veta

Necht posloupnost (3.1) funkci spojitych na mnoziné M C E stejnomémé konverguje na M k funkci f(%).
Potom je funkce f(X) na M spojita.

Diikaz:

abychom dokazali spojitost funkce f(¥) na M, musime dokézat spojitost pro kazdé ¢ € M
zvolme libovolné ¢ > 0

ze stejnomérné konvergence posloupnosti (fn(a?))‘;l":1 plyne, ze k Cislu ¢ existuje index ny tak, ze
S €
MneN)(VXeM): nzny = |fu(@®)-fX)< 3 (3.5)
ze spojitosti funkce fi,,(¥) v bodé ¢ plyne, ze k &islu ¢ existuje okoli U(c) takové, ze

(V¥ e U@ nM): o ®) = fuo @] < (36)

W[ m

, dostavame celkem, ze k &islu

~—

zvolime-li index ng tak, aby platilo (3.5), a okoli U(¢) tak, aby platilo (3.6
¢ > 0 existuje U(C) tak, ze pro véechna ¥ € U(c) N M plati

F@ = FAI< @) = fuo®| + @ = o+ fin@ = fAI < 5+ 5+ 7 =¢

W]
W m
W[ m

tim je ditkaz dokoncen
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3.1.9 Komentar

Nasledujici véta ponékud predbiha probranou latku. Budeme se v ni zaobirat moznosti zamény limity a vicerozmérného
integralu. Teorie vicerozmérnych integraci ale nebyla dosud v téchto skriptech probrana. Doporucujeme proto
Ctenafi bud nastudovat zaklady Lebesgueova integralu ze skript [8] nebo nasledujici vétu v této chvili preskocit
a vratit se k ni az po nastudovani posledni kapitoly téchto skript, v niz budou probrany riemannovské integracni

postupy.

3.1.10 Veta

Necht je dana posloupnost (fn(f));':’:] funkci spojitych na neprazdné kompaktni (tj. omezené a uzaviené) mnoziné
K C E'. Necht zadana posloupnost stejnomérné konverguje na mnoziné K k funkci f(¥). Potom plati

f f(@)d¥ = lim f fu(@) dz (3.7)
K n=ee Jk
Diikaz:

e oznacme nejprve symbolem u(K) klasickou r—dimenzionalni miru (objem) mnoziny K

e je-li u(K) =0, je tvrzeni véty trivialni, nebot vztah (3.7) se za tohoto predpokladu redukuje na limitovani
nulové posloupnosti

e predpokladejme tedy, Ze K neni u—nulova, tj. Ze nema nulovou miru

e funkce f1(¥), f2(%),... jsou na mnoziné K spojité, a proto viechny integraly fon(J?) dx existuji (jak v
riemannovském tak v lebesgueovském smyslu) a jsou koneéné

e podle véty 3.1.8 je vSak spojita také funkce f(X) a leva strana rovnosti (3.7) tedy rovnéz existuje
e oznacime-li

yoi= [ A@e

je nasim Gkolem prokazat, Ze posloupnost (y),, konverguje k hodnoté y := fo(f) dx, tj. Ze pro kazdé
€ > 0 existuje index ng € N takovy, ze pro vsechna n > 1 je splnéna nerovnost

Iyn—yI=U;<fn(f)da?—fo(i)df‘<e

e 7 definice stejnomérné konvergence 3.1.4 plyne, ze k pevné zvolenému Cislu € > 0 existuje 1y tak, ze

&

(meN) (VTR n>m = H@-fDI< o0

e odtud a z vlastnosti vicerozmérného integralu plyne

[ pwer- [ soad =| [ (50~ @) ad < [ 150 - foar<

< 9 - sup () = DI = ) max £y () = F)] < @ (k) =,

coz podle definice limity dokazuje platnost vztahu (3.7)
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3.1.11 Komentar

Obsah predeslé véty Ize vyjadrit také jednoduchou vétou: "Pro stejnomérné konvergentni posloupnost viceroz-
mérnych spojitych funkci Ize na kompaktni mnoziné zaménit limitu a integral," tedy

f lim f,(9)d? = lim f £2(0) dF
K”—)OO n—oo K

3.1.12 Komentar

Zde nabadame Ctenare, aby v teorii Lebesgueova integralu vyhledal véty, které fesi stejnou problematiku jako
pravé probrana véta, ale za podstatné slabsich predpokladii. Jedna se zejména o slavnou Lebesgueovu vétu o
integrabilni majoranté (viz véta 5.3.52 ve skriptech [8]). Ta prokazuje, Ze za jistych okolnosti Ize zaménu limity
a integralu provést i bez splnéni vlastnosti stejnomérné konvergence.

3.1.13 Veta

Necht je dana posloupnost (3.1) funkci, pro kterou existuji na oblasti G C E" viechny parcialni derivace g—ﬁ’;.

Necht posloupnost (3.1) konverguje bodové v G k limitni funkci f(X). Necht navic posloupnost

).

stejnomérné konverguje na G. Pak ma funkce f(¥) parcialni derivaci podle x; vsude v G a pro kazdé ¥ € G

plati rovnost
8f O fn
(L?) a nh—r>rolo axk

-—(@). (3.8)
Dikaz:
e zvolme @ € G libovolné a prokazme, Ze rovnost (3.8) skutecné plati

e zavedme v souladu s komentarem 2.1.3 nové funkce Y, (t) = fu(a1,a2,...,a5-1,t, 841, - -.,4r) @ novou
mnozinu

Gy={teR:XeGAX1=a1 AX2 =03 A ... AXj_1 =051 A Xp1 = gyt A .. Xp = )}

e pro viechna n € N je Dom(y,(t)) = Gz

® zjevné ax (57)

e diky dé&dicnosti bodové konvergence konverguje posloupnost (Y(t)),” ; alespoi v jednom bodé

e e _ : dipy . -
e diky dédicnosti stejnomérné konvergence konverguje posloupnost (%)Z":1 stejnomérné na G

e tim jsou pro posloupnost (¢,(t)); splnény predpoklady véty 1.3.12 ze skript [7], podle niz existuji limity

limy, 0 P4 (t) == ¢P(t) a limy e % := o(t) a plati pro né rovnost o(t) = %

e ta je ale po dosazeni bodu @ ekvivalentni rovnosti

0 d 0
tim 220 = Jim S0 = ofa) = Grtan = 5

a ..
(@ = &_xk,}glgofn(f)ﬁ

e jelikoz byl bod @ volen v G libovolnég, je tvrzeni dokazano
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3.1.14 Komentar

Také tato véta by mohla byt podobné jako véta 3.1.10 vyslovena v silnéjsich verzich. Pro nase Gcely ale postaci
toto znéni.

3.2 Rady funkci vice proménnych

Dalsim zcela pfirozenym krokem v teorii funkci vice proménnych je zavedeni a analyza funkénich fad, tj. rad,
jejichz ¢leny jsou funkce vice proménnych.

3.2.1 Definice

Necht je dana posloupnost funkci (3.1) definovana na neprazdné mnoziné M C E’. Potom nekonecny soucet
A@) + () + ...+ fu(¥) + ... nazyvame radou funkci na M a znacime symbolem

Z (). (3.9)
n=1

3.2.2 Definice

Necht je dana funkéni fada (3.9) definovana na neprazdné mnoziné M. Funkci s,(¥) = Y.;_; fi(¥) pron € N
a ¥ € M budeme nazyvat n—tym castecnym souctem fady (3.9) a posloupnost (s,(¥))°>, pak posloupnosti
Castecnych souctii dané fady asociovanou se zadanou funkéni Fadou.

3.2.3 Definice

o

Necht je dana funkéni fada (3.9) definovana na neprazdné mnoziné M. Necht (s,(x))°
nost jejich castecnych souctii. Rekneme, Ze fada (3.9) konverguje v bodé ¢ € M, jestlize konverguje Ciselna
posloupnost (sn(c_))‘:’:]. Rekneme, ze fada (3.9) konverguje (bodové) na mnoziné N C M, jestlize konverguje
v kazdém bodé mnoziny N. Vlastni limitu s(¥) := lim,_,« 5,,(¥) posloupnosti ¢asteénych souctti pak nazyvame
souctem fady (souctovou funkci) (3.9) a zapisujeme

1 Je pFislusna posloup-

S0 = ) fu®. (3.10)
n=1

Defini¢ni obor Dom(s), tj. mnozinu véech ¢ € M, pro néZ posloupnost (s,z(c*));’l":1 konverguje, budeme dale
nazyvat oborem konvergence rady (3.9) a znacit symbolem O.

3.2.4 Definice

Rekneme, ze fada funkci Yoo, fu(%) konverguje na neprazdné mnozing M C E stejnomérné ke svému souctu

00 M . . el e e o . . -
s(X) a oznaime Y~ fu(X) = s(X), jestlize posloupnost jejich ¢astecnych souctti konverguje na M stejnomérné
k funkci s(%).

3.2.5 Veta — Bolzanova-Cauchyova podminka pro stejnomernou konvergenci rad

Rada funkci (3.9) konverguje na neprazdné mnoziné M C E’ stejnomérné pravé tehdy, kdyz pro kazdé ¢ > 0
existuje index 19 € N takovy, ze pro jakékoli dva indexy m,n € N takové, ze m > n > ng a pro jakékoliv ¥ € M
je splnéna nerovnost

|fn(f) +fn+1(3?) +... +fm(9?)| < E.

Diikaz:

e tvrzeni této véty bezprostfedné plyne z véty 3.1.6
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e oznacime-li totiz (sn(a?))fl":1 pfislusnou posloupnost Caste¢nych souctii, ziskdvame rovnosti
n-1
Sa@® =) K@D, su@® =) i@
k=1

e podle véty 3.1.6 (v nepatrné obméné) konverguje posloupnost (sn(JE’)),;"’:1 na M stejnomérné pravé tehdy,
kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje index ng € N takovy, Ze pro jakékoli dva indexy m,n € N takové, ze
m>n > ng a pro jakékoliv X € M je splnéna nerovnost |s,;(X) — s,_1(%)| < ¢

e z této nerovnosti oviem vyplyva, ze

m

n-1
Z fi(®@) - Z fi(X)
=1

k=1

= |fn(7?) +fn+1(f) +... +fm(f)| <E&

3.2.6 Definice

Rekneme, ze fada funkci Yo fu(¥) konverguje na neprazdné mnoziné M C E’ regularné, jestlize Fada Y. ; | fu(%)
konverguje na M stejnomérné.

3.2.7 Veta — nutna podminka stejnomerné konvergence

Jestlize fada funkci Y7 fu(¥) konverguje na neprazdné mnoziné M C E’ stejnomérné, potom posloupnost
funkci (fn(a?))]‘j’z1 konverguje na této mnoziné stejnomérné k nulové funkci.

Diikaz:
e z predpokladil véty plyne, ze

(Ve > 0)(Ang € N)(¥m,n € N)(m >n > no)(YZe€ M) :  [fu@) + fra1 (@ +...+ fu(@| < ¢

e jelikoz toto tvrzeni plati pro jakakoli m > n > ny, plati také pfi specialni volbg, kdy m =n

e pak ale (Ve > 0)(dng € N)(Vn € N)(n > no)(\ﬁ?e M) :  |fu(@)] = |fu(X) — o(X)| < &, kde o(X) je symbol
pro nulovou funkci

e tento vyrok je ale ekvivalentni tvrzeni, ze posloupnost funkci (fn(a?))fl":1 konverguje na mnoziné M stej-
nomérné k nulové funkci

3.2.8 Definice

Necht jsou dany funkéni fady Yoy fu(X) a Y74 gn(¥) definované na neprazdné mnoziné M. Necht existuje
1o € N tak, ze pro viechna n > ng a viechna X € M plati |£,,(X)| < g, (X). Pak fadu Y7 ; gn(X) nazyvame radou
majorantni k fadé Y, fu(X).

3.2.9 Veéta — srovnavaci kritérium

Necht fada )~ gn(¥) je na neprazdné mnoziné M C E" majorantni kfadé Y7~ fu(¥) a necht fada Y| gn(%)
je stejnomérné konvergentni na M. Pak jsou fady Y., fu(¥) a Yo" q |fu(¥)| stejnomérné konvergentni na M, t;.
fada Y.0” 1 fu(¥X) konverguje na M regularné.

Diikaz:

e uzijeme Bolzanovu-Cauchyovu podminku 3.2.5
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z predpokladu vime, ze fada Y | ¢4(X) stejnomérné konverguje na M, tedy pro jakékoli ¢ > 0 existuje
ng takové, ze pro viechna prirozena m > n > ng a pro véechna X¥ € M plati

0<gn(@+ gui1(D+ ...+ gm(@) < e

dale vime, ze existuje my tak, ze pro viechna X € M a viechny indexy n > my plati | f,(¥)| < gn(¥)

pro zvolené € a viechna n > max{ng, my} pak plati

|fn(f) + fn+1(f) t+...+ fm(f)l < |fn(9?)| + |fn+1(3?)| +...+ |fm(f)| < gn(f) + gn+1(f) t+...+ gm(f) <é&

to dokazuje obé tvrzeni véty

3.2.10 Dasledek

Konverguje-li fada na neprazdné mnoziné M regularné, konverguje na M také stejnomérné.

3.2.11 Veta — Weierstrassovo kritérium

Necht Y'” , a, je konvergentni &iselna fada, f,(¥) jsou funkce a pro viechna ¥ € M C E” a viechna n € N \ g

je lfu(@| < ay. Pak Fady Y> 1 fu(X) @ Yooy |fu(X)] stejnomérné konverguji na M, tj. fada Y., fu(X) konverguje
na M regularné.

Diikaz:

e v predchozi vété polozime ¢, (%) := a, pro véechna ¥ € M a uvédomime si, Ze pojmy bodové a stejnomérné
konvergence u fady konstantnich funkci splyvaji

3.2.12 Veta — supremalni kritérium pro rady funkci

Necht je dana fada }.;7; gx(X) na neprazdné mnoziné M C E’. Oznaéme g, := supy.,, 1gn(¥)|. Konverguje-li
&iselna fada Y.” 1 0y, pak Fada Y7, gn(¥) konverguje na M regularné.

Diikaz:

e plyne ihned z Weierstrassova kritéria

3.2.13 Veta

Necht fada (3.9) spojitych funkci stejnomérné konverguje na neprazdné mnoziné M C E’. Potom souctem této
fady je funkce spojita na M.

Diikaz:

e tvrzeni této véty plyne bezprostfedné z véty 3.1.8

je-li funkéni fada Y7 ; fu(¥) fadou spojitych funkei, pak jisté také prislusna posloupnost ¢astecnych soucti
(sn(f))fl":1 je posloupnosti spojitych funkci

z predpokladii véty ale vyplyva, Ze s,,(¥) =3 s(¥)

e tim je zaruceno splnéni predpokladii véty 3.1.8 a limita s(¥) posloupnosti asteénych souct je tudiz
spojitou funkci

souctem Fady Y., fu(¥) je tedy za danych okolnosti spojita funkce
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3.2.14 Veta

Predpokladejme, ze fada (3.9) spojitych funkci stejnomérné konverguje na neprazdné kompaktni mnoziné K c E’
a ze jejim souctem na K je funkce s(X). Potom ¢&iselna rada ). ; fon(f) dx’ konverguje a pro jeji soucet plati

;ﬁf”(@dfzﬁsmdf:ﬁgfn@di

Diikaz:
e aplikujeme vétu 3.1.10 na posloupnost (s,(x));, ¢astecnych souctii

e oznaéme tedy s,(¥) = Y/_; fi(¥)
e jelikoz viechny funkce f,(¥) jsou podle predpokladii spojité, je také kazda funkce s,(¥) na K spojita

e dale na K plati, Ze 5,(¥) =3 s(¥), ¢imZ jsou naplnény predpoklady véty 3.1.10, a z jejiho tvrzeni tudiz
vyplyva, ze
f lim s,(¥) dX = 11m s5u(X) dxX
Kn—)OO K
e dale snadno

st(aadf:ngosn<@df=gggoﬁ;fk<@df:gggfok@df:ngfk(x)df

3.2.15 Komentar

Na tomto misté je vhodné upozornit, ze také pravé dokazana véta ma (podobné jako to bylo probrano v
komentafi 3.1.12 o posloupnostech) své kvalitngjsi verze, tzn. verze s podstatné slabsimi predpoklady. Jedna
se zejména o tzv. Leviho vétu o fadach uvedenou napt. v [8].

3.2.16 Veta
Necht je dana fada )", fu(X) funkci, pro kterou existuji na oblasti G ¢ E" viechny parcilni derivace %.

Necht ma tato Fada na G soucet s(¥). Necht navic fada

af” <f>

n= 1

stejnomérné konverguje na G k souctové funkci o(¥). Pak ma funkce s(¥) parcialni derivaci podle x; véude v G
a pro kazdé @ € G plati rovnost

@) Z 5 @ = 0@

Diikaz:
e aplikujeme vétu 3.1.13 na posloupnost (s, (X)), castecnych souctii

z predpokladii véty vime, ze posloupnost (sn(f));’:’zl konverguje k funkci s(%)

dale vime, ze posloupnost ¢astecnych souctil (an(f));’;l fady Yoy ax (3?) konverguje na G stejnomérng,
tedy 0,,(¥) 33 (%)
e tim jsou naplnény predpoklady véty 3.1.13, a plati proto ;—;k(f) =limy»e0 3 %5 (3?)

odtud

n—oo QX

ofe = lim o0,(X) = o(x
<f>- hm—(ng a?))—hm 5@ = lim 0,() = o()
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3.3 Mocninné rady vice promennych

V tomto oddile probereme néktera specifika funkZnich fad, jejichz éleny jsou mocninné funkce tvaru
g(@) = a(x; —c1)™(xa — )™ ... (xy — )™, (3.11)

kde a € R, ¢ € E' a my,my,...,m, € Ng. Jelikoz se za danych okolnosti jedna o specialni variantu obecné
funkéni fady, ziistavaji vsechna tvrzeni predchozi sekce v platnosti.

3.3.1 Definice

Necht jsou pevné zvoleny bod €= (c1, ¢y, ..., cr) € E" a konstanta a € R. Necht dale mq,mo, ..., m, € Ng. Funkci
tvaru (3.11) budeme nazyvat monomickou funkci nebo r—dimenzionalnim monomem stupné my +my +...+m,
centrovanym do bodu ¢ (se stfedem v bodg ¢.)

3.3.2 Definice

Funkéni radu

[e¢]

Z Ay, (X1 — €1)" (02 — c2)™2 (X — )™ (3.12)

my,...,my=0
sestavenou z monomickych funkci centrovanych do stejného fixniho bodu ¢ € E” budeme nazyvat r—dimenzionalni
mocninnou fadou se stredem v bodé ¢ € E’. Realna &isla ay,,,._,, budeme nazyvat koeficienty mocninné rady.

3.3.3 Komentar

Radu (3.12) se stiedem ¢ € E’ lze snadno prevést na fadu s nulovym stiedem. To lze provést substituci
Yk = Xk — ¢ pro vSechna k € 7. V dalSim textu se proto omezime na studium mocninnych fad se stredem v
bodé (0,0,...,0).

3.3.4 Veta

Je-li Fada N
Z [T i A v (3.13)
myq,...,my=0

regularné konvergentni v bodé if € E’, pak je regularné konvergentni v kazdém bodé& ¥ € D, kde
D:={XeE: x| <|ur] A |2l < lual A oot A Jx] < Juagl)

Souéet f(¥) Fady (3.13) je spojitou funkci na mnoziné D.

Diikaz:

e vyuzijeme toho, ze (v analogii s fadami funkci jedné proménné) pro regularné konvergentni fady nezalezi
na poradi s¢itani (které ani neni v uvedené symbolice zohlednéno)

e srovnejme ¢leny fady (3.13) do posloupnosti monomickych funkei ¢1(%), g2(%), - - -

my . mp m
X, 7. X,

e kazda z funkci je néktery ze ¢lend Amy,..m X7 Xy g

e viechny monomické funkce jsou zcela jisté spojité v E
o fada X0 0@y, m iy Uy .. 14, je podle predpokladii konvergentni
e plati-li nerovnosti vymezujici mnozinu D, pak |g,(¥)| < |, (i0)

e ze srovnavaciho kritéria 3.2.9 pro stejnomérnou konvergenci je tudiz fada ), gn(¥) konvergentni reg-
ularné na D

e podle véty 3.2.13 je tudiz jeji soucet na D spojitou funkci

64



3.3. MOCNINNE RADY VICE PROMENNYCH

3.3.5 Veta

Je-li Fada (3.13) regularné konvergentni v bodé X € E’, kde xj # 0 pro viechna j € 7, pak existuje ¢islo K > 0
tak, ze vsechny koeficienty ay,,. m, spliuji nerovnost

K

Am m ——m .
| L ,l S [ i I o Lt
Diikaz:

* z konvergence fady Y7, ga(¥) (viz dikaz predeslé véty) plyne, ze posloupnost monomickych funkci
21(%), g2(X), ... je omezena

e existuje tedy K > 0 tak, ze |g,(¥)| < K pro vsechna n € N

e odtud jiz vyplyva platnost dokazovaného tvrzeni

3.3.6 Veta

Necht je Fada (3.13) regularné konvergentni pro viechna ¥ € E’, pro néz
lx1] <Ri A lxal <Ry A ... A x| <Ry,
kde R; > 0,Ry >0, ..., R, > 0. Oznaéme soucet fady jako f(¥). Potom je v mnoziné
D:={X€E : |x1] <Ry A |xa] <Ry A ... A |x;] <R}
regularné konvergentni také rada

-1
My, Xy XX, (3.14)

11 >1,11530,..., 11,0
a jeji souctovou funkci (sou¢tem) na mnoziné D je funkce %(f).
e pro r =1 plati dokazované tvrzeni na zakladé platnosti véty 2.3.25 ze skript [7]
e budiz tedy r > 1

e zvolme realnd Cisla &1, &y, ..., &, tak, aby pro viechna j € 7 platilo, Ze || <R;

e potom je fada (chapana jako fada proménné xp)

o0
m
FO, 60,8, &)= Y X EREN
mi,...,m,=0
regularné konvergentni na (—Rq,Rq)
e dale
o0 o0
m m
f(xll 52/ 53/ cecy 57‘) = Z xl ! Z aml,.“,mréglzé'j ? e ;nr 7
m1=0 my,...,m,=0

kde fada na pravé strané (chapana jako rada proménné x1) ma polomér konvergence jisté vétsi nebo
pfinejhorsim roven Rq
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e podle véty 2.3.25 ze skript [7] |ze tuto Fadu derivovat podle x; ¢len po ¢lenu, tj. pro viechna &; takova,
ze |&1] < Ry, pIati:

8 . - . m m m
a_x—i(é;lléZ/“'/éV) = Z mlérlnl ! Z aml,...,m7522533~~ rr (315)

mi=1 my,...,my=0

e zbyva dokazat, ze rada
m1am,,.. ,m,érnl 15 SR :n, (3.16)

my=1,mp>0,...,m, >0

regularné konverguje
e pak bude totiz vyraz (3.15) roven souctu fady (3.16)
e zvolme S € E tak, aby pro vsechna j € 7 platilo, ze || <'S; <R

e podle véty 3.3.5 existuje K > 0 takové, ze

I p—
mye ] S Ty oy
' si...s)
e vidime tedy, ze pro q; :=|&|/Sj, kde 0 < gq; <1, je
mi—1 ¢my my K mi—1 _my 1,
milapm,,. ,m,lé CE Gyl S S—lmlql dy - -qr

e zkoumana rada je tedy skutecné regularné konvergentni ze srovnavaciho kritéria, nebot nalezena majo-
rantni fada mize byt transformovana do tvaru

(o)
mi—1 m
Y Y Y
mip=1 mp=0 m,=0

ktery reprezentuje vicerozmérnou variantu geometrické fady s kvocienty ostfe mensimi nez jedna

tato majoranta je zcela zfejmé konvergentni, coz zavriuje diikaz

3.3.7 Komentar

Uvedena véta vlastné resi problematiku parcialniho derivovani ¢len po ¢lenu. Ackoliv byla pro pfehlednost ditkazu
vyslovena pouze pro parcialni derivovani podle proménné x1, neni obtizné nahlédnout, zZe jeji platnost je mnohem
obecnéjsi. Toto zobecnéni postihne nasledujici véta.

3.3.8 Veta

Necht je Fada (3.13) regularné konvergentni na mnoziné
D:={T€FE : |xi| <R A |x2] <Ry A ... A lx] <R/},

kde Ry >0, R, >0, ..., R, > 0. Potom ma jeji souctova funkce parcialni derivace viech fadd a tyto derivace
jsou na mnoziné D dany jako soucty regularné konvergentnich fad, které vznikly derivovanim rady (3.13) clen
po ¢lenu. Tyto derivace jsou spojité, a tudiz vyhovuji kritériu zaménnosti.

Diikaz:
e jedna (v prvni Casti tvrzeni) se o opakovanou aplikaci véty 3.3.6

e druha ¢ast tvrzeni se opira o znéni vét a komentari 2.3.16, 2.3.17 a 2.1.18
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Kapitola 4

Teorie Taylorovych rad a taylorovskych
rozvojl

S metodikou taylorovskych rozvojii funkci jsme byli jiz seznameni v predchozich partiich matematické analyzy.
Ukazali jsme si napfiklad, ze funkce y(x) = e* je rovna na celém svém definiénim oboru fadé Y.;° % Nahrady
analytickych funkci pfislusnymi mocninnymi fadami se ukazaly jako extrémné acinné pri feseni jak praktickych
tak i teoretickych aloh. Lze ale podobné nahrady konstruovat také pro funkce vice proménnych? Zodpovézeni
nejen této, ale i dal3ich relevantnich otazek prinese nasledujici text.

4.1 Taylorovy a Maclaurinovy rady

Nejprve se budeme zaobirat moznostmi nahrazeni vybranych funkci vice proménnych nekoneénymi fadami
diskutovanymi v predeslé kapitole.

4.1.1 Definice

Necht f(¥X): E" — R je funkce definovana na jistém okoli U(¢) bodu ¢ € E". Necht na tomto okoli plati

f®) = Z Z e Z Atk k(X1 = €1)1 (02 = )2 L (= )", (4.1)
k=0

kl =0 k2:0

kde ayk, ., € R jsou tzv. Taylorovy koeficienty. Potom Fadu (4.1) nazyvame Taylorovou fadou funkce f(x) se

stfedem v bodé ¢ € E’. Specialné pro ¢ = 0 mluvime o tzv. Maclaurinové fadé. Funkci f(X), pro kterou Ize nalézt
Taylorovy koeficienty tak, aby na né&jakém okoli bodu ¢ platila rovnost (4.1), nazyvame funkci analytickou v
bodé C.

4.1.2 Komentar

Rovnost (4.1) lze tedy pro analytické funkce interpretovat dvojim zptsobem. Jednak je tedy rada na pravé
strané Taylorovou fadou dané funkce (tzn. ze pro danou funkci byla tato fada odvozena na zakladé znalosti
f(x)), ale nabizi se i obracend interpretace, a sice ze souctem dané rady je pravé a jediné funkce f(¥) (tzn. ze
funkce f(¥) byla dopoctena na zakladé zadani tvaru rady).

4.1.3 Veta — Taylorova
Predpokladejme, ze funkce f(X) : E" - R je analyticka v bodé ¢ € E'. Potom ma funkce f(¥) v bodé ¢ parcialni
derivace vsech Fadi a pro koeficienty ik, k, jeji Taylorovy fady se stredem v bodé ¢ plati:
1 o>*f
a =
kiky.. .k kl'kZ'kT' axlilaxgz L ox

-0, (42)

r
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kde 2 := Y7 ki.

Diikaz:

ditkaz budeme demonstrovat na prikladé funkce dvou proménnych
predpokladejme, Ze na jistém U(C) bodu ¢ = (c1,c2) plati rovnost
flx1,x2) = Z Z ae(x1 — 1) (x2 — )" (4.3)
k=0 =0
pak |ze ale snadno nahlédnout, Ze plati ago = f(c1,c2)
podle véty 3.3.8 je ale uveden4 analyticka funkce hladka na n&jakém okoli bodu ¢, tj. f(¥) € € (U(C))

bude ji proto mozno libovolné parcialné derivovat a odpovidajici si parcialni derivace budou zcela jisté
zaménné (viz véta 2.1.17 a disledek 2.1.18)

derivujeme-li vztah (4.3) podle proménné x;, dostavame
af o0 o0 ~
g(xl,xz) = Z Zﬂkf k(xy = 1) (2 — )
1 k=1 (=0
po dosazeni ¥ = ¢ pak snadno

a0 = =—(c1,¢2)

axl
derivujeme-li vztah (4.3) podle proménné x;, dostavame
af (o] (o] ~
5, (L x2) = Z Z age £(x1 — 1) (x2 — )™
2 k=0 (=1
po dosazeni X¥ = ¢ opét snadno

ap1 = =—(c1,¢2)

aJCQ
analogicky k predeslym vypoctiim lze postupovat dale
pomérné jednoduse dochazime k hodnoté parcialni derivace

aVl +m f
8x’f8x§1

(L) = Y Y ark(k=1).. (k= n+ DEE=1)...( = m+1) (x1 - 1) (2 — c2) ™"
k=n {=m
odtud (po dosazeni ¥ = ()
aVl+mf
8x’11<9xg1

@ =apmnn-1)n-2)...n—n+1)ymm-1)m-2)...(m—m+1) = ay,n'm!

upravime-li tento vztah, dostavame

1 an+mf 1 (n + m)! an+rnf

= ! Jx}oxy’ (@)= (n+m)! nlm! Jx\ox}! ©)

anm

v koeficientu a,,, je zohlednén komentar 2.3.13, kdy cislo
(n + m)!
nim!

1n+m

pfedstavuje pocet viech ekvivalentnich alternativ vypoctu parcialni derivace T

tim je véta dokazana
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4.1.4 Komentar

Vzorec (4.1) lze pro funkci dvou proménnych zapsat, jak je patrno z tvah v diikazu predeslé véty, do kompak-

tnéjsiho tvaru
8}’1
flx1,x2) = Z Z n'(n) kafn ————(c1,62) (x1 — 1) (2 — 2)" 7,

n=0 k=0
Pfitom pro pevné zvolené n € Ny odpovida suma

n an
Z (Z)ﬁ(% c2) (x1 = €1) (x2 = )"
=3\ dx]dx]

totalnimu diferencialu funkce f(x1,x2) fadu n, o kterém mimo jiné vime, Ze existuje pro vsechny funkce tfidy
€>*(U(C)), coz je pravé pripad, ktery predesla véta rozebira. Odtud

>, 4" dxq,dx
f(xl,xz)ZZ fieve) (s 2)-

n!
n=0

Podotykame, Ze analogicky vztah by platil také pro obecnou funkci f(¥) : E" +— R r proménnych. Tedy za
jistych predpokladii, jejichz obdobu zna ¢tenar ze studia Taylorovych polynomii pro funkce jediné proménné
(viz komentar 4.1.5), plati rovnost

L Al
faviy=y T,

n=0

fe =Y S,
n=0

respektive

kde formalné klademe dofd»(l_z)) = f(@).

4.1.5 Komentar

Poznamenavame, ze studium vlastnosti Taylorovych fad v prostorech E' je dosti komplikované. V zasadé Ize
fici, ze by nas (stejné jako u funkce jedné proménné) mélo zajimat, kde Taylorova fada jako mocninna fada
v E" konverguje a co je na jejim oboru konvergence jejim souctem, specialné tedy, zda je vychozi funkce i
souctem pfislusné Taylorovy fady. Zname totiz pFiklady z teorie funkce jedné proménné, kdy Taylorova fada
konverguje ke zcela jiné funkci, nez ze které byla sestrojena (viz napt. priklad 3.2.18, strana 75, skripta [7]).
Jistou moznost, jak cely problém fesit, nabidne nasledujici sekce.

4.2 Polynomialni aproximace funkci

V tomto oddile ukazeme, ze pokus aproximovat vybranou funkci vice proménnych kone¢nou fadou monomickych
funkci miize byt u€inén i pro funkce, které analytické nejsou. Budeme tedy diskutovat, jak Ize odhadnout chybu,
které se dopoustime, kdyz vybranou funkci aproximujeme monomickou funkci zvoleného stupné. A také ukazeme,
Ze pro analytické funkce Ize tento aproximacéni proces zdokonalit tim, ze odchylka mezi funkci a jeji aproximaci
miize byt stlacena pod libovolné malou hodnotu.

4.2.1 Veta — o Taylorove vzorci

Necht funkce f(¥) : E” — R ma na oteviené mnoziné G C E’ viechny spojité parcialni derivace az do radu
(m + 1) véetné. Necht dale 7€ G, h € E" jsou takové, e cela Gsecka {J?E E:¥=d+th te (O,l)} lezi v G.
Potom existuje T € (0,1) takové, ze plati

f@+n) = f(c?)+za @hi+ 5 Z % @hn

i1,ip=
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i) T il i

Z1 12,00 =1

4 am+1 S
! Z f — @+ ThY i iy . Ty

(m + 1! | OXiy0xiy ... Ox 1

s 1
102 Ams1= m+l

Diikaz:

e polozme
F(t) = f(@+th) = f(a + thy,ap + thy, ..., a, + thy)

e snadno nahlédneme, ze F(0) = f(2) a F(1) = f(@+ )

(4.4)

e podle véty 3.1.1 o Taylorové vzorci pro funkci jedné proménné (viz skripta [7]) plati, ze pro dva riizné
body ¢, t lezici v jistém uzavieném intervalu, kde jsou splnény podminky dostateéné hladkosti funkce F(t)

— viz znéni citované véty o Taylorové vzorci — existuje bod T € (¢, f), resp. T € (¢, ¢), tak, ze plati

(4.5)

(4.6)

(4.7)

E E ™
E(t) = F(c) + (C)( —0)+ ﬂ(t —cP 4.+ ﬁ(t —¢)" + Ryy1(b),
1! 2! n!
kde 151)
_ F (T) n+1
e specifikujeme-li toto tvrzeni pro ¢ =0 a t = 1, dostavame odtud, ze jisté existuje 7 € (0, 1) takoveé, ze
, 1 .. 1 1
— = — r(n) (n+1)
F(t) = F(0) + F(0) + o FO)+...+ n! FY(0) + (n+1)!F (1)
e vzhledem k faktu, ze
dF f
70 =L@
a ror 2
d’F o°f
7 O= L) 5o @i,
i1=11=1
az de r r T 8mf
W( )_;; . lz_lm(d))hilhir”him,
1=1 2= m=

snadno nahlédneme, ze ze vztahu (4.7) vyplyva dokazovany vztah (4.4)

4.2.2 Definice

Rovnost (4.4) nazyvame Taylorovym vzorcem funkce f(¥) : E' +— R v bodé @ € E". Sumu

m dk
7= ), 0
k=0 )

pak nazyvame Taylorovym polynomem radu m funkce f(x) : E" — R v bodé 4 € E’. Vyraz

r

i ! Z f 7+ i) hihi, .. B
Riys1(h) := m+ 1) axilaxiz“‘axi"H,] @+ th) iMiy -« Wiy g

01,02,/ lim1=

z véty 4.2.1 nazyvame Lagrangeovym zbytkem v Taylorové vzorci po m—tém élenu. Pro @ = 0 uzivame (volitelng)

u véech pravé definovanych pojmi namisto oznaceni Tayloriiv oznaéeni Maclauriniiv.
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4.2.3 Komentar

Taylortv polynom 7’”1”(2?) radu m maze byt v nékterych pripadech nizsiho stupné nez m. To nastane tehdy, je-li
d" f«(%) = 0. Proto je nutno disledné rozlisovat vyznamy termini stupen a fad Taylorova polynomu.

4.2.4 \Veta

Necht funkce f(x): E" — R ma v bodé 4 € E" derivace viech fadi. Potom mocninna fada

i s

n!
n=0

je konvergentni a ma soucet f(X) pravé pro takova ¥ € E’, pro ktera plati, ze limy—c Ry+1(¥) = 0, kde R;41(X)
je Lagrangeilv zbytek po n €lenech Taylorova vzorce (viz véta 4.2.1).

Diikaz:

o z véty 4.2.1 plyne, ze
G Z kf D 4 R = T2 + R ()
k=0
e tada (4.8) je konvergentni a mé soucet f(X) pravé tehdy, kdyz limn_m‘]’;(f) = f(%), tj. kdyz
lim Ry (7) = lim [f(9) - T7(@)] = f® - f@) =0
e tim je tvrzeni dokazano

4.2.5 Veta — o polynomialni aproximaci

Necht je dana funkce f(¥) : E" - R, jez je analyticka v bodé 4 € E'. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje my € Ny
tak, ze pro viechna m > mq plati

coz znadi, ze kazdou analytickou funkci Ize aproximovat polynomialni funkci libovolné presné.
Diikaz:

e jde o primy disledek definice analytické funkce a tvrzeni véty 4.2.4

e protoZe za danych okolnosti plati podle véty 4.2.4 rovnost lim,; e Ry11(¥) = 0, plyne odtud, Ze pro
kazdé ¢ > 0 existuje mg € Ny tak, Ze pro jakykoli index m > my je |R,;41(%)| < €

e pro tato m tedy

-y, 29

n=0

f@ - Tr@)| = = [Ry1 (9] < &

4.2.6 Komentar

k =
Za predpokladu, ze je skutecné splnéna podminka lim,—e Ry+1(¥) = 0, je tedy vyraz i dj,i“!@ pribliznym

vyjadrenim funkénich hodnot funkce f(¥) na okoli bodu 7.
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4.2.7 Priklad

Hledejme Maclauriniiv polynom funkce f(x, y) = sin(x + 2y) radu tfi. Snadno vypocteme

Jf
o cos(x + 2y), 8_y = 2 cos(x + 2y),
9 . *f . *f .
2 sin(x + 2y), 8_y2 = —4sin(x + 2y), W = —2sin(x + 2y).

Pro parcialni derivace tfetiho fadu pak plati:

83f_ +2 3—8 +2 a3f_2 (x +2y) 83f—4 (x+2y)
73 cos(x +2y), 7 - cos(x + 2y), oy cos(x + 2y), xa cos(x + 2y).
Po vyéisleni vyse vyjadFenych parcialnich derivaci v bodé @ = (0,0), tj.
of of
f(O/ 0) - O/ a(ol 0) - 1/ @(O/ 0) - 2/
?*f ?*f ?*f
W(OIO) = a—yz(ofo) = W(O’ 0) =0,
Pf X Pf Pf
_— =-1 _— = — =-2 0,0 :_4,
dostavame
sin(x +2y) = x + 2y — %xs - %ys - x%y — 2xy”. (4.9)

Funkce x + 2y — %x3 - %y3 — x?y — 2xy? je tedy na okoli bodu (0,0) polynomialni aproximaci funkce f(x,y) =
sin(x + 2y).

N O N N T S B R S )

i

Obrazek 4.14
Polynomialni aproximace funkce f(x,y) = sin(x + 2y). Barevné je

vyobrazena zkoumana funkce, zatimco pfislusna polynomialni aproximace
(4.9) je vyobrazena Sedé.
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4.2. POLYNOMIALNI APROXIMACE FUNKCI

4.2.8 Priklad

Cilem tohoto prikladu je vypo¢itat totalni diferencial tisiciho radu funkce f(x, y) = In(1 +xy) v bodé 7 = (0, 0).
Zplsob feseni je vybran s ohledem na fakt, ze pfimé derivovani do parcialnich derivaci tisiciho Fadu je netinosné
zdlouhavé. Uzijeme tedy jednak skutecnosti, ze

floy) = fO) + Z fo( Y

=1

(4.10)

a jednak znalosti Maclaurinova rozvoje funkce
o0 tn
In(1+1) = Z (=1)mi—,
n
n=1

Dosadime-li do posledné uvedené rovnosti t = xy, obdrzime velice jednoduse Maclaurinovu fadu funkce f(x, y),

a sice
x500 500

N e XY 15, XY
1n(1+xy)—§( 1) kA L A 500

Soucasti tohoto rozvoje je i hledany diferencial déooof(x, Y). Zptisob jeho detekce je zfejmy ze vztahu (4.10). Z
néj plyne, ze

1000
7 fi(x, y) _ Lxsoo 500
1000! 500 !

potazmo
1000! x500 500

leOOfa(x, y) = — 500 ,

¢imz je tloha zakonéena.

4.29 Priklad

Naleznéme Maclaurinovu fadu funkce

flx,y) = J1+4x+ 2

Oznaé&ime-li t = 4x + 2, Ize Glohu Fesit metodami zndmymi z teorie funkce jedné proménné. Podle ni

f(t)=(1+t)1/2:i(i)t”:i%(_%)(_%)”'(%_TH_l o +Z(l,m(zn—sw

! T
n=0 =0 n (2n)!

Uvedend mocninna fada ma pritom, jak se lze pomérné jednoduse presvédCit, obor konvergence rovny uza-
vienému intervalu O = (-1, 1). Dale snadno

2 00
f(X,y)=1+2x+y?+Z( 1)n+1%
Yy 2 0o 1

¥ n+l (2” 3) ko k. 2n-2k Y nr1 @ =3 ok one 2%
_1+2x+2+;k20‘( 1) 4 Ay _1+2x+2+nz 0( 1) TR

(4x + 7" =

Tato fada je ovsem rovnocennym ekvivalentem funkce f(x,y) = +/1 + 4x + y? pouze na mnoziné
Opy ={(c,y) € B -1 <dr+y? <1,

Touto mnozinou je uzavien oblast vymezena parabolami 4x = —y? + 1, viz také obrazek.
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-1/4 1/4 X

NS

\/

Obrazek 4.15
Vyobrazeni oboru konvergence O, = {(x, YEE: —1<4x+12< 1}.

4.2.10 Priklad

Naleznéme Maclaurinovu fadu funkce f(x,y) = In(1 + 2x> + y) a uréeme jeji obor konvergence. Opét uzijeme
teorii mocninnych ekvivalentd pro funkce jedné proménné. Tentokrat uzijeme substituci t = 2x> + v a rozvineme
funkci f(t) = In(1 + t) do znamého tvaru

In(l +£) = Z(—l)””%.
n=1

Proto
2 n 0 00 00
f(x y) Z( 1)n+1( X +y) Zlkz(;‘( 1 n+11( )(2x3)k n—k leo( )n+lk‘( ]Z)'zk Skyn k'

Oborem konvergence je pfitom mnozina O = {(x, YeE: -1 <2x¥3+y< 1}. Jeji tvar je vyobrazen na obrazku
nize.

Y

=~

Obrazek 4.16
Vyobrazeni oboru konvergence O = {(x, YeE: -1<2x¥+y< 1}.
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4.2.11 Priklad

Pro funkci

flo,y) = AJ1+ Y2 +2x

. 40 e
vypoctéme (ayg)w(6)' Hledat parcialni derivaci

940 5
p= 9309510 ©)

- a1 @n=3)! o
+Z (-1 1—(2k)!!(n_k)!y2kx Ko (a11)

Oznaéme ay,;,; € R koeficient u Elenu agmxfym v rozvoji mocninné fady (4.11). Podle teorie pro néj plati

0 1
301101 201 ~ 41030

kde ¢islo % reprezentuje nasobnost zkoumané derivace a ﬁ déleni faktorialem fadu totalniho diferencialu,
jehoz je uvedena derivace soucasti. Jelikoz € = 10 a m = 30, plyne ze vztahu (4.11), ze k = 15 a n = 25.
Uzavirame tedy, ze

47! 47!
301 101" ~ 3011101

aioz0 = (-1)** 30!10!! = 4711 291!
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Kapitola 5

Teorie implicitnich funkci

Seznamme se nyni i s méné obvyklymi zptisoby zadani funkce. Ukazeme si postupné, ze zkoumat urcité vybrané
vlastnosti bude mozno nejen u funkci zadanych znamym (tzv. explicitnim) predpisem v = f(x1,x2,...,x;), ale
i u funkci s komplikovanéjsi formou zadani.

5.1 Funkce zadana implicitne rovnici

Pfripomenme nékolik moznych zpiisobi zadavani funkci. Existuje jich totiz cela fada. My zde uvedeme pouze
tfi nejzasadnéjsi:

e explicitni zadani funkce f(x,y,z) predpisem napt. f(x,y,z) = x + y* + €7;

e parametrické zadani funkce y(x) rovnicemi napf. x(t) = 4 cos(t), y(t) = 4 sin(t), kde t € (0, 7t) je parametr;

e implicitni zadani funkce y(x) rovnici napf. F(x,y) = x> + y> —4 = 0.
Je tfeba si uvédomit, ze v nékterych pfipadech Ize zcela jednoduse prevadét jednotlivé typy zadani libovolné
jeden na druhy, ale v jinych ne. Je-li napf. funkce y(x) zadana implicitné rovnici x + y + In(x) + In(y) = 0,
neni mozné zadnymi Gpravami docilit explicitniho vyjadreni y(x). Nasledujici avahy nam vsak umozni zkoumat
viechny potfebné vlastnosti i pro funkce, které uvedenym handicapem neexistence explicitniho vyjadfeni trpi.
5.1.1 Definice

Necht je dana funkce F(¥,y) : XX Y — R, kde X C E" a Y C R. Rikame, ze funkce y(¥) : X R je na oblasti
G C X funkci zadanou implicitné rovnici
F(X,y) =0, (5.1)

nebo struéné implicitni funkci, pokud pro kazdé ¥ € G plati F(¥, y(¥)) = 0.

5.1.2 Priklad

Rovnice F(x,y) = x* —y = 0 zadava na G = (-1,1) implicitni funkci y(x) = x*. Naproti tomu rovnice
F(x,y) = x* —y* = 0 na G = (=1,1) zadava dvé implicitni funkce, a sice f(x) = —x a g(x) = x. Rovnice
F(x,y) = x*> + y* + 1 = 0 nezadava zadnou implicitni funkci.

5.1.3 Komentar

S ohledem na vysledky predchoziho pfikladu bude nejprve treba rozresit dvé stézejni otazky celé teorie, a sice
otazku existence a otazku jednoznacnosti implicitni funkce. Odpovédi na tyto otazky budeme hledat vzdy na
okoli U(Xo, yo) jistého vybraného bodu (¥, o), pro ktery je splnéna rovnost F(Xy, y0) = 0. Nejprve budeme
Fesit existencni problém pro zjednodusenou variantu alohy, kdy r = 1, a tudiz hledana implicitni funkce (bude-li
vilbec existovat) bude funkci jediné proménné.
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5.1.4 Veéta — mala existencni

Necht je dana funkce F(x,y) : E? > R, otevfeny interval L C E? a bod (xo, yo) € L takovy, ze F(xo, yo) = 0.
Necht F(x, y) € €'(L), pricemz plati

JF

—(xo, 0.

ay(xo Yo) #
Pak existuji ¢isla A7 > 0 a Ay > 0 tak, ze plati: Ke kazdému ¢&islu x € (xo — A1, X0 + A1) existuje v intervalu
(Yo — Az, yo + A2) pravé jediné y tak, ze F(x, y) = 0. Oznacime-li toto y znakem f(x), je rovnice F(x,y) = 0 na

mnoziné (xo — A1, xo + A1) X (Yo — Az, Yo + Az) spInéna pravé tehdy, kdyz y = f(x). Funkce f(x) je tedy funkci
implicitné zadanou rovnici F(x, y) = 0 a vyhovuje podmince 1o = f(xo).

Diikaz:

PR S

A A

@@@@@@@@'I

i(xa,J’a)

Yo

o xy) <
@@@@i@@@@l

X X

Obrazek 5.17
Demonstraéni obrazek k ditkazu existencni véty.

e polozme bez Gjmy na obecnosti g—i(xo, Yo)=a >0

e kdyby 3—5(350,]/0) < 0, vysetrovali bychom namisto funkce F(x, y) funkci —F(x, y), coz na sdéleni véty nic
neméni

e z definice spojitosti (aplikované na funkci g_z;) vyplyva existence &isla ¢ > 0 takového, ze ve viech bodech
(%, y) intervalu K = (xo —c,x0 + ¢) X (Yo — ¢, Yo + ¢) je

JF JoF a
8_y(x, ]/) - @(x(h ]/0) < E (52)
e proto 5 -
o o
7 > 8—y(x, y) > E >0 (53)

e zvolme ono ¢ navic tak malé, aby K C L
e potom jsou obé parcialni derivace prvniho fadu v K spojité

e funkce F(xo, y) jedné proménné y ma podle (5.2) v intervalu (yo — ¢, yo + ¢) kladnou derivaci, a je tam
tudiz rostouci

e mimoto pro i = g je F(xo, y0) =0

e F(xp,y) ma tedy v bodé y = yo + ¢ kladnou hodnotu a v bodé y = o — ¢ zapornou hodnotu
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e tedy F(xo,yo+c¢)>0a F(xo,y0—¢) <0

o funkce F(x, yo + ¢) jedné proménné x je v bodé xp spojita a kladna
e funkce F(x, yo — c) jedné proménné x je v bodé xj spojita a zaporna
e existuje tedy €islo A1 > 0 takové, ze pro |x — xo| < A1 je

F(x,yo—c)<0 A Fx,yo+c)>0 (5.4)

e volme zaroven A; <c¢
e nyni vyberme x7 libovolné z intervalu (xg — A1, xo + A1)

e funkce F(x1,y) jedné proménné y je podle (5.3) spojita a rostouci na intervalu (yo — ¢, yo + ¢), tedy téz
na intervalu {yo — c/2, yo + c/2)

e pro iy = yo — ¢/2 je hodnota F(x1, y) podle (5.4) zaporna a pro y = yo + ¢/2 kladna
e proto nutné existuje v intervalu {yo — ¢/2, yo + ¢/2) Cislo y; takové, ze F(x1,y1) =0
e navic existuje jen jedno Y s touto vlastnosti, nebot F(x1, 1) je v tomto intervalu rostouci

e polozime-li nyni Ay = ¢/2, vidime, ze ke kazdému x z intervalu {(xo — A1, xp + A1) existuje v intervalu
(Yo — A2, Yo + Ap) pravé jedno Cislo y takové, ze F(x,y) =0

e pokud oznacime toto y symbolem f(x), pak je naplnéna definice 5.1.1, a ¥ = f(x) je tudiz funkci zadanou
na okoli generujiciho bodu (xo, yo) implicitné rovnici F(x,y) =0

5.1.5 Veta

Necht je dana funkce F(x,y) : E*> — R a bod (xo, yo) € E? takovy, ze F(xg, y9) = 0. Necht na jistém okoli
tohoto bodu ma funkce F(x, y) spojitou derivaci, tj. F(x, y) € € (U(xo, yo)), pFicemz plati

JF
@(XQ, y()) # 0. (55)

Pak na jistém jednodimenzionalnim okoli Us(xp) bodu x( existuje jedina spojita funkce y(x), ktera je implicitné
zadana rovnici F(x,y) = 0 a vyhovuje podmince 1o = y(xp). Navic ma tato funkce y(x) v kazdém bodé
& € Us(xg) spojitou derivaci s hodnotou

L&, y(E)

€)=~
! & ©)

(5.6)

_ £ (x0,0)
%(xolyo) )

Specialné tedy vy’ (xp) =

Diikaz:

e uvazujeme generujici rovnici F(x, y) = 0 a generujici bod (xo, y0), ktery neni, jak plyne z podminky (5.5),
bodem kritickym (viz definice 5.1.7)

e nejpodstatnéjsi otazka, kterou je otazka existence diskutované implicitni funkce na okoli generujiciho
bodu (xo, yo), je rozfesena ve vété 5.1.4

e podle jejiho znéni mame nyni stoprocentni jistotu, ze hledana implicitni funkce skutecné existuje

o hledejme tedy dale v jistém okoli Us(xp) derivaci diskutované implicitni funkce y(x), ktera je zadana
generujici rovnici F(x,y) =0
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e generujici rovnici F(x, y(x)) = 0 zderivujeme podle nezavisle proménné x s ohledem na fakt, Ze proménna
Y na nezavisle proménné x zavisi

e derivovat pritom Ize, nebot F(x,y) € € (U(xo, yo))

e diky predpokladiim plati

oF OJFdy
% + a—ya =0, (57)
kde po dosazeni bodu (&, y(&)) € U(xo, yo) do obou stran rovnice dostavame
oF oF dy ..
o & YE) + a—y(ff, y(E)7, (&) =0 (5.8)

e protoze g—l;(é, y(&)) # 0, coz je garantovano volbou okoli U(xo, yo), |ze rovnici (5.8) upravit do tvaru
dokazované rovnosti (5.6)

_ % (x0,10)
g—i(xolyo)

e volbou & = xp, z niz vyplyva, ze y(&) = y(xo) = Yo, pak dostavame, Ze y'(xg) =

e derivace (5.6) je navic v Us(xp) spojita, nebot je podilem dvou spojitych funkci a jmenovatel je v mnoziné
U(x0, yo) nenulovy

o diky existenci derivace y’(x) Ize tvrdit, Ze sama funkce y(x) je na jistém okoli bodu x( spojita
e zbyvajici ast ditkazu tykajici se jednoznacnosti dokazeme sporem

o necht tedy existuji na jistém okoli Us(xp) bodu xo dvé rtizné funkce y(x) a f(x), které jsou implicitnimi
resenimi rovnice F(x, y) = 0 a vyhovuji podmince y(xo) = #(x0) = Yo

e z rovnosti (5.6) ale vyplyva, ze y’'(x) = 7’(x) vSude na Us(xp), tj. ne pouze v bodé xg
e proto jisté existuje C € R tak, Ze pro vSechna x € Us(xp) plati #(x) = y(x) + C
e to spolecné s rovnosti y(xp) = #i(xo) = yo vede k faktu, Ze konstanta C je nulova

e tudiz na uvazovaném okoli bodu xp plati y(x) = #(x), coz je spor s existenci dvou riiznych funkci

5.1.6 Komentar

UvazZujme nyni dodatecny pozadavek, ze pro funkci F(x, y) z predes|é véty plati také, ze F(x, v) € €™ (U(xo, Yo)),
kde m > 2. DalSim derivovanim vztahu (5.7) Ize vyjadrit i vy3si derivace funkce y(x). Napt. derivaci rovnice
(5.7) podle x ziskame vztah

4

PF  PFdy PFdy PF (dy)2 L oF %y

ﬁ+&x8y§+8y8xa+a_y2 dx) " Jdydx?

ktery vede (za citovaného predpokladu) k vyjadreni druhé derivace y”’(xg) do tvaru

2 2 d 2 d 2
ZE(x0, o) + 225 (x0, yo) G (x0) + 5 (xo, o) (& (x0))

v’ (x0) = —
g_l];(x()l ]/O)

Jak je patrno, k vypoctu druhé derivace bude zapotrebi jiz znat hodnotu prvni derivace ve studovaném bodé.
Obdobné se postupuje pfi vypoctu derivaci vyssich.
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5.1.7 Definice

Funkci F(X,y) : X XY + R, kde X c E" a Y C R, z definice 5.1.1 budeme nazyvat generujici funkci.
Rovnici F(X,) = 0 budeme nazyvat generujici rovnici a bod (¥, y9) € X X Y, pro ktery je splnéna rovnost
F(xXp, yo) = 0, budeme nazyvat generujicim bodem. Generujici bod navic nazveme kritickym, pokud vyhovuje
rovnosti g—;(xo, Yo) = 0.

5.1.8 Komentar

Podle vét 5.1.5 a 5.1.11 garantuje podminka g—l;(xo,yo) # 0 existenci pravé jediné implicitni funkce y = y(¥) na
jistém okoli U (%o, o). Kriti€nost bodu (¥, yo) € X XY spociva tedy v tom, Ze za podminky 3—1;(3?0, Yo) = 0 nelze
existenci implicitni funkce y = y(X) nebo jeji jednoznaénost zaruéit. Ukazme si to na nasledujicich prikladech.
Necht je dana generujici rovnice F(x,y) = x*> + y*> — 1 = 0 reprezentujici jednotkovou kruznici se stfedem v
pocatku souradného systému. Bod (xo, yo) = (1,0) je jejim kritickym bodem, nebot g—lyz(l, 0) = 0. Na okoli
tohoto kritického bodu ale zadna implicitni funkce y = y(x) existovat nemize, nebot pro & € (1 —9,1) existuji
dvé riizné hodnoty y takové, ze F(&,y) = & + y> — 1 = 0. Existence implicitni funkce je proto v pfimém
rozporu s definici pojmu funkce. Uvazme druhy piiklad. Necht je dana generujici rovnice G(x, y) = x> — y*> = 0.
| tehdy je bod (xo,0) = (1,0) jejim kritickym bodem. Ale ackoliv je podminka kriticnosti naplnéna, existuji
dokonce dvé prislusné implicitni funkce, a to y1(x) = x a ya(x) = —x. Tretim prikladem je generujici rovnice
H(x,y) = x — y> = 0. Znovu je bod (xo, yo) = (1,0) kritickym bodem, v némz ale pfislusna implicitni funkce
existuje a je urcena jednoznacné. Touto implicitni funkci je funkce y(x) = |x|1/3sgn(x).

5.1.9 Umluva

Kriticnost generujici bodu sice (podle Gvah probiranych v predeslém komentafi) nutné neznamena neexistenci
prislusné implicitni funkce, jen jeji existence neni narozdil od generujiciho bodu, ktery kritickym neni, garan-
tovana. Proto provedeme nasledujici amluvu, ktera prispéje k systemati€nosti fedeni aloh na implicitni funkce.
Bude-li v daném prikladé zjisténo, ze néktery generujici bod je kriticky, nebudeme na okoli tohoto bodu (pokud
nebude Feceno jinak) pfislusnou implicitni funkci hledat.

5.1.10 Priklad
Pokusme se rozsifrovat podobu grafu funkce y(x), ktera je implicitné zadana rovnici

O+ 1) =2(" - ). (5.9)
Vzhledem k symetrii postaci vysetfit priibéh funkce pouze v prvnim kvadrantu. Navic jelikoz leva strana rovnosti

(5.9) je vzdy nezaporna, musi byt x*> > y?, coz znadi, ze v prvnim kvadrantu se graf funkce y(x) bude vyskytovat
pouze pod osou x = y. Pokusme se nalézt extrémy vySetfované funkce. Podle véty o implicitni funkci 5.1.5 plati

2% + yz)(Zx +2yy") =2(2x - 2yy’),

odkud pak tedy
x(1—x%—y?)
y(l+x2+y%)

’

y:

Derivace y(x) je tedy nulova v priiseciku kruznice x> + y*> = 1 a kivky (5.9). Timto priise¢ikem v prvnim
kvadrantu je bod @ = (V3/2,1/2). Jelikoz praseciky kfivky (5.9) s osou x jsou body 0a (V2,0), je po studiu
znaménka prvni derivace jasné, Ze bod @ je bodem lokalniho maxima funkce y(x). Nyni tedy Ize vyobrazit pribéh
vysetfované implicitni funkce.
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Obrazek 5.18
Priibéh implicitni funkce y(x).

Podotykame, Ze vyobrazenou kfivkou je tzv. lemniskata.

5.1.11 Veta — o implicitni funkci
Necht je dana funkce F(¥,y) : E™*! > R a bod (X, yo) € E'*! takovy, ze F(%), yo) = 0. Necht na jistém okoli
tohoto bodu mé funkce F(¥, y) spojitou derivaci, tj. F(¥,y) € € (U(Xo, yo)), pFicemz plati

JF
a—y(xol Yo) # 0. (5.10)

Pak na jistém r—dimenzionalnim okoli Us(Xp) bodu %) existuje jedina spojita funkce y(¥), ktera je implicitné
zadana rovnici F(¥,y) = 0 a vyhovuje podmince 1y = y(¥)). Navic ma tato funkce y(¥) v kazdém bodé
5e U5(X) spojité vsechny parcialni derivace s hodnotou

o REY) (5.11)
% EE V)

F
FGoyo)

. o Y , -
Specialné tedy <L (%)) = —2-——.
p y 8xk( 0) %(Xofyo)

Diikaz:

e uvazujeme tedy generujici rovnici F(¥,y) = 0 a generujici bod (X, yo), ktery neni, jak plyne z podminky
(5.10), bodem kritickym

e nejpodstatnéjsi otazka, kterou je otazka existence diskutované implicitni funkce na okoli generujiciho
bodu (X0, ¥0), je roziesena ve vété 5.2.3

e podle jejiho znéni mame nyni stoprocentni jistotu, ze hledana implicitni funkce vice proménnych skute¢né
existuje

e hledejme tedy dale v jistém okoli Us(xp) derivaci diskutované implicitni funkce y(%), ktera je zadana
generujici rovnici F(X,y) =0

e generujici rovnici F(¥, y(x)) = 0 zderivujeme podle nezavisle proménné x; s ohledem na fakt, ze proménna
Y na nezavisle proménné xj zavisi

e derivovat pfitom Ize, nebot F(¥,y) € € (U(xXo, yo))
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e diky predpokladim plati

OF JF dy
5ot S =0, (5.12)

kde po dosazeni bodu (5, y(g)) € U(Xo, yo) do obou stran rovnice dostavame

81: o = 8F - = 8y 2
a—xk(él y(&)) + g—y(gl y(é))a—xk(é) =0 (5.13)

e protoze 3—5(5_), y(cf_))) # 0, coz je garantovano volbou okoli U(Xo, yo), lze rovnici (5.13) upravit do tvaru
dokazované rovnosti (5.11)

oF
E(f(]/yﬂ)

e volbou &= %), z niz vyplyva, ze y(g) = y(Xp) = Yo, pak dostavame, ze %(i’o) Rl Ty
@ 0/40

e derivace (5.11) je navic v Us(Xp) spojita, nebot je podilem dvou spojitych funkci a jmenovatel je v
mnoziné U(%y, yo) nenulovy

e diky existenci derivace %(5 ze tvrdit, ze sama funkce y(X) je na jistém okoli bodu ) spojita
e zbyvajici ast diikazu tykajici se jednoznacnosti provedeme metodou konstrukce sporu

e necht tedy existuji na jistém okoli Uys(xp) bodu Xy dvé riizné funkce y(X) a 7(), které jsou implicitnimi
FeSenimi rovnice F(¥, y) = 0 a vyhovuji podmince y(Xp) = (%) = yo

e z rovnosti (5.11) ale vyplyva, ze grad(y)(¥) = grad(i)(¥) vsude na Us(Xp), tj. ne pouze v bodé %y

e proto jisté existuje (podle sdéleni disledku 2.3.23) C € R tak, ze pro viechna ¥ € Us(xp) plati §(¥X) =
y(@) +C

e to spolecné s rovnosti y(¥y) = §(Xp) = yo vede k faktu, ze konstanta C je nulova

e tudiz na uvazovaném okoli bodu ¥y plati y(¥) = #(¥), coz je spor s existenci dvou rtiznych funkci

5.2 Funkce zadané implicitne soustavou rovnic

Logickym zobecnénim predeslé problematiky je situace, kdy generujici rovnice neni pouze jedna, ale je jich
nékolik. V tom pripadé lze ocekavat, ze sada s generujicich rovnic bude (pfi pfiznivé konstelaci podminek, tj.
pfi splnéni podminky analogické k podmince (5.5)) indukovat sadu s implicitnich funkci. Bude i v tomto pfipadé
mozné ze znalosti viech parcialnich derivaci vdech generujicich funkci jednoznaéné uréit parcialni derivace funkci
implicitnich? A jak v této obméné bude vypadat podminka kriticnosti? Na to nam prinese odpovéd nasledujici
text.

5.2.1 Definice
Necht je dana soustava rovnic
Fl(xlleI' . '/xr/yllyZI .. '/]/S) = 0;
Fz(x].l‘le"'/x/ 1/ 2""/ :0;
Iy ) (5.14)

Fs(x1/x2/---/xr/ylzyZ/---/ys) = 0/
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kde ¥ € X ¢ E' a § € Y C E°. Funkcemi zadanymi implicitné rovnicemi (5.14) nebo struéné implicitnimi
funkcemi na oblasti G C X nazyvame takové funkce

yl(xll x2/ cecy xr)}
2(X1, X2, ..., X¢);
I ' (5.15)

ys(xll x2/ ceey xr)/

ze po dosazeni y1(x1,X2,...,%r) za Y1, Ya(X1,X2,...,%;) za Y2 az ys(x1,X2,...,%;) za Ys do soustavy (5.14)
jsou vsechny rovnice (5.14) identicky splnény na G.

5.2.2 Definice

Vektorovou funkci f(f,y’) : XXY - E°, kde X C E" a Y C F°, z definice 5.2.1 budeme nazyvat vektorovou
generujici funkci. Rovnici 15)(3?, 9 = 0 budeme nazyvat generujici soustavou a bod (¥, o) € X X Y, pro ktery je
splnéna rovnost ﬁ(fo, o) = 6, budeme nazyvat generujicim bodem. Generujici bod navic nazveme kritickym,
pokud vyhovuje rovnosti

Fi,F>,..., Fg
det(D( 1,2, s )

X0, o) # 0.
@(yl,yz,‘..,yo)( o o)

5.2.3 Veéta — velka existencni

Necht je dan bod (a1,a2,...,a,,b1,bs,...,b;) € E* a s funkei Fj(%, 1) : E** = R, jez maji na jistém okoli
uvedeného bodu spojité prvni parcialni derivace prvniho fadu podle viech proménnych. Necht dale

Fj(a1/a21‘“IarlblleI“‘lbs) = O

pro vsechny j € §, tj. (a1,a2,...,a,,b1,ba,...,bs) € E* je generujicim bodem. Necht navic

det(D(Fl’le'”,FS)

ai,az,...,4,,b1,b0,...,b5) #0. 5.16
D(yl,yz,...,ys>)“ : b2 ) (5.16)

Potom pro kazdé Ay > 0 existuji 6 € (0, Ag) a A € (0,g) tak, ze ke kazdému
X=(x1,x2,...,%) €], J={X€E :|xy—a| <2 —a] <5,..., 1 —a,] <O}

existuje v intervalu K = { € E° : |y —b1| < 6, |y2—ba| <6, ..., |ys—bs| < 6} pravé jediny bod ¥/ = (y1, Y2, ..., Ys)
tak, Ze je splnéna rovnice ﬁ(a?,ﬁ) = 0. Soufadnice Y1,Y2,...,Ys tohoto bodu jsou tudiz funkcemi bodu ¥, coz
znadi, ze takto ziskané funkce y; = goj(f’) jsou funkcemi implicitné zadanymi rovnosti F)(J?,g)) = 0 na okoli
generujiciho bodu.

Diikaz:

e v diikazu bude striktné znacit ¥ = (x1,x2,...,%,), ¥ = (Y1, Y2, ---, Ys) a (X, 9) = (X1, X2, -+, X, Y1, Y2, -+, Ys)

-

e dile 7= (alzaZ/---/ar) a 5: (blle/---/bS) a &): (a_)lb) = (ﬂl,ﬂ2,...,ﬂr,b1,b2,...,bs)

e symbolem (i, 2) budeme rozumét o—metriku, tj. o(¥/,2) = maxq<ics [Vk — 2l

oF

e znakem cj; oznacme hodnotu derivace a—y;(c_f) v bodé &
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podle predpokladu véty tedy

C11 C12 ... Cis
Cx1 Cp2 ... C2

C= +#0
CSl CSZ ce Css

T . JF; .. . - .
jelikoz jsou funkce a—yli spojité v bodé &, existuje jisté &islo A1 € (0, Ag) tak, Ze ve viech bodech intervalu
lx; — aj <A1,|y]‘—b]'| <A (i€t jes) (5.17)

je

D(Fq, Fy, . ..,FS))
det £0
(Z)(]/lz ]/2/ ey ]/s)

zvolme navic ¢islo Ay tak malé, aby vsechny funkce Fj(ﬁﬁ) byly spojité a mély parcialni derivace prvniho
radu podle y1,y2,...,ys v intervalu (5.17)

polozme
H](J?,];)) =Ciin + CipY2 +...+ CisYs — F](J?,];))

", . = =2 ~s ’~ .
vektorova generujici rovnice F(¥, ) = 0 pak znaéi totéz co rovnice

Ciiy1 + Cpya + ...+ Cisys = Hi(X, 1), (j€9) (5.18)
odtud
JH; oF;
7 = C.k -
ayk J 8yk
a také
M @=0, (kes) (5.19)
— () =0, ,K €S .
ayk ]
rovnice (5.18) jsou, jak vyplyva z teorie linearni algebry (viz skripta [1]), splnény pravé tehdy, kdyz
G,
yj = Z < HE D (€9, (5.20)
k=1

kde Cy; je doplnék prvku ck; v determinantu C

pravou stranu rovnice (5.20) ozna¢me G;(¥, ), takze misto rovnic (5.18) miizeme vy3etfovat rovnice
v=GED (e, (5.21)

nebot (5.21) plati pravé tehdy, plati-li (5.18)

-

jelikoz jsou rovnice Fj(%, ) = 0 splnény v bodé & = (@, b), plati totéz o rovnicich (5.21), tj. plati

-

bj=Gi@b) (jed), (5.22)

funkce Gj(y?,g) spliuji oviem takeé predpoklady o spojitosti a o existenci parcialnich derivaci prvniho fadu,
které jsme v predchazejicim textu ucinili o funkcich F;(X, 1))

mimoto je podle (5.19) a podle definice funkci Gj(iﬁ) splnéno:

i@ =0 (kes) (5.23)
— (@) = k €3), .
8yk ]
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&G - . e, v = —)_) ~ - . . ~ -
e protoze Ty}j(x,ﬁ) jsou funkce spojité v bodé & = (a,b) a protoze plati (5.23), existuje Cislo A € (0,A1)
tak, ze ve viech bodech intervalu

lxi —ail <A, lyj—bjl <A (i€?, je?d) (5.24)
je
WGl 1
I e | S5 UkES (52)

e ze spojitosti funkci Gj(a?,ﬁ) plyne, ze existuje 0 € (0,A) tak, ze ve vsech bodech intervalu

lxi —a;l <6 (e?) (5.26)
je
> 7 - A
IGj(x,b) — Gj(a,b)| < 1 (5.27)

e oznatme: K= {jj € E*: ly; —bjl <A;jes)
e ditkaz hlavniho tvrzeni nyni provedeme tak, ze jej rozlozime na dikazy Ctyf subtvrzeni

e Prvni subtvrzeni: Je-li X€ ], ye€ K, Ze€ Ka jes, pak

R S a(i/,2)
IGi(%, ) — Gj(¥, 2)| < >
e jeli i/ = Z, pak je platnost vztahu jasna

e volme tedy i # Z

e je-li X voleno pevné, jsou G]-(a?,]]') funkce proménnych y1, 2, ..., ys majici v intervalu K parcialni derivace
prvniho Fadu

e podle véty o prirGistku 2.3.1 existuji v K body 171,172, . .., 1] € K tak, ze plati
°, JG;
(2 . o _ _] - - _
Gi(¥, ¥) - Gj(x,2) = 1;:1 Em (6 1) (ke — zk)

e podle (5.25) tedy

1y (¥, 2)
IGi(%, ) — G;(%,2)| < % [y — zil < >
k=1

e Druhé subtvrzeni: Ke kazdému ¥ € ] existuje nejvyse jeden bod i = (y1,¥2,...,ys) € K takovy, ze
yj = Gj(x,) pro j € 5.

e necht ¥e ], je K ZeK, yj = Gj(x, V) a zj = Gj(¥, 2)
e chceme dokazat, ze za danych okolnosti je i = Z, coz prokaze onu jednoznacnost

e pro j € § ale mame 2ly; — zj| = 2IG;(%, ) — Gj(X,2)| < 0(¥,2), a tedy

S
. o(¥,2)

o(Y,Z) = max —zi] < ,
(¥,2) Kkglw <=5

odkuz jiz zfetelné plyne, ze o(i/,2) = 0

e z axiomil metriky ale plyne, ze i/ = Z, coz bylo dokézat
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e Treti subtvrzeni: Ke kazdému X € | existuje bod YeK (a podle druhého subtvrzeni bod jediny) tak, ze
Y; = Gj(x,Y) pro vsechna j € 5.

e zaved me posloupnost bodil 1o, /1, 12, - . . definovanou takto:

1. Klademe §jo = b, a tedy yo, = b; a yo, = G/(@ io), jak plyne ze vztahu (5.22).

2. Je-li bod 1,1 jiz definovan, pak definujeme
Yn; = G, Ju1)- (5.28)

e nyni lze (a my to ponechame Ctenari) prokazat indukci, ze pro n € N plati

(Y, Yn-1) < il (5.29)
e odtud dale plyne, Ze pro kazdé j a n je
G(yi’l/‘/ yn—lj) < 21’l+1 (530)
e fada
o, + (1, — o)) + (y2; — 1) + (y3, —y2)) + ... (5.31)
konverguje, a existuje tudiz limita
lim y”j = Y]
n—oo

o z predeslého ale vychazi, ze |Y; — bl < A/2, takze bod Y = (Y1, Y2, ..., Ys) lezi v K
e funkce G;(¥, i) (pro fixovanou hodnotu X) jsou proto spojité v bodé Y
e nasledkem této spojitosti pak plati lim, . G;(¥, ) = Gj(¥, Y)
e takze podle (5.28) je ;
Y; = lim g, = lim Gy(&, 1) = G/(%, V),
¢imz je treti subtvrzeni dokazano
o Ctvrté subtvrzeni: Funkce Y1,Y5,...,Y; jsou spojité na J.

e Cisla yu, a Y ze tretiho subtvrzeni jsou zjevné funkcemi X

e jelikoz jsou funkce yy; spojitymi funkcemi na ], jak bylo prokazano vyse, a jelikoz je rada (5.31) na |
stejnomérné konvergentni (jak plyne ze srovnavaciho kritéria zalozeného na platnosti nerovnosti (5.30)),
plyne odtud (a z véty 3.1.8 o spojitosti limitni funkce), Ze vechny Y; jsou spojité

e oznacime-li jesté (pj(f) = Yj(f), vidime, Ze je cela velka existenéni véta dokazana

5.2.4 Veta — o implicitnich funkcich

Necht jsou dany funkce Fi(x1,x2,...,Xr, Y1,Y2,...,Ys) pro i € 5. Necht bod
A=(x3,x5,..,%, Y], Y5, Ys)

vyhovuje soustavé (5.14) a vsechny funkce Fi(x1,x2,...,%;, Y1,Y2,...,Ys) pro i € § maji v okoli bodu A spojité
parcialni derivace prvniho fadu podle viech proménnych, pfricemz

D(FllPZI---/FS)
‘Z)(yll ]/2/ sy ys)

A= det( )(X) 0. (5.32)
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Pak na jistém okoli bodu ¥* = (x7,x3,...,x;) existuje jedind soustava spojitych funkci (5.15) implicitné

zadanych soustavou (5.14) takova, ze plati
vy =m0, xg, ..., x7);

y; = yZ(xi/xgw . .,x,?);

Vs = ys(x], x5, ..., X7).

Kazda z funkei y1(x1,x2,..., %), y2(x1,Xx2, ..., X¢), ..., Ys(x1,X2,...,X,) ma pFitom na okoli uvazovaného bodu
spojitou derivaci, tj. spojité derivace podle viech nezavisle proménnych x1,x»,...,x;, pficemz plati, ze

X BD oD BA) D) B
JF> /7 JdF> /7 JF 7 JdF> /7 JF B¢ JF> /7
%@b):l G 2D =) FE) =G L ) 5.33)
axk A .. ... ’ . ... ... .« .. ... ... ' -
JF; /7 JFs /7 JoFs /7 0Fs /7 JoFs /7 JFs /7
W(A) %(/\) .. %(A) a—xk(/\) m()\) . a—ys(/\)

Diikaz:

e uvazujeme generujici soustavu F)(J?,ﬁ) =0a generujici bod )_\), ktery neni, jak plyne z podminky (5.10),
bodem kritickym

e nejpodstatnéjsi otazka, kterou je otazka existence diskutované implicitni funkce na okoli generujiciho
>
bodu A, je rozfeSena ve vété 5.2.3

e podle jejiho znéni mame nyni stoprocentni jistotu, ze hledané implicitni funkce vice proménnych skuteéné
existuji

e hledejme tedy dale v jistém okoli Uys(x) parcialni derivace diskutovanych implicitnich funkci yj(a?), které
jsou zadany generujici soustavou 15)(3?,]7) =0

e podobné jako Ize vcelku jednoduse vypoditat derivaci funkce y(x) zadané implicitné rovnici F(x, y) = 0,
Ize i pro funkce (5.15) zadané implicitné rovnicemi (5.14) pocitat jejich parcialni derivace

e provedeme vypocet parcialnich derivaci (%, %, e, g—)y(:) viech takto definovanych funkci podle vybrané
nezavisle proménné x; (k € 7)

e derivaci soustavy (5.14) podle xj ziskame soustavu

oF L B9y | I dv2 L B9 _
ox dy1 Iy dy2 dxi T dys Ixg

9Fy | 9F29Y1 | IF 9% 9F 9y _

oxy = dy1 dxx | dyp dxx dys Oxx

JOFs | 0Fs dy1 | JFs 0y OFs s _

3xk+aylt9_xk 9y29_xk+"'+3yst7xk_0
dy1 I dys

e jedna se o soustavu rovnic s neznamymi -, 5= ktera je diky splnéné podmince (5.32) vzdy

X! ox; E/
FeSitelna, nebot determinant soustavy

O R o
dyp  dyp T dys
F, OF oF,
A = dyp dyp T dys
o OF oF,
dyr  dyp Tt dys

je shodny s determinantem vystupujicim v nerovnosti (5.32)
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e to Ize nahlédnout z maticového vyjadreni vyse uvedené soustavy

R OR (W o
dyi dyo T dys I ox
R o o || on o
dypn dyp T dys Xy - _ Ix
dypn  dyp Tt dys ox dx
e odtud obecné
i _ Awj
8xk A’

kde A, j) vznikne podle Cramerova pravidla zaménou j—tého sloupce determinantu A za sloupcovy vektor

dF, dF, OFs\"

Bxk' 8xk""'8xk

prepisem tohoto poznatku je pravé rovnost (5.33)

i

. . . y;
vdechny parcialni derivace i) pro

diky nenulovosti determinantu A jsou pak na jistém okoli bodu 3
X

k e, jes spojité, a tedy spojité jsou i funkce yj(f) :EF> R

jednoznacnost funkce yj(a?) prokazeme sporem

e necht tedy existuji dvé riizné funkce y;(¥) a y]-(a?), které jsou feSenim soustavy (5.14) a splauji rovnost
() = 7;(x°) (5.34)
e 7 predeslé ¢asti ditkazu ale vyplyva, Ze na urcitém okoli bodu ¥° plati
i@ = 2
Dx Dx

obé derivace jsou navic podle predchoziho spojité, a tudiz z véty 2.3.16 vyvozujeme, ze obé funkce yj(f)
a (%) maji na jistém okoli Us(x°) bodu ¥° totalni diferencialy, pro které plati

dy;(dxy, dxp, ..., dx,) = dj(dxy, dxy, . .., dx;)

z dusledku 2.3.23 proto vyplyva, Ze existuje C € R tak, ze pro viechna ¥ € Us(x°) plati rovnost 7;(X) =
(@) +C

z podminky (5.34) ale plyne, ze C =0, coz vede k ocekadvanému sporu

5.2.5 Priklad

Budeme hledat Taylorovy polynomy prvniho fadu funkci zadanych implicitné soustavou rovnic

F(x,y,z,u) = x +y —2u® — 222 — 4uz = 0;
(5.35)
G(x,y,z,u) = x> — y* + 8u?z% + 4uBz + 4uz® = 0

v bodé @ = (zg, ug) = (1,2). Nejprve vypocteme zbylé souradnice bodu A= (x0,Y0,1,2), v némz by méla vyse
uvedena soustava rovnic definovat implicitni funkce x(z, 1) a y(z,u). Po dosazeni budeme tedy hledat feseni
soustavy x + y — 18 =0, X2 — y2 +72 = 0. Odtud snadno A = (7,11,1,2), coz tedy znaéi, ze funkéni hodnoty
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implicitnich funkci jsou x(a) = 7 a y(@) = 11. OvSem stale jesté neni zodpovézena otazka existence prislusnych
implicitnich funkci. Podle véty 5.2.4 je totiz nutno zarucit nenulovost determinantu

D(E,G)
det(@(x ))( )=

(7,11,1,2) = =36 # 0.

2x -2y
Pfi hledani parcialnich derivaci g—Z(d’) a %(d’) derivujeme rovnice (5.35) podle proménné u. To vede k rovnicim

ox
au"'au 4du -4z =0;

20 — 2y% +16uz? + 12u?z + 423 = 0
a nasledné po dosazeni bodu 7 k soustavé

w@+w@—u
142 (7) - 2294(@) = -84
Odsud pak
ox dy
E(a_}) - 5/ %(a_)) =7.

Zcela analogicky po derivaci soustavy (5.35) podle proménné z obdrzime rovnice

‘3’2‘+——4z—4u—0

ZX% — 2]/5 + 16u%z + 4u® + 12uz% = 0;

a po dosazeni bodu 7 soustavu
d
E@+ 5@ =12
142 (3) - 222 (@) = -120.

ReSenim této soustavy jsou parcialni derivace

ox dy
g(d) - 4/ E(d)) =8.

Uzavirame tedy, ze hledanymi Taylorovymi polynomy prvniho stupné jsou polynomy

x(u,z)=7+5u—-2)+4(z—-1)=5u+4z-7
yu,z) =11 +7(u—-2)+8(z—1) =7u + 8z — 11.

5.2.6 Priklad

Naleznéme druhy diferencial funkce z(x, y), jez je zadana implicitné rovnicemi

2x2 + 2y2 22213 =0;
(5.36)
X+y+z—u=2
v bodé @ = (1,-1). PFi FeSeni alohy je tfeba si uvédomit, ze dvé rovnice (5.36) zadavaji kromé funkce z(x, y)
také funkci u(x, y). Je-li x =1 a y = =1, musi byt nutné splnény rovnice
4-72-218 =0;

z—u=2.
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5.2. FUNKCE ZADANE IMPLICITNE SOUSTAVOU ROVNIC

Odtud jednoduse vychazi, ze z(@) = 2 a u(@) = 0. Tedy bodem, ve kterém by rovnice (5.36) mély zadavat
zminéné implicitni funkce, je bod A= (1,-1,2,0). O tom, jsou-li splnény predpoklady véty o implicitnich
funkcich, se snadno pfesvéd¢ime vypoctem determinantu

det( N =4#0.

D(z,u)

Z)(F,G)) (X):‘ 2z —6u?

Tedy nic jiz nebrani vypoctu. Zderivujeme-li vztahy (5.36) podle x, obdrzime soustavu

0z 20u _
4x—22§—6u 5—0,

L&l (5.37)
X x 4

kterou po dosazeni bodu A fesi hodnoty

Analogicky vede soustava

dy -
0z ou _
1+ @ 9_]/ 0
k hodnotam 5 5
Z u
8_y( =-1, 8_y@ =0

Dalsim derivovanim rovnic (5.37) ziskame soustavu

2 2 2 2
0z 2’z ou 20°u _
4-2(%) -2295 - 12u(9) - 6u?24 =0,
Pz _Pu
oxz  ox2 T

jejimz FeSenim pro A= (1,-1,2,0) je hodnota

0%z 1

2= 7
Analogicky bychom vypocetli také hodnotu

Pz 1

a2 2’

ktera ale nevyplyva ze zdanlivé symetrie zadani. PovS§imnéme si, Ze proménné x a  jsou sice zaménné v rovnicich
(5.36), ale bod @ = (1,—1) jiz symetrii nevykazuje. Zderivujeme-li nyni rovnice (5.37) podle y, povede vznikla
soustava
0z 0z 2%z du du 2% _
—2%%2 D72 12y —6u Ty = 0,

9x dy oxdy ox dy
%z _ Pu _ 0
oxdy  dxdy —
k hodnoté smisené parcialni derivace
0%z @ = 1
Ixdy 2

Zakoncujeme tedy tvrzenim, ze druhym diferencialem implicitni funkce z(x, y) zadané rovnicemi (5.36) v bodé
7 je kvadraticka forma

(dx2 + 2dxdy + dyz) .

N =

d?z(dx, dy) =
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KAPITOLA 5. TEORIE IMPLICITNICH FUNKCI

5.2.7 Priklad
V tomto prikladé budeme zkoumat Taylorovu aproximaci funkce z(x, y) zadané implicitné rovnici

2 2 2
Xyt ozt
a—2+b—2+c—2—1, (538)
kde a, b, c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Hledat budeme Tayloriiv polynom druhého stupné v bodé (xo, yo) =
(0,0), kde z(xo, yo) = —c := zg. Oznaéme proto A= (0,0, —c) a zkoumejme nejprve, zda rovnice (5.38) skutecné
zadava na okoli tohoto bodu A implicitni funkci z(x, y). Podle obecné véty o implicitnich funkcich musi byt
(kromé jiného) splnéno, ze
JoF -
— ) #0,
5 M #
kde
2 2 2
_x .Y _
F(x,y,z)—a—2+ﬁ+c—2—1—0.
Tato podminka ale v nasem pfipadé splnéna je, nebot

JF - 2
—(/\):232 =-=#0.
0z % 1(x,y,2)=(0,0,~c) ¢

Parcialni derivaci rovnice (5.38) podle proménné x a posléze podle y dostavame

ox a2z dy bz

dz  *x dz czy
z

odkud
J J
a—i(xo, Yo) = i(xo, yo) = 0.

Dalsim derivovanim snadno vypocteme

2
9%z 2z-x$% 9z (xo, 10) c
=5 - 5 5 =5 X0, Y0) = —.,
ox? a2 z2 o2 oY a2
2
9%z 2Z-Ys 9 (X0, 7o) c
=5 = T 15 ’ = 5 X0, Y0) = 75/
y? 22 ay? =
2z
2z FXoy 9%z

oxdy a2 22’ 8x8y(x0' yo) = 0.

Taylorovym polynomem druhého stupné funkce z(x, y) je tudiz polynom
c c
T2(x,y) = =+ —x> + —1°.

Proto je elipticky paraboloid

2 y?

z
@4_@_5_1 (539)

kvadratickou plochou aproximujici na okoli bodu A= (0,0, —c) skutecné chovani implicitni funkce z(x, y) zadané
rovnici (5.38).
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5.2. FUNKCE ZADANE IMPLICITNE SOUSTAVOU ROVNIC

Obrazek 5.19
Elipticky paraboloid (5.39) teény k nerotaénimu elipsoidu (5.38).

5.2.8 Priklad

Pokusme se sestavit obecny vzorec pro te¢nou rovinu k eliptickému hyperboloidu

2 .2 2
Xty oz
a_2+b_2_c_2_1 (540)
v jeho bodé (xo, yo,z0). Pfitom a,b,c > 0 necht jsou pevné zvolené parametry. Na rovnici (5.40) budeme
pohlizet jako na rovnici generujici implicitni funkci z = z(x, y). Chceme-li nalézt te¢nou rovinu ke grafu funkce
z = z(x,y), tj. k plose (5.40), je tfeba zkonstruovat pfislusny prvni totalni diferencial. Pro korektnost feseni

vylu€ujeme z uvedeného postupu ty body (xo, Yo, z0), v nichZ neni splnéna podminka

9 (2 yZ 72
z(a—z+ﬁ‘c—z‘1)¢0'

tj. body, kde zg = 0. Jde tedy o viechny body elipsy

2 2
E:{(x,y,O)eE3: z—2+—=1}.

Podle véty o implicitnich funkcich snadno vypocteme, ze

dZ_cx  az_cy
ox a2z’ dy bz
Proto ) X
o0z c* Xp o0z ¢ Yo
a pro totalni diferencial funkce z = z(x, y) tak dostavame rovnost
2 2
_ _ xS Yo
dz(xy,yo)(dx, dy) =z — 2o = 220 dx + ¥z dy.
Po jednoduchych apravach
2 2
"X c Yo
z—-z0= a—zg(x—xO) + b—zg(y— Yo),
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2 xg +czyoy Z c2x0x+c2yoy .
S—X+S5=—Yy-z=—— —=—10— 20
a2 zg b2 z a2 z b2 z !
2 2 2
xxo  YYo _ zZo _ Xo Y %
a2 b2 2 a2 b 2

pak snadno odvodime hledanou rovnici pro teénou rovinu ve tvaru
XX, 0o zz
o , 1Y 0 -1, (5.41)

a? b2 c2

Podotykame, ze bylo uzito faktu, ze bod (xo, Yo, z0) je bodem studovaného eliptického hyperboloidu, a tedy

I )
Xo 3/0_20_1

2
Rovnice (5.41) navic ziistava v platnosti i pro vyloucené body elipsy E, jak se |ze jednoduse presvédcit modifikaci

reSeni pro implicitni funkce x = x(y, z) & y = y(x, 2).
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Kapitola 6

Regularni transformace parcialnich
diferencialnich vyrazi

Zaménovat nezavisle proménné v obycejnych diferencialnich rovnicich je pomérné snadnou a standardni alohou.
Vime napfiklad z teorie diferencialnich rovnic Eulerova typu, Ze takové zamény mohou byt extrémné vyhodné
pfi feSeni diferencialnich rovnic. Vzpomenme ku prikladu, e transformace tvaru x = e! prevede Eulerovu
diferencialni rovnici Y5, anx™y™(x) = g(x) pro neznamou funkci y(x) na rovnici s konstantnimi koeficienty

=0 by (t) = q(t). Lze ale obdobné postupy aplikovat také na feseni parcialnich diferencialnich rovnic? To
si ukazeme nyni.

6.1 Zamena promennych

V prvni Easti této kapitoly se budeme vénovat teorii transformaci parcialnich diferencialnich vyrazi (¢i parcial-
nich diferencialnich rovnic) do novych proménnych. To je zakladni procedura nezbytna k apravam parcialnich
diferencialnich rovnic do elegantnéjsich, a tedy snaze fesitelnych tvard.

6.1.1 Komentar

Ze vsech moznych transformaci v prostorech E” se budeme zabyvat pouze témi, které "zachovavaji podstatu
transformovanych objektd," tedy témi, které napf. prevadi regularni kfivky na jiné regularni kfivky, regularni
plochy na jiné regularni plochy atd. Vynechame proto tzv. singuldrni transformace, jakou je napf. transformace
(x,y) & (&, 1), definovana predpisem

X&) = V28 y(En) =&

Takova transformace totiz napf. polorovinu {(&, 1) € E2 : & > 0} v soufadnicich &, 1 deformuje na parabolu
x? — 2y = 0 v soufadnicich x, y.

6.1.2 Definice

Vektorovou funkci ﬁ()?) : E" — E" nazveme prostou, resp. prostym zobrazenim na mnoziné G C E’, pokud pro
kazdé dva riizné body X,/ € G (¥ # ¥)) plati, Ze F(¥) # F(1)).

6.1.3 Komentar

Vyslovime nyni uziteéné véty (uvedené jako lemmata) z teorie linearni algebry. Budeme je dale vyuzivat pri
ditkazech nékterych vét.
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6.1.4 Lemma

Necht A = (aif);,jzl je regularni ctvercova matice radu r. Oznacme f;; algebraicky doplnék jejiho prvku a;j, tj.

an aiz ... 4151 aLj+1 --- A1 air
a1 axp ... 421 @,j+1 .- 21 a,r
| oa a;_ cee @i—1i-1  Ai-1i cee OBi1p—1 G-
,Bij _ (_1)1+] i—1,1 i-1,2 i-1,j-1 i-1,j+1 i—1,r-1 i—1,r
ai+1,1 4iv12  --+ Aiv1,j-1 Airl 1 --- Birl-1 Gitlr
Ar-11 Gr-12 .- 4r-1,j-1 Gr-1,j+1 --- Gr-1,-1 Gr-1;r
arl a2 ... Opj-1 Arj+1 --o Arr-1 yr

-1
Pak oznacime-li B = (ﬁif);jzl matici téchto algebraickych doplikd, plati rovnost det(B) = (det(A))r .
Diikaz:

e viz priklad 2.42, strana 36 ve skriptech [1]

6.1.5 Lemma

Necht A = (aij):jzl je regularni ctvercova matice fadu r a B;; algebraicky doplnék jejiho prvku a;;. Pak

Buu P12 ... Pir

_ 1 P P2 ... Por
AT = det(A) :

ﬁlr ﬁZr s ﬁrr

Diikaz:

e viz véta 2.40, strana 35 ve skriptech [1]

6.1.6 Definice

Vektorovou funkci 15)(9?) : E" — E’ nazveme regularni, resp. regularnim zobrazenim na mnoziné G C E’, pokud
e mnozina G je oteviena,
° ﬁ(f) ma na G spojitou Jacobiho matici, tj. vsechny prvky Jacobiho matice jsou na G spojitymi funkcemi,

e a pro viechna ¥ € G plati nerovnost det(%) (¥) # 0.

6.1.7 Komentar

Povsimnéte si, ze regularni zobrazeni nemusi podle definice byt nutné prosté! To ukazeme v nasledujicim
prikladé.
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6.1.8 Priklad

Ukazme nyni, ze zobrazeni (x,y) = 15)(@, @) := (0cos(p), osin(¢)) je na mnoziné G = (0, +00) X (0, 4m) regularni.
Snadno nahlédneme, ze G je otevienou mnozinou a f(@, @) na ni spojité diferencovatelné. Vypoctéme tedy
prislusny jacobian. Ten je tvaru

cos(p) —p sin(e)
sin(p) o cos(p)

7

D(x,y) ) B
det(@(g, o)~

a nemize tudiz na G nabyt nulové hodnoty. Pfestoze je ale nyni prokazano, ze l?(g,(p) je na G regularnim
zobrazenim, neni na G zobrazenim prostym, nebot pro dva riizné body (01, ¢1) = (1,7) a (02, 92) = (1,3n)
plati rovnost ﬁ(gl,(pl) = ﬁ(@g,(pz) = (=1,0), coz odporuje definici prostoty.

6.1.9 Veta

Necht (%) : E" > E’ je regularni zobrazeni na mnozing G C E’. Pak pro kazdé @ € G a kazdy index i € 7
existuje totalni diferencial
dFiﬁ,(dxl, dxp, ..., dx,)

funkce F;(¥) : E' — R v bodé 4.
Diikaz:
e podle predpokladii ma funkce F;(¥) : E' — R v bodé 7 € G spojité viechny parcialni derivace

e podle véty 2.3.16 tedy existuje totalni diferencial dF;.(dx1, dxy, ..., dx;)

6.1.10 Definice

Vektorovou funkci f(f) : E" — E’ definovanou predpisem I;(¥) = x; pro i € # nazyvame identitou v E’.

6.1.11 Lemma

Identita f(f) : E" > E" na r—dimenzionalnim prostoru E” je regularnim a prostym zobrazenim. Jacobiho matici
identity je jednotkova matice fadu r.

6.1.12 Veta

Necht ﬁ(f) : E' > E’ je regularni zobrazeni na A, kde A C E’ je tedy otevienou mnozinou. Potom f(A) je
oteviend mnozina v E'.

Diikaz:
e zvolme b € f(A) libovolné
o pak jisté existuje @ € A tak, ze b = F(d)

e snahou je (podle definice oteviené mnoziny) ukazat, ze B)je vnitfnim bodem mnoziny ﬁ(A), tj. Ze existuje
okoli U.(D) takové, ze celé lezi v mnoziné f(A)

e chceme tedy de facto dokazat, ze kazdy bod i/ € (ng(l;) ma vzor X, ktery lezi v A

e jinymi slovy: rovnice .
= F(X) (6.1)

by méla mit pro kazdé i/ € U, (D) n&jake feseni ¥ € A
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e rovnici (6.1) zapiSeme ve tvaru
B 5) =0, (62)
kde jsme poloZili Cf))(a?,]]’) = F(x) - i

-

jelikoz b= E@), je D@ b)=0

e dale
det D—CE = det gi #0
Dx Dx

tudiz podle véty o implicitnich funkcich 5.2.4 existuje (LI{(E)) takové, ze pro viechna 7 € fl/lg(l_))) existuje
pravé jediné X € Us(@) implicitné zadané rovnici (6.2)

plati pro ngj, ze Cﬁ(ﬁﬁ) =0, . V= E®

to dokoncCuje diikaz

6.1.13 Veta — o lokalni prostote

Necht A C E" je oteviena mnozina a E(® : E" — E’ regulari zobrazeni na A. Potom pro kazdy bod @ € A
existuje okoli Us(a) tak, ze F(X) je prosté na Us(a).

Diikaz:

N . - - e =
e zvolme 7 € A libovolné a oznaéme b = F(d)

e z predeslé véty vyplyva, ze existuje ‘L(E(l;) C ﬁ(A) tak, ze pro jakékoli i/ z okoli ‘LIS(Z;) existuje jednoznacné
uréené X € A tak, ze i = E®

e tim je tedy definovano (opét podle véty o implicitnich funkcich) spojité zobrazeni ¥ = @(1))

-

e vezméme okoli Uys(@) bodu a4 tak, aby ﬁ(W5(d>) Cc U (D)
e vzor B mnoziny Us(d) pri spojitém zobrazeni ¥ je podle véty 1.4.2 otevienou mnozinou, tj. B = B°

e tim je zaruéeno, ze zobrazeni F(X) mezi Uy(@) a B je bijektivni, tedy i prosté

6.1.14 Lemma

Necht je vektorova funkce l-j()?) : E" — E’ regularnim zobrazenim definovanym na mnoziné M C E’. Necht
G(})) : E" — E’ je regularnim zobrazenim definovanym na mnoziné ﬁ(M) C E’. Pak zobrazeni (GOﬁ)(i) E'—>
E" je regularnim zobrazenim na mnoziné M C E'.

6.1.15 Definice

Necht je na mnoziné A C E’ zadana vektorova funkce f(a?) E' - Er._)Vektorovou funkci é(f) B > E
nazveme inverzni vektorovou funkci k vektorové funkci F(X) a ozna&ime FO(¥X) pravé tehdy, kdyZ pro viechna
% € A plati rovnost (G o F)(®) = I(2).
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6.1.16 Veta — o regularite inverzniho zobrazeni

Necht ﬁ(f) : E" > E’ je regularni a prosté zobrazeni na mnoziné G C E’. Pak k nému existuje inverzni zobrazeni
- Y
G(%) : E" > E’, které je na mnoziné F(G) regularni a prosté.

Diikaz:

e prostota inverzniho zobrazeni je za danych predpokladi zfejma a plyne pfimo z definice inverzniho zo-
brazeni

e oznacime-li H = ﬁ(G) obraz mnoziny G p¥i zobrazeni 1-:)(3?), plyne z véty 6.1.12, ze H = H®

® navic systém rovnic
Q](f,g)) = yj—Fj(xl,xZ,...,xr) =0, (jEf) (63)

predstavuje soustavu r rovnic pro r neznamych x1,x,...,x;

e na okoli kazdého bodu
A =(a,a,...,a,b1,b2,...,b) € GxE(G)

je determinant

DA+ (DELF,,...F)
det[ﬁ] (1) = det(D(xl,xz,...,xr))@ #0 (6.4)

nenulovy
e jsou tak naplnény predpoklady véty 5.2.4 o implicitnich funkcich
e soustava (6.3) tedy zadava jednoznacné funkce x; = x;(y1, y2, ..., Yr), kde j € 7)
e nasim cilem nynf je ziskat Jacobiho matici inverzniho zobrazeni X = (i), tj. vypo¢itat parcialni derivace

8xk

—_—, iet,ke? 6.5
e ) (6.5)

e parcialni derivaci soustavy (6.3) podle proménné y; ziskame sadu r rovnic

0=209n | 9F1dx  JF dxy 9F1 9x,
= dx1 dy; dxp dy; dxz dy; ' T dx, dy;
0= 2du , dFdn  9Fdn 9F> 0,
T odx dy; dxy Jyi dx3 dy; T dx dyi
0=...
0= 351‘71 % 351'71 tgﬁ 951'71 gﬁ + + 35:‘71 %
X1 Vi X2 Yi X3 Yi T X, Y
L= o, Fon , i oF; 0%,
~ dxq dyi dxy Jy; dx3 Jy; T dx dy;
0= JFiy1 dx; | dFiy1 dxa | JFiy dxz + + OFiy1 ox,
— dxy dy; dxy Jy; dxz Jy; T Ixy Y
0=...
0o da | ORdn o, L dEdu
- 8x1 a]/, axz ay, aX3 a]/, e &x, a]/,

e ta predstavuje soustavu 7 rovnic pro 7 neznamych %, %,..., %
vi’ 3y Vi
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e zapsana do maticového tvaru ma tato soustava tvar

o OF o \( u 0
dx; dxy T Oxy IYi
Iy IR o || 22 0
ox1  oxy Ut Jxy ;i
o R o | N I
ox; dxp " dxy ady;
9F  JF iy 9x, 0
ox; dxp " Odx 3_%

e determinantem této soustavy je pravé determinant (6.4), a proto je soustava z Frobeniovy véty fesitelna

e podle Cramerova pravidla ma soustava Fedeni

9% _ B
ayi B A7
kde
D(Fq,Fp,...,F)
A=
det(ﬂ(xlleIH'/xr))

je determinant soustavy a Ay je determinant matice, jeZ vznikne nahrazenim k—tého sloupce matice
soustavy sloupcovym vektorem pravé strany (0,0,...,0,1,0,...,0)7, kde jednicka vystupuje na i—té pozici

e kazda derivace g—;"_ je tedy spojita, ¢imz je naplnén druhy pozadavek kladeny na regularitu zobrazeni

7= G(y)
e zbyva tedy dokazat, ze pfislusny determinant neni nulovy

e Jacobiho matici zkoumaného inverzniho zobrazeni ¥ = ¥(y) = é(g) je, jak bylo demonstrovano vyse,
matice

AT

_DGy,Gy,...,G) (M) 1 r
B = D ™A ( (ik))z‘ k=1
(yll y2/ ey yr) ik=1 4

e uvédomime-li si nyni, ze determinant A je roven algebraickému dopliku S Cisla a; matice

ae(Z] -2
i )ipey DX

plati podle lemmatu 6.1.4 rovnost

1 (deta)) ™ A1
— det(©) = e )

det(B) = ~ =%

kde C = (ﬁik):kzl je matice sestavena z algebraickych doplikd B

S
e jelikoz determinant inverzniho zobrazeni X = ¥(i/) = G(1)) je nenulovy, je toto inverzni zobrazeni regularni
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6.1.17 Komentar

Z vyse uvedeného ditkazu navic plyne, ze

Bu1 P21 .- Pn

1 P1 P2 ... Pr
Praam|

ﬁlr ,BZr ,Brr

a proto plati podle véty 6.1.5 rovnost B = AL, :J)acobiho matice regularniho zobrazeni 1-:)(3?) :E" > E je tudiz
inverzni k Jacobiho matici inverzniho zobrazeni FO(¥) : E" — E’. Dopliikové bude tento problém fesen také ve
vété 6.1.18.

6.1.18 Veta — o Jacobiho matici inverzniho zobrazeni

Necht je na mnoziné G C E" zadano regularni a prosté zobrazeni 1-:)(32’) : E" — E’. Pak pro Jacobiho matici B

inverzniho zobrazeni ﬁe(f) E' — E' vbodé b = ﬁ(ﬁ) a Jacobiho matici A vektorové funkce 15)(3?) vbodé e M
plati rovnost B = A~1.

Diikaz:

e necht A je Jacobiho matice regularniho a prostého zobrazeni 1:")(9?) :E'— E vbodédeG

e pak z definice regularniho zobrazeni plyne, ze det(A) # 0

e podle véty 6.1.16 tedy existuje k ﬁ(f) inverzni zobrazeni 15)9(3?)

e oznacme B Jacobiho matici tohoto inverzniho zobrazeni fe(f) E' — E' v bodé b = ﬁ(ﬁ)

e snadno nahlédneme, ze Jacobiho matice identity z definice 6.1.10 je jednotkovou matici I fadu r
e podle véty 6.1.9 maji jak zobrazeni F(x) tak samotné E(%) totalni diferencily v bodé& b, resp. @
e tim jsou naplnény predpoklady véty 2.3.24, a bude tudiz mozno uzit jejiho tvrzeni, ze B- A =1

e odtud je jiz zfejmo, 7e B = A1

6.1.19 Dasledek — o jacobianu inverzniho zobrazeni

Necht plati predpoklady predeslé véty. Pak jacobian inverzniho zobrazeni 15)9(3?) v bode b = ﬁ(ﬁ) je roven
prevracené hodnoté jacobianu zobrazeni F(¥) v bodé 4.

6.1.20 Definice
Necht

(6.6)

2
CD(xsz,---,Xr, Jz 0z Jdz d°z ]

ox1" oxy" x93

-

je diferencialni vyraz pro funkci z(¥) : E = R. Necht ¥(&) : E" — E’ je regularnim a prostym zobrazenim na
mnoziné M C E'. Potom r vztahil x; = xi(&1,&2,...,&;) pro i € 7 nazyvame transformacnimi vztahy prvniho
druhu a prechod od vyrazu (6.6) k vyrazu

(6.7)

2
(D[§11521"'157’1 0z 02 oz Iz ]

8_&’8_52/.”/8_&/8_5%/”‘

pro funkci Z(cf_)) : E" — R transformaci prvniho druhu.
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6.1.21 Priklad

Budeme nyni transformovat parcialni diferencialni rovnici
zaZ_u_Zx _821/[ +x282_u_xa_u_ a_u =
Yo T Moy T g T ox T Vay T

pro neznamou funkei u(x, y) na rovnici pro funkci u(g, @) prostrednictvim vztaht

x =g cos(p), y=psin(p). (6.8)
Jelikoz
d (D(x, y)) _ | cos(p) —psin(p) | _
et = =&
D(o, ) sin(p) 0 cos(q)

je zadana transformace regularni a prosta na mnoziné A = {(g, ) € R?: 0> 0 A 0 < ¢ < 2n}. Zderivujeme-li
vztahy (6.8) podle x dostavame soustavu

_do . 0p
1= o~ cos(p) — o sin(p) =,

0= 90 dp
= o sin(p) + ¢ COS(@)X

., 0do _dp % . . . ..
pro nezndmé == a 5-. ReSenim je dvojice

do _ dp  sin(p)
S = cos(p), 0=

Podobné po derivovani soustavy (6.8) podle y ziskame rovnice

%

0= _ g sin()22
= 2y cos(p) — o sin(p) ay'

o . I
1= 2y sin(p) + ¢ cos(w)@,
jejichz feSenimi jsou parcialni derivace
dp 3 cos()

do _ .
— =sin(p), — .
Iy ?) dy 0

Odtud tedy

du _du dusin(p) Jdu _ du du cos(p)
%~ 9 cos() 0 o ' 9y 99 sin(¢p) + o o
Dalsim derivovanim prvni z dvojice téchto rovnic podle x obdrzime druhou parcialni derivaci

iz _ cos?() Pu 2sin(p) cos(p) Pu .\ sin22(g0) aZLé . sin?(¢) u . 2sin((p)2cos((p) Ju .
ox la 0 dpdp ¢ dp o do 0 dp

Analogicky vypocteme

ipzl _ sinz((p) i];[ N 2sin(p) cos(p) *u N cos?(¢p) a%; N cos?(¢) 8_u _ 2 sin(¢p) cos(¢) 8_u ,
Iy dg 0 dodp  ¢* dp o do & Ip
*u _ sin(@) cos ((P)82_u N cos(2p) d*u  sin(p)cos(p) P*u _ sin(p)cos(p) du _ cos(29) du ,
0xdy J 0 Jodp ¢ d¢? 0 do ¢ dg
coz po dosazeni do pivodni rovnice vede k vysledku
2
Iu o,
dp?
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6.1.22 Definice

Necht (6.6) je diferencialni vyraz pro funkci z(¥X) : E" > R. Necht 5(:?) : E' — E’ je regularnim a prostym
zobrazenim na mnoziné M C E’. Potom r vztaht &; = &;j(xq,x2,...,%,;) pro i € # nazyvame transformacnimi

vztahy druhého druhu a prechod od vyrazu (6.6) k vyrazu (6.7) pro funkci z(g) : E" — R transformaci druhého
druhu.

6.1.23 Priklad

Budeme nyni transformovat parcialni diferencialni rovnici

’f 82f
32 L _
x 2 xy? 8y2 - 3x >

29f of 5 _
+3xyay+8xy =0

transformaénimi vztahy
y
=X , = -
c=xy, n=7%

druhého druhu. Tato transformace je regularni na mnoziné M = {(x,y) € R>: x # 0 A y # 0}, nebot pro jeji

jacobian plati
DEMY _ vy
det(@(x,y)) =2 -

Nyni budeme provadét samotnou transformaci. Zfejmé

of _ of yof df  of 19f
ox YaE "o ay Y9 T xan

Podobné ziskame také druhé derivace

Pf_ P PP P Pf 20f

2=V ot donr “xaion ¥ oy

82f 82f 182f+2<92f
El 8&2 T2 on?  dédn

Po dosazeni ziskdme rovnici

i af
2 o] 4.5 _
éan +8y8n +8x"y> =0,

—4xy

kterou na mnoziné M snadno upravime do finalniho tvaru

’f 28f
85817 & 81]

—2&=0.

6.1.24 Komentar

Pro zadany diferencialni vyraz (6.6) lze vzdy provést pouze transformaci prvniho druhu, nebot pro provedeni
obecné transformace je tfeba znat vztahy x; = x;(&1, &2, ..., &) proi € #. U transformace druhého druhu, ackoliv
Je samo jeji provedeni Jednodu55| byva nékdy problematlcke nalézt explicitni vyjadfeni ptivodnich proménnych
X pomoci proménnych é nové zavadénych.
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6.1.25 Komentar

Kromé transformaci nezavisle proménnych definovanych v definicich 6.1.20 a 6.1.22, kdy provadime prechod od

nejen nezavisle proménné, ale i zavisle proménné (tedy funkce). Od funkce z(x1,x2, ..., x;) prechazime k nové
funkci w(x1, x2, ..., %, 2(x1,X2,...,%)) bud zobecnénou transformaci prvniho druhu zavedenou vztahy

Xi = xi(él/ 52/ ceey 51‘/ w(él/ ceey 51‘))/
zZ = Z(él/ 52/ ceey 51’/ w(él/ 52/ ey 51’))/

nebo zobecnénou transformaci druhého druhu, zavedenou vztahy
(Si = éi(xll x2/ e /xr/ Z(xll x2/ ey xl’))/
w= w(xl,xz, oo Xp, 2(X1, X2, . . ,xr)).

Pro regularitu téchto obecnych transformaci pozadujeme, aby na mnoziné, kde je transformace provadéna,

platilo
D(x1,%2,...,%,2) )
det #0,
(D(élr 52/ sy 51’/ w)

nebo (coz je diky dusledku 6.1.19 ekvivalentni)

det(@(él,éz,m,ér,w)) 0.

D(x1,x2,. .., %, 2)

6.1.26 Priklad

Budeme substituovat diferencialni rovnici

2% g, P2 o0z Ay oz, P4y

Ix? 8x8y+y8y2_x2—y2$+ yxz—yza_

pro neznamou funkci z = z(x, y) zobecnénymi transformacnimi vztahy druhého druhu

z

2, .2
— b= : ==
a=x"+yvy°, 2xy, w y

kde w(a, b) predstavuje novou funkci. Zjistéme nejprve maximalni mnozinu M, na niz je zadana transformace
regularni. Vypocteme proto Jacobiho determinant

2x 2y O @)
D(a,b,w)\ _ 4 -y
det(i)(x, y,z)) =| 2y 2x (1) = w
Xy x2 owy

z jehoz tvaru plyne, ze M = {(x, V,2) EB3:x#20AYy#0 A x# iy}. Jak je patrno, plynou z transformacni
rovnosti z = xyw dva vychozi vztahy

0z Jw oz Jw
azyw+xy§, @:xw+xy@.
Dale vypocteme prvni derivace nové funkce:
Jw Jw Jw Jw Jw Jw
g —2x$ +2y%, a—y —Zy%+2x%.
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Po dosazeni do vy3e uvedenych rovnosti obdrzime vztahy

Jw 0z Jw Jw
2 _ 2 2
55 _8y XW + 2xy°—— + 2x

Z Jw
yw+2xya—+2y P y&b

0
ox
Druhé parcialni derivace pak ziskame standardnim algoritmem.

2
39°w

Pz ow Jw ow 0w Pw , 0*w
2 y(2x8—+2y8b)+4xya—+2y 5 +4x° yaz + 8x%1? 88b+4 Vo

*z dw w dw , 0w ;%W *w 3 P*w
a—yz—x(z‘@ o ab)“ya—”x%”xyﬁ*waaab o
Pz ow ow 5 W ow » W Pw 2 20w
8x8y_w+y( y8—+2 %)+2 a—+4xy%+4xy ) + 4%y + xy )8 ab+4xy R

Zde jiz miizeme dosadit do zadané rovnice za vSechny transformované vyrazy. Vysledek

, 0w 5 W
2 _
dxy(x —y) 82+2xy(x )811_0

dale mizeme na mnoziné M upravit do tvaru

*w N 1 ow _
da2  2(x2—1y2) da

Uvédomime-li si dale, ze a® — b? = (x? — y?)?, dostavame koneénou podobu vysledku tohoto pfikladu, a sice

82w 1 Jw
oz N2 2o
Dtivodem, pro¢ jsou transformace v matematice tak frekventované, je skute€nost, ze transformuji rovnice na

jednodussi typy, jez jsou jiz snadnéji fesitelné. Tak napfiklad posledné uvedena rovnice prejde substituci v = %Z’
na obycejnou diferencialni rovnici

do N v _

da o~z _p2
s parametrem b. Takovou rovnici pohodIné vyfeSime napf. metodou separace proménnych. Vice se s touto
problematikou obeznamime v nasledujici kapitole, resp. v oblasti matematiky nazyvané matematicka fyzika.

6.1.27 Priklad

Jednim z nejjednodussich prikladii zamény je zaména zavisle proménné za nezavisle proménnou v obycejné di-
ferencialni rovnici. Jedna se tedy o transformaci diferencialni rovnice pro neznamou funkci y(x) na diferencialni
rovnici pro neznamou funkci x(y). Podle véty o derivaci inverzni funkce dostavame (v symbolickém zapise)

,(dx)™!
y_d]/ 4

tedy oznacime-li pro Gcely tohoto prikladu derivaci podle y teckou, ziskame y' = 31—C Dale (postupnym de-

rivovanim) e dy . 1 .
rot ) St

Pro vyssi derivace se postupuje analogicky.
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6.2 Linearni a krivocaré souradné systémy

V nadchazejici €asti textu si pfedstavime jednoduchou afinni transformaci, ale také nékteré privilegované sous-
tavy krivocarych souradnic v prostorech E? a E3, do nichZ se vétsina praktickych aloh kviili jednoduchosti reseni
prevadi.

6.2.1 Priklad — afinni transformace

Nenarocnou zaménou proménnych v parcialnim diferencialnim vyrazu je afinni transformace

r

Xi = Zai]-yj +b; (i S f‘),

j=1
kde a;; € R a b; € R. Takovou transformaci Ize v prostoru E" elegantnéji zapsat uzitim maticového formalizmu
-
¥=Aj+D0,tj.

X1 a1 a2 ... 4 || n by
X2 ay axp ... ay || v by
= . —+
Xr a1 a2 ... Qpr Yr br

Jacobiho matici tohoto zobrazeni je zjevné matice

a1 a2 ... a1y
D(x1,x2,...,%r) a1 axp ... ayr
Z)(]/L ]/2, ey yr)

ar ap ... Ayy

Zkoumana afinni transformace je tedy regularni na E’, pravé kdyz je matice A regularni, tj. je-li det(A) # 0.

6.2.2 Priklad — polarni souradnice
Na mnozing M = {(o,) € E*: 0> 0 A ¢ € (0,27)} uvazme zobrazeni dané rovnostmi
x=pcos(p), y=osin(p). (6.9)

Jde o regularni a prosté zobrazeni na mnoziné M, nebot M = M°, dale funkéni vektor ﬁ(Q, @) = (0cos(p), psin(¢))

ma spojité prvni derivace a
D(x, y))
det =0>0
(@(@, 9) ¢

Povsimnéme si toho, ze
FM) ={(x, ) eE2: y20 VvV x <0} =E*\{(x,y) €E>: x>0 A y =0}

Tedy uvedena transformace nezobrazuje mnozinu M na celé E?, nybrz pouze na E? bez nezaporné &asti
osy x. Dalsi véci, kterda je hodna povsimnuti, je fakt, ze zadané zobrazeni je regularni i na mnoziné napf.
N ={(o,p) €E*>: 0>0 A ¢ € (0,47). Tehdy jiz f(M) =E?\ {6}. Tentokrat se ale nejedna o prosté zobrazeni,
zatimco v plvodnim pfipadé ano.

Zavedenou transformaci ve dvoudimenzionalnim prostoru E? nazyvame polarni transformaci a soufadnice
0, @ polarnimi. Prvni z nich se nékdy nazyva radius a druha dhel. Jejich vztah k pavodnim kartézskym sourad-
nicim x, y je dobfe patrny na nasledujicim obrazku. Povsimnéte si, ze polarni soufadnice (6.9) spliuji rovnost
x? +y? = ¢
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Obrazek 6.20
Zavedeni polarnich souradnic.
6.2.3 Priklad — zobecnené polarni souradnice

Analogii k polarnim soufadnicim predstavuji tzv. zobecnéné polarni souradnice, které jiz nejsou odvozeny od
polarniho popisu pohybu bodu po kruznici se stfedem v bodé 0, ale od pohybu bodu po elipse o poloosach
a,b € R* se stfedem v obecném bodé (s,t) € E2. Zobecnéné polarni soufadnice g, jsou definovany na jiz
citované oteviené mnozingé M = {(o,) € R?>: 9> 0 A ¢ € (0,27)} predpisy

x =s+apcos(p), y=t+Dbosin(p).
Zobrazeni je regularni a prosté na mnoziné M, nebot funkéni vektor ﬁ(p, Q) = (s +apcos(p),t + bo sin((p)) ma

spojité prvni derivace, M = M° a
D(x, y))
det =abp > 0.
(ﬂ(@, ?) ¢

Zobecnéné polarni souradnice vyhovuji rovnici
x—s)\? —1\?
(=) +(5) =2
a b

6.2.4 Komentar — pseudopolarni souradnice

Necht @ # 0, a # 1 je parametr. Vztahy

x = gcos(p), y=osin"(p)

predstavuji na mnozing M = {(o,) € E>: 0> 0 A ¢ € (0, 2)} rovnéz regularni a prosté zobrazeni, které se
dosti €asto vyuziva pfi feSeni nékterych aloh. Vypocet prislusného jacobianu je naplni cvieni. Pseudopolarni
soufadnice spliuji rovnost

x2/a + yZ/a — 02/0:
a lze k nim v analogii k predchozim Gvaham zkonstruovat také zobecnénou variantu. Zvolime-li pfi definici
pseudopolarnich soufadnic napf. & = 3, popisuje rovnice

3/2
|2/3 |2/3) =1

0= (IxP? +1y

zobecnéni kruznice, jez byva nazyvano asteroidou. Jeji tvar je vyobrazen na levém obrazku nize.
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v

Obrazek 6.21
Asteroida |x|?® + |y® = 1 a pseudokruznice |x[° + |y|° = 1.

Pfi volbé a = 1/3 ma rovnice kivky tvar ¢® = x® + 1 a kivkou g = 1 je tzv. pseudokruznice vyobrazena na
predeslém obrazku vpravo.

6.2.5 Priklad — cylindrické souradnice
Cylindrické (valcové) soufadnice v E* definujeme na M = {(g,,h) € E>: 9 >0 A ¢ € (0,27)} rovnicemi
x=pcos(p), y=psin(p), z=h (6.10)

Zobrazeni je regularni a prosté na oteviené mnoziné M, nebot funkéni vektor f(@, @, h) = (ocos(p), osin(p), h)
ma spojité prvni derivace a pro jacobian plati nerovnost

D,y 2) cos(p) —psin(p) O

det(m) = Sin(f(P) QCO(?((P) 2 =0> 0.

Jak je patrno z obrazku, valcové souradnice popisuji pohyb bodu po plasti valce, ktery ma osu totoznou s
kartézskou osou z a vyhovuji rovnosti x2 + y?> = ¢. Zobecnéna varianta cylindrickych soufadnic ma na mnoziné
M={(0,,h) €E3: 0> 0 A ¢ € (0,2m)} defini¢ni vztahy tvaru

x =s+apcos(p), y=t+bosin(p), z=u+ch,
kde s,t,u € R a a,b,c € R* jsou parametry. Jacobian zobecnénych valcovych soufadnic ma hodnotu
acos(p) —apsin(p) 0

) =| bsin(p) bocos(p) 0 |=abco> 0.
0 0 c

D(x,y,z)
det| ———=
© (@(@/ ®,h)

Zobecnéné valcové soufadnice popisuji pohyb bodu po plasti eliptického valce

() () -2

a by )~

(poloosy fezu valce jsou a,b), ktery ma osu prochazejici bodem (s, f, u), jez je rovnobézna s kartézskou osou z.
Soufadnice & ma oproti ose z pouze posunuty pocatek a zménéné méritko.
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Obrazek 6.22
Zavedeni cylindrickych soufadnic.

6.2.6 Priklad

Pokusme se na tomto misté tranformovat Laplacetiv operator

92 92 92
2t ot oz

do cylindrickych soufadnic z prikladu 6.2.5 na mnoziné regularity a prostoty M. Po zderivovani defini¢nich

vztahii (6.10) podle x obdrzime soustavu tfi rovnic

) . )
1= 2 cos(¢) — o sin(p) 5

do . )
0= a—i sin(p) + o cos((p)%
0=

=g,
jejichz FeSenim je usporadana trojice

do dp oh\ _ sin(¢)
(a; a/ a) - (COS((P)I_ Q /O .

Zcela obdobné Fesi soustavu ; .
0= £ cos(p) — o sin(go)a—(g

do . 0
1= £ sin(p) + o cos(go)a—(;7

0=4,
trojice
do Jp 8h) ( cos(¢) )
S /5 /5 | =S /—/0
(83/ dy’ dy ) 0
a soustavu

0= g—g cos(p) — o sin(go)g—f

Jdo . 0
=5 sin(p) + o Cos(go)a—f
1=2
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trojice
do I on
(EI gr g) - (0/ 0/ 1) .

Odtud pak zjevné

B d sin(p) 9 J . d cos(p) 9 Jd _d
P P P iR\ L PR PO =l

Dalsim derivovanim prvni z dvojice téchto rovnic podle x obdrzime druhou parcialni derivaci

92 9%  2sin(p)cos(p) 9? sin®(p) 92 sin®(p) 9 . 2sin(p) cos(p) 9

=5 = cos’(g)

— - + + .
do? 0 dodg 0> d¢p? o do 0* I

Analogicky vypocteme

_2 _ sin(0) 8_2 . 2sin(¢) cos(p) 92 . cos?(p) 2  cos?(p) 9 2sin(p)cos(p) 9
Iy Vo 0 dodp ¢ Op? o do ¢ I
9% 9%

02 on?’

Dosadime-li do pfedpisu pro Laplaceiiv operator vypoctené derivace, ziskame
o 1 2 19
S92 P2op? I 0do
6.2.7 Priklad — sférické souradnice

Sférické (kulové) souradnice g, 3, ¢ popisuji pohyb bodu po plasti koule se stfedem v bodé 0. Jsou definovany
na mnoziné M = {(g, ¢, ) € E3: 0>0A@e(0,2n) A Se (—g, %)} defini¢nimi vztahy

x = pcos(V)cos(p), y=pcos(d)sin(p), z = psin(I), (6.11)
pro které plati
cos(¥)cos(p) —psin(I)cos(p) —pcos(d)sin(p)
) =| cos(¥)sin(p) —psin(I)sin(p) ocos(V)cos(p) |= —0%cos(9) # 0.
sin(9) 0 cos(9) 0

D(x,y,z)
det| ————
(D(@, ®,9)

Zavedena transformace souradnic (x,y,z) = ®(g, @, 9) je na celé mnoziné M regularni a prosta a vyhovuje
rovnici x? + y? + z2 = ¢?. Za povaimnuti stoji, ze obrazem mnoziny M pFi zobrazeni (6.11) neni celd mnoZina
E3, ale pouze jeji nevlastni podmnozina ®(M) = E® \ {(x, 0,z)€E3: x> 0}.
Zobecnéné sférické souradnice g, 9,¢ jsou na téze mnoziné M definovany vztahy

x =s+apcos(V)cos(p), y=t+bocos(V)sin(p), z=u+cosin(I),
pro které plati

acos(¥) cos(p) —apsin(I)cos(p) —apcos(d)sin(p)
o 222

Do g, S)) =| beos(9)sin(p) —bosin(d)sin(p) bocos(d)cos(p) | = —abcg® cos 9 > 0.

csin(9) cocos(¥) 0

V tomto pfipadé se jedna o popis pohybu bodu po plasti elipsoidu

(5 o -

s poloosami a,b,c € R* a stiedem v bodé (s, t,u) € E°.
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Obrazek 6.23
Zavedeni sférickych soufadnic.

6.2.8 Komentar

Sférické souradnice @, resp. 9, chapané jako soufadnice zemépisné, predstavuji de facto zemépisnou délku,
resp. zemépisnou Sifku.

6.2.9 Priklad

Cilem tohoto prikladu je transformovat Laplacetiv operator

»? PP

A:ﬁ-i_a_yz-i-ﬁ

do sférickych souradnic definovanych pro 9 >0, ¢ € (0,2m) a 9 € (—g, %) v prikladé 6.2.7. Derivovani vztahi
(6.11) podle x vede na soustavu

1 = cos(I) cos((p)% — psin(9) cos((p)g—i — pcos(I) sin((p)g—f
0 = cos(9) sin((p)%’ — psin(I) sin((p)‘;—‘z + pcos(9) cos((p)(;—f

0= sin(S)g—i + QCOS(S)g—i,
jejimz FeSenim je uspofadana trojice

(8@ 29 dop

sin(9) cos(p)  sin(p)
T a) = (cos(S) cos(p), —

o ' ocosd))

0 = cos(¥) cos(go)g—i — psin(9) COS((p)g—i — pcos(¥) sin((p)aa—(;
1 = cos(I) sin((p)g—éy) — psin(I) sin((p)g—i + pcos(9) cos(qo)a—(P

Iy
0= sin(S)g—;} + Qcos(S)g—‘;

s vysledkem

do 99 Ip\ . sin(9) sin(p) cos(¢p)
(@, @, @) = (COS(S) sin(¢p), — 0 " 9cos(9)

111




KAPITOLA 6. REGULARNI TRANSFORMACE PARCIALNICH DIFERENCIALNICH VYRAZU

a soustavu
0 = cos(9) cos(@)g—g — psin(J) cos((p)%—‘j — pcos(9) sin(go)aa—f
0 = cos(9) sin( )@ — psin(9) sin(go)‘;—i + pcos(d) cos((p)‘;—f
1= sm(S) + QCOS(S)aS,

jejimz FeSenim je usporadana trojice

do 99 dp\ | . cos(9)
(E' E' z) = (Sln(s)r T,O .

Na tomto misté rozvazme, jak by bylo mozno predesly vypocet zautomatizovat aplikaci Cramerova pravidla.
Tak napft.

cos(¥)cos(p) 1 —pcos(d)sin(p)

8_8 B 1 S si 0 9 3 _sin(S) cos(p)
o ——._02 0s(9) cos(9) sin(¢p) ocos(d)cos(p) | = —Q .
sin(d) 0 0
Podotykame, ze ¢len —(S) predstavuje déleni determinantem soustavy, tedy jacobianem sférickych souradnic.

Uzitim Cramerova pravidla by se predchazejici vypocet redukoval na vypocet Sesti jednoduchych determinanti
vzniklych zaménou vybraného sloupku v jacobianu pfislusnym jednotkovym sloupcovym vektorem. Po takovém
vypoctu pak tedy

d d sin(d)cos(p) 9 sin d

9 cos(8) cos(p) 2 - (%) cos(¢) () 9

ox do 0 99 pcos(9) dg

Jd ) d sin(d)sin(p) o cos(p) o
oy = cos(9) sm((p)ag o 33 + 2c0s(3) 9

cos(d) i
09"

d . d
5% = sm(&)a—g +

Pro ziskani druhych derivaci je tfeba pravé uvedené vztahy znovu derivovat. Tak napf. vypocteme, ze

9? ) 82 s1n2(8) cos?(p) 92 sin®(p) 92
5 = s (8) cos? 8@2 7 Frei Z o2 (S) 97
sin(29) cos®(p) 92  sin(Qp) 2  sin(9)sin(Qp) 92 5 ) )
- o 3095 o 090 + Foos(d) 9990 + - (sm (9) cos“(¢) + sin ((p)) Q
1 sin(d) sin » 0 0 sin(2(p) 0
0? cos(S) n*(p) +25in(29) cos ((P)) a9 8(p QZ cos?(9) <9g0
Dale X ) ,
02 ) ) sm (9) sin“(¢) 82 cos*(p) 2
8y2 = cos“(J) sin ((p) @2 pe -t 7 02 (9) 902
sin(28) cos’(p) @2  sin(Rp) 92  sin(9)sinRp) #R 1, ., ) )
+ 0 5099 + 0 9090 - Foos(d)  999¢ + - (sm (9) sin“(¢) + cos ((p))
1 ( sin@®) 5 5 sin(2p) d
+Q os(d) cos“(¢) + 2sin(29) sin“(¢) 88 —QZ 0s2(9) 99
a konecné
P, 9 cos?(®) P sin(29) P cos?(®) I 1 P
5" sin (\9)8@2 2 392 + 0 9099 - 0 8_0 - sm(2\9)$
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Nyni jiz miizeme provést samotnou transformaci. Po dosazeni vypoctenych derivaci ziskame tvar

A—a_2+la_2+;a_2+gi_81n—(8)i
S 00 02092 ?cosi(9)dp?  pdo  *cos(S) dY

ktery nékdy byva pro Géely matematické fyziky upravovan do tvaru
02 do ¢ do]  ©0*cos(9) I %) p?cos?(9) dp?
6.2.10 Komentar

V analogii k pseudopolarnim soufadnicim zavadéji se i v euklidovském prostoru E3 tzv. pseudocylindrické sourad-
nice, a to vztahy

x =pcos*(p), y=psin®(p), z=h,

kde @ ¢ {0,1} je jejich parametr. Plati pro né rovnost x2/% + y*/ = ¢?/% Jeden zastupce télesa, jez je

popsano pseudocylindrickou soustavou, je vyobrazen na obrazku 6.24 vlevo. Takové téleso je v soufadné soustavé
x = pcos*(p) sgn(cos(p)), y = Qsin4(<p) sgn(sin(p)), z = h pro ¢ € (0,21) a h € (0,1) popsano nerovnici

o= (il + |y|)2<1

a mohlo by byt nazvano napt. pseudovalcem. Dalsi zajimavou soufadnou soustavou v E2 jsou tzv. pseudosférické
souradnice, zavedené rovnostmi

x = pcos¥(8) cosP(p), y = pcos*(9)sinP(p), z=psin®(9),
kde a, B # 0 jsou parametry, které navic vyhovuji nerovnosti (a, f) # (1,1). Tyto souradnice vyhovuji rovnosti
(xz/ﬁ + yZ/ﬁ)ﬁ/a + 2200 = g2la,

Zvolime-li napf. @ =1/2 a f = 2, popisuje rovnice

o=+l +z4 <1

téleso z obrazku 6.24 uprostfed. V tomto pfipadé neni od véci pojmenovat vyobrazené téleso pseudosférou.
Zajimavy jev nastava, zvolime-li @ = § = 2. Pak je rovnici hranicni plochy zkoumaného télesa vlastné jednoducha
linearni rovnice ¢ = |x| + |y| + |z| = 1, a tedy télesem neni nic jiného nez osmistén. VSechny pseudosouradnice
maji téz své zobecnéné varianty. Vypocty pfislusnych jacobianti a mnozin, na nichz jsou uvedené transformace
definovany, jsou naplni cviceni.

%“6oé

Obrazek 6.24
Pseudovalec |x[!/2 + |y|'/2 = 1, pseudosféra (le + Iyl) +z* =1 a osmistén |x| +|y| +|z| = 1.
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6.2.11 Hodnoty jacobiani vybranych souradnic

Z=Aj+b

—

det (D—Ji) = det(A).
Dy

x = s+ apcos(p)
y =t + bosin(p)

D, y)\ _
det (D(g, <p>) = abe

x =5+ apcos®(p)
y =t + bosin®(p)

det ( D y)

_ a—1 a1
Do, (P)) = abapcos™ (@) sin® ().

x = s+ apcos(p)
y =t + bosin(p)
z=u+ch

D(x,v,z) )
det| ——————| = abcp.
(DMQM ¢

x =5+ apcos®(p)
y =t + bosin®(p)
z=u+ch

o[ 22

= abcap cos® (@) sin® ().
Dm@m) 0 (¥) (@)

x =5 +apcos(9) cos(p)
y =t + bpcos(9) sin(¢p)
z =u+ cosin(V)

x = s + apcosP(9) cos*(¢)
y=t+bo cosP(9) sin®(¢)
z=u+cpsinf(9)

D, y,2)\ 9
det(m) = EleQ COS(S).
D, y,2)\ _
et g 05 =

= abcaﬁ@2 cos?~1(9) sin®1(9) cos"‘_l((p) sin"_l((p).

x = s+ apcos(w) cos(d) cos(p)
y =t + bpcos(w) cos(I) sin(¢p)
z = U + cpcos(w) sin(d)

w = v +dpsin(w),

det ( D(x,y,z,w)

I ) = gbedp® cos?(w) cos(9).
Z)(Q,a),go,S)) 0 (w) cos(9)
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Kapitola 7

Uvod do teorie parcialnich
diferencialnich rovnic

Matematicky popis vétsiny fyzikalnich, biologickych ¢&i sociofyzikalnich systémil vede, jak je dobfe znamo, na
reseni diferencialnich rovnic druhého radu. Pro systémy jednodimenzionalni tedy jde o obycejnou diferencialni
rovnici, resp. o jeji tzv. Cauchyovu dlohu, tj. o Glohu s pocateénimi podminkami jistého typu. To souvisi zejména
se skutecnosti, ze Newtonova pohybova rovnice ma de facto tvar diferencialni rovnice druhého fadu, protoze
jde o rovnici pro zrychleni, které je druhou derivaci tzv. polohového vektoru, ktery reprezentuje to, co pfi
reSeni hledame (tj. zavislost polohy objektu na Case). Jedna-li se ale o systém vicerozmérny, nebo zajima-li nas
zavislost néjakeé velic¢iny jednodimenzionalniho systému na vice proménnych (typicky na prostorové soufadnici a
Case), vznikaji tlohy na parcialni diferencialni rovnice. Teorie feSeni parcialnich diferencialnich rovnic je jednou
z hlavnich naplini tzv. matematické fyziky. V ni se FeSi napf. rovnice vedeni tepla, vinova rovnice, rovnice
dopravniho proudéni, Schrédingerova rovnice, atd.

V této kapitole ale sezndmime Etenafe pouze s Gvodnimi partiemi matematické fyziky. Pfedvedeme nejprve
z(zenou klasifikaci parcialnich diferencialnich rovnic a poté se sezndmime se zpiisoby, jak parcialni diferencialni
rovnice normalizovat, jak idealni transformacni vztahy vyhledavat a jak podle normalnich tvart celou oblast
klasifikovat.

7.1 Parcialni diferencialni rovnice druhého radu

Rozsahlou oblast parcialnich diferencialnich rovnic na Gvod kapitoly razantné zazime na linearni diferencialni
rovnice druhého Fadu, tj. na pfipad, kdy nejvyssi derivaci v rovnici je libovolnd parcialni derivace druhého
fadu. Diavod pro takové zazeni je ukryt zejména v praktickém pozadi zkoumanych rovnic. Vé&tsina z nich totiz
vzesla ze studia konkrétnich fyzikalnich &i pfibuznych systémii (Glohy na vedeni tepla, Sifeni jednorozmérnych
¢i vicerozmérnych vin, teorie kmitani, alohy kvantové mechaniky, tlohy z teorie mikroskopickych dopravnich
modelt apod). V prvnim oddile této kapitoly tedy budeme definovat pojem parcialni diferencialni rovnice
druhého fadu a specifikovat nékteré jeji specialni typy.

7.1.1 Definice

Necht A(X) = (aij(f))l’.jzl je nenulova symetricka matice spojitych funkci aij(f) : G — R. Necht je dan

r—rozmérny vektor b(x) spojitych funkci b;(X) : G — R a spojita funkce c(¥) : G — R. Parcialnim diferencialnim
operatorem druhého radu na oblasti G C E" rozumime operator

R r r az r 8
L= Zl" ;am per Zl', (D) S+ D). (7.1)

Pfitom za definicni obor operatoru L klademe Dom(L) = €%(G). Je-li matice A &iselna, tj. jsou-li véechny
funkce a;;(¥) konstantni, a jsou-li rovnéz vsechny funkce by (%), b2(), ..., b, (¥), c(x) konstantni, specifikujeme
dale, ze operator L je operatorem s konstantnimi koeficienty.
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7.1.2 \Veta

Parcialni diferencialni operator druhého fadu L je linearni na Dom(L).
e kolem je dokazat, ze L je aditivni a homogenni
e zvolime libovolné u(%), v(¥) € Dom(L)
e 7 linearity derivace vyplyva

Lo =Y, Y ay() 20 Zb(*)a(“ D+ 0) =

i=1 j=1

7

‘ alma o +Zb<f> +c<f>u+ZZau<f>a o +Zb<f> -+ (@0 =

i=1 j= i=1 j=1
= L) + L)
e to dokazuje aditivitu operatoru L

e podobnym zptsobem dokazeme pro libovolné a € R homogenitu tvaru L(a-u) = a-L(u)

7.1.3 Definice

Necht je na oblasti G C E’ zadan parcialni diferencialni operator druhého fadu L a funkce f(¥) € €(G). Pak
rovnici

L) = F®) (7.2)

nazyvame linearni parcialni diferencialni rovnici druhého fadu. Zkracené ji nékdy znacime zkratkou PDE z
anglického partial differential equation. Rovnici L(u) = 0 nazyvame linearni parcialni diferencialni rovnici druhého
fadu s nulovou pravou stranou pridruzenou k rovnici (7.2).

7.1.4 Definice

Necht je na oblasti G  E zadan parcialni diferencialni operator druhého fadu L. a funkce f(%) € €(G). Resenim
rovnice (7.2) na oblasti G € E" rozumime kazdou funkci u(X) € Dom(L) = €%(G), pro niz L(u) = f(¥).

7.1.5 Lemma

Necht je na oblasti G C E’ zadan parcialni diferencialni operator druhého fadu L a funkce f(X) € €(G). Mnozina
véech feseni rovnice L(u) = 0 tvofi vektorovy prostor. Mnozina viech feseni rovnice L(u) = f(¥), kde (%) je
spojitou funkci na G, tvofi linearni varietu.

7.1.6 Veta

Vsechna Feseni rovnice L(u) = f(¥) jsou tvaru
u(@) = 2(9) + 2,(), (7.3)
kde z(¥) jsou viechna feseni rovnice L(z) =0 a zp(f) je jedno Feseni rovnice T_,(zp) = f(%).

e jako prvni dokazeme, ze funkce u(¥) = z(¥) + z,(¥) Fesi rovnici L(u) = f(x)
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o jelikoz L(z)=0a i(zp) = f(¥), pak snadno z linearity operatoru L vyvozujeme, ze
L) = L(z) + L(zp) = 0 + f(%) = ()

e sporem dokazeme, ze feSeni, které neni ve tvaru (7.3), neexistuje

e necht u(%) = z(¥) + zp(X) je vy3e uvedeného tvaru

e predpokladejme pro spor, ze L(v) = f(¥), ale v(¥) nelze zapsat jako (7.3)

e zjevné tedy plati L(u —v) = L(u) - L(v) =0

e rozdil u(¥) — v(X) proto fesi rovnici s nulovou pravou stranou, tj. u(¥) — v(¥) = (%)

e odtud v(X) = u(x) — Z(¥) = z(¥) — Z(X) + z,(X) = 2(X) + 2,(X), pFicemz Z(¥) fesi rovnici s nulovou pravou
stranou

e to je oCekavany spor

7.1.7 Komentar

Funkei z,(¥) z predeslé véty nazyvame partikularnim fesenim parcialni diferencialni rovnice (7.2). Upozoriujeme
radgji, ze rovnice L(1) = f(¥) ma obvykle nekonecéné mnoho partikularnich feseni. Navic, oznacime-Ii

Qo = (Y@ € 6*(G): Ly) =0}, Q= Y@ € 6%(G) : L(y) = q()},

pak je (g vektorovym prostorem a (), linearni varietou.

7.2 Transformace parcialnich diferencialnich rovnic druhého radu

V této ¢asti skript se zamé&fime na hledani vhodnych transformaci nezavislych proménnych v parcialnich difer-
encialnich rovnicich. Hledat pfitom budeme takové transformace, které parcialni diferencialni rovnici prevedou
do vyhodnéjsich tvari, jez budou snaze fesitelné.

7.2.1 Definice

Necht je dana linearni parcialni diferencialni rovnice druhého fadu (7.2) na oblasti G. Pak kvadratickou formu

an(®) ap@®) ap@ ... 4@ || v
A (X) an() ap®) ... ax@) || v

q:(V) = VTAX)V = (v1,v2,v3,..., V)| a31(0) az(X) a(®@) ... a3 || vs

arl(f) arZ(f) arS(f) arr(f) Vr

prislusnou kazdému bodu ¥ € G nazyvame kvadratickou formou pridruZenou k parcialni diferencialni rovnici
(7.2).

7.2.2 Umluva

Budeme-li hovofit v dalsim textu o parcialni diferencialni rovnici, budeme mit na mysli linearni parcialni difer-
encialni rovnici druhého fadu, neni-li uvedeno jinak.
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7.2.3 Definice

Reknéme, ze parcialni diferencialni rovnice (7.2) je v bodé ¥ € G elipticka, resp. parabolicka, resp. hyperbolicka
pravé tehdy, kdyz je elipticka, resp. parabolicka, resp. hyperbolicka jeji pfidruzena kvadraticka forma. Reknéme,
ze parcialni diferencialni rovnice (7.2) je elipticka, resp. parabolicka, resp. hyperbolicka na mnoziné M C G
pravé tehdy, kdyz je elipticka, resp. parabolicka, resp. hyperbolicka v kazdém bodé ¥ € M.

7.2.4 Komentar

Pro aplnost dodavame, ze kvadraticka forma je eliptickd, ma-li viechna vlastni Cisla nenulova a stejného
znaménka, parabolickad, ma-li alespon jedno vlastni Cislo nulové, a hyperbolicka, ma-li viechna vlastni Cisla
nenulova ale s réiznymi znaménky. Pro blizsi studium kvadratickych forem doporucujeme uéebnici [7].

7.2.5 Definice

Mnozinu vsech ¥ € G, pro néz je parcialni diferencialni rovnice (7.2) elipticka, budeme oznacovat symbolem
Ge a nazyvat oborem elipticity parcialni diferencialni rovnice. Mnozinu viech X € G, pro néz je rovnice (7.2)
hyperbolicka, budeme oznacovat symbolem Gy a nazyvat oborem hyperbolicity. Mnozinu véech ¥ € G, pro
néz je rovnice (7.2) parabolicka, budeme oznacovat symbolem Gp a nazyvat oborem parabolicity. Souhrnné
nazyvame mnoziny Gg, Gy, a Gp oblastmi excentricity.

7.2.6 Veta

Necht Gg, Gp a Gy jsou mnoziny z definice 7.2.5. Potom plati GE W Gp W Gy = G.

Diikaz:

e tvrzeni plyne ze skutecnosti, ze typ kvadratické formy je dan jednoznaéné, tj. kazda kvadraticka forma je
pravé jednoho typu

7.2.7 Priklad

Rozhodnéme o typu parcialni diferencialni rovnice

*u 2 *u

FroE

je-li chapana jako diferencialni rovnice pro neznamou funkci u = u(x, y). Z definice 7.2.1 pro matici pfislusné
kvadratické formy plati

Snadno nahlédneme, ze pro x = 0 je dana rovnice parabolicka, pro x # 0 je rovnice hyperbolicka a zadna jina
moznost nastat nemiize. Proto tedy Gk =0, Gp = {(x,y) € R?:x=0}a Gy = {(x, y) € R?:x #0}.

7.2.8 Definice

Rekneme, ze parcialni diferencialni rovnice

ZZ kf@ay(; Zh(ﬁ)%*‘ﬂ@“(m:f(@

k=1 (=1
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je v normalnim tvaru pravé tehdy, kdyz matice Z‘x(ﬁ) koeficientdi dxs(i/) je matici konstantnich funkci (pFesngji
po &astech konstantnich funkci), pro niz

apr 0 0 0
0 da» O 0

A=l 0 0 as ... 0

adp €{0,-1,1}.

7.2.9 Priklad

Uvazujme nasledujici parcialni diferencialni rovnice pro neznamou funkci u(x, ) a zjistéme jejich typy. Rovnice

Pu o,
ox? ox Y

je v normalnim tvaru a viude v R? je parabolicka. Zajimavosti je, Ze tato rovnice je pouze kvaziparcialni linearni
diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty, tj. Ize na ni nahlizet jako na obycejnou diferencialni rovnici s
parametrem y. Rovnice

Pu_u_ 5, o
oxr  dy?

je rovnéz v normalnim tvaru, ale je hyperbolicka na R2. Parcialni diferencialni rovnice Au = 0 je rovnéz v
normalnim tvaru, je ale na R? elipticka. Bé&zné se nazyva Laplaceovou rovnici. Funkce fesici Laplaceovu rovnici
nazyvame harmonickymi funkcemi (viz také definice 2.2.7).

7.2.10 Definice

Rekneme, Ze parcialni diferencialni rovnice (7.2) je v alternativnim normalnim tvaru, pravé tehdy, kdyz je rovnici
pro funkci u(x, y) dvou proménnych a je ve tvaru

*u

m + (I)(gradu, u(x, y)) = f(x,y).

7.2.11 Komentar

Parcialni diferencialni rovnici (7.2) byva nékdy zvykem zapisovat ve zformalizovaném tvaru

(VTu)AF)(Vu) + O(Vu, u(¥)) = f(3),

o d a\"
V—(g—m,a—xZ,...,a—xr)

je Hamiltoniv operator, a tudiz gradu = Vu. Vyraz ®(Vu, u) nékdy nazyvame linedrni casti parcialni diferen-
cialni rovnice.

kde
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7.2.12 Komentar

Parcialni diferencialni rovnice v alternativnim normalnim tvaru je vzdy hyperbolicka, nebot po zavedeni regularni
substituce & = x + y, 1 = x — y dostavame transformovany tvar

2 2
ot S (G e ) = e

— -+
&2 In?
Alternativni normalni tvar je vyhodny z hlediska feSeni. Napf. zavedenim substituce v = g; Vv rovnici
*u u
+2y— =0
Ixdy y&y
dostavame kvaziparcialni diferencialni rovnici
dv
— +2yv =0
ox Y

reprezentujici linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty s parametrem y.

7.2.13 Komentar

Nasim cilem je za pomoci vhodného zobrazeni iy = @(¥) : E — E’ prevést obecnou parcialni diferencialni
rovnici

Zzalma o +Zb<f> -+ c(@Dud = f@)

i=1 j=1
na normalni tvar

Y'Y ) -2 o +Y B Soz et = 1),
k=1

k=1 (=1
pro ktery plati, ze matice A(J?) koeficientii dx,(¥) je matici konstantnich funkci, pro niz dy, = dxOre a der €
{0,—1,1}. Pfitom pozadujeme, aby zobrazeni i/ = @(%) : E" +— E’ bylo regularni a prosté na G C E’, a navic,
aby @(¥) € €%(G). To implikuje vztah

Z)((Plz(PZI . /(Pr)
det(l)(xl,xz,...,xr) #0,

a existuje tudiz inverzni zobrazeni X = gb(f) pro néjz ¢ ( (3?)) idg. Pomoci vztaht pro derivaci slozené funkce
dostaneme vzorce

Ju Z u 3§0k e

ox; 8yk 8xl
%u *u 99y Ipe P L
oxioxj Z; ; Ay ox; oxj ; e 0x; i0x; @€

Z nich jiz snadno vyjadfime hledané vztahy

3 Y ai@) ‘Zif ‘Ziif

k=1 ¢=1

e ()

b))

I
M
S
A~~~
QJ‘_S
|M
M
E
=
%’ Q
:%ﬁ

() = (@)
f@

I
~~
—

X2
S
~

120



7.3. KVAZIPARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE

7.3 Kvaziparcialni diferencialni rovnice

Do kategorie parcialnich diferencialnich rovnic spadaji také rovnice, jez jsou preveditelné na obycejné diferencialni
rovnice. Lze pak na né aplikovat celou rozsahlou teorii o Feseni obycejnych diferencialnich rovnic, tedy napt.
metodu integraéniho faktoru, Bernoulliovu metodu, separaci proménnych, snizeni fadu, popf. metodu variace
konstant. Podrobnéji je problematika zpracovana ve Ctvrté kapitole skript [7]. Pro ilustraci zde uvedeme nékolik
moznych aplikaci.

7.3.1 Priklad

ReSme parcialni diferencialni rovnici

Zavedeme-li substituci v(x, y) = g—;, prejde rovnice do kvazi-obycejné diferencialni rovnice

Jdv o3
a+2xv—8xy

fesitelné metodou integracniho faktoru. Vynasobime-li tuto rovnici faktorem exz, dostavame

% (ex2 -v) = 8x3ex2y.
e o= 4ye"2 (x> = 1) + C(y),

odkud
(x,y) = C(y) e 4y(x® - 1).

Navratem k ptivodni funkci (tedy integraci funkce v(x, y) podle nezavisle proménné y) ziskame Gplné feseni
zadané rovnice ve tvaru

u(x, y) = C(y) e + E(x) + 212 (x* - 1), Dom(u) = R?.
Podotykame, ze C(y), C(x) jsou libovolné funkce nezavisle proménné y, resp. x. Navic musi platit C(y) € €1 (R).

7.3.2 Priklad

Budeme nyni Fesit parcialni diferencialni rovnici

Pu Pu du
2 — 66— =
Y dy?ox " 2y8x8y 68x 8xy.

Zaved me substituci

ou
u(x,y) = >

Pak zadana rovnice prechazi do tvaru

*v Jv
2— _ =
y Ew +2y oy 6v = 8xy.

Zde se opét jedna o kvazi-obycejnou diferencialni rovnici, ktera je viditelné Eulerovou diferencialni rovnici. Pro
kladna y ji budeme fesit osvédéenou substituci y = e, resp. t = In(y). Odtud

Jdo 1dv

oy
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2*v 102 1 dv

R
coz po dosazeni vede na rovnici ¥+ — 60 = 8xe’ s konstantnimi koeficienty a speciélni pravou stranou. Jelikoz
pro charakteristicky polynom této rovnice plati A2+ A + 6 = (A = 2)(A + 3), je fundamentalnim systémem
rovnice mnozina {e?, e3}. Reseni s pravou stranou navrhujeme (podle pfislusné véty) ve tvaru vp(y) = ael,
kde hodnotu neznamé konstanty stanovime pouhym dosazenim na a = —2. Pak tedy
v(x, 1) = Ci(x) e + Co(x) e — 2xel.

Navratem k ptivodnim proménnym ziskame

G

u(x, y) = C1(x) y2 + 7 2xy. (7.4)
Pokud bychom hledali feseni pro y < 0, prevedla by substituce ¥ = —e' rovnici na lehce pozménény tvar
U+ 0 — 6v = —8xe!, ktery ale generuje tentyz vysledek (7.4). Uvazte pro¢. Sumarizujeme tedy, Ze vysledkem
této alohy je funkce
Co(x)

u(x, y) = G y* + V" Ca(y) — yx?,
kde Dom() = R x (R\ {0}) a C; € €1(R) pro i € 3.

7.3.3 Priklad
Resme parcialni diferencialni rovnici

>Pu 2%u Jdu e3x+y)

X2y 68x8y " dy T3

Aplikujeme-li substituci

d
U(.x, y) = jl;/
ziskame rovnici ” 3(x+y)
v _dv ey
ﬁ — 6£ +90 =3

Opét se jedna o rovnici a konstantnimi koeficienty. Jelikoz pro charakteristicky polynom této rovnice plati
A2 —6A+9=(A-3)?

je fundamentalnim systémem rovnice mnozina {e3%; xe3*}. Reseni s pravou stranou ziskame metodou variace
konstant (viz véta 4.4.27 v [7]), nebot prava strana neni v zadném ze specialnich tvari. Pro wronskian funkci

z fundamentalniho systému plati

3x 3x
det = ¢ re = %,
3e3 (1 + 3x)e®*
Dale plati
0 xe3x 6x+3y
Al = e3(x+y) 3y = _3e 4
35— (1+3x)e
A e3x 0 e6x+3y
2= 33 3es<;+y> x
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Oznaéime-li v souladu s vétou o metodé variace konstant

= ﬁ = _3a3Y = & = e_Sy
fl(x)_A— 3e s f2(x)_A—3x/
obdrzime
Fi(x,y) = ffl(x) dx = —3xe% + Ci1(y),
Fa(x,y) = f fo(x) dx = 3e¥ In |x] + Co(y).
Pak tedy

o(x, y) = F1(x, y) ¥ + Fa(x, y) x e¥ = C1(y) e¥ + Co(y) x €3* — 3xe3Y) 4 3xe33+Y) In |y,

coZ po Gpravé vede na
o(x, y) = C1(y) € + Co(y) x 3 + 3xe3 ) In [x].

Finalni podoba vysledku celé alohy je tudiz
u(x,y) = C1(y) e¥ + Co(y) x € + C3(x) + x>V In |,

Dom(u) = (R\ {0}) xR a C; € €1 (R) pro i € 3.

7.4 Parcialni diferencialni rovnice druhého radu pro funkci dvou promen-
nych

Ze sirokého spektra parcialnich diferencialnich rovnic se v tomto oddile budeme blize zabyvat linearnimi par-
cialnimi diferencialnimi rovnicemi funkci dvou proménnych. Ty se pfi zachovani platnosti definice 7.1.3 daji
sumarizovat do obecného tvaru

*u *u u
a(x, y)ﬁ + b(x, y)m +c(x, y)8_y2 + CD(grad u, u(x, y)) = f(x,y), (7.5)
kde a(x, y), b(x, ), c(x, ), f(x,y) € €(G) a G C E? je libovolna neprazdna dvoudimenzionalni oblast.
7.4.1 Odvozeni
Rovnici (7.5) zamyslime prevést do normalniho tvaru. Pro tento Gcel si urime vlastni Cisla prislusné matice

bixy)
A, y) = [ﬂ(xr ) > ]

b(x,y)
2 vy
Charakteristicka rovnice, tj. rovnice pro vypocet vlastnich Cisel, ma znamy tvar

a(x, y) - Ax, y) e

@ c(x, y) — Alx, v)

2
= (A y) —ate,y) - (A ) - e ) - b(xf) -

b(x, y)
4

= A%(x,y) - (a(x, y) +c(x, y))A(x/ y) -

Vlastni cisla matice A(x, y) tedy budou tvaru

+a(x, y)e(x, y) = 0.

) + ) £ () e, )~ B(x, )
- .

Ap(x,y) =
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Pro zadanou rovnici nyni hledejme oblasti excentricity Gg, Gp a Gy. Pro obor parabolicity Gp vychazi podminka,
Ze se alespon jedno vlastni Cislo musi rovnat nule. Tedy

2
a(x, y) +c(x,y) + \/ (aCx, y) = cx, )+ b2(x, y) =
coz je ekvivalentni podmince b(x, y)? — 4a(x, y)c(x, y) = 0. Zavedeme-li diskriminant predpisem
d(x,y) = b*(x, y) — da(x, y)c(x, y),
Ize snadno stanovit, ze Gp = {(x,y) € G : d(x,y) = 0}. Analogicky pak zjiStujeme, Ze oborem hyperbolicity,

resp. elipticity zadané rovnice jsou mnoziny Gy = {(x, y) € G : d(x, y) > 0}, resp. GE = {(x, y) € G : d(x,y) < O}.
Nyni se zabyvejme samotnym hledanim idealnich transformacnich vztahi. Prozatim je oznacme obecné jako

E=&xy), n=nxy).

Predpokladame pochopitelné, Ze se jedna o regularni transformaci, Cili

DE )¢
det(Z)(x,y)) # 0.

Zjistéme tedy Cemu se rovnaji jednotlivé prvni parcialni derivace podle novych soufadnic. Snadno

u_gudE oudn gu_uo oudn
dx  9Edx dnox’ dy IEdy  Indy’

Zderivujeme jesté jednou podle novych soufadnic, ¢imz dostaneme prislusné druhé parcialni derivace a vyna-
sobime je prislusnymi koeficienty

2 2 2
d%u (85) +8 (81]) " u&é&n 8u8£+8u8
n?

o2~ 982 \ox ax) " “otonoxox Tk " anoxt’
Pu_ Pu 9\ Pu(on) ) Pu 858n+8u825+8u3217
02~ 9&2\dy) o \dy 8581} dydy dEdy?  Inay?’

Pu _ PudEdn  Puadnan (8_58_17 8_5@)+8u P& Ju P

xdy ~ 9E2 ax Ay W%@*agan axdy dyox) " aqoxdy | Inoxdy

Secteme a vytkneme pred zavorku druhé parcialni derivace podle novych proménnych, ¢imz dostaneme trans-
formovanou pivodni rovnici (7.5), a to

9E 9EJE  (9& on onon [\’
agz[a( ) +baxay+c(a_y)) 97} (a(ax) +b£@+c(a—y)]+ (7.6)
=0 =0

a 9&dn  9&d & dé 7
8581] (2 Al S A b— 2c ——n)+®(gradu u(é,n)) (& ). (7.7)

oxox  Jxdy dy  ox dy dy

Pozadavek na nulovost zavorek sméfuje na normalni tvar druhého druhu, pokud splnime podminky

9¢ 35 9 ]
a(x, y) (g—’é] + b(x, y)— +c(x,y) =0, a(x,y) 3—2 + b(x, y)g—f] +c(x,y) =0,
Iy 7 Ay Jy

coz jsou vlastné dvé kvadratické rovnice

a(x, y)A2(x, y) + b(x, y)A(x, y) + c(x, y) =0, (7.8)
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kde

9 o

— 9x - 9
A= o resp. A= o
Iy dy

P#i blizgim pohledu zjistime, Ze se podily %/g—j podobaji derivaci implicitné zadané funkce y(x) podle nezavislé
proménné x. Uvazujme tedy implicitné zadané rovnice

&, y)=C  nxy) =D. (7.9)

Pro prislusnou obycejnou derivaci y7 implicitni funkce y(x) tudiz dostavame

dy
V=g A, y), (7.10)
coz neni nic jiného nez diferencialni rovnice prvniho fadu. Transformacni rovnice (7.9) jsou jejimi formalnimi
feSenimi. Timto zpiisobem jsme tudiz schopni nalézt pozadované transformacni vztahy. Nazornéjsi bude ukazat
si dany postup na nasledujicim prikladé.

Podotykame, Ze v predvedeném postupu byla prokazana konstrukce optimalizujicich transformaénich vztah
pouze pro hyperbolickou rovnici, nebot pozadavek na nulovost zavorek ve vztahu (7.7) vede na alternativni tvar
hyperbolické rovnice. Ukazeme si ale nyni, ze analogického postupu muze byt vyuzito i na oblastech parabolicity,
Ci elipticity.

7.4.2 QOdvozeni

Nyni probereme normalizaci parabolické parcialni diferencialni rovnice. Pro pfevod rovnice

*u *u 82u
a(x, y)ﬁ + b(x, y)% +c(x, v¥)=— % (grad u, u(x, y)) flx,v)

Pu( (9E\  9EIE  [9E on anon  (on
a—gz(”(a) *%—y“(a—y) pr ”(a)*baxay* (ay) '
=0

8 dEdn  9Edn  dEdn 9g an -
Tagan (2 Teax " Panay oy an t Koy gy Toleradu e ) = fien

do normalniho tvaru

=0
uzijeme jeden transformaéni vztah & = &(x, y) odvozeny z feSeni rovnice

b(x, y)
2a(x, y)

yw=—=—=-Axy) = (7.11)

a druhy volime libovolng, nejcastéji vsak v nejjednodussi mozné verzi, a sice 1(x, y) = x. Pro uvedenou trans-

formaci plati, ze
oc\*  dgaE  [(JEV
a(;) +baxay+C(a—y) —0,

o\ dndn (I
(Bx) +b$8_y+c(@ =a(x,y),

2&dn 9dEdn & 81] 2&dn
20 ooy Ty o T oy ay

ale také
0,
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nebot

9Edn 9&dn | 9&Edn d& I . 0E L dE
261&& + ga—y +ba—y$ +2Ca—ya—y = 261& +ba—y =0.

Posledni rovnost plyne ze skutecnosti, ze transformacni vztah & = &(n) spliuje diky formuli (7.11) rovnost

d d
Za(x/ y)a_i = _b(x/ y)£

Normalnim tvarem parabolické parcialni diferencialni rovnice je tudiz ocekavany tvar

Pu, 1
o a(x,y)

1
a(x, y)

®(gradu, u(s, 1)) = fEn.

7.4.3 QOdvozeni

Nyni probereme normalizaci eliptické parcialni diferencialni rovnice. Ukazeme, ze transformacni vztahy

o) = TDTNED (e y), ey = LD (s, ),
kde komplexné sdruzené funkce &(x, y), n(x, y) byly ziskany feSenim rovnic
9% an
S =M@y, 5=y =),
Iy 7

prevedou eliptickou rovnici

%u %u

*u
a(x, y)ﬁ +b(x, y)m +c(x, y)8_y2 + CD(grad u, u(x, y)) = f(x,y)
do normalniho tvaru. Transformovana rovnice bude jisté tvaru
Pu( (da\> dada  (da\) Pu( (IBY BB  (IBY
Zal ) 5% l5) ) (3] o35 (5 )

Pu (, dadp  dadp  dadp dadf\ . _
+8aaﬁ (Zuag + bﬁ@ + b@@ + 2C8_y&_y) +<D(gradu,u(a,ﬁ)) = f(a,B).

=0
To, ze smiSeny clen oznaéeny vodorovnou zavorkou vymizi, nyni dokazeme:

dadp  dadf  dadp dadp
Zﬂgg + bg@ + ba—yg +2Ca—ya—y =

a (0E\2  ,On\2\ b (dEQE  Indn c ((0E\2  ,In\2

(G -G 5 (55 - )+ (G - G

_a &2 a2\ b & & an an ¢ ((9&\2  (In\2\

S (9 G ) s (% ) s (G - G-
& 1 an

(a3 + by + )5, - 5@t + b2+ )(51) =0,

da\  daoa oo\’
7(1(x,y) = ﬂ(a) + baa—y +C(a—y)
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2 9pd d
TKa(x, v) —a(aﬁ) +b8_i&_§+c(8§)

jsou po aplikaci navrzené substituce totozné. Snadno

adt o & I\, 98 Iy & 9

%Kit = 5(55 + az) (ax " az)(ay " aZ) " (8]/ " aZ) =
0E 9 b, 9 & 9 9t d

= ?L(Ma_y + )\2%)2 + —(/\18]/ )\zay)(ay 8—3) + i(@ + %)2 =

= %L(M% +bA1 + c)(g_j)2 + i(m\% +bAy + c)(g_Z)Z + }L(z)\l)\y +b(Ay + Ag) + 2c)££

d(x, y) 9& In
~da(x,y) dy Iy’

kde bylo vyuzito vztahi pro kofeny kvadratické rovnice

AMAr = E, /\1+/\2:—?.
a a

Analogicky:
85 517)2 _ b

& I\ dE Iy c 98 Iy
ox  ox 1(5_5)(@_@)"( _)_

a
Hate ) =4 4\9y ~ ay

a;. o0& o2 b, 9 I\ dE  Iny ¢, 98 Iy
~z(5 - Aza—y) -5l 19y~ Azay)(@ - 8_y) - 1(@ - a_y)
= —2(aA2 +bAr + c)(g—j) - }I(aAg + b+ c)(g—Z) i(zamza £ b+ A0) + 2c)§j gz
A y) 92 _ g 9

"~ 4a(x,y) dy Iy

Elipticka parcialni diferencialni rovnice se tedy transformuje do tvaru

Pu  u 1
T ey M) = e

7.4.4 Priklad

Pokusme se nalézt transformaci, jez prevadi diferecialni rovnici

Pu_ odu

Ix? y? =0

na normalni tvar. Podle rovnice (7.5) plati pro jeji koeficienty nasledujici vztahy: a(x,y) = 1, b(x,y) = 0 a
c(x,y) = —x%. Resime nejprve kvadratickou rovnici A%(x, y) — x?> = 0. Pro ni A15(x, y) = +x. Podle zasadniho
vysledku (7.10) bude mit pomocna diferencialni rovnice tvar
dy
/= — = FX,

Y dx "
odkud C = 2y + x%. Tim se dostavame k hledanym transformaénim vztahim & = 2y + x?, n = 2y — x2.
Podotykame, ze v piipadé, kdy by zadana rovnice byla parabolicka (tj. rovnice (7.8) by méla jediné Fesent),
nasli bychom vyse uvedenym postupem pouze jednu transformaéni rovnici. Druhou mizeme v tomto pfipadé
volit libovolng, tj. tak, aby byla co nejjednodussi, ale zaroven aby byla zachovana regularita transformace.
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7.4.5 \Veta

Necht G C E? je libovolna neprazdna dvoudimenzionalni oblast a a(x, y), b(x, y), c(x,y), f(x,y) € €(G). Defin-
ujme funkci d(x, y) = b%(x, y) — 4a(x, y)c(x, y). Pak oblastmi excentricity parcialni diferencialni rovnice

(92 2
a(x, y) + b(x, y)a 2y + c(x, y)a > q)(grad u, u(x, y)) = f(x,v), (7.12)

jsou tridy Gp = {(x,y) € G:d(x,y) =0}, Gu = {(x,y) € G : d(x,y) > 0}, resp. GE = {(x,y) € G : d(x,y) < 0}.
Diikaz:
e uvedena skutecnost byla prokazana v ramci odvozeni 7.4.1

7.4.6 Definice

Funkci definovanou ve vété 7.4.5 nazyvame diskriminantem parcialni diferencialni rovnice (7.12).

7.4.7 Priklad

Budeme nyni fesit parcialni diferencialni rovnici

pro hledanou funkci u = u(x, y). Vypocteme nejprve diskriminant d(x, y) = 4x*y?2, jehoz hodnota je skoro viude
kladna. Zadana parcialni diferencialni rovnice je tedy skoro vsude v R? hyperbolicka, resp. véude v mnoziné
M ={(xvy) € R>: x #0 A y # 0}. Na dopliku R?> \ M je pak uvedena rovnice parabolicka a predstavuje
trivialni identitu 0 = 0. Jelikoz

_.Y
Ap(x,y) = 5

feSime obycejné diferencialni rovnice

Pfi pouziti metody separace proménnych dostaneme
Inly| = +tIn|x[+C,
tj. C = y - x*1. Tyto dvé integraéni konstanty vedou k uréeni transformacnich vztahii druhého druhu ve tvaru
y
=X, = =
E=xy, n=7<

Tato transformace je na mnoziné M regularni, nebot pro jeji jacobian plati

det(i)(é,n)): y ¥ _,¥
D(x, y) —y/x® 1/x x
Nyni budeme provadét samotnou transformaci. Zrejmé

ou_ o you

oax Va2 an’

du au 18_u

ay 85 xon’
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Podobné ziskame také druhé derivace

Pu_ pPu Y Pu_ v Pu 2ou
oz Y 082 x*on:  Tx2d&dn X8 In’

azu 282 +l82_u+ *u
8]/ 2&%  x29n? d&an’

Po dosazeni ziskame rovnici
—dxy? 2 O +8 I | gty =
kterou snadno upravime do finalniho tvaru

Pu  29u
il § S
dédn  &Edn ¢

Jak je patrno, normalizovana rovnice je skutecné hyperbolického typu. Navic je snadno fesitelna, a sice substituci

ou
U(gl n) %
Ta transformuje posledné uvedenou rovnici do tvaru
dv 2
— - —v=28 7.13
o TR (7.13)

Jedna se fakticky o obycejnou diferencialni rovnici (navic linearni), feSitelnou metodou integracniho faktoru,
kterym je v tomto pfipadé vyraz &2, Vlynasobime-li rovnici (7.13) timto faktorem ziskame rovnici

1 dv 2

goe gl

respektive
d (v d
(@)= e
Odtud pak snadno
_ 2, 40U
(&) =Cne+& = n
Pak ale
u(&, 1) = C() & +D(E) + n&*.

Uzavirame tedy, ze hledanym obecnym FeSenim zadané rovnice jsou funkce tvaru
u(x,y) = C(%) 2% + D(xy) + Xy,

kde Dom(u) = M a funkce C(%) a D(xy) jsou tridy €2(M).

7.4.8 Priklad

ReSme parcialni diferencialni rovnici

82 u ,d%u du du
=3 + 4x XY 8y+4y W—4x£—6ya—y+6u—0.

129
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Tentokrat se na celem R? jedna o parabolickou diferencialni rovnici, nebot pfislusny diskriminant je nulovy, tj.
d(x,y) = 0. Diky nulovosti diskrinantu bude existovat pouze jediny kofen pridruzené kvadratické rovnice, tj.

Y
Ax,y) = 2x.

Resime tedy jedinou obyéejnou diferencialni rovnici

= oY
y—2x.

Pouzijeme opét osvédcenou metodu separace proménnych a dostaneme In|y| = 2In|x| + C, odkud C = In|y| —
In(x?). Tato integraéni konstanta uréuje prvni z normalizaénich transformacnich vztahii. Druhy z nich je v tomto
pfipadé mozno volit libovolné s jedinym omezenim, a sice aby vznikla transformace byla regularni. Volime tedy
transformaci

Jelikoz ma odpovidajici jacobian tvar

DE Y
det (—Z)(x, y)) =

je zvolena transformace regularni pouze na mnoziné M = {(x, y)eR?: x # O}. Vyjadfime-li potfebné parcialni
derivace pomoci derivaci podle novych proménnych, obdrzime

Ju  _ydu du du 1du

ox x38€+%' dy  R2IE
Podobné ziskdme také druhé derivace

Pu  y*otu  Fu n 2%u 6la_u

oyl 2 T L
o2 o o “¥agon  Cxiag

Pu 1% %u you 1 d%u 2 du

(9_y2 Tt g2 dxdy T 0&2 * E&é&n B

Po dosazeni ziskdme rovnici
d%u ou
2
— —4n— =0.
n e n8’1 +6u=0

V tomto pfipadé se jedna o Eulerovu diferenciélni rovnici, jiz budeme Fesit substituci ) = ef, ktera povede na
rovnici ii — 51 + 6u = 0 s konstantnimi koeficienty. Koreny charakteristického polynomu jsou ¢isla 2 a 3. Proto
tedy u(t) = Ce? + De*, potazmo

u(&,n) = CE)N* +DE.

Hledanym feSenim na mnoziné M je tudiz systém funkci

u(x,y) = C(x—yz)x2 + D(x—yz)x3.

Vsimnéte si, ze podoba mnoziny M eliminuje viechny problémy, jez by mohly v predpisu funkce u(x, y) nastat.
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7.4.9 Priklad

Poslednim ze zastupct parcialnich diferencialnich rovnic jsou rovnice eliptického typu. Jednou z nich je také

rovnice
82 2 2

. u o°u
72 2sin(x) Sy

+ (2 - cosz(x)) =0,
nebot jeji diskriminant je viude na R? zaporny:

Iy

d(x, y) = 4sin®(x) — 4(2 — cos?(x)) = —4.
Funkce A12(x, v) budou tedy riizné a navic komplexné sdruzené, konkrétné
A2(x, y) = sin(x) £ 1.

Zvolme libovolné jednoho zastupce z uvedenych dvou, zde napf. A(x,y) = sin(x) + i, a FfeSme obycejnou
diferencialni rovnici
Yy =-Ax,y) = —sin(x) — 1.

Odtud (po separaci proménnych) C = y—cos(x)+ ix. Za hledané substituéni vztahy v pripadé eliptickych rovnic
volime realnou, resp. imaginarni Cast integracni konstanty, a sice

E=9(0)=x, 1n="R(C)=y-— cos(x).

Transformace zadana témito vztahy je regularni na celém R?, protoze pro viechny usporadané dvojice (x, y) € R?
plati:

1 0
de t(D(é ”)) -1
D(x,y) sin(x) 1
Nyni spocteme potiebné derivace:
Pu Pu ., Fu *u u
i 8_52 + sin“(x)=— PP + Zsm(x)aga + cos(x)a—,
Au Pu  Pu  Fu 8
= = + sin(x) ==

o2 o2’ dxdy  dEdn

Dosazenim do piivodni rovnice ziskame rovnici

z niz po drobné apravé dostaneme vyslednou rovnici v normalnim tvaru

Pu  Fu u du

— + — 4+ cos(&)=— = Au + cos(&)=— = 0.
Normalni tvar neni bohuzel v tomto pfipadé trivialné fesitelny, jako tomu bylo v pfedeslych dvou prikladech. Na
feSeni této rovnice bude nutno vybudovat pomérné rozsahlou teorii, ktera bude naplni dalSich partii matematické
analyzy.

7.5 Parcialni diferencialni rovnice druhého raddu s konstantnimi koefi-
cienty

Dalsim zastupcem parcialnich diferencialnich rovnic, které jsou snaze resitelné, jsou linearni rovnice druhého
radu, jejichz parcialni diferencialni operator je operatorem s konstantnimi koeficienty. Za téchto okolnosti je
totiz takova rovnice asociovana s jistou kvadratickou formou, jejiz polarni baze pfimo generuje hledanou sérii
normalizacnich transformacnich vztaht. Blize se s celym postupem seznamime pravé v této sekci.
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7.5.1 Definice

Parcialni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty rozumime rovnici tvaru

Z Z aij axl cD(V”ru(f)) = f(), (7.14)

i=1 j=1

kde A je nenulova symetricka &iselnd matice a f(¥) € €(G).

7.5.2 Komentar

Pfedchozi definici je téZ mozno zapsat ve formalnim tvaru

(Vi)TA(Vu) + D(Vu, u(x)) = f(%),

kde A = (ai]-); ,a;j € R. Je vdak nutno miti na paméti, ze formalni vyraz 8‘9 7 zde predstavuje dvojité

LR
derivovani PR nikoliv souéin.

7.5.3 QOdvozeni

Aplikujme nyni na rovnici (7.14) regulérni transformaci = @(¥). Jeji matice A tak prejde v matici A s

koeficienty ve tvaru
- S APy dpye
ke(Y) = Z Z ﬂij(f@)%(%, (7.15)
i=1 j=1 !

Nasim cilem je najit takovou transformaci, aby vysledna rovnice v normalnim tvaru byIa opét rovnici s kon-
L. .. 0. . o . 0

stantnimi koeficienty. Jelikoz aij((ﬁe(y')) jsou prvky z R, postadi, aby derivace % a W byly rovnéz Cisly. Tuto

podminku zajistime pouzitim linearnich transformaénich vztaht

r

Yk = Z YkiXi, (k € f).

i=1
Prvky matice A tedy prejdou do tvaru

r

aké’—zzaz]rkzrl] Z Tki aijrij |,

i=1 j=1 j=1

odkud pfi pouziti maticového zapisu dostavame maticovou rovnost A = RTAR. Z uéiva o kvadratickych
formach probraného v [7] vime, ze pro pfevod parcialni diferencialni rovnice do normalniho tvaru je tfeba matici
R sestavit z vektori polarni baze matice A. Pokud tuto bazi oznacime

- — — —
BP = {wlleI w3/ e /wr}/

dostaneme také hledané transformacni vztahy:

n w,, wi, Wiz ... Wi, X1
2 Wy, Wz, Wz ... Wa, X2
Y3 | =] w3, w3, W33 ... Ws, X3
Yr Wy, Wr, Wy ... Wy Xy
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Kazdy radek transformaéni matice je tvoren slozkami jednoho z vektorti @, @y, Ws, ..., W,. BEhem normali-
zacniho procesu tedy pavodni rovnice (7.14) prejde na novou rovnici tvaru

r r azu .
(Wy, W) - =——=— + D(Vu, u(y)) = (1)),
L L 9T 50 55+ (V) = 15
respektive
S~ Pu . B
A@) - 5 + B(Vu,u(@) = F.
k=1 Y

Diky vlastnostem vektorii polarni baze smisené parcialni derivace vymizi a druhé derivace podle téze proménné
budou mit hodnoty rovné 0, +1 nebo —1. Navic lze tedy nové diagonalni koeficienty vypocist ze znalosti
sdruzené kvadratické formy podle vztahu

App = I](Z(_))g) = ZB; ATI))g.

Tudiz typ excentricity parcialni diferencialni rovnice koresponduje s typem excentricity pfidruzené kvadratické
formy.

7.5.4 Komentar

Postup pfi feseni parcialni diferencialni rovnice tedy miizeme shrnout do nasledujicich kroka. 1) Nalezeni trans-
formacnich vztahi. 2) Prevedeni rovnice do normalniho tvaru. 3) Reseni daného typu normalniho tvaru. 4)
Navrat k ptivodnim proménnym, tj. pfevod feSeni norméalniho tvaru do ptivodnich proménnych.

7.5.5 Priklad
Parcialni diferencialni rovnici

82_u+ —821/[ +3(92_l/l+2—821/l +(92_1/l+(9_1/l 8_1/[
ox3  Tox1dx  Tox2  Toxpdxs  Jx2  Jdxp  dxs

+u=0

pro neznamou funkci u = u(x1, x2, x3) pfeved me na normalni tvar a diskutujme jeji typ. Pfidruzena kvadraticka
forma ma tvar
q(x1,x2,x3) = x% + 2x1x7 + 3x§ + 2xpx3 + x%.

Aktualnim cilem je stanoveni normalniho tvaru a typu dané formy a nalezeni alespoii jedné jeji polarni baze.
Pro urceni normalniho tvaru zadané kvadratické formy, pro stanoveni jeji signatury a pfislusné polarni baze se
bézné pouziva tzv. babylonska redukce, nékdy nazyvana téz Lagrangeovym algoritmem. Ten spociva v pfevedeni
kvadratické formy v R” na maximalné r Etvercii. V nasem pripadé napfr.

2.2 2
g(x1, x2,x3) = (X1 + X2)° + x5 + (x2 + x3)".
Tedy normalni tvar zadané formy ma podobu
2,2, .2
Q(ZLZZz Z3) = Zl + ZZ + 23/

kde z1 = x1 + X2, 20 = X2 a z3 = Xxp + x3. Jedna se tedy o eliptickou kvadratickou formu, a tudiz pijde o
eliptickou parcialni diferencialni rovnici. Pro inverzni vztahy plati

X1 1 -1 0 Z1
x |=10 1 0 z2 |,
X3 0 -1 1 Z3

133



KAPITOLA 7. UVOD DO TEORIE PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC

kde jednotlivé sloupce matice pfechodu predstavuji vektory polarni baze. Tedy
BP = {7/(—))1, ZBZ/ u_))3} = {(]—/ O/ O)T’ (_1/ 1/ _1)T; (O/ 01 1)T} .
Snadno ovéfime, ze se skutecné o polarni bazi jedna, nebot (1) = 1, q(@,) = 1, q(@W3) = 1 a qq(d, @,) =

gq(w1,W3) = qq(w,, W3) = 0. Ze znalosti polarni baze odvodime podle navodu diskutovaného vyse tvar normal-
iza¢ni substituce. V nasem pfipadé se jedna o vztahy

n=x, Y2 =-—X1+XxX2—Xx3, Y3 = X3. (7.16)

Podle jiz citovaného navodu bude mit transformovana parcialni diferencialni rovnice tvar
3 L. %u ~
Y (@) o + Blgrad(u), u(7) = 0.
=1 Ye

Jelikoz g(@1) = g(wy) = q(wWs) = 1, zbyva pouze konkretizovat tvar obecného symbolu 5(grad(u),u(ﬁ)) v tomto
nasem prikladé. Provedme tedy transformaci (7.16). Snadno

Ju Ju Ju Ju Ju

— ==, — =-———+=—".
8x2 ayz 8x3 ayz 83/3

Vysledny normalni tvar zkoumané rovnice ma tedy podobu

u
Au+—+u=0. 7.17
Y3 ( )

7.5.6 Komentar

Parcialni diferencialni rovnici v normalnim tvaru

Zn:a 82u+zn1b ou +eu(@) =0
t=> 65— =0,
=

kde a, € {0;-1;1} a b,c € R Ize substituci

u(y) = v(y) - exp [Z e W] , (ue €R)
=

v zavisle proménnych prevést bud na tvar

= 0%
Zag -5 tCev= 0
= 9

bez absolutniho ¢lenu. Toho Ize docilit vhodnou volbou koeficientd p; € R.
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7.5.7 Priklad

Pokusme se upravit vysledek (7.17) piikladu 7.5.5 na jednodussi tvar podle predeslé poznamky. Uvazme sub-
stituci

u(y) = v(y) et .

Pro prislusné parcialni derivace plati vztahy

2 2,
a_“:@eum a_u:a_em
dyr In dy:  dy;
a_”:ﬁeuya 82_”:£ Hys
Ay Iy dy;  dy;

du  Jv
= Hys .U-]/S
3 v etV + po(iy)e
Pu v dv
— =55eP+2 Y el¥s 4 12y et?s,

které po dosazeni do péivodni rovnice vedou na tvar
dv )
e Av+ (u+1) ™ etV + (u* +p+1)o() et =0.
3

Zvolime-li u = =1/2 a vydélime-li vyrazem e*¥3, ziskame finalni zjednoduseni

3v
Av + Z =0.
7.5.8 Komentar
Hyperbolickou parcialni diferencialni rovnici
%u Ju Ju
_8x8y + @(a 8 ,u(x, y)) (7.18)

pro neznamou funkci u = u(x, y) lze jednoduchou substituci & = x + y, = x — y prevést na normalni tvar

u  d*u ou u
2&%  In?

@ 28 an’ u(é,n))

Z tohoto davodu byva rovnice (7.18) nazyvana, jak uz bylo zminéno, alternativnim normalnim tvarem hyper-
bolické parcialni diferencialni rovnice (viz definice 7.2.10). Rovnice ve tvaru (7.18) byva v mnoha pfipadech
snadnéji fesitelna (viz napf. priklad 7.3.1).

7.5.9 Priklad

Pokusme se nalézt transformaci, ktera prevadi parcialni diferencialni rovnici

A B . B B A
2t 8y2 = oxdy  0xdz dyoz
na rovnici . ) ) X 5 )
d d J 8 d
Z—f 3—f 6 f 4 f f +8 f =0.

o2 Top? 92 dadb 4500c T8 3ac
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Hledat transformaci, jez pfevadi jednu rovnici na druhou, znamena hledat linearni zobrazeni mezi pfislusnymi
kvadratickymi formami. V nasem pripadé tedy mezi formou

1
q(x,y,z) = x?+ ;yz + gzz +4xy — 2xz —5yz = (x+2y—z)2 + E(y_z)z
a formou 1
qa,b,c) = a* + gb2+3cz—2ab—2ac+4bc: (a-b-c)?+ E(b+cz)2.

Jelikoz maji obé formy stejnou signaturu, tj. sg(q) = sg(@) = (2,0,1), bude mit nase tloha FeSeni. Z vyse
uvedené babylonské redukce urcime polarni bazi prvni kvadratické formy na

Bp ={(1,0,0)7;(-2V2, ¥2,0)7;(-1,1,1)7}.
Ze znalosti polarni baze odvodime tvar normaliza¢ni substituce
E=x, n=—2\/§x+\/§y, A=—-x+y+z
ktera prevede prvni z rovnic na parabolicky normalni tvar

Pu  Pu

—+—=0. 7.1
852+8n2 0 (7.19)

Zcela obdobné ur¢ime polarni bazi druhé kvadratické formy na
BAI: = {(1/ 0/ O)T/ ( \/EI \/Er O)T/ (_1/ _2/ 1)T} .

Normalizaéni vztahy

E=a, n=\/§a+\/§b, A=—-a-2b+c

prevedou druhou rovnici na tentyz normalni tvar (7.19). Jelikoz jsou ale oba normalni tvary stejné, tak pouhym
srovnanim obou transformacnich trojic ziskame hledanou substituci, a sice

X 1 0 0 a
y|= 3 10 b
z -3 -3 1 c

7.5.10 Priklad

Pokusme se nalézt vztahy n = n(x, y,z), A = A(x,y,z), které vyhovuji (alespon v jednom pfipadé) podmince

d o L . C e e e s . .
a—z =0 a tvori spolecné s funkci & = x + 7y + 4z transformaci, jez prevadi parcialni diferencialni rovnici

2 2 2 2 2 2
J°u 8u+78_u+128u J°u J°u Ju u

et I 92 oxdy 150z~ 68y8:z " 38_y =95 70

na normalni tvar. Uloha se de facto redukuje na hledani takové polarni baze, jez obsahuje vektor @ = (1,7,4)T a
dalsi vektor @5, jehoz prvni slozka wy, je nulova. Pokud ovsem takova baze viibec existuje. Sdruzena kvadraticka
forma ma maticovy zapis tvaru

-4 6 -9 X1
g@) = (x1,x2,x3)| 6 1 -3 || x»
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Bilinearni forma sdruzena se zadanou kvadratickou formou mé tedy podobu

-4 6 -9 n
qq& 9 = (x,x2,x3) 6 1 =3 ||
-9 3 7| v
Jelikoz je
O q(@) = 1,

bude takova polarni baze existovat. Jeji konstrukci provedeme pfimo uzitim patfi¢né definice. Zagneme hledanim
vektoru @, = (x1,x2,x3) spliujictho podminky gq(@,@,) = 0 a q(@,) € {0;—1;1}. Protoze ale mame pouze
dvé podminky pro tfi neznamé x1, xp,x3, bylo by v obecném pfipadé mozno jednu z nich volit. My zde ovsem
upotrebime pozadavek wy, = 0. Prvni z uvedenych podminek dava rovnost

-4 6 -9 X1
1,749 6 1 -3 || x2 |=2x1+x2—-2x3=0,

-9 -3 7 X3

a tedy (pro volbu w», = 0) dostavame x, = 2x3. Dosadime-li oba ziskané vztahy do druhé podminky, obdrzime
O (@) = —x3 = -1.
Zde podotykame, ze hodnoty 0 nebo —1 na pravé strané této rovnosti byly z pochopitelnych diivodii zavrhnuty.
Rovnici Fesi napf. hodnota x3 = 1, coz vede k nalezeni druhého vektoru polarni baze ve tvaru @, = (0,2,1)T.
Dale pokracujeme analogicky hledanim posledniho vektoru @5 = (x1, x2, x3), spliujiciho podminky gq(@, W3) =
0, qq(Wp, w3) = 0 a q(w3) € {0; —1;1}. Uvedené podminky g-ortogonality vedou k rovnostem
2x1 +x2 —2x3 =0, 3x1—x2+x3 =0.
Po vyjadreni x, = 8x1 a x3 = 5x; ziskava treti podminka jednoduchou podobu
O q(@s) = x5 = 1.
Opét jsme z mnoziny {0;—1;1} vylouéili hodnoty 0,—1. Resenim rovnice je napf. hodnota x; = 1, a tedy
w3 = (1,8,5)7. Uzavirame tedy, Ze hledanou polarni bazi je mnozina Bp = {(1,7,4)7;(0,2,1)7;(1,8,5)7}.
Urcime transformacni vztahy
E=x+7y+4z, n=2y+z A=x+8y+5z

pro prevod zadané parcialni diferencialni rovnice na normalni tvar

Au Pu Pu Ju Jdu Jdu

98 "o T o T

hyperbolického typu.

7.6 Parcialni diferencialni rovnice vyssich rada

V poslednim odstavci této kapitoly probereme obecné poznatky o linearnich parcialnich diferencialnich rovnicich,
jejichz fad neni omezen dvojkou, jako tomu bylo v predeslych odstavcich.
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7.6.1 Znaceni

Symboly a = (aq,a2,...,ar) a p = (B1,B2,--.,Pr), kde ay, Br € No, budou v dalsim textu vzdy reprezentovat
tzv. multiindexy. Déle pro libovolny multiindex a € Nj definujeme absolutni hodnotu multiindexu |a| := aq +

ap +...+a, a multifaktorial a! := aq!-an!-...-a,! Pomoci tohoto znaceni Ize zavést Gsporny zapis umociovani
a0 03 0
Xt eag e =X

a také parcialniho derivovani funkce 1u(X) € € (E’). Ve druhém pripadé se jedna o zapis tvaru

dlly
= a1 .00 a
ox|'0x,? ... ox,

D :
Je-li z ngjakého diivodu tfeba specifikovat, podle jakych proménnych byla funkce u(X, i) € €*(E"**) derivovana,
pak pro multiindex a € N definujeme symbol

Iy
Yy dyy* ... dys

Z);iu(f, V)=

Symbol Z?:o bude v kontextu multiindexového s&itani znaéit sumaci 2;3”1:0 ZE’Z:O .. Zgﬂ

=

7.6.2 Komentar

ly

Diky vlastnosti u(X) € € (E") je pocet parcialnich derivaci, jeZ jsou zaménné s parcialni derivaci ST
1102207

roven €islu
|at]!

ka: 1
a.

jak plyne ze vztahu (2.13).

7.6.3 Definice

Necht m € N a G je oblast v E". Necht pro kazdy multiindex a € Nf' jsou definovany funkce a,(X) € €=(G).
Pak diferencidlnim operatorem Fadu m budeme rozumét operator

m

Li=) au(®D" (7.20)

a=0

Funkce a,(X) nazyvame (funkcnimi) koeficienty operatoru L. Definicnim oborem operatoru L pfitom rozumime
tiidu Dom(L) = €™ (G). Je-li pro vsechny multiindexy & € Ni' a véechna ¥ € G splnén vztah a,(¥) = a, € R,
specifikujeme dale, ze operator L je operatorem s konstantnimi koeficienty.

7.6.4 \Veta

Diferencialni operator (7.20) je linearni na Dom(L).
Diikaz:
e tkolem je dokazat, ze L je aditivni a homogenni
e zvolime libovolné u(¥), v(¥) € Dom(L)

e 7 linearity derivace vyplyva

Lu+0) = Zm]aa DD (@) + 0(@) = Zm]aaoa D (u(®) + D (0(1))) =

a=0 a=0
=Y a0 (D) + Y a0 (069) = L) + Lo
a=0 a=0
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e to dokazuje aditivitu operatoru L

e podobnym zpiisobem dokazeme pro libovolné a € R homogenitu tvaru L(a-u) = a-L(u)

7.6.5 Definice

Necht je dan linearni diferencialni operator (7.20) fadu m na G a funkce f(X) € € (G), kde G C E" je oblast.
Pak rovnici

= f® (7.21)

nazyvame linearni diferencialni rovnici Fadu m. Funkci f(X) nazyvame pravou stranou diferenciélni rovnice (7.21)
a koeficienty a,(¥) operatoru L nékdy téz nazyvame koeficienty diferencialni rovnice (7.21). Rovnici L(u) = 0
nazyvame linearni diferencialni rovnici s nulovou pravou stranou pridruzenou k rovnici (7.21). Pfitom za defini¢ni
obor operatoru L klademe Dom(L) = €™(G).

7.6.6 Definice

Resenim diferencialni rovnice (7.21) na oblasti G rozumime kazdou funkci u(¥) € Dom(L) = €"(G), pro niz je
splnéna rovnost L(u) = f(%).

7.6.7 Lemma

Necht je na oblasti G C E” zadan diferencialni operator L a funkce f(¥) € €(G). Mnozina vaech feseni rovnice
L(u) = 0 tvori vektorovy prostor. Mnozina viech Feseni rovnice L(u) = f(¥), kde f(¥) je spojitou funkci na G,
tvofi linearni varietu.

7.6.8 Veta
Vsechna feseni rovnice L(u) = f(%) jsou tvaru
u(®) = =) + 2,(3), (7.22)

kde z(%) jsou vsechna fegeni rovnice L(z) = 0 a z,(?) je jedno Feseni rovnice L(z,) = f(2).

Dikaz:

e jako prvni dokazeme, e funkce u(X) = z(X) + zp(X) Tesi rovnici L) = f(@)

o jelikoz L(z) = 0 a L(z,) = f(¥), pak snadno L(u) = L(z) + L(zp) = 0+ f(?) = f()

e sporem dokazeme, ze feSeni, které neni ve tvaru (7.22), neexistuje

e necht u(X) = z(X) + z,(¥) je vySe uvedeného tvaru

e predpokladejme pro spor, ze L(v) = f(X), ale v(x) nelze zapsat jako (7.22)

e zjevné tedy plati L(u — v) = L(u) — L(v) =

e rozdil u(x) — v(X) proto fesi rovnici s nulovou pravou stranou, tj. u(¥) — v(¥) = (%)

e odtud v(¥) = u(¥) — Z(x) = z(¥) — Z(¥) + z,(¥) = £(%) + z,(¥), pFicemz 2(X) FeSi rovnici s nulovou pravou
stranou

e to je oCekavany spor

7.6.9 Komentar

Funkci z,(X) z predeslé véty nazyvame partikularnim Fesenim diferencialni rovnice (7.2).
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Kapitola 8

Extrémy funkce vice proménnych

Budeme se nyni zabyvat hledanim lokalnich a globalnich extrémii funkci vice proménnych na zadanych mnozinach.
Pro funkce f(¥) : E" — R v tomto oddile popiseme analogické postupy, kterymi jsme u funkci jediné proménné
detekovali body podezrelé z extrému, a dalsi, jimiz jsme poté rozhodli, zda a jaky typ extrému v podezielém
bodé nastava.

8.1 Lokalni extrémy

Nejprve budeme zkoumat, zda a pfipadné kde ma zadana funkce lokalni extrémy, které jsou tzv. volné, tj.
vymezené pouze definiénim oborem funkce nebo jistou ¥—dimenzionalni podmnozinou M tohoto oboru. Takové
lokalni extrémy budeme ale z logiky véci hledat pouze v hromadnych bodech mnoziny M, nebot v bodech
izolovanych vySetfovani extremalnosti postrada smysl.

8.1.1 Definice

Necht je funkce f(¥) : E' > R definovana na mnoziné M C E" a necht @ € der(M). Rekneme, Ze funkce
f(X) ma v bodé a lokalni minimum, resp. ostré lokalni minimum na mnoziné M, jestlize existuje redukované
okoli U*(d) tak, ze pro kazdé ¥ € U*(@) N M plati f(¥) > f(@), resp. f(X) > f(d@). Rekneme, ze funkce f(X)
ma v bodé @ lokalni maximum, resp. ostré lokalni maximum na mnoZiné M, jestlize existuje redukované okoli
U™ (a) tak, ze pro kazdé ¥ € U* (@) N M plati f(¥) < f(d), resp. f(¥) < f(a). Lokalni maxima a minima (ostra)
na mnoziné M nazyvame souhrnné lokalnimi extrémy (ostrymi) na mnoziné. Je-li mnozinou M defini¢ni obor
funkce Dom(f), hovorime o (ostrych) lokalnich maximech & minimech.

8.1.2 Veta

Ma-li funkce f(¥) : E" — R v bodé 7 € M C E’ lokélni extrém na mnoziné M, pak ma odpovidajici extrém v
bodé& 7' i na libovolné podmnoziné N mnoziny M, pro niz @ € der(N).

Diikaz:

e plyne pfimo z definice 8.1.1

8.1.3 Veta — nutna podminka pro lokalni extrém

Necht je funkce f(¥) : E" — R definovana na mnoziné M a necht @ € M. Ma-li funkce f(x) v bodé & lokalni

extrém na mnoziné M C E” a ma-li v ném parcialni derivaci podle proménné xi, pak ngk(L?) =0.
Diikaz:
e vezméme k € # a uvazme, e predpoklady véty garantuji existenci jistého & > 0 takového, ze Us(@) c M
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e méa-li funkce f(X) extrém v bodé @ na mnoziné M, pak ma podle predeslé véty tentyz extrém i na mnoziné
N ={%eUs(@: xj=a; pro j €\ (ki

o definujme funkci ¢(¢) := f(a1,az2,...,a5-1,t,8k41,...,a;) : R R

e tato funkce ma tedy podle jiz konstatovaného extrém v bod& ay a jeji derivace y(t) v bodé a; podle
predpokladii véty existuje

e tedy y(a;) = 0 podle nutné podminky pro extrém funkce jedné proménné

e e < . 0
e to ale neznamena nic jiného nez fakt, ze a—J{k(d’) =0.

8.1.4 Komentar

Lokalni extrémy funkce f(¥) na mnoziné M tedy mohou nastavat v hromadnych bodech mnoziny M, v nichz je
derivace nulova, v hromadnych bodech mnoziny M, v nichz funkce f(X) nem4 derivaci, specialné tedy v bodech
nespojitosti, nebo v hromadnych bodech hranice bd(M), které patfi do Dom(f).

8.1.5 Definice

Bod @ € E" nazveme stacionarnim bodem funkce f(%) : E” — R, jestlize gradf(@) = 0.

8.1.6 Veta — o Hessove matici implicitni funkce ve stacionarnim bode

Necht je dana generujici funkce H(¥,y) : E'*! > R zadavajici na oblasti G C E” implicitni funkci v = y(%).
Necht bod @ € G je stacionarnim bodem této implicitni funkce. Oznaéme b = y(a) a A= (@,b). Necht bod
A neni pro funkci H(Z, y) kritickym generujicim bodem a existuje okoli U) tak, ze H(E, y) € E2UN)).
Oznacme symboly Y a IH Hessovy matice implicitni funkce y(¥X) v 4, resp. generujici funkce H(¥,y) v A. Pak
plati:

Y=~ Hsnr (8.1)

kde symbolika Alq;) reprezentuje tzv. submatici, jez vznikla z matice A odstranénim j—tého fadku a k—tého
sloupce.

Diikaz:

e predpoklady ve vété jsou zvoleny tak pfiznivé, ze je mozno (podle véty o implicitni funkci) s jistotou
tvrdit, Ze zmifnovana implicitni funkce jisté existuje

e generujici rovnici H(X,y) = 0 je mozno diky vlastnosti H(¥X, y) € %Z(W(X)) dvakrat derivovat s nasledu-

jicim vysledkem

o T oy dxom, L

PH _ PH Jdy (PH  PHIy\oy oH oy
oxidx,  Ixdydxe \dydx,  Iy? dx,

e ve stacionarnim bodg se ale tato rovnost redukuje na

82H > oH - (92y

axkan (/\) * 8_y(A)8xk8xg (ﬁ) =0

toto Ize ale interpretovat jako vztah mezi prvky dotéenych Hessovych matic

konkrétné Hy, + %—I;(X)Ykg =0
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protoze A neni bodem kritickym, je jisté ‘;—1;1(/_\)) # 0, odkud plyne, Ze pro viechna k, € € 7 plati

—Hie
G

Yie =

to dokazuje tvrzeni

8.1.7 Veta — postacujici podminka pro lokalni extrém

Necht @ € E" je stacionarni bod funkce f(¥) : E" — R. Necht ma tato funkce na urcitém okoli U(d) spojité
vSechny parcialni derivace do tfetiho fadu vcéetné. Potom jestlize je kvadraticka forma druhého totalniho di-
ferencialu funkce f(¥) v bodé& @ pozitivng, resp. negativné definitni v E’, pak ma funkce f(¥) v bodé & ostré
lok&Ini minimum, resp. maximum. Jestlize je kvadraticka forma druhého totalniho diferencialu funkce f(¥) v
bodé @ indefinitni v E’, pak extrém funkce f(¥) v bodé @ nenastava.

Diikaz:

ditkaz zahajme napf. tvrzenim o ostrém lokalnim minimu
je-li tedy kvadraticka forma d? f(¥) pozitivné definitni, pak definuje na E" normu +/d2f(%)

z véty 6.3.10 ze skript [7] ale vime, Ze vSechny normy na kone¢né-dimenzionalnim prostoru jsou ekviva-
lentni

tedy existuje & > 0 tak, Ze pro viechna X € E plati d? fA(%) > a ||

vezméme nyni takové ¢, 7e 0 < ¢ < o a zaroven U.(@) C U(d), kde U(d) je okoli z predpokladii véty

jelikoz uzavér okoli U, (d) je kompaktni mnozina a treti parcialni derivace funkce f(X) jsou na ném spojité,
jsou tedy tyto tfeti parcialni derivace na U (@) omezené (to plati podle véty 1.2.27)

pro vektor he R’, jehoz euklidovska norma vyhovuje nerovnosti IIi_z)II < ¢, existuje podle Taylorovy véty
4.2.1 pro funkci vice proménnych ¢islo T € (0, 1) tak, ze plati

L o 1v 9%f 1 v FPf -
f@+i-f@=3 ]Zl pre QLRS- l_]Zk;,l Terge g0+ (8.2)

v predeslém bodé& jsme vyuzili skutenosti, ze 4 je stacionarni bod funkce f(%), a tudiz jeji derivace Df(a)
je nulovym vektorem

jelikoz jsou treti parcialni derivace funkce f(¥) na U,(7) omezené, plati nerovnost

1 I i
k=117

kde

1 r
== maX |[—————(X
P 3 ijzk:_‘lfem@ axiaxjaxk(j‘

dale d2fAi) > a IIIE)II2 > ¢ ||ﬁ||2, jak je patrno z prvni €asti dakazu
a

v tom pfipadg je ale prava strana rovnosti (8.2) vétsi nebo rovna vyrazu

2 (el = BIVIF) = SR (« - 1)
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KAPITOLA 8. EXTREMY FUNKCE VICE PROMENNYCH

pro takova h pro ktera ||h|| < £, je pak

25
f@+ ) - f@ > 7R,

coz znadi, ze na jistém okoli bodu & jsou funkéni hodnoty funkce f(xX) vétsi nez f(a)

tedy bod @ je ostrym lokalnim minimem

pfi diikazu tvrzeni pro lokalni maximum je nejlépe uzit faktu, ze ma-li funkce f(¥) v bodé @ ostré lokalni
maximum, pak m4 funkce —f(¥) v tomtéz bod& ostré lokalni minimum

pritom kvadratické formy druhych diferenciali funkci f(¥) a —f(¥) maji pouze obracena znaménka
tedy je-li jedna z nich pozitivné definitni, je druha z nich negativné definitni

odsud jiz plyne tvrzeni o ostrém lokalnim maximu

zbyva prokazat, ze v ptipadé indefinitnosti formy d? f(x) funkce extrém v bodé @ nema

ukazeme tedy, ze v kazdém okoli bodu @ existuji body s vy3si i nizsi funkéni hodnotou, nez ma samotny
bod @

necht tedy }—l)Z a ﬁK jsou zvoleny tak, ze deE(ﬁz) <0a dzﬁy(ﬁK) >0
takové vektory existuji diky indefinitnosti formy d? f(x)

- -
pro dostateéné malé A > 0 a h := Ahg lze stejné jako vyse ukazat, Ze plati nerovnost

ro
F@+ Ag) - f(@) > [ o, f (l?)AZhKhK BA?| |h1<||3]

r 2f 3
= — &) hichi, — BAI
Z ox a (_)) K; K ﬁ ” K”
nyni ale vime, Ze prvni ¢len v posledni zavorce je z predpokladu kladny a tudiz mtizeme vhodnou volbou
A zarudit, ze celad prava strana (a tudiz i leva strana) posledni nerovnosti je kladna

tedy f(7+ AEK) — f(@) > 0, cili v libovolném okoli bodu & jsme nalezli bod &+ Ak, v némz je funkéni
hodnota vy3si nez v bodé @

analogicky se dokaze, 7e v néjakém bodé 7+ M_{Z z okoli bodu & je funkéni hodnota f(7+ Aﬁz) nizsi nez

f@

to dokoncuje provadény dikaz

8.1.8 Komentar

Podotykame, ze je-li kvadratickd forma druhého diferencialu funkce f(¥) v bodé @ semidefinitni, pak podle
kvadratické formy druhého diferencialu nelze rozhodnout, zda v bodé& 7 nastava & nenastava extrém funkce
f(X). To demonstrujeme na nasledujicim prikladé.
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8.1.9 Priklad

Definujme funkce f(x,y) = x> +y*, g(x,y) = x2 —y* a h(x, y) = —x* — y*. VEechny tyto funkce maji stacionarni
bod 7 = (0,0). Dale

dfdx,dy) = 2dx?, d’gi(dx,dy) = 2dx?, d?hi(dx,dy) = 0.

Funkce f(x,y) ma zcela zjevné v bodé @ lokalni minimum, ale kvadraticka forma d?fAdx, dy) je pozitivné
semidefinitni. Funkce g(x,y) v bodé @ extrém nema4, ale kvadraticka forma d?g-(dx,dy) je rovn&z pozitivné
semidefinitni. Funkce h(x,y) ma v & lokalni maximum, ale kvadraticka forma d?hz(dx, dy) je nulova, tedy
pozitivné semidefinitni i negativné semidefinitni.

8.1.10 Priklad

Obrazek 8.25

Graf funkce f(x,y) = /8 —8x2 — y2 — 4xy + 24x + 8y.

Budeme nyni aplikovat pfedchozi teorii na hledani lokalnich extrémi funkce

flx,y) = \/8 — 8x% — y?2 — 4xy + 24x + 8y.
Po vypocteni parcialnich derivaci

o -8x -2y +12 aif -y —2x+4
0x  \B—8x2— 2 —dxy+24x+8y Y B—8xT—y? —4xy +24x + 8y

snadno ukazeme, ze jedinym stacionarnim bodem je bod @ = (1,2) s funkéni hodnotou f(@) = 2 V7. Pro druhé
parcialni derivace v tomto bodé plati

P f 8 f -1 Af -2

7= 27 3y2@ Tov7 5y @ = 27’

a tedy kvadraticka forma druhého diferencialu funkce f(x,y) ma v bodé @ tvar

-1 -1
d? fAdx, dy) = —— (8dx? + dy? + 4dxdy) = —— |(dy + 2dx)? + 4dx?|.
fidx, dy) 2\ﬁ( y y) 2\/7[( y + 2dx) ]
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Po pravé provedeném doplnéni na Ctverce je zfejmé, ze zkoumana kvadratickad forma je negativné definitni,
a bod 7 je tudiz bodem ostrého lokalniho maxima zadané funkce. Navic véude v bodech hranice 8 — 8x% —
y? — 4xy + 24x + 8y = 0 je funkéni hodnota funkce f(x,y) nulova, tj. viechny body elipsy E = {(x,y) €
E2: (y +2x —4)? + 4(x — 1)*> = 28} jsou neostrymi lokalnimi minimy. Pro ilustraci na zavér vykreslujeme graf
zkoumané funkce na celém jejim definiénim oboru Dom(f) = {(x, YEE: (y+2x -4 +4(x —1)? < 28}.

8.2 Lokalni vazané extrémy

V dalsim pojednani se budeme zabyvat hledanim lokalnich extrémi funkce f(x) : E” — R na tzv. vazbach,
které nedovoli promé&nnym ¥ ménit se libovolng, ale jen takovym zptisobem, aby spliovaly tzv. rovnice vazeb.
Co to konkrétné znamena, to si vysvétlime v prvnim komentari.

8.2.1 Komentar

Vysetfovanim tzv. vazanych extrémii rozumime hledani extrémi vzhledem k tzv. vazbové mnoziné M, ktera je
nize uvedeného specialniho tvaru. Jedna se o mnozinu

M:{feEf: Gi®) =0AG@D=0A... /\GS(J?):O},

jez je jednoznaéné urcena sadou s tzv. vazbovych rovnic (vazeb) G1(¥) =0, Go(X) =0, ... Gs(¥) =0, kde s < r.
Aby vazbové rovnice byly nezavislé (v intuitivnim smyslu), budeme pozadovat, aby Jacobiho matice

D(G11G2I"'IGS
D(x1,%2, ..., Xs)

)@

méla pro véechna ¥ € M hodnost rovnou &islu s. Tento pozadavek totiZ zajisti, Ze mezi nezavisle proménnymi
X1,X2,..., X, existuje jisté s—tice vybranych (zde je oznaéme napf. Xy1, Xp1, - . ., Xos) tak, ze

D(Gy,Gy,...,Gs)

x) #0
Dtor, xor, oy |

viude v M.

8.2.2 Veta — nutna podminka pro vazané lokalni extrémy
Necht A C E™7 je oteviena mnozina a f(X), G1(X), G2(%), ..., Gp(¥) : E*? = R jsou funkce majici v mnoziné
A spojité derivace. Oznaéme

M= {#=(x1,22,...,%4p) €A1 G(¥) =0 pro i € p}.

Necht dale Jacobiho matice

D(G1,Gy, ..., Gp)
@(x1/x2/ e /xr+p)

€9) (8.3)

maé pro viechna ¥ € M hodnost p. Potom ma-li funkce f(¥) v bodé 4’ lokalni extrém na mnoziné M, pak existuji
Cisla A1, A2,..., Ay € R takova, ze

of L, 9G;
pro vechna k € 7+ p, tj. funkce L(¥) := f(¥) — Z?:l /\]‘Gj(f) ma v bodé @ nulovou derivaci.
Diikaz:

e s ohledem na prehlednost a srozumitelnost se v diikaze nejprve omezime na variantu jedné vazby
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8.2. LOKALNI VAZANE EXTREMY

volime tedy p =1

alternativa ditkazu pro vice vazeb je podrobné diskutovana v komentéafi 8.2.6
oznaéme ay = (a1,ay, . ..,4a)

podminka (8.3) tedy dava: (VX e M) : grad G(¥) # 0

tedy alespon jedna ze slozek vektoru gradientu je nenulova

predpokladejme, Ze je to slozka posledni, tedy ze
dG
axr+1

@ #0

pokud by tomu tak nebylo, provedeme trivialni pfeznaceni proménnych
podle véty 5.2.4 o implicitnich funkcich tedy existuje funkce

P(x1,X2,...,Xr) = Xpp1
takova, ze pro viechna (x1,x2,...,x;) € Us(dp) plati

G(xl,xz,...,xr,tp(xl,xz,...,x,)) =0 (8.5)

predpokladejme, ze f(X) ma v bodé @ € M lokalni extrém, a ze tedy podle véty 8.1.3 plati

of of

a_xk(aj i 8xr+1

(7ax =0 (k e7)

radéji podotykame, ze se zde jedn o extrém funkce f(¥) zGzené na vazbovou mnozinu, kde plati rovnost
Xr1 = l]b(xlleI e /xl’)

to ale neznamena nic jiného, nez ze

(grad f(@)| Xk) = 0, (8.6)
kde
k
=2 - 81/} - A
X.:=10,0,...,0, 1 ,0,...,0,=—/(ap) (ke
8xk

vektor i je podle poznamky 8.2.5 teénym vektorem ke grafu funkce x,41 = ¥(x1,x2,...,%,) v jeho bodé

7eT ()
derivaci vztahu (8.5) podle x; dostavame

dG

8_xk @) + (67) (ﬂo)

axr+1

to odpovida rovnici

(grad G(@) | ) = 0 (k €7)
vektory X jsou linearné nezavislé a jejich pocet je r

tedy vektor grad G(a) lezi v ortogonalnim dopliku Q, linedrniho obalu Q = [{1, X2, ..., Xrla, neboli
grad G(@) € Q.

také grad f(a) v ném lezi, jak snadno nahlédneme z rovnice (8.6)

lehce se presvédcime, ze zminovany doplnék je jednodimenzionalni, a existuje proto realné Cislo A tak, ze
grad f(@) = A grad G()

tim je ditkaz dokoncen
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KAPITOLA 8. EXTREMY FUNKCE VICE PROMENNYCH

8.2.3 Komentar

Predesla véta se velmi Casto nazyva také vétou o Lagrangeovych multiplikatorech.

8.2.4 Definice

Cisla A1, A2,..., Ay z véty 8.2.2 nazyvame Lagrangeovymi multiplikdtory, p rovnic G; = 0 pro i € p vazbami
a funkci L(X) Lagrangeovou funkci. Extrémy funkce f(¥) : E™*” > R na mnoziné M nazyvadme také (ostrymi)
lokélnimi vazanymi extrémy (minimy ¢i maximy).

8.2.5 Komentar

Necht rovnice
G(xl,xz, e X (X, X2, . ,xr)) =0 (8.7)

zadava na okoli bodu A = (A1, A2, ..., Aps1) implicitné funkei Y(xq,x2, ..., xy), tj. dle véty 5.2.4

dG

T (A) # 0.

Podle vztahu (2.9) z poznamky 2.3.8 je vektor
o %
= (5@ 5@ S @), (83)

kde @ = (A1, A2, ..., A;), normalovym vektorem funkce ¢(x1,x2,...,%,) v bodé Xjejl’ho grafu. Jelikoz pro néj a

kazdy vektor
k
—

Y
%:=10,0...,0, 1 ,0,...,0, =
Xk 8xk@

plati rovnost (V) = 0, je kazdy z vektort X1, 1o, ..., Xr vektorem teénym ke grafu diskutované funkce.

8.2.6 Komentar
Pokusme se nyni modifikovat ditkaz véty 8.2.2 pro pfipad dvou vazeb. Budeme tedy vySetfovat extrém funkce
f(xlle/ e Xry xr+1rxr+2) : Er+2 — R (89)

na mnozing M = {¥ € E'*? : G(¥) = 0 A H(¥) = 0}. Necht podle predpokladu véty 8.2.2 ma funkce (8.9)
vazany lokalni extrém v bodé @ € E'*2. Oznaéme dy := (ay,as, .. .,a,). Z podminky (8.3) citované ve vété plyne,
Ze existuji alespon dva indexy k, £ € r + 2, tak, Ze pro véechny ¥ € M plati

D(G,
det(D( o {))(*) # 0.

Pro jednoduchost zapisu ucinime predpoklad, ze k = r+1 a £ = r + 2. Pokud by tomu tak nebylo, snadno
bychom provedli precislovani indexti v proménné ¥ tak, abychom vy3e citovanou podminku naplnili. Jelikoz tedy

D(G, H)
S T D

zadava soustava dvou rovnic G(¥) = 0, H(X) = 0 podle véty 5.2.4 na okoli bodu & dvé implicitni funkce

Xee1 = P(X1,X2, ..., Xp),  Xpp2 = @(X1,X2, ..., Xr)
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8.2. LOKALNI VAZANE EXTREMY

tak, Ze pro vdechna (x1,x2,...,x,) € Us(dp) plati
G(xll X2, ee s Xpy l)b(xll X2,y x?’)l (P(xll X2, eeey x?’)) = O/ (810)

H(xl,xz, e X, (X1, X2, ., X)), (X1, X2, . .,x,)) =0. (8.11)

Podle predpokladu by funkce (8.9) méla mit v bodé @ vazany lokalni extrém, tj. podle véty 8.1.3 by pro kazdé
k € 7 mélo platit

af Jf dif Ldp
Oznaéime-li )
% :=10,0 0, 1,0 0 €W
Xk = y Yy, Yy, A EREY] /ax( )83(](( 0) ’
plati podle vztahu (8.12) rovnost
(grad f@) | ) = 0. (8.13)

Parcialni derivaci vztahii G(¥) = 0, H(¥) = 0 podle nezavisle proménné x; dostavame analogicky

dG
a—xk(ﬁ) ax,+ (7 (3 8xr+ (3—(3 0,
oH
D Gy @@ @@ =0

Tyto rovnice strucné sumarizujeme zapisy

(grad G(@) | Xx) =0, (grad H@)| i) =0

Zretelné vidime, e vektory ¥ jsou linearné nezavislé a jejich pocet je r. Z predeslych avah plyne, ze vektory
grad f(@), grad G(4) a grad H(@) lezi v ortogonalnim dopliku linedrniho obalu [{1, X2, ..., Xrla. Jelikoz je
citovany doplnék dvoudimenzionalni a vektory grad f(a), grad G(7) a grad H(@) jsou tfi, museji nutné byt
linearné zavislé, tj. existuji realna Cisla A1 a A2 (ne obé nulova) tak, ze

grad f(@) = Ay grad G(@) + A, grad H(a).

Tim je diikaz véty 8.2.2 zobecnén pro pfipad dvou (a tedy i vice) vazeb.

8.2.7 Komentar — postacujici podminka pro vazané lokalni extrémy

Necht jsou spinény predpoklady véty 8.2.2. Necht jsou soufadnice bodu @’ a &isla A1, A,,..., A, vypocteny z
(r + p) rovnic (8.4) a z p rovnic G]-(d’) =0 pro j € p. Tedy bod 7 je bodem podezrelym z vazaného lokalniho
extrému funkce f(¥) : E"*” R na vazbach G;(X) = 0 pro i € p. Necht

d*L(dx) = d*Ly(dxy, dxo, . . ., dxper) (8.14)

je kvadraticka forma druhého totalniho diferencialu Lagrangeovy funkce L(¥) := (%) — 2?21 )\jGj(J?) v bodé 7.
Je-li dale

D(G1, Gy, .., Gp) )
det a) #0, 8.15
(@(xr+1/xr+2/ xr+p) (_) ( )

pak ze soustavy rovnic pro totalni diferencialy funkci Gi(¥) v bodé @

p+l’

Z o @ =0 (kep)
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KAPITOLA 8. EXTREMY FUNKCE VICE PROMENNYCH

Ize jednoznacné vyjadrit pfirtstky dx,.1, dxr42, ..., dxr+p pomoci zbylych prirtstkd dx, dx, ..., dx, a dosadit
je do kvadratické formy (8.14). Je-li takto vznikla redukovana forma

LI (dvy, dvy, ..., dxy)

pozitivng, resp. negativné definitni v E”, pak ma funkce f(¥) z véty 8.2.2 v bodé& 7 ostré lokalni vazané mini-
mum, resp. maximum. Je-li tato forma indefinitni v E”, nem4 funkce f(¥) v bodé @ vazany extrém vzhledem
k mnoziné M. V pripadé semidefinitnosti této formy v E” nelze s jejim vyuzitim existenci ani typ lokalniho
vazaného extrému v bodé 7 vySetfit.

Maly dotatek: Pokud by podminka (8.15) nebyla splnéna, provedeme trivialni preznaceni v proménnych
X1,X2,...,Xr+p tak, aby splnéna byla. To, Ze vzdy existuje p—tice z proménnych x1, x2, ..., X1 takova, Ze plati
(8.15), je zaruceno predpokladem o hodnosti Jacobiho matice (8.3) ve vété 8.2.2.

8.2.8 Priklad

VySetfovani vazanych extrémti budeme demonstrovat na funkci f(x,y,z,t) = xy?z3t* a vazbé

M:{(x,y,z,t)eE4:x+2y+3z+4t:lO/\x>0/\y>0/\z>0/\t>0}.

Lagrangeova funkce této tlohy ma tedy tvar L(x,y,z,t) = xy*z°t* + A(x + 2y + 3z + 4t — 10) a jeji parcialni
derivace

— = *+ — =2 £ +2 — = t*+ — =4 £ +4A.
E z A, oy XYz A, P 3xy“z 3A, T XYz A
Stacionarnim bodem je bod @=(1,1,1,1) pro A = —1. Podotykame, Ze stacionarni bod jednak nuluje viechny

Ctyfi vyse uvedené parcialni derivace a jednak nuluje i vazbu, tedy je bodem vazby. Totalni diferencial druhého
fadu Lagrangeovy funkce ma tvar

d’L(dx, dy, dz, df) = 2dy? + 6dz? + 12dt* + 2(2dxdy + 3dxdz + 4dxdt + 6dydz + 8dydt + 12dzdt).
Nyni je jeSté tfeba provést redukci tohoto diferencidlu za pouziti prvniho diferencialu vazby
dga(dx, dy, dz, df) = dx + 2dy + 3dz + 4dt = 0.
Polozime-li dx = —2dy — 3dz — 4dt, obdrzime
dLU*)(dy, dz, dt) = —6dy® — 12dz - 20d#* - 12dydz — 16dydt — 24dzdt,

coz je kvadraticka forma v R® s matici

-6 -6 -8
-6 —-12 -12
-8 -12 -20
Jeji negativni definitnost v R3 potvrdime Sylvesterovym kritériem. Hlavni minory jsou po fadé A; = —6,

Ay = 36 a Ay = —240. Jelikoz minory stfidaji znaménka a prvni z nich je zaporny, je dzL;Ed)(dy, dz, dt)
skutecné negativné definitni v R3, a tudiz bod @ = (1,1,1,1) je bodem ostrého lokalniho vazaného maxima
funkce f(x,vy,z t) = xy?*z°t* na zadané vazbé x + 2y + 3z + 4t = 10.

8.3 Globalni extrémy

Kromé extrémii lokalnich nas budou zajimat i globalni extrémy funkce vice proménnych na mnoziné M. Ty jsou
podle definice 8.3.1 predstavovany nejvétsi a nejmensi hodnotou funkce na zadané mnoziné. Je-li M kompaktni
mnozina, pak dokazeme, ze kazda spojita funkce na ni nabyva svého minima i maxima.
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8.3. GLOBALNI EXTREMY

8.3.1 Definice

Necht je funkce f(¥) : E" > R definovana na mnoziné M C E a necht @ € M. Rekneme, ze funkce f(X) ma v
bodé @ globalni minimum, resp. ostré globalni minimum na mnoziné M, jestlize pro kazdé ¥ € M \ {a} plati

@ > £@, resp. £ > f(@).

Rekneme, ze funkce f(X) ma v bodé @ globalni maximum, resp. ostré globalni maximum na mnoziné M, jestlize
pro kazdé ¥ € M \ {4} plati

@ < £@, resp. £ < f(@).

Globalni maxima a minima (ostra) na mnoziné M nazyvame souhrnné globalnimi extrémy (ostrymi) na mnoziné.
Je-li mnozinou M defini¢ni obor funkce Dom(f), hovofime o (ostrych) globalnich maximech ¢ minimech. Bod
@, ve kterém globalni maximum nastalo, se nékdy také nazyva argumentem maxima a oznacuje se jako

@ = argmax zey f(%).

Bod &, ve kterém nastalo globalni minimum, se analogicky nazyva argumentem minima a oznacuje se jako
@ = argmin ze f ().

8.3.2 Veta — o existenci globalniho extrému funkce

Spojita funkce f(¥) : E" — R nabyva na neprazdné kompaktni mnoziné svého maxima i minima.
Diikaz:

e prvni ¢ast diikazu je zalozena na pomocném tvrzeni, Ze je-li neprazdna mnozina B C R kompaktni, pak
ma maximum i minimum

e to nejprve dokazeme

e mnozina B je zfejmé omezena (viz véta 6.7.28. v [7]), a tedy existuje s := sup B, o némz lze s jistotou
tvrdit, ze s € B

e B je ale také uzaviena (opét viz véta 6.7.28. v [7]), tedy s € B
e tudiz s je maximem mnoziny B

e protoze spojitym obrazem neprazdné kompaktni mnoziny A C E" je podle véty 1.4.4 opét neprazdna
kompaktni mnozina B := f(A), plyne z definice globalniho extrému, Ze f(¥) nabyva na A svého maxima

e pfi hledani minima se postupuje obdobné

8.3.3 Komentar

Body podezrelé z globalniho extrému jsou, jak je zfejmé, bud body vnitrku M°, v nichz je gradient nulovy, tj.
stacionarni body, popf. body, v nichz neexistuje derivace, nebo body hranice. V poslednim pripadé se jedna
o vySetfovani extrémi na vazbach. V praktickych aplikacich je lépe do podezfelych bodii zahrnout i viechny
sporné, nez dlouho dokazovat, ze v nékterych z nich extrém nenastava. Je-li totiz podezielych bodti a1, @, . . ., 4
kone¢né mnoho (coz je nejcastéjsi varianta), pak pro globalni maximum, resp. minimum plati

max f(7) = max{f(@), f@), ..., @)},

resp.

min f(?) = min{f(&), f@),..., f@)).
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8.3.4 Priklad

Pokusme se fesit nasledujici alohu na globalni extrém. Uvazme funkci

flx,y)=2+ \/16 —x% —4xy — 82,
jejimz definignim oborem je uzaviena elipsa M = {(x, y) € E? : x? + 4xy + 8y < 16}, nebot
% +dxy +8y* — 16 = (x + 2y)* + (2y)* = 16 = 0.

Jelikoz Dom(f) = M je kompaktni mnozina, bude uvedena funkce na M nabyvat jak globalniho maxima, tak
globalniho minima. Pfislusné parcialni derivace maji tvar

af -x -2y of —2x — 8y

ox \/16—x2—4xy—8y2/ dy \/16—x2—4xy—8y2/

a bodem podezielym z globalniho extrému je tedy bod 7 = (0,0). Dalsimi body, kde by mohl extrém nastavat,
jsou body hranice mnoziny M, tedy bd(M) = {(x, y) € E? : x*+4xy + 8y = 16}. Zadné jiné podezielé body jiz
neexistuji. Jednoduchou analyzou funkénich hodnot v podezrelych bodech snadno zjistime, ze bod @ = (0,0)
je bodem globalniho maxima a kazdy bod elipsy bd(M) je globalnim minimem. | na tomto misté jisté poslouzi
nazorny graf zkoumané funkce. Stin pod plochou grafu predstavuje mnozinu M.

NO = N W B O O

Obrazek 8.26

Graf funkce f(x,y) =2+ /16 — x2 — 4xy — 82.

8.3.5 Priklad

Na zavér oddilu o extrémech jesté vyfeSme jeden rozsahlejsi priklad na vazané extrémy, kdy zkoumanou funkci
je f(x,y,z,u) = x> + 2y* + 6z — 2u — 1 a mnozinou, na niz budeme extrémy vy3etfovat, je mnozina
M= {(x,y,z,u) eE : P+t +22 =9 Au? =4}.
Lagrangeova funkce bude pro tuto alohu obsahovat dva parametry, a to A a u. Jeji tvar je
L(x,y,z,u) = x> + 2y + 62° = 2u — 1+ A(x> + y* + 22 = 9) + u(u® — 4).

Parcialni derivace Lagrangeovy funkce

8—L=2x+2/\x:0,

E —L:4y+2)\y:0, a—L:12z+2Az:0, a—L:—2+2yu:0,

d
Ay 0z u
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resp. jejich nulové body, ukazuji spole¢né s rovnicemi vazeb
g(x,y,z,u) = x? +y2 +22-9=0, h(x,y,z,u) = uw—-4=0

pro A = =6 a u = £1/2 na ctvefici stacionarnich bodu

a4 =(0,0,3,2), 4 =1(0,0,3,-2), a3=1(0,0,-3,2), a=(0,0-3,-2),
pro A = =2 a u = +1/2 na Ctvefici

by =(0,3,0,2), by =(0,3,0,-2), bs=(0,-3,0,2), by=(0,-3,0,-2)
a konecné pro A = =1 a u = £1/2 na Ctvefici

c1=(3,0,0,2), &=(,00,-2), ¢&=(300,2), ¢ =(-300-2).

Tim jsou ziskany viechny body podezfelé z vazaného extrému. Nyni uzijeme k rozfeSeni zasadni otazky o typu
pfipadného extrému ve zminénych bodech postacujici podminku z poznamky 8.2.7. Jelikoz jsou viechny smisené
parcialni derivace lagrangianu nulové, postaci uréit nasledujici parcialni derivace.

327%:2(1+/\), %:2(2+A), %:2(6+/\), %:2‘11.
Totalni diferencialy vazeb v obecném bodé ¢ = (xo, Yo, zo, 4g) maji jednoduchy tvar
dg-(dx, dy, dz, du) = 2x¢ dx + 2yo dy + 2zpdz = 0, dhe(dx, dy, dz, du) = 2ugdu = 0.
Vezméme nyni i € 4. Pro totalni diferencial Lagrangeovy funkce v bodech 7; plati

d’L; (dx, dy, dz, du) = —10dx* — 8dy” + du?, (8.16)

coz je indefinitni (resp. negativné semidefinitni) kvadraticka forma v prostoru E*. To ale jesté nic nevypovida
o extrému v bodech @;. V té&chto bodech se totiz diferencialy vazeb redukuji na strohé rovnosti dz = 0, du = 0.
To po dosazeni do formy (8.16) vede na redukovanou kvadratickou formu

27 (red) _ 2 2
d LE’_ (dx, dy) = —10dx~ — 8dy~,

ktera je negativné definitni v E2, coz nas opraviuje k tvrzeni, Ze viechny ¢tyfi body @ jsou ostrymi lokalnimi
vazanymi maximy zadané funkce na M. Analogicky postupujeme dale. Tedy

dng_(dX, dy, dz, du) = —2dx® + 8dz? + du?
ady =0, resp. du = 0. Pak tedy redukovana kvadraticka forma

dng“”(dx, dz) = —2dx? + 8dz>

je indefinitni i v E?, a tedy v bodech Z;Z- vazany extrém nenastava. Pro posledni &tvefici bodii ¢; plati
d*Lg (dx, dy, dz, du) = 2dy* + 10dz> + du?
a dx =0, resp. du = 0. Kvadraticka forma redukovaného druhého diferencialu Lagrangeovy funkce
27 (red) — 2 2
d La (dy, dz) = 2dy~ + 10dz

je pozitivné definitni v E?, tudiz body ¢; jsou ostrymi vazanymi lokalnimi minimy funkce f(x,v,z,u) = x> +
2y? + 622 — 2u — 1 na vazbach x* + y? + 22 = 9, u? = 4. Tim je Gloha ukon&ena.
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8.3.6 Veta — princip maxima

Necht G C E” je omezena oblast. Nachazi-li se funkce f(¥) ve tridé €%(G) N%(G) a je-li zaroven funkei subhar-
monickou na G, pak plati, ze argmax (f) € bd(G), coz je ekvivalentni tvrzeni, ze maxaf(f) = maXpq(g) f(X).
Existuje-li navic % € G tak, ze f(xXp) = maxg f(X), potom f(%) je konstantni na G.

Diikaz:

e je zalozen na tzv. Hopfové lemmatu, které je ponékud netrivialni

e detaily diikazu Ize nalézt v mnoha zdrojich, napt. v [14]

8.3.7 Ddasledek — princip minima

Necht G C E” je omezena oblast. Nachazi-li se funkce f(%) ve tfidé €2(G) N %¢(G) a je-li zaroven funkei super-
harmonickou na G, pak plati, Ze argmin (f) € bd(G), coz je ekvivalentni tvrzeni, ze minaf(f) = minggc) f(%).
Existuje-li navic Xy € G tak, ze f(¥p) = ming (), potom f(%) je konstantni na G.

8.3.8 Komentar

Druhé tvrzeni z véty 8.3.6 se €asto nazyva tzv. silnym principem maxima. Druhé tvrzeni z véty 8.3.7 se analogicky
nazyva tzv. silnym principem minima.

8.3.9 Priklad

Uvazme mnozinu A = {(x,y) € E? : x? + 2xy + 2y? — 30x + 45 = 0} a hledejme dva jeji body, které maji od
sebe nejvétsi euklidovskou vzdalenost. Zaved me tedy funkci

o(x1, Y1, X2, 12) = \/(x1 —x2)% + (y1 — ¥2)?

korespondujici se vzdalenosti libovolnych bodii (x1,y1), (2, y2). Tyto body maji ale lezet na elipse x> + 2xy +
2y? — 30x + 45 = 0, proto budeme uvazovat dvé rovnice vazeb, a sice

G(x1, 1, %2, y2) = x% +2x111 + Zy% —30x; +45 =0, (8.17)

H(x1, y1,%2, Y2) = X5 + 2221 + 215 — 30x, + 45 = 0. (8.18)

Lagrangeovu funkci této alohy tudiz zavedeme predpisem

L(x1, Y1, %2, y2) = \/(x1 —x2)% + (Y1 — y2)* + /\(x% +2x1y1 + Zy% —30x; + 45) + y(x% +2x212 + Zyg —30xp + 45).

Pro jeji parcialni derivace plati

JL X1 — Xo
= = + A(2x1 +2y1 — 30),
X1 \Jx1 - x2)2 + (1 — ya)? ( )
JL Y1— Y2
-— = +A le + 4y1 ,
W1 1 — 22 + (Y1 — y2)? ( )
JL —X1 + X2
— = + u(2x2 + 2y2 — 30),
o2 \f(x1 — 122+ (1 — y2)? ( )
JL -y1+ 12

— = + ul2x2 + 4y
W2 a1 = x2)% + (1 — y2)? ( )
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8.3. GLOBALNI EXTREMY

Uzijeme-li nutnou podminku pro extremalitu tvaru gradL = (0,0,0,0) a symetrie tlohy, dostavame vztah
y1 =5 — 3x1, ktery po dosazeni do rovnice (8.17) vede na kvadratickou rovnici

5, 100
§X1 - Txl +95=0,

jiz fesi hodnoty x1 = 3 a x1 = 57, coz vede ke stacionarnim bodiam
@1 =(3,3,57,-33), @»=(57,-33,3,3),

které ale vzhledem k symetrii tlohy predstavuji totéz feSeni tlohy. Podotykame, ze alohu fesi viechny body
tvaru @ = (a,b,a,b), kde a®> + 2ab + 2b> — 30a + 45 = 0. Ty ale predstavuji globalni minima, ktera zde
nejsou predmétem zajmu. Zbyva rozhodnout, zda je napf. bod @ bodem lokalniho minima & maxima. Zde
nebudeme uzivat postacujici podminku, ale uzijeme faktu, ze funkce o(x1, y1,x2,y2) je spojita a vazba A je
kompaktni, jak lze nahlédnout z toho (viz véta 6.7.28 ve skriptech [7]), Ze je jisté omezena v E? a také
uzaviena. Podle véty 8.3.2 takova funkce musi nabyvat globalniho maxima. Bude jim tedy pravé bod @;. Na
elipse x? + 2xy + 2y? — 30x + 45 = 0 jsou tedy nejvzdalen&jsimi body (3,3) a (57, —33).

10F

Obrazek 8.27
Elipsa 22 + 2xy + 2y* — 30x + 45 = 0 a jeji nejvzdalen&jsi body.
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Kapitola 9

Riemanniv integral

V této kapitole se budeme zabyvat riemannovskou integraci omezenych funkci typu f(¥) : E' — R pres
omezené mnoziny. Zavedeni integralu v E” bude demonstrovano pro funkce f(¥) : E> = R dvou proménnych,
kde bude budovana teorie zna¢né prehledna, a tudiz léepe pochopitelna. Uz na samém pocatku budované
teorie ale upozoriujeme Etenare, ze riemannovska integrace bude v koneéné fazi shledana jako malo Géinna
(tzn. aplikovatelna na prilis omezené mnozstvi funkci), a ze bude tudiz nezbytné budovat a¢inngjsi metodiku
integraci. Touto osvédéenou metodikou jsou integracni postupy vyvozené z obecné teorie Lebesgueova integralu.
Ta je podrobné probrana ve skriptech [8], na ktera narocnéjsi ¢tenare odkazujeme. Také my se v nasledujicim
textu budeme v mnoha pripadech na tuto teorii odkazovat. Usnadni nam to formulace nékterych vét.

9.1 Riemanniv integral pres vicedimenzionalni interval

Nejprve ale budeme uvazovat omezenou funkci f(X) : E" — R r proménnych definovanou vsude na kompaktnim
(omezeném a uzavieném) intervalu | = Xj_;{ay, Br). Pro takovou funkci budeme nyni definovat Riemanntv

integral (%) f] f(x) dx.

9.1.1 Umluva

V celém oddile necht je symbol | vymezen pro dvourozmérny uzavieny interval (dale jen 2D-interval)

] ={a,b) x{c,d),

kde b > a a d > c. Dale definujeme mnozinovou funkci u(J) predpisem u(J) := (b—a)(d —c) reprezentujici obsah
(klasickou dvoudimenzionalni miru, chcete-li) intervalu J.

9.1.2 Definice

Necht {x; : i € 71} je déleni intervalu (a,b) a {y; : j € r1} déleni intervalu {c,d). Délenim 2D-intervalu |
rozumime soustavu (mnozinu mnozin) viech intervalt tvaru S;; := (xj_1,x;) X (yj-1,Y;). Oznacujeme & :=
{Sij:iEfl A ]E]’ﬁ}

9.1.3 Priklad

Uvazme interval J = (10,50) x (20,40). Vezméme mnozinu {10,13,23,25,36,41,45,50} jako jednodimen-
zionalni déleni intervalu (10,50) a mnozinu {20,22,26,28,36,40} jako jednodimenzionalni déleni intervalu
(20, 40) . Pak dvoudimenzionalni déleni intervalu | je vyobrazeno na obrazku nize, pficemz napf. Sgq = (41,45) %

(28,36) .
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KAPITOLA 9. RIEMANNUOV INTEGRAL

40

20

10 50

Obrazek 9.28
Déleni dvoudimenzionalniho intervalu.

9.1.4 Definice

Necht f(¥): E? > R je omezena funkce definovana na 2D-intervalu J. Necht 2 = {Sijrien A jerm} je jeho
déleni. Pro i € 71 a j € 1f1 oznacme

0jj == }nf f(??), Vi]' = supf(y?)

X€Sij TeS;;

Dolnim integralnim souc¢tem L(Z, f(X)), resp. hornim integralnim souctem U(Z, f(¥)) funkce f(¥) na intervalu
J pfi déleni 2 rozumime Cislo

L(2, f(%)) := i i vij #(Sij), resp. U(Z, f(X)) := i i Vij w(Sij)-

i=1 j=1 i=1 j=1

9.1.5 Definice

Rekneme, ze déleni 2’ = {S} 1 t €1iiy A s € 1i1p} je zjemnénim déleni 9 = {S;;: i € iy A ] € fip}, jestlize pro
kazdé S;. € 7’ existuje S;j € P tak, ze S|, C §;.

9.1.6 Komentar

Uvédomme si nasledujici skutecnost. Je-li déleni &’ z predeslé definice zjemnénim déleni &, pak libovolny
kompaktni interval S € Z je v ramci déleni 2’ rozdélen na urcity pocet (oznaéme jej m) kompaktnich intervali
S, € 7’ tak, ze plati UL | S| = 6.

9.1.7 Lemma

Ke kazdym dvéma délenim téhoz intervalu | existuje jejich spole¢né zjemnéni.

9.1.8 Veta

Necht f(¥) : E?> — R je funkce definovana a omezena na 2D-intervalu J. Necht & je déleni intervalu | a 2’
jeho zjemnéni. Pak plati systém nerovnosti L(Z, f(xX)) < L(Z’, f(¥)) < U(Z’, f(X)) < U(Z, f(X)).

Diikaz:

e nerovnost L(Z’, f(¥)) < U(Z’, f(X)) plyne z jednoduchého faktu, ze infimum libovolné &iselné mnoziny
je mensi nebo rovno jejimu supremu

e pro zbylé nerovnosti uzijeme poznamky 9.1.6

e necht 2’ je zjemnénim &
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9.1. RIEMANNUV INTEGRAL PRES VICEDIMENZIONALNI INTERVAL

e podle poznamky 9.1.6 existuji pro S € & kompaktni intervaly S,57,..., 5], € 7' tak, ze
SjUS,U...US;, =S

e necht dale ¢/ := inffesg f(X) pro i €1t av:=infzg f(X)

e pak pro kazdé i € i1 plati nerovnost v < v;

e odtud v - u(S)) < - u(S)

* z pravé zminéného vyplyva, ze v - u(S) < X2, 0! - u(S))

e tato nerovnost pfitom plati pro kazdé S €

e secCteme-li tedy predchozi nerovnosti pres vsechna S € 2, ziskdme vztah mezi dolnimi integralnimi soucty

ve tvaru L(Z, f(X)) < L(Z’, (X))
e analogicky se dokaze i nerovnost U(Z’, f(¥)) < U(Z, f(%))

9.1.9 \Veta

Necht f(¥) : E?> = R je funkce definovana a omezena na intervalu J. Necht 21, %, jsou libovolna dvé déleni

intervalu J. Potom L(Z4, f(X)) < U(%, f(%)).

Diikaz:

podle véty 9.1.7 vybereme k obéma délenim %y, &, spoletné zjemnéni 2’
podle predchazejici véty plati L(Z4, f(¥)) < L(Z/, f(X) < U(Z’, f(¥)) < U(Z, f(X))
a take L(Zs, f(®)) < L2, f(D) < U(Z', f@) < U(Zs, ()

odsud jiz plyne tvrzeni

9.1.10 Komentar

Z véty 9.1.8 mimo jiné vyplyva, ze zjemnujeme-li déleni, ¢isla L(Z’, f(X)) a U(Z’, f(X)) se k sobé pribli-
Zuji. Vezmeme-li tedy supremum dolnich integralnich souctti pfes viechna mozna déleni a infimum hornich
integralnich souctt pres viechna mozna déleni, pak pokud se tyto rovnaji, mazeme je prohlasit za hodnotu
urCitého integralu.

9.1.11 Definice

Necht (%) : E?> — R je funkce omezen4 na intervalu . Hornim Riemannovym integralem U(f(X)), resp. dolnim
Riemannovym integralem L(f(X)) pres 2D-interval | rozumime &isla

U(f®) = inf U(Z, (D), resp. L) := sup L7, f(D),
€ Dedd

kde o7 je soustava (tj. mnozina mnozin) vsech déleni intervalu J. Pokud

U(f(2)) = L(f(¥)), (9.1)

pak fekneme, ze funkce f(X) ma na | Riemanndv integral, resp. Ze je riemannovsky integrovatelna (integrabilni).
Spoleénou hodnotu (9.1) nazyvame Riemannovym integralem funkce f(X) pres interval | a znacime jednim z
nasledujicich symbola

) f] @ dz = (@) f f] Fen,x2) d(x, ).

Symbol (#) pred znakem integralu se uziva pouze v pripadech, kdy by mohlo dojit k zdméné s jinym typem
integralu, napf. Lebesgueovym.
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9.1.12 Definice

Rekneme, Ze funkce f(%) : E2 R je absolutné riemannovsky integrovatelna (integrabilni) na intervalu | C E?,
pokud existuje integral (%)ﬁlf(f)l dx’ a je konecny.

9.1.13 Komentar

Z definice 9.1.11 a véty 9.1.9 je zfejmo, ze L(f(¥)) < U(f(X)). Navic z véty 9.1.8 vyplyva, Ze funkce f(¥) ma
na | Riemanniyv integral pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje déleni & intervalu | tak, ze

U(@,f(f)) _L(Qrf(f)) <é.

Existuje-li Riemanntv integral funkce f(X) pres J, plati jisté, ze
L@, f@) < f] £@) 42 < U2, £) 92)
pro libovolné déleni & intervalu J.

9.1.14 Definice

Necht M C E". Diametrem mnoziny M rozumime &islo diam (M) := supy .., 0(%, 1), kde o(%, 7)) je euklidovska

¥ ije
metrika v E'.

9.1.15 Definice

Necht 2 = {S;;: i€t A j €} je libovolné déleni intervalu J. Normou déleni & rozumime Eislo

= di Sii).
12| g}% iam (S;;)

9.1.16 Veta — zakladni veta teorie Riemannova integralu

Necht f(¥): E? > R je funkce spojitd na J. Potom Riemanniv integral

[, f] Fn, 1) dxr, )

existuje, a je-li (%), libovolna posloupnost déleni intervalu | takova, ze [|Z,|| — 0 pro n — oo, pak

f f] far, 1) d(x1, %) = lim L(Zy, f@) = lim U(Z,, FD). (93)

Diikaz:

e uzijeme poznamky 9.1.13
e postaéi tedy dokazat, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni 7 tak, ze U(Z, f(X)) - L(2, f(X)) < ¢

e zvolme proto € >0

jelikoz f(X) je spojita na kompaktnim intervalu J, existuje podle Bolzano-Cauchyovy podminky pro spojité
funkce (viz 1.3.7) k danému ¢ > 0 univerzalni kladné 6 tak, ze pro kazda ¥, i € | takova, ze o(¥, ¥) < 6,
plati

€

w(J) (9:4)

|f@ - £ <

zde se jedna o tzv. stejnomérnou spojitost funkce
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e necht ¥ ={S;;: i€n A j€m} je libovolné déleni intervalu | takove, Ze [|Z]| < 6
o oznacme vj; := infeeg, f(X), Vij 1= SUPgcs, (@)

e jelikoz f(x) je spojita a viechny S;; kompaktni, existuji podle diisledku 8.3.2 prvky Xij, Jij € S;; takove,
ze vij = f(¥y)) a Vij = f(¥iy)
o jelikoz o(x;;, ¥ij) < diam (S;j) < |||l < 6, plati diky (9.4) také nerovnost
€
Vii—vij < —¢
T ()
e odsud dostavame
U2, f@) - L2, f@) = Y (Vij = 0ipu(Sy) < &
Sl‘]E@
e tedy integral z funkce f(X) pres | skutecné existuje

o jelikoz plati nerovnost (9.2), vidime navic, ze pro viechna déleni 2, pro ktera [|Z,|| < 9, je
‘L(%,f(a?))— [r@ dﬂ <, ‘w@n,f(f»— [r@ dﬁ <e
J ]
e to ale neznamena nic jiného nez fakt, ze pokud ||Z,|| — 0, pak skute¢né plati rovnost (9.3)

9.1.17 Priklad

Uvazme funkci f(x,y) = 2x + 4y a pokusme se podle definice Riemannova integralu vypocitat hodnotu

) f] fx, ) dx,y),

kde J = (0,1) x {0, 1). Uvazme déleni & tohoto intervalu na n? stejnych &tvercii

i—-1 i -1 7
n'n n'n
pro i, j € fi. Na kazdém z téchto ctvercti S;; nabyva funkce f(x, y) svého minima v;;, resp. maxima V;; v levém

dolnim, resp. pravém hornim rohu, tedy

J

] i
vij = _Tl +4—, VZ] = 2; + 4£

Dolni a horni integralni soucet pfislusné k pouzitému déleni maji tvar

non c i—1
L2, foy) =Y. Y (21,1—31 vl

i=1 j=1

n

i j 3
U, f(x, ) = (z5 N 4#) )
i1 j=1

Podle véty 9.1.16 pak plati

(%) f] f, ) d(x, y) = lim L(Zy, f(9)) = lim (3 - %) =3,

resp.

@) [ f 91 = Jim U@, 7@ = Jim (3 1) =5
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9.1.18 Priklad

Riemanniiv integral existuje podle zakladni véty teorie Riemannova integralu 9.1.16 pro vsechny spojité funkce
na kompaktnim intervalu | = {a,b) X {(c,d). Existuje oviem také i pro nékteré funkce nespojité, jak se nyni

presvédcime. Uvazme integral
2 M2
[ [ o
0 0

2 my e\ )
f(x’y)_{lo e (hy) =@,

Zvolme nyni déleni 2 intervalu (0,2) x (0,2) na 4n? shodnych ¢tverc

R LW WA A
Sl]—< - ,n>><< - 'n> (1,]€2n).

o obsahu u(S;j) = n~2. Nyni snadno nahlédneme, Ze bod (1,1) bude nalezet do étyi mnozin Sij. Konkrétné to

kde

budou Su—1)(-1), Str=1yn, Su(n-1) @ Sun- Z definice funkce f(x, y) je zfejmé, Ze pro (i, j) ¢ {(n -1,n-1),(n-
1,n), (n,n = 1), (n,n)} bude platit v;; = V;; = 2, zatimco pro (i, j) € {(n = 1,1 = 1), (n = 1,n), (n,n — 1), (n, n)}
bude také v;; = 2, ale V;; = 10. Odtud snadno

2n 2n

L, fe ) =) Z = 2u(]) =

i=1 j=1

a podobné

U(Z, f(x, ) :ZZ—;_Z () + 42 2_8 iz

Pro pevné ¢ > 0 Ize nyni snadno nalézt takové delen|, aby pro rozdil integralnich souctt platilo

U(7, 6, 9) - L2, f,9) = 25 <.

Proto podle poznamky 9.1.13 hledany integral existuje a plati pro néj rovnost foz foz f(x,y)dxdy = 8.

9.2 Riemanniiv integral pres obecnou mnozinu

Poté, co byl zaveden integral pres interval, se nyni pokusime vystavét konstrukci integralu pro pfipad, kdy
integracni mnozinou interval nebude.

9.2.1 Definice

Necht M C E’. Charakteristickou funkci mnoziny M rozumime funkci definovanou predpisem

1, XeM,

xXm(X) = { .
0, X ¢ M.

9.2.2 Definice

Necht M C J. Rekneme, ze mnozina M méa Jordaniiv-Peaniiv obsah us(M), jestlize existuje Riemannav integral
z funkce xn(X) pres 2D-interval J. Pak definujeme

ps(M) := ff]XM(Xllxz)d(xl,xz)-
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9.2.3 Komentar

Pro kazdou omezenou podmnozinu mnoziny E? viak Jordantiv-Peaniiv obsah definovan neni. Ukazkou takové
mnoziny je napf. mnozina Q, definovana predpisem Q := AX A, kde A := QN {0, 1). Jde tedy o mnozinu vsech
prvkii mnoziny (0,1) x (0, 1), které maji obé slozky racionalni. Charakteristicka funkce xg(x1,x2) mnoziny Q
tudiz dava jednicku pouze tehdy, jsou-li obé jeji slozky x1 a x3 racionalnimi €isly z intervalu (0, 1). V ostatnich
bodech je funkce nulova. Necht S € 2, kde 2 je libovolné déleni kompaktniho intervalu (0, 1) x {0, 1). Jelikoz v
kazdém takovém S le7i jisté n&jaky bod Qx Q a jisté i bod z dopliku E?\ (Q x Q), plati nutné L(Z, xo(¥)) =0,
U(Z, xo(¥)) =1 pro libovolné déleni 2. Tedy L(f(x)) = 0 a U(f(x)) =1 a integral fQ)(Q(x1,x2) d(x1, x2) tudiz
neexistuje. Odtud je ziejmé, ze us(Q) neni definovano. A to navzdory tomu, Ze mnozina Q je spocetna, a tudiz
by bylo logické ocekavat, ze jeji mira bude nula. Bohuzel Jordanova-Peanova mira neni dostateéné zpiisobila
takové problémy resit.

Rigorézngji feceno: Zakladni vlastnosti miry u(X) mnozin by méla byt tzv. g—aditivita (viz teorie miry ve
skriptech [8]), ktera spociva v tom, Ze je-li M1, M, ... spocetné mnoho disjunktnich mnozin a u(My), u(Ma), ...
jejich miry, pak

u (U2 M) = ) (M.
i=1
Jelikoz je ale zfejmé, ze mira jednoprvkové mnoziny {(a1,a2)} je nula a vySe zminovana mnozina Q je disjunktnim
sjednocenim jednoprvkovych mnozin, méla by mira us(Q) byt skutecné nulova. To ale neplati. Jordanova-
Peanova mira tedy nespliuje jeden ze zakladnich pozadavki na miru. Komplexnéjsi pfistup pro miry mnozin
pfinese teorie miry prezentovana ve skriptech [8], kde kromé Jordanovy-Peanovy miry bude zavedena i tzv.

Lebesgueova mira, ktera uvedenymi handicapy jiz netrpi.

9.2.4 Definice

Necht m& mnozina M C ] Jordantiv-Peaniiv obsah. Je-li f(¥) : E> > R funkce definovana a omezena na
mnoziné M, definujeme Riemanntiv integral z funkce f(X) pfes mnozinu M predpisem

) f fM Fen,x2) d(n, 32) = () f f] Fen, %) s, %) d(xs, ),

pokud integral napravo existuje. Pritom klademe f(¥) xm(X) := 0 i v téch bodech ¥ € ]\ M, kde f(X) neni
pripadné definovana.

9.2.5 Definice

Rekneme, Ze funkce f(¥) : E" = R je riemannovsky integrovatelna (integrabilni) na mnoziné M C E’, pokud
existuje integral (%) fo(f) d¥ a je konegny. Rekneme, ze funkce f(x) : E" > R je absolutné riemannovsky
integrovatelna (integrabilni) na mnoziné M C E’, pokud existuje integral (%) fM |f(%)| dX a je koneény.

9.2.6 Komentar

Problém existence Riemannova integralu spociva kromé jiného také v tom, Ze byt by sama funkce f(x1,x2) byla
spojita na J, integrand f(x1,x2) xm(x1, x2) na | jiZ spojity byt nemusi, a proto existence pfislusného Riemannova
integralu neni nijak garantovana. To je také diivod, pro¢ vyslovime nasledujici vlastnosti Riemannova integralu
pro integraci pres interval | = (a,b) X {c, d).

9.3 Vlastnosti Riemannova integralu

Pokusme se nyni potvrdit intuitivni pfedpoklady o elementarnich vlastnostech Riemannova integralu a také
odvodit vlastnosti pokrocilé, reprezentujici vicerozmérné alternativy postupil znamych z jednodimenzionalnich
integraci.
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9.3.1 \Veta — o linearitée Riemannova integralu

Necht f(¥) : E2 — R a g(¥) : E*> — R jsou omezené funkce na kompaktnim intervalu ], které maji na |
Riemanniv integral. Necht ¢ € R. Potom funkce f(¥) + ¢(¥) a (cf)(X) maji na | Riemanndv integral a plati
rovnosti

f] (F@ + g(@) d7

f] of(@) a7

dx d_), 9.5
f]foaﬁf]g(f)x (95)
c f] (7)aF (9.6)

Diikaz:
e integral souctu:

— podle predpokladii existuje pro libovolné zvolené kladné ¢ > 0 déleni & = {S;; : i € L A j € 11}
intervalu | tak, ze

U@, f@) L@, f@) <5, UD,50)-L2,50) <3

— oznaCme
vij = inf £(2), Vij := sup f(%),
xESl‘]‘ J?ESI']'
vjj 1= inf g(), Vi = sup g(%),
e Sij xeS
vjj = mf (f + @), Vil = sup (f + g)(*)
xeSU
— odtud

L2, f@+3@) = Y ofu(Si) > Y, (0 +0j)u(Si) = L2, f@) + (2, (X))

S,‘jE.@ S,‘jE.@

podobne U(Z, f(2) + g(®)) < U(Z, f) + U(2,g(®)
odsud ale vyplyva, ze U(Z, f(X) + ¢(X)) — L(Z, f(X) + g(¥)) < ¢
— tedy integral z funkce (f + ¢)(X) existuje a rovnost (9.5) plati diky nerovnostem

L(Z, f(0) + L(2,8()) < L(Z, (D) + g(0) < U(Z, f(X) + (X)) < U(Z, f()) + U(Z, §(x))
e integral soucinu:
— existence integralu z funkce (¢f)(X) i rovnost (9.6) vyplyva z jednoduchého faktu, ze pro ¢ > 0 je

inf e =c inf [0, sup(eN@ = csup )

e l/ fES,’]' J?GSI‘]‘

— pro ¢ < 0 pak
Inf @D =csup fD, sup ) = ¢ nf fD

xeS xES
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9.3.2 Veta — o monotonii Riemannova integralu

Necht | C E? je kompaktni interval a f(¥) : B2 — R, g(¥) : E?> > R omezené funkce majici na J Riemannatv
integral. Jestlize pro viechna ¥ € | plati nerovnost f(¥) < (%), pak

f] f@)ar < f} ¢@ar.

Diikaz:

~ . A

e je-li na J splnéna nerovnost f(¥) < g(¥), pak pro libovolné zvolené déleni 2 = {S;j : i e it A j € 11}
intervalu | plati
inf f(¥) < inf g(x), sup f(¥) < sup g(x)
J?ESZ‘]' J?ESZ‘]' J?GSI'/‘ )?ES,'J‘

e odtud jiz plyne tvrzeni

9.3.3 Veta — o aditivite Riemannova integralu

Necht Mj, M, jsou omezené mnoziny majici Jordantiv-Peaniiv obsah. Necht f(¥) : E* — R je omezena funkce
definovana na M; U M a necht existuji integraly fM1 f(¥)dx a sz f(X)dx. Je-li My N My = 0, pak existuje

integral fMlUMz f(¥)dx a plati

fMlLJMZf(J?)dJ?:fle(J?)da?+szf(f)d;_

Diikaz:

e predné je nutno si uvédomit, ze jsou-li M; a M, omezené mnoziny, pak také M; U Mj je omezenou
mnoZzinou

e je-li M; N My = 0, pak pro viechna ¥ € E? plati xar,um,(®) = xam, (%) + X, (%)
e tvrzeni pak vyplyne z bezprostfedni aplikace véty 9.3.1

e jako dusledek dostavame tvrzeni

won Uiy = [

1df:f 1d32’+f 1d¥ = pu(M) + p(My),
M1UM; M, M

coz je vlastnost nazyvana v teorii miry aditivitou

9.3.4 Veta — o absolutni hodnote Riemannova integralu

Necht J C E? je kompaktni interval a f(¥) : E2 = R je omezena funkce majici na | Riemanniv integral. Potom
také funkce |f(¥)| m4 na intervalu J Riemanniv integral a navic plati nerovnost

‘ f] @ dﬁ < f] F@ldz

e pokud jiz vime, Ze funkce |f(¥)| ma Riemanniiv integral, plyne tvrzeni z véty 9.3.2

Diikaz:

e dikaz existence integralu z funkce |f(¥)| je pro obecné funkce ovsem ponékud netrivialni, nebudeme jej
zde provadét

e pro spojité funkce bychom naopak mobhli vyslovit pfislusnou vétu v silnéjsim znéni
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9.3.5 Komentar

Véty 9.3.1, 9.3.2 a 9.3.4 plati nejen pro integrace pres kompaktni interval ], ale ziistavaji v platnosti i pro
integrace pres omezené mnoziny M C | majici Jordanidiv-Peantv obsah. Toto zobecnéni umoziuje definice

9.2.4.

9.3.6 Veta - Fubiniova pro Riemanniiv integral

Necht f(¥): E2 > R je funkce spojitd na uzavieném 2D-intervalu . Pro x; € {a,b) a x5 € {c,d) polozme

b
fxr) :=ff(x1,x2)dx2, f2(x2) i=f flx1,x2) dxy.

Potom f1(x1) je spojita na (a,b), f2(x2) je spojita na {c,d) a plati

b d
ff}f(xlln)d(xl,xz) =fa filxa) dxg =fc fo(x2) dxo. (9.7)

Diikaz:

V prvni casti dokazeme spojitost pro funkci fi(x1) (bez Gjmy na obecnosti).

jelikoz (%) je spojita funkce, existuje pro ¢ > 0 podle Bolzano-Cauchyovy podminky pro stejnomérnou
spojitost (viz 1.3.7) 6 > 0 takové, ze pro jakékoli X, i/ € J, kterd vyhovuji podmince o(¥, i) < 6, plati

|f(9?)_f(g))|<ﬁ

specialné pro & € (a,b) a viechna x1 € {(a,b), x, € {c,d) vyhovujici podmince |x; — &| < 6 tedy plati
nerovnost

[fr,x2) = f(&,x2)] < —

odtud

d
|f1(x1) —f1(€)| = < f |f(x1,x2) —f(é,x2)|dx2 <e

d
f (Frn,x2) - F(E,x2)) doey

tedy funkce f1(x1) je spojita pro libovolné & € (g, b), tudiz vsude v {a,b)

podobné se dokaze spojitost funkce f>(x2) na {c,d)

Ve druhé casti dokazeme rovnost (9.7).

vezméme € > 0

k nému existuje (opét podle 1.3.7) &islo 6 > 0 takové, ze pro jakakoli ¥, € J, ktera vyhovuji podmince

o(X, 1) < 6, plati nerovnost
€

2u(])

bud 2 = {Sij: i€n A j€m} déleni intervalu | takove, Ze [|Z]| < g a Sij ={aj-1,a;) X (Bj-1,B;)

[f@ - fD| < (9.8)

polozme vjj := infzes, (@)

na | definujme pomocnou funkci f*(x1,x2) tak, ze polozime f*(x1,x2) = vjj, je-li x1 € (i1, ;) a

x2 € (Bj-1,B;)
dale klademe f*(b,x2) = v, pro x2 € (Bj-1,Bj), f*(x1,d) = Vi pro x1 € {@i—1, ;) a f*(b,d) = Vyy
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f*(x1,x2) je tedy funkce, kterd je na obdélnicich S;; az na "pravé a horni okraje" konstantni

e ponechavame ctenafi k ovéreni, ze funkce f*(x1,x2) ma Riemanniv integral na | (funkci f*(xq,x2) je
totiz mozno zapsat jako soucet funkci, které jsou na jednom "polootevieném" obdélniku konstantni a
jinde nulové)

podle (9.8) a vzhledem k volbé || 2] < gje
|f(f)—f*(f)| < 2—(])

odtud

‘ f] f@)dz- f] £ dﬂ < f] £~ 4B a¥ < £ (9.9)

pro x1 € {a,b) polozme

f(x1) :=ff*(x1,x2)dx2

fcdf*(f)dxz—fcdf(f)dxz <

d
d
Sflf*(@—f(@|dx2<£ z(b_ga;(cgzz_c)zzwg—a)

b b
<f Ifl*(xl)—fl(xl)ldx1<f z(ébdfla) =~ (910)

e potom pro x1 € {a,b) plati

(1) = filx)| =

odtud

b b
*(xl)dxl_ffl(xl)dxl

e uvédomme si nyni, ze

b
f fl*(xl)dxl =ff*(f) dx (9.11)
a J

— to vyplyva z rovnosti

f] Fr@dae=Y" ou(S;)

Sl‘jE@

— dale je nezpochybnitelné, ze pro x1 € (a1, a;) je

fia) = ff*@ dxz = Zvij(ﬁj - Bj-1),

=1

tj. specialné na (@;_1,a;) je funkce f*(x1) konstantni, a tedy plati

f i er) vy = Zfl @i - a0 =YY onas - a6 - )

i=1 j=1

f filer) dx - f ) dn|+

*(f)da?—f]f(f)dfi<§+0+§:s

e nyni z (9.10), (9.11) a (9.9) dostavame

ffl(xl dx1—ff f)df‘
. f F (o) i - f] f*(f)df‘+
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9.3.7 Komentar

Tvrzeni Fubiniovy véty lIze struéné zapsat ve tvaru

ff]f(x1,xz) d(x1,x2) = f; (Idf(x1,xz)dxz) dxy = f(ﬁbf(xl,xz) dx1)dx2.

9.3.8 Priklad

Pouzijeme nyni Fubiniovu vétu na potvrzeni spravnosti vysledku prikladu 9.1.17. Integral z linearni funkce
f(x,y) = 2x + 4y pres mnozinu | = (0,1) X (0,1) lze jejim uzitim vypocitat napt. jako

1/ pl 1 1
ﬁf(x,y)d(x,y):‘j; (f(; (2x+4y)dy)dx:f(;[2xy+2y2](1)dx:£(2x+2)dx=3.

9.3.9 Komentar

Q&)

Obrazek 9.29
K vykladu Fubiniovy véty pro integraci pfes obecnou mnozinu.

Znéni Fubiniovy véty lze pochopitelné zobecnit i na integraci pres obecnéjsi omezenou mnozinu M C J.
Uzijeme pritom definice 9.2.4. Necht méa tedy mnozina M Jordantiv-Peantv obsah. Otazkou je, jakym zptisobem
Ize v analogii k rovnici (9.7) zjednodusit integral

[, fM Fn, 1) der, )

pro funkci f(x1,x2) omezenou na M. Z tvrzeni Fubiniovy véty a definice 9.2.4 vidime napt., ze

b ~d
ff]\;f(xl,xz)d(xllxz)=fu (j; fler, x2)xm(x1, x2) dxp | dxg. (9.12)

Tento zapis je vsak mozno upravit prostrednictvim nasledujicich avah. Oznaéme
P = {xl € {a,b) : Axy €{c,d) tak, ze (x1,x2) € M}

projekci mnoziny M do osy x; (viz obrazek 9.29). Dale pro pevné zvolené & € P oznaéme

Q&) = {xz e{c,dy: (& x) € M}
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primét (na obrazku vyznacen Cervené) praniku pfimky x; = & s mnozinou M (na obrazku svétle Cervené) do
osy xp. Protoze xp(x1,x2) = 0 vné mnoziny M, redukuje se rovnost (9.12) na tvar

f f(xl,xz)d(xl,xz)ZI( f(xl,xz)dxz) dx;.
M PAJQ(x1)

Analogicky |ze postupovat pri integrovani v opaéném poradi. Oznacime-li tentokrat
P* = {xy € (c,d) : ry € (a, by tak, Ze (x1,x2) € M}

projekci mnoziny M do osy x2 a Q(1)) := {x1 € (a,b) : (x1,1) € M} pramét praniku pfimky x = 17 s mnozinou

M do osy x1, plati
f f(x1,x2) d(x1, x2) =f ( f(xl,xz)dxl) dxs.
M P* \JQ(x2)

9.3.10 Priklad

Obecnou formulaci z predeslé poznamky budeme nyni demonstrovat na konkrétnim prikladé. Sestavme proto
integral z funkce f(x,y) pres mnozinu M = {(x,y) € E* : x2 + y*> < 9}. Podle navodu uvedeného v poznamce
9.3.9 bude mit integral fM f(x,y)d(x, y) faktickou podobu

ff - XZf(x y)dydx—ff f(x,y)dxdy,

nebot (pro integral na levé strané) je-li x vybrano pro vnégjsi integraci, hodnota proménné y, pro niz (x,y) € M,
probiha pouze interval (— V9 — x2, V9 — x2).
9.3.11 Priklad

Vypoctéme integral Q = fM4y(y —x)dxdy, kde M = {(x,y) € E2: 0 <y < x <2 A xy > 1}. Mnozinou M
je vlastné uzaviena oblast vymezena pfimkou y = x, hyperbolou xy = 1 a pfimkou x = 2 (viz obrazek). Pak
snadno sestavime a poté také vypocteme urcity integral

2 X 2 3 271 2 3 3
y y x> X 1 1
4 2 _xy)dydx = 4 L _xl | dx=4 oYX L D |y =
fl 1/x(y ) dydx fl [3 x2]1/x i fl [3 2 3 Zx] i

—4fz_x_3_i+l
o h | 6 33 2

y y=1/x

#4011 2
dx 4|—Z + ﬁ + = ln(X):L = 11'1(4:) -

y=X

Obrazek 9.30
Vyobrazeni mnoziny M.
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9.3.12 Priklad

Ukazme si nyni, jak zaménovat v integralech integraéni poradi. Postup budeme demonstrovat na prikladé

T sin(x)
fo j(; f(x, y) dydx. (9.13)

Integracni mnozina ma vzhledem k zadani (9.13) nasledujici podobu.

ty

0,0) m

Obrazek 9.31
K z&méné integracniho poradi.

PFi zaméné integracniho poradi, kdy vnéjsi proménnou bude y, ovSem nastava drobna komplikace, kdy oblouk
sinusoidy y = sin(x) v intervalu (0, 1) nema jednotny predpis pro inverzni funkci (viz obrazek dole). Zatimco
dolni polovina oblouku ma jednoduchy predpis x(y) = arcsin(y), horni polovina oblouku je popsana funkci
x(y) = 1t —arcsin(y). To je dtisledkem faktu, ze funkce arcsin(t) se pro t z definicniho oboru (-1, 1) zobrazuje
na interval (—7t/2,7t/2). Po této analyze jiz snadno nahlédneme, ze

T sin(x) 1 mi—arcsin(y)
f f f(x, y) dyd_x = f f f(x, y) dxdy.
0 0 0 arcsin(y)

X

“ e

X(y) = Tt arcsin(y)

(0,0

Obrazek 9.32
K zdméné integracniho poradi.

9.3.13 Priklad

Dalsim problémem, ktery miize pfi zaménovani integraéniho poradi nastavat, je Elenéni pivodné jediného
integralu na vice integrald. Tuto situaci budeme demonstrovat na pfikladu fo(x, y) d(x, y), kdy integracni
mnozinou je oblast M = {(x,y) € E>: x>+ y> <4 A x>0 A y >0 A y > x}. Zatimco integrujeme-li s x jako
s vnéjsi proménnou, lze integraci zapsat jedinym integralem

V2 Va2
fM fy)dx,y) = fO fx f(x,y) dydx,
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zvolime-li za vné&jsi proménnou y, bude mit nutné zapis integraly dva, a sice

fo(x,]/)d(x,]/)=foﬁfoyf(x,y)dxdy+f;fOWf(x,y)dxdy.

Ay

21/2

Obrazek 9.33
Vyobrazeni mnoziny M.

9.3.14 Veta — o substituci pro Riemanniiv integral

Necht ¥ = gﬁ(g) : E" > E’ je regularni a prosté zobrazeni oteviené mnoziny M C E" na mnozinu Q C E’. Pak
pro kompaktni interval | € Q a spojitou funkci f(¥) : J — R plati

- -

[r@ar= [ od@mpdiag (0.14)
] ()

pokud integral na pravé strané konverguje. Pfitom

5 D(x1,%2, .., %)
A= =d
ple) = det (@(51, £, a)) ¢

~—"

Diikaz:

e kompletni (formalné korektni) dikaz je pomérné technicky narocny
e namisto precizni formulace proto na tomto misté budeme demonstrovat jeho podstatu
e v celém ditkazu je nejstézejnéjsim bodem prokazani rovnosti (9.14) pro funkci f(¥) =1

e pro nasi demonstraci zvolme tfirozménou variantu diokazu

j;df:LIA(ﬁ(g)ldé (9.15)

kde K = ¢~1()), tj. ] = @(K), nebot (5(5) je kromé regularnosti také prosté

e chceme prokazat rovnost

e pritom u(J) = f]da?je objem intervalu |
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-

e rovnost (9.15) dokazme za predpokladu, Ze zmihovanym zobrazenim je afinni zobrazeni ¥ = @(&) =

Af+a, tj.
X1 a1 ap a3 || &1 ar
X2 [=| an axn ax & || a2 |,
X3 asz1 az; as3 &3 as

kde A je regularni matice
e za danych predpokladii je uvedené zobrazeni skutecné zobrazenim regularnim a také prostym

e snadno nahlédneme, ze
Z)(xllx2/x3)

A= =det| ————=
? et(@(él,éz,ég)

) = det(A).
o chceme-li tedy dokazat rovnost (9.15), postaci dokazat, ze
u(J) = w(@(K)) = | det(A)| - u(K) (9.16)

e uvazme pro jednoduchost, 7e K je kvadr s hranami definovanymi smérovymi vektory 7 = (h1,0,0)7,
]_): (0,hy,0)T a K= (0,0,h3)7, kde hihohs # 0

e oznacime-li
hh 0 O
R = 0 hz 0
0 0 h3

. o = ~~s ~ . ~ .
matici sestavenou z vektord 7, J’a &, snadno ovéfime, ze pro objem télesa K plati rovnost

u(K) = ol = det(R)

e je-li K kvadr, je | = @(K) rovnobéznostén s hranami definovanymi vektory @ = Al b= AT7ac=Ax%

e oznacime-li nyni

ap b1 o
P= ar bz C2
a3 bz c3

matici sestavenou z téchto vektori, plati pro objem rovnobéznosténu | rovnost
N K
p(J) = Kelax byl = | det(IP)|

e navic v3ak plati, ze P = AR, a proto

u()) = |det(AR)| = |det(A) det(R)| = |det(A)| u(K) = u(K)

D(x1,x2,x3)
det | Z2\X1, X2, X3)
t(@(él, &2, 53))

e tim je dokazano tvrzeni (9.16)

e pokud bychom chtéli za pomoci rovnosti (9.16) dokazat obecnou rovnost (9.15), nahradili bychom zo-

brazeni (ﬁ(é) lokalné vhodnym linearnim zobrazenim, tj. diferenciadlem vektorové funkce gﬁ(g) (zhruba
feceno)
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9.3.15 Komentar

Véta o substituci 9.3.14 je bohuzel vyslovena v ponékud omezeném znéni. Srovname-li ji s témér dokonalou
formulaci véty o substituci 5.4.8 (strana 89 v [8]) pro Lebesgueiiv integral, je ziejmé, ze tato je vyslovena
pro "podstatné vice" mnozin, ma podstatné méné predpokladd a rovnost (9.17) plati ve smyslu hodnoty i
existence, tj. integral napravo existuje pravé tehdy, kdyz existuje integral nalevo, a pokud tyto integraly existuji,
jejich hodnoty se rovnaji. Problém se zobecnénim véty o substituci pro Riemanniiv integral spociva v tom, ze i
kdyz J je kompaktnim intervalem, nemusi ¢#°(J) obecné byt kompaktni a dokonce ani omezenou mnozinou. Pro
neomezené mnoziny ale Riemanndv integral vytvoren neni. Proto budujeme ve skriptech [8] integral jiného typu.
Pro prehlednost zde ale budeme z teorie lebesgueovskych integraci citovat dvé stézejni véty, které ozrejmuji
vztah mezi obéma typy integraci.

9.3.16 Veta — o substituci pro Lebesgueliv integral

S
Necht X = @(&) : B — E’ je regularni a prosté zobrazeni oteviené mnoziny P C E’ na mnozinu Q C E". Pak
pro libovolnou méfitelnou mnozinu A C Q a libovolnou méfitelnou funkei £(¥) : E” — R plati rovnost

f f(@) dx = f (f o PO IAF )] dE, (9.17)
A ¢ 1(A)
kde >
A = e S0 ) 5,
Diikaz:

e viz véta 5.4.8 na strané 89 ve skriptech [8]

9.3.17 Veta — o vztahu Riemannova a Lebesgueova integralu
Necht J = X}_{a, Be) je kompaktni interval v E" a necht existuje (%) f]f(f) dx. Pak existuje také (%) f]f(f) dx’
a oba integraly maji tutéz hodnotu.

Diikaz:

e viz véta 5.4.2 ve skriptech [8]

9.3.18 Komentar

Odtud je ihned zfejmé, ze platnost véty 9.3.14 o substituci miize byt po propojeni s teorii Lebesgueova integralu
podstatné rozsizena.

9.3.19 Priklad

Geometricky smysl| véty o substituci budeme demonstrovat na vypoctu uréitého integralu

ff]\; (1 + e‘x2_4y2) d(x, v), (9.18)

kde M = {(x, y) € E?: x? +4y% < 4}. Ciselné se hodnota integralu (9.18) rovna objemu télesa

T={y2)eB: P+4’ <4 A0<z<1+e ™ ¥}

PFi vypoctu integralu uzijeme s vyhodou zobecnénych polarnich souradnic x = 2pcos(¢) a y = gsin(p), pro

jejichz jacobian plati

2cos(p) 2psin(p)
sin(p)  ocos(¢)

D(x,y)
et(@(g, qo))
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Proto podle véty 9.3.14 symbolicky nahrazujeme diferencial d(x, y) vztahem d(x, y) = 2pd(g, ). Elipsa M se
po prevedeni x? + 4y? = 4¢? cosz((p) +4¢? sinz(qo) = 4¢” < 4 do novych soufadnic méni na obdélnik

O={o9)cE: 0<p<1A0<gp<2m)

f fM (1+e™ ) d(,y) = f fo (1+e7*%)20d(0, ).

Proto je objem télesa T roven objemu télesa

S={lopMer:0<p<1A0<p<2m A0<h<2(1+e )}

A tedy

Dale proto

2 _ 1 f27'( _4@2 ~ fl _4@2 _
fj};{(1+e y)d(x,y)—jo‘ ; (1+e )2@d(pd@—47‘[ ; Q(1+e )d@—

=4 b t n o -4
t=dg? :Ef:(l+e')dt=§[t—e ]O=5(5‘e )

dt = 8pdp

Obrazek 9.34
Téleso T = {(x,y,z) eEB: X +4°<4A0<z<1+ e"‘z“*yz}.

9.3.20 Priklad

Vypoctéme obsah kruhu K = {(x, y) € E2: x2 + yz < 1’2} o poloméru r > 0. Zcela jednoduse
Vi2=x2 r /2
u(K) = f f dydx =2 f V2 —x2dx = =212 f cos?(t) dt = mr?
RV ) —r .

/2
9.3.21 Priklad

x = rsin(t)

dx = rcos(t) dt

Pokusme se znovu vypocitat obsah kruhu K = {(x, y)eE?: 2+ %< rz} o poloméru r > 0, tentokrate viak

s pomoci véty o substituci. Podle ni pak
27
f f ododep = nr?,

coz potvrzuje jednak obecné& znamy vzorec a jednak také vysledek predeslého prikladu.

D 7
x = pcos(p) det ( z)((; 3;))

(K):f1d<x, )=
g K g =osin(p)  dxdy = @dgokp
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9.3.22 Priklad

Pomoci pseudopolarnich soufadnic uréeme obsah plochy, ohranic¢ené kfivkou

adiy B cxy (9.19)

pro a,b,c € R*. Zvolme s vyhodou pseudopolarni souradnice

x =agycos(p), y=Dbpysin(e)

majici jacobian

abo

1
2 \fsin(@) cos(@)

Rovnice (9.19) ma po transformaci do novych soufadnic tvar ¢* = abc+/sin(¢) cos(¢), a proto sin(2¢) musi
byt nezaporny. Tedy ¢ € (0, 1/2) U (m, 31t/2). Zadana krivka se tedy naléza pouze v prvnim a tfetim kvadrantu
(viz obrazek). Vypocet plochy ohranicené vyznacenou kfivkou se redukuje na integral

/2 Vabe (sin(ep) cos((p))l/4 1 b b 77/2 1
u(M) = Zf f S — dode = a_f abc dp = —ma’b’c.
A A 2 2 Jo 4

V(@) cos(@)

%

L 2

Ap=

Obrazek 9.35 \
Plocha ohranicena kfivkou ’a‘—i + Z—4 = cxy.
9.3.23 Komentar

Vsechny definice a tvrzeni z této kapitoly o Riemannové integralu lze analogicky rozsifit i na funkce vice
proménnych nez dvou. Oviem problémem Riemannova integralu stale ziistava fakt, ze predné neumi pocitat
integraly pfes neomezené mnoziny nebo pro neomezené funkce a rovnéz neumi vycislovat objemy i tak trivialnich
mnozin, jakou je napf. mnozina Q z poznamky 9.2.3. Vsechny tyto problémy odstrani modernéjsi pfistup
prezentovany v ramci teorie Lebesgueova integralu.

9.3.24 Priklad

Vypoctéme objem télesa ohrani¢eného plochou

2y 2 3/2_ 2y 2
a_2+ﬁ+c_2 _a_2+b_2_c_2’ (920)

kde a, b, c jsou pozitivni parametry. UZijeme zobecnéné sférické souradnice

x =apcos(d)cos(p), y=Dbpcos(d)sin(p), z=cpsin(I),
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s jacobianem
acos(¥) cos(p) —apsin(I)cos(p) —apcos(d)sin(p)
=| bcos(¥)sin(p) —besin(d)sin(p) bocos(d)cos(p) |= —abcg? cos(9).
csin(9) cocos(V) 0

by 228

D(o,¢,9)

Rovnice zadané plochy se po aplikaci zobecnénych sférickych soufadnic transformuje na tvar g = cos(29).
Jelikoz sféricka soufadnice o musi byt nezaporna, nelze pripustit, aby soufadnice 9 probihala cely interval
(—m/2,m/2), ale pouze jeho East (—7t/4, 7/4). Integraéni mnozinou je tedy mnozina

M:{(@,S,(p)eE?’:O<Q<cos(28)/\—%<\9<g /\O<qo<2n}.

Odsud snadno

271 /4 0s(29) /4
uM) = f f f abco? cos(9) doddde = 2nabe f c0s>(29) cos(9) dd = 32 V2mabe.
0 —-1/4 JO 3 —-m/4 105

Pro ilustraci zde vykreslujeme podobu zkoumaného télesa.

Obrazek 9.36
Vyobrazeni télesa (9.20).

9.3.25 Priklad

Vypoctéme objem télesa
T= {(x,y,z) eE: \/H"' \/M“‘ |z| < \/E},

kde a je pozitivni parametr. Diky symetrii Glohy se |ze snadno omezit pouze na kladna x, y, z, a tudiz Ize pouzit
pseudosférické soufadnice

x = pcos*(9) cos4((p), y= 0cost(9) sin4((p), z = psin(9),
jez maji jacobian
cos*(9) cos*(p) —40cos3(8)sin(8) cos*(p) —4pcos*(9) cos®(¢) sin(¢p)

Ay =| cos*(9)sin*(p) —4pcos>(9)sin(9)sint(p)  4pcos(9)sin®(p) cos(p) | =
sin*(9) 405sin3(9) cos(9) 0

= —16@2 cos’ (9) sin®(9) cos3(g0) sin3((p).
Pak tedy
/2 7T/2 4
wT) =8 f f f 160 cos”(9) sin’(9) cos’(¢p) sin’(p) deddde = =a’.
0 0 0

Pro zajimavost a ilustraci také zde uvadime grafickou podobu télesa T.
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Obrazek 9.37
Vyobrazeni télesa T.

9.3.26 Definice

Necht je v prostoru E" dana mnozina M. Pak r—rozmérnym objemem mnoZiny M budeme rozumét hodnotu

pM) = fM 1dx,

. f fol di
FTuM) f, 1%’

pokud oba integraly konverguji a navic u(M) #

vypocteny pomoci rovnosti

9.3.27 Veta — o separabilite vicerozmerného integralu

Necht J = X} _,{ax, bx) je r—rozmérny kompaktni interval. Necht je dana funkce f(¥) : E" = R a necht dale
existuji funkce £(t) : R > R, (k € 7), jeZ jsou spojité na {ay, by) tak, Ze pro viechna X € | plati

f&@) = t(xa) - (). 6(xy).

Pak plati rovnost

bl bz br r bi
[r@ar= [ awan [Ceean.. [ amaen =] [ e
J a a ar i—1 Yai

Diikaz:

e existence viech dotcenych integraldi plyne ze zakladni véty Riemannova integralu 9.1.16
e ditkaz budeme demonstrovat na pfikladé dvojrozmérného integralu pres interval | = {a, b) X {c,d)

e podle predpokladu véty ma byt funkce f(¥) = f(x1,x2) tzv. separabilni, tj. plati pro ni f(x1,x2) =
61(x1) - €2(x2)
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e podle tvrzeni Fubiniovy véty specifikované v poznamce 9.3.7 tedy plati

b
ff(xlzxz)d(xLXZ):f(fdf(xLXZ)de]dxl:
J a c
b( ~d b i
=f (f fl(xl)'fz(xz)dxz]dm:f fl(xl)(f 52(x2)dx2]dx1

.- . d . . .
o jelikoz integral fc £r(x2) dxy je pouhym Eislem (nezavisi tedy na x1), maze byt vytktnut pred integral

podle proménné x;
b
ff(xl,xQ)d(xl,xz):ffl(xl)dxl-fdfz(xz)dxz
] a c

e tim dostavame

9.3.28 Priklad

Zajimavym prikladem je vypocet objemu ¢tyfrozmérné koule (lépe eliptického eliptikonu podle tabulky ¢tyfrozmérnych
kvadrik — viz strana 164 ve skriptech [7])

K= {(x,y,z,u) eE': P+ P+ +ut < rz}
o poloméru r > 0. Zaved me souradnice (Etyfrozmérné sférické)
x = o cos(w) cos(I) cos(p), y = p cos(w)cos(V)sin(p), z = p cos(w)sin(V), = p sin(w),

jejichz jacobian mé hodnotu A; = 0% cos?(w) cos(9). Vypocet této hodnoty je naplni cviceni 208. Jelikoz
Ctyfrozmérny prostor je rozdélen na 16 symetrickych Casti (hexadekantii) (v tfirozmérném prostoru je jich osm
a nazyvaji se oktanty), postaci omezit vypocet na jeden z nich, tedy

7 /2 /2 7/2
K) = 16f f f f 0% cos?(w) cos(9) dwdddedo.
0 Jo 0 0

Uzijeme-li nyni tvrzeni 9.3.27 o separabilité, dostavame

r 71/2 TT/2 71/2
u(K) = 16f 0> do- f cos?(w) dw - f cos(9) d9 - f 1de =
0 0 0 0

477 . /2
_ 0 w sinQw) 2 2 1 54
=16 [Z]O |:E + T}O [ (\9)] [ ] 571 re.
9.3.29 Veta — Riemannovo-Lebesgueovo lemma

Necht f(x) : R = R je absolutné riemannovsky integrabilni na kone¢ném nebo nekonecném intervalu I C R.
Pak

lim f f(x)sin(Ax)dx =0, lim f f(x)cos(Ax)dx =0, lim f f(x)et*dx =0
I

A—> o0 A—>o0 A—>o0
Diikaz:
e bez Gjmy na obecnosti mizeme dokazat pouze prvni z uvedenych tvrzeni
e diikaz je rozdélen do CtyfF etap

e v prvni z nich prokazeme platnost dokazovaného vztahu pro funkci f(x) = 1 na I, kde I = {a,b) je
kompaktni interval
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tehdy plati

Cos(/\x)]h _ cos(Aa) — cos(Ab)

b b
) f(x)sin(Ax) dx = L sin(Ax) dx = [— 1 ) ,

coz vede k tvrzeni

-0

>|N

f f(x) sin(Ax) dx| <

ve druhé etapé predpokladejme, ze f(x) je po Castech konstantni, coz znadi, Ze Ize interval I rozdélit na
kone¢né mnoho disjunktnich podintervalil Iy = (ax_1,ax), kde k € 1, a9 = a, a, = b, tak, Ze ma f(x) na Ii
konstantni hodnotu rovnou &islu ¢

to znadi, ze lze psat f(x) = Yp_; ckgk(x), kde gi(x) = xi,(x)
XE(x) oznauje charakteristickou funkci mnoziny E

odtud

b n b n "
f f(x)sin(Ax) dx = Z f ckQk(x) sin(Ax) dx = Z Ck f sin(Ax) dx
a =1 Ya

k=1 -1

tato suma ma pouze koneény pocet scitancii, a protoze kazdy z nich mifi pro A — oo podle prvni Easti
ditkazu k nule, musi totéz Cinit i cely integral

necht je nyni (ve treti etapé dikazu) funkce f(x) libovolnou funkci definovanou na kompaktnim intervalu

I={a,b)
zvolme ¢ > 0 libovolné

z definice Riemannova integralu ale vyplyva, Ze existuje po Castech konstantni funkce g(x) takova, ze

b &
[ 17600 - gt < 5

pak ale

f f(x)sin(Ax)d

b
< f |f(x) — g(x)| - | sin(Ax)| dx +

f (f(x) — g(x)) sin(Ax) dx + f g(x) sin(Ax) dx

b
f g(x) sin(Ax) dx| <

b
f g(x) sin(Ax) dx

b
< f () - gl dx +

posledni integral konverguje pro A — oo k nule, tedy existuje Ag, Ze tento integral je pro A > Ay mensi
nez /2

pro tato A je pak cely omezovany vyraz mensi nez ¢, coz dokazuje tvrzeni
nakonec uvazujme variantu, kdy I kompaktni neni
opét zvolme ¢ > 0 libovolné

protoZe f(x) je absolutné riemannovsky integrabilni, existuje jisté kompaktni interval | C I tak, ze

fw If ()| dx < €
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e pak lze psat

<

‘ f f(x) sin(Ax) dx f f(x) sin(Ax) dx
I J

+f;\} |f(x)| dx,

kde prvni €len mifi k nule na zakladé vysledku tFeti etapy a druhy clen je také mensi nez ¢

e to finalizuje celou proceduru diikazu
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Kapitola 10

Integral po krivce

Nasledujici dvé kapitoly téchto skript predstavi obecnéjsi zpiisoby integraci. Az do této chvile jsme se zabyvali
integraci funkce f(¥) : E" > R, kdy integracni mnozinou byla mnozina majici nenulovy r—rozmérny objem.
Integrovali jsme tak napriklad funkci f(x, y,z) = xy + e* pres mnozinu

T:{(x,y,z)eE3:x2+y2+zz<l /\x>0/\y>0/\z>0}.

Nyni se zacneme zabyvat otazkou, jak integrovat pfes mnoziny, jejichz r—rozmérny objem je nulovy. Bude se
tedy jednat napriklad o integraci pres kfivky ve 3D-prostoru, kfivky v roviné, plochy ve 3D-prostoru a podobné.
Tato teorie ma vyznamné uplatnéni napriklad v teorii funkci komplexni proménné nebo ve fyzice (v teorii
gravitacnich ¢i elektromagnetickych poli).

Hezkym prikladem aplikace teorie kfivek je zpracovani biomedicinskych signala (EKG, EEG apod.), kdy je na
m senzorech zaznamenavan €asovy priibéh vybrané fyzikalni veli¢iny (napf. napéti zptisobené sifenim potencialu
myokardem). Vysledkem je pak sada y1(t), y2(t), ..., ym(t) funkci, jejichz priibéh byl méren v €asovém intervalu
(ta,tg). Tim obdrzime (matematicky vzato) kfivkovou parametrizaci NGE (ta, tg) > E™. Z vlastnosti jejiho
geometrického obrazu v E" Ize pak vyc€ist anomalie od normalniho priibéhu signalu, tj. detekovat napf. lokalizaci
nebo stadium infarktu myokardu.

10.1 Kirivky

Pojem kfivky bude nejprve nutné korektné definovat a specifikovat také nékteré pfijemné vlastnosti obecnych
krivek.

10.1.1 Definice

Krivkovou parametrizaci v E" nazveme kazdé spojité zobrazeni @(t) intervalu (a, b) C R do mnoziny E". Mnozinu
(@) :={yeE: y=¢t), kde t € (a,b)}

nazveme geometrickym obrazem zobrazeni ¢(t). Mnozinu C C E" nazveme krivkou v E’, existuje-li kfivkova
parametrizace @(t) : {(a,b) — E’ takova, ze (¢) = C. Bod @(a) € E, resp. ¢(b) € E" nazveme pocatecnim,
resp. koncovym bodem krivky (). Déle fekneme, ze krivka (@) je jednoducha, je-li zobrazeni @(t) prosté na
otevieném intervalu (a, b). Krivku (@) nazveme uzavrenou, pokud plati ¢(a) = @(b).

10.1.2 Priklad

Nazornou predstavu o konstrukci a vlastnostech kfivky Ize ziskat z nasledujiciho obrazku. Spodni tsecka pred-
stavuje uzavieny interval, jimz probiha parametr. Carkované sipky znazoruji zpiisob zobrazeni parametru do
bodu prostoru E2.
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Ay

Obrazek 10.38
Ilustrace parametrizace krivky ve dvojrozmérném prostoru.

Povsimnéte si, Ze krivka neni jednoducha, nebot existuji dva rizné parametry t,t € (a, ) takové, zZe se
prostfednictvim zobrazeni @3(t) zobrazuji do téhoz bodu v E%. Kfivka tedy protina sebe samu.

10.1.3 Priklad

Krivkou v E3 miize byt napf. sroubovice s linearnim stoupanim zadana na intervalu (0, 107) parametrizaci
@(t) = (cos(t),sin(t),t) nebo sroubovice s nelinearnim stoupanim zadani na tomtéz intervalu parametrizaci

U(t) = (cos(t), sin(t), £2/30).

y 3 y ~ N
) 4 X /1~ =N
|\ [N
5 O |~ —
= i V= ~[
i == o — f
I R - Y el -
N : o N~ [ S
\ \\7\/; A S \\,\/g- 2
) — y y

Obrazek 10.39
Sroubovice s linearnim (vlevo) a nelinearnim (vpravo) stoupanim.
10.1.4 Definice

Necht je dana mnozina C c E’. Rekneme, ze C je hladkou regularni kfivkou v E’, pokud existuje jeji
parametrizace @(t) : {(a,b) — E" takova, ze @(t) ma na intervalu (a,b) spojitou derivaci

-

. D
90 = 20 = (P10, 9200, .., 9.1

a na krajich intervalu ma derivace jednostranné a pro viechna t € (g, b) plati nerovnost (ﬁ(t) # 0.
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10.1.5 Komentar

Pokusme se nyni stanovit obecny predpis pro tecny vektor k hladké regularni kfivce. Odvozeni budeme demon-
strovat na dvojrozmérném pripadé, kdy je kfivka zadana na {a, b) parametrizaci (x(t), y(t)). Tato parametrizace
zadava (po eliminaci parametru t) funkci ¥ = y(x) (nebo x = x(y)), nebot v kazdém bodé 7 intervalu (g, b) je
bud

depq

” —(1)#0 (10.1)
nebo
d(pz

To plyne z hladké regularity zkoumané kfivky. Uvazujme dale variantu (10.1), kdy je na proménnou y nahlizeno
jako na zavisle proménnou (funkci), kdezto na proménnou x je nahlizeno jako na nezavisle proménnou, tedy
y = y(x). Cilem je tedy hledat te¢nu ke grafu funkce y(x) v jejim bodé (xo, yo), kde xo = x(70), resp. yo = y(7o),
kde T € (a,b). Matematicky lze uvedeny problém reformulovat takto. Dvé slozky parametrizace budeme chapat
jako dvé funkce

Fx,t,y) =p1() —x =0, Glxt,y)=g2(t) -y =0, (10.3)

které na okoli generujiciho bodu (xo, to, o) generuji dvé implicitni funkce ¥ = y(x) a t = t(x). To, ze uvedeny
generujici bod neni bodem kritickym, kontrolujeme snadnym vypoctem:

det (ZZ))((IZ (y;))) (Xo, to, ]/0) =

= _(pl(tO) * 0/

$1(to) 0 l
@a(to) —
jak ihned plyne z (10.1). Soustava (10.3) proto zadava na okoli bodu (xo, to, o) pravé jednu dvojici implicitnich

funkei y = y(x) a t = t(x), z nichz nas zajima jen funkce y = y(x). Hledejme tedy jeji tecnu v bodé (xo, yo)
jejiho grafu. Derivaci generujici soustavy podle x a dosazenim generujiciho bodu dostavame

P1(to) 0 |[ #'(x0) _| 1
P2(to) -1 )| y'(x0) 0)

odkud z Cramerova pravidla mame

P1(to) 1
Y (x0) = Palto) O _ 92(h)
qo'l(to) 0 901(f0)
@2(to) -1
Proto je hledanou te€nou pfimkou pfimka
P2(to)
—_— x ,
Y=Yo= or(lo )( 0)

resp.

P1(to)y — P2(to)x = yoP1(to) — xo@2(to),

jejimz norméalovym vektorem je vektor (— (pz(to) @1(to)). Tecnym vektorem je tedy vektor (¢1(to), P2(to)) =
@(to). Zcela analogicky predstavuje vektor (p(t) tecny vektor ke kfivce C = (@) v jejim bodé (¢1(f), 2(t), - . ., (1))
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Obrazek 10.40
Tecné vektory ve vybranych bodech Sroubovice s nelinearnim stoupanim.

10.1.6 Definice

Necht jsou dany kiivky C,D C E’ a jejich parametrizace @(t) : {(a,b) — E’, resp. lﬁ(t) : {¢c,d) — E" splaujici
podminku @(b) = 1}7(0). (Direktnim) souctem krivek C a D nazyvame kfivku C @ D definovanou na intervalu
{a,b+ d — c) parametrizaci

@(t); tea,by;

(goEBll))(t):={‘ﬁ(t_b+c); te(,b+d-c).

10.1.7 Priklad

Necht jsou dany dvé krivkové parametrizace @(t) = (2 cos(t),2sin(t)) pro t € {(0,7) a lﬁ(t) = (t,0) pro t €
(=2,2). Souctem prislusnych k¥ivek pak rozumime kfivku zadanou na intervalu (0, 7t +4) parametrizaci @(t) :=

(o)D) :

0 { (2cos(t),2sin(t));  te€(0,m); (10.4)

(t—-m-2,0); te(m,m+4).

Krivka je vyobrazena na nasledujicim obrazku.

e

(0,0 X

Obrazek 10.41
Kfivka (&) zadana parametrizaci (10.4).
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10.1.8 Definice

Necht je dana kfivka C C E’. Rekneme, ze kivka C je po astech hladkou regularni kfivkou, jestlize existuje jeji
parametrizace ¢3(t) : (a,b) — E" a parametrizace jednoduchych hladkych regularnich kfivek @1 (f), ga(t), . .., Gk(t)
tak, ze G(t) = (G1 @ P2 ® ... ® Pr)(D).

10.2 Krivkovy integral

Nyni se budeme zabyvat integraci funkci a vektorti funkci vice proménnych pres integracni mnozinu, kterou
bude predstavovat jista kfivka v prostoru E’.

10.2.1 Komentar

Ukazeme nyni, jak ziskat nazornou predstavu pfi ur€ovani délky zadané krivky. Konstrukci pfislusného vzorce
budeme opét demonstrovat na dvojrozmérné krivce zadané parametrizaci (x,y) = (@1(t), 2(t)) na intervalu
(a,b). Ozna¢me a = x(a) a f = x(b). Zkoumana krivka budiz pro jednoduchost grafem funkce y = y(x) na
intervalu {a, B).

v X

Obrazek 10.42
K vypoctu délky krivky.

Elementarni asek délky krivky (viz obrazek) Ize priblizné nahradit elementem o délce prepony +/(dx)? + (1dx)?
trojuhelniku z obrazku. Proto je délka kfivky odhadnuta integralem

(= fﬁ A/(dx)? + (y'dx)? = fﬁ 1+ (y)*dx.

Vzhledem k faktu, Ze x = @1(t) a y = @2(t), plyne odsud

W _ 12

Ay drdr gy

Z véty o substituci pro jednorozmérny integral pak vyplyva, ze dx musi byt ve vyse uvedeném integrale formalné
nahrazeno vyrazem ¢@1dt. Proto

(Ple(ﬁ) : \2 b -
{f:f @ “(%) (pldt:f (1) + (g2 dt = f IOl de.
P p )
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10.2.2 Umluva

V celé kapitole budeme predpokladat, ze je-li pro kfivku C pozadovana jista vlastnost, pak pfislusna krivkova
parametrizace tuto vlastnost garantuje. Tedy fekneme-li napfiklad, Ze kfivka K = {(x,y) € R? : x2 + y* = 1}
je hladka a @(t) : (a,b) — E’ je jeji parametrizace, pak budeme predpokladat, ze @(t) je pravé ono prosté
zobrazeni na otevieném intervalu (a,b). Pro kfivku K by bylo totiz jisté mozné nalézt parametrizaci, ktera
prostym zobrazenim neni.

10.2.3 Definice

Necht @(t) : (a,b) — E’ je parametrizace jednoduché a hladké regularni kiivky C a necht f(¥) : E" — R je
funkce definovan4 alespon na mnoziné (@). Pak definujeme kfivkovy integral prvniho druhu z funkce f(X) podél
krivky (@) predpisem

b .
[ r@au= [ pm)léo] e

pokud integral na pravé strané existuje. Je-li C jednoducha a po Castech hladké_)regulérnl’ kfivka, pro niz existuji
parametrizace jednoduchych a hladkych regularnich kfivek @i(t) v E’ tak, ze Y(t) = ($1 @ G2 ® ... ® G)(t) a
(@(t)) = C, pak definujeme krivkovy integral prvniho druhu z funkce f(xX) podél krivky C predpisem

k
[r@aw@=Y, [ @,
c i1 V(P
ma-li prava strana smysl. Cislo £ := f((ﬁ) dpc(X) nazyvame délkou kfivky ().

10.2.4 Komentar

Demonstrujme nyni geometricky vyznam kfivkového integralu f () duc(x). Necht je pro nas acel funkce

@
(X) nezaporna na mnoziné C = (X € E' : ¥ = @(t), t € Dom(@)}. Oznaéme nyni S = {(¥,y) € E*! : ¥ ¢
% ¢ y
C A 0<y< f(¥). Pak plati

[ @ = 6o,
()

kde symbol 12(S) reprezentuje obsah dvojrozmérné mnoziny S leZici v (r + 1)—dimenzionalnim prostoru. Lépe
bude vie pochopitelné na nasledujicim pfikladé. Uvazme dvojrozmérnou krivku C (na obrazku €ervené) a funkci
f(x,v), jejiz graf T(f) je na obrazku vyobrazen sedou plochou leZici ve tfidimenzionalnim prostoru E°. V této
plose I'(f) lezi kolmy primét kfivky C do plochy I'(f) (na obrazku modre). Potom vy3e diskutovanou mnozinou
S je plocha

S {(x,y,z) €E’: (x,y) eC A 0<z<f(x,y)},

jez je kolma k mnoziné E?, v niz lezi kiivka C. Obsah této plochy p2(S) je pak podle predeslého roven pravé
integralu f@) f(x,y)duc(x, y).Odtud je také pochopitelna rovnost

(= f 1duc(r, ),
@

kterou lze interpretovat tak, ze obsah plochy p>(S) pod jednotkovou funkci se (az na jednotku rozméru) rovna
délce krivky C.
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Obrazek 10.43
K demonstraci krivkového integralu prvniho druhu.

10.2.5 Priklad
Vypoctéme krivkovy integral

fE 10— @)y - B)l due(x, ),

kde E je elipsa b?*(x—a)?+a*(y—b)? = a?b*. Volme a,b > 0. Zvolime parametrizaci ¢(t) = (a+a cos(t), b+b sin(t))
pro t € {0,2m) vzeslou ze zobecnénych polarnich soufadnic.

y

Obrazek 10.44
Elipsa b*(x — a)? + a®(y — b)?® = a®b*.

Jelikoz (ﬁ(t) = (—asin(t), b cos(t)), je normou

P = \/a2 sin®(t) + b2 cos(t)

a zadany integral ma tvar

271 /2
f ab| sin(t) cos(t)| \/aZ sin?(t) + b2 cos?(t) dt = 2ab f sin(2f) Va2 + (b? — a?) cos?(t) dt =
0 0

u = cos?(t)

du = —2 cos(t) sin(t) dt

a% + ab + b?

1

4
= 2 2 _ 42 = —
Zabfo a? + (b*> —a®)udu 3ab P2
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10.2.6 Veta — existence krivkového integralu prvniho druhu

Necht @(t) je parametrizace jednoduché a hladké regularni kiivky C v E" a f(xX) : E" - R je spojita funkce.
Pak krivkovy integral

[ @ e

existuje a je koneny.
Diikaz:

o uvedeny kfivkovy integral je definovan pomoci jednorozmérného Riemannova (popt. Newtonova) integralu

e toto tvrzeni tudiz primo vyplyva z faktu, ze integrand v defini¢nim integralu

b .
f F@O) gl dt (10.5)

je spojitou funkci, nebot f(X) je spojita a vnitini funkce @(t) také (viz definici kfivky)

navic i norma ||(ﬁ(t)|| je spojita podle definice 10.1.4

tudiz i souéin funkci f(@(F)) II(ﬁ(t)II je spojitou funkci

protoze se v integrale (10.5) integruje spojita funkce na uzavieném intervalu (a,b), je podle teorie Rie-
mannova integralu integral (10.5) konvergentni

10.2.7 Veta — o nezavislosti krivkového integralu prvniho druhu na parametrizaci

Necht @(t), I,E(t) jsou parametrizace jednoduchych a hladkych regularnich krivek, pro néz (@) = (lﬁ). Pak pro
kazdou spojitou funkci f(¥) definovanou na mnoziné (@), plati

[ roaw= [ i@
(@ @)

e integrand je spojitou funkci, tedy integral existuje (viz véta 10.2.6)

e obé zobrazeni ¢(t), 1,[7(t) jsou podle predpokladt prosta (jedna se o jednoduché kfivky)

e necht napt. @(t) : (a,b) > E" a i(s) : (c,d) — E

e aplikujme na rovnost gﬁ((c, d)) = @({a, b)) = (@) invezni zobrazeni ¢°(t) k zobrazeni (t)
e zminéné inverzni zobrazeni existuje diky prostoté zobrazeni ¢(t)

e pak tedy R
(@° o P)(c,d)) = (a, b)

e oznaéme o(t) := (¢° o gﬁ)(t) zobrazeni, jez Cislu t € {c,d) pFifazuje ¢islo s = v(t) € (a, b)
e pak plati lﬁ(t) = (¢ o v)(t) a podle véty o derivaci slozeného zobrazeni také 1,'5): (ﬁ 0

o dale také ||1,E|| = ||g5’|| |19l = ||g5’|| - |9], nebot v(f) je funkce jedné proménné, a tudiz norma derivace splyva
s absolutni hodnotou derivace
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e vycisleme nyni kfivkovy integral (za pouziti substituce s = v(f))

s = ov(t)
ds = o(t) dt

d : ,
f FRE I at = f A(@ o 0)®) IgR@) - [o(t)] dt =

ff(@(S)IIGD(S)IIIU(t)I O ff(fp(S))H(P(S)IIdS

e zde nabadame ctenare, aby dukladne zvazil, pro¢ se v posledné uvedeném zapise objevuje absolutni
hodnota [0(t)| také v podilu W

10.2.8 Definice

Necht @(t) : {a,b) — E’ je parametrizace jednoduché a hladké regularni kfivky a necht f()?) :E' - E je
funkéni vektor definovany alespon na mnoziné (@). Pak definujeme krivkovy integral druhého druhu z vektoru
funkei E() podeél kfivky (@) predpisem

b r
[ Foaww = [ Y EEmpoa, (10.6)
@ a 0

pokud prava strana této rovnosti existuje. Tento integral zapisujeme téz v méné formalnim tvaru
f Fl(i’)dxl"‘..."l‘Fr(x_))dx?.
(#)

Je-li C jednoducha a po Eastech hIadké regularni kfivka, pro niz existuji parametrizace jednoduchych a hladkych
regularnich krivek @;(t) v E" tak, ze Y(t) = ($1 D G2 ® ... Pr)(t) a (@(t)) = C, pak definujeme krivkovy integral
druhého druhu z funkéniho vektoru ﬁ(f’) podél krivky (1{7) predpisem

- k -
f( ROLICESY f( O,

ma-li prava strana smysl.

10.2.9 Komentar

Zapis (10.6) |ze sumarizovat pomoci symbolu pro skalarni soucin do kompaktniho tvaru
b
| Fovau = [ F@hipar
() a

Pfitom hodnota soucinu (ﬁ(gﬁ')l(ﬁ) reprezentuje délku kolmého priimétu vektoru ﬁ((ﬁ) do sméru (ﬁ tecného
vektoru ke kfivce. Tedy specialné: je-li vektor 15)(3?) kolmy ke k¥ivce v kazdém jejim bodé ¥, pak je pFislusny
kfivkovy integral druhého druhu nulovy.

10.2.10 Priklad

Vypoctéme kFivkovy integral druhého druhu

f (X + yx—= y) d—[JC(xl ]/),
M

kde M = {(x,y) € R?: y = 4x?> A 0 < x < 1}. Zvolme nejjednodussi moznou parametrizaci tvaru @(t) = (t,4t%),
kde t € (0,1). Pak @(t) = (1,8t) a vysetfovany integral prechazi do tvaru

! 2 4

f(t+4t2+8t2—32t3)dt= — +4£ -8t =-L.

0 2 0 2
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10.2.11 Veta — existence krivkového integralu druhého druhu

Necht @(t) je parametrizace jednoduché a hladké regularni kiivky C v E" a f(f) : E" > R je spojita vektorova
funkce. Pak kfivkovy integral

[ Foauco

existuje a je koneény.
Diikaz:

e jedna se o analogii dikazu véty 10.2.6

10.2.12 Lemma — o nezavislosti krivkového integralu druhého druhu na parametrizaci

Necht @(t), lﬁ(t) jsou parametrizace jednoduchych a hladkych regularnich kivek, pro néz (@) = (lﬁ). Pak pro
kazdy spojity funkéni vektor E(X) definovany na mnoziné (@) plati

[ Foaum =a [ Foaue,
(@ @)
kde bud a =1, nebo a = 1.

10.2.13 Definice

Necht je jednoducha a hladka regularni kfivka C zadana parametrizaci @(t) : {a,b) — E', jejiz délka je ¢.

Tezistém krivky (@) rozumime bod @ € E’, pro jehoz soufadnice plati

o 1 ‘ B fcxi d—[vlc(f) N
a; = 3 fcx, dpc(x) = —fcldyc(f) , (e€?).

10.2.14 Priklad

Na tomto misté uréeme polohu tézisté ctvrtiny kruznice o poloméru r. Zkoumanou kfivkou je tedy mnozina
K:{(x,y)eEZ: P =r  Ax>0A y>0}

a jeji parametrizaci zobrazeni @(t) = (r cos(t), rsin(t)), kde t € (0, 7t/2). Pak pro délku mnoziny K plati

70/2
fzf rdt:Er,
0 2

nebot pro normu zobrazeni (ﬁ(t) plati jednoduchy vztah ||<ﬁ(t)|| = r. Pro x—ovou soufadnici tézisté podle predeslé
definice plati rovnost
2 (T2 2r
XT = — r? cos(t) df = =.
nir Jo e

Podobné pro y—ovou souradnici tézisté plati

2 (% 2r
= — r-sin(t) dt = —.
= sin(f) -
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10.2.15 Komentar

Doporuéujeme také ctenafi, aby zvazil, pro¢ by predesla véta neplatila, kdyby @(f) nebo J(t) nebyly parametriza-
cemi jednoduchych krivek.

10.2.16 Veta — linearita krivkového integralu

Necht @(t) je parametrizace kfivky v E’, f(x), ¢(¥) : E" — R necht jsou funkce a F®),G@®) : E > E’ necht
jsou funkéni vektory. Necht dale a, f € R. Pak plati rovnosti

[ (@@ +ps@)an@ =a [ f@an@+p [ s@and,

(@ (@ ()

| (e + pe)aucn = [ Fan+p [ Ceancd,
(P (P (P

pokud vyrazy na pravych stranach existuji.

Diikaz:

e jelikoz je kfivkovy integral definovan pomoci jednorozmérného Riemannova (& Newtonova) integralu, je
linearita kfivkového integralu disledkem linearity v Riemannové pojeti integralu

e tedy napf.
b . b .
f (@) (@) dae() = f o FGO) IOl dt = a f F@OIGDIdt = a f @) due@)
(@) a a (P

e podobné se vyuzije definice kfivkovych integralii a adekvatnich vlastnosti Riemannovych integralii také u
dalsich vlastnosti

10.2.17 Veta — aditivita krivkového integralu v mezich

Necht @(t), /(f) jsou parametrizace kivek takovych, ze soucet kivek (@@ ) je definovan. Jestlize ma funkce
(%) : E" > R krivkovy integral podél (¢) i podél (15), ma jej i podél (¢ @ 1,5) a plati

[ r@aum= [ @ [ 0.
(Poy) (P W)
Ma-li vektorové pole ﬁ()?) kfivkovy integral podél (@) i podél (1/7), maé jej i podél (@ @ 1/7) a plati
[ Foa@ = [ Foam+ [ FDdu.
(o) (@) @)
Dijkaz:
e uzijeme definice souctu kfivek 10.1.6

" pak b _ btd—c N
c = p p -b -b =
o) f() dpe(®) fa @) Igilde + fb AWt =b+0) |t —b+ o) at

s=t—-b+c

ds = dt

:flﬂamu@+j:ﬂﬂmuﬁ
@ @

e analogicky dokazeme druhou ¢ast véty
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10.2.18 Komentar

Dalsi vlastnosti znamé z teorie Riemannova integralu, jako jsou napf. monotonie &i absolutni hodnota, jiz pro
krivkovy integral obecné neplati. Jisté analogie by vsak bylo mozno vyslovit pro kfivkovy integral prvniho druhu.
Jednou z nich je nasledujici véta.

10.2.19 Veta — monotonie krivkového integralu

Necht @(t) je kfivkova parametrizace jednoduché a hladké regularni kiivky v E" a f(¥), ¢(¥) : E" — R funkce
takové, ze pro viechna ¥ € (@) plati nerovnost f(¥) < g(¥). Pak plati

f ) due(® < f ¢ duue(@),
(@ (@

pokud oba kfivkové integraly existuji.
Diikaz:

e ditkaz opét vychazi z analogické vlastnosti Riemannova integralu

o pokud totiz f(¥) < g(&), pak také F(F(1) IFEI < g(@E) IGED)II

e tedy prvni integrand je mensi nebo roven integrandu druhého integralu, a Ize tudiz aplikovat vétu o
monotonii Riemannova integralu pro funkci jedné proménné

10.2.20 Komentar

Pokud je integraéni mnozinou v kiivkovém integralu uzaviena kfivka, Ize tento fakt zohlednit i v zapise integralu,
a sice krouzkem ve znaku integralu

¢ e
(P)

Tohoto znaceni se hojné uziva napf. v matematické fyzice.

10.2.21 Priklad

Cilem tohoto prikladu je ukazat zpiisob, jak parametrizovat nékteré kfivky. Zvolme napf. Ctyflistek z nasledu-
jictho obrazku. Budeme-li nahlizet na vykresleny Gtvar jako na kfivku v polarnich soufadnicich x = pcos(t),
y = psin(t), bude ziejmé, Ze vzdalenost ¢ bodu kfivky od pocatku soufadného systému se méni s thlem
t € (0,2m). Tedy o = o(t). Pak bude systém rovnic

x = o(t)cos(t), y = o(t)sin(t) (10.7)

skutecné jednoparametrickym, a bude tudiz predstavovat parametrizaci kfivky v E2. Zbyva tedy nalézt vhodnou
funkci o = o(t) tak, aby parametrizace (10.7) popisovala Ctyflistek z obrazku. Cilem je najit jistou elementarni
funkci, ktera bude pro t = 0 a t = 7t/2 vykazovat nulovou hodnotu a pro f = 7t/4 bude nabyvat maxima.
Takovou funkci je napf. o(t) = sin(2t). Chceme-li ale, aby g(t) bylo na t € (0,27) nezadporné, musime jesté
opatfit uzity sinus absolutni hodnotou. Pak skute¢né geometrickym obrazem zobrazeni

@) = (| sin(2#)| cos(t), | sin(2¢)| sin(t)) (10.8)

je krivka z obrazku 10.45.
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v

Obrazek 10.45
KFivka s parametrizaci (10.8).

10.2.22 Priklad

Necht je zadana kivka C = {(x,y) € E? : x? +8y? +4xy —8x —32y = 17}. Pokusme se nalézt jeji parametrizaci.
Rovnice kfivky, jak je jisté patrno, predstavuje kvadriku v E?, tedy kuzelosecku. Po doplnéni na étverce se zadana
rovnice transformuje na tvar (x+2y—4)?+ (2y —4)? = 49, ktery se po zavedeni novych soufadnic & = x+2y—4
a 11 = 2y — 4 redukuje na normalni tvar &2 + > = 49. Tento tvar predstavuje elipsu, kterou je ale snadné
parametrizovat napf. funkénim vektorem (&, 1) = (7 cos(t), 7 sin(t)), kde parametr ¢ je pochopitelné vybran z
intervalu (0, 27t). Navratem k pGivodnim proménnym x a y ziskdme hledanou parametrizaci x = 7 cos(t)—7 sin(t),
y=2+ %sin(t). Takovato parametrizace pak mize slouzit k dalsim vypoctiim nebo k samotnému vykresleni
krivky v nékterém z vhodnych programi, jakym je napf. MATLAB. Timto zpiisobem byla provedena i vizualizace
vyse uvedené krivky na nasledujicim obrazku. Jedna se tedy o elipsu se stfedem v bodé (0,2), jejiz hlavni a
vedlejsi poloosy maji v soufadném systému obecnou polohu, tedy nejsou rovnobézné se soufadnymi osami, jak
byva vesmés zvykem.

0.2)

X

Obrazek 10.46
Elipsa v obecné poloze.

10.2.23 Veéta — Greenova

Necht S C R? je oblast a (@) uzaviena, po &astech hladka regularni kiivka takova, ze (@) = bd(S). Necht G je
oteviena mnoZina takova, ze S € G. Pak pro kazdé spojité diferencovatelné vektorové pole 15)(3?) = (F1(%), F2(%))

na mnoziné G plati
%@’) F(‘f) dHC(J?) =a f\f;(axl axZ) (J?) d(x1/x2)/

kde bud @ =1, nebo a = 1.
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Diikaz:
e tvrzeni této véty plyne ze Stokesovy véty 11.3.1, jez bude vyslovena v dalsim textu

e polozme ve vété 11.3.1 za vektorové pole E(¥) funkéni vektor E() = (F1(%), F2(%), 0)

e pak plati
g @ & JF, JF, OF JoF oF JF
tﬁ = a e 9 | = o2 o1 o2 o1 or2 o
10 (-7?) ox1 dxp ax3 ax?’ axa axl axZ Yy axl 8x2

Fi(¥) F(x) 0
nebot ani F1(X) ani F»(X) nezaviseji na proménné x3

e plochou S je ale v dokazované vété plocha lezici v roviné x3 = 0 a pro jeji parametrizaci tudiz volime
pFirozenou parametrizaci @(x1, X2, x3) = (x1,x2,0)

e normalovym vektorem ke zkoumané plo3e je, jak se snadno presvédcime, vektor

€ € &
D¢ 2')55
= (0,0,1
Dx XDy, |10 0|=001D
0 1 0

e pak podle véty 11.3.1 a citovanych mezivypocti plati

5%%m®wﬂm%m®wﬂ%&?aﬂmmwmm=
:af]s‘(gl;f 31;1) d(x1, x2)

O znaménku v Greenové vété rozhoduje zptisob prob&hnuti geometrického obrazu (@) zobrazenim @(t). Tak
napf. kruznice x> + y? = 1 je probé&hnuta parametrizaci @(t) = (cos(t), sin(t)) pro t € 0, 27) proti sméru hodi-

10.2.24 Komentar

novych rucicek. Naproti tomu parametrizace gﬁ(t) = (cos(t), —sin(t)) pro t € {0, 27) probiha tentyz geometricky
obraz po sméru hodinovych rucicek. Podotykame, ze v Greenové vété odpovida znaménku a = 1 rotace proti
sméru hodinovych rucicek.

10.2.25 Priklad

Aplikaci Greenovy véty ukazeme v nasledujicim prikladu. Uvazme vektor funkci ﬁ(x, Y= -y +1y%a
kruznici K = {(x, y) e 2+ y? = 4] . Snahou je vypocist kFivkovy integral druhého druhu fKﬁ(x, y) duc(x, ).
Vypoctéme hledany integral nejprve podle definice. K tomu bude zapotfebi parametrizace kruznice @(t) =
(2 cos(t), 2 sin(t)) pro 0 < t < 27. Daéle snadno (ﬁ(t) = (—2sin(t), 2 cos(t)). Pak tedy

27 27
L F(x, y) duc(x, y) = f(; —16(Cos3(t) - sin3(t)) sin(t) dt + f(; 16(c0s3(t) + sin3(t)) cos(t) dt.

Po pomérné dlouhém vypoctu vychazi, ze fKﬁ(x, y)duc(x, y) = 121 + 12 = 247 Jelikoz je ale kfivka ¢@(F)

uzaviena a uzavird plochu (oblast) S = {(x,y) € E* : x?> + y? < 4} a jelikoz je vektorové pole l-j(x Y) spojité

diferencovatelné na E?, Ize s vyhodou pouzit Greenovy véty. Vypocteme tedy 5 aﬁ - aﬂ = 3(x? + y?). Pak plati
x=ocos(w) 1A=

27T
Ex, ) ducx,y) = || 3062+ d(x, y) = 30° dodu = 24
fK(x ) due(x, y) ffs (x*+y7)d(x, y) y = psin(e) d(x,y) = @d(@,u) f f 0" dody = 24

| na tomto jednoduchém prikladé je patrna znacna uziteCnost Greenovy véty 10.2.23.
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Kapitola 11
Integral po plose

Logickou alternativou pro kfivkové integraly probrané v predchazejici kapitole budou integraly plosné. V této
varianté integralniho poctu tudiz budou pfislusSnymi integraénimi mnozinami obecné zakfivené dvoudimen-
zionalni plochy lezici v tfidimenzionalnim prostoru E3. A integrandy budou reprezentovany bud funkcemi nebo
funkénimi vektory, jejichz definiéni obory danou plochu obsahuji.

11.1 Dvoudimenzionalni plochy ve tridimenzionalnim prostoru

Ackoliv by bylo jisté mozno definovat (v analogii s kfivkou v prostoru E") obecnou plochu v E”, my se v této
kapitole zaméfime pouze na plochy v E3.

11.1.1 Definice
Plosnou parametrizaci v E> nazveme kazdé spojité zobrazeni g(u,v) : G — E2, kde G C E? je oblast. Mnozinu
(P) = {ﬁe E®: = @(u,v) pro (u,v) € G}

nazveme geometrickym obrazem zobrazeni @(u,v). Mnozinu S C E® nazveme plochou v E3, existuje-li plosna
parametrizace @(u,v) : G — E3, kde G C E? je oblast a (@) = S. Rekneme, ze plocha S je jednoduchi,
existuje-li @(u,v) tak, ze (@Y = S a P(u,v) je na oblasti G prostym zobrazenim.

11.1.2 Priklad

Plochou v E? je napt. polokoule (rozumime samoziejmé plast polokoule). Parametrizace
P, ) = (cos S cos ¢, cos d sin @, sin J) (11.1)

zadana na mnoziné G = {(J, @) € (0,71/2) x (0,2m)}, jez vychazi ze sférickych souradnic, nicméné nepopisuje
celou polokouli. To je v souladu s tim, co jsme jiz poznali u definice sférickych soufadnic, které se rovnéz
nezobrazuji na celé E3. Zde, jak je zfejmo i z obrazku 11.47, je geometrickym obrazem plosné parametrizace
@(u, v) polokoule

x2+y2+22:1 ANz>0

bez jejiho "severniho pélu" (0,0,1) a "nultého poledniku," pro néjz je ¢ = 0 (viz obrazek nize). Ani kruznice
PH+yP=1A2z=0

neni zadanou parametrizaci popsana. Teprve uzavér zminovaného geometrického obrazu zaceli "rany" zptisobené
faktem, ze G je oteviend, a teprve tehdy pak plati rovnost

@={(x,y,z)eE3: x2+y2+22:1 A 220}.
Zde nabadame ctenare, aby ditkladné promyslel, které body jsou hrani&nimi body mnoziny ().
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Obrazek 11.47
Geometricky obraz paramatrizace (11.1).

11.1.3 Priklad — matematicky anuloid

Zajimavym zastupcem ploch v E3 je matematicky anuloid, nazyvany nékdy téz toroid ¢i térus. Tato plocha
predstavuje vlastné jakousi idealni pneumatiku. Jeji rozméry jsou popsany dvéma poloméry — velkym R, jez
dimenzuje polomér anuloidu (vzdalenost stfedu a osy anuloidu) a malym 7, jez dimenzuje polomér kruhového
kolmého fezu toroidem. Parametrizaci matematického anuloidu miize byt pro ¢, ¢ € (0,2m) napr. zobrazeni

P(p, ) = ((R + rcos(e)) cos(p), (R + r cos(¢)) sin(¢p), rsin(e)).

bod (R,0,0) na

ose anuloidu

Obrazek 11.48
Vizualizace a fez matematického anuloidu.

11.1.4 Priklad — matematicky cimrmanoid

Unikatni ukazkou plochy v E? je plocha vyobrazena na obrazku nize. Tato plocha byla poprvé zminéna velkym
myslitelem Jarou da Cimrmanem?® v jeho nedokonéené knize Casové osmicky, v niz se jako jeden z prvnich
Cimrman pokusil vysvétlit vagnost pojmu ¢as. Jeho plynuti vysvétloval na vselidovych shromazdénich pravé za
pomoci duté osmicky protinajici sebe samu v nekonecné zké stérbiné, ve které jako v jediném misté mohlo
podle Cimrmana dochazet k presunu v ase. Jiz tehdy velky myslitel ve své genialité predpovidal, ze prostorocas,
ktery nazyval Gasomirem?, je zakfiven. Neni se tedy emu divit, ze néktefi (i méné slavni) nasledovatelé (napf.
A. Einstein) nehodlali myslenku J. da Cimrmana opustit a rozvinuli ji do ucelenéjsich teorii. Skodou je, Ze

1Jara da Cimrman (*1843-1859 Viden, t neznamo, posledné bezpecné zjistény pobyt: Liptakov v Jizerskych horach) - narodni
multioborovy génius, dodnes nedocenény, fakticky vitéz ankety "Nejvétsi Cech."

2Cimrman sam se nazvu prostorocas branil, fka, ze nadmérny vyskyt pismene "o" vede podvédomi k nepodlozené asociaci, ze
vesmir je kulaty.
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11.1. DVOUDIMENZIONALNI PLOCHY VE TRIDIMENZIONALNIM PROSTORU

ptvodni Cimrmanovo oznaéeni ¢asové osmicky bylo z diivodu poskozeni ptivodniho rukopisu spleteno na ¢asové
smycky, coz bohuzel pretrvalo dodnes. Cimrman sam svou plochu o dvou pevnych tzv. polomérech a (polomér
Casové osmicky) a b (polomér fezu ¢asové osmicky) zparametrizoval. Zde uvadime pavodni Cimrmaniv zapis
parametrizace s hlovymi parametry p € (0,2m) a C € (—nt/4,t/4) U (3t /4,5m/4)

X = (a +b cos(@)) \cos(2C) cos(Q);
y= (a +b COS(Q)) y/cos(20) sin(Q);
z = bsin(p).

Matematicti odbornici se po léta preli, pro¢ Cimrman zvolil pro popis své parametrizace pravé fecka pismena g, C.
Odpovéd nalezla az védecka sekce Divadla Jary Cimrmana, ktera nade v3i pochybnost potvrdila, ze zminénym
vybérem Cimrman vzdal hold své tajné lasce Rozeté Steinitzové (g - ro, C - zeta). Cimrmaniv velky obdivovatel
Karl Weierstrass v roce 1896 pojmenoval zivé diskutovanou plochu matematickym cimrmanoidem, coz vzbudilo
v matematické komunité necekany ohlas.

Obrazek 11.49
Vizualizace matematického cimrmanoidu.

11.1.5 Definice

Necht je dana plosna parametrizace @(u,v) : G +— E3. Plochu (@) v E® nazveme jednoduse uzavrenou, je-li

omezenou mnozinou v E3 a existuji-li disjunktni oblasti A, B C E3 takové, Ze pro né a uzavér S := (@) plochy
(@) plati rovnosti

e ANS=BNS=0;
e AUBUS =E.

11.1.6 Komentar

Mnozinu A z predeslé definice Ize jednoduse interpretovat napf. jako "vnitfek" obepnuty mnozinou S. Mnozina
B pak predstavuje "vnéjsek."

11.1.7 Definice

Rekneme, Ze plocha S c E2 je hladkou regularni plochou v E3, pokud existuje plodna parametrizace @(u,v) :
G — E3 tak, S = (@), funkéni vektor @(u, v) je spojité diferencovatelny na G a pro kazdé (u,v) € G plati

- > P
€1 €2 €3

DY D¢ P)

L 2% - 91 dpr  9ps

‘ D X Do (w,v) = ||det| =4 =2 == (u,v) # 0.
91 dpr 99
Jdu v Jdv
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11.1.8 Komentar

Pokud se na parametrizaci @(u,v) divame jako na kfivkovou parametrizaci s parametrem v, predstavuje %

podle poznamky 10.1.5 vlastné tecny vektor ke kfivce lezici na zadané plose (viz Cerveny "polednik" na obrazku

nize). Analogicky % predstavuje tecny vektor k jiné krivce lezici na zadané plose (viz modra "rovnobézka" na

obrazku nize). Proto tedy predstavuje vektorovy soucin % X % normalovy vektor k ploe, nebot z definice

vektorového soucinu vime, Ze vektor % X % musi byt kolmy k ob&ma vektoriim te€nym k plo3e.

Obrazek 11.50
Ke konstrukci normalového vektoru.

11.1.9 Definice

Necht je dana plosna parametrizece @(u,v) a jeji geometricky obraz (@) c E3. Oznaéme S jeho uzavér, tj.
S := (@). Rekneme, ze bod 7€ S nelezi na okraji plochy S, existuje-li ¢ > 0 takové, ze pro véechna 6 € (0, €) je
prinikem koule

{(x, Y,2) € E3: (x —ap)® + (y - M) + (z —a3)? = 62}

a plochy S jedna nebo nékolik uzavrenych krivek. Oznacime-li S® mnozinu vsech takovych bodil, pak okrajem
plochy rozumime mnozinu

edge(S) := S\ S°.
11.1.10 Komentar

Zde nabadame ctenare, aby promyslel rozdil mezi hranici plochy a jejim okrajem, a aby tyto pojmy zfetelné
odlisoval.

11.2 Plosné integraly

Je-li nyni korektné zaveden pojem dvoudimenzionalni plochy ve tfidimenzionalnim prostoru, lze prejit k definicim
obou zakladnich typa plosnych integraci.

11.2.1 Umluva

Ve zbytku kapitoly budeme predpokladat, ze je-li pro plochu S pozadovana jista vlastnost, pak prislusna plosna
parametrizace tuto vlastnost garantuje. Tedy Fekneme-li napfiklad, ze plocha S = {(x,y,z) € R® : x? + 2% = 4}
je hladka a @(u,w) : G — E® je jeji parametrizace, pak budeme predpokladat, ze @(u, w) je pravé ono prosté
zobrazeni na G. Pro plochu S by bylo totiz jisté mozné nalézt parametrizaci, ktera prostym zobrazenim neni.
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11.2.2 Definice

Necht @(u,v) je parametrizace jednoduché hladké regularni plochy v S € E3. Necht f(¥) : E*> — R je funkce
definovana alespon na mnoziné S. Potom definujeme plosny integral prvniho druhu z funkce f(X) pres plochu

(P) predpisem
[[r@an= [ f(ﬁ(u,v))”% x 29

pokud integral napravo existuje (bud jako Riemanniiv nebo jako Lebesgueiiv). Cislo ffs 1dps (%), pokud existuje,

(u,v)d(u,v),

nazyvame obsahem plochy S v E°.

11.2.3 Komentar
Podotykdme, ze hodnota u(S) = ffs 1dus(xX) predstavuje klasickou dvojrozmérnou miru plochy S ve tridimen-

zionalnim prostoru.

11.2.4 Definice

Necht je zadana plocha S parametrizaci @¢(u,v) : G — E° a jeji obsah necht je roven &islu o € R. Teézistém
plochy S rozumime bod @ = (a1,a2,a3) € E3, pro jehoz soufadnice plati

1 |  Jsxidus(@)
a; = — fj;xldus(@ " Tian®’

pokud integral v Citateli existuje a je konecny.

11.2.5 Definice

Necht @(u,v) : G — E® je parametrizace jisté jednoduché a hladké regularni plochy v S ¢ E3. Pak funkci

Du | Du Du | Do
Ag(u,v) := det 0 |D§ o5 |Dg (u,0)
Dv | Du Do | Do

definovanou viude na G nazyvame Gramovym determinantem (gramianem) plosné parametrizace g(u, v).

11.2.6 Komentar

Neni bez zajimavosti, ze v jiz zminéném dile Jary da Cimrmana se autor zabyval také obecnéjsimi pojmy, nez jsou
plochy v E3. P¥i této prilezitosti studoval také zobecnéni Gramova determinantu na tzv. Cimrmaniiv determinant
(cimrmanian). Gramiv determinant je tedy specialnim pfipadem determinantu Cimrmanova. Ponechame na
Ctenari, které oznaceni pFijme za své.

11.2.7 Veta — o gramianu

Necht @(u,v) : G +— E? je parametrizace jisté jednoduché a hladké regularni plochy v S c E3. Pak je matice

G = Du | Du Du | Do
Do | Du Do | Do

pozitivné definitni pro jakoukoli uspofadanou dvojici (1,v) € G, a Gramav determinant (presngji: Cimrmaniiv
determinant) je tudiz na G kladnou funkci.
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Diikaz:

o DG 2 DY
° oznacmet?zz)—il ab:D—g

e jedna se o tfidimenzionalni vektory, které jsou na zakladé definice hladké regularni plochy zcela jisté
linearné nezavislé

e ve tvrzeni Schwarzovy-Cauchyovy-Bunjakovského nerovnosti (viz véta 6.2.3 ve skriptech [7]) tudiz plati
nerovnost ostra, konkrétné |(alb)?> < (aa) (b|b)

e pozitivni definitnost matice G prokazeme Sylvesterovym kritériem

e prvni hlavni minor matice G je roven &islu (@l@) = ||4|?, o kterém z axiomii normy zcela jisté vime, ze je
. . . =2 o s - L - o o* *r~ . PR b Z .
nulové tehdy a jen tehdy, je-li @ = 0, coz jisté neni pfipad tohoto diikazu kvali jiz diskutované linearni

>

nezavislosti vektorti @ a b

e druhym hlavnim minorem matice G je pravé gramian, tj. vyraz (ﬁ]d’)(l;)@—(aﬂg)(ﬂg)* = ||lﬂ|2||g||2—|<ﬁ15>|2
e z Schwarzovy-Cauchyovy-Bunjakovského nerovnosti ale ihned vyplyva, Ze (@aNblby — @b)ba) > 0

e tim jsou obé dokazovana tvrzeni beze zbytku prokazana

11.2.8 Veta

Necht jsou splnény predpoklady definice 11.2.2 a Ag(u,v) je Gramiv determinant (presnéji: Cimrmaniiv deter-
minant) plosné parametrizace @(u,v). Pak plati rovnost

[ 9o =[] 60.0) s orecn o

Diikaz:

e v nasledujicich Gvahach uvazujeme plosnou parametrizaci @(u,v) : G — E3

- - -
e oznaéme pro jednoduchost @ = %ﬁ ab= %

e pro ditkaz tvrzeni postaci ukazat, Ze na G plati rovnost

- 112
Dy Dy
‘ 0 Do (u,v) = Ag(u,v),
coz je ekvivalentni rovnosti
> a7 (@b
1@ % bl|* = det <jﬂ> <l>
(blay (blb)
e snadno
2
& & &
[l& x l;)ll2 =||det| a; a, a3 = ||(azbs — bpas, azby — bay, aby — byas|?
by by bs

5
|7 % b|]> = a%b% + a%bg — 2asa3byb3 + agbf + a%bg —2a1a3b1bs + a%b% + a%b% — 2a1a,b1by
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e pritom ale

(@@ (@b)
e

= (@d)(blb) — (@b)(bla) = lAPIbIR - Kab)? =
@3y (biby

= (a7 + a5 + a3) (b3 + b5 + b3) — (a1by + agby + azbs)* =

= a2b2 + 113b2 2(12613b2b3 + €l3b2 + ll2b§ — 2a1a3b1b3 + a%bz + a2b2 2a1a,b1b;

e tim je ditkaz proveden

11.2.9 Priklad

Pokusme se nyni ovéfit znamy vzorec pro obsah plasté koule o poloméru r. Zvolme parametrizaci vzeslou ze
sférickych souradnic, a sice

x =rcos(¥)cos(p), y=rcos(d)sin(p), z=rsin(I). (11.2)

Podotykame, ze r je pevny parametr, tedy nikoliv proménna, jako je tomu u klasickych sférickych soufadnic.
Dale 9 € (—-n/2,m/2) a ¢ € (0,2m). Tedy

3(9, ) = (r cos(8) cos(p), r cos(9) sin(p), 7 sin(9)).

e é& ( rsin(d) cos(p), —r sin(I) sin(¢), rcos(S))
%g ( rcos(9) sin(¢p), r cos(¥) cos(¢p), O)
Odtud snadno vypocteme skalarni souciny
<g§ DS> 1 sin?(9) cosz(go) + 12 sin?(9) sinz((p) + 12 cos?(9) = 12,
<%§Ps ZT(;> = 1% cos?(9) sinz((p) + 1% cos?(9) COSZ((P) = 12 cos?(9),
<g§ £g> = 7% sin(9) cos(9) sin(¢p) cos(p) — 12 sin(9) cos(d) sin(@) cos(p) =

jez jsou nutné k vycisleni Gramova determinantu Ay = r* cos?(9). Podle definice plosného integralu prvniho

druhu pak tedy plati
27T 71/2
ff 1dus(x,y,2) = f f 1% cos(9) dddep = 4mr?.
G 0 -n/2

11.2.10 Priklad

Pro kladné parametry a,b a plochu S = {(x,,z) € B : y? + 22 = 2ay + 2bz} vypo&téme plosny integral

fe"xl dus(x, v, z).
S

Je nasnadg, ze zadanou plochou je valec (y — a)? + (z — b)> = a® + b o poloméru kolmého fezu r = Va2 + b2.
Podotykame, ze osa valce je rovnobézna se soufadnou osou x. Tedy volime parametrizaci vzeslou z cylindrickych
souradnic

x=s, y=a+rcos(t), z=>b+rsin(t),
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kde s€ R a t € (0,2m). Pak

D¢ DG

Ds =(1,0,0), o (O,—r sin(t),rcos(t))

a Gram(yv determinant ma jednoduchy tvar Ay = 2. Odtud snadno
27 00
fe"xl dus(x, y,z) = f f e Ml rdsdt = 4mtr = 47 Va2 + 12.
S 0 -0

11.2.11 Definice

Necht @(u,v) Je parametrizace jednoduché hladké regularni plochy v euklidovském prostoru E3. Necht je dan
funkéni vektor F(f) E® > E® definovany alespon na mnoziné (@3). Pak definujeme plosny integral druhého
druhu z funkéniho vektoru F(JE) pres plochu (@) predpisem

S L D3 g
ff@ F(¥) dus(¥) = ffc <P(50(u, v)) ‘Z)_SZ(L[’ v) X Z)_Szoz(u’ U)> d(u, ),

je-li prava strana definovana. Tento integral nékdy zapisujeme téz v méné formalnim tvaru

f Fl(f) dxodxs + Fz()?) dxsdxq + F3(f) dxqdx;.
(#

11.2.12 Priklad

Vypoctéme plosny integral druhého druhu z funkéniho vektoru (x,y,z) pres plast koule (11.2) zavedené v
pfikladu 11.2.9. Nejprve vypocteme vektorovy soucin

€ € €
1 2 3
Do Dy

DS X D_(P =| —rsin(d) cos(p) —rsin(d)sin(p) rcos(d) |=

—rcos(9) sin(p)  rcos(d) cos(p) 0

= (—r2 cos?(9) cos(¢), =% cos?(9) sin(p), —* sin(9) COS(S)) :

A protoze

Do

<<x v,2) D” D@>

- <(cos(8) cos(¢), cos(V) sin(g), sin(V)) |(cosz(8) cos(p) ,cos?(9) sin(¢p), sin(9) cos(S))> =

=—r cos3(8)cosz((p) r cos3(8)sm2((p) 13 sin(9) cos(9) = —r° cos(I),

redukuje se hledany plosny integral na jednoduchy vypocet

271 TT/2
- f f 13 cos(9) dddp = —4mr3.
0 —-1/2
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11.2.13 Veta — o nezavislosti plosného integralu na parametrizaci

Necht @1(u,v) a @o(u,v) jsou dvé parametrizace téze jednoduché hladké regularni plochy v E® takové, ze
(P1) = (P2). Necht funkce f(¥): E®> > R a vektor funkci F(¥) : E® - E® jsou definovany alespon na (¢;). Pak
plati rovnosti

[, owo= ([ wao. [ foaw=a (] o

kde bud a =1, nebo a = —1, jsou-li integraly na pravych stranach definovany.

Diikaz:

e je naplni cviceni 337

11.2.14 Priklad

Vypoctéme z—ovou soufadnici tézisté polokoule K = {(x,v,z) € B3 : x2 + y> + 22 = 1> A z > 0}. Zvolme
parametrizaci @(9,p) = (rcos(9) cos(p); r cos(d) sin(p); rsin(Y)), kde v nasem pripadé 9 € (0,7/2) a ¢ €
(0,27). Obsah (tj. plogna mira) diskutované polokoule je zjevné ps(K) = 2mr2. Gramav determinant byl jiz

vypocten v prikladé 11.2.9 a jeho hodnota je A, = * cos?(9). Treti (z—ovou) soufadnici tézisté vypocteme
podle defini¢éniho vztahu jako

1 1 271 7'[/2 3 r
— dus(x,y,2) = — in(d J)ddde = ~.
s | f( D) = 3 [ [ Psinercosoyasap = 5

11.2.15 Veta — linearita plosného integralu

Necht ((u,v) je parametrizace plochy v E3, f(¥), g(¥) : E® — R necht jsou funkce a (@), G(®) : E3 > E3
necht jsou funkéni vektory. Necht dale a, p € R. Pak plati rovnosti

af(x X)) dus(xX) = o X) dug(x X) dus(x),
f( (af(®) + (@) dus() f@f(*) u<*>+ﬁf<@g<*> e

¥

Jo @+ po0)au = |

(2}

F(@) dus() + B f  G(@) dus (@),
) (%)
pokud integraly na pravych stranach existuji.
Diikaz:
e je naplni cviceni 338

11.2.16 Veta — monotonie plosného integralu

Necht @(u,v) je plosna parametrizace v E° a f(¥), g(¥) : E®> > R funkce takové, ze pro viechna X € (@) plati
nerovnost f(¥) < g(¥). Pak plati

[ @@ [ s@anm,
(%) (%)
pokud oba plosné integraly existuji.

Diikaz:

e je naplni cviceni 339
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11.3 Integralni vety teorie plosnych integraci

Jednou z nejznaméjsich oblasti problematiky plosnych integraci jsou tzv. integralni véty. Pro svou hloubku,
eleganci i Siroké spektrum aplikaci byvaji tyto véty povazovany za jedny z nejkrasnéjsich vysledki klasické
matematické analyzy. Jsou mimo jiné proslulé svym aplikacnim potencidlem. Lze se s nimi setkat napf. pri
odvozovani rovnice kontinuity v mechanice kapalin, pfi elegantni reformulaci Maxwellovych rovnic elektrody-
namiky nebo pfi vypoctech komplikovanych vicerozmérnych integrald.

11.3.1 Veéta — Stokesova

Necht je mnozina S jednoduchou hladkou regularni plochou v E3, jejiz okraj tvofi uzaviena, jednoducha a po
castech hladka regularni kivka (@). Necht dale existuje oteviend mnozina G takova, Ze pro uzavér mnoziny S

plati S ¢ G. Necht dale ﬁ(a?) : E® = E3 je vektor funkci spojité diferencovatelny na mnoziné G. Potom

¢ F@au@ =a [ rotFau,
(2 S
kde bud @ =1, neboa = —1.

Diikaz:

e viz [10] str. 200-211

11.3.2 Priklad

Vypoctéme krivkovy integral fc y2dx+z2dy+x%dz, kde C = {(x,v,2) € B3 : X*+12+22 =P AX*+y?> =rx Az >
0}. Z definice mnoziny C je jasné, ze C je kfivkou, ktera vznikne jako priinik plasté koule x> + y? + 22 = 7% a

plasté valce (x — r/2)? + y? = r? /4. Kiivka je vyobrazena na nasledujicim obrazku.

Obrazek 11.51
Priisek plasté koule a valce.

Jelikoz kfivka uzavira plochu

2 2
S:{(x,y,z)€E3:x2+y2+zzzr2/\(x—g) +y2<% /\Z>O},

Ize pouzit Stokesovu vétu. Podotykame, Ze kfivka uzavira i jiné plochy nez S, ale zvolena plocha se jednak
nabizi a jednak je jednoducha k parametrizovani. K jeji aplikaci potfebujeme vypocitat rotaci

- - -
€1 €2 €3
2 .2 .2
rot(y*,z%,x°) = % aiy % =-2(z,x,Y)
22 i
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a také parametrizovat plochu S. Zvolime zcela logicky parametrizaci

3 _(r.r AP T |a_ _ 2)
9o, 1) (2+ZQ cos(t),zp sm(t),z\/B 20cos(t) — 0|,

jez vzesla ze zobecnénych valcovych souradnic a v niz je parametr g vybran z oblasti (0, 1) a parametr t z oblasti
(0,2m). Pak plati

1)—85 -l cos(t), = sm(t) costt) + o ) 1)—85 ( —psin(t), QCOS(t) gsin(®) )
Do (2 2 V3 —2pcos(t) — ¢ " Dt 2 2 \/3-20cos(t) -
Dale plati
€1 & &3
DG DS | cos(t) sin(t) -——e #(@uwmw» g sin(t) )
YRl Y \V3-20cos()-% | = 4 ’ @1
Do Dt 4 gsfn(t)( e 4\ \3-2¢pcos(t) — > +/3—20c0s(t) — 2

—osin(t) gcoslt) =t

Pak podle tvrzeni Stokesovy véty plati

fyde + z2dy +x’dz=a frot(yz,zz, xz) dus(x, y,z) =
C S

3 2m 3
=2 (Q + 0? cos(t) + 207 sin(t) + ¢° cos(t) sin(t)) dtdp = T odtdp = —n—ar3,
4 Jo Jo 4 Jo Jo 4

kde tedy a je bud plus, nebo minus jedna. Ve cviceni 336 se pfimym vypoctem ukaze, ze a = 1. Podotykame,
Ze v predeslém zapise byly vynechany nékteré integraly, které jsou zcela zjevné nulové diky periodicité gonio-
metrickych funkci, které v nich vystupuji, a faktu, ze integracni proménna t probiha interval (0, 27).

11.3.3 Veta — Gaussova-Ostrogradského

Necht V c E® je omezena oblast, k niz existuje jednoducha, jednoduse uzaviena a hladka regularni plocha (@)
takova, ze pro S := (p} je S =bd(V). Necht dale existuje oteviend mnozina G takova, ze pro uzavér mnoziny
V plati V c G. Necht F(f) E® = E je funkéni vektor spojité diferencovatelny na G. Pak

([ Frane =a [[] aiviaem s,

kde a je bud 1 nebo —1.

Diikaz:

e viz [10] str. 195-204

11.3.4 Komentar

Tvrzeni Gaussovy-Ostrogradského véty |ze zobecnit i na po castech hladké regularni plochy v E3. My jsme
ovéem v téchto skriptech zminény pojem nedefinovali. Spokojime se tudiz se slabsim tvrzenim véty 11.3.3.
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11.3.5 Priklad

Navratme se k prikladu 11.2.12 a vypoctéme ho znovu, tentokrate za pouziti véty Karla Friedricha Gausse a
Michaila Vasiljevige Ostrogradského. Jelikoz plocha (koule) K = {(x,v,z) € E® : x? + y* + 2> = 12}, pres niz
hodlame integrovat, je uzaviena, Ize uvedenou vétu pouzit s tim, ze plocha K uzavirda mnozinu V = {(x,y,z) €
E3 : x% + y? + 2% < r?}. Vypoctéme tedy divergenci funkéniho vektoru ﬁ(x, Y,z) = (x,y,2). Vypocet je snadny,
nebot divf(x, y,z)=1+1+1=3. Pak tedy

ffﬁ(i’) dps(x) = afff 3 dxdydz = 3a§nr3 = danr?,
s v

coz pro volbu a = —1 potvrzuje spravnost vysledku prikladu 11.2.12.

11.3.6 Priklad
Dalsi aplikaci Gaussovy-Ostrogradského véty budeme demonstrovat na vypoctu plosného integralu
fxlzl dydz + ylz| dzdx + x|y| dxdy,
S

kde )
2 2 4
S:{(x,y,z)€E3: (x—+%) +Z—4:1} (11.3)

a? c

je uzavrena plocha vyobrazena pro a =2, b = 3 a ¢ = 5 na nasledujicim obrazku.

-

Obrazek 11.52
Pseudoelipsoid (11.3).

Zvolime-li pseudosférické soufadnice
x = gacost’?(9) cos(p), y=obcost’?(9)sin(p), z= pcsin'/?(9),

prechazi v nich rovnice plochy (11.3) na asporny tvar o = 1. Zde je diky odmocniné nutno volit 9§ €
(0,71/2), coz popisuje pouze horni polovinu uvazované pseudosféry. Z Gaussovy véty pak po kratkém vypoctu
div(x|zl, ylzl, x|yl) = 2|z| plyne vychozi rovnost

fx|z| dydz + ylz| dzdx + x|y| dxdy = fff 2zl d(x, y, 2),
S 1%

kde V je objem uzavfeny plochou S. S hodnotou jacobianu
cos!/2(9) cos(p) -1 cos1/2(9) sin(9) cos(p) — cos!/?(8) sin(e) .
A = abcg® | cos'2(9)sin(p) —1 cos™3(9)sin(9)sin(p)  cos/A(9) cos(p) |= -5 abcg? sin~Y2(9)
sin'/2(9) 1sin™12(9) cos(9) 0

pak snadno vypocteme, ze

27T /2 1 1
fff 2|zl d(x, y,z) = 2ab62f f f 03 sin'/2(9) sin~12(9) dodddp = Enzabcz.
14 0 Jo 0
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Kapitola 12

Neresené priklady

V posledni kapitole skript nabizime ¢tenafiim soubor nefesenych prikladt k samostatnému procvicovani. Vysledky
jednotlivych pfikladt jsou uvedeny na konci kapitoly.

12.1 Zadani prikladd

Cviceni 1
Ukazte, Ze pro funkci

x2y2
Y2+ (x - y)?

flx,y) =

jsou pfislusné parcialni limity v bodé (0,0) nulové, ale limita lim, ;) (0,0) f(x, ¥) neexistuje.

Cviceni 2
Vysetfete definicni obor funkce
K2 =P
,Y) =In[ —=].
fxy) n(x2+y2)
Cviceni 3
Ukazte, ze funkce xy
f(x/y) = x2+y4
nema v bodé (0,0) limitu.
Cviceni 4
Vypoctéte limitu
xt+ oyt

lim —
(x,y)—(0,0), (x,y)eM x3 + y3
kde M ={(x,y) €E*: y—e*+1=0}.

Cviceni 5
Rozhodnéte o spojitosti funkce

Fx,y) = sin( 2:fy).

Cviceni 6
Zjistéte, zda existuje limita
2,2
X+
im 7
(xy)—-00) xX+Y
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Cviceni 7
Vypoctéte hodnotu limity funkce

f,y)=(@1 +x)m

v bodé (x, y) = (0,a), kde a € R je parametr, vite-li, Ze existuje.

Cviceni 8
Rozhodnéte o spojitosti funkce f(x,y) = x|V na mnoziné E2.

Cviceni 9
Vysetrete definicni obor funkce
1
flx,y,2) = -
\—4x2 + 8x — y?
Cviceni 10
Rozhodnéte o existenci limity
lim y tg( ad )
(x,y)—>6 X X + y

Cviceni 11
Vypoctéte limitu
lim ﬁ(xz + y2)x2y2,

(xy)—0
vite-li, ze existuje.
Cviceni 12
Pro parametr a € R vypoctéte limitu
sin(x
lim ( y),

(xy)—=0a) X

vite-li, ze existuje.

Cviceni 13

Rozhodnéte o existenci limity funkce

4yt
X2 + 12

flx,y) =

v bodé (0,0).

Cviceni 14
Pro funkci f(x,y,z) = xyz urCete podle definice %(4,1,2).

Cviceni 15
Odvod'te tvar parcialni derivace funkce f(x,v,z) = xy* + xe? + yx? podle y v libovolném bodé& (xo, yo, zo)-

Cviceni 16
Pro funkci f(x,y) = 4/y?> — x urcete podle definice %(9, 5).
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Cviceni 17
Podle definice vypoctéte

8_f(z 72)

ox\3"" 3/’
kde f(x,y) = sin(x) cos?(y).
Cviceni 18
Dokazte, ze pro funkci f(x,y) = xy + xln(%) plati rovnost

of If
5w + ya—y =xy + f(x,v).
Cviceni 19
Pro funkci f(x, y) = xYy*, kde Dom(f) = R* x R*, dokazte rovnost
of  If
xoot y@ = (x +y+ ln(f(x, y))) flx, ).

Cviceni 20
Pro funkci

xX—y
flx,y) = arctg(1 " xy)

vypoctéte %(2,1) a %(2,1).

Cviceni 21

Vypoctéte
Pf Pf
Ixdyoz 2 dzdydx

pro funkci f(x,y,z) = eV~

Cviceni 22
Presvédcte se o zaménnosti smisenych parcialnich derivaci druhého radu funkce

flx,y) = arctg(xyz).

Diskutujte.
Cviceni 23
Vypoctéte derivaci
Df
. . Ul /0
D(x,y,2) (7t,72,0)

funkce f(x,y,z) = ycos(2x — y — z).

Cviceni 24
2.2

Vypoctéte parcialni derivaci funkce f(x,y,z) = x*y* + x>z% ve sméru §'= (1,1,1) v bodé @ = (1,2, 3).

Cviceni 25

Vypoctéte parcialni derivaci funkce f(x,y) = x> + 3xy + y? v bodé @ = (1,2) ve sméru kladné poloosy x*.
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Cviceni 26
Je dana funkce f(x,y) = 3x* — x?y3 + y?. Urcete smér a velikost nulové, resp. maximalni smérové derivace v
bodé (1, 1).

Cviceni 27
Necht f(¥) : E" — R je funkce, @ € Dom(f) a ¢ € R*. Necht § je nenulovy vektor z E'. Dokazte, Ze pro 7= ¢§
plati rovnost

of . of
a_s*@ = 37@'

Cviceni 28
Naleznéte hodnotu treti parcialni smérové derivace funkce f(x, y,z) = xye** ve smérech §'= (1,1,0), 7= (0,1,1)
af=(0,1,0) v bodé (1,112,0).

Cviceni 29
Necht je zadan funkéni vektor ﬁ(x, y,2) = (x%,2x? + 3y%,4x + 5% + 622). Vypoctéte AE, kde A je Laplacedv
operator.

Cviceni 30
Naleznéte totalni diferencial patého fadu funkce f(x,y,z) = xy?e* v bodé @ = (1,1,0).

Cviceni 31
Naleznéte totalni diferencial funkce f(x,y,z) = xy?e? v bodé (3,1,0).

Cviceni 32
Uréete rovnici teéné roviny k plose x> + y> —z =0 v bodé 7 = (1,1, ?).

Cviceni 33
Necht funkce f(%) : E> — R a vektory funkci 15)(3?), G)(J?) : E® — E® maji na oblasti G ¢ E’ spojité derivace do
druhého fadu vcetné. Dokazte, ze na G plati rovnosti:

o gradf0 = 2

rotgrad f(¥) = 0

div rot ﬁ(f) =0

div grad f(®) = Af()

rotrot F(X) = grad divE(®) — AE(X)

div(F(#) x G(®) = (G(@) | rot F(¥)) - (F(¥) | rot G(¥))
o div(f() F(®) = £ divF(®) + (F(D) | grad f(7))
Cviceni 34

Uréete bodu dotyku a rovnici té tecné roviny k plose x? + ye* —z = 0, ktera je rovnobé&zna s rovinou 4x + 2y —
2z—-1=0.
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Cviceni 35
Vyraz
1+x+ y)

arctg(l_x+y

rozvinte pro |x| <1 a |y| < 1 do polynomu druhého stupné.

Cviceni 36 .
Pro funkci f(%) : E®> — R a pro vektor funkci F(¥) : E*> — E® dokazte rovnost

rot (f(¥) - F(#)) = (%) - rot F() + grad f(¥) x F(¥).

Cviceni 37
Vypoctéte totalni diferencial tretiho Fadu funkce f(x, y) = sin(2x + y) v bodé @' = (0, 7t/4).

Cviceni 38
Naleznéte parcialni smérovou derivaci funkce f(x, y) = In 4/x? + y2 ve sméru, ktery svira se zapornou €asti osy
x hel 60° a s kladnou &asti osy y thel 30°, v bodé @ = (3,4).

Cviceni 39
Uréete rovnici a bod dotyku té te¢né roviny k plose z(x,y) = 2x? + 3y?, kterd je rovnobé&zna s rovinou
dx -6y +z =5.

Cviceni 40
Vlypoctéte treti diferencial funkce f(x,y,2z) = xyz + xy + xz + Yz + X + y + z v obecném bodé @ = (a1, a2, a3).

Cviceni 41
Pomoci totalniho diferencialu vhodné funkce vypoctéte pribliznou hodnotu &isla 4,07 - 2,01%%7.

Cviceni 42
Naleznéte totalni diferencial ctvrtého fadu funkce f(x,v,z) = x®yz v bodé @ = (1,2, -1).

Cviceni 43
Pomoci vhodné Taylorovy fady druhého Fadu vypoctéte priblizné
1,03
0,98 - /1,05
Cviceni 44

Funkci f(x, y) = arctg(l + xy) rozvinte v okoli bodu (0,0) do polynomu Sestého stupné.

Cviceni 45
Vypoctéte totalni diferencil tretiho Fadu funkce f(x,y) = cos(x? + y?) v bodé @ = (0, V7).

Cviceni 46
Uzitim totalniho diferencialu vhodné funkce vypoctéte priblizné sin(29°) - tg(46°).

Cviceni 47
Ovérte, ze funkce

feoy) =In (=2 + (y - b2,

kde a,b € R, je harmonicka v E2.
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Cviceni 48 .
Je dana funkce f(x,y,z) = x?yz> a funkéni vektor F(x,y,z) = (xz,—y? 2x%y). Vypoctéte grad f(x,y,z),
divE (x,v,2) a rot f(x, Y, 2).

Cviceni 49
Necht je funkce F(x, y,z) zadana jako sloZena funkce s vnéjsi funkci F(u, v) a vnitfnimi funkcemi u = u(x, y, z)
a v = v(x, y,z). Dokazte nasledujici rovnosti:

oF_oFon a0
ox Judx Jvax
82_13 B (8213 ou  9°*F 80) ou OF d*u ( d*F ou J°F 81)) dv  JF d*v

o2 \ow2ox " gudvox)ox T quox: \Jvdudx " J2ox)dx  Juo

J’F (821-" du  0°F 81))8u JF J*u (BZP ou *F 82})80 JdF 9%v

8x8y: ﬁyy-i-&u&v&_y $+£8x8y+ avau@-i_ﬁ@ a-'-%axay

Cviceni 50
Vypoctéte priblizné cislo

V1,023 +1,973

pomoci prislusného Taylorova polynomu druhého stupné.

Cviceni 51

Zapiste polynom druhého stupné, ktery pro |x| <1 a |y| << 1 aproximuje vyraz
cos(x)
cos(y)’

Cviceni 52
Funkci f(x,y) = 2x2 — xy — y* — 6x — 3y + 5 rozlozte do Taylorovy Fady sestrojené v bodé @ = (1, -2).

Cviceni 53
V rozkladu funkce f(x,y) = x¥ v okoli bodu @ = (1,1) vypiste ¢leny do tfeti mocniny véetné.

Cviceni 54
Rozlozte funkci f(x,y) = /1 — x2 — y? do Maclaurinova polynomu tfetiho stupné.

Cviceni 55
Rozlozte funkci f(x,y) = In(1 + x + y) do Maclaurinovy rady.

Cviceni 56

Hodnoty odporu dvou rezistorli jsou zméfeny na Ry = (1000 = 1)Q a Ry = (750,0 + 0,2)Q. Urcete, v jakém
intervalu se bude nachazet odpor rezistoru, ktery vznikne z uvedenych dvou a) sériovym zapojenim nebo b)
paralelnim zapojenim.

Cviceni 57
V okoli bodu (0,0) naleznéte Taylortiv rozvoj funkce f(x, y) = sin(x + y) — sin(x — y).

Cviceni 58
Vypoctéte viechny parcialni derivace druhého fadu funkce z(x, y) zadané implicitné rovnici x2 + y? + z2 = a2,
kde a > 0 je parametr.
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Cviceni 59
Urcete vSechny parcialni derivace prvniho a druhého fadu funkce z(x, y) v bodé @ = (1,0). Funkce z(x, y) necht
je zadana rovnici x + vy +z = €.

Cviceni 60
Reste predchozi priklad pro bod @ = (=1, e), v némz z(d) = 1.

Cviceni 61
Naleznéte Taylorovy polynomy prvniho fadu v bodé @ = (x4, Ya, zs) = (1,—1,0) viech funkci, které jsou zadany
soustavou

122 + 02x2 — x2y2e 2 = (),

vxX — yu tg(i) =0.
Ovéite podminku existence téchto funkci na okoli vybraného bodu. Reste pro u > 0.
Cviceni 62

Uréete prvni a druhy totalni diferencial funkce z(x, y), jez je zadana implicitné rovnici z3 —3yz?+9xz+2x—y = 0,
v bodé 7= (1, 2).

Cviceni 63
Naleznéte totalni diferencial prvniho a druhého fadu funkce z(x, y) zadané na okoli bodu (xo, yo,20) = (0,1,1)
vztahem
X z
- = ln(—).
Z y
Cviceni 64

Na mnoziné {(x, y,u,0) ER* : ue R* A ve 0, 2n)} je zadana soustava rovnic

(% . 0
x:ucos(—), y:usm(—).
u u

Viypocitejte Tayloroviiv polynom druhého stupné funkce u(x, y) v bodé @ = (0, 2).

Cviceni 65
Naleznéte Taylorovy fady prvniho fadu funkci z(x, y), u(x, y) a w(x, y) zadanych implicitné soustavou rovnic

xy+y2+zy—u—yw:0, x2y+y3+zy+u—yw2 =0, x3y2(x+2y)+u2—zzw2 =0
na okoli jednoho z bodt: @ = (xo, yo, 20, 4o, wo) = (0,1,0,0,1); b= (x0, Yo, zo, to, wo) = (0,0,0,0,0); ¢ =
(0, Yo, z0, uo, wo) = (1,1,1,1,2); d = (xo, Yo, zo0, Uo, wo) = (2,1,2,1,2).

Cviceni 66
Naleznéte totalni diferencil funkce u(x, y, z) zadané implicitné& rovnici u>—3(x+y)u?+z> = 0 v bod& (xo, yo, z0) =
(1,-1,-1).

Cviceni 67

Necht jsou funkce x(y, z), resp. y(x,z), resp. z(x, y) zadany implicitné rovnici F(x, y,z) = 0. Dokazte, ze plati
rovnost

UpFesnéte ji.
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Cviceni 68
Naleznéte Taylorovy polynomy prvniho fadu funkci zadanych implicitné rovnicemi

x+y+z+u=10,
x?+y? -2 +u? =12,

uw-z2+y-x=8

v bodé x = 1. Rovnice necht jsou zadany na mnoziné M := {(x, v,zu) €EE*: x>0AYy>0Az>0Au> O}.

Cviceni 69
Na zakladé platnosti véty o implicitnich funkcich stanovte, jaké nejvétsi, resp. nejmensi hodnoty miize nabyvat
proménna z vyhovujici rovnostem x? + y?> =2, x + y + z = 5.

Cviceni 70
Necht jsou v prostoru E* zadany rovnice

x1e¥? + y1In(xp) —e =0, X1y1 +xe¥2 -2 —e =0.

Vypoctate 52(1,1) a $2(1,1).
Cviceni 71 5 5
Pro pfedchozi priklad hledejte %(1,1) a a—ﬁ(l,l).

Cviceni 72
Necht rovnice z3 —2xz + vy = 0 zadava implicitné funkci z(x, y), pro niz z(1,1) = 1. Naleznéte Taylortiv polynom
druhého radu této funkce v bodé (1, 1).

Cviceni 73

Naleznéte %, g—;, % a g—; v bodé 7 = (%, %) pro funkce zadané implicitné soustavou
xu—yov =0, yu+xv=1.

Cviceni 74

Vypoctéte y'(x) a v’ (x), je-li In(x* + y?) = 2arctg(%). Pokuste se nacrtnout grafy implicitni funkce y = y(x).

Cviceni 75
Necht je funkce z(x, y) implicitné zadana rovnici z> + xz — 2y = 0. Naleznéte dz(_3 1)(x, ) a d*z(_31)(x, ).

Cviceni 76 .
Soustava rovnic x>+ 2 +22—3xyz = 0, f = xy?z> zadava na okoli bodu A = (1,1,1,1) funkci f(x, y). Vypoctéte
jeji totalni diferencial prvniho a druhého fadu v bodé @= (1,1).

Cviceni 77 .
Necht je funkce z(x, y) zadana na okoli bodu A = (xo, yo, zo, uo = 2,v9 = 1) soustavou rovnic

x:u+vz, y:uz—v3, z = 2uv.

Naleznéte Tayloroviiv polynom prvniho stupné funkce z(x, y) v bodé @ = (xo, yo) a hodnotu % (%0, o) -
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Cviceni 78
Vypoctéte Taylorovy polynomy prvniho stupné funkci zadanych rovnicemi
xe" U 4 2uv =1,

u
1+v

u—-ov

ye -

=2x

v bodé (xp, y0) = (1,2). Stanovte, zda-li uvedené rovnice tyto implicitni funkce na okoli bodu A= (1,2,0,0)
zadavaji a proc.

Cviceni 79
Naleznéte totalni diferencialy funkci zadanych na okoli bodu (xo, yo, 10, v0) = (2,2,2,1) rovnicemi

xu® + yuPot = v (x + y)?,
ut = 2120% = 12 + 1
v bodé (xo, yo).
Cviceni 80
Pro funkci y(x) zadanou vztahem x¥ = y* dokazte rovnost
¥l -Inw)
2(1-1In(y))

Cviceni 81 .
V bodé z = 2 naleznéte prvni a druhou derivaci funkci zadanych na okoli bodu A = (1, -1, 2) rovnicemi

20 +2y* =22, x+y+z=2

Cviceni 82 .
Soustava rovnic x = u + v, y = u? + 0%, z = u> + v® zadava na okoli bodu A = (xo, yo, z0, U0, v0) = (2,2,2,1,0)
funkci z(x, y). Vypoctéte jeji diferencial prvniho a druhého Fadu v bodé @ = (xo, vo)-

Cviceni 83
Uréete totalni diferencialy funkci definovanych soustavou

Qli/x COS(E) - i, i/ sm(ﬁ) _¥
vyl V2 vyl V2

v bodé 7 = (ay,a,) = (1,1), v némz plati u(@) = 0 a v(@) = §.

Cviceni 84
Necht jsou funkce u(x, y) a v(x, y) zadany implicitné rovnicemi

sin(u) _x

u+v=x+y, Sn@) "y

Dokazte rovnost
—(sin(v) -y cos(u)) dx + (sin(u) +y cos(u)) dy
do =

x cos(v) + y cos(u)
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Cviceni 85
Vypoctéte prvni a druhy totalni diferencial funkce z(x, y) zadané rovnici
=
= t .
z = X + arctg (z —
Cviceni 86
Rovnici
*u » du  du
(1+X)82+(1+y) £+ya—y:0

preved'te transformaci & = In(x + V1 +x2), n = In(y + +/1 + y?). Diskutujte regularitu zadané transformace.

Cviceni 87

Parcialni diferencialni rovnici
%z Pz 0%z
— +— =2
ox?  Jdy?>  dxdy

=0

pro funkci z(x, y) prevedte na parcialni diferencialni rovnici pro novou funkci w(u, v) novych nezavisle promén-
nych u,v. Transformace je zadana soustavou rovnic

z

R

u=x+y, v==, w=

Stanovte maximalni mnozinu, na niz je zadana transformace regularni.
Cviceni 88
Substituujte parcialni diferencialni rovnici

2%z az 0z
2 _ 2
1-92% P57 = Y5 Vg

pro neznamou funkci z = z(x, y) transformaénimi vztahy x = sin(u), y = sin(v), z = e, kde w = w(u, v).

Cviceni 89
Transformujte parcialni diferencialni rovnici

Pz, 3
2 2 2 .2 _
a2 TV oa T Yo,
vztahy
u=x+y, v:1+1.
x Y

Stanovte maximalni mnozinu, na niz je zadana transformace regularni.

Cviceni 90

Rovnici
Zi Pu  Pu
TR TP Yy T o T

transformujte vztahy £ = £ a = x.
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Cviceni 91
Substituujte parcialni diferencialni rovnici

=0

2(92 . 232 oy 92u ~ 4Xy2 8_u+ x2+y28_u
oz Y ay? y&x&y x% —y? ox Y y?dy

pro neznamou funkci u = u(x, y) transformacnimi vztahy

2.2 _ _u
E=x"+y°, n=2y, w_xy'

kde w = w(&, 1) je nova funkce. Stanovte, kde Ize uvedenou transformaci provést.
Cviceni 92

Parcialni diferencialni rovnici

220 WP 59f  0f

=0
o y&y y&y y&x
prevedte substituci & = xy, n = ; na nejjednodussi mozny tvar.
Cviceni 93
Parcialni diferencialni rovnici
az_u+2 a2”4_zaz_u_a_u—o
ox? y&xay Y o2 Ix
pro neznamou funkci u(x, y) transformujte vztahy & = y?e™ a n = ye™.
Cviceni 94
Parcialni diferencialni rovnici
2 32
YN A L P fo_
sin“(x) 2 +y 8]/2 2y sin(x) oy 0

pro funkci f(x, y) prevedte do novych nezavisle proménnych & = ytg(%—‘) a 11 = y. Stanovte, na jaké mnoziné
je zadana transformace regularni.

Cviceni 95
Parcialni diferencialni vyraz

(aj;) +(8£) +(a£)

pro funkci f(x,y,z) prevedte do sférickych souradnic. Stanovte, na jaké mnoziné je zadana transformace
regularni a prosta.

Cviceni 96
Parcialni diferencialni rovnici

2
tg(x—f—Zyg(x) f yayj;—

pro neznamou funkci f(x, y) transformujte do novych nezavisle u,v, zavedenych transformacnimi vztahy u =
ysin(x) av=y.
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Cviceni 97
Necht je zadana transformace (x, y,z) = ®(g, 9, @) vztahy

x = o cos*(9) cos4(g0), y=o0 cos*(9) sin4((p), z2=0 sin*(9).

Naleznéte jacobian zobrazeni @, a to v co nejkompaktnéjsim tvaru; maximalni mnozinu M, na niz je ® regularni
a prosté; obraz ®(M) mnoziny M pri zadaném zobrazeni @; Cislo a € R takové, ze pro p = 1 plati (x,y,z) €
OM) = ¥+ +z2" =1

Cviceni 98
Do rovnice
32f 82f 32f af

0
8x 8x ax 8x3 tf=

dosadte vztah f(¥) = g(¥)et*s. Urcete &islo u € R tak, aby vysledek byl co nejjednodussi.

Cviceni 99
Parcialni diferencialni rovnici

P2f Pf

xﬁ zxyc?x(?y ya_yz_

pro neznamou funkci f(x, y) transformujte do novych nezavisle proménnych g, ¢, zavedenych transformacnimi

vztahy x = o cos?(¢), y = 0 sinz(go). Stanovte maximalni mnozinu, na niz je zadana transformace regularni a
prosta.

Cviceni 100
Transformujte parcialni diferencialni rovnici

,0%f *f ?*f oy 8f2x+y+2 If x+2y

o 82+5y8_y2+6y88y ox x+y ya_yx+y_

do novych soufadnic x = ¢? tg(¢p) a y = ¢* cotg().

Cviceni 101
Do rovnice
aZf 1 0*f +1af _
9 P 0do
zaved'te nové proménné x = pcos(p) a y = psin(p) na mnoziné M = {(Q, P)ER>: p>0 A e, 27'()}.

Cviceni 102

Rovnici
822 9%z 82
o2 8x8y 8y

pro funkci z(x, y) zapiSte v novych proménnych u =x+y, v=x-yaw =xy—z.

Cviceni 103
Transformujte parcialni diferencialni rovnici

au

, . . L. . , . 2.2 | o
do novych soufadnic x a y, které jsou definovany rovnostmi & = e ¥, nn = ™. Dale stanovte maximalni
mnozinu, na niz je zadana transformace regularni.
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Cviceni 104
Vyraz
Jdz dz
dx " dy
prevedte do novych proménnych u,v,w, pro které plati u = xe*, v = ye* a w = ze*, kde w(u,v) je nové
zavadéna funkce.

Cviceni 105
Transformujte Laplacetv operator do cylindrickych soufadnic.

Cviceni 106
Parcialni diferencialni rovnici , ,
20°f _ 2xa_f _4 28_f

4yﬁ e&yz yax:O

prevedte v oblasti A = {(x,y) € R : x > 0 A y > 0} na normalni tvar substituci popsanou substituénimi vztahy
E=v*+e"an=1y>—e"

Cviceni 107
Transformujte rovnici
WP P
ox? y?
do proménnych £ =xy an= }%
Cviceni 108
Rovnici X 5
1% d
_f + _f o O
ox?  Jy?

prevedte do proménnych u, v, pro které plati v = arctg(%) au= %ln(x2 + 12).

Cviceni 109
Naleznéte maximalni mnozinu M, na niz je transformace (u,v) = ®(x, y) zadana vztahy
u=yt (E) U=
- y g 2 / - y’

regularni a prosta. Dale naleznéte obraz ®(M) mnoziny M.

Cviceni 110
V rovnici

y////(y/)Z _ 10y/y//y/// + 15(y//)3 =0

provedte zdménu nezavisle proménné za zavislou.

Cviceni 111
Transformujte parcialni diferencialni rovnici
*u *u Au  du  du
2 2
- _9 gr_ 22
Yo xy(?xay tx ay? Tox y&y 0

do polarnich soufadnic jako transformaci prvniho druhu.
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Cviceni 112
Transformujte Laplacetv operator do sférickych soufadnic.

Cviceni 113
Substituujte parcialni diferencialni rovnici

82u+x *u 18u+x8u_
ox? dy2  2xox 20y
transformaénimi vztahy & = i+ 1 V=23 an= 7 — 1 V=22
Cviceni 114
Necht a > 1 je parametr. Naleznéte maximalni mnozinu, na niz je nize uvedena transformace (x, y,z) = (r, @, 9)
x =rcos’(V) cos(p), y =rcos’(9) sin(p), z=rsin’(I)

regularni a prosta. Regularitu dokazte. Dale urcete jacobian zadaného zobrazeni, a to v co nejkompaktné&jsim
tvaru.

Cviceni 115
Do parcialni diferencialni rovnice

P’f *f . Pf  of of

2 2 _
W TGy TR g Ty T gy =0

zaved'te nové nezavisle proménné

Cviceni 116
Rozhodnéte o platnosti nasledujiciho tvrzeni: Existuje regularni transformace (x,y) — (r,s) takova, ze pro
libovolnou funkci f(x,v) : E? > R plati

’f Pf
o2 Irds’
Vsechna tvrzeni radné zdtivodnéte!
Cviceni 117
Preved'te rovnici
82 f 82 f
Y o2 e dy?

do novych souradnic &, 7, pro které plati x = et 3 Y= e,

Cviceni 118
Upravte rovnici
y///y/ 3(y//)2 =x

tim, Ze budete povaZovat y za novou nezavisle proménnou a x za novou neznamou funkci.

Cviceni 119

Transformujte parcialni diferencialni rovnici
P P f o Pf O
52 2COS(X)W (3 + sin (x)) P yz?y

vztahy & = y + 2x + sin(x) a = y — 2x + sin(x).
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Cviceni 120
Naleznéte lokalni extrémy funkce
fly) =I5 - 20+ ).

Cviceni 121
Naleznéte lokalni extrémy funkce z(x, y), zadané implicitné rovnici 8x2 + y? + 7z% + 4xy — 12xz — 4yz = 8.

Cviceni 122
Vysetfete viechny lokalni extrémy funkce

2x+2y +1

f(x,]/): \/m

Cviceni 123
Vysetrete vsechny lokalni extrémy funkce f(x, y,z) = sin(x) sin(2y) sin(3z) na mnoziné

M:{(x,y,z)€E3:2x+4y+6z:7'c/\x>0/\y>0/\z>0}.

Cviceni 124
Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = sin(x) + cos(y) + cos(x — y) na mnoziné <O, g) X (O, %)

Cviceni 125
Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = x> + 2y? vazané vazbou x> — 2x + 2y? + 4y = 0.

Cviceni 126
Naleznéte vsechny lokalni extrémy funkce u = u(x, y) zadané implicitné rovnicemi

X+y+u+v==06,
P+ +u?+v2 =12
a stanovte korektné jejich typ.

Cviceni 127
Naleznéte viechny globalni extrémy funkce f(x, y) = xy /3 — x2 — 2 na jejim definiénim oboru.

Cviceni 128
Naleznéte vsechny vazané extrémy funkce u = xyz, kdyz vazbou je plast koule o poloméru V3 se stiedem v
pocatku souradného systému Oxyz.

Cviceni 129
Naleznéte viechny lokalni extrémy funkce f(x,v,z) = 2y? + 12yz + 2z — 2x? na mnoziné M = {(x, y,2) €E3:

x2+y2+22=1}.

Cviceni 130
Naleznéte viechny lokalni extrémy funkce f(x,v,z,) = z(x*> + ¥?) na mnoziné

G:{(x,y,z)€E3: x2+y2:2/\x+y+z:5}.

Cviceni 131
Naleznéte globalni extrémy funkce f(x,y) = 2x* + 3y* v kruhu x* + 1> < 4.
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Cviceni 132
Necht 0 < a < b < c. Vy3etiete viechny lokalni extrémy funkce f(x,y,z) = x> — y* + 22 na vazbé

2 2 2
X Z
—2+y—2+—2:1.
a b c

Cviceni 133

Naleznéte viechny lokaIni extrémy funkce f(x,y,z) = x¥*+2y?+6z>~5na M = {(x, y,2) €3 X2 +y? +22 = 9}.

Cviceni 134
Vysetrete vsechny lokalni extrémy funkce f(x,y,z) = sin(x) sin(y) sin(z) na mnoziné

M:{(x,y,z)€E3:x+y+z:g/\x>0/\y>0/\z>0}.

Cviceni 135 .
Naleznéte globalni extrémy funkce f(x,y) = x*> + ¥> — 3xy na uzavieném obdélniku s vrcholy d; = (0,-1),
dy=(2,-1),d3 = (2,2) ady = (0,2).

Cviceni 136
Cislo c € R rozlozte na tfi scitance tak, aby souet jejich ctvercii byl minimalni.

Cviceni 137
Vysetrete supremum a infimum funkce f(x,1,z) = x + y +z na mnoziné M = {(x,y,z) € > : x* + > <z < 1}
a stanovte viechny body, v nichz tyto extrémy nastavaji. Mnozinu M nacrtnéte.

Cviceni 138
Vysetrete lokalni extrémy funkce

Yz 2
flx,y) = \(x2+ 12 e_7_Z_2,

plati-li pro parametry nerovnost 0 < a < b.

Cviceni 139
Vysetrete lokalni extrémy funkce

—yx + In|xy| xy#0

f(x,y)={ . g =0

na mnoziné M = {(x,y) € B2 : 2x® +2y? = 1}.

Cviceni 140
Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x,y,z) = xy + yz na mnozing M = {(x, y,2) B 2+ P =2 Ay+z=

2Ax>0AYy>0Az>0}
Cviceni 141
Vysetrete vsechny lokalni extrémy funkce
ax +by+c

VZ+2+1
y

plati-li pro parametry a,b,c € R nerovnice a® + b* + ¢? # 0.

flx,y) =
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Cviceni 142
Naleznéte vsechny lokalni extrémy funkce

= x— [y2 4 12 %)
flx,y) =x-2y+1In x> +y +3arctg(x .

Cviceni 143
Naleznéte viechny lokalni extrémy funkce

flx,y) = X3 (Sx2 —6xy + 3y2)

na jejim defini€énim oboru.

Cviceni 144
Naleznéte globalni extrémy funkce f(x,y) = xyzz na mnoziné M = {(x, Y,z) € E3: |x| + lyl + |z| < 1}.

Cviceni 145
Naleznéte viechny lokalni extrémy funkce f(x,y) = xyIn(x? + y?) a stanovte jejich typ.

Cviceni 146
Naleznéte globalni extrémy funkce f(x,y) = e*V~1(2x? + 2y? — 2x — 2y + 1) na mnozin& (0, 1) x (0, 1).

Cviceni 147
Naleznéte vSechny lokalni extrémy funkce z(x, y) definované implicitné rovnici

Fx,y,2) =x® + > + 2> —xz —yz + 2x + 2y + 2z —= 2 = 0.

Cviceni 148
Vypoctéte

fM = dtx,y)

kde M={(x,y) e E*: 0<x<4 A 1<y<e].

Cviceni 149
Vypoctéte

f 120+ P d(x, ),
M

kdeM:{(x,y)eE2: 0<x<l1 /\O<y<x}.

Cviceni 150
Vypoctéte obsah elipsy o poloosach a,b € R*.

Cviceni 151
Vypoctéte
f (2 + ) dex, ),
M
kde M je omezena mnozina v roviné ohranicena parabolami y = x? a x = /2.
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Cviceni 152
VypocCtéte
f 4y(y — x) d(x, y),
M
kde
M:{(x,y)eEZ: O<y<x<2A xy>1}.
Cviceni 153

Necht je zadan interval I = (0,1) X (3,4) a jeho déleni 2, = {S;;:i,j € n/—\l}, kde
|1 ' i+ 1
sij:<1,—l+1>x<3+i,3+—] >
n’ n n n

Pro funkci f(x,y) = x + y vypoctéte (podle definice Riemannova integralu) horni a dolni integralni soucet

U(ZDn, f(x,1)), resp. L(Zy, f(x, 1)) a s jejich pomoci poté vypoctéte (Z) fflf(x, y)d(x, y).

Cviceni 154
Vypocététe obsah plochy

_ 2. x Y\ _xy
5—{(x,y)eR .x>0/\y>0/\(;+5) <c—2},

kde a, b, ¢ jsou pozitivni parametry lohy.

Cviceni 155
Vypoctéte integral

f cos(x* + %) e~ ) 4 (x, v).
R2

Cviceni 156
Vypoctéte obsah plochy ohranicené krivkami y =0 a

ylo Y
X X
[\/;ﬂ/;] i

jsou-li a, b kladné parametry.

Cviceni 157
Urcete obsah rovinné uzavrené oblasti ohranicené kiivkami y? = 2px + p? a y?> = —2gx + g%, kde p,q € R™.

Cviceni 158
Urcete meze integralu (pro oboji poradi integrovani) fM f(x, y)d(x, y), kde

M:{(x,y)eEZ: 0<y<2/\y<x<2y—1}.

Cviceni 159
Vypoctéte obsah plochy ohranicené kfivkou

7/2

C= {(x,y) EE?: x>0 A y=0A (x2/3+y2/3) :az(x1/3 —y1/3)}

a kladnou ¢&asti osy x. Parametr a necht je kladny.
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Cviceni 160
Zaménte integracni poradi

12x
fA f f(x,y) dydx.
0 J3x2
Cviceni 161

Pomoci véty o substituci urcete obsah plochy ohranicené elipsou
(mx + b1y + c1)? + (arx + by + o)’ =1,

kde a1by # ayb;.

Cviceni 162
Zaménte poradi integrovani v integralu

2 V2x—x2
f f f(x, v)dydx.
1 2—x
Cviceni 163

Vypoctéte obsah oblasti ohranicené kivkami y = x2, y = 2x?, y = Vxay = V2x.

Cviceni 164
Zaménte poradi integrovani v integralu

1 pl-a2
(x, v) dydx.
j:lf:Vl—xzf dand
Cviceni 165

Vypoctéte obsah plochy, kterd vznikne prinikem mnozin

a2 b?

2 2 _\2
A:{(x,y)eEz:x—+y—<1}, B:{(x,y)eEZ:(xaa) +

Parametry a, b necht jsou kladné.

Cviceni 166
Vypoctéte obsah mnoziny
M={@y) eE: (" + )7 < ~xp)f,

kde a je kladny parametr.

Cviceni 167
Naleznéte tézisté Ctvrtkruhu o poloméru 7.

Cviceni 168
Vypoctéte
x2  y?
fM 1_a_2_b_2d(x’y)’
kde

2 P
M:{(x,y)eEzza—2+%<l}

proa>0ab>0.
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Cviceni 169
Vypoctéte obsah mnoziny

M:{(x,y)eEZ: x2+3y2<3/\3x2+y2<3}.

Cviceni 170

Naleznéte souradnice tézisté homogenni desky ohranicené kfivkami ay = x2

ax+y =2a, kdea > 0 je parametr.

Cviceni 171
Naleznéte x—ovou souradnici t&zisté pro oblast ohranicenou kfivkami y =3 —x? a y = 2x — 5.

Cviceni 172
Naleznéte souradnice tézisté homogenni desky ohranicené kiivkami Vx+ = v, x=0a y = 0.

Cviceni 173
Pro obecné parametry a,b € R* vypoctéte obsah plochy, ktera je ohranicena kfivkou

A
(E+E) =X x>0Ay>0)

a kladnou ¢&asti osy x.

Cviceni 174
Vypoctéte obsah plochy ohranicené kfivkou

X2 y22 xy
2 r -2

pro 4,b,c € R*.

Cviceni 175

Cviceni 176
VypocCtéte
2_7
fe_a 2 d(x, y),
A
kde
). X y
A:{(x,y)eE _2+b_2>1}

Cviceni 177

Naleznéte obsah plochy ohranicené krivkou

kde a,b,h, k € R*.

Cviceni 178
Ovérte regularitu zobecnénych pseudopolarnich souradnic.
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Cvi(:eni 179

2/3 + y2/3 — a2/3

v prvnim kvadrantu. Konstanta a necht je kladna.

Cviceni 180

Vypoctéte [, d(x,y,z), kde A={(x,y,2) €E: x>0 A y>0Az>0 Ax+y<1A

Cviceni 181
Vypoctéte

1
— d
L(x+y+z+1)3 (.y,2),
kdeA:{(x,y,z)€E3.x>0/\y OANzZ20AXx+y+2z< 1}

Cviceni 182

z<1+x+y}.

Uzitim pseudosférickych soufadnic vypoctéte objem télesa ohrani¢eného v E3 plochou o rovnici

1/m+ \/M+ W/E =1
a b c

Parametry a, b, ¢ jsou kladna realna Cisla.

Cviceni 183
Necht a,b € R* jsou parametry. Vypoctéte integral

[ EJana

kde A = {(x, y,2) € B3 : b2 + 2 + 2% < 2xab2}.

Cviceni 184
Necht a,b,c € RT a v > ¢ jsou parametry. Vypoctéte objem télesa

2}.

2 22
X Yy oz
={(x,y,z)eR3: a—2+b—2—c—2<—1 A 0<z<v}.
Cviceni 185
Vypoctéte
f xyzd(x,y,z),
M
kde
M:{(x,y,z)eES: x21Ay21Az21Axyz<
Cviceni 186
Vypoctéte objem elipsoidu
2 2 2
x- Yy oz
a—z + b_2 + C_2 < 1,

kde a,b,c € R*.
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Cviceni 187
Necht v > 0. Vypoctéte objem télesa

T={(x,y,z)€E3:x2+y2—22<0/\z<0}.

Cviceni 188
Necht a,b,c,v € R* jsou parametry. Vypoctéte objem télesa

| N
N

2 2 2
_ 3. X Y v
T—{(x,y,Z)eR T <1/\|z|<§}.

Cviceni 189
VypocCtéte

T

kde T = {(x,v,2) € E3: x2 + y? + 2% > r?}. Parametr r je vybran z mnoziny R*.

Cviceni 190
Necht a,b,c > 0. Vypoctéte integral szd(x, Y, z), kde

2 2 2
M:{(x,y,z)eES: ;C—2+y—+z—<1/\z>0}.

b2 2
Cviceni 191
Necht r > 0 je parametr. VypocCtéte objem télesa ohrani¢eného plochami
z=e XY, z=0, 2yt =1

Cviceni 192
Vypoctéte integral

fff ey d(x, v, z).
E3

Cviceni 193
Necht a,b > 0. Vypoctéte objem télesa
A 2
T=4(y2€cE: a—z—b—2<1 AlyYl<SbAO<z<xYyl;.

Cviceni 194
Necht a,b,v jsou kladné parametry. Vypoctéte objem télesa

T={(x,y,Z)GE3: \/%'+ \/%él A |z|<g}.
Cviceni 195

Odvod'te vzorec pro objem rotaéniho kuzele o poloméru podstavy 7 a vysce v.

Cviceni 196
Necht a > 0. Vypoctéte objem télesa T = {(x, y,2) €B3: (X +y? +22)% < a3z}.
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Cviceni 197

z=x2+y2, x+y=1, x+y=-1, x—-y=1, y—-x=1, z=0.

Cviceni 198
Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci kfivky
. Tt
2(x) = sin(x) (0 <x< 5)
kolem osy z.
Cviceni 199

Necht a,b,c € R* jsou parametry. Vypoctéte objem télesa
2 22
_ 3. (XY 2
T= {(X,y,Z) €eE°: (a—z + b_2 + C_Z) < 6xyz}.

Cviceni 200
Necht a,b,c € R*. Pomoci vhodné definovaného souradného systému vypoctéte objem télesa

2 2
T:{(x,y,z)eE3:x>0/\y>0/\z>0/\(;—c+%) +Z—2<1}.
c

Cviceni 201
Vypoctéte objem kulového vrchliku o vysce v vyfizlého z koule o poloméru 7.

Cviceni 202
Vypoctéte objem rotaéniho jednodilného hyperboloidu

T = {(x,y,z) €E: x2+y2 —22<1 A |7 <v},
kde v je kladny parametr.

Cviceni 203
Vlypoctéte integral le5y2 d(x, y,z), kde

T = {(x,y,z) €EB: ¥+ P +22< 2ax+2by+202},
jsou-li a,b, ¢ kladna ¢Cisla.

Cviceni 204
Spoctéte

f(x +y+2)d(x,y,2),

T
kde T je koule o poloméru 7 > 0 se stiedem v bodé (a,b,c) € E3.

Cviceni 205
Naleznéte tézisté oblasti

2 2 2
O:{(x,y,z)€E3: ;C—2+Z—2+j—2<1/\x>0/\y>0/\z>0},

kde a,b,c > 0.
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Cviceni 206
Vypoctéte objem télesa ohraniceného plochami z = 6 — x? — 12, z = \/x2 + 12.

Cviceni 207
Necht je dano téleso
T = {(x,y,z) ceE: x2+y2 <1Aze (0,1)}.

Rovina uréena body @ = (-1,0,0), b= (-1,1,0) a ¢ = (1,0, A) rozdéluje téleso na dvé &asti. Vypoctéte jejich
objem a stanovte hodnotu parametru A € (0, 1) tak, aby se zminéné objemy rovnaly.

Cviceni 208
Vypoctéte jacobian ctyfrozmérnych sférickych souradnic z prikladu 9.3.28.

Cviceni 209
Vypoctéte objem télesa A = {(x, yu,0) B 2+ 2 <P Al + 07 < sz}, kde 7,5 € R* jsou parametry.

Cviceni 210
Vypoctéte objem Ctyfrozmérného eliptického eliptikonu

2 2 2 2
oy 2wk }/

K:{(x,y,z,u)eE4: a_2+ Ztat s

kde a,b,c,d € R" jsou parametry.

Cviceni 211
Dokazte vétu 6.1.11.

Cviceni 212
Dokazte vétu 6.1.14.

Cviceni 213
Dokazte v analogii k pfikladu 9.1.18, ze Jordanova-Peanova mira jednoprvkové mnoziny M = {aq, a5} je nulova.

Cviceni 214
Preved'te Laplaceiiv operator do soufadnic x = 1+¢sin(2¢@), y = pcos(2¢). Naleznéte také prislusnou maximalni
mnozinu regularity.

Cviceni 215
Na mnozing M = {(x, y,2) €B3: 2+ 12 +422 = 9] vySetiete extrémy funkce f(x,y,z) =4z — 2x + .

Cviceni 216
Naleznéte takovou tecnou rovinu k plose y? + 522 + 4yz — 2x — 10y — 4z = 3, ktera je rovnobé&zna s rovinou
3x+9y-3z=1.

Cviceni 217

Rozhodnéte o existenci limity

3x313
lim —?

(x,y)—»ﬁ 4x4 + ylz
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Cviceni 218
Do parcialni diferencialni rovnice

*u *u *u u
20U _pou ou _
3x " ny8x8y Y 7 + 2y8y 0

_1/3

zaved'te nové proménné r = = a s = xy. Naleznéte pfislusnou maximalni mnozinu regularity.

Cviceni 219
Jaky thel sviraji derivace funkci

2
flx,y,z) = (x + %) +4(y - 2)% + \/§y + sin(z)

Q(x,y,z) = x¥ + sin(2z)

v bodé (1,2, 3)?

Cviceni 220
Vysetrete lokalni extrémy funkce z(x, y), jez je zadana implicitné rovnici

2 +3y% - 82% +dxy + 2xz + 10yz +z = 1.

Cviceni 221
Dokazte, ze funkce

flx,y) =

e +x+4y

nema v bodé (0,0) totalni diferencial.

Cviceni 222
Vysetrete lokalni extrémy funkce z(x, y), jez je zadana implicitné rovnici

X% +5y% + 1022 + 4xy + 2xz — 2yz +z = 1.

Cviceni 223
Pod jakym ahlem (ve stupnich) stoupa (Ci klesa) graf funkce

f,y,2) = 207 + dxy + 6y” + 5x + (4 +3V2)y + 877

ve sméru (1, —V2,0) v bodé (2,-1,1).

Cviceni 224
Parcialni diferencialni rovnici
20 f LS i

ﬁ+y 8_y2+2xy8x8y20

X

transformujte do novych proménnych
1
u=z In(x* + %), V= arctg(g).

Naleznéte také pfislusnou maximalni mnozinu regularity.
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Cviceni 225
Na mnoziné M = {(x, y,2) €B3: P +22 = 5} vySetrete extrémy funkce

f(x,y,2) = x> + 5y% + 52% + dxy + 2xz — 4x — 8y — 4z + 2.

Cviceni 226
Parcialni diferencialni rovnici o
L N A

ox?  dy? Tox T 0

transformujte do novych proménnych r = x% cos(y), s = x? sin(y).
Cviceni 227

Naleznéte aplny Maclauriniiv rozvoj funkce f(x, y) = In(1 + x + y?). Vysledek upravte do jediné dvojsumy. Dale
stanovte obor konvergence ziskané fady a jeho podobu podrobné nacrtnéte.

Cviceni 228

Parcialni diferencialni rovnici
Zf aZf aZf 2x 5 f 6 2x af
637 TV 52~ Vgmgy T4V 5 + (1= 2%e) 5 =0

transformujte do novych proménnych r = y%e*, s = ye?.

Cviceni 229
Vysetrete vsechny lokalni extrémy funkce f(x,y,z) = x2e ¥ — Y2 +2yz — 222 + 6y — 2z.

Cviceni 230
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte tiirozmérnou miru (objem) mnoziny

2 _1/22 A 2
:{(x/]//Z)GE3I(—+ﬁ)+C—4\C—2/\Z>O

Cviceni 231
Necht a,b > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte obsah plochy ohranicené krivkami

G

Cvi(:enl' 232

2 A
M:{(x,y)eEZ: z—2+ﬁ<l/\x>0/\y>0}.

Uzijte napovédy

N W

1
dx =
y/sin(x) *
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Cviceni 233

Pro dvojny integral
2x+1

2 16—4x
fo fo f(x, y) dydx + f; fo f(x, y) dydx

zamefnte integracni poradi.

Cviceni 234
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte tfirozmérnou miru (objem) mnoziny

2 2 2\ 2 2 2
_ 3. (X Yz x> Yy oz
D_{(x/yrZ)EE-(a—2+b—2+c—2)<a—2+b—2—c—2}.

Cviceni 235
Necht a,b > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte dvojrozmérnou miru (obsah) mnoziny

3
x4 y /2 x4 y4
A:{(x,y)EEZZ(—+b—4) <Q_4_b_4 .
Cviceni 236

Necht a,b > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte integral

f xyld(x, v),
A

kde \
4 A2 4 4
_ 2 (XY Yy
A—{(x,y)EE.(a—4+b—4) <a—4—b—4}.
Cviceni 237
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte tfirozmérnou miru (objem) mnoziny
2 2
C:{(x,y,z)€E3: (g+%) +Z—2<1 Ax>0A y>0/\z>0}
c

Cviceni 238
Necht a, b, ¢ jsou kladné parametry. Vypoctéte tiirozmérnou miru (objem) télesa

s (2P 22\2 z
T=3(xy,z2) €E :(—+§+—) < zexp v a
i

<, [

Cviceni 239
Necht a,b > 0. UrCete dvojrozmérnou miru (obsah) oblasti, ohranicené krivkou

(-3
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Cviceni 240
Necht a,b,c > 0. Vypoctéte tfirozmérnou miru (objem) télesa

x2 yZ Z4
T:{(x,y,z)eE3: a—2+b—2+c—4<1 .

Cviceni 241
Vypoététe obsah plochy ohranigené uzavienou kfivkou x? +4xy +13y?+2x—8y+5 = R?, kde R > 0 je parametr.
UzZijte vétu o substituci a zakladni poznatky o kuzeloseckach.

Cviceni 242
Naleznéte lokalni extrémy implicitni funkce u(x, y) definované rovnici

w3+ 3% + 2u(x + y)* +4(x +2)2 +4(y —2)* = 4.

Cviceni 243
Za pomoci substituce & = xy, N = § feste parcialni diferencialni rovnici
%u 2*u ou u
2 2 2.2 _
X ﬁ_y 8—y2+(1+8x y )(Xa—ya—y)—o

Cviceni 244
Vysetrete extrémy funkce u(x, y,z) zadané rovnici x + y? + 4z + xze" + 4e™" = u.

Cviceni 245
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte tfirozmérnou miru (objem) télesa

7
T:{(x,y,z)eE3: (\/E|+ \/%+ \/@J < \/’;CT|— \/%}
Cviceni 246

Necht a,b,c > 0 jsou parametry. Transformujte Laplacetiv operator z kartézskych souradnic (x, y, z) do pseudo-
cylindrickych soufadnic (g, ¢, h) zadanych rovnicemi x = a + ¢* cos(p), y = b + ¢ sin(g), z = ch?.

Cviceni 247
Vypoctéte f f fT |zl d(x, y,z), kde

T=<:(x1y72)¢€ E3:

7
22 1/3 yz 1/3 2 1/3 2 1/3 y2 1/3 22 1/3
2] ) "\e) | S\e) e \a
Cviceni 248

Sestavte plny Tayloriiv rozvoj funkce f(x,y) = ye**¥ v bod& (xo, yo) = (~1,2).

Cviceni 249
Naleznéte hodnoty realnych konstant a,b € R, pro néz transformace

E=ay—x, n=x-by, g=§
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prevadi parcialni diferencialni rovnici pro funkci f(x, y)

i o*f i af af
27 J 2 27 J _ — — =
oy ox? 5y dxdy Y y? ox 2y8y +2f=0
na rovnici

*g

—°% -0

d&an

pro neznamou funkci g(&, 7).

Cviceni 250

Vysetrete lokalni extrémy funkce f(x,y,z) = sin(2x) - sin(y) - sin(2z) na mnoziné
A:{(x,y,z)€E3:4x+2y+4z:7z Ax>0ANy>0A z>0}.

Cviceni 251
Necht a, b, c > 0. Vypoctéte tézisté mnoziny

5 (2 Y 24 g
C= (x,y,Z)ERI(a—Z‘Fb—Z) +C—4<E .
Uzijte faktu, ze

7'[/2 5
f sin?/3(x) dx = 3 V.
0

Cviceni 252
Naleznéte globalni extrémy funkce f(x,y) = 2x + 6y na mnoziné M = {(x, Y eE?: x>+ y? —6x+8y < 15}.

Cviceni 253

Parcialni diferencialni rovnici
Fu, Fu P 20 _
oz Jy2 92 zdz

transformujte do soufadnic x = pcos(p), y = psin(¢) a z = K.

0

Cviceni 254
Pro funkci z(x, y), jez je implicitné zadana soustavou rovnic
x?+y? + 22 + 16u = 22,

z5 = 222y — dxyz + 8x%y* = 0,
uréete hodnotu Laplaceova operatoru Az v bodé 7= (1,1).

Cviceni 255
Naleznéte Maclarinovu fadu funkce

f(x/]/):m

a urcete jeji obor konvergence.

Cviceni 256
Na mnoziné
M={(x,y,2)eE3: PP+ =25 A x2+y2:9}

vysetiete extrémy funkce f(x,1,z) = x + 2 V2y. Dale stanovte hodnoty téchto extrémi.
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Cviceni 257 .
Vymyslete funkci, pro niz existuje pravé Sest parcialnich limit v bodé 0, a to s hodnotami 1,1,4,4,7,7.

Cviceni 258
Pro kladna x a y vySetrete lokalni extrémy funkce

Fey) = a1~ - L

?*f
072
do pseudosférickych soufadnic x = pcos(8) cos?(p), y = pcos(d) sinz(go), z = gsin(V).

Cviceni 259
Transformujte vyraz

Cviceni 260
Vysetrete lokalni extrémy funkce

flx,y) = \/ cos2(x) — sin?(y) + sin(x + v)
na mnoziné M = (0, %) X (0, %)

Cviceni 261
Naleznéte linearni aproximaci funkce z(x, y) v bodé @ = (1, 1), je-li z(x, y) zadana rovnici (z% — x?)xyz — > = 5.

Dale vypoctéte hodnotu -~ az (@).

Cviceni 262
Pro funkci
2+ -
fap = | T Gl
0} (xr ]/) = 0/

vypoctéte podle definice parcialni derivace g—{(ﬁ) a %(6). Dale rozhodnéte, ma-li funkce f(x,y) v bodé a4 =
totalni diferencial.

Cviceni 263
Necht a,b,c > 0. Transformujte operaror

do zobecnénych cylindrickych souradnic x = agcos(¢), y = bosin(p), z = ch.

Cviceni 264
Parcialni diferencialni rovnici
oy 2" 416221 _ ouy \/‘
Y o2 I axa
substituujte transformagnimi vztahy & = x> + y%/2, = y. Stanovte pfislusnou maximalni mnozinu regularity
zadaného zobrazeni a vysledek transformace upravte do nejjednodussiho mozného tvaru.
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Cviceni 265
Necht je zadana funkce

2 -
4@%; (x,y,2)#0 A yz>0;

fx,y,2) = 5
0; (x,y,2)=0 VvV yz<0;

Pod jakym thlem stoupé tecna (vedena ve sméru §'= (1,3,1)) ke grafu funkce f(x,v,z) v bodé 0?

Cviceni 266
Na mnoziné M = {(x,y,z,u) EEY:x>0AYyY>0Az>0Au>0Ay?>+922=18 A xu :4} vysetiujte
lokalni extrémy funkce f(x,v,z,u) = x> + 4xu + y + 16u> + 3z.

Cviceni 267
Pro funkci
64

x+2y2 + \z

sestavte pfislusny Tayloriiv polynom druhého stupné v bodé 7= (3,0, 1).

fx,y,2) =

Cviceni 268
Pro funkci

Flry) = \2y(1 -2 - 22 - 52

urCete, cemu je roven obor hodnot Ran(f).

Cviceni 269
Naleznéte tecnou rovinu @ k plose

2x(1+x) = 2y(3x — 1) + 6y + 2xz —4yz + 2> = —4

v jejim bodé (—3,-2,0). Zjistéte dale, existuje-li na uvedené plose bod (kromé vyse uvedeného), v némz je
prislusna te¢na rovina rovnobézna s rovinou @.

Cviceni 270
Rozhodnéte, zda funkce z(x, y) zadana rovnici

2
(x4 -yt + 24) = 3z% + 41
stoupa v bodé (xo, yo) = (1,1) ve sméru §= (=2,2) strmé&ji nez 45°.

Cviceni 271 iy
Pro funkei f(x,y) = /1 + y2 + 2x vypoctéte W(O)‘

Cviceni 272

Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Naleznéte obecnou rovnici te¢né roviny k plose
2 P B
R A
a3 ¥ A3

v jejim bodé (xo, Yo, zo)-
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Cviceni 273
Vypoctéte objem mnoziny

2 2
T = {(x,y,z) eB:(2x+y+1) +(Br-2y+2) +22< RZ},
kde R > 0 je pevné zvoleny parametr.

Cviceni 274
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte klasickou tfirozmérnou miru mnoziny

_ 3.~ y)z i <§_z > > =
A—{(x,y,z)eE.((a+b +c2 <7 b/\x/O/\y/O/\z/O.

Cviceni 275
Parcialni diferencialni rovnici

y&x&y ox yay

2
xzﬁ+y

dx? y? vy

pro neznamou funkci z(x,y) substituujte transformaénimi vztahy u = x> + y?, v = xy, w = x + y + z na
diferencialni rovnici pro neznamou funkci w(u, v).

Cviceni 276
Rozhodnéte, zda je mozno funkci

X y3

xt+ A

f(x/]/) =

dodefinovat v bodé (0, 0) tak, aby byla spojita v E2. Stanovte pfipadnou hodnotu £(0,0).

Cviceni 277
Vypoctéte kfivkovy integral

fM x dce(%),

kde M je ¢ast paraboly y = x> mezi body (0,0) a (V2,2).

Cviceni 278
Vypoctéte délku kruznice o poloméru 7.

Cviceni 279
VypocCtéte

I= fcx4/3 + y*3 duc(%),

kde C = {(x, YNEE2: x>0Ay>0Ax23+y*3= a2/3}. Parametr a necht je z mnoziny R*.

Cviceni 280
Vypoctéte délku grafu funkce y(x) = In(cos(x)), kde x € (0, %>
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Cviceni 281
Vypocitejte krivkovy integral

4
fM \/% + gdyc(f),

kde M = {(x,y) € E2: (x2 + y*)2 = xy}.

Cviceni 282
Vypoctéte krivkovy integral

fM x dpe(%),

kde M je sjednoceni tusecky mezi body (0,0) a (2,2) a Gsecky mezi body (2,2) a (4,0).

Cviceni 283
Vypoctéte krivkovy integral druhého druhu

[ @,
M
kde M = {(x,y) €EE?: y=2x> A x€ (0,1)}.

Cviceni 284
Pro pevné zvolené a > 0 vypoctéte integral fc|y| dpc(¥), kde C = {(x, y) € B2 (&% + y?)? = a®(x? —yz)}.
Mnozinu C naértnéte!

Cviceni 285
Primym vypoctem urcete hodnotu kfivkového integralu

f(x + y)zdx + (2 + yz)dy,
C
kde C je trojuhelnik s vrcholy (2,2), (8,2) a (4,6) obihany proti sméru hodinovych rucicek.

Cviceni 286
Reste predchozi tlohu uzitim Greenovy véty.

Cviceni 287
Spoctéte

fo dyc(x, y)
C

pro C = {(x,y) € E?>: x* + y? = 2ax + 2by}, kde a,b € R jsou konstanty.

Cviceni 288
Naleznéte délku a soufadnice tézisté zobecnéné krivky, popsané v E3 parametrizaci (ef cos(t), e’ sin(t), ef),
probiha-li parametr t mnozinu (—o0,0).

Cviceni 289
Naleznéte délku a x—ovou soufadnici tézisté kfivky uréené parametrizaci

@(t) = |t cos(t), tsin(t), 2V2 32,

3 ;1 €40,2m).
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Cviceni 290

C:{(x,y)EEz: X3 423 = 23 /\x>0/\y>0}.

Cviceni 291
Necht je v mnoziné E? zadana kfivkova parametrizace

@(t) = (£ cos(t), £ sin(t)), 0<t< g

a vektorové pole F(x, ) = ((x2 +y2) VA, (2 + y2)‘1/4). Vlypoctéte f@ F(x, y) due(x, ) a délku kiivky ().

Cviceni 292
Vypoctéte

f xyzdy - xzy dx,
A

kde A je kruznice x* + y* = r? probihana proti sméru hodinovych rucicek.

Cviceni 293 R
Naleznéte délku kiivky zadané parametrizaci ¢(t) = (3t,3t?,2t3), od bodu (0,0,0) do bodu (3,3,2).

Cviceni 294
Necht a,b > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte kfivkovy integral

f (* + y* +2%) duc(x, v, 2),
M

kde M je cast sroubovice (a cos(t), asin(t), bt) pro t € (0, 2m).

Cviceni 295
Vypoctéte

f A2+ Y2 duc(x, ),
C

kde C = {(x, y) €Br: x>+ 12 = ay} pro parametr a € R™.

Cviceni 296
VypocCtéte
f > duc(x, y),
M
kde M je oblouk cykloidy x = a(t — sin(t)), y = a(1 — cos(t)) pro 0 < t < 27.
Cviceni 297
Vypocitejte

fM e (1 - cos(y)) dx — (y — sin()) dy),

kde M je hranice oblasti O = {(x, YeEE:0<x<nAO<y< sin(x)} probihana v kladném sméru.
Cviceni 298
Necht a > 0 je pevné zvoleny parametr. Naleznéte y—ovou souradnici tézisté casti cykloidy

x =at—asin(t), y=a—acos(t),

lezici mezi body (0,0) a (am, 2a).

240



12.1. ZADANI PRIKLADU

Cviceni 299
Spoctéte

f(ex siny—y) dx+ (e*cosy—1) dy,
C
kde C = {(x, YeEE: XX+l =ax Ay> O}. Cislo 2 € R* necht je chapano jako parametr.

Cviceni 300
Necht a > 0 je parametr. Vypoctéte krivkovy integral

f zdue(x,y,z),
M

kde x = tcos(t), y = tsin(t) az =1t pro t € (0,a).

Cviceni 301
Vypocitejte

f sin(y) dx + sin(x) dy,
M

kde M je usecka s krajnimi body (0, 7) a (71, 0).

Cviceni 302
Samostatné vyslovte a dokazte vétu o absolutni hodnoté kfivkového integralu prvniho druhu.

Cviceni 303
Bez pouziti Greenovy véty vypoctéte

f . arctg(y) dy — dx,
(goy) X

kde (@) je cast paraboly (s vrcholem v pocatku soufadného systému) mezi body (0,0) a (1,1) a (gﬁ) je
orientovana tsecka mezi body (1,1) a (0,0).

Cviceni 304
Necht a > 0 je pevné zvoleny parametr. Naleznéte x—ovou souradnici tézisté €asti cykloidy

x=at—asin(t), y=a—acos(t),

lezici mezi body (0,0) a (am, 2a).

Cviceni 305
Vypocitejte

f(x+y)dx—(x—y)dy,
M

kde M je hranice oblasti ohranicené funkcemi y = x>~1ay = cos(%x), ktera je probihana ve sméru hodinovych
rucicek.

Cviceni 306
Vypoctéte krivkovy integral

f]\;{(x2 + yz) dx + (x2 - y2) dy,

kde M je dana rovnici y =1 — |1 — x| s omezenim 0 < x < 2.
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Cviceni 307
VypocCtéte

f xy dc(x, y),
C
kde C je oblouk hyperboly x = acosh(t), y = asinh(t) pro t € 0,b). Cisla a,b jsou kladné parametry.

Cviceni 308
Necht a > 0 je pevné zvoleny parametr. Vypoctéte

f(Za—y)dx+xdy,
C

kde C je oblouk cykloidy x = at — asin(t), y = a — acos(t) pro takova ¢, pro néz 0 < t < 27.

Cviceni 309
Vypoététe plosny integral fszdys(y?), kde

S:{(x,y,z)eE?’:z:x+y/\x>0/\y>0/\x+y<1}.

Cviceni 310
Naleznéte obsah plochy z = 4/x2 + y2 omezené vnittkem valce x> + y? = 2x.

Cviceni 311
Kolik km? méfi mirné pasmo na severni polokouli, které se rozprostira mezi 23°27’ a 66°23’ severni sirky?

Cviceni 312
Vypocitejte plosny integral

[:= \fSXZe_Z2 dus(x, y,2),

kde S = {(x,y,z) € B3: 22 + y? = 1}.

Cviceni 313
Vlypoctéte obsah plochy S = {(x, y,2)€B: 2+ +22=1rP A0<0v1 <z<1m; < r}, kde v1,v2,7 € R* jsou
parametry.

Cviceni 314
Vypoctéte obsah plochy S = {(x, y,2) €EB3: 2+ 12 <P Ax+y+z= 1}, r je kladny parametr.

Cviceni 315
Vypoctéte plosny integral druhého druhu fs(y—z,x—z,x—y) dus(x, y, z) pres vn&jsi plast S kuzele x> + 1% = 22,
kde 0 < z < v pro parametr v > 0.

Cviceni 316
Vypocditejte

fx dydz + ydzdx + zd(x, v),
S

kde S je vnéjsi strana polokoule x? + y? +2z? =1 pro z > 0.

Cviceni 317
Parametrizujte matematicky anuloid (toroid) o polomérech » > 0, R > r a vypoctéte jeho povrch.
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Cviceni 318
Vypoctéte

f 6xy* dydz + y° dzdx + 6y*z d(x, y),
S
pro S = {(x, y,z) € B3 : x? + 2 + 22 = 2ax + 2by + 2cz}, kde &isla a,b,c € R jsou pevné zvolena.
Cviceni 319
Vypoctéte
I= f (% + y* + 2%) dydz + (y* + z%) dzdx + z* d(x, y)
S

pro
5= {(x,y,Z) €E: (x+a)®+(y+2a) + (z+3a) = 72},

kde a,7 € R* jsou parametry.

Cviceni 320
Vypoctéte

7

ff xdydz + ydzdx + zd(x, )

VaZ+yr+22

je-li S = {(x, y,2) € X+ +22 =71 }, kde 7 je kladny parametr.

Cviceni 321
Necht éislaa, b € R* jsou zvolena pevné. Vypoctéte integral fs 22 dus(x, y,z), je-li S anuloid popsany parametrizaci

(b +a cos(u)) cos(v),
Y= (b +a cos(u)) sin(v),

z = asin(u),

kde oba parametry probihaji mnozinu (0, 27).

Cviceni 322
Necht a € R*. Vypoctéte plosny integral

f x? dydz + y? dzdx + 2> d(x, y),

S

kde S je vnéjsi plast télesa T:{(x,y,z)eE3: O0<x<aAl0<y<aA 0<Z<a}.
Cviceni 323

Naleznéte obsah plochy, kterou na povrchu koule o poloméru  vytina valec o poloméru a < r, jehoz osa prochazi
stfedem zadané koule.

Cviceni 324
Gaussovou-Ostrogradského vétou vypoctéte plosny integral druhého druhu

f (x—y+2)dydz+ (y —z+x)dzdx + (z — x + y) d(x, y),
S

kde S je zobecnéna plocha [x —y +z[+ |y —z+x[+|z—x+y| =1.
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Cviceni 325
Urcete obsah plochy, ktera vznikne rotaci funkce z(x) = x3, (0 < x < 2) kolem osy z.

Cviceni 326
Necht S je plast koule o poloméru 7 se stiedem v bodé (a,b,c) € E3. Vlypoctéte fs(x2 + 1) dps(x, v, 2).

Cviceni 327

Vypoctéte obsah plasté kulového vrchliku vysky v

vyfiznutého z koule o poloméru r (viz obrazek).
Cviceni 328
Vypoctéte obsah nasledujici plochy

2 2 2

3. X Y T
S:{(x,y,z)eE : a_2+a_2_ﬁ_0 A 0<z<v},

kde a,b,v > 0 jsou parametry.

Cviceni 329
Vypoctéte integral

IZI(x% + v?) A[12 + x2 + 2 dus(x, v, 2),
fL y yodus(x, y

kde S je plast koule o poloméru r > 0 majici stfed v bodé (0, 0, 0).

Cviceni 330
Vypoctéte integral

ffoIZI dydz + y3|z| dzdx + x3|y| d(x, y),
S

kde S je plocha v E3 popsana rovnici
2
(P+P+22) =22+ 2

Cviceni 331
Spoctéte

fs yle ™ dux, y,2)

kde S je plast valce o poloméru 3, jehoz osou je osa z soufadného systému.

Cviceni 332
Spoctéte fs x?z dus(x, y,z), kde S je plast kuzele s vrcholem lezicim v poatku souradného systému a s podstavou
lezici v roviné z = 2. Polomér podstavy kuzele necht je 2.

Cviceni 333
Vypocététe povrch plasté kuzele o poloméru podstavy r a vysce v. Vysledek poté vyjadrete pomoci tzv. délky

strany kuzele s := Vr2 + 2.
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Cviceni 334
Vypoctéte plosny integral

f f x? dydz + y* dzdx + 2> d(x, y),
S

kde S je vngjsi strana koule (x —a)? + (y — b)> + (z — ¢)> = 1* pro a,b,c,r > 0.

Cviceni 335
Uzitim Stokesovy véty vypoctéte krivkovy integral druhého druhu

f(y—z)dx+(z—x)dy+(x—y)dz,
C
kdeCz{(x,y,z)€E3: +yP=1A x+z:1}.

Cviceni 336
Bez pouziti Stokesovy véty feste priklad 11.3.2.

Cviceni 337
Dokazte tvrzeni véty 11.2.13.

Cviceni 338
Dokazte tvrzeni véty 11.2.15.

Cviceni 339
Dokazte tvrzeni véty 11.2.16.

Cviceni 340
Vypoctéte dvojrozmérnou miru (povrch) mnoziny

2 2
M:{(x,y,z)eE3: ;C—2+‘z—2—2§:O/\O<z<H},

kde a,c, H jsou kladné parametry.

Cviceni 341
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Bez pouziti Stokesovy véty vypoctéte integral

fQ (~y,x,z)duc(x,y,2),

kde

2 2
= 3. X Yy _ X Y _z
Q—{(x,y,z)eE : az+b2_1/\a+b_c}'

Cviceni 342
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Gaussovou vétou vypocCtéte integral

f (]/Z, XZ, x]/Z) d!’ls(x/ ]/z Z)r
M

4

. . . 4 4
kde M je hranice oblasti {(x,y,z) cE®: T+ Z—4 +5<1Axyz> 0}.
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Cviceni 343
Necht a,b > 0 jsou pevné zvolené parametry. Vypoctéte integral

| b? a?
L o x2 + = y? duc(x, y),

M = 2.x2 yz
=q(x,y) €E .a—2+—<1/\y>0

kde K je hranice mnoziny

bZ

obihana proti sméru hodinovych rucicek.

Cviceni 344

Necht a > 0. Necht je dana kfivkova parametrizace x = at + asin(t), y = acos(t) + a pro t € (0;2m). Co
nejpfesnéji nacrtnéte geometricky obraz této kfivky a rozhodnéte, zda se jednd o hladkou regularni kfivku.
Vysledek zohlednéte v obrazku.

Cviceni 345
Vypoctéte

f f yz dydz + zx dzdx + xy dxdy,
S

kdeS:{(x,y,z)€E3: x4+y4+z4:1 A x,y,z>0}.

Cviceni 346

x2 yZ ZZ
S={(x,y,2)eE3: a—2+a—2=c—2/\0<2<c )

Cviceni 347
Necht a, b, c jsou pevné zvolené kladné parametry. Vypoctéte integral

sfx2 sfy?
ffodydz+3ydzdx+[ a2+ bz)d(x,y),
2 s|y? 2
M:{(’“/%Z>€E3: V a_2+\/z_z+\7c_2:1}.
Cviceni 348

Necht a,b,c > 0. Vypoctéte integral

kde

fs (vz; ylzl; ) dus(x, v, 2),

2 212 A
Sz{(x,y,z)eES:(a—Z+Z—2) +C—4:1 )
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Cviceni 349
Vypoctéte integral

é(O; 2x2y3|z|; 0) dus(x, y,z),
S
kde

x4 y4 Z4
S:{(X,y,Z)EESZ a—4+b—4+c—4:1}.

Uzijte faktu, ze
7'(/2 3
sin(x) cos(x) dx = ——.
J; Ve costar=
Cviceni 350
Vypoctéte plosny integral ffB(XZ — yz)dys(x, Y, z), kde je pro kladny parametr R zadano

B:{(x,y,z)eE3:x2+y2<R2/\x+y+z:1 /\x>0/\y>0/\x>y}.

Cviceni 351
Necht a,b,c > 0 jsou pevné zvolené parametry. Naleznéte tecny vektor ke kfivce
2 2 2 2 2 2
x° Yy oz Xty oz
C={xy2)eFP: =+ +Z =1 A=+ ==
{( ¥:2) a2 b2 2 a2 b? c2}

v jejim bodé
a7 a7 27

Dale ve stejném bodé 7 naleznéte normalovy vektor k plose

2 oy 2
S:{(x,y,z)eE3:a—2+Z—2+c—2:l}.

12.2  Vysledky cviceni

Dom(f) = {(x,y) € E? : |x| > |yl} 4/3 nespojita @ neexistuje e nespojita @ vnitfek valce: Dom(f) =
((y,2) € B (x—1)2 + 12/4 < 1) neexistuje ] 11 \ 1 ] 12 \ a ] 13\ existuje (podle definice) a je nulova 8
2xoye +2 163117 1120] Z@2,1) = 1/5 5 L@ =-1/2 ob& (1 + 3xyz + x21P22)e™V (0,-1,0)
123 @ 8 nulova derivace: § = (a,10a) pro jakékoli nenulové a, maximalni derivace: s = (10b, —b) pro jakékoli
kladné b 1129 (2,10, 30) d® fy(dx,dy,dz) = dz° + 5dz*dx + 10dz*dy + 20dz3dy? + 40d(x, y,2)> + 60d(x, y)>dz>
dx+6dy+3dz 2x+2y-z-2=0 2x + y —z = 0, bod dotyku: (0,2,2) n/4+x—xy
& fio.a(dx, dy) = — V2(4dx® + dy? /2 + 3d(x, y)* + 6dx>dy) (=3 +4+3)/50 4x — 6y +z+5=0, bod dotyku: (-1,1,5)
& fx(dx, dy, dz) = 6d(x, y, z) = 32.375 d* f(dx, dy, dz) = —24dx*dy + 48dx’dz + 72dx>dydz =1,0243788
/4 + xy/2 — Py /4 + Py /12 12 Vrdy(dx? + dy?) 0,5023... grad f(x,y,z) = (2xyz®, x*23,3x%yz?),
divE(x, v,z) = z—2y a rot F(x, y,2) = (222, x—4xy, 0) =2,95069 1+ (2 —x%)/2 2x2—xy—y?—6x—3y+5
¥=x+(Py-xt-—y+1)/2 1-(2+12)/2 Y=o W}c’”y" a) (1750,0+1,2)Q, b) (428,6+0,2)Q
2Y X o (~1) (20 + 1) 22 ()2 + 1 — 2mi)) o Lo =Y uvedens

ox2 z3

rovnice funkci z(x,y) na okoli bodu @ nezadava Z@) = g—;(ﬁ’) =(e-1"'a %(ﬁ’) = %(ﬁ’) = aizjy(ti) =e(l-e)3
u(x,y,z) = 2x+y a o(x,y,z) = -z dzz(dx,dy) = (dy - 2dx)/9 a dz3(dv,dy) = (124dx* — 70d(x, y) + 4dy?)/243
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dzz(dx, dy) = dx + dy a dz3(dv,dy) = —dx? ¥/A+y soustava definuje implicitni funkce pouze na okoli bodu ¢, tam
plati z(x, y) = x+y—1, u(x, y) = x+2y—-2 aw(x,y) = x+y du,-1,-1) = dx+dy—dz g; (Yo, 20)- 3Z(x0,zo) %(Xo,yg) =-1
y(x) =3 —-x, z(x) =(22-x)/7 au(x) = (27 +x)/7 m nejnizsi hodnota: 3, nejvyssi hodnota: 7 91/1 (1 I)=e—-2a
2(1,1) —1 B(1,1)=2-ea $2(1,1)=-2/e z(x,y) = —8x2 312 +10xy+8x—5y—1 B=-1,£=0,2=0
a ay =-1 y(x) = ﬂ ay’(x) = Z&fyyp dz(—31y(dx, dy) = 2(dy—dx)/9 a d?z(_31)(dx, dy) = 4(—dx*+5d(x, y)—4dy2)/243
dfix, y) = =2x—y+3 a df3(x, y) = 30(x—1)>+26(y—1)*+28(x~1)(y—1) z(x,y) =2x-2a 9x9v (%0, y0) = 26/121
du(dx, dy) = —dy/3 a dv(dx,dy) = —dx + dy/3 dup)(dx, dy) = (dx + dy)/4 a dvpgz)(dy, dy) = (dx — dy)/4 x’(2) =

y2)=-1,x"2)=-1/4ay"’(2)=1/4 dzz(dx, dy) = 3dy/2 a dzé(dx, dy) = =3dx(dx — dy) duz(dx, dy) = (dx + dy)/2
a dofdy,dy) = —dx/2 + (1/2 + m/4)dy dz(dx,dy) = dx + —F2dy a dz(dv,dy) = X2UE g,
%;‘+g: —O 22 =0 na mnoziné My, = {(x,y,2) € B> : x # 0 A y # —} %"'7"’(&,) +(%)2 =O
a‘izjv = m% na mnoziné M, = {(x,y) € E* : xiOAyiO/\x#iy}g;’z‘ —0 ‘?;fz” = 23—2’ =0
;;fn = %a—f 32(’2‘ =0 —{ = qziizgf na mnoziné M., = {(x,y) € E* : y # 0 A x € (-7, m)}
(L) + L(Z) + 2irs (£) na mnozing Mg = ((0,9,9) € Bz 0> 0 A 8] < £ A g € (0,2m) 2L _wmddl g

jacobian: —16¢? cos’(9) sin®(9) cos®(p) sin*(p) na mnozine M = {(g,9,¢) € B : 0> 0 A 3 € (0,%) A ¢ € (0,2)},

OM) = RY)? aa =1/2 y = -1/2 m ’;ZT’; = 0 na mnoziné {(o,) € B> : 0 # 0 A ¢ € (0,1/2)}

92392 + cos?(¢) sin’( (p)% =0 Af(x,y) =0 % = 9 4 ‘7” = 0 na mnoziné {(x y) e B2 : |x # |y}
w 2 2 32 32 92

1104\ +[105)-2 —— £+%)=0[107] 2 —— o

u

M:{(x,y)eEz;y;eo“e(_n,n)}aq)(m:{(u,v)eEz;”o d—4= [111] 2 -0[112]
A=L 422 4 L2, o 2|13 | 2~ M— (r<p,8)eE3:r>0/\<pe(o,2n)/\9e(o,ﬂ)},

1 0% 9
d0? 0 do 02 sin?(9) Ip? I {782 + 02 sin(9) 99 d&dn

jacobian: ar? cos?1(9) sin"}( (u? - Uz)auav = 3” ’ 116 ‘ neplati ’ 117 32(’2[ 372]]; = dzg +x( ) =0

119 '123:, + 5;2" (g—é + g—i;) =0 nema extrémy @ = (1,2) bod lokalniho maxima a b= (=1,-2) bod lokal-
niho minima @ = (2,2) bod lokalniho maxima d = (n/6,m/12,1/18) bod lokalniho vazaného maxima
@ = (1/3,7/6) bod lokalniho maxima @ = (2,-2) bod lokalniho vazaného maxima a b= (0,0) bod lokalniho vazaného
minima @=(1,1) bod lokalniho maxima a b= (2,2) bod lokalniho minima 4 =(,1) ad = (-1,-1) body global-

ntho maxima a by = (=1,1) a by = (1,—1) body globalniho minima &= 1,11, & =@Q,-1,-1), & = (-1,1,-1)

a @ = (-1,-1,1) body lokalniho vazaného maxima a b, = (-1,-1,-1), by = (-1,1,1), b5 = (1,-1,1) a by = (1,1,-1)
body lokalniho vazaného minima 4 = (0, V2/2, \/2/2) adm = (O,—\/E/Z,—\/E/Z) body lokalniho vazaného maxima
a by = (0,v2/2,-V2/2) a by = (0,—V2/2, V2/2) body lokalniho vazaného minima | 130 |7 = (=1,-1,7) bod lokalniho
vazaného maxima a b = (1,1,3) bod lokalniho vazaného minima 1317 -= (0,0) bod globalniho minima a l_;l = (0,2),
Ez = (0,—-2) body globalniho maxima 4 = (0,0,¢) a @ = (0,0,—c) body lokalniho vazaného maxima a 51 = (0,b,0)
ab, = (0,—b,0) body lokalniho vazaného minima 133 4 = (0,0,3) a 4 = (0,0,-3) body lokalniho vazaného maxima a
51 = (3,0,0) a 52 = (-3,0,0) body lokalniho vazaného minima @ = (t/6,7/6,1/6) bod lokalniho vazaného maxima

d_; bod globalniho maxima a d_; a d = (1,1) body globalniho minima (3,3,3) supremum 1+ V2
nastava v bodé (‘zf, ‘f,l) a infimum —1/2 nastava v bodé (—%, 2,2) (0,0) bod lokalniho minima (2,5)

(—%,—%), (—%,%) a (%,——) jsou body ostrych vazanych maxim bod @ = (1,1,1) je vazanym lokalnim maximem s hod-

notou f(2) = 2 m pro ¢ = 0 funkce extrém nema, pro ¢ > 0 je bod (%,;) bodem lokalniho maxima a pro ¢ < 0 je bod

(‘f,%) bodem lokalniho minima funkce extrém nema bod (0,0) je lokalnim minimem globalni max-
) (3 b 1), (b-43) 5 (4 -4,-), elobaint minima: (3,3,-), (-3,3,4), (b-b 1) a (-1,-13)

(1
ima: (Z,

N=
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pro A := 1/V2e jsou body (A,A) a (=A,—A) lokalnimi minimy a body (A,—A) a (—A,A) lokalnimi maximy (1/2,1/2)
globalni minimum a (1,1) globalni maximum W( 3+ V6,-3 + V6) lokalni maximum a (-3 — V6,-3 — V6) lokalni min-
imum | 1485 149] 7[150] nav [151] 2 ]152\ In(4) - 3 U, f(xy)) - 4+z 2 L@ fo1) =
4-1 -, tedy R)fflf(x,y)d(x,y) =4. ’ 154‘ 610[123 157‘ \/_(p+q) f fzj 1f(x y)d(x Y)

nebo [ [t oy [ [7, ey avar [169] 2222 (160 [° [V sy oo [161 ] om
£V fa xy>!163 ’164\ff‘” xy)d(xy>+foﬂ_f<xy>dxy>Zab(g—%)
3<N 1)[167] (41,4168 mb!169\ N ~1a, %) ‘1) 174]
© -1 ’176 177 = (5 + )dt(uf,éii) = aba@(sm«mcos«p))“(%% zee)
1180]: ’181\ 54+11nQ) 182\ Labe 183‘—na5bnabv(ﬁ— 1)+2 2rabe| 185 |1n@) - In@) + 2
-m!187\m ’188‘mbvl+mz)2ne*’(1+r2)’190 191\71(1_9_#)]192\ 3/2119 |
164 v2 - 1) | 194 | 2060 195 | 1720 196 | 172 | 197 (0,0, 2) 22 - 8)| 199 ] 262 [ 200 | ate
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mum (5, 2)%+;—Zg§7+hg§;;+égg —OAz(l,l _1 Yo (=1 (n+ Dy, O = Rx(~1 1)
maxima (1,2 V2, +4), minima (—=1,-2 V2, +4), Ran(f) = (-9,9) f(x,y,2) = Xij jj; maximum (3,1), na elipse
£+ £ =1 jsou minima Sin?(9)24 + L5 EL 4 IOY FLy or ) of _ anGd) of maximum (1t/8, 71/8), minimum
(371/8,37/8) 2y =2-FE-D-Ly-1)a £5@ = 2. gradf(0) = (0,4), ale totalni diferencial neexistuje
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extrému 16 — 4dx — 2dz + dx® — 8dy? + 3dz* + dvdz | 208 | Ran(f) = (0,1) | 270 | (mené strme) arctg(2) < 2 | 271
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