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Znaceni

Symbol Vyznam
N mnoZina pfirozenych &isel
Q mnozina racionalnich ¢isel
V4 mnozina celych ¢isel
R mnoZina redlnych ¢isel
C mnoZina komplexnich ¢isel
R’ mnozina uspofddanych r—tic redlnych ¢isel
R* mnoZina kladnych redlnych éisel
R® R® = R* U {0, +o0}
R~ mnozina zdpornych redlnych ¢&isel
Xo XU {0}, kde X je libovolna ¢iselnd mnozina
R* R U {—00, 00}
E r—rozmérny euklidovsky prostor
n {meN : m<n
n meNy: m<n)
A,B,C mnoziny
A,B,C matice
A, B,C vektorové prostory
;l\, E, E operatory
A, B,€C soustavy mnoZzin
¢"(G) ttida vSech funkci, jeZ maji na oblasti G spojité derivace az do fadu n
¢(G) ttida vSech funkci, jeZ maji na oblasti G spojité derivace vSech rada
(), f(x), " (x) prvni, druhd, tfeti derivace funkce f(x) podle proménné x
£ (x) n—ta derivace funkce f(x) podle proménné x
), f(t) prvni, druha derivace funkce f(t) podle proménné ¢
% n—ta derivace funkce f(¢) podle proménné ¢
d" f,(h) n—ty totdlnf diferencial funkce f(x) : R— Rvbodéa € R
ar fﬁ(ﬁ) n—ty totalni diferenciél funkce f(¥) : R" — Rvbodé 7 e R’
U(x), U:(x) okoli bodu x
U (x), U (x) redukované okoli bodu x
U,N sjednoceni a priinik mnozin
(e podmnozina a vlastni podmnozina mnoziny
A symetricky doplriek mnoZzin
Dom(f) defini¢ni obor funkce f(x)
Ran(f) obor hodnot funkce f(x)
f(A) obraz mnoziny A pfi zobrazeni f(x)
1A vzor mnoziny A pfi zobrazeni f(x)
Ja0)) vzor jednoprvkové mnoziny {a} p¥i zobrazeni f(x)




Symbol Vyznam
~ ptiblizné
oc ameérné
~ ekvivalence mnoZin ¢&i funkei
A°,A vnitfek, resp. uzavér mnoziny A
bd(A) hranice mnoziny A
der(A) derivace mnoziny A

gT = (blle/'”/bi')

tadkovy vektor nebo bod prostoru R”

sloupcovy vektor nebo bod prostoru R’

by k—ty vektor posloupnosti (EH)ZO=1
by, {—ta slozka vektoru l;k
A prvek matice A v i—tém fadku a j—tém sloupci
A j—ty sloupec matice A
Al i—ty fadek matice A
AT matice transponovand k matici A
AT komplexné sdruZend matice k matici A
Af = (AT hermitovsky sdruzend matice k matici A
I jednotkova (Croneckerova) matice
bij prvek Croneckerovy matice
det(A) determinant matice A
h(A) hodnost matice A
diag(x1,x2,...,%;) diagondlni matice s prvky x1, x, ..., x, na hlavni diagonéle
& = (31,52, .,eﬁ) standardni baze v R, tj. e;, = 0;;
ar komplexné sdruZené ¢islo k ¢islu a
Lx] dolni cela ¢ast ¢isla x
[x] horni celé ¢ést ¢isla x
o symbol vymezeny pro obor konvergence
R symbol vymezeny pro polomér konvergence
C symbol vymezeny pro libovolnou redlnou konstantu (zejména integracni)
x = f(x,B) funkce proménné x s parametrem f
sgn(x) funkce signum
O(x) jednorozmérna Heavisideova funkce
o) vicerozmérna Heavisideova funkce
[%1, %, ..., %4 linedrni obal souboru vektort
deg(p) stupeni polynomu ¢
g(x) >0 pozitivni definitnost kvadratické formy
g(¥) >0 pozitivni semidefinitnost kvadratické formy
g(x) <0 negativni definitnost kvadratické formy
q(x) 20 negativni semidefinitnost kvadratické formy
g(x) <> 0 indefinitnost kvadratické formy




Symbol

Vyznam

card(X) kardinalni ¢&islo, resp. mohutnost mnoziny
No mohutnost mnoziny pfirozenych ¢isel
Ny mohutnost mnoZiny realnych ¢isel
D5 @ bodové konvergence funkéni posloupnosti na mnoziné M
Fu(@) % (@) stejnomérnd konvergence funkéni posloupnosti na mnoziné M
fu(®) — f(X) konvergence podle normy
limnorm,_,e f(¥) limita vzhledem ke konvergenci podle normy
(1] norma vektoru ¥
(A skaldrni souéin vektort ¥ a i
My Lebesgueova o—algebra
ur(X) Lebesgueova r—dimenzionalni mira
M) klasicka Lebesgueova o—algebra
A (X) klasickéd Lebesgueova r—dimenziondlni mira
Ay tfida vSech y—meéfitelnych funkci
L*(E, u) tfida v8ech funkci, jez maji integrél (.2) fE g(x) du(x)
Z(E, u) ttida vSech lebesgueovsky integrabilnich funkci pfes mnozinu E p¥i mife p(x)
Z, zékladni systém funkci
Z; rozsifeny systém funkci
Z)(G) tifda funkci, pro né je integral () [ |f(D)I d koneény
2(G) tfida kvadraticky integrabilnich funkci
2,(G) tiida funkci, pro né je integrdl () [_|f(D) d koneény
L(G) tfida faktorovych funkci, jeZ jsou lebesgueovsky integrovatelné na mnoziné G
L(G) ttida kvadraticky integrabilnich faktorovych funkci
L,(G) tiida faktorovych funkci, pro néz je integral (%) j(; |f (X)IF ¥ konelny
]L;,w)(G) tiida faktorovych funkci, pro néz je integral (%) fG If (D)Pw(¥) dX koneény
xc(®) charakteristicka funkce mnoziny G C E’




PREDMLUVA
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(mnohdy intuitivni) pojmy a vystavét pokud moZno bezespornou axiomatickou teorii takovych zobecnéni. Ana-
logickymi postupy byly jiz dfive vybudovéany napft. teorie skaldrnich soucinti v prehilbertovskych prostorech,
norem v prostorech normovanych & metrik v obecnych metrickych prostorech. Ulohou téchto skript je vystavét
obecnou a ucelenou teorii, jeZ rozsifuje vagné zavedené pojmy délky, obsahu ¢i objemu v kone¢né-dimenziondlnich
vatendctého stoleti a na zacatku stoleti dvacatého. Mezi pfedni osobnosti, které se na jejim rozvoji velkou mérou
podileli, je nutno zahrnout tfi Francouze Emila Borela (1871-1956), Henriho Lebesguea (1875-1941) a Maurice
Frécheta (1878-1973), ale také napt. Raku$ana Johanna Radona (1887-1956) nebo Itala Guida Fubiniho (1879-1943).
Abstraktni teorii miry se velice ispéSné podaftilo odstranit celou fadu technickych problémi, pfed kterymi ma-
tematika zminéné doby stdla. To umozZnilo také rozvoj disciplin, které na teorii miry bezprostiedné navazuji.
Jedna se pfedevsim o teorii abstrakintho integraluy, tj. integralu s ohledem na Lebesgueovu miru vybudovanou
ne nutné na euklidovskych prostorech. V porovnani se svym pfedchiidcem (Riemannovym integralem) koncept
Lebesgueova integralu podstatné rozsifil integra¢ni moznosti a vyznamné zjednodusil metodiku integraci.

Nahlédnéme tedy spole¢né do tajh teorie miry a abstraktniho integrdlu a pokusme se rozkryt, jakymi postupy
bylo takového pokroku v matematické analyze funkce vice proménnych docileno. K tomu, jak doufdm, ndm bude
ndpomocen nésledujici text.

Podékovini: Dovolte mi, abych pred samotnym zahdjenim odborniich pojedndni podékoval tém, kteti mi s p¥ipravou
textu vijrazné pomohli. Je to v proni fadé kolega ing. Tomds Hobza, Ph.D., ktery svolil s lektorovdnim téchto skript. Svymi
pripominkami a korekturami prispél k odstranéni celé vady chyb a nesrovnalosti a k celkovému vylepSeni textové Cdsti.
Didle bych rdd podékoval posluchaciim Viktorovi Kocurovi, Vojtéchovi Stranskému a Jaroslavé Ryplové, kteti celé skriptum

vvvvvv
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Kapitola 1

Obecné vlastnosti mnozinovych soustav

Budovéni miry neni zcela jisté bandlni matematickou procedurou. Ucelena koncepce mnoZinové miry vétsinou
vyzaduje vytvafeni mér v navazujicich krocich, tj. pfendsenim mér z uzsich mnozinovych soustav na soustavy $irs
s tim, Ze je nezbytné zachovat kontinuitu miry. Z tohoto dtvodu je zdsadni chapat miru jako mnozinovou funkci,
kterd na svém defini¢nim oboru, ktery je pfedstavovan urcitou soustavou mnoZzin, napltiuje sadu jistych axiom.
Axiomatickd vystavba miry ma mnoho nepfehlédnutelnych vyhod, které plné docenime az béhem ndsledujicich
kapitol. V tivodni kapitole se nejprve sezndmime se zdkladnimi vizemi celého tématu.

1.1 Vychozi terminologie

JelikoZ bude mira v budoucich kapitolach zavedena jako specidlni pfipad mnozinové funkce, je tfeba nejprve
podrobnéji prozkoumat vlastnostijejtho defini¢ntho oboru. A tim budou mnoziny, jejimiz prvky jsou opét mnoZiny.

1.1.1 Umluva

Pro pfehlednost budeme ozna¢ovat mnoZiny mnoZzin radéji terminem soustavy mnoZin a budeme je znacit psacimi
symboly 7, B,%, ...

1.1.2 Definice

Necht' . je neprdzdnd soustava mnozin. Rekneme, Ze soustava 7 je aditivni, jestlize pro kazdé X,Y € & plati
X UY € &/. Rekneme, Ze soustava & je konecné aditivni, jestlize pro kazdé Xi, X, ..., Xy, € o7 plati UL, Xk € o .

1.1.3 Véta
Soustava mnoZin je aditivni pravé tehdy, kdyZ je kone¢né aditivni.
Diikaz:

e je-li (Ay);L, libovolnd konetnd posloupnost mnozin v aditivni soustavé o7, pak jisté plati, ze A; U A; € o/

indukénim pfedpokladem prvni ¢asti diikazu je tedy skute¢nost, Ze Uf;:lAk €/, kdel <m

jelikoz US_ Ax a Agyq jsou dvé mnoziny z o7 a <7 je aditivni, plati zfejmé, Ze také US*1 Ay € 7, coZ vzhledem
k libovolnosti posloupnosti (A;)™ . prokazuje kone¢nou aditivitu soustavy &/
p p k=1 P ) y

necht’ jsou naopak dany dvé mnoziny X, Y z kone¢né aditivni soustavy .o/

polozime-li A; = X, A, = Y, m = 2 a uZijeme-li definici kone¢né aditivity, dostdvame, Ze XU Y = UI%:lAk € o,
coz prokazuje druhou implikaci v dokazované ekvivalenci

1.1.4 Umluva

Z ohledem na platnost véty 1.1.3 nebudeme jiz déle termin konecnd aditivita soustavy mnoZin uzivat. Nahradime ho
pojmem aditivita soustavy mnoZin.
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1.1.5 Definice

Necht 7 je neprazdnd soustava mnozin. Rekneme, Ze <7 je mnoZinovym okruhem, jestlize < je aditivni a pro kazdé
A,Be o plati A\Be «.

1.1.6 Piiklad

Ptikladem aditivni soustavy, jeZ nenf okruhem, je soustava Z = {X C R : X = X°} vSech otevienych mnozin v R.
Zatimco sjednocenim dvou otevienych mnoZin je zjevné oteviend mnozina, coz dokldd4 aditivitu soustavy, neni
2 uzaviend na rozdily. To 1ze lehce demonstrovat na pfikladé mnozin (0,4), (3,4), které obé do Z patii, zatimco
jejich rozdil (0,4)\ (3,4) = (0, 3) ne. Jako piiklad okruhu muZze poslouZit soustava # = {X ¢ N : card(X) < No}. Tato
soustava vSech kone¢nych podmnoZin mnoZiny pfirozenych ¢isel je uzavfend jak na sjednoceni, tak na rozdily.
Podobné také soustava &/ = {X C R: X C (0,5)} je okruhem.

1.1.7 Definice

Necht' 7 je neprazdnd soustava mnozin. Existuje-li v &/ mnozina E € & takova, Ze pro kazdou mnoZinu X € &/
plati inkluze X C E, nazveme kazdou takovou mnozinu E prezidentem soustavy <7 .

1.1.8 Lemma

Ma-li soustava prezidenta, pak je uréen jednoznacné.

1.1.9 Definice

Necht' 7 je neprazdnd soustava mnozin. Rekneme, Ze <7 je mnoZinovou algebrou, jestliZe je o7 okruhem a existuje
v ném prezident.

1.1.10 Piiklad

Vybirdme-li ze soustav prezentovanych v pfikladé 1.1.6 ty, jeZ napliuji definici algebry, zbyva pouze soustava <7,
ktera je jak okruhem, tak také obsahuje prezidenta. Tim je v &/ mnozina (0, 5). Soustava % sice definici okruhu
naplnuje také, ale nelze v ni nalézt prezidenta.

1.1.11 Véta
Necht' &/ je mnozinovy okruh. Pak pro kazdé dvé mnoziny X,Y € o/ plati XNY € &7.

Diikaz:

zvolme libovolné X, Y € &/

vzhledem k tomu, Ze & je aditivni, platf odtud, Ze XU Y € &/

snadno nahlédneme, Ze pro jakékoli dvé mnoziny X, Y plati rovnost

XNY=(XUY)\((X\Y)U(¥\X) (1.1)

jelikoz do okruhu & patii rozdil kazdych dvou mnozin z <7, plyne z rovnosti (1.1) dokazovana vlastnost

1.1.12 Definice

Potenci mnoZiny X nazyvéme soustavu viech podmnoZin mnoZiny X a zna¢ime ji 2X. Plati tedy 2X = {Y : Y c X}.

1.1.13 Definice

Rekneme, Ze neprazdnd soustava mnozin .7 je disjunktni, jestlize pro kazdé A, B € o7 (A # B) plati, 2e ANB = 0.
Oznacime-li E sjednoceni vSech mnoZin takové disjunktni soustavy, fikime, Ze E je disjunktnim sjednocenim soustavy.
Tuto vlastnost zapisujeme symbolickym zdpisem E = Wy,e A, popt. krdtce E = WA;.

8
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1.1.14 Poznamka

Pro analogické znaceni disjunktnich sjednoceni nahlédnéte do definic 9.1.3, resp. 9.1.4.

1.1.15 Piiklad

Uved'me nyni nékteré jednoduché zastupce vyse zavedenych soustav.

e Soustava & = {{1}, {2}} neni aditivni.

Soustava & = {{1}, {2},11, 2}} je aditivni, ale neni okruhem.

Soustava &7 = {(Z), {o}, {0}, {o, o}} je okruhem i algebrou.

Soustava & = {X CZ: card(X) < No} je okruhem, ale neni algebrou.

e Pro mnozinu X = {1, 2, 3} je potenci soustava 2X = {(D, {1},{2},{3},1{1,2},{1,3},{2,3},{1, 2, 3}}, kterd je navic také
algebrou.

1.1.16 Definice

Necht .7 je neprazdna soustava mnozin. Rekneme, Ze o7 je o—aditivni (spodetné aditioni), jestlize pro libovolnou
posloupnost mnozin (A,);”,, kde A, € & prokazdén € N, plati U}? | A, € 7.

1
1.1.17 Véta
Kazda o—aditivni soustava je aditivni.

Diikaz:

necht’ (A,))", je libovolna posloupnost (ne nutné rtznych) mnozin ze o—aditivni soustavy </

e pro k > m poloZme Ay := Ay

to 1ze provést, nebot’ <7 je podle definice 1.1.16 neprazdna

pak (Ay);”, je nekonecné posloupnost, pro niz ze o—aditivity soustavy o/ plati U™ | A, € o/

jelikoz ale U | A, = U;_; A, € &7, je aditivita prokdzéna

1.1.18 Piiklad

Soustava & = {X ={a,1): 0<a< 1} je aditivni, ale neni o—aditivni, nebot’ Up, <Iﬁ,l) = (0,1) ¢ A. Naproti
tomu soustava 2 = {X C R : X = X°} vSech otevfenych mnoZzin v R je aditivni i o—aditivni, nebot’ spofetnym
sjednocenim otevienych mnozin je podle lemmatu 6.7.15 ve skriptech [5] opét mnoZina oteviena.

1.1.19 Definice

Je-li mnozinovy okruh o—aditivni soustavou, nazyvame ho o—okruhem. Je-li mnozinova algebra navic o—aditivni,
nazyvame ji o—algebrou.

1.1.20 Lemma

Kazd4 potence je algebrou i c—algebrou.

1.1.21 Definice

Necht' 7 je soustava mnozin. Okruh % > &, pro ktery navic plati, Ze je-li € O & také okruh, pak # C ¢, nazveme
minimdlnim okruhem generovanym soustavou .27
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1.1.22 Véta — véta o minimdlnim okruhu

Pro kazdou soustavu mnoZzin 7 existuje pravé jeden minimdlni okruh generovany soustavou &
e poloZzme E = U{A; : Ay € &/}
e E tedy pfedstavuje sjednoceni vSech mnozin z &/

e potence 2F je podle lemmatu 1.1.20 o—algebrou a navic plati vztah o7 c 2F

e jelikoZ jsme nalezli alespori jeden o—okruh, ktery je nad 7, 1ze tvrdit, Ze soustava 3 vSech okruh, jeZ jsou
nad soustavou <7, je neprdzdnd

e nyni vyuZijeme tvrzeni, Ze prinik neprazdné soustavy okruhti je opét okruh (viz cviceni 8.12)
e polozme & = {0y : Oy € 3}

e jde tedy o prinik vSech okruhti 0, jez jsou zahrnuty v soustavé soustav 2

e podle tvrzeni ze cviceni 8.12 je # okruhem

e zbyva ukazat, Ze jde o okruh minimaélni

e vezméme tedy okruh ¢, pro ktery plati &/ C ¢

e ziejmé (¥ N2E) e 2

e vzhledem k definici soustavy £ plati vztah % c (% N 2F)

jelikoz ale (¢ N 2F) c €, plyne odsud, ze # C ¢

tim je diikaz dokoncen

1.1.23 Definice

Necht’ &7 je soustava mnozin. o—okruh % O &7, pro ktery navic plati, Ze je-li ¢ O &/ také o—okruh, pak % C ¥,
nazveme minimdlnim c—okruhem generovanym soustavou </ nebo nékdy téz borelovskym uzdvérem soustavy 7.
1.1.24 Véta - véta o borelovském uzdvéru

Pro kaZdou soustavu mnoZin &/ existuje pravé jeden borelovsky uzavér generovany soustavou .<7.
Diikaz:

e dokazuje se analogicky jako véta 1.1.22

1.1.25 Definice

Rekneme, 7e neprézdna soustava mnoZin <7 je polookruhem, spltiuje-li ndsledujici axiomy:
o (uzavienost na primiky): X,Ye o/ = XNY e,

o (separabilita mnoZinového rozdilu): pro kazdé dvé mnoziny X, Y € &/ existuje kone¢nd disjunktni posloupnost
(Cy)_, takovd, Ze Cy € o7 prokazdékenma X\ Y = w_ C.

1.1.26 Priklad

Méli bychom rozhodnout, zda soustava mnozin &/ = {(Z),{l}, {2}, {3}, {4},{1,2, 3,4}} je polookruhem. S kazdymi
dvéma mnoZzinami v .7 by mél do 7 patfit i jejich prinik, coZ je zjevné splnéno. Dale by pro kazdé dvé mnoZiny
A,B € &/ mély existovat disjunkini mnoziny Cy,Cy,...,C, € & tak, Ze rozdil mnozin A \ B Ize vyjadfit jako
sjednoceni mnozin C;. Tedy napf. {1,2,3,4} \ {3} = {1} W {2} W {4}. Tedy </ je polookruhem. Navic minimalnim

okruhem generovanym soustavou &7 je soustava % = 21234,

10
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1.1.27 Véta
Kazdy okruh je polookruhem.
Diikaz:
e necht je tedy </ okruh, ktery je jiZ z definice neprazdny

e separabilita mnozinového rozdilu v soustavé & je splnéna trivialné, nebot’ pro libovolné dvé mnoziny
X,Y € o/ musi z definice okruhu platit, Ze X \ Y € &

lzetedy volitn =1aC; = X\Y

odtud bandlné: X\ Y = &, _ Gy

e uzavienost na priniky je prokdzana ve vété 1.1.11

1.1.28 Véta — o konstrukci minimdlniho okruhu

Minimdlnim okruhem % generovanym polookruhem %7 je pravé soustava vSech kone¢nych disjunktnich sjedno-
ceni mnoZin z /.

Diikaz:

necht’ 4 je soustava vSech koneénych disjunktnich sjednoceni mnozin z </

e dokdzeme, Ze % je okruh

necht tedy X, Y € #

podle zavedeni soustavy % jisté existuji A;, B; € </ tak, Ze

n
A, Y=+ B]'
=1

X =

NG

.

dokazujeme nyni, Ze i prinik X N Y patii do #

- zjevneé plati (po aplikaci de Morganovych vzorcti)

XnY:[@Ai ﬂ
i=1

- jelikoZ vSechny mnozZiny A; N B; jsou jisté z polookruhu .7, jejich kone¢né disjunktni sjednocent je také
v soustavé # (podle konstrukce soustavy %)

=

n m
+ B]‘ = |+ +(A,'ﬁBj)

j=1 i=1 j=1

e nyni dokdZeme, Ze i sjednoceni X U Y patfi do #

- necht nejprve XNY =0
- paki v8echny A;, B; museji byt disjunktni
— dale zjevné plati

XWY =

)

n
+ B]'
j=1
- jelikoz A;, Bj € <7, plyne odtud, Ze X WY € #

- stejné tvrzeni pro obecné sjednoceni X U Y dokdZeme na tplny zavér ditkazu
e pokusme se ukazat, Ze rozdil X \ Y patii také do #

— jednoduse prokazeme sadu rovnosti

X\Y =

11



KAPITOLA 1. OBECNE VLASTNOSTI MNOZINOVYCH SOUSTAV

- uZzijeme-li nyni opét de Morganovych vzorcti, ziskdme rovnost

m

X\Y =4

i=1

n

(Ai \ B))

j=1

- existuji zjevné Dy € & tak, ze A; \ B, = Lﬂzlek

- a tudiz A; \ B; zfejmé patfi do % a potaZmo také prinik ﬂ;.’:l(Ai \ B)) patii do # podle prvniho bodu
diikazu

— ozna¢me C; = ”7:1(141' \ B))

- ziejmé C; C A;, a proto jsou vSechna C; disjunktni (nebot’ A; jsou disjunktni) a Ize na né aplikovat
druhou ¢ast dikazu

- odtud

Hc=x\vez

i=1
e dokdzeme, ze X UY € Z pro obecné (tedy jiZ ne pouze disjunktni) mnoziny

— uZijeme rovnosti XUY = X ¥ (Y \ X)
- mnoziny X a Y \ X jsou jiz ale disjunktni, tudiz pro né plati prvni ¢ast diikazu
- atedy

XUY=Xu(Y\X)e#

e to, Ze okruh & je skute¢né okruhem minimalnim, je jasné, nebot’ kdyby tomu tak nebylo, pak by do uzsiho
okruhu nemohlo patfit nékteré z disjunktnich sjednoceni mnozin z .27, coz je zjevny spor

1.2 Borelovské mnozZiny

V této sekci se budeme vénovat pojmu borelovské mnoziny, ktery je stéZejnim pojmem zejména pro axiomatickou
vystavbu teorie pravdépodobnosti.

1.2.1 Definice

Necht' je dan metricky prostor {R’, g} s metrikou g. Necht' Z je soustava vSech otevienych mnozin z {R’, o} a ¥’
je jeji borelovsky uzavér. Pak borelovskyjmi mnoZinami z metrického prostoru {R’, g} nazyvdme vSechny mnoziny ze
soustavy Z’.

1.2.2 Véta

Necht' je dan metricky prostor {R’, g} s metrikou p. Soustava & vSech otevienych mnoZzin z {R", g} je aditivni i
o—aditivni, ma prezidenta, ale neni okruhem, polookruhem, algebrou ani o—algebrou. Navic je také soustava &
uzaviend na kone¢né priiniky.

Diikaz:

o Castdokazovaného tvrzeni vyplyvd z vét6.7.11 - 6.7.15 ze skript [5], kde je mimo jiné dokdzano, Ze sjednocent
a prunik kone¢ného poctu otevienych mnozin je mnozina oteviend a navic, Ze sjednoceni spocetného poctu
otevfenych mnoZin je mnozina oteviend

e soustava Z neni okruhem, nebot’ napf. rozdil mnozin A = (-1,1) x (-1,1) a B = (0,1) X (-1, 1), ktery je
reprezentovdn mnozinou C = (-1, 0) X (-1, 1) nenf otevfenou mnozinou, a D tedy neni uzavfena na rozdily

e proto také nemtiZe jit o algebru

e mnoZinu C z pfedeslé tivahy vSak nelze nakombinovat ani jako kone¢né sjednoceni otevifenych mnozin, coz
znaci, Ze 4 neni ani polookruhem
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1.2. BORELOVSKE MNOZINY

1.2.3 Poznamka

Vv

K tomu upotiebime nésledujici dvé definice.

1.2.4 Definice

Necht E # 0 a o/ c 2E. Pro soustavu &/ budeme symboly [«/],, [¢/]s, resp. [¢/]5; rozumét soustavu vSech
spocetnych sjednoceni mnozin z <7, soustavu vSech spocetnych prinikit mnozin z &7, resp. [ Jss := [[#]s]o.
1.2.5 Definice

Necht je ddna mnozina E # 0. Necht' m € N nebo m = Ny. Transfinitni posloupnosti ¥adu m rozumime posloupnost
(%)}, definovanou rekurentné takto: % je soustava vSech otevienych podmnozin mnoziny E. Pro € € 11 klademe
Be = [Br-1lss. Pt varianté m = Ny klademe %y, := Upe, %Be. Vrcholem transfinitni posloupnosti pak rozumime
soustavu %,,.

1.2.6 Véta — o konstrukci borelovského uzdoéru

Necht' Z je soustava vsech otevienych mnoZzin v E’. Pak jejim borelovskym uzavérem 2’ je pravé vrchol %y,
transfinitni posloupnosti generované mnozinou E’, resp. soustavou %, = Z.

Bez ditkazu.

1.2.7 Véta

Necht' 2’ je borelovsky uzavér soustavy vSech otevienych mnozin v R. Pak 2’ obsahuje vsechny oteviené a uza-
viené mnoziny, véechny kone¢néprvkové i spocetnéprvkové mnoziny a véechny (omezené i neomezené) intervaly
v R.

Diikaz:

e jiz z definice borelovského uzavéru plyne, Ze ¥ C ¥’, a tedy kazda oteviend mnozina zaroven patfi také do
soustavy 2’

e je-li X C R uzavfend, pak Y = R\X je oteviend, a proto Y € &’

e jelikoz X = R\Y, mnoziny Y,R € 2" a 2’ je okruh (dokonce o—okruh), musi X jakoZto rozdil dvou mnozin
z 9’ rovnéz patfit do &’

e oznaéme X = {gq}, kde g € R je zvoleno pevné

e protoze (4,9 +1),(q,.9+1) € 2" a X = (3,9 + 1)\(g,9 + 1), plyne z uzavienosti 2’ na rozdily, Ze kazda
jednoprvkova mnozina do 2’ patfit musi

e protoZe lze ale kazdou spocetnéprvkovou mnozinu zapsat jako disjunkini sjednoceni jednoprvkovych
mnozin, a protoZe ¥’ je o—aditivni, je zfejmé, Ze také spoc¢etnéprvkové mnoziny do 2’ patii

e kombinaci pfedesléholze tvrzeni o p¥indleZzitosti do tfidy 2’ dokazat také pro vsechny (omezené ineomezené)
intervaly v R

1.2.8 Lemma

Necht 2’ je borelovsky uzadvér soustavy vSech otevienych mnozin v E’. Pak 2’ obsahuje vSechny oteviené
a uzaviené mnoziny, vSechny kone¢néprvkové i spocetnéprvkové mnoziny a vSechny (omezené i neomezené)
intervaly v E'.
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Kapitola 2

Mira jako mnozinova funkce

Jak uz bylo pfedeslano, mira bude specialni variantou tzv. mnoZinové funkce, kterd mnozindm pfifazuje prvky
z ¢iselné mnoziny R* := R U {—o0, co}. Zkoumadni vlastnosti mnozinovych funkei v tivodnich partiich textu nds
pfirozenou cestou pfivede k axiomatické formulaci pojmu mira, coZ je hlavnim cilem této kapitoly.

2.1 Vlastnosti mnoZinovych funkci

definovat vychozi pojmy a vyslovovat elementarni souvislosti mezi nimi. Tim zformulujeme prvotni vychodisko
celé teorie 0 mnozinovych funkcich, které se v ndsledujicich oddilech a kapitoldch bude postupné transformovat
do ucelené teorie abstraktnich mnoZinovych mér.

2.1.1 Definice

MnoZinovou funkci nazveme jakékoliv zobrazeni do mnoziny R*, jehoZ defini¢nim oborem je vybrand soustava
mnozin &/. Tuto skutetnost budeme oznacovat symbolicky formou F(X) : &/ + R*. Redlnou mnoZinovou funkct
nazveme kazdé takové zobrazeni, pro néz Ran(F) C R.

2.1.2 Poznamka

Na tomto misté upozoriiujeme, Ze symbol F(X) méa tedy dvoji vyznam. Jednak reprezentuje mnozinovou funkci
jakoZto zobrazeni ze soustavy mnoZin do ¢iselné mnoZiny, ale ve druhé interpretaci reprezentuje hodnotu mnozi-
nové funkce F(X) pro konkrétni mnozinu X € Dom(F). Z kontextu ale bude vzdy jasné, o kterou interpretaci se
bude jednat.

2.1.3 Definice

Rekneme, Ze mnozinova funkce F(X) : &/ +— R* je na soustavé o7 aditivni, jestlize pro libovolné dvé mnoziny
X,Yed ,prokteréplati XNY =0aXwY e o/, je (XWY) = F(X) + F(Y).

2.1.4 Priklad
Ackoliv napf. sama soustava .7/ = {(Z), {1},12,3}, 15,6, 7}} nen{ aditivni, mnozinova funkce F(X), pro niZ definujeme
F(0) := 0, F({1}) := 5, F({2,3}) := 10, F({5,6,7)) = 211,

na ni aditivni je! Pozor tedy na spravné (nepovrchni) pochopeni definice 2.1.3.

2.1.5 Definice

Rekneme, Ze mnoZinové funkce F(X) : &/ — R* je na soustavé 7 konecné aditivni, jestlize pro libovolnou kone¢nou
disjunktni posloupnost (X,,)™ , takovou, Ze X,, € & pro vSechny indexy n € 1, pro niZz navic X = W;_; X, € &7, je
F(X) = Lo F(Xa).
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KAPITOLA 2. MIRA JAKO MNOZINOVA FUNKCE

2.1.6 Véta

Je-li mnozinova funkce F(X) : &/ — R* kone¢né aditivni na &7, pak je na </ také aditivni.

Diikaz:
e zvolme nejprve X, Y € o tak,aby XNY =0aZ=XWY € &/
e polozime-li v definici 2.1.5 X = X, X, = Y am = 2, je zfejmé, ze F(Z) = ¥, F(X,,) = F(X) + F(Y)

o z konelné aditivity tudiz pfimo vyplyva aditivita

2.1.7 Véta

Aditivita a kone¢nd aditivita mnozinové funkce F(X) : &/ — R* jsou na aditivni soustavé ekvivalentni.

Diikaz:
e prvni ¢ast dlikazu vyplyne bezprostfedné z predchézejici véty

e je-li nyni F(X) aditivni mnozinova funkce a jsou-li disjunktni mnoziny Xj, Xy, ..., X, € & zvoleny tak, aby
X = W,_; X, € o, plyne z aditivity soustavy &7, ze X1 W X; € o, X1 W Xo W X3 € &7, atd.

e pro mnoziny X, Xp, X1 W X jsou naplnény piedpoklady definice 2.1.4, a tudiz F(X; W X5) = F(X1) + F(X2)

o jelikoznyni X; WX, € &7, X3 € o7 a X3 WX, W X3 € o7, jsou opét naplnény pfedpoklady definice 2.1.4, a proto
F(X1w X, W X3) = F(Xq W Xp) + F(X3)

e analogicky: F(X; W Xp W -+ & X,,,) = Y'0'; F(X,,), coz kompletuje dikaz kone¢né aditivity

2.1.8 Véta

Necht' F(X) je aditivni mnoZinova funkce na soustavé </ a necht’ 0 € &7. Je-li F(0) € R, je F(0) = 0. Je-li F(0) = +oo,
je F(X) na &/ konstantni.

o jelikoz plati @ = @ w 0, musi pro aditivni mnozinovou funkci platit F(0) = F(0) + F(0)

o je-li F(0) € R, pak nutné F(®) = 0

e pokud F(P) = oo, vezméme libovolnou mnozinu A € </

e plati A = Aw0, atedy F(A) = F(A) + o

e aby tato rovnost mohla byt spInéna, musi byt F(A) = co pro jakoukoli mnozinu A € &/

e analogicky pro F(0) = —co

219 Véta
Necht' F(X) : # +— R* je aditivni mnoZzinova funkce na okruhu . Pak pro libovolné mnoziny X, Y € % plati
o F(X\Y)+F(Y)=FY\X)+FX),
e F(XUY)+FXNY)=FX)+F(Y),
e je-li F(Y) € R, pak F(X\ Y) = F(Y'\ X) + F(X) — F(Y) a pokud navic Y C X, pak F(X \ Y) = F(X) — F(Y),
e je-li F(XNY)eR,pak F(XUY)=FX)+F(Y)-FXNY).
Ditkaz:

e jelikoZ pro libovolné dvé mnoziny X, Y € # plati mnozinovad rovnost X UY = X\ Y)W Y = (Y\X)w X a
z definice okruhu vyplyva, Ze jak X \ Y, tak Y'\ X, jakozi X U Y do % patfi, 1ze snadno nahlédnout, Ze

F(XUY)=FX\Y)+F(Y)=FY\X)+FX)
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2.1. VLASTNOSTI MNOZINOVYCH FUNKCI

jelikoz pro kazdou mnozinu X € % plati mnozinovd rovnost X = (X \ Y)W (X NY)ajak X\ Y, tak XNY do
2 patii, dostdvame z aditivity mnozinové funkce rovnost F(X) = F(X\ Y) + F(XNY)

analogicky také F(Y) = FY \ X) + F(XNY)
dale jisté plati rovnost F(X UY) = F(X\ Y) + F(Y \ X) + F(X NY), ke které pfi¢teme vyraz F(XNY)

odtud F(XUY)+F(XNY) =FX\Y)+F(Y\X)+2F(XNY), coz spoletné se dvéma vyse odvozenymi vztahy
davéa dokazovanou rovnost F(X U Y) + F(X NY) = F(X) + E(Y)

od jiz dokdzané rovnosti F(X \ Y) + F(Y) = F(Y' \ X) + F(X) 1ze odetist vyraz F(Y) pouze tehdy, je-li F(Y) € R
za téchto okolnosti: F(X '\ Y) = F(Y \ X) + F(X) — F(Y)

je-linavicY C X,je Y\ X = 0, a podle véty 2.1.8 tedy F(Y \ X) =0

proto F(X\ Y) = F(X) — F(Y)

je-li (X NY) € R, pak lze v rovnosti F(X UY) + F(X NY) = F(X) + F(Y) odetist vyraz F(X N'Y) a plati, ze
FXUY)=FX)+FY)-FXnY)

2.1.10 Definice

Rekneme, Ze mnozinové funkce F(X) : & + R* je na soustavé </ o—aditivni, jestlize pro libovolnou nekone¢nou
disjunktni posloupnost (X,,)> | takovou, Ze X, € o/ prokazdén € Na X = ;2; X, € o7, je

F(X) = ) F(X,).
n=1

2.1.11 Lemma

Necht' F(X) je o—aditivni mnozinova funkce definovana na soustavé & a necht' 0 € </ Je-li F(0) € R, je F(0) = 0.
Je-li F(0) = +oo, je F(X) na </ konstantni.

2.1.12 Véta

Necht' F(X) je o—aditivni mnozinova funkce na soustavé o/ a necht’ ) € o7 Pak F(X) je kone¢né aditivni na <.

Diikaz:

pro diikaz konené aditivity vezméme (X;)_; konetnou disjunktni posloupnost mnozin X; € & takovou, Ze
W Xi=1Xed

polozme X; := @ proi >n

(Xi);2, je tedy nekone¢nd disjunktni posloupnost, pro niz W2, X; = W | X; = X € &
podle lemmatu 2.1.11 je bud’ F(0) = 0 nebo F(Q) = +co

pokud F(0) = 0, plati

F(X) = F(W_, X)) = F(¥2, X)) = iF(Xi) = iF(Xz’) + i F(X;) = Zn:P(Xi) +0= iF(Xi)
pc -1 -1 =1

i=n+1

to dokazuje aditivitu pro redlné mnozinové funkce

pokud F(0) = +oo, je podle lemmatu 2.1.11 F(X) konstantni mnozinovou funkdi, tj. pro jakoukoli Z € & plati
F(Z) = 0

odsud F (LﬂleXi) = oo, ¢imZ je ditkaz uzavien
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KAPITOLA 2. MIRA JAKO MNOZINOVA FUNKCE

2.1.13 Definice
Rekneme, e mnoZinov4 funkce F(X) : / > R*jena soustavé <7 monoténni, jestlize pro véechny mnoziny X, Y € o7
plati implikace
XcY = FX)<F®Y).
2.1.14 Definice

Mnozinovou funkci F(X) : & +— R* nazveme nezdpornou na soustavé <7, jestlize pro kazdou mnozinu X € &/ plati
nerovnost F(X) > 0.

2.2 Definice miry
Nyni ze vSech mnozinovych funkci vybereme pouze ty, které budou disponovat obecnymi vlastnostmi délky;,
obsahu, objemu ¢i r—dimenziondlniho objemu. Jak pfirozené oekdvame, musi budouci mira naplniovat intuitivni

obecné vlastnosti, jakymi jsou napf. nezdpornost, monotonie ¢i aditivita. Tento p¥istup zcela logicky vytst'uje
v nasledujici axiomatické zavedeni pojmu mira.

2.2.1 Definice

Rekneme, Ze mnozinova funkce F(X) : &/ — R* je mirou na <, spltiuje-li ndsledujici axiomy:

Axiom prdzdné mnoZiny: 0 € of.

Axiom nulovosti:  F(0) = 0.

Axiom nezdpornosti: VX € & : F(X) > 0.

Axiom aditivity: VXY €/ : (XNY=0 A XUY €)= FXWY)=FX)+FY).
o Axiom monotonie: VX, Ye o/ : XCY = F(X) < F(Y).

2.2.2 Piiklad

Necht' je dana soustava mnozin
o ={0,(1),13), (41, 11,3}, (1,4), 3,4}, 1,2,3), (1,2,4), (1,3, 4), (2,3, 4}, {1,2,3,4)}

a dvé mnozinové funkce F(X), G(X) : &/ — N definované pro X € &/ predpisy

F(X) := card(X), G(X) := { max(X) ... X#0

0 o X =0,
kde symbol card(X) pfedstavuje pocet prvkti mnoziny X. Rozhodnéme nejprve o typu soustavy. Soustava &/
je zjevné aditivni, ale neni okruhem, nebot’ je sice aditivni, ale napf. rozdil mnozin {1,2,3,4} \ {1, 3,4}, ktery je
reprezentovan mnozinou {2}, do ./ nepatii. Tedy 7 nemiize byt ani algebrou. Soustava </ neni ani polookruhem,
nebot’ mnozina {1,2, 3,4} \ {1, 3,4} = {2} nemiiZe byt zapsana jako disjunktni sjednoceni mnozin z «/'. Minimalnim
okruhem generovanym soustavou % je soustava

# =/ U{{2),11,2),12,3), 2, 4)}.

MnoZinova funkce F(X) je nezdpornd (jednd se o pocet prvkil) a také zjevné aditivni, nebot’ pocet prvka dis-
junktniho sjednoceni dvou mnozin z & je roven souctu poctu prvki obou mnozin, tedy napf.

F({l}) + F({3,4}) =1+2=3= F({1,3,4}) = F({l} W {3,4}).

F(X) je také monoténni, nebot’ je-li X C Y, pak ma X ve srovndni s Y jisté méné nebo stejné prvki. Protoze ) € &/
a F(0) = 0 (nebot’ card(@) = 0), jsou splnény vSechny podminky pro to, aby F(X) mohla byt prohldsena za miru.
Naproti tomu mnoZinové funkce G(X) nespliuje poZadavek aditivity, nebot’ pro dvé disjunktni mnoziny X = {1}
a'Y = {3} zcela jisté neplati rovnost G(X ¥ Y) = G(X) + G(Y). Naopak zde plati

GXWY)=3 A GX)+G(Y)=1+3=4.
Tedy G(X) mirou byt nemiizZe.
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2.2. DEFINICE MIRY

2.2.3 Poznamka

Axiomy miry z definice 2.2.1 nejsou na nékterych soustavach nezavislé. Tj. kombinaci nékterych axiomi lze jiz
garantovat naplnéni axiomu jiného. Nékolik takovych p¥iklad®i probereme v nésledujicich vétach.

224 Véta - o zdvislosti axiomii miry na polookruhu

Necht F(X) : &/ — R* je aditivni na polookruhu <. Je-li F(X) nezdpornd, pak je také monoténni. Je-li F(X)
monoténni a F() > —oo, pak je F(X) nutné nezdporna.

e zvolme mnoziny X, Y € & tak, Ze napt. X C Y

e podle definice polookruhu existuji mnoziny Ci, C,,...,Cy, € &7 tak, Ze Y\ X = Wit Ck

o tedy Y =X (Ed;:’:lck)

e z aditivity mnoZinové funkce F(X) pak vidime, Ze F(Y) = F(X) + Y.;_; F(Cx)

e ajelikoZ z nezdpornosti vime, Ze pro vsechny k € 11 je F(Ci) > 0, je zfejmé, ze F(Y) > F(X)
e necht’ nyni naopak F(X) monoténni a F(@) > —oo

e jelikoz kazdy polookruh obsahuje prazdnou mnozinu (jak plyne pfimo z definice 1.1.25), plati podle véty
2.1.8, ze bud’ F(P) = +o0 a F(X) je konstantni, nebo F(0) = 0

e je-li ale F(X) je konstantni, pak je nutné nezaporna

e je-li F(0) = 0, pak z monotonie pfimo plyne, Ze 0 = F(0) < F(X), nebot’ pro kazdou mnozinu X € & plati, zZe
PcX

e to prokazuje nezapornost

2.2.5 Véta- o zdvislosti axiomii miry na okruhu

Aditivni a nezdpornd redlnd mnozinova funkce na neprazdném okruhu je mirou.
Diikaz:
e je-li okruh ./ neprazdny, existuje v ném jisté alespon jedna mnozina X € o/

e z definice okruhu ale musi také rozdil X\ X patfit do 7, proto je naplnén axiom prazdné mnoZziny

navic jisté F(0) = F(0) + F(0), coz pfi redlnosti miry mtiZe byt napIlnéno pouze tehdy, je-li F(#) = 0

zbyva prokazat monotonii

jelikoz je ale podle véty 1.1.27 kazdy okruh zaroven polookruhem, jsou naplnény pfedpoklady véty 2.2.4,
kterd dokazovanou monotonii garantuje

2.2.6 Definice

Necht' je ddna mira F(X) : & +— R® na soustavé «/. MnozZiny ze soustavy </ pak alternativné nazyvame
F-méfitelnymia mnoZziny, jez do &7 nendleZeji, nazyvame F-neméfitelnymi. MnoZinu X € &/ nazveme F—nulovou,
pokud F(X) = 0.

2.2.7 Definice

Necht je ddna mira F(X) : &/ — R® na soustavé <. Rekneme, Ze F(X) je redlnou mirou na <7, pokud Ran(F) c R.
Rekneme, ze F(X) je o—aditivni mirou na </, pokud je F(X) o—aditivni mnoZinovou funkci na <.
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KAPITOLA 2. MIRA JAKO MNOZINOVA FUNKCE

2.2.8 Véta

Necht' % je minimdlni okruh generovany polookruhem 7. Necht' F(X) je aditivni mnozinova funkce na <7 Necht’
F(A) > —oo pro vSechna A € /. Pak existuje pravé jedna aditivni mnoZinova funkce G(X) na okruhu % takové,
Ze G(A) = F(A) pro vSechna A € 7. Je-li F(X) redlnd, je G(X) také. Je-li F(X) nezdporn4, je G(X) nezdpornd a
monoténni. Je-li F(X) mira, je G(X) také. Je-li F(X) o—aditivni, je G(X) rovnéz.

Diikaz:

e podle véty 1.1.28 existuji pro jakoukoliv mnozinu X € # disjunktni mnoziny A; € </ tak, ze X = W’ A;

e jedina smysluplnd moznost, jak definovat G(X), je nasledujici:
G(X) := Z F(A) 2.1)
i=1

e to plyne z faktu, Ze bude-li ptisobeni funkce G(X) ztiZeno na polookruh &7, pak G(X) = F(X), a F(X) ma byt
podle predpokladti aditivni

e je nutné rozfesit otdzku, zda se G(X) nezméni, vyjadiime-li mnoZzinu X pomoci jinych mnozin C; € </
- necht’ tedy X = Lﬂ}“:lC i

— chceme ukézat, Ze za danych okolnosti plati rovnost 1.7_; F(C)) = L1 F(A)

Obréazek 2.1
Ilustra¢ni obrazek k dtikazu.
Disjunktni rozklad mnoziny X na m "vodorovnych" mnozin A, Ay, ..., Ay € &/ a
n "svislych" mnozin Cy1,Cy,...,Cy € /.

zjevné plati

A= U(A, N C]) A C] = U(Al N C])
j=1 i=1

jelikoz je < polookruh, plati A; N C; € &/
z aditivity F(X) na &/ plynou rovnosti

F(4)=Y FANC) A FC)=)Y FANC)
j=1 i=1

tedy

n

i F(A;) = i Z F(AiNC)) =
i=1 i=1 1

]

=

F(A:nCj) = ) F(C))

=1 i=1 j=1

tim je prokazana korektnost vztahu (2.1)
e nyni budeme dokazovat aditivitu
—necht X, YeZaXnNY=10

- pak vezméme X =W A;jaY = Wi,Bja odtud

GXWY)=G [Lﬂ;;lAi LJ_rJ w;"le]-] = i F(A) + i F(Bj) = G(X) + G(Y)
i=1 j=1
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2.2. DEFINICE MIRY

— soucty maji smysl, nebot’ zadné z ¢isel neni podle pfedpokladi véty rovno minus nekone¢nu

realnost a nezapornost G(X) plynou z definice (2.1) a z redlnosti a nezdpornosti vSech F(A;)
monotonie G(X) je zfejma z véty 2.2.5

odsud také ihned plyne skutecnost, Ze byla-li F(X) mirou, pak je G(X) rovnéz mirou

zbyva dokdzat o—aditivitu

- necht X, X, € ZaX =W X,
- dileX =W A; kde A; € &/ a X, = &J';"le,,]-, kde k, € N a B, € &/ (viz obrazek)

Obrazek 2.2
Tlustraéni obrazek k dtikazu.

Rozdéleni mnoZziny X na spofetné mnoho mnozin Xy, Xy, ..., X, ... € %, resp.
kone¢né mnoho mnozin A, A, ..., Ay € &/. Kazdd z mnozin X, je déle ¢lenéna
na kone¢né mnoho disjuktnich mnozin B,,1, By, ..., By, € 7.

- plati tedy
o ky
X = |+]+) By
n=1 j=1
- ziejmé téZ plati vztahy
o ky
Ai=AinX= @ E—J(Ai N By)) (2.2)
n=1 j=1
an = an NX=+|(AiN Bn]‘) (2.3)

i=1

definujeme-li G(X) := Y12, F(A;), plati ze o—aditivity mnoZinové funkce F(X) a vztahu (2.2) rovnost

m oo ky ]
G(X):Z{ ZP(AimB,,j)

i=1 | n=1 j=1

vyse uvedeny zapis 1ze dale upravit do tvaru

o k, [ m T
GX) =Y Y |Y F(AinB.)
n=1 j=1 | i=1 ]
- to spolu s rovnosti (2.3) vede na vztah
oo ky )
G(X) =Y Y F(Byj) = ) G(Xa),
n=l j=1 n=1

ktery zavrsuje dtikaz o—aditivity mnoZinové funkce G(X)
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KAPITOLA 2. MIRA JAKO MNOZINOVA FUNKCE

2.2.9 Poznamka

Podotykdme, Ze pfedpoklad F(A) > —oo je v predeslé vété dilezity, jak je patrno z nésledujiciho protipfikladu.
Uvazme soustavu &/ = {(Z), {1}, {2}} a na ni definovanou mnozinovou funkci F(X) zavedenou vztahy F(0) = 0,

F({1}) = =0 a F({2}) = c0. Okruhem % generovanym polookruhem %/ je mnozinova soustava % = {(Z), {1}, {2}, 11, 2}}.
Ovsem pro mnozinu {1, 2} by hodnota G({1, 2}) := F({1}) + F({2}) nebyla definovéna.

2.2.10 Dusledek - o pFenosu miry z polookruhu na minimdlni okruh

Necht' % je minimélni okruh generovany polookruhem 7. Necht' F(X) je (c—aditivni) mira na «/. Pak existuje
praveé jedna (c—aditivni) mira G(X) zavedena na okruhu % tak, Ze G(X) = F(X) pro vSechny mnoziny X € /.

2.2.11 Poznamka

Predesly proces tedy pfedstavuje cosi jako rozsifovani miry F(X) : &/ +— R® z polookruhu ¢/ na minimdlni okruh
2 jim generovany. Tuto novou miru véta oznacuje symbolem G(Y) : Z +— R®. Vybereme-li tedy Y € £ libovolné,
existuje podle véty 1.1.28 rozklad mnoziny Y na disjunktni mnoziny X1, Xp, ..., X, € &7 tak, ze Y = Lﬂ;("lek. Mira
mnoziny Y je pak definovéna jako G(Y) = Y., F(Xk), coZ mimo jiné garantuje fakt, Ze je-li Y € & c %, pak
G(Y) = F(Y). Navic je ale vétou 2.2.10 prokazano, Ze je-li Z1, Z5, ..., Z; € </ jiny disjunktni rozklad mnozZiny Y, pak
Yo F(Xe) = Zf-zl F(Z)). Cili na konkrétni volbé disjunkiniho rozkladu hodnota miry mnoziny Y nezéavisi.

2.2.12 Definice

Necht je ddna mira F(X) : &/ — R® na soustavé «/. Rekneme, Ze F(X) je na soustavé .7 tiplnd, jestlize pro viechny
mnoziny X € & plati implikace
FX)=0AYcX = FY)=0.

2.2.13 Poznamka

V definici 2.2.12 stoji za zdtraznéni fakt, Ze jeji znéni nepoZaduje, aby sama mnoZina Y patfila do soustavy <.
Pokud by totiz jeji pfedpoklady znély takto: X,Y € o7, F(X) = 0 a Y C X, pak by rovnost F(Y) = 0 byla spInéna
automaticky na zékladé platnosti axiomt miry. Jinymi slovy: definice 2.2.12 by mohla ekvivalentné znit také takto:

Xed NFX)=0ANYCX = Yedo.
Spravna interpretace definice tpIné miry je tedy takové, Ze méa-li néjakd mnozZina ze soustavy .2/ nulovou miru (a
je tudiZ tzv. F-nulovou mnoZzinou), pak vSechny jeji podmnoZiny do ./ patii také.
2.3 Zavedeni miry na soustavé J7;
Nyni ze vSech obecnych mér vybereme pouze specidlni pfipady mér, a to takové, jez operuji na podsoustavach
soustavy 2F. Budeme tedy budovat miry pro &iselné mnoziny. Prvnim krokem pfi budovéani miry libovolného
typu je zavedeni miry na intervalech v E”. To mtiZe byt provedeno tzv. klasicky, tj. nap¥. pfedpisem
F((a,b) x (c,d)) := (b — a)(d - ),
nebo alternativné (pfi budovéni abstraktni miry) napi. pfedpisem
F((a, by x (c,d)) := (* — a*)(d — c).
Vybudovani miry na intervalech v E" bude pfitom vychozim krokem pfi konstrukci jakéhokoli typu miry.
2.3.1 Definice
Necht' r € N. Symbolem # oznacime soustavu
I = {Q),(oq,ﬁl) X oo XAy, Br)t —00 < a < P < +00,k € f}

obsahujici prazdnou mnozinu a vsechny polouzaviené r—dimenziondlni intervaly (viz definice 9.1.13).
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2.3. ZAVEDENI MIRY NA SOUSTAVE .

2.3.2 Véta
Soustava .77, je polookruh pro kazdé r € N.
e pror = 1je dtikaz trividlni
e pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro » — 1 a dokazujme, Ze pak plati i pro dimenzi r

e dva libovolné intervaly z .77 rozepiSeme na kartézsky soucin jednorozmérné a (r — 1)-rozmérné mnozZiny

<0(1,‘B1) X <a2/ﬁ2) XX <ar1ﬁr) = Al XA
<)/1/61) X <)’21 62) XX <)/7/ 67‘) = Cl xC

Obrazek 2.3

Tlustraéni obrazek k dtikazu.

necht tedy A; = (a1,p1) a C1 = (y1,01)

pro prinik pak platf rovnost
(A1 xANECxC)=AINC)XANO),

ktera dokazuje, Ze prtnik libovolnych dvou mnozin z .77 také patii do 77

zdtvodnéni je nasledujic: jelikoz (A1 N C1) € 54 a (AN C) € J4_1, je jasné, Ze jejich kartézsky soucin patii
do

dale plati (viz pfedesly obrazek):
(A1 XA\ (C1 xC) = (A1 \Cy) XA LJ_rJ (A1NCy) X (A\CQ)
e jelikoz .74 je polookruh, plati, Ze existuji I1, I, € J4 tak, ze A1\ C1 =L W,
e protoZe predpokladame, Ze 7%_1 je také polookruh, musi existovat mnoziny D; € J#_; tak, Ze

A\C=D1wD,w---w D,

o tedy
(A1 x A)\ (C1 xC) = (L WD) x A @(Alncl)x(Dlezw-.-me):

:(leA)@(szA) @ [(41n C1)x Dy @ [(A1 1 Cr) x Dy @Lﬂ (411 C1) x D,

e v uvedené rovnosti jsou vSechna sjednoceni disjunktni, ¢imz jsme prokézali, Ze kazdy rozdil dvou mnozin
(A1 x A)\ (C1 X C) z 77 1ze zapsat jako kone¢né disjunkini sjednoceni mnozin z J¢;
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KAPITOLA 2. MIRA JAKO MNOZINOVA FUNKCE

2.3.3 Poznamka

V nasledujici vété ukdzeme, jak zavést libovolnou (tedy ne nutné klasickou) miru na soustavé 7 omezenych
polouzavienych intervali (g, b). Tento poznatek pak v dal$im textu pfeneseme do vicerozmérnych prostort, tedy
do polookruhu 7.

234 Véta

Necht' ¢(x) : R = R je redlnd neklesajici funkce, jejimz defini¢nim oborem je Dom(p) = R. Definujeme-li pro
interval (a, f) C R mnozinovou funkci pfedpisem

F((a, B)) := ¢(B) — p(a),

kde navic pro prazdnou mnoZinu klademe F(0) := 0, pak F(X) je redlna mira na 7.

o ziejmé ) € s aF(0) =0

o jelikoZ ¢(x) je redlnd, je F(X) redlnou mnozinovou funkci na 4

e nezdpornost F(X) plyne z faktu, Ze ¢(x) je neklesajici

e monotonie plyne z faktu, ze pokud (@, f) C (y,0), paky < a < <, atedy p(y) < p(a) < ¢(B) < ¢(9)

e selteme-li nerovnosti ¢(B) < @(6) a —p(a) < —¢(y), dochdzime k tvrzeni F({a, B)) < F({y, 9)), které zavriuje
dtikaz monotonie

e zbyva dokdzat aditivitu

e vezméme disjunkini mnoziny A = (o, f) a B =(y,0) z 74
e z uvedené disjunkce plyne, Ze bud’ § = y nebo 6 = a

e kdyby tomu tak nebylo, pak by AW B ¢ J4

e podotykdme, Ze mnoziny typu (0, 1) W (2,3) do .74 nepatti
e vyberme napf. variantu § =y

e druhd varianta se dokazuje naprosto totozné

e pak plati F(A W B) = F({a, 0)) = ¢(0) — ¢(a)

e také ale plati F(A) + F(B) = p(B) — () + ¢(6) — p(B)

e odsud jiz plyne rovnost F(A & B) = F(A) + F(B)

e tim je ovéfeno, Ze F(X) je mirou na polookruhu J#

2.3.5 Definice

Funkci @(x) z pfedeslé véty 2.3.4, kterd je tedy definovand na celém R a je neklesajici, nazyvame vytvorujict funkci
miry F(X) na polookruhu 4 nebo také generdtorem miry.

2.3.6 Priklad
Necht' je p(x) = 5x° vytvotujici funkef miry F(X) na 4. Uvazme mnoziny A = (0,2) a B = (1, 3). Pak plati
F(A) = ¢(2) — ¢(0) = 160 A F(B) = ¢(3) — (1) = 1215 - 5 = 1210.

Jak je patrno z vysledku, ackoliv mnoZina B vznikla pouhym posunutim mnoziny A, miry obou mnozin se znatné
lisi. Mame zde tedy piiklad miry, kterd neni tzv. invariantni viici posunuti. Snadno nahlédneme, Ze klasicka mira,
jejiz vytvorujici funkci je funkce 1(x) = x, zminénou invarianci vykazuje, nebot’ nap¥.

F(A) = ¢(2) - y¢(0) = 2 A FB)=v@) -y(1)=3-1=2.

24



2.3. ZAVEDENI MIRY NA SOUSTAVE .

2.3.7 Véta

Kazd4 redlnd mira na soustavé s md vytvorujici funkci. Dvé funkce vytvorujf tutéZ miru praveé tehdy, kdyz jejich
rozdil je konstantni funkce.

Diikaz:
e necht’ F(X) je redlnd mira na A4

e definujeme

F(0,x)) ... x>0,
QX)) =4 -F({x,0) ... x<0,
0 ... x=0

e ukdZeme, Ze ¢(x) neklesa
e k tomu vezméme x < y
e vzhledem k vySe uvedenému ¢lenéni definice funkce ¢(x) je nutno dtikaz provést pro tfi pfipady
e pro piipad, kdy x < y <0, plati, Ze
p(x) = —F((x,0)) = =F(x, y)) - F(y, 0)) = =F({x, ) + ¢(y),
z ¢ehoz diky nezdpornosti miry F(X) vyplyva nerovnost ¢(x) < ¢(y)

e analogicky (viz cviceni 8.18) se nerovnost ¢(x) < ¢(y) prokaze pro zbylé dva piipady, kdy 0 < x < y, resp.
x<0<y

e dale se snadno nahlédne, Ze ve vSech tfech pfipadech plati F({x, ¥)) = ¢(y) — ¢(x), nebot’ napf. prox <0 <y
plati rovnost

F((x, ) = F(x, 0)) + F(0, ) = —9(x) + ¢(y)
e podobné to prokdZeme na zbylych intervalech0 < x <yax <y <0
e zbyva ovéfit tvrzeni o konstantnim rozdilu dvou vytvofujicich funkci
e dejme tomu, Ze Y(x) je také vytvorujici funkce pro tutéz miru F(X)

e pak napf. pro x > 0 plati
F(0,x)) = ¢(x) = (0) = p(x) — (0)

e tedy pro vSechna nezdporné x plati 1(x) = @(x) + C, kde C = 1(0) — ¢(0) je konstanta
e totéZz plati pro zdporna x

e tim je diikaz zavrSen

pro diikladnost je vSak nutno dokoncit nékteré (zde pouze nastinéné) ¢ésti tohoto dikazu

2.3.8 Piiklad

UkéaZeme, Ze funkce ¢(x) = sgn(x) je vytvofujici funkci miry na 4, kterd ale neni o—aditivni. UvaZme proto
disjunktni rozklad intervalu

(o8]

0= k)

Jelikoz ale F({(—1,0)) = ¢(0) —p(-1) =1a _

F(<_—1, -1 )):—1+1:0,
n ' n+1

zcela jisté neni splnéna g—aditivita, nebot’ by muselo platit

RTINS o S B

n=1 n=1

coZ ale zjevné neplati.
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KAPITOLA 2. MIRA JAKO MNOZINOVA FUNKCE

2.3.9 Véta

Necht' F(X) : 7% — R je redlnd mira na 7. Pak F(X) je o—aditivni pravé tehdy, kdyZ plati nasledujici dvé tvrzeni:

1.

2.

pro kazdoumnozinu H € 7 akazdé € > 0 existuje mnozina K € . takovd, Ze H C K° anavic F(K) < F(H)+¢,

pro kazdou mnozinu H € 57 a kazdé ¢ > 0 existuje mnoZina L € s takova, Ze L c H anavic F(L) > F(H) —«.

Bez diikazu.

2.3.10 Véta

Necht' F(X) : 54 — R je mira na .7/ generovana vytvorujici funkci ¢(x). Pak F(X) je o—aditivni pravé tehdy, kdyz
@(x) je v kazdém bodé c € R spojita zleva.

Diikaz:

zvolme c € R tak, Ze ¢(x) neni v tomto bodé spojita zleva

proto existuje ¢ > 0 tak, Ze pro kazdé 6 > 0 existuje z € (c — §, c) tak, Ze |p(z) — @(c)| > ¢
protoZe funkce @(x) na R neklesd, je zfejmé, Ze p(z) < p(c) — ¢

zvolime-li x < ¢ — 6, pak nutné @(x) < p(c — ) < ¢(z) < p(c) — ¢

toto plati pro jakékoli 0 > 0, proto pro jakékoli x < ¢ musi rovnéz platit, Ze p(x) < p(c) — ¢

NS

zvolme v intervalu H = (¢ — 1,c) dvé &isla s, f tak, abyc -1 <s <t <c
pak interval L = (s, t) leZzi v {c — 1, ¢) tak, Ze dokonce Lc (c-1,c)=H
navic z faktu, Ze ¢(x) neklesa, plyne, ze —@(s) < —p(c — 1)

odtud nicméné plyne, Ze

E((s,1)) = p(t) =¢(s) S p(c) —e =p(c = 1) = F({c = 1,0)) - ¢

tim jsme nalezli konstelaci H = (¢ — 1,c), ¢ > 0, L = (s,t), kterd odporuje bodu ¢. 2 z véty 2.3.9, ¢imz je
prokazéano, Ze neni-li vytvofujici funkce spojitd zleva v nékterém bodé, pak F(X) nemtizZe byt o—aditivni

pfistupme k dtikazu druhé implikace

necht’ je vytvorujici funkce ¢(x) spojitd zleva na intervalu {«, 8)

z levé spojitosti v bodé x = a plyne, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje y < a tak, Ze |p(y) — p(a)| < €
odtud a z faktu, Ze ¢(x) neklesa, plyne, ze p(y) > p(a) — ¢

pak ale
Fy,B) = ¢(B) = 9(y) < p(B) — pla) + & = F(a, f)) + €

tim jsme nalezli konstelaci K = (y, ), € > 0, H = (a, B), kterd prokazuje naplnéni bodu ¢. 1 z véty 2.3.9, nebot’
takova konstelace existuje pro vSechna ¢ > 0 a vSechna H € 4

z levé spojitosti v bodé x = f plyne, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje A < f§ tak, Ze |p(A) — p(B)| < ¢
odtud a z faktu, Ze ¢(x) neklesd, plyne, Ze p(A) > @(f) — ¢

pak ale
F(a, 4)) = (1) = p(a) > p(f) - p(a) — e = F(a, f)) — ¢

tim jsme nalezli konstelaci L = {(a, A), € > 0, H = {a, B), kterd prokazuje naplnéni bodu ¢. 2 z véty 2.3.9, nebot’
takova konstelace existuje pro vSechna ¢ > 0 a vSechna H € 4

jelikoZ jsou splnény oba body z véty 2.3.9, musi byt F(X) nutné o—aditivni
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2.3. ZAVEDENI MIRY NA SOUSTAVE .

2.3.11 Poznamka

Po zavedeni obecné miry v polookruhu .74 zuzitkujeme nyni tento poznatek pii zavedeni miry na vicerozmérném
prostoru. Budeme tedy definovat (zcela jednoduchym a o¢ekdvanym zptisobem) miru na polookruhu 7. To
provedeme v nésledujici vété.

2.3.12 Véta

Necht' F1(X), F2(X), ..., F/(X) jsou redlné miry na s#. Definujeme-li pro H := H; X Hy X - - - X H, € /% mnozinovou
funkci F(H) : %4 — R pfedpisem

r
F(H) = | | Fe(Hy), (2.4)
k=1
je F(X) redlnd mira na /7.
Diikaz:
e diikaz demonstrujeme na dvourozmérném p¥ipadé

A

Y

Obrizek 2.4
Tlustraéni obrazek k dtkazu.
e ziejmeé pro Hy, Hy € 4 je H = Hy X H; intervalem z 7%

e definice mnozinové funkce F(H) := F1(H;) - Fo(H») na 7% je jisté smysluplnd, nebot’ pfedstavuje soucin
jednorozmérnych mér (délek) stran intervalu (polouzavieného obdélnika) H € %

e redlnost a nezdpornost mnozinové funkce F(X) plyne okamzité z faktu, Ze jak Fi(X), tak F»(X) jsou redlné i
nezaporné

e dokaZme monotonii

e necht’ K = K; X K je podmnoZzinou H = Hy X Hj

e pak alejisté K; C H; a zaroven K, C H»

e z monotonie F1(X) a F>(X) ihned plyne monotonie F(X), nebot’

F1(Ky) < F1(H1) A Fa(Ko) < Fo(Ha) = F(K) = F1(Ky) - F2(Kz) < Fi(Hy) - Fo(Ha) = F(H)

e zbyva prokazat aditivitu

e na tomto misté je tfeba si uvédomit skute¢nost, Ze 1ze sjednocovat pouze takové mnoziny z %, jejichz
sjednoceni padne do 7%

e ma-li tedy disjunktni sjednoceni mnozin K,H € 5% padnout do %, musi byt K; = H; a polouzaviené
intervaly K,, H, na sebe musi navazovat, nebo K, = H; a K;, H; na sebe musi navazovat

e popisme situaci z obrdzku 2.4

° Vime,ZeK&JHZHlX(HzU'JKz):(Hl XHz)U'J(Hl X Kj)
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o tedy F(KwH)=FH; X (Hy W Kz)) =F (Hl) -F, (Hy W Kz)
e nyni vyuZijeme aditivity funkce F,(X) z pfedpokladi véty, odkud pak
F(Kw H) = Fy(Hy) - (Fa(H) + F2(Kp)) = Fy (Ha) - Fa(Hp) + Fy (Hh) - Fa(Kp) = F(H) + F(K)

e tim je dikaz dokoncen

2.3.13 Véta
Jsou-li vsechny Fi(X), F2(X), ..., F/(X) : 74 — R z pfedeslé véty o—aditivni, je F(X) rovnéZz o—aditivni na J7.

Diikaz:
e k ditkazu vyuzijeme vétu 2.3.9

e zvolme H =H; XHy X --- X H, € /%

(9]

e jelikoZ jsou vSechny Fy(X) o—aditivni na 77, existuji podle véty 2.3.9 posloupnosti intervala ("K),,

takovych, ze Hy C "K?, kde "Ky € 7, a limy,,e Fx("Kx) = Fx(Hx)
e toto plati pro vSechna k € 7
e odtud a z defini¢niho vztahu (2.4) pak

T r
F(H) = H Fu(Hy) = H lim Fe("Ky) = lim F("Ky X "Ka X - - - X "K;)
n—oo n—oo
k=1 k=1

e nyni je zfejmé, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje 19 € N tak, Ze pro indexy n > ng plati nerovnost

F('Ky x"Ky x -+ x"K,) < F(H) + ¢

e navic ale plati
H C"K] x"K5 x--- x"K; = ("Ky X "Kp X ... x "K;)°

e tim jsme ovéfili podminku €. 1 z véty 2.3.9
e analogicky lze prokdzat také naplnéni podminky ¢. 2

e proto je podle véty 2.3.9 funkce F(X) o—aditivni na 5%

2.3.14 Priklad
Necht’ ¢1(x) = x, resp. @o(x) = x° jsou vytvorujici funkce pro miry F;(X), resp. F2(X) na soustavé 7. Necht
m(H1 X Hz) = Fl(Hl) : Fz(Hz),

kde Hy x H; € J%. Vypottéme miru m(X) pro mnoziny A = (-1,1) x(-1,1) a B = (0, 2) x(0, 2). Snadnym vypoctem
nalezneme, Ze

31 51 =
m(A) = [x ]_1 v ]_1 =4, 2.5)
2 12
m(B) = [x3]0 [y5]0 =832 = 256. (2.6)
Opét shledavame, zZe mira m(X) z tohoto pfikladu neni na 7% invariantni vii¢i posunuti. Jenom maléd pozndmka
na zavér: integralni formalizmus v zdpisech (2.5) a (2.6) neni bezticelovy, jak se pfesvéd¢ime pozdéji.
2.3.15 Definice

Necht' €, Gy, ..., G € Rjsou konstanty a ¢i(x) = x + Cx linedrni vytvofujici funkce. Pak je-li mira F(X) : 54 — R
zavedena pfedpisem

Ml = M Be-a0 - X = Xy o),
0 ... X=0,

F(X) =

nazyvame ji klasickou r—dimenziondlni mirou. V ostatnich pfipadech hovofime o mirach abstraktnich.
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2.3.16 Véta

Klasicka mira F(X) : .74, — R zavedend vztahem

F(X) = { [T Be—an) ... X=X an ), 27)

0 o X=0,
je na J¢ o—aditivni.
e plyne z vét2.3.10,2.3.12 a2 2.3.13
2.3.17 Véta
Klasickd mira F(X) : 24 — R zavedena vztahem (2.7) je na .7 iplna.
e jedinou F—nulovou mnoZinou pro klasickou miru F(X) : 5 — R je prdzdnd mnoZina
e a vSechny jeji podmnoziny (de facto je jen jedind) jsou také F—mé¥itelné
2.3.18 Véta
Abstraktni mira F(X) : 77 + R obecné neni na s Gplna.

e uvazme miru F(X) : /4 — R zavedenou vytvotujici funkci

X x<2,
px) = 2 . X>2 Ax<4,
x—2 ... x>4

e mnoZina H = (2,4) je pro takovou miru zjevné F-nulovou mnozinou

e jeji podmnoZzinou je ale mnoZzina | = {3}, kterd miru nemad, coZ je rozpor s definici tipInosti
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Kapitola 3

Abstraktni Jordanova mira

V predeslé kapitole jsme predstavili spole¢ny krok vystavby vSech typti mér, a sice zavedeni miry na soustavé .z
polouzavfenych omezenych intervalti. K tomu ndm poslouzila sada vytvofujicich funkci definovanych vsude vR a
neklesajicich v R. AvSak mira F(X) : 7 +— R pfedstavuje pouze nepatrny zlomek z celé ucelené teorie miry. V této
kapitole se proto budeme vénovat prvni z obecné uznavanych mér, a sice mife Jordanové (¢teme [Zordanoval]).
Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) byl uznavany francouzky matematik, ktery ¢ast svého védeckého
Zivota zasvétil praveé studiu teorie miry.

3.1 Zavedeni miry na .%;

Prvni problémem této kapitoly bude pfenos miry z polookruhu % na vhodnou nadsoustavu soustavy 77 tak,
aby mnoZzindm z 7 ztstala ptivodni hodnota miry definovand v pfedeslém kroku.

3.1.1 Umluva

V celé kapitole predpokldddme, Ze je zaddna o—aditivni mira F(X) : 4 — R na polookruhu 7. To necht’ je
provedeno prostfednictvim r vytvotujicich funkei @1(x), @2(x) aZ ¢:(x), jeZ jsou tudiz podle véty 2.3.10 spojité
zleva. Pak tedy, je-li X = 0, je F(X) = 0 aje-li X = X}_; (o, Br), pak

r

F(X) = H((Pk(/b’k) — pr(aw).

k=1

3.1.2 Poznamka

Aclkoliv je og—aditivni mira F(X) nyni korektné zavedena, umi pfifazovat miry pouze mnozindm typu («, )
v prostoru E! nebo

(all,Bl) X <0(2,‘B2) XX <a7‘/ﬁ7‘)

v prostoru E’, cozZ je silné nedostacujici. Pfitom je jisté snadné napt. ze znalosti délky intervalti (0, 1) a (5, 8) ur¢it
délku jejich sjednoceni {0, 1) @ (5, 8). Toto viceméné trividlni rozsifeni miry bylo jiZ obecné popséano ve vété 2.2.10
a bude nyni uplatnéno pti budovani abstrakini Jordanovy miry.

3.1.3 Definice

Symbolem .%#; pro r € N ozna¢ime minimalni okruh generovany polookruhem 7. Miru, jeZ je rozsifenim funkce
F(X) z 5, na %; podle véty 2.2.10, a je tudiz o—aditivni, ozna¢ime symbolem m(X).

3.14 Véta

KaZzdou mnozinu A € J#; 1ze vyjadfit jako konecné disjunktni sjednoceni mnozin z .72.
Diikaz:
e %, je minimdlni okruh generovany polookruhem .77
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e vztahuje se na néj tedy véta 1.1.28

e a tato véta vlastné pfedstavuje stejné tvrzeni, které zde dokazujeme

3.1.5 Lemma

Soustava vSech koneénych sjednoceni mnozin z 47 je totoZna se soustavou J%;.

3.1.6 Komentar

Predeslou definici 3.1.3 1ze demonstrovat na % nasledovné. V polookruhu 4 je mira F(X) definovédna jednodu-
chym predpisem (viz véta 2.3.16)

F(a, p)) = ¢(B) — p(a).
Kazdou mnozinu B € %7 lze zapsat jako konetné disjunktni sjednoceni mnozin (H;)!, ze soustavy 7. Tedy
B = w! H;. Kazdd mnozina H; m4 ale miru F(H,), je tedy pfirozené podle diikazu véty 2.2.8 definovat miru
mnoiiny B pfedpisem

m(B) = Z F(H)). (3.1)
i=1

Jelikoz ale pro H € 7 vede defini¢ni vztah (3.1) k rovnosti m(H) = F(H), je mira m(X) rozsifenim miry F(X)
z polookruhu 4% na okruh .7;, a sice v tom smyslu, Ze m(X) umi méfit vSechny mnoZziny z 4 a jesté néjaké dalsi.
Proto pojem rozsirent.

3.1.7 Piiklad

Teoreticky rozbor z komentafe 3.1.6 budeme demonstrovat na vypoctu dvojrozmérné miry mnoziny A = (0,1) X
(0,2) 14 (2,4) x (3,4). Pfedpokladejme pro ilustraci, Ze @1(x) = x a @2(x) = x?sgn(x). Pak tedy (podle véty 2.2.8)
plati

m(A) = F(0,1) x(0,2)) + F((2,4) x (3,4)) =

= (P1(D) = 010) - (922) = 920)) + (14) = 91(2)) - (92(4) = P2(3)) = 4 + 14 = 18.

3.1.8 Lemma

Abstrakini mira m(X) : % — R obecné neni na .%; dplna.

3.1.9 Véta
Necht' A, B € %;. Pak m(A U B) < m(A) + m(B).

e pro libovolné mnoZiny A, B platf rovnosti A = (A\B) W (A N B), resp. B = (B\A) & (A N B)

e jsou-li navic A, B € #;, jsou vSechny mnoziny ve vyse uvedeném zdpise rovnéz v .%;

e proto existuji ¢isla m(A), m(B), m(B\A), m(A\B) i m(A N B)

o z aditivity mnozinové funkce m(X) pak vychazi rovnost m(A) + m(B) = m(A\B) + m(B\A) + 2m(A N B)
odtud m(A) + m(B) = m(A U B) + m(A N B), nebot’ AU B = (A\B) W (B\A) ¥ (AN B)

e z nezdpornosti miry odtud dostdvame dokazovanou nerovnost m(A) + m(B) > m(A U B)

3.2 Finalizace konstrukce Jordanovy miry

Mnozinova funkce m(X) je tedy nyni schopna méfit vice jednorozmérnych mnozin nez sama funkce F(X), ale
dosud maji miru m(X) pouze jednorozmérné mnoziny typu W {a;, ;). Tedy napf. mnozina (0, 1) prozatim miru
nemd, ac¢koliv mnozina (0, 1) miru ma4, a sice m({0,1)) = 1. Otazkou nyni je, jak vybudovat dalsi rozsifeni m(X)
miry m(X) takové, aby produkovalo to, co logicky otekdvame, tedy napf. rovnost m({0,1)) = 1. Odpovéd’ nam

pfinese nasledujici text.
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3.2.1 Definice

Necht' .o/ je libovolnd soustava mnoZzin. Osnovou soustavy &/ rozumime soustavu

Sub () := {X: A € o tak, Zze X C A}.

3.2.2 Poznamka

Osnovou soustavy 7 tedy rozumime soustavu Sub (.7) vSsech podmnoZin vSech mnozin soustavy <. Tedy zfejmé
plati, Ze &/ C Sub (/). Podotykdme, Ze oznaceni Sub (/) bylo odvozeno z anglického ekvivalentu substructure
(zdkladova konstrukce).

3.2.3 Definice
Necht m(X) : & — Rjemiranasoustavé 7. Necht' Sub (&) je osnova soustavy 7. PoloZzme pro kazdé X € Sub (<)

m;(X) := sup {m(A) cAed NAC X} Me(X) = inf{m(A) cAed A XC A}.

V373

Pak funkce m; (X), resp. m.(X) nazyvame vnitini (interni), resp. vnéjsi (externi) mirou vytvofenou mirou m(X).

3.2.4 Poznamka

Pro tiplnost dodavéme, Ze &iselné mnoziny Uy := {m(A): A€ o A Ac X}aWx:={m(A): Aco A Xc A
z definice 3.2.3 jsou za vSech okolnosti neprazdné. Prvkem mnoziny U je totiZ vZdy alesponi nula, nebot’ prazdna
mnozina (kterd podle definice miry vzdy lezi v o/ a & C Sub (#7)) je podmnozZinou kazdé mnoziny X € Sub ().
Ani mnoZina Wx neni nikdy prdzdnd, nebot’ podle definice osnovy soustavy musi ke kaZzdé mnoZiné X € Sub ()
existovat alespon jedna jeji nadmnozina B € «/. Tedy ve Wx leZi alespori ¢islo m(B).

3.2.5 Poznamka

Velmi dtileZitou skutecnosti, kterd musi byt na tomto misté explicitné zminéna, je skute¢nost, Ze ani vnitfni, ani
vnéjsi mira v drtivé vétsiné nespliiuji axiomy miry, a nejsou tudiz mérami.

3.2.6 Piiklad

Uvazme interval I = (0, 1), ktery nepatfi do %7, nebot’ ho nelze zapsat jako koneéné disjunkini sjednoceni intervald
typu (a, B). Hledejme nyni jeho vnitfni miru vytvofenou klasickou mirou m({«, p)) := p —a. Ze vSéech mnoZzin z /4,
které 1ze vnofit do I, vyberme intervaly tvaru

n
=) wen

které vSechny lezi v intervalu I = (0, 1). Pro jejich klasickou miru plati

n

m(ly) = F(I) = n+ 1

Odtud dle predchozi definice vyplyva rovnost

my(I) := sup{m(ln) tne N} = 7}1_1)130 " Z 1= 1

Analogicky vsechny intervaly
H, = <—l,1 + 1) (n eN),
n n
jsou nadmnozinami intervalu I = (0, 1). Plati tudiz
2
m(H,)=FH,) =1+ o

Odtud ,
me(D) = inf{m(H,) : n € N} = lim (1 + —) -1,
n—00 n

Jak vidno, vnitfni mira a vnéj$i mira mnoziny I se rovnaji. Odsud jiz vyvstdva myslenka definovat miru mnoziny
I'jako spole¢nou hodnotu obou zminénych mér. To bude po kratké teoretické p¥ipravé provedeno v definici 3.2.10.
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3.2.7 Véta

Necht' E je libovolnd mnozina a &/ soustava mnozin takové, ze 0 € o7 C 2F. Necht' déle m(X) : & — R je redlna
mira definovand na soustavé 7. Necht' X € Sub (&). Pak m;(X) = m(X) pravé tehdy, kdyz

(Ve >0)(3A,Be): ACXCB A m(B)-mA)<e.
Diikaz:
e DokaZeme nejprve implikaci zleva doprava:
— predpokladejme, Ze m;(X) = m(X), a zvolme ¢ > 0 libovolné
— diky definici vnitini miry a definici suprema jisté existuje mnozina A € </ tak, Ze A C X a
ms(X) — m(A) < %
— podobné diky definici vnéj$i miry a definici infima jisté existuje mnozina B € &/ tak, Ze X C B a
m(B) — me(X) < %
- celkem tedy
mi(X) — m(A) + m(B) — me(X) < ¢,
odkud snadno ziskdvame dokazovanou nerovnost m(B) — m(A) < ¢
e Dokazeme zbyvajici implikaci, tj. zprava doleva:

- zvolme libovolné ¢ > 0 a pfedpokladejme tedy naopak, Ze existuji mnoziny A, B € 2/ takové, Ze jednak
A C X CBajednak m(B) —m(A) < ¢

— snadno nahlédneme, Ze
m(A) < mi(X) < me(X) < m(B)

— proto
Me(X) — m;i(X) < m(B) —m(A) < ¢

— ma-li byt rozdil m(X) — m;(X) mensi nez libovolné kladné ¢islo €, musi nutné platit m; (X) = m.(X)

e tim je ditkaz dokoncen

3.2.8 Véta

Necht’ E je mnozina, Z C 2F je okruh a m(X) : # + R je redlnd mira na okruhu 4. Polozme
% 1= {X € Sub (%) : my(X) = mo(X)}

aproX € 2 polozme
m(X) := m;(X).

Yoy

Pak B C Ba P je téz okruh. Déle m(X) je redlnd mira na B, pficemz m(X) = m(X) pro X € %, tj. m(X) je rozsitenim
miry m(X) z okruhu % na okruh %.

Diikaz:
e Dokazeme, 7e je okruh. To jest ukdZeme nejprve, Ze & je aditivni.

- zvolme X,Y € % libovolné

- podle véty 3.2.7 jisté existuji mnoziny A,B,C,D € # tak, ze A c X c BaC C Y C D a navic plati
m(B) —m(A) < 5 am(D) —m(C) < §

- jelikoz % je okruh, plati podle véty 2.1.9, Ze

m(B\A)<§, m(D\C)<§
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- déle plati, ze
(Auc)c(xuY)c(BUD),
coZz je trividlni, a také
(Bop)\(audl<[Bra)o e,

jak 1ze nahlédnout z ilustra¢niho obrazku

B

Ve

A

Obrazek 3.5
Ilustra¢ni obrézek k dtikazu.
Vybarvené oblasti zndzoriiuji mnozinové rozdily B\ Aa D\ C.

- pak snadno (s pouZitim véty 3.1.9)

m(BUD) - m(AUC) =m((BUD)\(AUC)) <m((B\A)U(D\C)) <

<mB\A)+m(D\C)<-+-=¢

N ™
N ™

— proto podle véty 3.2.7 plati X U Y € 7

e abychom zkompletovali dtikaz, Ze 7 je okruh, je tfeba jesté prokazat, Ze s kazdymi dvéma mnoZinami
X,Y € % patii do # také jejich rozdil

— jelikoz plati inkluze A\D Cc X\ YCB\Ca(B\C)\(A\D)c (B\A)U (D \ C), dostavdme odtud

mw\Q—mM\m<m@\m+m@\Q<§+ =

N ™

- proto také X \ Y € 7

e zkoumejme nyni vlastnosti mnozinové funkce m(X)

- jeji nezdpornost je zfejmd, nebot’ pro jakoukoli X € # plati, Ze m;(X) > 0 ame(X) >0

— dale také realnost m(X) je snadno prokazatelnd, nebot’ kdyby m(X) = +oo, pak by muselo platit m,(X) =
+00, cOZ nastat nemiize

vy .

snadno také ovétime, ze Q) € Ba m(@) =0

zbyva tudiz prokazat aditivitu, nebot’ monotonie jiz plyne z obecné véty 2.2.5

zvolme tedy X, Y € B tak, zZe XNY =0

jiz vime, Ze existuji mnoziny A, B,C,D € # tak,Ze AC X c BaC C Y C D anavic plati m(B) — m(A) < 5
am(D) —m(C) < §

— jelikoz stale plati nerovnosti

m(B\ A) < <, m@\Q<§,

N ™

plyne odsud, Ze

m@wn<mwum<mm+mm<%mng+mn+g:Mm+mn+e
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— podobné
my(X®Y) > m(Aw C) = m(A) + m(C) > m(X) - % +(Y) - g = (X) + m(Y) — ¢
- odtud tedy me(XWY) —m;(XWY) < 2¢

— proto nutné m.(X W Y) = m; (X W Y), coZ je ekvivaletni tvrzeni, Ze X WY € B

- mnozinova funkce m(X) je tudiz redlnou mirou na A

3.2.9 Pozniamka

UvaZme na chvili, Ze # = J; a mira m(X) je klasickou mirou vytvorenou podle vztahu (2.7). Nyni by mélo byt
zfejmé, Ze vSechny obecné omezené intervaly (viz definice 9.1.12) v E" maji miru m(X), a tedy patfi do Z = .%;.
Naproti tomu napf. mnozina R" do % nepatii, nebot’ R" ¢ Sub (%).

3.2.10 Definice

Polozime-li ve vété 3.2.8 E = E" a & = #;, nazveme okruh B = %7; o némz hovofii véta 3.2.8, Jordanovym okruhem.
Miru m(X) : % +— R ze stejné véty nazyvame abstraktni Jordanovou mirou vytvofenou generujicimi funkcemi
@1(x1), P2(x2), . . ., P+(x,). MnoZiny soustavy 2 = %, nazyvame jordanovsky méitelnymi nebo m—méfitelnyjmi.

3.2.11 Definice

Je-li Jordanova mira generovana sadou klasickych vytvofujicich funkei podle vztahu (2.7), nazyvame okruh

B = X, ]ordanovym Peanoviym okruhem (Cti [Zordantv peantiv]) a fikdme, Ze mnoZziny z Ay maji Jordaniiv-Peaniiv
objem.

3.2.12 Poznamka

Giuseppe Peano (¢ti [peano]) (1858-1932) byl italsky matematik a filosof. Byl jednim ze zakladateltt matematické
logiky a vyrazné se podilel také na vzniku teorie mnoZzin. Vytvofil dnes jiz klasickou axiomatizaci struktury
pfirozenych &isel, kterd po ném nese jméno. Tzv. Peanovy axiomy jsou (pokud se popularity ty¢e) matematickou
obdobou Einsteinovy rovnice E = mc?.

3.213 Véta

Necht je ddna mnozina E, okruh & C 2F a redlna mira m(X) : # +— R. Necht K € %. Pak pro kazdou mnozinu
X C K plati rovnost
m;(X) = m(K) — me(K'\ X). (3.2)

e zvolime ¢ > 0 libovolné

o z definice externi miry jisté existuje mnozina B € % tak, Ze K\ X C Bam(B) < me(K\ X) + ¢
e vime, Ze KN B € %, proto m(KN B) < m(B) < me(K\ X) + ¢

e déle vime, ze K\B Cc X a K\B € 4, z ¢ehoz lze odvodit, ze m(K\B) + m(K N B) = m(K)
e odtud m(K\B) = m(K) — m(KN B) > m(K) — me(K\ X) — ¢

e proto m;(X) = m(K) — me(K \ X)

e nyni budeme postupovat opacné

e zvolme A € A tak, aby A C X

e vidime, Ze K\A € #a K\A D K\X

o proto m(A) = m(K) — m(K\A) < m(K) — me(K \ X)

e pro vnitini miru mnoziny X pak nutné m; (X) < m(K) — me(K \ X)

e spolu pak m;(X) = m(K) — me(K \ X)

36



3.2. FINALIZACE KONSTRUKCE JORDANOVY MIRY

3.2.14 Véta - o jordanovské méritelnosti

Necht' je ddna mnoZina E, okruh % C 2F a redlna mira m(X) : 2 — R. Pak mnoZina X € Sub (%) je m—méfitelna
praveé tehdy, kdyZ pro kazdou mnozinu K € # takovou, Ze X C K, plati

Me(X) + me(K '\ X) = m(K).
e jedna se o dtlisledek pfedeslé véty
e m—méfitelnost mnoziny X € Sub (%) je totiZ ekvivalentni naplnéni rovnosti m; (X) = me(X)

e to po dosazeni do vztahu (3.2) jizZ vede k dokazované rovnosti

3.215 Véta

Jordantv-Peantv objem m(X) : ;- ROy prostoru E’ je invariantni vii¢i posunutim, t.j. pro libovolny bod 7 € E/,
mnozinu X C E’ a mnoZinu
Xpi={T+d: ¥ e X|

plati rovnost m(X) = m(X;), ma-li alespoii jedna strana smysl.
Diikaz:

e tvrzeni plyne z faktu, Ze klasicky objem intervalu (a, f) je stejny jako objem intervalu {« + 4, f + a) pro pevné
aeR

3.2.16 Poznamka

Predeslé tvrzeni vlastné fikd, Ze ma-li mnozina X C E’ Jordantv-Peantiv objem, pak se jeji objem neméni,
posouvdme-li mnoZinu libovolné po prostoru E’, coZ pro obecnou (tedy abstraktni) Jordanovu miru platit ne-
musi.

3.2.17 Priklad

Uvazme Klasickou Jordanovu miru 7i(X) : J#; — R® generovanou vytvorujici funkci ¢(x) = x. Zvolme mnoZinu
A = {1} a pokusme se rozhodnout, zda je m—méritelna, tj. je-li A € #. Zjevné A ¢ ¢, tedy m(A) neexistuje.

Ve s

Hledejme vnitini a vnéjsi miru mnoZiny A. Podle definice 3.2.3 tedy
ms(A) :=sup{m(K): Ke i A KCA|, me(A)=inf{m(lL): Le.si A ACL).

Hleddme-li ovSem vSechny mnoziny K € %, pro néz K C A, zjist'ujeme, Ze existuje pouze jedind, a to prdzdna
mnoZzina (. Proto
{mK): Kes n KcAl={m@)}=o}.

JelikoZ supremem jednoprvkové mnoziny je prvek sam, plati odtud, Ze m; (A) = 0. Hledejme nyni vSechny mnoziny

L € o4, pronéz A C L. Téch je nekonetné mnoho. Nés ale budou zajimat hlavné ty, které "obepinaji" mnoZinu A
"co nejtésnéji." Volime napf.

Ln=<1,1+%)e%c%{.
Také jednoduse nahlédneme, ze

m(Ln)z(p(l+%)—(p(1)=l+%—1=1.

n
Infimem mnoziny {% : n € N} je zjevné nula, nebot’ lim,,_,« n~! = 0. Proto m¢(A) = 0. JelikoZ se vnitini a vnéjsi
miry mnoziny A rovnaji, plati jednak A € % a jednak m(A) = 0. Uzavirame tedy, Ze jednoprvkovd mnoZina je
(klasicky) jordanovsky méfitelnd.
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3.2.18 Ptiklad

Opét uvazme klasickou Jordanovu miru. Tentokrat budeme zkoumat mnoZzinu B = Q N (0, 1) racionélnich ¢isel
z intervalu (0, 1). Opét hledame vnitfni a vné&j$i miru mnoziny B. Snadno zjistime, Ze jedinou mnozinou K € 7,
pro niz K C B, je prazdna mnozina 0. Proto m;(B) = 0. Mnozin L € %, pro které B C L, je opét nekone¢né mnoho.

sen

Znovu nés ale nejvice zajimajf ty, které "obepinaji" mnozinu B "tésné." Volime napf.
1
L,= 0,1+E)e%ﬁc<}£{.

Snadno vypocitame, Ze
1 1 1
L)=¢ll+—]- =1+--0=1+—-.
(L) (P( n) ?(0 w0 n
Infimem mnoziny {1 + % : n € N} je zjevné jedni¢ka, nebot’ lim,_«(1 + n7') = 1. Proto také me(B) = 1. Jelikoz
m; (B) # me(B), neni mnozina B = Q N (0, 1) jordanovsky méfitelna.

3.2.19 Poznamka

Neodstranitelnym nedostatkem Jordanovy miry je fakt, Ze neumi pfifazovat miru jednak neomezenym mnozi-
nam (specidlné neomezenym intervaltim) a jednak nékterym nesouvislym mnoZindm (viz napf. cviceni 8.20 nebo
predesly piiklad 3.2.18). Navic Jordanova mira funguje pouze na okruhu (onim okruhem je B), ktery nemtize
byt rozsifen na algebru, nebot’ pravé mnoZina E" (ktera je jedinym logickym kandiddtem na prezidenta) do ]
nikdy patfit nemtze. Okruh % navic neni ani o—okruhem, protoZe neni o—aditivni. To 1ze nahlédnout z vysledku
prikladt 3.2.17 a 3.2.18. Ackoliv kaZzd4 jednoprvkovd mnoZina A = {g}, kde g € Q N (0,1), je podle vysledku
prikladti 3.2.17 jordanovsky méfitelnd, mnozina B = Q N(0, 1), ackoliv mtiZe byt chdpana jako spocetné disjunktni
sjednoceni mnozin typu A, méfitelnd neni (jak bylo dokdzano v pfikladé 3.2.18). Tedy soustava B je skute¢né
pouhym okruhem. Pro odstranéni téchto vad bude zapotfebi zavést novou miru, kterd uvedenymi handicapy jiz
netrpi.

3.2.20 Véta
Jordanova mira neni obecné o—aditivni, a to ani tehdy, je-li jeji vytvorujici funkce ¢(x) spojita na celém R.
e uvazme trividlni variantu klasické jednodimenzionélni miry generované vytvorujici funkei @(x) = x
e snadno lze prokdzat, Ze pro kazdé z € R je mnoZina Z = {z} jordanovsky méfitelnd, nebot’ m;(Z) = m.(Z)

e ackoliv je ale mnoZina Q = Q N0, 1) vSech raciondlnich ¢isel z intervalu (0, 1) pouze spoetnym sjednocenim
mnozin tvaru Z = {z}, tak ale (podle vysledku pfikladu 3.2.18) méfitelnd neni, a to zjevné vyvraci c—aditivitu
Jordanovy miry

3.2.21 Priklad

V tomto piikladé budeme zkoumat Jordanovu miru m(X) : A - R® generovanou vytvorujici funkci

3x ... x<0,
P(x) = 0 ... x€(0,1),
3x-3 ... x=>1

Opét se pokusime rozhodnout, zda-li mnoZzina B = Q N {0, 1) md ¢i nema Jordanovu miru. UvaZujme tedy miru
m(X) : 1 — R, jeZjena % generovana funkci i(x). Vypoctéme nejprve vnitini miru mnoZiny B. Zde

m;(B) := sup {m(K) :Keoh A KcC B} = sup {m((Z))} =0.
Naproti tomu pro vnéjsi miru plati

me(B) = inf{m(L): Le /# A BcL).
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Volime .
L, = <O, 1+ —).
n

Snadno zjistime, Ze

1 1 3
L)=y¢(1+=)-¢0)=3{1+-)-3-0=-.
st =of1+H)-s0=(1+2)-3-0-
Proto 11¢(B) = limy—.« 2 = 0. MnoZina B je tudi jordanovsky méfiteln4, tj. B € A, afi(B) = 0.
v 1
X >
1
Obrazek 3.6

Vytvotujici funkce {(x) Jordanovy miry.

3.2.22 Priklad

Necht' je déna abstraktni Jordanova mira m(X) generovand vytvotujicimi funkcemi ¢(x) = 3x a Y(y) = y°. Vy-
poctéme miru m(M) mnoZiny M = {(x, y) € E*: x>+ <1 A x>0 A y > 0}. MnoZzina M tedy predstavuje &tvrtkruh
(viz také obrazek niZe), jehoZ abstraktni mira ale jisté nebude o¢ekdvanych /4, nebot’ p¥islusné vytvorujici funkce
nejsou klasické, tj. p(x) # x a Y(y) # y. MnoZzina M jisté nepatfi ani do 7% ani .%. Ovéem M € s, jak bude zfejmé
z daldiho textu. My se pokusme vypo¢&itat miru m(M). Zvolmen € Naproi=1,2,...,n — 1 polozme

L —
Hi=<:,i) x <0,,/1—l—2]e<%ﬂ2.
n n n

Disjunktni sjednoceni mnozin H; je jisté podmnoZinou mnoZiny M (viz také obrazek), tj. W’ 'H; C M, kde
w"'H; € J#. Pfitom miru mnoziny H; € 73 lze snadno vypoditat ze vztahu

. 1 p 3 5 1\3/2
re= o) (S V1) v0] -2 )
Z aditivity miry m(X) : /%, — R plyne, Ze
n-1 =1, 5 \3/2
m(W Hy) = Y F(H;) = - (1 - —) :

Vnitfni mira m; (M) mnoziny M je zjevné rovna limité

n—oo -

il 232
my (M) = lim —(1 - —2) .
=i n n

Tato limita de facto reprezentuje nekonecny soucet nekoneéné malych veli¢in t = 7, coZ neni nic jiného nez
Riemanntiv integral

1 t = sin(u /2
mi(M) = f 3(1 - 232 dt = ) = 3f cos*(u)du =
0 dt = cos(u) du 0
/2 /2
1 4
= 3 f (1 + 2 cos(2u) + cosz(Zu)) du = 3 f 1+ 2cos(2u) + Ls(u) du = 9—“
0 4 J, 2 16

39



KAPITOLA 3. ABSTRAKTNI JORDANOVA MIRA

Obrazek 3.7
Nadmnozina &Jlf':‘olji € J# a podmnozina &J;':‘llHi € J# mnoziny M.

Podobné proi =0,1,2,...,n — 1je disjunktni sjednoceni mnoZzin

i i+1 i2
]i=<—,—n )X<0, 1—F]€<%02

n

nadmnozinou mnoziny M, tj. M C ¥/ J;. Déle analogicky
i+1 i [ & 3(, 2\"
)= [Q(T)“P(z)]‘[lp( 1‘2)‘“”] - z(l‘ —)

n—1 n-1 3 2 \3/2
m(w?:‘()l]i) =) F(i)= o (1 - —) .
Proto je vnéjsi mirou mnoZiny M ¢&islo

n—1 n\3/2 1
3 2 9
e = Jim L (1 ) %) ) f 31 - £ ar = g2
i=0 0

Jelikoz m; (M) = m.(M) = 91_2/ dostdvame tim jednak potvrzeni faktu, ze M € JZ, a jednak rovnost m(M) = ?—’61.

3.2.23 Poznamka

Vysledek pfedeslého piikladu ma ale zavazny diisledek. Ukazalo se v ném, ze

1
mM) = fo 3(1 - 22 dt.

Pokusme se tento vztah analyzovat. Proved'me proto nasledujici sérii jakychsi inverznich tprav

1 1
_ Vi?
m(M)=f0 3(1—t2)3/2dt=f0 3[53]01 Cat =

1 AVI-R2 1 ~VI-R2 1 V2 40 g
= f f 3-3s%dsdt = f f 3 3y*dydx = f f . i dydx.
0o Jo 0 Jo 0 Jo dx dy

Tento jisté zajimavy vysledek je do jisté miry univerzalni a pfedstavuje vlastné jakysi "provadéci predpis" pro
vypocty jordanovskych (a posléze také lebesgueovskych) mér. Prislusné tvrzeni sumarizujeme ve vété 3.2.25.
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3.2.24 Véta
Abstraktni mira 7(X) : % — R® je na %, tGplna.

Diikaz:

necht’ M € .%; je fii—nulové mnoZina
odtud tedy nezbytné plyne, Ze m; (M) = m(M) =0
zvolme X ¢ M libovolné a dokazme, Ze X € Jiﬂ;,i

jelikoz me(X) = inf {m(K) : K€ # A X CK}aXcM,je ziejmé, ze

{m(K): Ke .t A XcK|o{mK): Ket A McK]

e je-lialeinf {m(K) :Ket, AN MC K} = 0, neni zbyti a inf {m(K) :Ket, AN XC K} se musi také rovnat nule

e jelikoz m; (M) = 0, je nutné mnoZina {m(K) :KeJ A KC M} jednoprvkovdé, a sice {0}

proto me(X) =0

jinymi slovy: véechny podmnoziny K € % mnoziny M maji nulovou miru

e jelikoz ale X C M, pak také vSechny podmnoziny K € .# mnoziny X maji nulovou miru (a to véetné prazdné

mnoziny)

proto je m; (X) := sup {m(K) :KeJt N KC X} =0

protoZe tedy m; (X) = m.(X) = 0, je mnoZina X jordanovsky méfitelnd, coz bylo dokéazat

3.2.25 Véta - integrdlni formule pro Jordanovu miru

Necht’ @1(x1), p2(x2), ..

vSechny spojité diferencovatelné na R. Necht' dale M ¢ ;. Pak

kde

(M) = (%) fM Y@ az,

Y() = H d(P"

pokud piislusny integral existuje.

Diikaz:

diikaz rozdélime na tfi etapy

v prvni z nich dokdZeme tvrzeni pro neprazdné mnoziny z J

pro prazdnou mnozinu plyne dokazovana rovnost z definice (%) fm ¢(@)d¥:=0
necht’ tedy H € J4, tj. H = X} _;{a, Br)

pak z véty o separabilité pro Riemannav integral dostdvame

B
) f H—d = %’) fa k Z_Z(dxk—n[(Pk(xk)] = F(H) = m(H) = ii(H)

pro druhou etapu ditkazu vezméme libovolnou mnozinu K € JZ;

pro ni existuji mnoziny Hy, Hy, ..., Hy, € 74 tak, Ze K = Wy He

., @r(x,) jsou vytvorujici funkce Jordanovy r—rozmérné miry m,(X) : J; +— R a necht jsou

(3.3)
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e pak ale (pfi aplikaci prvni ¢asti diikazu)

- d d m d m B
(%)fl;gdi;:de(%’) H%dizZ(%)L %dfzzF(He)ZM(K)Zm(K)

Wi He j=1 =1 k=1

e necht' tedy M € Z
e jelikoZ M je omezena, existuje pfilibovolné volbé ¢ > 0jisté mnoZzina K, € % tak, ze M C K, am(K,)-m(M) < ¢

e z predeslé ¢asti dikazu ale vime, Ze pro mnoziny z J#; plati rovnost (3.3), a tedy

m(K.) — m(M) = (%) fK Y(®) dZ - m(M) < e

e analogicky lze pro jakékoli ¢ > 0 najit mnoZzina L, € .%; takovou, pronizZL, C M a

m(M) — m(L.) = m(M) — (%) f Y@ di< e

Le

e protoZe funkce Y (%) je spojitd na E” a navic nezdporna, jak vyplyva bezprostfedné z vlastnosti jednotlivych
vytvotujicich funkci, existuje jisté (%) fM Y(xX) dx¥

e jelikoz zjevné (%) fLé Y(X) dX < (%) fM Y(%) dX < flﬁ Y (¥) d¥, plati také série nerovnosti

—e < —(M) + (%) fL Y() d¥ < (%) fM Y(&@) d¥ — m(M) < (%) fK Y d - m(M) < e

3

e volbou ¢ Ize tedy absolutni hodnotu |(%’) fM Y(¥)dX —m (M)' ucinitlibovolné malou, coZ znaci, Ze dokazovana
rovnost (%) fM Y/(¥) d¥ = m(M) plati univerzalné
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Kapitola 4

Abstraktni Lebesgueova mira

Lebesgueova (¢ti [lebegova]) mira, kterou se pravé nyni chystdme zavadét, bude na rozdil od Jordanovy miry
mnohem obecnéjsi a dokdze prifadit hodnotu i neomezenym, nesouvislym ¢&i tzv. dirichletovskym (viz 9.1.15)
mnozindm. Navic, jak uvidime, Lebesgueova mira bude operovat nejen na okruzich, jako tomu bylo u miry
Jordanovy, ale na o—algebrach v E’, coZ je extrémné vyhodné.

4.1 Zavedeni miry na.”,

Konstrukce Lebesgueovy miry probiha opét osvédéenym rozsifovacim procesem. V prvni etapé se budeme po-
kouset miru F(X) : 77 +— R prenést do jisté nadsoustavy soustavy .7 tak, abychom se vyhnuli problémtm, které
vyvstaly pfi konstrukci Jordanovy miry.

4.1.1 Pozndmka

Henri Léon Lebesgue (¢ti [lebeg]) (1875-1941) byl francouzsky matematik. Zabyval se matematickou analyzou,
vybudoval moderni teorii miry a abstrakiniho integralu. DileZzitych vysledkti dosahl rovnéz v topologii, teorii
potencialu, variaénim poctu, teorii mnozin ¢i v teorii dimenze.

4.1.2 Umluva

V celé kapitole budeme piedpoklét, Ze je zaddna o—aditivni mira F(X) : 4 + R® na polookruhu . To necht
je provedeno prostfednictvim r vytvorujicich funkeci ¢1(x), g2(x) aZ ¢,(x), jeZ jsou tudiz podle véty 2.3.10 spojité
zleva.

41.3 Znaceni

Pro r € N oznacime symbolem .%; soustavu vsech spocetnijch sjednoceni mnozin z .. Pro kazdou mnozinu X € .7,
tedy existuji mnoZiny Hy, Ha, Hs, ... € J% tak, ze X = U, Hx.

414 Véta

Soustava vSech spocetnych sjednoceni z .%; je také .#;. Kazdou mnozinu T € ., lze vyjadfit jako spocetné disjunk-
tni sjednoceni mnoZin z J7.

Diikaz:
e Prvni ¢ast dukazu:

— necht’ Aj, Ay, ... jsou mnoziny z J;
- pak pro kazdé i € N existuje kone¢né mnoho mnoZin B;; € 77 tak, Ze A; = L+J']7=11Bi]-

- je-li S = U, Ai, pak plati
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4.1.5

- tento zdpis stvrzuje skute¢nost, Ze kazdé spocetné sjednoceni mnozin z .%; je vlastné spofetnym sjed-

nocenim mnoZin z ¢, ¢&imz je prvni ¢ast tvrzeni véty dokazana
Druha ¢ast diakazu:

- vezméme T = U | A,, kde A, € 77

poloZme B1; := A; a zkoumejme rozdil A, \ A,

- ten nemusi nutné patfit do %, nebot’ .7 je jen polookruh

— z definice polookruhu ale jisté existuji disjunktni mnoziny By1, B, ..., By € F7 tak, Ze
k
A\ A = U By;
j=1

- navic plati
k
A1 UA, =B; L—f_—J [L—i_—J B2]]
j=1

- dale postupujeme analogicky

- z definice polookruhu a na zdkladé platnosti de Morganovych vzorct 9.1.6 nutné existuji disjunktni
mnoziny Bsy, B3y, . .., B, tak, Ze

4
A3\ (A1UA2) = (A5 \ A1) N (A3 U Ay) = [+ By,
j=1

- celkem

- pfitom mnoZin B;; je spocetné mnoho

— tim je posloupnost mnozin A, z 7 pfevedena na disjunktni posloupnost mnoZzin B;; z 7

Véta

Soustava mnoZin .#, obsahuje vSechny oteviené intervaly v E” a je o—aditivni, ale nejednd se ani o okruh, ani o
polookruh. Déle plati, Ze E" € ., a %, C ..

Diikaz:

o—aditivita plyne ihned z definice soustavy .%;

fakt, ze E" € .}, Ize snadno prokazat na jednoduchém ptikladé, kdy je mnoZina R rozepséana jako spocetné
disjunktni sjednoceni mnoZzin z %, konkrétné

R= [@O(n,n + 1)] -+ [§<_n -1, —n)] = @ (n,n+1)

n=-—00

podobné
R? = L+J L+J ek +1) % (1,1 + 1)

k=—00 n=—00

7 neni okruh, nebot’ kdyby tomu tak bylo, musely by s kazdymi dvéma mnoZinami ze soustavy .#; do ni
patfit i rozdily, tedy i uzaviené ¢i jednobodové mnoziny

ale jednobodovou mnozinu nelze nikdy zapsat jako interval {(«, )

ze stejného dtivodu se nejedna ani o polookruh, nebot’ jednoprvkovou mnozinu nelze zapsat jako spocetné
sjednoceni mnozin tvaru {a, fr)
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to, Ze ., obsahuje vSechny oteviené intervaly, ukdZeme nejprve pro piipad intervalu (o, a + 1) € .71

zde plati
(a 0¢+1)—E9<0¢+L a+1)
’ _n=1 n+1"" n
dale
_ L p-a p-a
(a,ﬁ)—(a,a+(ﬁ a))—g<a+ n+1,a+T
podobné

(e8]

(a,B) X (y,0) =+ L—d<a+ﬁ_(;,a+ﬁ_a)x<y+6_—y,y+6_—y)

n+ n m+1 m

n=1 m=1

diikaz inkluze %, C .7, je ponechdn ¢tenafi (viz cviceni 8.9)

4.1.6 Véta- lemma o rozsdhlosti soustavy .7,

Soustava mnoZin .#; obsahuje vSechny oteviené mnoZziny z eukleidovského prostoru E'.

Diikaz:

pro G = 0 je dtikaz trividlni
necht tedyG#0aG=G" € F

vytvofme soustavu

@ = {H = (o, 1) X (a2, f2) X -+ x{ar, ) : HC G A s €Q A B3 € Q)
vSech polouzavienych intervalii s raciondlnimi krajnimi body, jeZ jsou podmnoZinou mnoZiny G
snadno nahlédneme, Ze soustava ¢ je spocetna
nyni dokdZeme, Ze | J¥ = G, tedy Ze sjednocenim v8ech mnoZin ze soustavy ¢ je prdvé mnoZina G
inkluze | J¥ cC G je pfitom trividln{
zbyva tudiz prokazat, ze G c | J¥
vezméme tedy libovolny bod @ € G a dokazme, ze 7€ |J¥

jelikoz G = G°, existuje (z definice vnitfniho bodu) &islo 6 > 0 takové, Ze Us(@) C G, tj. existuje sigma-okoli
bodu 4, jez celé lezi v G

odtud
(@ —06,a1+0)X(ap — 6, +8) X --- X (a, — 6,4, +0) C G

zvolme «;, B; € Q tak, Ze
a3, —-0<a; <ay <ﬁi<lli +6

takova a;, B; € Q vzdy existuji

pak
56 <0(1/,Bl) X <0(2, ﬁZ) XX <arr,87) € VY

4.1.7 Pozndmka

Vyvstava otdzka, jakym zptsobem vytvotit nadsoustavu soustavy .7, tak, aby tato byla c—algebrou. Konstrukci
pfinese nasledujici text, v némz nejprve pfeneseme miru z polookruhu % do soustavy .7;.
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4.1.8 Véta

Necht' F(X) je o—aditivni mira operujici na polookruhu 7. Pak existuje pravé jedna o—aditivni mira y,(X) na .,
takov4, ze
to(H) = F(H)

pro pro vSechny mnoziny H € J#.
Diikaz:
e je-li T € .7, pak existuji (podle véty 4.1.4) mnoziny Hy € 7%, takové, ze T = 4., Hy

e definujme

uo(T) = Y F(H) (41)

k=1
e ukdZeme, Ze hledanou mnoZzinovou funkci je praveé tato funkce p,(T)

o vztah (4.1) je korektni definici rozsifeni miry F(X) z ¢, na .%;, nebot’ definuje miru mnoziny p,(T) jednoznaéné
(viz cvieni 8.8)

e nezapornost miry p,(X) plyne ihned z definice, stejné jako fakt, Ze us(@) = 0
e dokazme dale aditivitu

e necht’ tedy S, T € ., jsou disjunktni mnoZiny

e jelikoz S i T patii do .7}, existuji mnoZziny A, B,, € 7 tak, Ze

Ay A T=OBm

m=1

V)
I
G
+

X
I
—_

e navic, protoZe S a T jsou disjunktni, plati, Ze pro libovolné indexy m,n € Nje A, N B, =0
e pakale

0o

SWT=|+](A, W B,)
n=1

e odsud

o (SWT) = ) [F(A) + EBy)] = 1o(S) + p1o(T)
n=1

e to prokazuje aditivitu
e dokaZme monotonii

e snadno nahlédneme (a potvrdi to také véta 4.2.6), ze jestlize T, T, T, ... € S a T c U | Ty, pak

Ho(T) < Y (T,
n=1

e vezméme nyni dvé mnoziny A,B € % tak, Ze A C B, a poloZzme v predchozi tvaze T := A, T; := B a
T2=T3=T4="'=@

o pak us(A) < po(Th) + po(T2) + po(T3) + - - - = ug(B), coz skute¢né prokazuje vlastnost monotonie
e posledni tikolem tohoto dtikazu je provéfeni c—aditivity
e pro libovolné mnoziny S, Sy, Sy, ... € 7, pro které S = W, Sk, ale platf:

(o)

1a(8) = p1o(92,5¢) = (W2, Wi, Hi,) = o9, Hl, ) = mek =YY F(HL) = ) po(H),

kn=1 k=1 n=1 k=1

coz garantuje o—aditivitu
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4.1.9 Pozndmka

Tedy mira uy(X) z pfedchazejici véty je rozsifenim obecné c—aditivni miry F(X) z polookruhu .5 na soustavu
7. OvSem mira ,(X) ma jesté mnoho nedostatkti. Jednak .7 nenf ani polookruh a jednak p;(X) neumi méftit
uzaviené mnoziny, stejné jako to neumi (v aktudlnim stadiu tvorby miry) ani mira Jordanova. Proto bude nutné

vy

provést v kapitole 4.2 dalsi rozsifeni miry p,(X).

4110 Véta - o vztahu Jordanovy a Lebesgueovy miry (dil proni)

Necht' @1(x), @2(x),...,@-(x) jsou vytvorujici funkce o—aditivni miry F(X) na polookruhu 7. Necht m(X) je
jordanovské rozsiteni miry F(X) z 4% na okruh JZ. Necht' us;(X) je lebesgueovské rozsiteni miry F(X) z 4 na
soustavu .7,. Pak pro kazdou mnozinu X € .%; plati

fo(X) = m(X).
e ve cviceni 8.9 byla ukdzana inkluze J%; C .7}, jez bude vychozim stavebnim kamenem tohoto diikazu
e zvolme tedy X € .%; libovolné
e z vlastnosti okruhu .%; plyne, Ze existuji mnoziny Hi, Hs, ..., H, € J& tak, Zze X = &Jzlek
e dale polozme Hy11 = Hyso = Hpyz =+ =0
e podotykdme, Ze pro neprazdnou mnozinu H € J%, tj. pro H = (a1, b1) X {az,bp) X - -+ X {a,, b;), je mira F(H)

zavedena piedpisem
.

F(H) = [ J(¢i0) - pi6ap),
j=1
pticemz vytvorujici funkce @1(x), @2(x), ..., @,(x) nemuseji byt nutné rtizné

N

e dle definice jordanovského rozsifeni tedy dostdvame
m(X) = ) F(Hy)
k=1

e jelikoz X € J#;, plati podle vysledku cvic¢eni 8.9, Ze X € .,

e pak podle definice lebesgueovského rozsifeni dostavame
uo(X) = ) F(H)
k=1

e dale snadno

uo(X) = Y F(HY) = Y F(H) + ), F(H) = m(X) + ) F(©0) = m(X)
k=1 k=1

k=n+1 k=n+1

e to zakoncuje diikaz

4.2 Finalizace konstrukce Lebesgueovy miry

Nyni zbyva vazeného ¢tenare presvédcit, Ze ackoli Lebesgueova konstrukce miry aktudlné uvizla v soustavé .7,
kterd nemd mnoho hezkych vlastnosti (oproti .%; napiiklad), tfeti etapa Lebesgueova postupu dosdhne ve srovnani
s jordanovskou strategii podstatné vyznamnéjsiho vysledku.

42,1 Lemma

Osnovou soustavy .7, je potence mnoziny E’, tj. Sub (.#;) = 2F".
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4.2.2 Definice

Necht' 1;(X) je o—aditivni mira na .#;. Pro libovolnou mnozinu X C E" polozme
p(X) := inf {.ug(T) :TeSproTD X}.

Funkci y(ex)(X) definovanou na 2% nazyvame vnéjsi mirou vytvorenou mirou ,(X), resp. vnéjsi p—mirou.

4.2.3 Piiklad

UkéZeme nyni aplikaci pravé vyslovené definice. Budeme uvaZovat miru p,(X) generovanou klasickou vytvorujici
funkci @(x) = x. Jiz vime, Ze mnozina I = (0, 1) nepatii do .#1. Tedy u,(I) neexistuje. Chceme-li vypocist [uffx)(l),
uzijeme faktu, Ze intervaly

1 1
H, = <—— 1+ ) € JA
n
lezi nad intervalem I a Ze navic

Ho(H) = (p(l N %)_(p(_l) _14+2

n n
Pak
(ex)l —; . - i 2 =
U ()—mf{‘uU(Hn).neN}—hm 1+n =1

n—00

424 Poznidmka

Opét pfipomindme, jak jiz bylo zminéno v pozndmce 3.2.5, Ze definice vnéjsi miry automaticky negarantuje
Yo X . o . . ~ v o2 (ex) z . : o «
naplnéni vSech axiomd miry. Proto je potfeba s vné&jsi mirou u, ~ (X) zachdzet prozatim velmi obezfetné.

4.2.5 Lemma

Mnozinova funkce p&(X) : 2F"  R* z definice 4.2.2 je nezdporna, monoténni a pro viechny S € .7, naplituje
rovnost 1#(S) = 1,(S).

4.2.6 Véta

Necht' us(X) je o—aditivni mira na . a X, Xy, X», X3, ... libovolné podmnoziny mnoZiny E". Necht' X C Upe, X
Potom

0o

P (X) < Z uS (X5,
Diikaz:
o je-li Y52, u®(Xy) = +00, je ditkaz trivialni

e piedpoklddejme tedy, Ze Y ;1 iy (X)) =s€R

e zvolme ¢ >0

pro kazdou mnozinu Xy zvolme Ty € ., tak, Ze X C Ty a
€
o(Ti) = ™ (T) < WGP (X0 + 5,

coz vyplyva z vlastnosti infima, resp. z definice 4.2.2

ziemeé X C U7 Tra U2, Tk € S

e pak
(o8} 5 5 ex . € . ex
Ho(URA T < Y 1olTi) < ) i) + ) o = 3 i (X + e
k=1 k=1

k=1 k=1

e proto pf(X) < T2y ui(X)
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4.2.7 Dtsledek

Necht' 11,(X)je o—aditivnimirana .#,. Pak soustava vSech p,—nulovych mnoZzinje c—okruhem a kazdd podmnoZina
ts—nulové mnoZiny je rovnéz u,—nulova.

4.2.8 Lemma
Necht S € .% aH e . Pak SNH € .%,.

429 Véta

Necht' us(X) je o—aditivni mira na .%;, S € .7 a 1(S) < +oo. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje A € %, tak, ze A C §,
S\A € 7, 1a(S\A) < ¢ a pig(A) > p1o(S) - .

Diikaz:

necht' § = &7 Hy, kde Hy € 77

vime, Ze (14(S) = Yy Ho(Hi)

ke kazdém ¢ > 0 existuje m € N tak, ze Y12, .1 to(Hp) < €

pro dtikaz tvrzeni stali polozit A := W}’ Hy

paktotiz A € JZ a S\A = Wy He € Sralus(S\A) < e

protoze S = AW (S\A), mdme odtud ps(S) = ps(A) + us(S\A) < ps(A) + €

proto us(A) > us(S) — ¢

4210 Véta
Necht' 1;(X) je o—aditivni mira na .#.. Necht X C K € % a us(K) < +o0. Pak rovnost

P (X) + u (KN X) = wo(K)

plati prave tehdy, kdyZ pro kazdé ¢ > 0 existuje S € ., takovéd, Ze X C S € Ka (S \ X) < e.

Diikaz:

predpokladejme, Ze 1™ (X) + (K \ X) = ty(K) < +00

tedy p(X) < +o00 a p®(K\ X) < +00

podle definice vnéjsi miry existuje pro kazdé ¢ > 0 mnoZina S € .%; tak, Ze X C S a i4(S) < ,u(;")(X) +¢
déle existuje T € .% tak, 7e K\X C T a o(T) < u™(K\X) + ¢

v této fazi se budeme snaZit omezit externi miru priniku SN T

podle lemmatu 4.2.8 miizeme pfedpokladat, ze Sc KaT c K

podle véty 4.2.9 existuji vidy A, B € ¢ tak, Ze A C S, B C T anavic 1,(S\A) < e a us(T\B) < ¢

plati také na prvni pohled pfekvapujici rovnost K = SUT = AU B U (S\A) U (T\B), kterou lze ale potvrdit
podrobnéjsim rozborem uzitého znaceni

odtud p(K) < (A U B) + us(S\A) + us(T\B) < ug(A U B) + 2¢
jelikoz A i B néleZeji okruhu, 1ze pouZit vétu 2.1.9

podle ni: 1i;(A U B) = ps(A) + us(B) — us(A N B)
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odtud
to(AN B) = us(A) + to(B) — (A U B) < 1s(S) + pio(T) — o(A U B) <

<X + e + P EK\X) + € — 1o (A UB) = py(K) + 26 — s (AUB) <
< U(AUB) +2e+2e - us,(AUB) =

proto us(ANB) < 4¢

e jelikoz SN T C (AN B) U (T\B) U (S\A), dostavame odtud, ze u(SNT) < 4e + ¢ + ¢ = 6¢

vidime, Ze S\X ¢ SN (K\X) € SN T, a proto u'*(5\ X) < u(SNT) < 6¢, coz zavriuje ditkaz prvni ze dvou
implikaci

pro diikaz druhé implikace vezméme ¢ > 0
existuje tedy jisté mnozina S € .%;, takovd, zZe X CSC Ka y(ex)(S \X)<e

podle véty 4.2.9 existuje C € J7; tak, Ze C C S a us(S\C) < ¢

e jelikoz (X\C) C (5\C), mame jistotu, ze (X \ C) < 1s(S\C) < &

pak u(X) < 1s(C) + 1 (S\C) < o(C) + ¢
polozme D = K\C, kde D € .% a navic (K\X)\D = (K\X) N C c C\X c S\X

tedy
uE((K\X)\D) < pfP(S\X) < ¢

dale
S K\X) < (D) + S ((K\X)\D) < po(D) + uSP(S\X) < io(D) +

odtud p®(X) + u(K\X) < p1o(C) + 1o (D) + 2¢

a také u(X) + [Jffx)(K\X) < uy(K), protoze Cw D = K

o jelikoZ z véty 4.2.6 p¥imo vyplyva nerovnost iy (K) < ul(X) +u (K\X), kombinac1 obou poslednich vztaht

(platnych pro libovolné ¢ > 0) ziskdvame dokazovanou rovnost y(ex (X) + g X)(K\X) Us(K)

4,211 Definice

Necht’ 115(X) je 0—aditivni mirana .7 a yéex)(X) vnéjsi mira vytvofend mirou i, (X). Rekneme, Ze mnozina X C E’

je u-

méfitelnd, jestlize pro kazdé € > 0 existuje S € . tak, Ze X C S a

uES\ X) <.

Soustavu vSech y—meéftitelnych mnozin znacime .#, nebo .#,, . P¥itom subindex r v symbolice .#),, uzivame pouze
tehdy, chceme-li upozornit na fakt, Ze pracujeme s r—dimenzionalni mirou.

4.2.12 Véta

Soustava .#, je podsoustavou soustavy .#,, pro jakoukoli miru y,(X) zavedenou na .7;.

Diikaz:

vezmeme-li X € .%; a kladné ¢, postaci za S z definice 4.2.11 zvolit S = X

pak 1S\ X) = 1, (@) = 0 < ¢, coz naplituje definici y—méFitelnosti
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4.2.13 Ptiklad

Budeme opét uvazovat klasickou miru generovanou klasickou vytvorujici funkei ¢(x) = x. UkdZeme, Ze mnoZina
X =(0,1) z ptikladu 4.2.3 je u—méfitelna. Zvolme proto ¢ > 0 libovolné. Za S z definice 4.2.11 zvolme interval

S:<O,1+§)eilic5”1.

Vidime, Ze

B = 1 = (1+5) 0O =1+,

Pak jednoduse

+

WS\ = (1143 ):“a[ ] 2_]

n=1

14
- € ENl= i E_q__ & |_¢&
‘}Lr?onj(<1+2(n+1)’1+E))‘}E&(“z ! 2(£+1)) 2~ ¢

JelikoZ jsme pro ndmi zvolené ¢ > 0 nalezli mnozinu S € .#; takovou, Ze S D X a y(ex)(S \ X) < ¢, prokdzali jsme,
Ze X = (0,1) je y—méfitelnou mnozinou.

4.2.14 Ptiklad

Podobné jako v predeslém piikladé rozhodneme, zda je mnoZina N vSech pfirozenych ¢éisel u—méftitelnd, je-li u(X)
generovana vytvorujici funkci
X .. X< 2,
Px) =

x+3 ... x>2.

Ma-li mnoZzina N = {1,2,3,...} byt p—méfiteln4, je tfeba pro kazdé ¢ > 0 nalézt S, € . tak, aby S O N a navic
1 (S.\N) < . Zvolme
=4 <k k+ —)

k=

—_

Oznacime-li Wy := (k'k + i) pak S;\N = w? Wy, kde v8echny mnoZiny Wy patii podle lemmatu 4.1.6 do .73,
nebot’ jsou oteviené. Proto také y(ex)(Wk) = Uus(Wy). Déle plati

e8]

& & - & &
JW = F((1 —;1 —|l=1 F((1 —;] — || =
Ho(W1) Z:; (< T ont2 +2n)) o £ (< T2y +25))

: — 1 f — — ¢ = E
= m (¢ ( L+ )_(P(lJ’zn 2))‘352(“2 1 2n+2) 2
Pro mnoZzinu W, podobné prokdzeme sérii rovnosti

. € . - € €\
[u(I(WZ)_ZF(<2+4 +42+E))_7}g130 F(<2+m,l+4—€))—

n=1 =1

. & & . € €
—%5&(@‘“1>—(P<2+4n+4>)-35?o(2+1‘2‘4n+4)‘

Dale 1ze zcela analogickymi tvahami dokézat, ze y;(Wg) = 5. Odtud pak

HEP(SAN) = Z uE (W) = i F=e

= m

coZ finalizuje feSeni celé tlohy.
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4.2.15 Véta

Necht’ u(X)je c—aditivnimirana .}, jeZjeredlnd na 7. Necht' X C E". Potomjsou nésledujici vyroky ekvivalentni:
o Xe.,
e pro jakoukoli mnozinu K € .%#; plati rovnost (K N X) + (K \ X) = p,(K),
e pro mnozinu H € /%, které je nadmnoZinou mnoziny X, plati rovnost u®(H N X) + ™ (H \ X) = u,(H).
e pokud je X C K, pak se jednd o piimy dtisledek tvrzeni véty 4.2.10
e je-li naopak K C X, pak yff")(K NX) = us(K), yffx)(K \ X) = F(0) = 0 a dokazovana rovnost plati trividlné
4216 Véta - zdkladni véta teorie Lebesgueovy miry (dil 1)
Necht’ 1,(X) je o—aditivni mira na .7}, jeZ je redlnd na 7. Pak mnozinova soustava ./, je c—algebrou.

e Dokéazeme, Ze .|, je o—aditivni:

zvolme disjunktni mnoziny X1, Xy, ... € .#, libovolné
necht' X =w> X,

zvolme ¢ > 0

- je zfejmé, Ze pro jakékoli n € N je X, € .#,,, a proto existuji mnoZiny T, € .7, takové, ze X,, C T, anavic

X €
[’lg‘e )(Tn \Xn) < 2_n
- polozme T =U> T, € .,
- ztemé X C T, a tedy (T \ X) € U,;21(Ty \ X»)

— proto

EETAX) < ™ (U T\ X)) < Y T\ X) < Y 57
n=1

n=1

1

& Z 2_n =&
n=1

e DokaZeme, Ze s kazdou mnoZinou X € .#, patfi do .#), také doplnék E" \ X :

- necht' H € /¢ je zvolena libovolné
~ podle véty 42.15 plati u™ (H 1 X) + p™ (H \ X) = p,(H)
—jelikozHNX =H\(E'\ X)aH\ X =HnN(E"\ X), platf podle pfedchoziho

u(H N B\ X)) + p(H\ (B'\ X)) = po(H),
coz podle véty 4.2.15 dokazuje, ze E" \ X € .,
e Dokéazeme, Ze s kazdymi dvéma mnozinami X, Y € ./, patfi do .#, také jejich prinik:
- podle ptedchoziho plati, ze E"\ X € .#, aE"\ Y € .,

- snadno nahlédneme (za pouziti de Morganovych vzorc19.1.6), Ze (E'\ X) U (E"\ Y) = E"\ (X NY)

- protoze E"\ X, E"\ 'Y € .#,, plati podle jizZ dokazané o—aditivity, Ze také sjednoceni (E"\ X) U (E"\ Y) do
M, patii
- dale tedy E" \ (X NY) patii do .#,, a proto také X NY € .,

e ProtoZe jsme v pfedeslé Casti prokazali, Ze .#, je aditivni a uzavfena na priiniky, je tim fakticky prokdzana i
uzavtenost na rozdily, nebot’ pro jakékoli dvé mnoziny X, Y € .#, plati, ze X\Y = (E"\Y) N X.
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e Skutecng, protoZe jak E"\Y tak X do .#, patfi a .#, je uzaviena na pruniky, je tim dokazéano, ze X\Y € .#,, a
soustava .7, je tudiZ okruhem i o—okruhem.

e Zbyva dokézat, ze .#,, je o—algebra.
- jelikoZ podle véty 4.2.12 je ., podsoustavou .#,, a E" € ., plati také, ze E" € .#,

- protoZe pro kaZdou mnozinu X € .7, plati, ze X C ', je E" prezidentem soustavy .#,

- proto je ., algebrou, pfesnéji o—algebrou

4217 Véta

Soustava ., obsahuje vSechny oteviené a vSechny uzaviené podmnoziny mnoziny E" a plati ./, C .#},. Do sous-
tavy ., navic patfi vSechny intervaly z E'.

Diikaz:

e inkluze .7, C ., byla dokdzana ve vété 4.2.12

e jelikoz bylo ve vété 4.1.6 dokdzéano, Ze soustava ., obsahuje vSechny oteviené mnoziny, je ziejmé, Ze totéz
platii o soustavé .Z,

e ve vété 4.2.16 bylo prokdzéno, Ze s kazdou mnoZinou X € ., patfi do .#), také doplnék E" \ X

e necht’ tedy Y C E' je libovolnd uzavfend mnozina

e podle véty 6.6.10 ze skript [5] je ale mnozina Z := E" \ Y otevfena

e proto Z € ., potazmo Y = E"'\ Z € . %,

e tim je také dokédzano, Ze vSechny oteviené intervaly (i neomezené) a véechny uzavtené intervaly do .#,

nélezeji

4.2.18 Véta — o métitelnosti borelovskijch mnoZin

Necht' u,(X)je o—aditivni mirana.#,, jeZje redlnd na 7#;. Pak mnoZinové soustava ./, obsahuje vSechny borelovské
mnoziny, tj. kaZdd4 borelovskd mnoZina je y—méfitelna.

Diikaz:

e borelovsky uzaveér 2 soustavy 4 = {X € R" : X = X°} v8ech otevienych mnoZin v E” je minimalnim
o—okruhem vystavénym nad 2

e ale podle lemmatu 4.1.6je ¥ C ./, C .4,
e jinymi slovy .#,, je také c—okruhem vystavénym nad
e jelikoz 2 je o—okruh minimalni, musi nutné platit, Ze 9 c My, a tedy kazda borelovskd mnoZina je
y—meéfitelna
4219 Véta - zdkladni véta teorie Lebesgueovy miry (dil 2)

Necht’' 1,(X) je o—aditivni mira na .7}, jeZ je redlna na .. Potom mnoZinova funkce pffex)(X) z definice 4.2.2 je
o—aditivni mirou na .7,,.

Diikaz:

e mnoZinova funkce yffx) (X) spliiuje jiz podle lemmatu 4.2.5 axiomy nezdpornosti a monotonie
e také axiom prdzdné mnoziny a axiom nulovosti jsou splnény trividlné

e zbyva tedy prokazat kone¢nou aditivitu a o—aditivitu
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KAPITOLA 4. ABSTRAKTNI LEBESGUEOVA MIRA

e jelikoZ je soustava ., aditivni, postaci podle tvrzeni véty 2.1.7 kone¢nou aditivitu prokdzat pro libovolné

dvé mnoziny X,Y € .4, prokteré XNY =0
pFitom stati prokédzat, Ze u(X W Y) > & (X) + 1 (Y), nebot’ obrécena nerovnost plyne z véty 4.2.6

(ex)

muiiZeme bez obav pfedpokladat, ze u; ' (X), [ugex)(Y) < +00, nebot’ pro ptipad, kdyby tomu tak nebylo, je
diikaz tvrzeni banalni

z p—méfitelnosti mnoZin X, Y € .#, plyne, Ze pro jakékoli kladné ¢ existuji mnoziny S, T € .7, takové, Ze
XCSYCT, u® s\ X) < eap(ex)(T\Y) <e

zjevné SUT = XU Y U (S\X) U(T\Y)
proto podle véty 4.2.6 vime, Ze

LGS UT) = 4o (SUT) < p(XUY) + 1S\ X) + 1T\ Y) < (XU Y) +2e

tedy
pEIXUY) > G UT) - 26 (4.2)

dale si uvédomime, Ze 115(S) < ' (X) + u(S \ X) < +o0 a také Ze (z analogie) i,(T) < +00
jisté 1ze také naleznout podmnoziny A, B € % mnozinSa T tak,Ze A CS,BC T a us(S\A) < ea u,(T\B) < ¢
podle véty 2.1.9 1ze ale s jistotou tvrdit, Ze

Uo(AUB) = p5(A) + 1a(B) — ta(A N B) 43)
protoze AN B C (A\X) U (B\Y)U (XNY)=(A\X)U (B\Y), tak také AN B c (S\X) U(T\Y)

pak zjevné
Ho(AN B) < pf(S\X) + uF(T\Y) < 2¢ (4.4)

dohromady pak s(S) = us(A) + 1s(S\A), odkud
HalA) > e(S) — € A p1a(B) > 1o(T) — ¢ (4.5)

odvozovani poZzadované nerovnosti pak finalizujeme nésledujici sadou nerovnosti

1 xun D 1S UT) <26 > poAUB) - 26 Y

(4.3) (4.4) 4.5)
= Ho(A) + pio(B) = uo(ANB) = 2¢ > ug(A) + pi(B) —4e >
*5) e (ex)
3 1a(S) + po(T) = 66 > W®(X) + u(Y) - 6¢

protoZe tato nerovnost plati pro vSechna ¢ > 0, nelze jinak, nez ze p™(X U Y) > u®(X) + u(Y), coz bylo
dokéazat

vn&jsi mira 1{*(X) je tedy skuteéné aditivni

tim je prokdzano naplnéni vsech axiomt miry, a proto ygex)(X) je mirou na .,
zbyva dokézat, Ze se jednd o miru o—aditivni

uvazme tedy diskjunktni posloupnost (X);? , mnozin z .,

z véty 4.2.6 vime, Ze y(ex)(ul‘:‘;le) Yoo, (X

z aditivity zase naopak vyplyvé, ze ‘uffx)(kﬂ;‘;le) Yoo, (X0

tudiz lu )(U ) Zk 1 ,U(ex (Xk)
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4.2. FINALIZACE KONSTRUKCE LEBESGUEOVY MIRY

4.2.20 Pozniamka

Dva dily zdkladni véty teorie Lebesgueovy miry jsou pro tplnost celé teorie velice dtilezité. Jednak uzaviraji

tvorbu o—algebry ze soustavy .#; a jednak prokazuji, Ze mnoZinova funkce yf,ex>(X) je na této o—algebre o—aditivni

mirou.

4.2.21 Definice

o—aditivni miru y(:” (X) z definice 4.2.11 nazyvame Lebesgueovou mirou a pfeznacujeme ji na jednodussi symboliku,

a sice u(X) : .4, — R®. Mnozinu .#), ze stejné definice pak nazyvame Lebesgueovou o—algebrou.

4.2.22 Definice

Rekneme, Ze mnozinova funkce F(X) : & + R® je idedlni mirou na <, pokud < je o—algebrou, F(X) je o—aditivni
na ./ a F(X) je Gplnd na 7.

4.2.23 Véta - o idedIni mite

Lebesgueova mira zavedend v definici 4.2.21 je idedlni.

e to, Ze ./, je o— algebra, bylo prokazéano ve vété 4.2.16

e og—aditivita miry u(X) plyne z dtikazu véty 4.2.19

e zbyva proto prokdzat tiplnost Lebesgueovy miry

e necht’ tedy u(X) = 0 pro né&jakou X € .%,,

e vezméme Y C X libovolnou

e vime, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje S, € . tak, Ze y(gex)(Sg\X) <e¢

e pfitomale X,S.\X € .#Z,a XN (S:\X) =0aXW¥(S:\X) =S,

e proto 1#(S,) = u(S\X) = ¢

e pro rozhodnuti, zda Y € .#,, je t¢elné diskutovat hodnotu 1™ (5.\Y)

e zjevné ale ,ugex)(Sg\Y) < yffex)(SE) < ¢, coz podle definice lebesgueovské méfitelnosti garantuje, Ze skute¢né

plati vyrok Y € .,

4.2.24 Lemma
Necht’ u(X) je Lebesgueova mira zavedena na o—algebfte .#,,. Pak plati implikace

uM)=uM)eR = Me .4,

4.2.25 Veéta - o vztahu Jordanovy a Lebesgueovy miry (dil druhyj)

Necht' m(X) je redlné o—aditivni mira na .%;. Vytvofme Jordanovu miru 7(X) na okruhu %7; podle 3.2.8 a 3.2.11.
Necht' g—aditivni abstrakini Lebesgueova mira 1(X) je na Lebesgueové o—algebte .7, rozsifenim miry m(X) podle

definice 4.2.2. Pak %, C My aprokazdé X € % je
u(X) = in(X).
Tedy mira p(X) je rozsifenim miry m(X) z okruhu J; na o—algebru .Z,,.

e véta 4.1.8 dokazuje, Ze o—aditivni miru m(X) lze ze soustavy 7 rozsifit na o—aditivni miru p,(X) operujici
na .#; a potaZmo (za pomoci definice 4.2.21) na o—aditivni miru u(X) operujici na .,
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KAPITOLA 4. ABSTRAKTNI LEBESGUEOVA MIRA

vy

e piitom také Jordanova mira m(X) je na okruhu J; rozsitenim miry m(X) z polookruhu %

e plati rovnéz %, C ., C .#,, jelikoz kazdé kone¢né sjednoceni mnoZin z .7 je specidlnim pfipadem spocet-
ného sjednoceni mnozin z 77

e zvolme libovolné X € Z

e diky definici vngjsich mér me(X) a yffx) (X) je zfejmé, Ze yffx) (X) < me(X), nebot’ nadmnoziny T D X jsou pro
vypocet vnéjsi miry u(X) vybirany z pocetnéjsi soustavy mnozin, a sice .%;

e jelikoz X € A, je X jisté omezend, nebot’ X € Sub (%)
o existuje tedy H € J7 tak, ze X C H

e podle véty 3.2.14 proto plati me(X) + me(H \ X) = m(H)
o dale také plati, ze u(H \ X) < me(H \ X)

e za téchto okolnosti plati

m(H) = po(H) < p(X) + p(H \ X) < me(X) + me(H \ X) = m(H)

e proto musi vSechna nerovnitka pfejit v rovnitka
e protoZe X N H = X, obdrZeli jsme tim rovnost p,(H) = yf,ex)(X NH)+ yff “(H \ X)
e podle véty 4.2.15 tudiz X € .#,,, potazmo H; C My

e jako dusledek navic p(X) = me(X) = m(X)

4.2.26 Poznamka

Podle predeslé véty tedy plati nasledujici tvrzeni. Maji-li mnoZiny abstraktni Jordanovu miru, majf i abstraktni
Lebesgueovu miru (pro tentyz systém vytvotujicich funkci) a obé hodnoty se rovnaji.

4.2.27 Definice
Necht' o—aditivni mira u(X) : 28 — R® na o—algebie .#, je zavedena vytvorujicimi funkcemi ¢i(xr) = xi +
Cr, tj. u(X) je lebesgueovskym rozsifenim klasické miry z definice 2.3.15. Pak miru u(X) nazyvame klasickou

Lebesgueovou mirou a zna¢ime symbolem A,(X) nebo stru¢né A(X). Lebesgueovu o—algebru pro tento piipad
oznacujeme specifickym symbolem ./Z).

4.2.28 Véta

Klasickd Lebesgueova mira v E’ je invariantni viii posunutim, tj. pro libovolny bod 7 € E’, mnozinu X € E’ a
mnozinu

Xy ={¥+ad: ¥eX}
plati rovnost u(X) = p(X;), ma-li alespori jedna strana smysl.

Diikaz:

e tvrzeni stejné jako tvrzeni véty 3.2.15 plyne z faktu, Ze také Lebesgueova mira intervalu («, f) je stejna jako
objem intervalu {a + a,  + a) pro pevnéa € R
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4.3. RESTRIKCE LEBESGUEOVY MIRY

4.2.29 Priklad

Pokusme se vysetfit, zda je mnozina A := (0,1) () Q v8ech racionélnich &isel z intervalu (0, 1) A-méfitelnd. Jak
bylo zjisténo v pfikladé 3.2.18, mnozina A neni jordanovsky méfitelnd, nebot’ vnéjsi mira vytvofend mirou m(X)
je pro A rovna jedné a vnitfni mira je rovna nule. MnoZina A je bez pochyby spocetna a lze ji tedy vyjadrit
jako spocetné disjunkini sjednoceni jednoprvkovych mnoZin. Jelikoz vime, Ze soustava .#) je o—algebrou, staci
prokdzat, Ze jednoprvkovd mnoZina X := {a} do .#) patfi, tedy Ze je A-méfitelnd. Zvolme libovolné ¢ > 0 a
poloZzme S :={a,a + ¢/2) D X. Jednak S € .7 a také (v analogii s odvozenim v p¥ikladé 4.2.13)

MS\X) = M(a,a+¢/2)) = g <e.

Tedy mnozina {a} je podle definice 4.2.11 A-méfitelna (a navic A({a}) = 0) a nadsledné totéz plati o mnoziné A,

nebot’
A= @ {al.
2€0N(0,1)
Pak tedy
MA) = Z A(la}) = Z 0=0.
2€QN(0,1) 2€QN(0,1)

Na tomto jednoduchém p¥ikladé je zfetelné patrnd vyhoda Lebesgueovy miry oproti mife Jordanoveé.

4.2.30 Priklad

Uvédomme si podobné, Ze zatimco mnoZina R neméla klasickou Jordanovu miru, bude mit klasickou miru
Lebesgueovu. Totiz

8

R=|+|((n=1,n) w{-n,-n+1)),

n

I
—_

a tedy

(o]

A(R) = i/\((n —1,n)) +i)\((—n,—n +1)) = 21 +i1 = oo,
n=1 n=1 n=1

n=1

4.2.31 Poznamka
Z ptedeslého textu vyplyva, Ze plati nasledujici série inkluzi: 7 C %, C %, C 4, a A, C M.

4.2.32 Poznamka

DftileZitym a jisté zajimavym poznatkem teorie miry je skutecnost, Ze jak v R, tak v libovolnédimenzionalnim
prostoru E" existuji mnoZiny, jeZ jsou lebesgueovsky neméfitelné. Ukazme si, jak takové mnoZziny vypadaji. K
tomu definujeme symbolicky zépis x >« i definovany pro libovolna ¢isla x, y € R predpisem

xy © x—-yeQ.

Relace > je reflexivni, nebot’ x >« x, symetrickd, nebot’ je-li x >« y, pak také y > x, a rovnéZ tranzitivni, nebot’ plati
implikace
(xpay) A (ypez) = (x>2).

Jedna se tudiZz o ekvivalenci. Podle teorie obecné algebry takova ekvivalence rozkladd mnoZinu R na disjunktni
ttidy Ty tak, Ze x a y patfi do stejné tiidy Ty pravé tehdy, kdyz x = y. Jisté existuje mnozina M C R, jez z kazdé
tfidy Ty obsahuje praveé jeden prvek. To znadi, Ze pro jakékoli x € R existuje praveé jedno y € M tak, Ze x = y. V
dnes jiz slavné knize [4] na strandch 66 a 67 je dokazano, Ze pravé mnozina M zkonstruovana vyse nenf (klasicky)
lebesgueovsky méfitelnd, tj. M ¢ .#,. Podobné také dvojrozmérnd mnozina L = M x (0, 1) neni lebesgueovsky
Ar—méFitelnd.

4.3 Restrikce Lebesgueovy miry

Pro tgely dalsich kapitol nyni ukdZeme jednoduchy zptisob, jak Lebesgueovu miru u(X) : .#, + R®, kde E’ je
prezidentem v o—algebfe .#,,, zGZit na vhodnou podsoustavu, kterd bude rovnéz g—algebrou.
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4.3.1 Lemma

Je-li .4, Lebesgueova o—algebra s prezidentem E" a E € .#), libovolnd mnoZina, pak soustava
Mg ={X €M, : XCE}

je o—algebrou s prezidentem E.

4.3.2 Definice

Necht' je ddna Lebesgueova mira u(X) : .#, +— R® na o—algebré .#, s prezidentem rovnym mnoziné E. Necht
A € M, je pevné zvolend podmnozina mnoziny E. Restrikci miry u(X) na soustavu .# = {X € .#, : X C A}
budeme rozumét funkci pa(X) : .#4 — R® definovanou na Dom(u4) = .#4 piedpisem pa(X) := u(X).

4.3.3 Lemma

Necht' je ddna Lebesgueova mira u(X) : .#, — R® na o-algebré .#, s prezidentem rovnym E’. Necht E € .#,
je pevné zvolend mnoZina. Oznacime-li symbolem ug(X) restrikci u(X) z .#, na .4 = {X € .#, : X C E}, pak
pe(X) : e — R® je idedlni mirou na .

434 Poznamka

V praxi se ¢astéji nez se o—algebrou .#,, pracuje s borelovskym uzavérem %’ soustavy ¥ = {X C E' : X = X°}
vSech otevfenych mnozin. O 2’ je totiz znamo, jak plyne pfimo z definice 1.1.23, ze ¥’ C .4, nebot jak 7', tak .,
jsou o—okruhy nad 7 a 2’ ma ptitom byt okruhem minimdInim. Déle z tvrzeni véty 1.2.7 a lemmatu 1.2.8 plyne,
Ze do &’ patii v8echny oteviené a uzaviené mnoZiny, vSechny kone¢néprvkové i spocetnéprvkové mnoziny a
vsechny (omezené i neomezené) intervaly v E’, coZ pro vétsinu praktickych aplikaci bohaté dostacuje.
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Kapitola 5

Teorie abstraktniho Lebesgueova integralu

Poté, co byla vybudovéna teorie pro miru mnoZin a jsme tedy schopni méfit r—rozmérné objemy defini¢nich obort
r—rozmérnych funkci, budeme nyni budovat teorii Lebesgueova integradlu pro obecné funkce. Teorie abstraktniho
Lebesgueova integralu pfedstavuje podstatné obecnéjsi alternativu k teorii Riemannova integralu prezentované
napf. ve skriptech [6].

5.1 Vychozi pojmy

V prvnim oddile této kapitoly zavedeme obecny ramec, nad nimz je abstrakini Lebesguetiv integral vybudovan.
JelikoZ budujeme Lebesguetiv integral z funkce f(x) : E = R pfes obecnou mnoZzinu E (pfi abstrakini mite p,(X)),
je tfeba si nejprve uvédomit, Ze elementdrnim pozadavkem celé vystavby je, aby mnozina E byla p—méfitelnd,
tj. aby E € .#,,. Proto v ndsledujicich ivahach bude integracni mnoZina E zaroven reprezentovat prezidenta
v o—algebte .#,,. Vyuzivame zde totiz s vyhodou tvrzeni lemmat o restrikci 4.3.1 a 4.3.3.

5.1.1 Definice

Necht je pevné zvolena mnozina E. Necht' je déle dédna idedlni Lebesgueova mira ;(X) ptisobici na Lebesgueové
o—algebfe .#, C 2F, kterd reprezentuje Lebesgueovu g—algebru vSech y—méfitelnych podmnoZin mnoZiny E.
Necht' E € .#, je prezidentem soustavy .#,,. Pak trojici {E, .#,, 1(X)} nazyvame prostorem s iiplnou mirou. Trojici
{E, A, W(X)} nazyvame klasickym prostorem s iiplnou mirou, pokud navic E C E" a dale u(X) = A,(X) je klasicka
r—dimenziondlni Lebesgueova mira a .#, = ./#) je ptislusna Lebesgueova g—algebra.

5.1.2 Definice

Necht' je dan prostor {E, .#,,, u(X)} s tplnou mirou. Rekneme, Ze mira u(X) je konecnd, jestlize u(E) < co. Rekneme,
ze mira u(X) je o—konecnd, jestlize existuji mnoziny A, € .#, takové, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla n € N plati
nerovnost (A,) < +c0a E = ;4 An.

51.3 Umluva
V celé kapitole pfedpokladame, Ze je dan prostor s iplnou mirou {E, .Z,,, u(X)}. P¥itom nejcastéjsi realizaci takového
prostoru bude varianta, kdy E C E'.

5.1.4 Definice

Necht' r € N je zvoleno pevné. Heavisideovou [hevisajd] funkci budeme rozumét funkci ©(%) : E +— {0,1}
definovanou pfedpisem

1 -+ x1>0Ax>0A...Ax,>0,
@(f)::{ ! 2 ’ (5.1)

0 -+ x1<0Vx<0Vv...Vvax<0.

5.1.5 Umluva

V soucinu h(x) = g(x)O(x) klademe h(x) = 01 v téch bodech, kde @(x) = 0 a g(x) bud’ neni definovdna nebo nabyva
hodnot —oo, resp. +oo.
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5.1.6 Definice

Necht' je na prostoru s Gplnou mirou {E, .#,, u(X)} definovana funkce f(x) : E = R*. Pak definujeme horni, resp.
dolni fez funkce predpisy f*(x) := max {0, f(x)}, resp. f~(x) := max {—f(x), 0}.

5.1.7 Lemma

Necht' je na prostoru s tiplnou mirou {E, .#,,, u(X)} dana funkce f(x) : E — R. Pak pro horni, resp. dolni fez funkce
plati vztahy

Fr00 = f0-8(f(),  F () =-f()-O(-f(x)).

5.1.8 Poznamka

Z definice funkci f*(x) a f~(x) je zfejmé, Ze pro redlné funkce f(x) : E — Rjednak Ran(f*) C Rj aRan(f™) CRj a
jednak
fx)=f7(x) = f(x).

Vyznam obou funkci demonstrujeme na funkci f(x) = &\/g) na defini¢nim oboru E = Dom(f) = (0, 67).

f(x)
X
2n 4m 61T
£7(0)
X
V\ /\ /\ >
‘ 21 4 61T

v

(%)
[ yAN Pt o~

o1 4an 61T

Obriézek 5.8
Graf funkdi f(x) = &\g),]ﬁ(x) a f=(x).

5.2 Meéftitelné funkce

N2

Pravdépodobné nejstéZejnéjsim pojmem celé vystavby lebesgueovskych integraci je pojem méfitelné funkce. Pro
konstrukci integralu je totiz tfeba garantovat, aby podmnoziny defini¢niho oboru funkce f(x) : E = R*, v nichz
funkce f(x) nabyvéd dané hodnoty, byly yu—méfitelné. Pokud by ani tato bandlni vlastnost splnéna nebyla, nebylo
by principidlné mozné integral z takové funkce sestavit.

5.2.1 Definice

Necht' je dan prostor {E,.#,, u(X)} s tplnou mirou. Pod pojmem funkce budeme rozumét kazdé zobrazeni
z prezidenta E do mnozZiny R*, tj. f(x) : E — R*. Redlnou funkci budeme rozumét kazdé takové zobrazeni
z EdoR.

5.2.2 Definice

Rekneme, Ze funkce f(x) : E > R* je u—méfitelnd (nebo jen méitelnd, nemtize-li dojit k ziméné), jestlize pro véechna
¢ € R plati
{x€E: f(x) >c} €., (5.2)

Soustavu vSech pu—méfitelnych funkci ozna¢ime symbolem A,(E) nebo jen A, nemtze-li dojit k chybné inter-
pretaci. Zapisujeme f(x) € A,.
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5.2. MERITELNE FUNKCE

5.2.3 Poznamka

Funkci f(x) : E = R* tedy nazveme méfitelnou, jestlize kazdd mnoZina X, := {x € E: f(x) > c} je méfitelnd, tj.
patii do o—algebry .#), vSech méfitelnych mnozin.

524 Véta

Nésledujici vyroky o funkci f(x) : E — R* jsou ekvivalentni:

1.

2.

3.

4.

f(x) je méfitelnd,
prokazdéce Rplati{x € E: f(x) <c} € .,
prokazdéce Rplati{x € E: f(x) >c} € .4,

prokazdéc e Rplati {x € E: f(x) <c} € .4,.

Diikaz:

5.2.5

ukdZeme, Ze z prvniho vyroku plyne tfeti
plati rovnost

{er:f(x);c}zﬁ{er:f(x)>c—%}

n=1
vsechny mnoZiny v posledné zminéném zépise jsou méfitelné (podle prvniho vyroku)

ovsem protoZe .#, je o—algebra, tak prinik mnoZin z mnoZinové soustavy .#, do .#, také patfi, tedy
{xeE: f(x) >cl €.,

nyni dokdZeme implikaci (3) = (2)
je-limnoZina {x € E: f(x) > c} méfitelna a uvédomime-li si, Ze
[xeE: f(x) <c}=E\{x€E: f(x) >},
jejasné, Ze i mnoZzina {x € E : f(x) < c}je méfitelnd, nebot’ je rozdilem dvou mnoZin z .#), a .#, je o—algebra
zbyva dokdzat implikaci (2) = (4)
zde uZzijeme rovnosti

{er:f(x)<c}=ﬁ{er:f(x)<c+%}

n=1

a stejné argumentace jako v prvni ¢asti dikazu

poznamendvame, Ze dikaz implikace (4) = (1), ktery kompletuje diikaz, je snadny

Véta

Necht f(x), g(x) : E — R* jsou méfitelné a k # 0. Pak také funkce (kf)(x), max{f(x), g(x)}, min{f(x), g(x)} a | f(x)|
jsou méftitelné.

Diikaz:

dokazeme tvrzeni pro funkci (kf)(x)
necht' k > 0
vezméme ¢ € R a zkoumejme, zda mnozina M := {x € E : kf(x) > c} je méfitelnd

z pfedpokladt vime, Ze pro jakoukoli redlnou konstantu d € R je mnoZina {x € E: f(x) > d} méfitelnd
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e poloZime-lid = {, je zfejmé, Ze mnozina
c
M:={er: fx) > E}

je zcela jisté méfitelnd
e necht nynik <0
e v tomto piipadé plati

{xeE: kf(x)>c}={er: f(x)<£},
e tato mnoZina je ale méfitelnd podle véty 5.2.4
e pro dtikaz druhého tvrzeni uzijeme rovnosti
{x e E: max{f(x),g(x)} >c}={x€E: f(x)>cJU{xe€E: gx)>c}

e obé mnoZiny z pravé strany patii podle ptedpokladi do .7, a tedy i jejich sjednoceni do této soustavy patii,

nebot’ .7, je o—algebra

e zbytek diikazu je ndplni cviceni 8.82

5.2.6 Véta - zdkladni véta o mé¥itelnosti funkce

Necht' E C E". Pak kazd4 spojitd funkce g(X) : E = R je u—méfitelna v libovolném prostoru {E, .#,, 1(X)} s iplnou
mirou, tj. g(x) € Ay (E).

e zvolme libovolné c € R

e oznalme B = (c,0)a A = {fe E: g(%) > c}

e zjevné plati A = ¢7(B)

e navic B je v R zcela bez pochyby otevienou mnoZinou

e podle véty 1.1.51 ze skript [6] je vzor kazdé oteviené mnoziny pii spojitém zobrazeni také otevienou
mnozinou, proto A = A°

e podle poznamky 4.1.7 obsahuje soustava .7, vSechny oteviené mnoziny, tudiz A € .,

e déle podle véty 4.2.31 je ./, C .#,, proto A € .#,, coz bylo dokéazat

5.2.7 Definice

Necht' v(x) je vyrokové formule, jeZ m4 smysl pro kazdé x € E. Necht A C E. Rekneme, Ze v(x) plati u—skoro vsude
v mnoZiné A, resp. pro skoro vsechna x z mnoziny A, jestlize mira u(X) mnoziny vsech x € A, kde formule v(x)
neplati, je nula, tj. pro X = {x € A : v(x) = 0} plati rovnost u(X) = 0.

5.2.8 Priklad

Z Yz

Plati napf. tvrzeni: Skoro vSechna redlnd ¢isla jsou iraciondlni. Diivodem je fakt, Ze doplnék mnoziny iraciondlnich
¢isel v mnoziné R, coZ je mnozina Q, méa miru A(Q) rovnou nule. Déle napf. funkce

x ... xeR\N
f(X)={_ (5.3)

x ... xeN

je v R skoro vsude rostouci.
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5.2.9 Definice

Necht f(x), g(x) : E = R* jsou funkce a A C E libovolnd mnozZina. Pak v p¥ipadé, Ze f(x) = g(x) skoro vSude v A4,
fikdme, Ze funkce f(x), g(x) jsou u—ekvivalentni nebo stru¢né ekvivalentni na mnoziné A a zna¢ime f(x) ~ g(x).

5.2.10 Piiklad

Funkce (5.3) z ptikladu 5.2.8 je A—ekvivalentni s funkci g(x) = x, nebot’ f(x) a g(x) se lisf pouze na mnoZiné N,
kterd ma v klasickém méfitelném prostoru miru nula, tj. A(N) = 0.

5.2.11 Véta
Necht’ f(x), g(x) : E — R* jsou méfitelnymi funkcemi a d € R. Pak mnozZiny
[xeE: f(x) >gx)}, xeE: f(x) =28}, {xeE: f(x)=g(x)}, {x€E: f(x)=4d)
jsou méftitelné.
e ukdZeme nejprve, Ze mnozina {x €E: f(x)> g(x)} je méfitelnd
e jelikoz f(x) > g(x), existuje raciondlni ¢fslo g € Q mezi f(x) a g(x)

o tedy
{er: f(x)>g(x)}:U({x€E: f(x)>q}ﬂ{x€E: g(x)<q})

7€Q

e jde o sjednoceni spo¢etné mnoha méfitelnych mnozin, tudiz i zkoumand mnoZzina {x € E : f(x) > g(x)} je
méfitelnd

e plati-li tedy {x € E: f(x) < g(x)} € .#,,, pak diky rovnosti
{x €E: f(x) = g(x)} = E\{x €eE: f(x) < g(x)}
je ziejmé, zei{x € E: f(x) > g(x)} € .4,

e to plyne z faktu, Ze jak mnozina E, tak mnozina {x € E : f(x) < g(x)} patii do o—algebry .#,,, coZ zarucuje, Ze
ijejich rozdil do ., patfi

e posledni dvé polozky dtikazu jsou ndplni cvic¢eni 8.83

5.2.12 Véta

Necht' f(x), g(x) : E — R* jsou méfitelné. Pak také funkce (f + g)(x), (f - 2)(x) (f/)(x) jsou méfitelné na mnozZing,
kde jsou definovany.

Diikaz:
e dokdzeme tvrzeni pro soucet

e vylou¢ime body, kde soucet neni definovan

e necht’ tedy
A=E\([f () ng (=) | [f (=) N g7 (e0)])

e zvolmec € R
e protoZe plati rovnost {x €A f(x)+glx) > c} = {x €A: f(x)>c— g(x)}, staci uzit tvrzeni z véty 5.2.11

e analogicky se dokazuji obé dalsi tvrzeni (ovSem procedura diikazu je ponékud delsi)
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5.2.13 Véta

Necht' f,(x) pro n € N jsou méfitelné funkce a existuje limitni funkce f(x) := lim, . fu(x), reprezentujici bodovou
limitu v E. Pak f(x) je méFitelna.

Diikaz:

zvolme libovolné c € R
snadno nahlédneme, Ze plati série inkluzi

Xe:=(veE: f()>c = veE: lim f,() >l Q}g{er;;}mfn(po%}g

oo

OQH{xEE:f”(x)>C+%}EO{xEE:,}E?of”(x)>c+%}g{xelfi;}ijrolofn(x)>c}=xc

k=1 = k=1
pfitom rovnost [ reprezentuje alternativni zapis dvou totoZnych mnozin, [] zohledtuje fakt, Ze jsou-li
funkéni hodnoty funkce f,(x) v bodé x od jistého indexu m € N vétsi nez néjakeé ¢islo w, pak limy, e fu(¥) > @

a tedy mnoZina {x : lim,« fu(x) > 0} CU>_ "2, {x: fu(x) > w}

inkluze L] je jednoduchym diisledkem faktu, Ze do mnoziny {x € E : lim,_, fu(x) > w} pati{ jisté vSechna
x € E, pro kterd plati implikace n > m = f,(x) > w

tprava [ vyplyva z jednoduché rovnosti U | {x €E: glx) > } [xeE: g(x)>c}
vSechny inkluze ve vyse uvedenych vztazich tudiZ pfejdou v rovnosti, odkud pak snadno vyvozujeme, Ze

€M,

X.:={x€E: f(x)>c) OOﬁ{er:fn(x)>c+%}

k=1 m=1n=m

EMy

a odtud jiZ pfimocate ziskdvame dokazovany vztah X := {x € E: f(x) > c} € .,

5.2.14 Véta

Necht' jsou dény mnozina E C E" a funkce f(X) : E — R takovd, Ze f(¥) € A(E). Pak pro kazdou otevienou mnozinu
G c Rje mnozina f~!(G) méfitelna, tj. f1(G) € 4.

Diikaz:

pro G = 0 je dikaz snadny

zvolme protoG=G°*#0aGCR

jelikoz G je oteviend, pak podle lemmatu 4.1.6 plati: G € ./
existuji proto a,, B, € R tak, ze G = &> {(an, fn)

pak ale
FHG) = o e B)] = W3y f B = Wi (I € E: f() < BN X €E: f) > an))  (54)

mnoziny {x € E: f(x) <B.}a{x€E: f(x) > a,) ale do .#, patii podle definice mé&fitelnosti funkce f(x)

jelikoz se ndm podafilo mnozinu f~1(G) rozepsat jako spocetné sjednoceni méfitelnych mnozin, plyne ze
o—aditivity soustavy .7, Ze f~1(G) € .#,,, coz bylo cilem prokazat
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5.2.15 Véta

Necht' jsou dény mnozina E C E’ a funkce f(¥) : E +— R takova, Ze f(X) € A(E). Pak pro kazdou borelovskou
mnoZinu B C R plati, e f™'(B) € .#,,.

Diikaz:

oznaéme % = {B C R: f7'(B) € .#,} a dokaZme, Ze % obsahuje viechny borelovské mnoZiny
nejprve ale prokdZzeme, Ze % je o—algebra

protoZe f~'(R) = E a E € .#,,, je zcela logicky mnoZina R prezidentem v soustavé 2

pro diikaz o—aditivity zvolme B, € Zpron=1,2,...

protoze f'[U% B,] = U™, f~(B,) € .4, musi také UY B, € .4,

zbyva prokazat, Ze # je uzaviend na rozdil

jelikoz ale f~1(B1\Ba) = f~1(B1)\f~}(By) € .#,,, je zfejmé, Ze rozdil B;\B, lezi v %

soustava 4 je tudiz skute¢né o—algebrou

navic ale soustava % obsahuje podle véty 5.2.14 vSechny oteviené mnoZiny

¢ili # je o—okruh vystavény nad soustavou 2 vsech otevienych mnoZzin

a ponévadZz borelovsky uzaveér 7 je podle definice 1.2.1 nejmensim mozZnym c—okruhem nad 2, musi nutné
platit inkluze 2 c #

jinymi slovy kazdd mnoZina z 9 jev#

tedy kazda borelovska mnoZina B € 2 ma méfitelny vzor f~1(B)

5.2.16 Véta - o méfitelnosti ekvivalentnich funkci

Necht’ jsou dany mnozina E a dvé funkce f(x) : E = R, g(x) : E = R. Necht' f(x) € A(E) a f(x) ~ g(x). Pak také
8(x) € A(E).

Diikaz:

oznatme M = {x € E: f(x) # g(x)}
ziejmé u(M) =0a E\M € .,
zvolme c € R libovolné
pak
xeE: gx)>cl=xeM: gx)>ctw{xe E\M: gx)>c}={xeM: gx)>clW{xe E\M: f(x)>c}=
={xeM: g(x)>clw(lxeE: f(x)>clNE\M)
z Gplnosti miry plyne, Ze mnozina {x € M : g(x) > c} je u—méfitelna
to plyne kromé jiného z toho, Ze {x e M : g(x) >c} Cc M
jelikoz také E\M € .#, a{x € E: f(x) > c} € .4y, jejasné, ze {x € E: g(x) > c} € 4,

a to bylo cilem dokazat
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5.2.17 Véta - diisledek véty o métitelnosti funkce

Necht’ jsou ddny mnozina E C E" a funkce g(¥) : E — R. Necht' existuje spojitd funkce h(¥) : E — R tak, Ze
§(@) ~ h(3). Pak g(?) € A,(E).

Diikaz:
e ve vété 5.2.16 polozme f(X) = h(X) a funkci g(X) ponechme ptivodni vyznam

e podle zakladni véty o méfitelnosti funkce 5.2.6 je funkce h(¥) u—méfitelnd, nebot’ je spojitd, coz naplni
predpoklady véty 5.2.16, a g(¥) je tedy také u—méfitelna

5.3 Abstraktni Lebesguetiv integral

V nadchézejici sekci pfistoupime ke konstrukci abstraktniho Lebesgueova integralu. Vybudujeme jej ve tfech
postupné navazujicich krocich opét metodou rozsifovani tak, jak jsme siji osvojili v kapitolach o tvorbé abstraktnich
mér. Lebesguetiv integral tedy zavedeme (zhruba fe¢eno) nejprve pro po ¢astech konstantni funkce, poté pro funkce
nezaporné a na zaveér pro funkce obecné. Jak uz ale bylo pfedeslano, integrovat bude mozno pouze funkce, které
jsou u—meéfitelné. To bude zfetelné ihned z tivodnich definic.

5.3.1 Poznamka

Pred samotnou konstrukci Lebesgueova integralu je ovSem nezbytné objasnit si zdkladni motivaci pro takovy
pocin. To jest je tfeba stanovit, jakou praktickou interpretaci bude ¢iselnd hodnota Lebesgueova integrdlu mit.
Odpovéd’ na tuto otdzku lze snadno nalézt v tzv. geometrické interpretaci Lebesgueova integrdlu. Tou rozumime
nésledujici tvahu. Necht' je v prostoru {E,.#, , t,(X)} s iplnou mirou zaddna nezdporna funkce g(x) : E = R
definovand na mnoziné E C E". MnoZina

W={E@yeR*":¥eE A0y < f(D)

je mnoZinou ze o—algebry .Z,, ,, kterd vznikla expanzi r—dimenziondlni miry u,(X) z E" na miru y,+1(Z) fungujici
v E"*1. Pfitom za vytvortujici funkci expandujici miry klademe dusledné identitu ¢(y) = y. Hodnotu abstraktniho
Lebesgueova integralu pak budeme vytvéret tak, aby

() [ 90 e = (W), 55)

Rovnice (5.5) reprezentuje pravé zminénou geometrickou interpretaci Lebesgueova integrdlu. Ta mtze byt pro
pripad klasickych mér zjednodusSena takto:

(2) [ 8B =AW
E
Pro snazsi pochopeni dodavame, Ze pro r = 1 reprezentuje mnozina W plochu ohrani¢enou shora grafem neza-
porné funkce, zespoda osou x a zleva a zprava omezenim integra¢ni mnoziny. Mira A, (W) pak pfedstavuje obsah
této plochy.

5.3.2 Definice

Rekneme, Ze funkce f(x) : E — R je jednoduchd, jestlize je u—métitelna a f(E) je kone¢nd mnoZina.

5.3.3 Priklad

Ptikladem jednoduché funkce je napf. funkce celd ¢ast (pfesnéji: dolni celd ¢ast) f(x) := | x|, definovana napt. na
defini¢énim oboru E = Dom(f) = (0,7). Ovéfme nejprve, Ze se jedné o méfitelnou funkci (vzhledem k Lebesgueové
o—algebte .#,). Vezméme tedy (podle definice 5.2.2) pevné c € R, tedy napf. c = 4. Pro tuto volbu je mnoZinou
(5.2) mnozina

[xeE: f(x)>4}=¢(5,7),

ktera je lebesgueovsky méfitelnd, nebot’ se dokonce jedna o mnoZinu z nejzakladnéjsi soustavy 7. Podobné se
prokéze, Ze pro vSechna c € R je mnoZina (5.2) méfitelnd. MtiZeme tedy funkci f(x) := | x] prohlésit za méfitelnou.
Ukézat, ze f(E) je konetnou mnozinou, je zcela trividlni, nebot’ f(E) = {0,1,2,3,4,5, 6} je viditelné mnoZinou
s kone¢nym poctem prvkda.
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A f(X)
6 [ o @
@)
4 *—o0
o—
2 *—0
*—0
X
——{——0— 90— —0—o —06—Pp
2 4 6
Obrazek 5.9

Graf funkce dolni cela ¢ést.

5.3.4 Definice

Necht' je ddna obecnd funkce f(x) : E — R*. MnoZinu
supp(f) := {x €E: f(x) # O}

nazyvame nosicem funkce f(x). Rekneme, Ze funkce f(x) je finitni, jestlize plati y(supp( f )) < 00,

5.3.5 Piiklad

Necht’ je Lebesgueova mira na R zavedend pomoci vytvofujici funkce ¢(x) = x. Pokusme se rozhodnout, zda je
funkce f(x) = 2 finitni v klasickém méfitelném prostoru {R, ///A,)\(X)}. Nosi¢em funkce f(x) = x* je mnoZina
X = (=00,0) U (0, 00). JelikoZ podle 4.2.30 je (0, o0) = o0 a podobné p(—o0,0) = oo, plyne z aditivity, Ze u(X) = c0. A
zkoumand funkce tedy na {R, M, /\(X)} finitni neni. Je-li ale Lebesgueova p(X) mira vytvofena generujici funkci

3x ... x€(0,5),
p(x)=41 15 ... x€(5 ),
o ... x<0,

je p(=00,0) = 0 a u(0,00) = u(0,5) + y((S, 00)) =15+ 0 = 15. Tedy p(X) = 15 a zkoumand funkce tudiZ je na

uvaZovaném prostoru {R, My, y(X)} finitni.

5.3.6 Definice

Zdkladnim systémem funkci Z, rozumime mnozinu vSech jednoduchych a finitnich funkci f(x) : E - R{.

5.3.7 Poznamka

Funkce ze zdkladniho systému jsou podle pfedeslé definice kromé jiného nezdaporné, u—métitelné a jejich obor
hodnot mé kone¢ny pocet prvki.

5.3.8 Véta

Necht' f(x),g(x) € Zy a ¢ > 0. Pak funkee (cf)(¥), (f + £)(x), max(f(x), g}, min{f (), g [f@), £*(x), £, a
(fg)(x) téZ nalezeji do Z,..

Diikaz:

e zcela bez pochyby se ve vSech p¥ipadech jedna o jednoduché funkce
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e rovnéz lze vcelku jednoduse nahlédnout, Ze vSechny z citovanych funkci jsou finitni, nebot’ napf.
supp(f +g) © (supp(f) |_] supp(f)),
a tedy y(supp(f + g)) < p(supp(f)) + u(supp(g)) <

5.3.9 Poznidmka

Stale uvazujeme pevné zvoleny prostor {E, .#,, 1(X)} s Gplnou mirou. Pfistupme k proni etapé vybudovani obec-
ného Lebesgueova integrélu. Bude jim definice integralu z funkce ze zakladniho systému Z ..

5.3.10 Definice

Necht’ funkce f(x) € Z,.. Jestlize f(E) \ {0} = 0, coz zahrnuje také piipad, kdy E = 0, pak klademe fE fx)du(x) == 0.
Necht' naopak f(E) \ {0} = {d1,da,...,dn}, m € N a dy € R* pro k € m jsou navzdjem rtzna &sla. Polozme
Ay = f1(dy). Pak soucet

Y di (A (5.6)
k=1

nazveme integrdlem z funkce f(x) pres mnoZinu E podle miry u(X) a ozna¢ime jej fE f(x) dp(x).

5.3.11 Lemma

Hodnoty u(Ax) z definice 5.3.10 existujf a jsou nezdpornymi redlnymi ¢isly. Vyrazy dip(Ax) v rovnici (5.6) nejsou
neurcité. Suma (5.6) je vZdy kone¢na a jeji hodnota je nezdporna.

5.3.12 Piiklad

Budeme nyni demonstrovat smysl pfedchozi definice. Definujme funkci
x € A1 =(0,3),

... x€A;=(-10,-6),
flx) = 7 ... x€A3=(-4,-2)U(7,10),

10 ... xeAy={4,6),
0 ... xeR\(ULA).
f(x) A
10 —
o ts | o l
B I DI BT
-10 -5 5 10

A3:D—4,—2DD 07,100

Obréizek 5.10
Graf funkce f(x).
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Uvedena funkce je jisté jednoduchd, nebot’ f(E) = {0,2,4,7,10}, coZ je konetnd mnozina, a méfitelnost plyne
trividlné z definice. Pfipomindme, Ze nap¥. pro ¢ = 5 plati

{fxeR: f(x)>c}=(-4,-2)U4,6)uU(7,10),

coz je zcela zjevné disjunktni sjednoceni méfitelnych mnoZin (jak v Jordanové smyslu, tak v Lebesgueové smyslu).
Finitnost funkce f(x) plyne z faktu, Ze mira nosice supp(f) = U{, A; je A(supp(f)) = 14. Lze tedy aplikovat definici
5.3.10. Jelikoz f(E) \ {0} = {2,4,7,10}, ozna¢ime v souladu s definici d; = 2, d, = 4, d3 = 7 a kone¢né dy = 10.
P¥i tomto znaceni je splnéna rovnost A; = f~!(d;), kterd v inverznim zapise f(A;) = d; reprezentuje skute¢nost,
Ze obrazem mnoziny A; pfi zobrazeni f(x) je jednoprvkovd mnozina {d;}, tedy Ze funkce f(x) zobrazuje vSechny
prvky mnoziny A; na ¢islo d;. Podle 5.3.10 se integral z funkce f(x) pfes R podle miry 1(X) definuje jako suma

4
[ a0 = Y ducan,
i=1

kterd predstavuje soucet mérjednotlivych obdélnikii o zdkladné A; a vysce d;. JelikoZ je mira mnoziny A; v obecném
pojeti rovna u(A;), je mira (obsah) zminovaného obdélnika rovna soucinu délky (miry) zdkladny p(A;) a vysky
d;. Tim je ziskana mira mnoZiny pod grafem funkce f(x) nad mnoZinou A;. Pro vypocet miry mnoZiny omezené
grafem funkce f(x), tedy pro vypocet integralu funkce f(x), je tfeba se¢ist miry jednotlivych obdéInikti s riznymi
vyskami. To je smyslem pfedchozi definice.

5.3.13 Poznamka

O definici 5.3.10 nékdy hovorime jako o pronim Lebesgueové integrdlu nebo o proni etapé konstrukce Lebesgueova
integrdlu.

5.3.14 Véta

Necht' (B;)?", je disjunktni posloupnost mnoZin koneéné u—miry a (c;)?", je kone¢na posloupnost kladnych redlnych

¢isel. Necht' déle f(x) := Y1, cixp,(x), kde xg,(x) je charakteristickd funkce mnoziny B;. Pak

[ waue =Y cus.
i=1
Diikaz:

e jednoduchy (jde vlastné o jinou formulaci definice 5.3.10)

5.3.15 Véta - o linearité proniho Lebesgueova integrdlu

Pro libovolné funkce f(x), g(x) € Z, a &islo k € R plati
Jo k) () dutx) = k [ £(x) du(),
[ + 9@ du() = [} f(x) du() + [, g(x) du().
Diikaz:

e nejprve je tieba prokazat, Ze jsou-li f(x), g(x) € Z,, pak také f(x) + g(x) € Z, akf(x) € Z,

to bylo ale dokdzano ve vété 5.3.8

diikaz prvni rovnosti je ndplni cvi¢eni 8.85

dokazeme tedy tvrzeni o souttu h(x) := f(x) + g(x)

oznatme A; = f71(d;) a B = g’l(e]-) adéle B := &J;.”:lBj aA =Wl A

zavedeme-li nyni pomocné znaceni C; = A; \ B, Dj = Bj \ A a F;j = A; N B, plati

WC) =1{di}, D)) ={ej}, h(F;j)=1{d;i+ej}
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e pak tedy

n

i# ,])d +e}

i=1 j=1

2) fE ) du(x) = (2) fE (f + 900 du(x) = Zl w(Cd + ; u(D))e; +

e vzhledem k faktu, Ze

n n m m
2 y(Al N B) = Z y(A, N B]) = y(A N B]),
i=1 i=1 j=1 j=1
plati odtud
Z ‘u(Al N B)dl = /J(A, N B])dl,
i=1 i=1 j=1
Zy(AﬂBj)ej: y(A OB)
j=1 i=1 j=1
e proto

n

(L) fE h(x) du(x) = Z(M(A,-) — u(A; N B))d; + Z(M(Bj) — (B N A))ej+
j=1

i=1

n

* Zm: p(Fipd; + Zn: i p(Fipej =

i=1 j=1 i=1 j=1

n

u(A)d Z#(A N By +Zu<B )ej - Z#(B N+ Y Y+ Y Y (e =
j=1

i=1 i=1 j=1

Zu(A)d + Y )= [ swau +2) [ gorau

j=1

5.3.16 Lemma
Necht’ funkce f,(x), gu(x) € Zy pron € N a f,(x) < gn(x) na E. Pak

f £ du) < f $(0) du().
E E

5.3.17 Definice

Necht' f(x), fu(x) pro n € N jsou funkce definované na mnoziné E. JestliZe pro kazdé x € E plati
lim £,(x) = £(x),

fikdme, Ze posloupnost (f,(x)); konverguje (bodové) k funkci f(x) a zapisujeme f,(x) — f(x). Jestlize navic pro
vSechna x € E je posloupnost c1sel (fu(x));”, neklesajici, resp. nerostouci, fekneme, Ze posloupnost (f,(x)),,
konverguje zdola (roste), resp. konverguje shora (klesd) k funkci f(x) a zapiSeme f,(x) / f(x), resp. fu(x) \y f(x). Pokud
vSe plati pro kazdé x € E\ M, kde u(M) = 0, itkdme, Ze posloupnost (f(x));”, roste, resp. klesa k funkci f(x) skoro
vSude v E.

5.3.18 Véta
Necht’ vSechny funkce f,(x) pro n € N patii do zdkladniho systému Z,. Necht' f,(x) N\ 0. Pak

tim [ i auc0 =

Bez ditkazu.
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5.3.19 Véta

Necht’ funkce f(x), g(x) jsou funkce ze zdkladniho systému Z,,. Pak fE f(x)du(x) > 0. Jestlize plati fE flx)du(x) =0,
pak f(x) ~ 0, a pokud f(x) ~ g(x), pak [, f(x)du(x) = [ g(x) du(x).

Diikaz:

necht f(E)\ {0} = {d1,da,...,dun}, a Ax = f71(dy)

pak podle definice 5.3.10 plati, Ze fE F(x)dp(x) = Yty de w(Ax)

prvni tvrzeni je tudiZ jasnym disledkem definice 5.3.10

navic je-li suma Y., d; 11(A;) ze zmitiované definice rovna nule, musi nutné byt u(A;) = 0 pro kazdé i
pak ale y(supp(f)) = w(Wr, A) =0, tedy f(x) ~0

pro treti ¢ast ditkazu definujme funkci h(x) := f(x) — g(x)

pokud h(x) € Z,, je zjevné h(x) = 0 skoro vSude v E a podle definice 5.3.10 je ale fE h(x)du(x) = 0, coz je
ekvivalentni (diky tvrzeni véty 5.3.15) rovnosti fE flx)du(x) = fE g(x) du(x)

pokud ale h(x) € Z,, coZ je zplisobeno faktem, Ze funkce hi(x) nabyva zdpornych hodnot, je tfeba k dtikazu
uzit az teti etapu konstrukce Lebesgueova integralu (viz dalsi text)

za danych okolnostf ale h*(x) ~ 0 a h™(x) ~ 0, a proto také v tomto pfipadé plati rovnost fE h(x)du(x) =0

5.3.20 Véta
Necht’ funkce f(x) a f.(x) pro n € N jsou funkce ze zdkladniho systému Z,. Necht' f,(x) / f(x). Pak

tim [ fane = [ feodu

Diikaz:

z faktu, Ze f,(x) " f(x), vyplyva, Ze f(x) — fu(x) \, 0
podle véty 5.3.18 ale limy e [.(f(x) = fu(x)) du(x) = 0

e jelikoZ z linearity odvozené ve vété 5.3.15 vychazi, Ze

fE £0) du) + fE (FG) — £,(0) du) = fE £ du),
dostdvame odtud
li n li — Jn = Y
tim [ i@t + im [0~ fioraue = [ feoduco

respektive

tim [ 9au +0= [ ) aut

5.3.21 Poznamka

V nésledujicim vykladu bychom integrél (prozatim definovany pouze pro jednoduché funkce) méli rozsi¥it na $irs
mnozinu funkci. Cilem této ¢asti je ze znalosti integralu pro jednoduché funkce vybudovat pojem integralu pro
nezaporné funkce, které obecné nemuseji byt jednoduché. Princip takového zavedeni je vcelku prosty a zfejmy.
Budeme-li mit nezdpornou funkci f(x), jez neni jednoduchd, a posloupnost jednoduchych funkci f,(x) € Z,,

které k ni konverguji nap¥. zdola, snahou je definovat integral fE f(x) du(x) jako limitu integrala fE fu(x) dp(x),
které jsou jiZz definovany v definici 5.3.10. Aby tento postup fungoval, je tfeba zarucit, Ze pokud zvolime dvé
posloupnosti (f,(x));”; a (8.(x));",, které obé konverguji k téZe funkci f(x), pak obé limity lim; e fE fa(x)du(x) a

limy, o0 fE gn(x) dpi(x) budou stejné. To prokédze nasledujici véta.
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5.3.22 Véta
Necht’ f,(x), gn(x) € Z, pron € N. Necht' f,(x) ,/* f(x) a také g,(x) / f(x). Potom

lim ff,,(x)dy(x): lim fg,,(x)dy(x).
n—o00 E n—o0o E

Diikaz:

obé limity existuji, nebot” se jednd o limity neklesajicich posloupnosti redlnych &isel

zvolme pevné m € N a pro kazdé n € N definujme novou funkci

I (x) = min( £, (x), gn(x)) (5.7)
tyto funkce jsou také ze zdkladniho systému (podle véty 5.2.5)
zafixujeme-li v rovnici (5.7) vyraz g,(x), plati, Ze h,(x) / min( fx), gm (x))

jelikoz ale gy, (x) /' f(x), pak nutné min( f(x), gm (x)) = gm(x)

tudiZ lim,—,e0 fE hy(x) du(x) = fE gm(x) dp(x) podle véty 5.3.18, pii jejiZ aplikaci si uvédomime, Ze ze vztahu
gm(x) /" f(x) plyne vztah
() = gm(®) N0

jelikoZ ale hy,(x) < fu(x), plati podle lemmatu 5.3.16, Ze lim, e fE hy(x) du(x) < limy—eo J; fu(x) du(x), tedy
[ g du() < limo [) () du(x)

po limitnim pfechodu m — oo dostdvdme hledanou nerovnost
lim fgm(x) du(x) < lim ffn(x) du(x)
m—00 E n—oo E
obratime-li postup, l1ze analogicky dokazat, Ze

tim [ ioau < tim [ g0 auto)

coz kompletuje dokazované tvrzeni

tim [ gu0aut) = tim [ £, duco

5.3.23 Poznamka

Nyni tedy nic nebrani provést druhyj krok konstrukce Lebesgueova integrélu, a sice definovat integrdl z neza-
pornych p—méfitelnych funkci. Hovotime nékdy také o druhém Lebesgueové integrdlu nebo o druhé etapé konstrukce
Lebesgueova integrdlu.

5.3.24 Definice

Oznatme

Z; = {f@): Ran(f) C Ry A Ff(x) € Zytak, Ze fu(x) / f(x)}

a pro libovolnou funkci f(x) € Z definujme integral fE f(x) du(x) nasledujicim zptisobem. Zvolme posloupnost
(fu(x));, funkci ze Z, takovou, Ze f,(x) /" f(x). Pak definujeme

[ feaue = fim [ £ auc 53)
E E
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5.3.25 Poznamka

Do systému Z}; tedy patfi vSechny nezdporné funkce f(x), pro které 1ze najit posloupnost jednoduchych finitnich
funkdi f,(x) takovou, Ze f,(x) / f(x).

5.3.26 Lemma
Pro funkciondlni tfidy Z, a Z; plati inkluze Z, ¢ Z a pro kazdou funkci g(x) € Z, jsou hodnoty integrala

vypoctenych podle (5.6), resp. (5.8) stejné.

5.3.27 Piiklad

Definici 5.3.24 demonstrujeme na funkci

_ | sin(x) ... x€(0,m),
f(X)_{ 0 .. x¢40,m).

Definujme nyni po ¢astech konstantni funkci f,(x) € Z, pfedpisem

sin(z2n) ... xe(En,Ln) (i€,
fud) =3 sin(En) ... xe(Elm in)  (ie€2n\7),
0 ... x¢(0,m).

Jednad se o funkci, jejimz nosi¢em je interval (0, i), ktery je rozdélen na 2n ekvidistantnich interval@. Na kazdém
z téchto intervalti nabyvéa funkce hodnoty jeho levého (pro 0 < x < 7/2), resp. pravého (pro 71/2 < x < 7t) krajniho
bodu. Viz nésledujici obrazek.

£00.1,(9

v

Obréazek 5.11
Kilustraci definice Lebesgueova integrélu z funkce f(x) € Zj.

Podle definice 5.3.10 snadno vypocteme integral z funkce f,(x) € Z,, nebot’ A; = (%n, ﬁn) proi € nad =
sin(%n). Tedy (budeme-li uvazovat klasickou Lebesgueovu miru A(X)) plati

fan(x) dA(x) = 2§sin(i2_—nl n) = (cotg(fn) - 1). (5.9)

VyuZili jsme jednak symetrie funkce f,(x) a jednak faktu, Ze A(A;) = 7. Tim, jak bude 7 rast, bude se pribéh
funkce f,(x) pfibliZovat skute¢nému pritbéhu funkce f(x) (viz obrazek 5.12).
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+ 1(,1,09

Obrézek 5.12
K ilustraci definice Lebesgueova integrdlu z funkce f(x) € Z}.

Aplikujeme-li nyni definici 5.3.24, 1ze integral z funkce f(x) ¢ Z, vypocitat jako

fRf(x) dA(x) = ;}i_f&fan(x) dA(x) = 1}1_1)1; % (cotg(%) - 1) =2.

Pozndmka na zavér: Vypocet sumy (5.9) je znaéné obtizny.

5.3.28 Véta

Necht' je dan prostor {E, .#,, u(X)} s tGplnou mirou, ktera je navic c—kone¢nd (viz definice 5.1.2). Necht' je dale
dana funkce f(x) : E > R®, kterd je u—méfitelna, tj. f(x) € A,(E). Pak existuje posloupnost (f,(x));, funkei ze Z,
tak, Ze f,(x) /" f(x).

Bez diikazu.

5.3.29 Dusledek

Je-li mira o—kone¢na, pak kazdd nezdpornd méfitelnd funkce patif do soustavy Z;.

5.3.30 Umluva

V celém dal$im textu budeme pfedpoklddat, Ze mira u(X) zadana na prostoru {E, .#,, u(X)} s dplnou mirou je
navic také o—kone¢na.

5.3.31 Poznamka

Zbyva tedy zkompletovat formulaci Lebesgueova integralu. Tretim a zaroven poslednim krokem pfi jeho kon-
strukci je formulace integralu z libovolné méfitelné funkce, tedy i z té, kterd nabyva zapornych hodnot. Zptisob
konstrukce se pfimo nabizi. Rozdélime-li libovolnou funkci na jiz definované (viz definice 5.1.6) horni a dolni fezy
f(x) a f~(x) auvédomime-li si, Ze oba jsou nezdporné, jisté snadno pochopime pfedkladanou definici.
5.3.32 Definice
Jestlize f(x) : E— R*, f*(x) € Z;, f(x)e Z; a ma-li rozdil

f £ du(x) - f () du() (5.10)

E E

smysl, nazveme jej abstraktnim Lebesgueovym integrdlem z funkce f(x) podle miry u(X) a oznac¢ime

(2) fE £ du().

Symbol (.£) se uziva pouze v pfipad€, kdy by mohlo dojit k zdméné s jinym typem integralu.
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5.3.33 Pozndmka

Je-limira c—konecnd, coz je vétSina nejbéznéjsich variant Lebesgueovy miry, bude pro kazdou y—méfitelnou funkci
f(x)platit, Ze f*(x), f(x) € L :j a o existenci Lebesgueova integralu rozhodne pouze urcitost nebo neuréitost vyrazu
(5.10).

5.3.34 Definice

MnoZinu vSech funkci, pro néz existuje abstraktni Lebesguefiv integral pfes mnoZinu E, oznacujeme symbolem

ZL*(E, ). Jestlize
@) [ foaw er
E

fekneme, Ze (abstraktni Lebesguetiv) integral konverguje nebo Ze funkce f(x) je lebesgueovsky integrovatelnd (integra-
bilnf). Mnozinu vSech lebesgueovsky integrovatelnych funkci ozna¢ime .Z(E, p).

5.3.35 Poznamka
Jiz z definice je jasné, ze L (E, u) € L*(E, 1). Navic je také jasné, Ze plati mnozinova rovnost

(f(@) € L*(E, 1) : f(x) >0} = Z;. (5.11)

5.3.36 Piiklad

Ukazeme, Ze po astech konstantni funkce, definovana pro x € (n — 1, n), kde n € N, pfedpisem

B (_1)n+1
f(x) - n 7
nemad na E := R} Lebesguetiv integral. Funkci f*(x) je funkce
) = sl ... xe(@m-22m-1),
0 ... xe€2m—1,2m),
kde m € N. Podobné
£ 0 ... xe@m-2,2m-1),
X) =
2% ... xe€m-—1,2m).
2 f(x)
1 @0
o
[ e O
X
1 5 .
; >
o0
o0
o
Obrézek 5.13 -
Graf funkee f(x) = S

Pak plati rovnosti

. v _ 1 _ w1
fEf (x)d)\(x)—mzzlzm_l_oo, fEf (x)dA(x)_mZ:l%_oo.

Jelikoz ale rozdil obou integrali neni definovan, neexistuje ani integral fE f(x)dA(x) a tedy f(x) ¢ £~ (E, A(X)).
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5.3.37 Véta - o ekvivalentnich funkcich
Necht' f(x) € Z*(E, u) a g(x) ~ f(x). Potom g(x) € Z*(E, u) a

ng(x) du(x) = fEf(x) du(x).
Navic vztah f(x) € Z(E, 1) je ekvivalentni se vztahem g(x) € Z(E, u).

Diikaz:

e dtikaz provedeme nejprve pro nezdporné funkce f(x), g(x)

e jelikoz f(x) € Z*(E, u), existuji funkce f,(x) € Z, tak, Ze f,(x) /" f(x)

e necht' M C E je mnozina takové, Ze u(M) = 0 a zaroven g(x) = f(x) pro vSechna x € E\ M
e oznalme gu(x) restrikci funkce g(x) na mnoZzinu M

e funkce gy (x) je méfitelnd na M, t.j. gm(x) € Ay(M), nebot’ mira u(X) je tplna

o existuji tedy funkce h,(x) jednoduché na M takové, ze h,(x) /" gm(x)

e polozme

(x) = falx) ... x€eE\M,
= hy(x) ... xeM

o funkce g,(x) jsou jednoduché
e abychom prokézali, Ze g,(x) € Z,, je tfeba ukazat, Ze mira nosice funkce g,(x) je kone¢na
e protoZze ale supp(g,) C [supp( fa) U M], plati také

p(supp(gn)) < p(supp(fu)) + 1 (M) = p(supp(fn)) < oo

o ziejmé gu(x) / g(x) a gu(x) ~ fu(x)

e pak podle tvrzeni véty 5.3.19 plati
[ ewane = [ feoaue,

coz v limité n — oo vede k tvrzeni

fE 900 du(x) = fE £ du(x)

e jsou-li f(x), g(x) libovolné, uzijeme faktu, Ze z ekvivalence g(x) ~ f(x) vyplyvaji ekvivalence f*(x) ~ g*(x) a
f)~8(

e tvrzeni pak vyplyva z prvni ¢asti diikazu, nebot’

fE ) du(x) = fE £ @) du(x) - fE F @) du() = fE () du(x) - fE ¢ (@) du(x) = fE $(x) du()

5.3.38 Priklad

Necht' funkce @(x) = x + 3O(x — 3) generuje jednodimenziondalni Lebesgueovu miru p(X). Rozhodnéme, zda jsou
funkce g(x) = e*a

e* ... xeR\N,
-2 ... x €N,

u—ekvivaletni. JelikoZ se funkce g(x) a h(x) lisi na mnoziné N, je tfeba rozhodnout, zda y(N) je ¢i neni nulova.
Nejprve ur¢ime p({1}). Tato tloha ma dvé ¢asti: a) rozhodnout, zda {1} € .#,,, b) vypocitat u({1}), pokud je odpoved’
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v bodé a) pozitivni. Mé-li mnoZina {1} patfit do .2, musi pro kazdé ¢ > 0 existovat S, € .77 tak, Ze S; D {1} a
yﬁf"’(sg\{l}) < &. Zvolme
5 = <1, 1+ 5).

2
Oznacme Z, = 5:\{1}. Vidime, Ze Z, = Z; € .#3, a proto

(o]

(ex) _ _ & & _ €
AuU (ZS)_”O(Zs)—ZF(<1+m,l+%))_§<g

n=1

a tvrzeni je prokdzano. Analogicky lze také podobnou vlastnost prokazat pro jakoukoli mnozinu {m}, kde m € N,
a to dokonce i pro m = 3, coz je ptipad, kdy je tfeba ptislusnost k soustavé .#, dokazovat (vzhledem k nespojitosti
vytvorujici funkce v bodé x = 3) velmi obezfetné.

Déle dle definice Lebesgueovy miry odvozujeme:
u({1)) = inf uo((1,1+¢)) = iggF((l, 1+¢) = inf(1+¢-1) =0,
u((2)) = inf uo((2,2+ ¢)) = iggF(Q,z +¢)) = inf(2 +¢-2) =0,
u({3)) = inf Ho((3,3+¢)) = £2£F<<3f3 +¢)) = inf(3 +¢+3-3) =3,
u((4}) = inf uo((4,4+¢)) = igggF((4,4 +2)) = inf(4 +¢-4) =0,
u({5)) = inf uo((5,5+¢)) = i£r>1£F((5,5 +¢)) = inf(5 +¢ - 5) =0,
m>5 = u(im))=inf o((m,m + £)) = ir;gF((m,m +¢)) = inf(m + ¢ —m) = 0.

Odtud pak u(N) = u(we_ {m}) = Yo u(fm}) =0+0+3+0+0+... = 3. Zkoumané funkce tudiz u—ekvivalentni
nejsou.

5.3.39 Véta
Necht' f(x) € £*(E, 1) a f(x) > 0 skoro vSude. Potom fEf(x) du(x) > 0.

Diikaz:

existuje-li mnoZina A C E nenulové miry takova, Ze f(A) = oo, je tvrzeni trividlné splnéno

predpoklddejme déle, Ze Zddnd takova mnoZina neexistuje, tedy Ze funkce f(x) nabyva hodnoty co pouze na
mnoZiné miry nula

jelikoz f(x) > 0 skoro vSude, pak f~(x) ~ 0, tedy fE f~(x)du(x) =0

z definice 5.3.32 pak pfimo vyplyvd, Ze fE flx)du(x) >0

5.3.40 Véta- linearita Lebesgueova integrdlu (ndsobek)

Pro libovolné funkce f(x) : E — R* a &islo ¢ € R plati

[ermaner =c [ foaut,
maé-li pravé strana vyznam.
e pro ¢ = 0je tvrzeni trividlni

e diikaz provedeme nejprve pro kladna ¢
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je-li funkce nezdpornd a ze soustavy Z;, zvolme posloupnost ( fa (x)):o=1 funkci ze Z,, takovou, Ze f,(x) ,/ f(x)
pak také cf,(x) " cf(x)
odtud

[ ermrane = tim [ cpaue = clim [ fimaue =c [ fordu

to, Ze fE cfu(x)dp(x) =c fE fa(x) dp(x) pro funkce ze zdkladniho systému, plyne z véty 5.3.15

pokud f(x)jelibovolnd, uzijeme jednak definice 5.3.32 a jednak toho, Ze tvrzenije jiZ dokdzdno pro nezdporné
funkce

pak tedy
[ ermau = [enmane- [ mann=c [ Fwawm-c [ Fmawe=c [ o

pfejdéme na dtlikaz pro zdpornd c
v podstaté sta¢i dokédzat tvrzeni pro ¢ = -1

pak (=)t = f~ A (=f)” = f*, odkud snadno

i}mmwm=Lewwwm—ﬁewwwm=Lfm®@—£ﬁ®m@#—Lﬂwwm

5.3.41 Véta - linearita Lebesgueova integrdlu (soucet)

Pro libovolné funkce f(x), g(x) : E = R* plati

ﬁ0m+m»wm=£ﬂmww+£mmwm,

ma-li prava strana vyznam.

Diikaz:

uvaZme nejprve nezadporné funkce
vezméme f£,(x), g.(x) € Z, takové, Ze £,(x) /' f(x) a gu(x) / g(x)
pak jisté f,(x) + gu(x) € Z,
dale
(0 + ) aut = [ fimauco+ [ gutoreuco
to plyne z véty 5.3.15

na posledni rovnost aplikujeme limitu 7 — co a dostdvame

d =1i ” a(x))d = d d
[ (re0+ st) e = tim [ (£0-+ gu)autr = [ e+ | gt
jsou-li f(x), g(x) obecné funkce, oznaéme h(x) := f(x) + g(x)
plati h(x) = h*(x) = ™ (2) = f() + §(x) = f*() ~ f~(x) + (1) - g~ (x)
odtud

[+ [ Fwwm s [yoan= [ Foan s [ewam s [ o,
pficemz obé strany existuji (byt’ mohou byt rovny plus nekone¢nu)

v této rovnici lze provést nasledujici s¢itani

[ - [roaw= [ Fown- [ rown s [¢mwn- [ soae,

nebot’ vyraz na pravé strané je dobfe definovén, coZ je garantovano predpoklady véty

odtud jiz plyne tvrzeni
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5.3.42 Véta - monotonie Lebesgueova integrdlu
Necht’ f(x), g(x) € Z*(E, u) anecht’ f(x) < g(x) skoro vSude v E. Pak

[ rwraneo < [ srauco,

Diikaz:

oznacime-li h(x) := g(x) — f(x), spliiuje funkce h(x) pfedpoklady véty 5.3.39

z jejiho tvrzeni vyplyva, Ze j; h(x) du(x) > 0, coz spole¢né s linearitou 5.3.41 kompletuje dikaz

5.3.43 Véta
Necht' f(x) > 0 skoro vsude a fEf(x) du(x) = 0. Pak f(x) ~ 0.

Diikaz:

funkce f(x) je definovdna vsude v E a je skoro vSude nezdpornd v E
oznaéme B, = {x € E: f(x) > ) proneN
plati, Ze By CB, C B3z C ...
zfejmé
w) =[x < [nfwaue o,

nebot’ ve vSech bodech mnoZziny B, jsou funkéni hodnoty charakteristické funkce xp, mensi nez hodnoty
funkce nf(x)

proto u(B,) = 0 pro véechny n € N
déle{xe E: f(x) >0} =U> B,

proto u({x € E: f(x) > 0}) = u(U B,) < XLy t(By) =0
atedy u({x € E: f(x) > 0}) = 0, coz je ekvivalentni faktu, Ze f(x) ~ 0

5.3.44 Véta

Necht' f(x), g(x) € Z(E, u) a c € R. Pak funkce (cf)(x), (f + g)(x), max{f(x), g(x)}, min{f(x), g}, [f(X)|, f*(x), f~(x)
téz nélezeji do Z(E, p).

Diikaz:

tvrzeni plyne jiz ze samotné konstrukce integrdlu nebo z vét o linearité Lebesgueova integralu
napf. pro absolutni hodnotu |f(x)| plati rovnost [f(x)] = f*(x) + f(x)

ale obé funkce f*(x), f~(x) patii do .Z(E, )

tedy také |f(x)| € Z(E, u)

5.3.45 Véta - o absolutni hodnoté Lebesgueova integrdlu
Necht' f(x) € Z(E, u). Pak plati

U;f(x)dy(x) <fE|f(x)|du(x).

Diikaz:

vztah |f(x)| € Z(E, u) plati, jak vime z pfedeslé véty

dale plati série nerovnosti

‘fEf(x)dP‘(x) = ‘fEfJ'(x)d‘u(x)—fEf—(x)dy(x)

<

Lﬁmwm+ufmww=ﬁmmwm
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5.3.46 Dusledek
fx)e Z(E,u) < |fxle ZE p A flx)e AH(E).

5.3.47 Poznamka

Ekvivalence f € Z(E, u) © |f(x)| € Z(E, u) obecné platnd neni, nebot’ existuji funkce, které nejsou p—méftitelné,
ale jejich absolutni hodnota ano. P¥ikladem takové funkce je

) 1 ... x€A,
X) =
§ —1 ... xeE\A,

kde A c E je neméfitelnd mnoZina.

5.3.48 Véta - pomocnd véta pro srovndvaci kritérium

Necht' f(x),g(x) : E = R* a f(x) € Ay(E). Necht' dale g(x) € Z(E,u) a pro vSechny x € E plati nerovnost
0 < f(x) < g(x). Potom f(x) € Z(E, 1) a navic

ﬁﬂmwm<£gwwm

Diikaz:

+

e jelikoZ je funkce g(x) zcela zfetelné ze systému Z;,

tak, Ze g.(x) /" g(x)

jisté existuje posloupnost funkeci ¢1(x), 2(x), g3(x), ... € Z,

e podle véty 5.3.28 existuje posloupnost (f,(x));", funkci ze Z, tak, Ze f,(x) /" f(x)

polozme h,(x) = min{f,(x), g.(x)}

zjevné h,(x) € Z, pro vSechnan € N

navic v8ak h,(x) /" min{f(x), g(x)} = f(x)

protoze h,(x) < gu(x), vychédzi z lemmatu 5.3.16, Ze
lim fhn(x) du(x) < lim fgn(x) du(x) = fg(x) du(x)
n—o0 E n—oo E E

e aproto [, f(x)du(x) < [, g(x) du(x)

5.3.49 Véta - srovndvaci kritérium
Necht’ f(x) € Ay(E) je méfitelna funkce, g(x) € Z(E, ) je lebesgueovsky integrovatelna funkce a
f@)] < g)
skoro vSude v E. Pak také f(x) € Z(E, u).
Dikaz:
e dikaz Ize (vzhledem k definici pojmu skoro vSude) provadét za predpokladu |f(x)| < g(x) vSude v E
e podle véty 5.2.5 je funkce |f(x)| ze systému A, (E) méfitelnych funkci
e podle véty 5.3.48 je funkce | f(x)| integrabilni, tj. | f(x)| € Z(E, )

e a podle dusledku 5.3.46 je také sama funkce f(x) integrabilni, tj. f(x) € Z(E, u)
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5.3.50 Véta - Leviho
Necht’ pro v8echna n € N plati, Ze f,(x) € Z*(E, p). Necht' déle
e bud’ f,(x) / f(x) skoro vSude a fE f1(x) du(x) > —oo,

e nebo f,(x) \ f(x) skoro viude a fE f1(x) du(x) < oo.
Pak plati f(x) € Z*(E, 1) a rovnost
tim [ au = [ foduc
e uvaZujme nejprve piipad, kdy f.(x) € Z;
e existuji tedy jisté posloupnosti funkeci (g,k(x));?, ze zdkladntho systému Z,, tak, Ze gu(x) / fu(x)
e polozme h,(x) = max{g;j(x): 1<i<n A1<j<n}
e vSechny tyto funkce jsou opét ze zékladniho systému Z, a navic 1, (x) < hy41(x)
e dale h(x) = lim,, e h,(x) a h(x) € Z;
o tedy hy(x) < £u() < ()
e logicky také plati: h(x) = f(x), a tudiZi f(x) € Z;
e proto

[ Foraue = [ nwaue = fim [ @ eue < im [ @0 < [ 0

e vSechny nerovnosti tudiZ pfejdou v rovnosti, a proto lim, fE fu(x) du(x) = fE fx) du(x)
e dokaZme nyni prvni tvrzeni pro pfipad obecnych funkct f,(x)
e pro vSechna n € N platf z monotonie integralu, Ze fE fa(x) dp(x) > fE f1(x) du(x) > —o0

e protoze f,(x) /' f(x), plati pro nové zkonstruovanou posloupnost g,(x) := f,(x) + f; (x) = f,[(x) — f,; (x) +
fi () >0, ze gn(x) € Z};, a diikaz se tim pfevadi na prvni ¢ast

e snadno nahlédneme, Ze f, (x) < f (x) a gu(x) / f(x) + f; (%)
e odtud f(x) + f; (x) € L*(E, )
e podle prvni ¢asti dtikazu: lim,, e J; gn(x) dp(x) = fE( f(x) + f () du(x), kde f(x) € ZL(E, 1)

e dale
tim [ A aue = fim [ g.0aue - [ o auco -
- [+ frenaue - [ frwaue = [ o aue
E E E
e pro ditkaz druhého tvrzeni postaci pfeznacit 1, (x) := —f,(x) a aplikovat tvrzeni ¢. 1

5.3.51 Véta - Leviho pro fady
Necht’ " fu(x) je Fada nezapornych méfitelnych funkci, pak

 f@anw =Y [ £ du. (5.12)
EWm1 n=1vE

Diikaz:

e uplatnime vétu 5.3.50 na posloupnost ¢astecnych souttdt zadané fady funkci, pficemz nezapornost funkci
garantuje jejich p¥islusnost ke t¥idé £*(E, )

e rovnost (5.12) je tedy t¥eba chépat jako rovnost v .£*(E, 1)
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5.3.52 Véta — Lebesgueova (o integrabilni majoranté)

Necht’ f,(x) € A, pron € N a f,(x) — f(x) skoro vSude. Necht' existuje ¢(x) € Z(E, u) tak, Ze |f,(x)| < g(x) pro
vsechna n € N skoro vSude v E. Pak plati f(x) € Z(E, u) a rovnost

tim [ i aue = [ fe9auto)

Diikaz:

diikaz pfevedeme na dvé limity, na néZ budeme aplikovat Leviho vétu 5.3.50
v bodech, kde nenf splnéna nerovnost |f,(x)| < g(x), klademe bez Gjmy na obecnosti: f,(x) = g(x) =0

pro n € N zaved'me
€Au(E)

gn(x) == lm min{fi(x) : n <k < mj (5.13)
m—o0
protoze min{fi(x) : n <k < m} > min{fi(x) : n <k <m + 1}, limita (5.13) skute¢né existuje
navic: g,(x) /" f(x), jak se vzépéti pfesvédéime
pro pevné zvolené x € E a ¢ > 0 jisté existuje ng € N tak, Ze pro vSechny indexy n > ng plati:

Fx) - g < ful0) < F(x) + g

prom > n > n také min{f(x) : n <k < m} € (f(x) — £/2; f(x) + £/2)
atedy gu(v) € (F() — £/2; f() + £/2) € (F(x) — & f(x) + €)

proto limy e gx(x) = f(x) v E a navic g,(x) ,/* f(x)

analogicky ukézeme, Ze pro /1, (x) := limy, e max{fi(x) : 1 < k < m) plati, ze h,(x) N\, f(x)

tedy g,(x) < fu(x) < hy(x) a také |g,(x)| < g(x) a |h,(x)] < g(x), a podle srovnavaciho kritéria 5.3.49 proto
§n(X), fu(x), hn(x) € Z(E, )

z lemmatu 5.3.16 pak vyplyva, Ze fE gn(x) du(x) < fE fa(x) dp(x) < fE By (x) du(x)
podle véty 5.3.50 pak limy, e [ €0(x) dp(x) = [, f(x) du(x) a limy oo [, 1 (x) du(x) = [ f(x) dp(x)

proto limy, e [, f2(x) du(x) = [, f(x) du(x)

5.3.53 Véta - Fatouova

Necht' jsou funkce fi(¥) méfitelné na M C E pro viechna k € N a navic necht’ plati f;(¥) — f(¥) skoro v§ude na M.
Necht’ dale existuje funkce g(¥) tak, Ze fi(¥) < g(¥) pro vechna k € N skoro viude v M a

| swauw <.
M

Pak plati inkluze f(¥) € £*(M) a rovnost

timsup [ A < [ 0009,

k—o0

Bez ditkazu.
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5.3.54 Véta
Necht' A € .# a funkce f(x) necht je definovana vsude v A. PoloZme f(x) = f(x) provsechnax € Aa f(x) := 0 pro

vSechna x € E \ A. Pak plati
[ roaue = | Fooaucn

maé-li alespori jedna strana uvedené rovnosti vyznam.
Ditkaz:
e jelikoZ je funkce f(x) definovana vSude v A, je funkce f(x) je definovana vsude v E
e tvrzeni dokdZeme nejprve pro f(x) > 0 vude
o pak tedy f(x) > 0 vSude

e predpoklddame-li, Ze existuje fA f(x) du(x), existuji funkce f,(x) € Z, tak, Ze f,(x) / f(x) anavic
[ seaue = tim [ foau

e k funkci f(x) jisté existuje posloupnost funkci f;(x) € Z, tak, Ze f;(x) / ﬂx)

o funkce ﬁ(x) € Z, maji kone¢ny pocet hodnot, nosi¢ kone¢né miry a plati pro né, Ze J;ﬁ(x) du(x) =
[, fu@) dux)
e odtud ale

[ Feorau = tim [ Fauen = [ feoau

e provedeme druhou ¢ast ditkazu, kdy budeme pfedpokladat, Ze existuje integral fE ﬁx) du(x)

e pak ale existuji funkce g,(x) € Z, takové, Ze g,(x) ,/ f~(x) a
[ Foraue = tim [ 5 auto

e funkce g,(x) jsou jisté nezaporné a navic g,(x) = 0 pro viechna x € E\ A
e oznalme h,(x) restrikci funkce g,(x) na mnozinu A

e tedy h,(x) = gu(x) na A

e pakale

L@mmm=£mmwm

e navicjesté h,(x) / f(x)na A
e tudiz
fAf(x) du(x) = lim fh,,(x) du(x) = lim fg,,(x) du(x) = ff(x) du(x)
n—oo A n—oo E E
e tim je ditkaz zkompletovan pro piipad funkce f(x) > 0 vSude v A
e je-li f(x) libovolna funkce, provedeme jejf rozstépeni na fezy f*(x) a f~(x)

e pak uZijeme tvrzeni pro obé funkce f*(x), f~(x), které jsou nezdporné, a plati tedy rovnost

fﬁmww=fﬁmwm
A E
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5.3.55 Poznamka

Predesla véta platii tehdy, je-li f(x) definovdna pouze skoro vsudev A a f(x) je poloZena za nulovou také v bodech,
kde sama f(x) definovdna nebyla.

5.3.56 Lemma
Necht' B € .#), a f(x) € £*(B, u). Necht ddle A € .#, a A C B. Pak f(x) € £*(A, u) a plati

f f)du(x) <40 = f F(0) du(x) < +oo,
B A

ff(x) du(x) > —0 = ff(x) du(x) > —oo.
B A

5.3.57 Véta - aditivita Lebesgueova integrdlu

Necht' (A,)", je disjunkini posloupnost méfitelnych mnozin a B = ., A,. Pak plati

fB f)du) =) fA ) due), (5.14)

n=1
ma-li alespori jedna strana smysl.
e poloZzme g,(x) := f(x) prox € A, a gu(x) := 0 prox € E\A,
e déle poloZme g(x) := f(x) prox € Ba g(x) := 0 prox € E\B

e vSechny integraly fA f(x) du(x) podle lemmatu 5.3.56 existuji a daji se secist, nebot’ vSechny A, jsou pod-
mnoZinami mnoZiny B, coz véta 5.3.56 vyZaduje

e podle véty 5.3.54 plati: fA fx)du(x) = fB n(x) dp(x)
e jelikoZ g(x) ~ Y.oq gn(x), dostavame z linearity a véty o ekvivalentnich funkcich rovnost
[ roaue = [swane= [ Y amanw =Y, [smaw =Y, [ o
n=1 n=1 n=1 n

e pritom této rovnosti miize by docileno jak pfi garanci existence levé strany, tak pfi garanci existence strany
pravé

e tim je ditkaz zkompletovan

5.3.58 Véta — o—aditivita Lebesgueova integrdlu

Necht’ (A,), je disjunkini posloupnost méfitelnych mnozin a C = ;. A,. Pak plati

[ rorau - il [ 8t (5.15)

ma-li leva strana smysl.
e poloZzme g,(x) := f(x) prox € A, a gu(x) := 0 prox € E\A,
e dale poloZme h(x) := f(x) prox € Ca h(x) := 0 prox € E\C

e predpokladejme, Ze fc f(x) du(x) existuje, a tedy fc flx)du(x) = fE h(x) dp(x)
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e podle lemmatu 5.3.56 existuji integraly fA flx)du(x) = fE Zn(x) dp(x)

e vidime, Ze h(x) ~ Y1 gn(x)

e plati-li f(x) > 0,h(x) > 0,g,(x) > 0, pak podle Leviho véty pro fady 5.3.51 dostavame, Ze fEh(x) du(x) =
Yoy fE n(x) du(x), z ¢ehoZz obratem fc fx)dux) = Y0, fAn fx) du(x)

e je-li f(x) libovolnou funkci, pak zuzitkujeme faktu, Ze rovnost j;: Fr)du(x) = Yoy fAn f*(x) du(x) a rovnéz
rovnost fc Fr(x)dux) = Y0y fA f~(x) du(x) byly prokdzény prvni etapou diikazu

e predpokldda-li véta, Ze vyraz fc f(x) du(x) - fc f~(x) dp(x) ma smysl, znamend to podle véty o s¢itani fad,

ze
fc £ du(x) = fc £ () du(x) - fc f(x)du(x)=n2 fA n f*(x)du(x)—g fA n f(x)du(x)=g fA ey

5.3.59 Priklad

Ukazme nyni, pro¢ je ve tvrzeni o o—aditivité pozadovéano, aby levd strana existovala. Uvazme stejné jako
v ptikladé 5.3.36 funkci
C_1)n+1

flx) = " pro x€A,={n-1,n),

definovanou na mnoZiné E = Rj = W’ A,. V pitkladé 5.3.36 bylo jiz ukazano, Ze fE f(x) du(x) neexistuje. Ale
prava strana rovnosti (5.15) smysl m4, nebot’

Y [ swaw =Y, 2 <
n=1 n n=1

5.3.60 Dusledek
Necht' f(x) € Z*(E,u) a X € 4. Pak funkce

X fx f(x) du(x)

je o—aditivni mnoZinovéa funkce na o—algebie .#.

5.3.61 Definice

Necht (Sk)]‘;‘;1 je posloupnost mnozin. Jestlize pro vSechna k € N plati inkluze Sy C Siy1 @ 0znacime-li S = u;j;lsk,
pak tento fakt zna¢ime symbolicky takto: Sy ' S.

5.3.62 Lemma
Necht' Sy € .#, pro vSechna k € N. Jestlize S; 7 S a existuje j; f(x)du(x), pak

Lf(x) du(x) = ]}1_{2 fsk f(x) dp(x).

5.3.63 Definice

Necht’ (S¢);2, je posloupnost mnozin. Jestlize pro v8echna k € N plati inkluze Sy D Sk41 a oznagime-li S = N2, Sy,
pak tento fakt znac¢ime symbolicky takto: S5; N\, S.

5.3.64 Lemma
Necht' Sy € ., pro vSechna k € N. Jestlize Sy ™\, S a integral fSl f(x) du(x) konverguje, pak

Lf(x) du(x) = 1}1_{?0 fSk f(x) du(x).
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5.3.65 Véta - o vztahu integrdlu a miry

Necht' M € .#,, je zvolena libovolné. Pak jednotkova funkce

1 ... xeM,
x(x) =
0 ... xeE\M,

patii do t¥idy -Z* (M, p) a navic u(M) = fE #(x) du(x), resp. u(M) = fM 1dp(x).

Diikaz:

54

jelikoz M € ., pak u(X) jisté existuje

+

protoZe mira u(X) je podle umluvy 5.3.30 o—kone¢nd, patii funkce x(x) = 1 do ttidy Z,

rovnosti (5.11) také funkdi téidy -Z* (M, u)

a je tudiz podle

integral fE #(x) du(x) tedy za vSech okolnosti, které véta pfipousti, existuje

pokud je navic u(X) € R, je x(E)\{0} = {1} kone¢nou mnozinou, supp(x) = M, u(M) < +o0 a #(x) je tudiz jisté
p—méfitelnd

proto je funkce x(x) funkci ze zdkladniho systému, a 1ze na ni proto aplikovat defini¢ni predpis (5.6)
oznalme Ay =Mad; =1
odtud
| xau = [ 101 a0 = ) = o
M E
necht’ nyni p(M) = +oo

jelikoZz podle tmluvy 5.3.30 pracujeme na prostoru s mirou, kterd je c—konecna, existuji mnoZziny Ay € .,
takové, Ze pro v8echna k € N plati u(Ay) < +o0a E = W7 Ax

oznacime-li Ly = Ay N M, pakjistt M = &2 Ly a p(Ly) < +oo
na mnoziny L; bude tedy moZzné uplatnit prvni ¢ast dikazu

ze o—aditivity miry a o—aditivity Lebesgueova integrdlu vychazi

M) = (e L) = Y p(Ly) = du(x) = du(x) = d
(M) = p(e L) ;mo ;ikMum memum memw

dtikaz je tim tplny

Klasicky Lebesguetiv integral

Nyni pfistoupime k definici klasického Lebesgueova integrélu, kdy je mira na E" vytvofena pomoci generujici
funkce ¢(x) = x. Budeme tedy uvaZovat klasicky méfitelny prostor {E’, .#;, A(X)} s Gplnou mirou A(X), kterd je
navic také o—kone¢nd, coz vyZaduje timluva 5.3.30.

5.4.1 Definice

Necht' ¥ € N a A(X) je klasickd Lebesgueova mira zavedend na prostoru E" vytvotujici funkei ¢@(x) = x. Pak pro
libovolnou A—méfitelnou mnozinu A C E" Lebesguetiv integral (%) [, f(%) dA(¥) nazyvame klasickym Lebesgueovijm

integrdlem z funkce f(X) pFes mnoZinu A a oznalujeme jej zjednodusené (%) fA f(X) d¥. P¥itom symbol (.£) se uziva
pouze tehdy, je-li z néjakého dtivodu dtlezité upozornit na fakt, Ze se jedna o integral Lebesguetiv. Pro r > 2
uzivame také znaceni

(E)ff(xl,xz,...,xr)dxldxz...dxr=(f)ff(xl,xz,...,x,)d(xl,xz,...,x,)=($)ff(9?)d3?
A A A

86



5.4. KLASICKY LEBESGUEUV INTEGRAL

nebo

(.Z)ff-'-fAf(xl,xz,...,xr)dxldxz...dx,:(.Z)ff~~"fAf(xl,xz,...,xr)d(xl,xz,...,x,).

Je-li A jednorozmérny interval s krajnimi body a4, b, kde a < b, pak misto znaku (%) fA f(x) dA(x) uzivame znak
() fﬂ ! f(x)dx. V ptipadé, Zze a > b, definujeme

f fwar=~2) [ fwa

Déle definujeme oznaleni £*(A) := L*(A,A) a L(A) := ZL(A,A).

5.4.2 Véta- o vztahu Riemannova a Lebesgueova integrdlu

Necht' I je kompakini interval v E" a necht’ existuje (%) fI f(¥) d¥. Pak existuje také (%) fI f(¥) d¥ a oba integraly
maji tutéZ hodnotu.

Diikaz:

dtikaz demonstrujeme na pfipadé r = 2
necht 7 :={S;j:i€n A j€in}je déleniintervalu I
oznacme
v = 1nf (@), Vij := sup f(x)

e 1] J?ES,‘]‘

zavedeme nyni funkce

gp(¥) = an i vijxs;(X), Gp(¥) = an Zm: Vijxs; (%)

i=1 j=1 i=1 j=1
obé jsou ze zakladniho systému Z,
podotykdme, Ze miru A(X) postacuje zavést na mnoziné [

oznacme
U2, 5@) = () [e@ar@, u(2,/@):=(2) [ cowartd
I I
toto tvrzeni tedy dava do souvislosti dolni integralni soudet funkce f(¥) v Riemannové smyslu a hodnotu
Lebesgueova integralu z funkce gp(X)

analogicky vyrok plati pro horni integrdlni soucet v Riemannové smyslu a Lebesguetiv integral z funkce
Gp(X)

zfejmé ¢gp(¥) < f(¥) < Gp(¥) véude na I

protoze Riemanniv integral podle pfedpokladii véty existuje, zvolime posloupnost déleni (%),?, takovou,
Ze jejich norma konverguje k nule a kazdé déleni ., je zjemnénim déleni Z;

pak plati
gD, (%) < gp,(¥) < --- < gp,(¥) < -+ < f(¥) < -+ < Gp, (%) < Gp,(¥) < Gp, (%)

pak existuji funkce h(x) a H(x) takové, Ze gp,(¥) /7 h(X) a Gp,(¥) \, H(¥)
navic h(¥) < f(X) < H(¥) skoro viude v I
uzijeme Leviho vétu 5.3.50

podle jejiho tvrzeni plati

() [H@a@ = im [ g0, a1 = sup (2, £2) = L(73),

(2) [ HEa@ = fim [ 60,9000 = inf (2, 1) = ()
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e diky existenci Riemannova integrédlu se horni a dolni Riemannovy integraly rovnaji, t.j. L( f (JZ’)) = U( f (3?)) =

() J, f(%) ax
e pakale fI(H(f’) - h(a?)) dA(%) = 0, coz podle véty 5.3.43 vede k ekvivalenci H(¥) — h(xX) ~ 0
e tedy f(¥) = H(X) = h(x) skoro viude v I

e pakale
@) [foam =) [1Ha@ =) [ @
1 I 1

54.3 Véta
Necht' (a,b) C R a existuje Lebesguetiv integral (.£) fﬂ ’ f(x) dx. Pak

b t b
@ [ fwa=tim@) [ fwac=tm) [ fwax
Diikaz:

e podle lemmatu 5.3.56 existuji integraly fa t pro jakékoli t € (a,b)

e podle Heineho véty postali pro libovolnou posloupnost ¢, € (a,b) takovou, Ze limy_,. fx = b, dokazat, Ze
limgeo [ f)dx = [ f(x)dx

e postadi uvazovat takové posloupnosti (f);?,, které jsou neklesajici, protoZe v opatném ptipadé bychom
takovou posloupnost preusporadali

e pro neklesajici posloupnost (#);2, plati, ze Sy = (a,tx) /" (a,b) = S

e podle lemmatu 5.3.62 pak lim;_,« Lk flx)du(x) = fs f(x) du(x), coz je ekvivalentni tvrzeni

tr b
tim [ e = [ auco

e pro u(X) = A(X) tak dostdvdme prvni ¢ast tvrzeni

o druhd ¢ast tvrzeni se dokazujeme analogicky

5.4.4 Véta- o vztahu Newtonova a Lebesgueova integrdilu

Necht' funkce f(x) je spojitd v intervalu (a,b) C R, F(x) je funkce primitivni k funkci f(x) v intervalu (a, b). Necht

existuje (.£) fa f(x) dx. Potom existuji lim,_,,, F(x) a lim,_,;,_ F(x) (ne nutné vlastni) a plati rovnost

X—a

b
(&) f f() dx = lim Fx) - lim F(v).

Diikaz:
e zvolime c € (a,b)

e pro x € (c,b) vime podle véty 5.4.2, Ze

2) f f(tydt = (@) f fBdt = () f £ dt = F) — @),

kde symbol (.#) pfedstavuje Newtontiv integral ze spojité funkce

e podle predeslé véty plati

b X
(2) f fl)dx = lim (2) f f(x)dx = lim [F(x) - F(©)] = lim F(x) = F(0)
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e analogicky
(2) f f@ds= lim(2) f f@dx = lim[F(©) - Fe)] = - lim ) + Q)

e uzavirdme podle véty o aditivité Lebesgueova integrdlu v mezich, ze
b b
(f)f flx)dx = (,Z)ff(x) dx + (f)f f(x)dx = hril F(x) — lim F(x)
a a c X0 X0y

5.4.5 Duasledek

Necht je funkce f(x) spojitd a nezdporna v intervalu (a,b) C R. Pak f(x) je lebesgueovsky integrovatelnd pravé
tehdy, kdyZ je newtonovsky integrovatelna, tj.

flx) € Z((a,b)) & f(x) € A ((a,D)).

5.4.6 Poznamka

V nésledujici ¢asti textu probereme moznosti zaimény integra¢nich proménnych ve vicerozmérnych Lebesgueovych
integralech. K tomuto tcelu radéji pfipomeneme definici regularniho zobrazeni.

5.4.7 Definice

_)
Vektorovou funkci F (X) : E" — E" nazveme reguldrni (resp. requldrnim zobrazenim) na mnoZziné M c E’, pokud
e mnoZzina M je oteviend,
- . .. . . .
e F(X) mé na M spojitou Jacobiho matici

e a pro viechna ¥ € M plati nerovnost det (%) (%) # 0.

5.4.8 Véta - o substituci pro Lebesgueiiv integrdl

Necht’ ¥ = @(5) : E" — E' je prosté reguldrni zobrazeni oteviené mnoziny P C E" na mnozinu Q C E". Pak pro
libovolnou méfitelnou mnozinu A C Q a libovolnou méfitelnou funkci f(¥) : E” — R plati rovnost

f f(¥)dz = f (f o PE) |A¢(5)| dg, (5.16)
A #HA)
kde
2 D(x1,x2,...,%)
Al) = det(ﬂ(él,ézl y .,ér)) (©).
Diikaz:

e viz [15] str. 77

5.4.9 Poznamka

Srovnejme nyni znéni této véty s podobnou formulaci vyslovenou pro Riemanntv integral. Jak jiz bylo uvedeno
ve skriptech [6], je véta o substituci pro Lebesguetiv integral vyrazné obecnéjsi. V podstaté kromé métitelnosti
funkce, coz je spiSe formalni predpoklad, a regularity substituce nepozaduje spInéni zddnych dalSich vlastnosti.
Rovnost (5.16) navic plati jak ve smyslu hodnoty, tak i ve smyslu existence, tj. integrdl napravo existuje pravé
tehdy, kdyZ existuje integral nalevo, a pokud tyto integrély existuji, jejich hodnoty se rovnaji. To je vyznamna
prednost véty 5.4.8.
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54.10 Véta
Necht' I; C E" a I, C E° jsou libovolné intervaly. Oznaéme I = I; X I,. Necht' f(¥, i) € Z*(I). Potom plati:
e Pro skoro vSechna ¥ € I; je funkce (V) := f(¥, §) € L*(Ip).
e Pro skoro vSechna i/ € I je funkce h(X) := f(%, ) € Z*(I1).
o G = [, f& ) d¥ € L*(D).
o H) = [, f(%,7)di € £*(L).
Navic také
[repacn= [ ([ sepan)ar= [ ([ 16pes)os

e viz [15] str. 68

5.4.11 Véta - Fubiniova pro Lebesgueiiv integrdl

Necht A; C E" a A; C E° jsou libovolné A—méFitelné mnoziny. Oznaéme A = A1 X Ap. Necht' f(2) € £*(A). Potom
plati:

e Pro skoro vSechna X € A je funkce g()) := f(X, ) € L*(A2).
o H@):= [, () dyj € £*(A).

Navic také

fAf(md(’W’:fAl (fAzf<a?,}77dy’)da?- (517)
Diikaz:
e oznacme
| f@ ... Zea
fA(Z)_{ 0 ... ZeE™\A,

e potom f(2) je restrikci funkce fa(2) z E'** na mnoZinu A

o jeliko? f(2) € .Z*(A), tak platf f4(2) € .Z*(E'™)

o vevété 5410 poloZzme ; =E', I, =FE*al =E™*

e podle jejiho tvrzeni je ga, () := ferxa, (X, 1) € L*(E°)

e jenZe g(1)) je restrikci funkce ¢4,() z E° na mnoZinu Ay, a proto podle véty 5.3.54 (1)) € £*(Az)

e pro A,—skoro vSechna ¥je fAz f@&Ndy= [ f4,@ 7 dy= [ fa(¥, 1) d¥, kde tentokratsymbolem ¥ > f4, (%, )

minime funkci

5 f(f,ﬁ) 3?6A1,]7€A2,
fa (%, ) = ) B,
X €A, ye ES\Az
e plati proto podle véty 5.4.10, Ze j]; fa(@, i) dy € £*(A1), coZ je ekvivalentni tvrzeni, ze H(¥) := fAz g dij e
Z* (A1)
o dale

J[rea= [ few= [[( [ repafo [ ([ o) a= [ ([ f@pae

kde ( fAz (@, 1)) dg’)A symbolizuje restrikci funkce X fAz f(%, i) dj na mnozinu A;
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5.4.12 Poznamka
Analogicky také plati za pfedpokladi véty 5.4.11 rovnost

fAﬂmd@,@:L(Lﬂmdz)dy

5.4.13 Poznamka

Fubiniova véta 5.4.11 je v porovnani s odpovidajici vétou pro Riemanntv integral vyrazné silnéjsi. Jeji sila spociva
pfedevsim v tom, Ze vyZaduje pouze jediny fakticky pfedpoklad, a sice to, aby funkce f(Z) méla Lebesguetiv
integral (kone¢ny nebo nekonecny). Rovnost (5.17) je totiZ splnéna, i pokud je jedna ze stran rovna plus nebo
minus nekone¢nu.

5.4.14 Piiklad

Cilem tohoto pfikladu je vypocist, ¢emu se rovnad suma ).
dokézano, Ze

Ve skriptech [5] v ptikladé 2.3.27 (str. 59) bylo

nan

a ve tvrzeni 3.2.28 (str. 79) ve stejnych skriptech byla dokdzana rovnost

ln(x
f X2 — 1 Z (2n 1)2°
Pokud nyni vypocteme hodnotu préaveé zminéného integralu, tiloha je fakticky vyfeSena. Uzijme dvojrozmérného

integralu
00 1 o ) o
Y B arctg(y) = [arctg*(y)| n_2
L L (2 + (22 +1) dxdy = L T+ dy = [ 5 . =3 (5.18)

PPN

Pokusime-li se nyni fesit integral (5.18) v opa¢ném integraénim potadji, je tfeba zlomek

y _Ay+B+Cy+D
WP+1)22+1)  y2+1 22 +1

rozloZit na parcidlni zlomky. Zatimco konstanty B a D museji byt pfi dodrZeni deklarované rovnosti nulové,
pro konstanty A a C plati

1 X
A=——— C=——.
1-x2, 1-—x2

flf‘” . dd_flf“’ : y 2 dydx =
o o e YT Jy 2@\t T en) T
| 2y + 1\]7 1 In(x)
_f(; 2(x2_1)[ln( y2+1 )]0 dx—fo‘ —xz—ldx'

Z Fubiniovy véty pro Lebesguetiv integral ale plyne, Ze

1 2
In(x) T
dx = —,

pEst

n=1

Pak tedy

a tedy
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5.4.15 Ptiklad

Vypoctéme klasicky Lebesguetiv integral fRz e @) d(x, y) pro a > 0. Funkce g(x,y) = e ™+ je nezdporna
na celém R, tedy jisté ¢(x,y) € £*(R?). Podle véty o substituci lze tedy k vypoctu uzit poldrnich soutadnic
x = pcos(p), y = psin(p), které reprezentuji na mnoziné M = (0, +o0) X (0, 27) reguldrni transformaci. Jeji jacobidn
je roven A(g, ) = o. Proto podle 5.4.8 plati

00 27
f e ) d(x, y) = f e A, p) d(o,p) = f f ge ™ dedo.
Y M 0 0

S vyhodou v této fazi vypoctu vyuZijeme véty 5.4.19 o separabilité. Podle ni:
00 27 " 27 00 1 o
f f oe " dpdp = f ldep f Qe‘”gzdg =2n [——e‘”é’z] =
o Jo 0 0 2a 0

f e—a(x2+y2) d(x, y) = E (5.19)
R2 a

B

Plati tedy, ze

5.4.16 Poznamka

Z celé konstrukce Lebesgueova integralu naprosto zfetelné vy¢niva fakt, Ze tfida funkci . (E) je podstatné rozsah-
lejsi nez tiida Z(E). V drtivé vétsineé ptikladd, pokud uz tedy neplati rovnost (%) fE f(@)dx = (&) fE f(¥) dx, totiz
existuje Lebesguetiv integrdl, i kdyz Riemanntiv neexistuje. Neni napf. t€zké ukazat, ze funkce

) x* ... x€R\Q,
X) =
g X ... xe€qQ,

nemd Riemanntv integrdl na E = (1,11), ale Lebesguetiv integral existuje trividlné podle véty o ekvivalentnich
funkcich. Existujf ale i ¥idké pfipady funkci lezicich v Z(E)\-Z(E). O dvou z nich pojednaji poznamky 5.4.17 a
5.4.18.

5.4.17 Poznamka

Mezijednoduché ukazky funkci, které maji Riemanniiv integral a nemaji integral Lebesguetiv, patiijiz diskutovana
funkce 1

_ (_1)n+

fo ==

Jak jiz bylo ukéazano v pifikladé 5.3.36, Lebesguetiv integral tato funkce nema. UkaZeme, Ze Riemanntiv integral
(zobecnény) existuje. Ziejmé

pro x€A,={(n-1,n).

(%) ' f(x)dxz(_l)nH.

n-1 n
Necht' m € N. Pak z linearity Riemannova integralu plyne rovnost

)n+1

@ [ feoa- i =

Chceme-li rozsifit definici Riemannova integrdlu na neomezenou mnoZinu {0, o), uZijeme jediny smysluplny
zptisob, a sice

0 1 m —1)yr+l © —_1)yr+t
@ [ sewar= mea) [ f(X)dx=y£ig}o;( ) :; )

5.4.18 Poznamka

Podobnym ptikladem lebesgueovsky neintegrovatelné a riemannovsky integrovatelné funkce je také

SinT(x) oo x>0
h(x) =
1 ... x=0.
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. sin(x) / x

Obrazek 5.14
Graf funkce h(x) = &Y(X)

Pokusme se o vyc¢isleni integralu

(2) jo‘ “ sin(x) dx.

X

Podle tfettho bodu konstrukce Lebesgueova integralu je nejprve tfeba vycislit integraly (.£) fom h(x)dxa (%) fooo h™(x) dx.
Snadno se lze pfesvédcit, Ze

* . B 2 gin(x) - 2T gin(x)
(.,Sf)fo h (x)dx_(,sﬂ)fo . dx+;($)j;kn —dx.

Dokéazeme, Ze

00

2kmt+m .
(g)f M dx = 00,
2

x
k=1 ke

a tudiz ze (¥) fom h*(x) dx = co. Vcelku jednoduse Ize prokézat, Ze napft.

2kmt+1 Sin(x)

(2)
2kmt

dx > U2 (T)/

kde T je trojthelnik o vrcholech (27tk, 0), (2kmt + 7t,0) a (2kn +7t/2, 2kt + 1t/ 2)‘1) (viz Sedéa plocha na obrdzku nize)
a 1i>(T) jeho plodnd mira. Tudiz

s 1 _ 1
22k +m/2  4dk+1

pao(T) =

JelikoZ Y77, ﬁ = 09, tj. celkova plocha zkoumanych trojihelniki T je nekone¢n4, je nutné také (.£) fooo I (x)dx =

o0. Podobné 1ze dokézat, Ze (£) fow h™(x) dx = co. Vzhledem k témto skute¢nostem Lebesguetiv integral

%) fo h(x) dx := (L) fo W (x) dx — (2) fo K (x) dx

neexistuje.
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kem2)t o

2KTHTT X

v

/
/
/

/
/
/

Obrazek 5.15

K vypoctu Lebesgueova integralu (%) fo %(x) dx.

Analogickym pfistupem vy¢islime integral Riemanntiv (zobecnény). Tentokrat vyjdeme ze srovnani

2kn+2m .
sin(x
() I e < ) - o), (5.20)
2km
U je obdélnik o vrcholech (2km,0), (2knt + 7,0), (an, (2kmt + T[/Z)’l), (an + 7, (2km + 7'(/2)’1) a V je obdélnik o

vrcholech (2kmt + m,0), (2kmt + 27, 0), (2nk + 71, —(2kmt + 37'(/2)‘1), (an + 27, —(2kmt + 371/2)‘1). Obé plochy jsou
vyobrazeny Sedé na obrazku niZe. Vzhledem ke tvaru obdélnikti U a V snadno vypocteme, Ze

2 2 4
4k +1 4k+3  (4k+1)(4k+3)

po(U) = ua2(V) =

Jelikoz Y124 m € R, nebot’ citovana ¢iselna fada konverguje (napf. z integralniho kritéria), je celkové plocha
):,Zl(yz(ll) - luz(V)) kone¢na. Diky nerovnosti (5.20) tedy plati, Ze integral (%) fooo h(x) dx konverguje.

N

/7N

2kTt 2KTH-2TT X

\

Obrazek 5.16

K vypoétu Riemannova integralu (%) fo %(x) dx.
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5.4.19 Véta - o separabilité Lebesgueova integrdilu

Necht' 1, I, ..., I, jsou libovolné jednorozmérné intervaly. Ozna¢me I = X _ Iy kartézsky soucin téchto intervalii.
Necht' f(xX) € £*(I) a existuji funkce £(f) : R — R tak, Ze pro skoro vechna X € I plati f(X) = €1(x1) - o(x2) . .. £(xy).

Pak plati rovnost
f f@ar=] f Gilxy) dox.
[ k=1 Yk

e jelikoz f(¥) € £*(I), bude mozno pii dikazu uZit Fubiniovy véty

Diikaz:

e podle ni

flf(f) dx = th;(;_ﬂk 0(x1) - L(x2) . br(x) d)\r-l(xz,X3,.-.,xr)] dy; =

= ffl(xl)(f O (x2) ... 6 (xy) d/\r—l(lexs,---,xr)] dx; =
I] X}Z:zlk

_ f ) 0(6) AAs (X253, ) - | (xr) dy =
Kz I L

- [ [ [ et e dr xr)) ar:- [ i) an -
L \JIX5 I L

= f 53(X3) ce fr(xr) d/\y,Q(X3, e xy) . fz(Xz) dX2 . f 51 (X1) dX1 =...
XKy Ik I I

e opakovanym postupem pak docilime prokazani dokazovaného tvrzeni

5.4.20 Definice

Rekneme, Ze funkce f(X) : G — Rje separabilni na G, existuji-li funkce {(t) : R — R (k € ) tak, Ze pro skoro vSechna
¥ e Gplati f(¥) = 1(x1) - €a(x2) . .. &o(xy).

5.4.21 Véta - integrdlni formule pro Lebesgueovu miru

Necht” ¢1(x1), p2(x2), - - -, p+(x;) jsou vytvotujici funkce Lebesgueovy r—rozmérné miry u,(X) : .4, — R® a necht
jsou vSechny spojité diferencovatelné na R. Necht’ dale A € .#,,,. Pak

wi) =) [ e

kde
Y, (@) = H d—@f. (5.21)
1
e dtikaz bude kopirovat etapy konstrukce Lebesgueovy miry
e v prvni z nich dokdZeme tvrzeni pro neprdzdné mnoziny z ¢
e pro prdzdnou mnozinu plyne dokazovana rovnost z definice (.¢) J;) g@ar:=0
e necht' tedy H € %, tj. H = X}_{u, k)
e snadno nahlédneme, Ze jsou splnény predpoklady véty o separabilité 5.4.19

e podle ni

- d r Br q r '
j;l % dx'= gf % dxy = H[(Pk(xk)]ik = F(H) = us(H) = u(H)

k=1 Ak k=1
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e pro druhou etapu diikazu vezméme libovolnou mnoZinu S € .%;
e pro ni existuji mnoziny Hy, H, ... € 7 tak, Ze S = w2 H,

e pak ale (pfi aplikaci prvni ¢asti ditkazu s vyuzitim o—aditivity Lebesgueova integralu)

dqok f d(pk f d({)k
—d = —d = —d = F(Hy) = us(S) = u(S
f = ik Zle Zf”) o(S) = p(S)

e necht’ je nakonec mnozina A € .Z,,, zvolena libovolné

e jelikoZ je mira u(X) zavedena jako mira externi k mife 11,(X) : .7 = R®, ke kazdému ¢ > 0jisté musi existovat
mnozina S, € .%; tak, Ze p,(S¢) — u(A) < ¢

e poloZme ¢ = % a uvédomme si, Ze [;(S¢) = p(Se)
e pak pro kazdé n € N jisté plati
0 < ps(Sn) — u(A) < %
e zjevné S, \, A (viz definice 5.3.63), a jsou tudiZ naplnény pfedpoklady lemmatu 5.3.64

2 v 2z

e jelikoz S, € .7, plati podle druhé ¢asti diikazu vztah

0< [ vu@ar-p <

n

e aplikace limity lim,_,., pak vede k rovnosti y(A) = lim,« fSn Yy () dxX = fA Ty (¥) dX, ¢imZ je dikaz uzav¥en

5.4.22 Dusledek - véta o vztahu integrdlu a miry
Necht' A € ., c 2F. Pak plati

- (@) fA Lah@.

5.4.23 Priklad

Necht’ jsou pevné zvoleny parametry a,b,c > 0 a zaddna mnoZina

2 2 2
A={(x,y,z)€E3: x—2+y—+z—<1}.
a

b2 2

Necht’ p(X) je mira generovana vytvorujicimi funkcemi ¢(x) = x%, ¥/(x) = y a y(z) = z*sgn(z). Pokusme se s pomoci
véty 5.4.21 vypocitat p(A). JelikoZ je mnoZina A uzaviend, patfi podle véty 4.2.17 do .#,,. Navic

dp _, dp _ dy _
a —_ 3x 7 dy - 1/ dZ - 2|Z|
Odtud
b 1—7 cﬂl—ﬂfz—fZ 1—7 x2 y2
(A):ff f 6x°|z| dzd dx—ff 22(1————)c1 dx =
: —aJ-b 1—7 —c,/l—;—?2 Y 1—7 az b2 Y
- A - b 27 1
x = agcos() T = 6a¥be? f f ¢ cos*(p)(1 - 0%) dodg =
y =bosin(p) dxdy = abpdodep o Jo

=1-¢

1
= 3na’hc? f 1-wudu =
du = -2pdp 0

27 1
= 6a3bc2f cosz((p)d(pf (1 -0 dp =
0 0

2 311
P VN o B S MR
—3nabc[2 3]0—2nabc.
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5.4. KLASICKY LEBESGUEUV INTEGRAL

5.4.24 Véta - o pfevodu abstraktniho Lebesgueova integrdlu na klasicky

Necht’ ¢1(x1), p2(x2), - - ., p+(x;) jsou vytvotujici funkce Lebesgueovy r—rozmérné miry u,(X) : .4, +— R* a necht
jsou v8echny spojité diferencovatelné na R. Necht' je dale dana funkce f(x) € .£* (A, yr(X)), kde A € .#,,. Pak plati

2) f @ di® = (2) f F@O YD dL @),
A A
kde platf (5.21).

Diikaz:
e uvazujme nejprve piipad, kdy f(¥) > 0
e jelikoz f(¥) € & *(A, y,(X)), jsou naplnény predpoklady Fubiniovy véty 5.4.11

e oznatme B = A X (0, f(¥)) a v souladu s pozndmkou 5.3.1 zvolme za vytvotujici funkci ¥,41(xy41) = Xp41
e z Fubiniovy véty vyplyva, Ze fA F(X) dp(%) = fA fof@ Tdpra(x) = fB 1dptrs1(X)

o zvéty5.4.21alevyplyvd, ze [, 1du. (D) = [, n(f)% dAra (@) = [, Yu@ dAra @) = [, fOf @ Y (%) dA 11 (y)dA(X)

e zpétnou aplikaci Fubiniovy véty tak dostdvame tvrzeni véty

e je-li f(¥) libovolna funkce, pro niZ abstrakini Lebesguetiv integral existuje, pak také dolni f~(¥) a horni f*(x)
fezy existuji a nalezeji do .£* (A, pr(X))

e Ize na né tedy aplikovat prvni ¢ast diikazu

e proto

[s@an® = [ Fow- [ roam-
- [ rom@am- [ roroanm= [ oroam
A A A

e to kompletuje proceduru dikazu

5.4.25 Véta - geometricky vijznam Lebesgueova integrdlu
Necht' A C E" je A,—méf¥itelnd a funkce f(X) > 0 je spojitd a méfitelna v mnoziné A. Necht
G={@yeE":TcANO<y<f@)}
Pak plati rovnost
@) [ F©a@ =1 ©).
Ditkaz: ’
e diikaz provedeme pouze pro piipad, Ze A je bud’ oteviena nebo uzaviend
e potom totiz i A X R je bud’ oteviend nebo uzaviena
e obecné bychom museli pomérné sloZzité dokazovat, Ze mnoZzina A X R je méfitelnd

e za danych pfedpokladi je tedy mnoZina G méfitelnd, pfesnéji A, —méfitelnd, nebot’ bylo dokazano, zZe jak
uzaviené tak oteviené mnoziny vzdy do .#) patii

e navic také funkce f(¥) je pti danych pfedpokladech podle diisledku 5.3.29 ze systému Z}(A), a ma tudiz
Lebesguetiv integrél, coZz umoZniuje aplikaci Fubiniovy véty 5.4.11

e uzijeme nyni vztahu A,.1(G) = j;; 1dA,41(x) ozvozeného v ramci véty o vztahu integrdlu a miry 5.4.22

e aplikujeme-li tvrzeni Fubiniovy véty, dostavame, Ze

f@
@)= [ [ anman@ = [ foen

e tim je platnost véty prokdzana
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Kapitola 6

Lebesguetiv integrdl s reAlnym parametrem

V nadchdzejicim oddile téchto skript se budeme zaobirat otdzkou vypottu lebesgueovskych integralti z funkci,
které zaviseji na redlném parametru o € R. Takové integrdly budou obecné tvaru

F(a) = (f)fEf(x,a)dx,

kde funkce f(x, a) je definovdnana E X P, tj. x € Ea a € P C R. Teorie integraci s parametrizovanymi integrandy
je v rdmci matematické analyzy i navazujicich partif (napf. rovnic matematické fyziky ve skriptech [7]) extrémné
diilezitd. NejenZe ma velmi cenné praktické aplikace pfi feSeni konkrétnich integralti, které jsou klasickymi
prostiedky obtizné feSitelné nebo dokonce nefesitelné, ale slouZi také jako nutny zdklad teorie zobecnénych
funkci (tzv. distribuci).

6.1 Limita a spojitost integralu s parametrem

Prvni z vlastnosti, které budeme v rdmci kapitoly zkoumat, je moZnost zdmény poradi integrace a limitniho
prechodu. Tato dtilezita vlastnost sehraje zasadni roli pfi vypoctech rliznych typt integral. Nejedna se pfitom
zcela jisté o banalni problematiku. Ac¢koliv napf. snadno nahlédneme, Ze

00 1 (oo} 00
lim e™dx=1lim-=1, f lime ™ dx = f e ¥dx =1,
0 0

a—1 Jo a—1a a—1

a plati tedy, ze lim,_,; fow e dx = fooo lim,_,; e dx, situace se zaménou ve vyraze limj_,o fs(b + 1)xb dx, kde
S = (0, 1), bude komplikovanéjsi. Na jedné strané

blim (b+1)x" dx = l}im[xb”]é =1,
—0oo Jg —00

ale na strané druhé:

flim(b+1)xbdx:f0dx=0.
Sh—)oo S

Zaména tedy moZzna neni. Proto md smysl vyslovit a dokazat vétu o limité integralu s parametrem.

6.1.1 Umluva

V celé kapitole pfedpokladéame, Ze je dan prostor s Gplnou mirou {E, .#,,, u(X)}, které je navic o—kone¢na.

6.1.2 Véta - limita integrdlu s parametrem

Necht' je ddna mnozina P C R a jeji hromadny bod 8 € der(P). Necht' funkce f(x, «) definovana na E x P spliuje
nasledujici pfedpoklady.
e Pro skoro v8echna x € E existuje
lim Pf(x, a) =: p(x).

a—p,a€

e Prokazdé a € P\ {f} je funkce x — f(x, a) méFitelna.
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KAPITOLA 6. LEBESGUEUV INTEGRAL S REALNYM PARAMETREM

o Existuje funkce g(x) € Z(E, u) takova, Ze pro vSechna o € P \ {B} plati |f(x, a)| < g(x) skoro vSude v E.

Pak plati rovnost
lim f F(x,a) du(x) = f (%) dp(x).
a—p,ael Jp E

Diikaz:

e podle Heineho véty sta¢i dokézat, Ze pro libovolnou posloupnost (a,); , ¢isel z P takovou, Ze vSechna spltiuji
nerovnost a, # p a zdroven lim, . a, = B, plati

tim [ .0 au = [ o auc

e to ale plyne bezprostfedné z Lebesgueovy véty 5.3.52, nebot’ existence integrabilni majoranty a méfitelnost
funkce x — f(x, @) jsou zaruceny v pfedpokladech pravé dokazované véty

6.1.3 Piiklad

UZzijeme nyni znéni pfedchézejici véty k vypoctu integralu

00 . 2
fo (Smibx)) dx. 6.1)

Snadno ukadZeme, Ze integrand je na intervalu (0, c0) nezavisle na parametru b € R spojitou funkci (viz obrazek).
Podotykdme, Ze v nule byla funkce dodefinovéna jednic¢kou.

X (sin(x)/x)?

Obrézek 6.17 )
Graf funkce f(x) = S":C—Z(Y)

Uvedeny integral konverguje, nebot’ konvergence na intervalu (0, 1) je zfejméa a na intervalu (1, o) je integrand
omezen funkci 1/x%, pro kterou plati
1
f - dx=1.
1 X

Ze srovnavactho kritéria pro ur¢ité integraly tedy plati, Ze integrdl (6.1) téZ konverguje. Jak bude vypocteno

v piikladé 6.2.2, plati
00 2 2
_axSINT(bx) 20\ «a b
j(; e =2 dx = barctg " 4lr1 1+4_a2 .

V predeslé vété zvolme E = (0, o0) a za mnozinu, jiZ probihd parametr, vezméme P = (0, o). Pak = 0 je zfejmé
hromadnym bodem mnoziny P. Déle polozme f(x, a) = e~*x~2 sin®(bx). Nyn{ ovéime piedpoklady véty. Pro skoro
vsechna x € (0, o) existuje

.2 .2
_..sin“(bx)  sin“(bx)
lim e™* =

a—0, x2 x2
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6.1. LIMITA A SPOJITOST INTEGRALU S PARAMETREM

a pro libovolny parametr a € (0, o) je funkce f(x, @) méfitelnd. Nyni je podle tfettho pfedpokladu véty nutno
nalézt lebesgueovsky integrovatelnou majorantu g(x), jez je nezdvisla na parametru a. Jelikoz pro skoro vSechna
x € (0, 00) plati nerovnost

e Sin?(bx) - sin?(bx)

P
a funkce x~2 sin?(bx) je podle ptedchoziho integrovatelnd na (0, o), jedn4 se pravé o hledanou majorantni funkci
8(x) € Z(E, u). Pti splnéni predpoklad tudiz plati i tvrzeni, tedy

(o) . 2 00 .2 2
f (M) dx = lim e‘”"‘sm (bx) dx = lim (barctg(za—b) - %ln (1 +4 %)) = ib'
0

X a—0; 0 x2 a—0,

6.1.4 Poznamka

Tak jako nebyla v pfechdzejici ¢asti textu stoprocentné garantovdna mozZnost prohozeni limity a integralu, ani

spojitost funkce F(a) = (£) fE f(x, ) dx nemusi byt automatickou vlastnosti. A to dokonce ani v p¥ipadé, zZe sam

integrand f(x, @) je spojitou funkci. Uvazme napt. variantu, kdy g(a) = e™®*+¥)_Jedna se jisté o funkci spojitou

pro na celém R pro skoro vSechny dvojice (x, y). JelikoZz ale podle vztahu (5.19) plati rovnost

F(ﬂ) — f efaz(x2+y2) d(x, y) = 22, (a + 0)/
R2 a

neni funkce F(a) spojitd na R, nebot’ v bodé a = 0 nabyva nekone¢né hodnoty. Proto ma smysl se garanci spojitosti
funkce F(a) zaobirat obecné tak, jak nabidne nasledujici véta.

6.1.5 Véta - spojitost integrdlu s parametrem

Necht’ je ddna mnoZina P C R a funkce f(x, a) definovand na E X P spliiuje nasledujici pfedpoklady.
e Pro skoro vSechna x € E je funkce @ = f(x, a) spojitd na P.
e Pro kazdé a € P je funkce x — f(x, a) méfitelnd.

e Existuje funkce g(x) € .Z(E, u) takov4, Ze pro vSechna a € P je nerovnost |f(x, a)| < g(x) splnéna skoro vsude
v E.

Potom je funkce o fE f(x, a) du(x) spojita na P.
Diikaz:
e diikaz této véty pfevedeme na vétu 6.1.2 o limité integralu s parametrem

e spojitost v bodé € P totiz znadi, Ze pro funkci F(a) = j; f(x,a) du(x) v bodé f existuje limita lim, g 4ep F(a)
a rovnd se funkéni hodnoté F(f)

e existenci limity lim,—,g 4ep F(a) i rovnost lim, g 4ep F(a) = F(f) ale garantuje praveé véta 6.1.2

6.1.6 Piiklad

Ukazme, Ze funkce

* cos(ax)
F(a) = d
@ fo T2 &

je spojita. Ve vété 6.1.5 polozme P = R a za integra¢ni mnoZinu zvolme E = R*. Funkce

cos(ax)
1+ x2

je spojita pro vSechna a € R a pro vsechny hodnoty parametru 4 je funkce x - (1 + x?)~! cos(ax) métitelnd, nebot
je spojitd. Déle pro v8echna a € R a vSechna x € R plati

1
S 142

cos(ax)

. e Z(R*, 1),

coZz kompletuje ovéfeni pfedpokladt minulé véty. Funkce F(a) je tedy spojitd, coz znadi, Ze ptivodni integral je
spojitou funkci parametru a.
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6.1.7 Piiklad
Prikladem nespojitého integralu s parametrem je napf. integral

F(a) = fo e % cos(x) dx = %,
jehoZ hodnota byla pro a # 0 vypottena v rdmci cvi¢eni 8.65. Ackoliv sama funkce F(2) ma v nule obé jednostranné
limity

liréq F(a) = 1ir(r)1 F(a) =0,
samotnd hodnota F(0) neexistuje, nebot’ pro a = 0 studovany integrél podle cvic¢eni 8.120 diverguje. Tedy funkce
F(a) je na R nespojita (viz obrazek).

tF@

T} >

Obrazek 6.18
Graf funkce F(a).

Ve vété 6.1.5 totiz neni splnén poZzadavek existence integrabilni majoranty g(x) € Z(E, ), jeZ je nezdvisld na
parametru a. Kdyby probihal parametr a pouze mnoZinu napf. (1, ), pak by onou integrabilni majorantou k
integrandu e™ cos(bx) byla funkce e™, kterd je jednak nezavisla na parametru a a jednak na mnoziné (0, o) zjevné
konverguje. Tudiz funkce F(a) je na intervalu (1, co) spojita.

Podobnym pfipadem je funkce

o0 = ... a#0,
Ga) = f e " sin(ajx) dx = { 2l
0 0 ... a=0,

kdy se obé jednostranné limity lim,_,o_ G(a) a lim,,, G(a) rovnaji plus nekone¢nu, pfestoZe funkéni hodnota G(0)
se rovna nule (viz obrazek nize).

A G(a)

Obrazek 6.19
Graf funkce G(a).
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6.2 Derivace integrdlu s parametrem

N

Je-li nékterd z vlastnosti funkce F(a) = (.£) fE f(x, a) dx pro praktické aplikace nejzasadnéjsi, pak je to jeji diferen-
covatelnost. Jsme-li totiZ oprdvnéni uZit rovnost

dF af
&= [ Fwaa
1ze toho vyuZit k vypocttim celé fady komplikovanéjsich integralti, popt. k vycisleni celé spocetné tfidy parametri-

zovatelnych integraldl. Jako pfiklad ndm poslouzi integral fom e ™ dx = 1, vyéisleny pro a > 0. Bude-li moZno tuto
rovnost derivovat, pak opakovanymi derivacemi dospé&jeme k rovnostem

ar d" (1
f e dx = ( - ) ,
da" J, da" \a

* dn —ax n ~ n—ax n n!
j{: @(e )dx = (—1) j{; x'e dx = (—1) W'

odkud pak p¥imo plyne, Ze pro vSechna n € N plati rovnost

x'e ™™ dx = —.
0 ﬂ"+1

6.2.1 Véta - derivace integrdlu podle parametru

resp.

Necht' I C R je otevieny interval a funkce f(x, a) definovand na E X I spliiuje nasledujici pfedpoklady.
e Integral F(a) := fE f(x, a) du(x) konverguje alespon pro jedno a € 1.
e Pro kazdé a € I je funkce x — f(x, @) méfitelna.

e Existuje funkce g(x) € .Z(E, u) takova, Ze pro skoro vSechna x € E a vSechna « € [ plati

'8f(x, @)
da

< g(x).

Pak pro vSechna «a € I integral F(a) konverguje a plati

dF _ af(x, @)
da _L Ju du().

Diikaz:
e podle pfedpokladti existuje u—nulova mnoZzina M C E tak, Ze pro kazdé x € E\ M a vSechna a € I plati

'Bf(x, @)
du

<g)

e vezméme a,b € I libovolné, avSak s nutnym omezenim a # b

e pak pro kazdé x € E \ M podle Lagrangeovy véty existuje ¢ € (a,b) tak, zZe

< la - bl g(x)

of
|f(x,a) = f(x,b)| = la -] ‘%(x,c)

o tudiz funkce
e 'f(x,a) - f@x, b)’
a->b
je podle srovnavaciho kritéria 5.3.49 lebesgueovsky integrovatelnd, nebot’ funkce g(x) je jeji integrabilni
majorantou nezdvislou na parametru
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S TR o . y A Eath)-F
e zamyslime-li vy¢islovat derivaci &, je tieba uvaZovat podil w

integralu plati
Fla + h;)l —F(a) _ fEf(x,a + h;l - fx, @) du(x)

, pro ktery z linearity Lebesgueova

o chceme-li uzit limitni pfechod & — 0, bude nutno pouzit vétu 6.1.2 o limité integralu s parametrem

e jeji pfedpoklady jsou naplnény, nebot’ lim_, f (x’“”?l_f o) _ of g;,a) W je

implicitné garantovana tfetim pfedpokladem nasi véty

a existence parcidlni derivace

feeath)—flxa)
h

o také méfitelnost funkce x — je snadnym dusledkem méfitelnosti funkce x — f(x, @)

e nakonec také existence integrabilni majoranty k integrandu w byla prokazana vyse, nebot’ zde
bylo ovéfeno, Ze

' fx,a+ ;2 —SCD| ¢ o e 2(E 1)

e lze tedy uZit tvrzeni véty 6.1.2, podle niZ

dF . Fla+h)-Fa) (. fxa+h)-fxa) i
i = [P e = |

g; i du(x)

e tim je diikaz véty zavrSen

6.2.2 Piiklad

Hledejme hodnotu integralu

00 -2
I(b) = f e gbx) dx
0 X

pronezapornéaalibovolny parametr b € R. Snahouje derivovat zadany integral podle b. Jednou znamou hodnotou
integralu I(b) je 1(0) = 0. JelikoZ je integrand zcela jisté méfitelny, zbyva nalézt integrabilni majorantu (nezavislou
na parametru, podle néhoZ se derivuje) k absolutni hodnoté zderivovaného integrandu |e™ sin(2bx)/x| . Jelikoz
na mnoziné E = (0, o), pfes niZ je integrovano, plati nerovnost | sin(bx)| < |bx|, 1ze snadno nahlédnou, Ze

|le™ sin(2bx) /x| < 2lble ™.

Funkce h(x) = 2be™ ovsem stdle jesté zavisi na parametru b, tudiZ neni onou hledanou majorantou. Zvolme
by € R* libovolné velké. Pak pro vSechna b € (=by, by) plati, Ze

|e_”x sin(2bx)/x| < 2bpe™ =: g(x).

Funkce g(x) = 2bpe ™ jiz splituje pozadavky véty 6.2.1, nebot’' nezavisi na b a navic
8 Jiz spinuje p y vety

f g(x)dx = 2@.
0 u

Pak je podle véty 6.2.1 mozno ptvodni integral derivovat podle parametru b, pficemz plati

_dl [, sin(2bx)
J = ab —[) e » dx.

Postup opakujeme a na zdvér uzijeme vysledku cviceni 8.65:

° J(0)=0
. |2e””‘ cos(2bx)| <2e™™ e Z(R*,A)

Pl d

2a
a% + 402

a2 db

= f 2e ™ cos(2bx) dx =
0

Nyni invertujeme postup. K ziskani hodnoty J(b) integrujeme

2a 2b
](b) = fm db = arctg(;) +C.
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Integra¢ni konstantu C detekujeme jako nulovou, nebot’ m4 platit rovnost J(0) = 0. Déle

I(b) = farctg(%b) db = barctg(%b) - Zln(a2 + 4b2) +C,

kdeC=a In(a)/2, nebot’ 1(0) = 0. Uzavirdme tedy, Ze

© _ sin®(bx) 2b\ a4 b?
fo e 2 dxzbarctg(;)—zlln(1+4a—2).

6.2.3 Piiklad

Dalsi mozZnost, jak uzit tvrzeni véty 6.2.1, bude demonstrovana na p¥ikladé vypoctu integralu

f xe ™ sin(bx) dx.
0

Uzijeme vysledku cvi¢eni 8.65, kde bude dokazano, Ze

a
a% +b?’

I:f e ™ cos(bx) dx =
0

Snahou je tento vztah derivovat podle parametru b. Zatimco pravou stranu lze derivovat snadno, pfed derivaci
strany levé bude tfeba ovéfit pfedpoklady véty 6.2.1. Prvni dva pfedpoklady jsou splnény trividlné. Dale

‘% (e™ cos(bx))

= |—xe_”" sin(bx)| < xe™™ e Z(0, ).

Funkce x — xe™ je skute¢né hledanou majorantou nezavislou na parametru b, nebot’ fooo xe™™ dx = %. Za danych
predpokladi tedy plati

d—l——fmxe-ﬂx in(bx)dx—i( ) =- 2b
b, s Tw\2+rr) T @ e
Proto . b
—ax - _ a
]0‘ xe Sll’l(bX) dx = m

6.2.4 Piiklad

Hledejme hodnotu integrélu
/2
I(p) = f In (1 +p sinz(x)) dx
0

s parametrem p > 0. Pro p = 0 je hodnotou integrélu trividlné nula, tj. I(0) = 0, tudiZ pro moZnost prenést derivaci
funkce I(p) do integrandu f(x, p) zbyva nalézt integrabilni lebesgueovskou majorantu k derivaci integrandu podle
parametru p, a sice takovou, kterd je nezavisld na parametru. JelikoZ derivaci integrandu podle parametru p je
funkce

af sin?(x)

dp 1+ psinz(x)’

je hledanou majorantou funkce sin?(x), nebot’ fon/2 sin®(x) dx konverguje. Pak tedy

dar _ f s [ E=tet) | f"" 2 1,
dp Jo  1+psin’(x) dr = & o 1+2+p2 1+

Po rozkladu na parcidlni zlomky

2 RV S
A+2+p2)1+2) p\l+@p+DE 1+£

dostavame rovnost

a w1
dp 2p Vr+1
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a odtud nésledné

I(p) = 5 In(p) - T Inp) + wln (VP +T1+1) +C,
kde C = —mIn(2) diky faktu, ze I(0) = 0. Uzavirdme tedy, Ze

/2 Ap+1+1
f In (1 + psinz(x)) dx = HIH(L].
0

2

vy

Doporucujeme ¢tendafi, aby rozvazil pfipadnou zménu vysledku tilohy, pokud parametr p bude vybran z rozsifené
mnoziny (-1, o).

6.2.5 Piiklad

Ukézeme nyni dalsi aplikaci véty 6.2.1 o derivaci integralu podle parametru, tentokrat na vicerozmérném piipadé

=[] T D e
a) = X z,
A (xz + yz + Z2)3/2 y

kde A = E®\ {0} aa > 0. P¥i ovéFeni prvniho pfedpokladu véty (pro jednu konkrétni hodnotu parametru 4, a sice
a = 1) uZijeme srovnavactho kritéria. ProtoZe podil u~! sin() je jisté mensi nebo roven jedné, lze srovnat

e—(xz+y2+zz)

<
VX2 +y? + 22

e Z(R%).

‘e‘("ZWZJfZZ) sin(x? + y? + z2)

(xz + yz + 22)3/2

Integrabilita majoranty vyplyva z odvozeni:

IS x = pcos(9) cos(p)

e

f ——————dxdydz = | y = gcos(9)sin(p) |Aj| = ¢*cos(9)| =
R3

X2+ Y2+ 22

z = gsin(Y)

271 /2 00 271 7t/2 0o )
= f f f E_QZQCOS(S) dodddp = f 1 d(pf cos(?9) de e_QZQdQ =4n [—le_"z] =27
0 J-ni2Jo 0 —n/2 0 2 0

Mgéfitelnost integrandu je zfejmd, nebot’ integrand je na A spojitou funkci. Zajimavéjsi bude hledat lebesgueovsky
integrovatelnou majorantu k derivaci

2,242 .
e—a(x +y“+z )sm(xz + yz + ZZ)
VX2 +y?+ 22

integrandu podle parametru a. Majorantni integrabilni funkci bohuZel nemtiZe byt funkce

sin(x? + y? + z2)
7 )
V2 +yr+ 22

nebot’ pfislusny Lebesguetiv integral vede na typ fooo sin(t) df, ktery diverguje. Je tedy nutno zvolit tzv. lokdln{
majorantu, kdy pfi pevné zvoleném ay > 0 je pro a > ay funkce
e 0+ 2) gin(x? + 12 + 22)

e V) x2 42 4 22 >
VX2 + 22

hledanou integrabilni majorantou, jak se 1ze pfesvéd¢it nasledujicim vypoctem:

x = pcos(I) cos(p)

fs e ) 32 412 4 22 dxdydz = | i = pcos(9)sin(p) 1Al = ¢ cos(9)| =
R

z = gsin(9)

270 /2 00 270 /2 00 00
= f f f e_"293 cos(9) dpddde = f 1 d(pf cos(V) de e‘9293 do = 4nf e‘é’zg3 do =
0 J-n2Jo 0 -n/2 0 0
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= 2nf e 'tdt = 2n[—te ']y + an e tdt =2m.
0 0

Po ovéfeni vSech pfedpokladil 1ze nyni pfistoupit k aplikaci véty o derivaci integralu podle parametru. Podle ni
tedy

t=¢
dt =2pdp

x = pcos(I) cos(p)

dxdydz = | y = pcos(9)sin(p) |Aj| = ¢* cos(9)| =

dI f e @) gin(x? 4 42 + 22)
A

da Iz + V2 + 22 '
z = psin(d)
21 /2 —ag® t= 2
f f f sm(g )Q cos(V) doddde = ¢
-n/2 dt =2pdp

1 (2 2 2m
- _Efo fﬂﬂf "sin(t) cos(9) dtdddyp = — 1+ 2

Odtud po zintegrovani podle parametru vychazi, zZe
I(a) = —2marctg(a) + C

kde C = 7%, nebot’ m4 platit rovnost lim,_, I(2) = 0. Shrnujeme tedy, Ze

a1+ +2) gin(x2 + 12 + 72
f f f ( / ) dxdydz = 7> — 2m arctg(a).
A

(xz + yz + Z2)3/2
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Kapitola 7

Zobecnény Lebesguetv integral a
faktorizace prostoru kvadraticky
integrabilnich funkci

Jakkoli obecné je Lebesgueliv integrél nyni vybudovan, jesté stale existuji funkce (viz napf. pozndmka 5.4.18),
které Lebesguetiv integral nemaji, ackoliv v riemannovském smyslu tento existuje. Z tohoto diivodu se v této kapi-
tole pokusime o vybudovani dalsiho rozsifeni Lebesgueova integralu. Pro praktické tcely je existence takového
roz$ifeni nezbytna.

Ve druhé ¢asti kapitoly se pak zaméfime na konstrukci funkcionalniho Hilbertova prostoru. Protoze dosud
uzivany pojem funkce nebude k takové konstrukci vhodny, budeme nuceni zkonstruovat tzv. faktorovou funkéni
alternativu. Faktorové funkce pak budou (pfi vhodnych omezenich) schopny vytvofit Hilberttiv prostor s metrikou
a normou, jez budou generovany jistym funkciondlnim skaldrnim soucinem. To je hlavni cil této kapitoly.

7.1 Zobecnény Lebesguetiv integral

V kapitole ¢. 5 byl vystavén Lebesguetiv integral, ktery je propojen s Riemannovym integrdlem pouze tak, Ze je-
li néjaka funkce absolutné riemannovsky integrovatelnd, pak je také lebesgueovsky integrovatelnd. Neabsolutné

riemannovsky integrabilni funkce vSak obecné Lebesguetiv integral mit nemuseji. P¥ikladem takové funkce je napf.
sin(x)

g(x) = ==, nebot’ v poznamce 5.4.18 bylo prokazéno, ze g(x) € #(0, +), ale g(x) ¢ £(0, +00). V nasledujicim
textu se pokusime tento nesoulad fesit.

7.1.1 Poznamka

Zobecnény Lebesguetiv integrdl miizeme vzhledem k platnosti Fubiniovy véty s vyhodou konstruovat pouze pro
jednorozmérné funkce.

7.1.2 Umluva

Dosud uzivany symbol .#((a, b)) pro lebesgueovsky integrabilni funkce na otevieném intervalu (g, b), kde plati
série nerovnosti —co < a < b < +090, zjednodusime do tvaru Z(a, b).

7.1.3 Definice

Symbolem .#(a, b—) ozna¢ime nésledujici tfidu funkci:

Z(a,b-) = ﬂ Z(@, o).

ce(a,b)
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7.1.4 Definice

Necht f(x) € Z(a, b-). Rekneme, Ze funkce f(x) ma zobecnény Lebesguetiv integrdl nebo Ze je zobecnéné lebesgueovsky
integrabilni na (a, b), pokud existuje limita lim._,; (.¥) fa ‘ f(x) dx a je vlastni. Pak definujeme

b C
[ waci=time) [ e

Prostor vSech zobecnéné lebesgueovsky integrabilnich funkci na intervalu (4, b) zna¢ime symbolem .Z(a, b).

7.1.5 Poznamka

Kazda riemannovsky integrovatelna funkce je integrovatelna rovnéz zobecnéné lebesgueovsky. Naptiklad integral

f “ sin(x) dx
0 X

sin(x)

existuje pro v8echna kladna ¢, nebot” funkce g(x) = == je spojita skoro véude na (0, c), a proto
f SN 4y = lim (2) f RGN
0 X c—+0o 0 X

K vy¢isleni hodnoty integralu ale bude nutné uzit jiny p¥istup. Ten si pfedstavime v pfikladé 7.1.11.

7.1.6 Poznamka

V klasickém Lebesgueové integralu postaci k zdiméneé limity a integralu podle véty 6.1.2 zejména existence inte-
grabilni majoranty k integrandu. Analogie takového tvrzeni ale pro zobecnény Lebesguetiv integral neplati. Proto
vyslovime a dokdZeme niZe uvedenou vétu. Nejprve ale zavedeme pomocny pojem.

7.1.7 Definice

Necht' je dana funkce f(x,7) : EX T — R, interval (a,b) C E a mnozina M C T. Rekneme, Ze integral fa ’ flx,7)dx
konverguje na mnoziné M stejnomeérné v horni mezi pravé tehdy, kdyz

e pro vSechny 7 € M plati, Ze f(x, 1) € £(a, b)

e apro kazdé ¢ > 0 existuje b < b tak, Ze pro viechny T € M a viechna c € (b, b) plati nerovnost

C b
ff(x/’f)dx—ff(x,’f)dx
7.1.8 Definice

y b
Necht' je ddna funkce f(x,7) : EX T + R, interval (4,b) C E a mnoZina M C T. Rekneme, Ze integral fa flx,7)dx
konverguje pro T — 1 stejnomérné v horni mezi préavé tehdy, kdyZz existuje okoli U, parametru 7 takové, Ze integral

<E&.

fa f(x,7) dx konverguje na mnoziné M N U, stejnomérné v horni mezi.

7.1.9 Véta - Bolzanova-Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergenci v horni mezi
Necht' je dana funkce f(x,7) : EXT +— R, kde (a,b) C EaM C T. Necht pro vSechny 7 € M plati, Ze f(x,7) € Z(a,b).

Pak integral fa ’ f(x,7) dx konverguje na mnoziné M stejnomérné v horni mezi praveé tehdy, kdyZ pro kazdé ¢ > 0
existuje b, < b tak, Ze pro vSechny © € M a vSechny ¢, d € (b,, b) plati nerovnost

f;f(x,’[)dx

e zvolme libovolnou posloupnost &isel b, konvergujici k &islu b zleva takovym zptisobem, Ze pro zddné n € N
neplati rovnost b, = b

<E&.

Diikaz:
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e oznacme
b

Fu0)= | flxdx
a
e tvrzenio stejnomérné konvergenci v horni mezi je ekvivalentni konvergenci kazdé funkcionélni posloupnosti
F,(7) k funkci F(7) na mnoziné M
e tvrzeni dokazované véty je pak okamzitym dlisledkem Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro stejnomérnou

konvergenci funkénich posloupnosti a Heineovy véty

7.1.10 Véta - o limité zobecnéného integrdlu s parametrem

Necht je ddna mnozina P C R ajeji hromadny bod 7 € der(P). Necht' funkce f(x, T) definovand na (a, b) X P spliiuje
nasledujici predpoklady.

e Pro skoro vSechna x € (g, b) existuje limq_,¢, zep f(x, 7) =t @(x).
e Prokazdé v € P\ {7¢} je funkce x = f(x, T) méfitelna.

e Existuje funkce g(x) € Z(a, b) a okoli U, parametru 7y tak, Ze pro vSechna 7 € (U, N P)\ {70} plati nerovnost
|f(x, )] < g(x) skoro vSude v (a, ).

b
e Funkce F(7) = fa f(x, ) dx konverguje pro T — 7 stejnomérné v horni mezi.

Potom ¢(x) € Z(a, b) a plati rovnost

b b
lim F(t)= lim ff(x,T)dx:f o(x) dx.

T—10,TEP T—170,T€EP
Diikaz:

e zvolme libovolnou posloupnost ¢&isel b, konvergujici k &islu b zleva tak, Ze pro Zadné pfirozené n € N neplati
rovnostb, = b

e oznaéme F, (1) = f:" flx,T)dx

e podle trettho predpokladu existuje pro skoro vSechna x € (a,b,) integrabilni majoranta g(x) k absolutni
hodnoté |f(x, )| integrandu f(x, 7)

e podle Lebesgueovy véty 5.3.52 pak pro kazdé n € N existuje kone¢na limita

bTI
Vn = hmepF”(T) = @(x)dx

T—1T0,T a

. . ‘- Yo 1% Voo tpen 12 . . by
e je tedy moZno zaménit poradi limity lim,_,¢,.ep a integralu fg dx

e podle ¢tvrtého pfedpokladu pravé dokazované véty konverguje funkciondlni posloupnost F,(t) k funkci
F(7) stejnomérné na mnoziné P N Uy,

. Ny . . NPT . . by
e ztakové stejnomérné konvergence plynejednak existence kone¢né limity y = limy, o0 5 = limy—c0 fﬂ @(x) dx,
ale také zaménitelnost limit lim,,_,e a limq_,¢, 7ep

b bn
[ owar=tim [ gear=y
a a

y=lim lim F,(71)= lim lim F,(7)= lim F(7),
n—o0 1—1(,7€P T—10,T€EP n—00 T—10,T€EP

e proto za prvé

a za druhé

odkud plyne druhé dokazované tvrzeni

e tim je procedura ditkazu ukon¢ena
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7.1.11 Piiklad

Pokusme se tedy vypocitat hodnotu jiz dfive diskutovaného integralu J:o % dx. Nejprve ale bude Zadouci

vypocitat hodnotu integrélu
G(a,b) = f e ™ sm}(cax) dx = f f(x,a,b)dx
0 0

provsechnaa € Ravsechnab > 0. Kvypoctu uzijeme vétu 6.2.1 o derivaci integralu podle parametru. Funkci G(a, b)
se pokusime derivovat podle proménné a. JelikoZjisté G(0, b) = 0, je zfejmé, Ze zkoumany integral alesponi projednu
hodnotu parametru, podle néhoZz se chystaime derivovat, konverguje. Integrand f(x,a, b) je zjevné ekvivalentni
s jistou spojitou funkci, a tudiZ podle dtsledku 5.2.17 véty o méfitelnosti funkce je funkce x — f(x,a, b) méfitelna.
ProtoZe skoro vSude na mnoziné (0, +o0) plati nerovnost

=
oda

(x,a, b)‘ = |e‘bx cos(ax)| <e™ e 20, +w),

je také posledni pfedpoklad citované véty naplnén. Existuje totiZ integrabilni majoranta k derivaci integrandu
nezavisld na parametru, podle néhoz se derivuje. Proto 1ze zaménit derivaci podle a a integraci. Odtud

3—(5 = % e‘b"—smj(cax) dx = f e ™ cos(ax) dx = = f_ 5 = % ! 5.
o o n

Dale
G(a,b) = arctg(%) +C= arctg(%),

nebot” integra¢ni konstanta C musi garantovat splnéni avizované rovnosti G(0,b) = 0. Odtud tedy

f e ¥ sin(ax) dx = arctg(%).
0

x
Ozna¢me nyni ve vété 7.1.10 P = (0, +o0), 10 = 0, T = b a f(x,7) = f(x,a,b). ProtoZe limita lim;_,o, f(x,a,b) = w
existuje pro vSechna a € R a funkce f(x, a, b) je méfitelna (viz argumentace vyse), zbyva ve vété 7.1.10 provéfit tfeti
a ¢tvrty prepodklad. Pro vSechny hodnoty parametru b € P ale podle poznamky 7.1.5 plati

sin(ax)

_py SIN(aX) < € 20, +o0)
X r )

[Fexa,0)] = e )

¢mz je pfedpoklad o zobecnéné integrabilni majorantné prokdzan. Navic ale funkce G(a,b) = fooo f(x,a,b)dx
konverguje pro b — 0, stejnomérné v horni mezi, protoZe pro kazdé ¢ > 0 Ize jisté garantovat existenci ¢isla &,
tak, Ze pro vSechny b > 0 a vSechny &, f§ € (&, +00) plati nerovnost

$ p p 1 7 1
fa flx,7)dx| < L e ™ dx < L e dx = [—Ee‘bx] =3 (e‘“b - e_ﬁb) <e.

a
Neni té7ké nahlédnout, Ze rozdil e — e lze uginit volbou &isla &, libovolné malym. Naplnéni ptedpokladt
véty pak umozni finalizovat nésledujici vypocet.

* sin(ax) ® _esin(ax)
—_— e —_—
0 x

sin(ax)

dx = lim

. a,_m
. dm ) dx = blir& arctg(l;) =3 sgn(a).

7.2 Prostor kvadraticky integrabilnich funkci a jeho faktorizace

V poslednim oddile této kapitoly zavedeme s vyhodou tzv. faktorovy prostor lebesgueovsky kvadraticky inte-
grovatelnych funkci na vybrané oblasti (oteviené a souvislé mnozin€) z E". Tim vytvofime kratky spojovaci ¢lanek
mezi probranymi partiemi matematické analyzy a metodami matematické fyziky, které na tuto problematiku
bezprostfedné navazuji. Pro téely této sekce pfejdeme ke komplexnim funkcim f(¥) : E" — C.
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7.2.1 Poznamka

Jsou-li G C E’ oblast a f(x), g(¥) : E" = C dvé lebesgueovsky integrabilni komplexni funkce, zda se smysluplnou
otazka, zda predpis

(9= (2) [ f@g*Dar @Y
G
definuje na mnoziné Z(G) skalarni soudin. Odpovéd’ je bohuzel negativni, nebot’ napf. pro G = (0, 1) leZi funkce

f(x)=g(x) = # ve tfidé .Z(G), ale integral (7.1) neexistuje, nebot’ f(x)g(x) = }—( ¢ Z(G). Z tohoto dtivodu je tteba

vvvvvv

7.2.2 Definice
Necht' G C E je oblast. Symbolem 4(G) oznaé&ime tfidu viech funkei f(¥) : G — C, pronéz |f(¥)]* € £(G), tedy

(2) fc @R dF < co.

Funkce tfidy % (G) nazyvame (lebesgueovsky) kvadraticky integrabilni.

7.2.3 Véta

Necht' G C E je oblast. Jsou-li funkce f(¥), g(¥) : G > C zvoleny tak, Ze f(¥) € £(G) a g(¥) € 4(G), pak plati:
f@)g*(?) € A(G), kde

2£(G) = {f()?) : G- C: (.i”)fclf(f)l” dx' < +oo}.
Diikaz:

e vyjdeme z nerovnosti 2jab*| < |af* + |b]?, jez je platnd pro viechny komplexni &sla a,b € C a mtize byt
nejsnadnéji odvozena tpravou nerovnosti lal* + [b]* > 0, ktery je zcela jisté nezaporny

e odtud dospivame ke srovnani 2|f(¥)¢* (x)| < |f(D)I> + [g(X)?

e zfaktu,Ze f(¥), (%) € £(G)ale vyplyva, Ze funkce | f(X)|* +|g(¥)[? je lebesgueovsky integrabilni, a reprezentuje
tedy integrabilni majorantu vhodnou pro aplikaci srovnavaciho kritéria 5.3.49

e podle ngj tedy 2|f(¥)g* (x)| € Z(G), potazmo f(X)g*(¥X) € A (G)

724 Véta

Necht' G C E’ je oblast a H je libovolnou podmnoZinou mnoziny G takovou, Ze u(H) < +oo. Pak pro libovolnou
funkci f(¥) € 4(G) plati, ze f(X) € L (H).

e jak bylo prokéazéno v predchozi véts, plati pro libovolné dvé funkce, Ze 2|f(¥)g* (¥)| < [f(D)I> + |g(X)I?
e zvolme g(¥) = xu(%), kde xu (%) je charakteristickd funkce mnoziny H C G
e jisté g(¥) € £ (H), nebot Lg(f’) dx = fH 1dx = fE ¢(®) d¥ = p(H) < +o0

e na mnoziné H tedy funguje srovnani 2|f(¥)] < [f(@)PF +1 a [fX)* + 1 € Z(H) podle pfedpokladu, ze
f(&@) € £(G)

e ze srovnavaciho kritéria 5.3.49 pak ihned vyplyva, Ze f(X) € £ (H)

7.2.5 Dtsledek
Necht' G C E’ je oblast takova, Ze u(G) < +o0. Pak plati inkluze .4 (G) c £ (G).
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7.2.6 Poznamka

I kdyz definice 7.2.2 eliminovala problém z poznamky 7.2.1, nebot’ v %,(G) plati implikace

f(@) € LH(G) A g(X) e £H(G) = f(D)g() € Z(G),

stile ale pfedpis (7.1) nezaddvd skaldrni soucin, nebot’ neni splnén axiom o pozitivni definitnosti skaldrntho
soucinu. Kromé nulové funkce totiz existuji i jiné funkce, pro které je s(f, f) = 0. Takovou funkci je naptiklad

funkce
1 ... x€N,
h(x) =
0 ... xeR\N.

Neni jisté obtizné se presvédcit, Ze podle véty o ekvivalentnich funkcich plati rovnost fc [h(%)|* dx = 0 pro vSechny
funkce h(%), které jsou A—ekvivalentni s nulovou funkci. Abychom odstranili také tento nedostatek vztahu (7.1),
bude nutné pfejit od pojmu klasické funkce k vhodnému zobecnéni.

7.2.7 Poznamka

Prejdéme nyni od terminu funkce k tzv. faktorové funkci, resp. k faktorovému prostoru funkci. Terminem faktorovd
skupina funkci budeme oznacovat tfidu vSech funkci, jeZ jsou méfitelné a zaroven jsou mezi sebou po dvou
pu—ekvivalentni, tj. li$i se pouze na mnoZzinég, jez ma miru u(X) nulovou. Symbolem F(G) oznacime tfidu vSech
faktorovych funkci. Symbolem @y € F(G) budeme znacit specidlni pfipad faktorové skupiny funkci, a sice tfidu
v8ech funkdi, jeZ jsou méfitelné a zroven ekvivalentni s ryze nulovou funkei f(¥) = 0. Do tfidy @y tedy nap¥. patfi
také obecnd Dirichletova funkce definovana pfedpisem

1 teqQ,
D =
@ {o ... YeR\ Q.

Tim se pomérné rozsahla tfida vSech méfitelnych funkci rozpadd na separatni tfidy navzdjem ekvivalentnich
funkdi. Libovolné vybraného zastupce z jedné faktorové skupiny funkci nazveme faktorovou funkci. Pro jednodu-
chost formulaci v celém dals$im textu budeme ale i nadale uzivat termin funkce (namisto spravného terminu
faktorova funkce) s védomim, Ze se jednd o jednoho vybraného reprezentanta celé tfidy funkci. Pfipomindme, Ze
vsechny funkce z téZe faktorové skupiny funkci maji podle véty 5.3.37 stejnou hodnotu Lebesgueova integralu.

Kvybudovéni faktorového prostoru funkci lze pristoupit také pres teorii faktorovych rozkladi zndmou z uciva
obecné algebry (viz [12]). JelikoZ operace ekvivalence ~ zavedend na tfidé vsech méfitelnych funkci A(E") je

e reflexivni, nebot’ pro viechny faktorové funkce f(x) plati
f@) ~ f@),
e symetrickd, nebot’ pro vechny faktorové funkce f(¥) a ¢(¥) plati implikace
f@ ~ 8@ = g(®) ~ f(¥)
e a tranzitivni, nebot’ pro viechny faktorové funkce f(%), g(¥) a h() plati implikace

f(D) ~g(®) A gX) ~h(@) = f(X)~ h(),

rozklada relace ekvivalence ~ tfidu v8ech méfitelnych funkci A(E") na disjunktni tfidy navzdjem ekvivalentnich
funkci. UZzitim znaceni z obecné algebry 1ze tedy psat

F(G) := A(G)/®y(G).

Od této chvile budeme tedy napt. pod pojmem funkce f(x) = x rozumét nespoetné mnoho funkci, a to vSech
takovych, které se lisf na R od funkce f(x) = x na mnoZziné nulové miry. Ponechdme ovSem ptivodni symboliku
f(x) = x s tim, Ze budeme mit na paméti pozménéné pojeti tohoto symbolu.
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7.2.8 Definice

Necht G c E’ je oblast. Symbolem I,(G) ozna¢ime tiidu vSech faktorovych funkci f(¥) : G — C, pro néz
[f(X)? € £(G), tedy

@) [ 1R <o
G
Funkce tfidy IL,(G) nazyvame (lebesgueovsky) kvadraticky integrabilni.

7.2.9 Piiklad

Ukazeme, Ze mnozina IL,(G) z definice 7.2.8 je linedrnim vektorovym prostorem nad télesem C. Nejprve bychom
méli ukazat, Ze {IL,(G), +} je Abelovskou grupou (viz [12]). Nulovym prvkem ve struktufe {ILo(G), +} je pochopitelné
nulova funkce, piesnéji fec¢eno vybrany zastupce vsech funkci tfidy @y (viz pozndmka 7.2.7). Inverznim prvkem
k funkci f(X) je bez pochyby funkce —f(¥) a patfi-li f(X) do L»(G), pak podle definice 7.2.8 také —f(¥) € Lx(G).
Asociativnost a komutativita s¢itdni jsou rovnéZz zfejmé. DtleZité je ale prokazat uzavienost jednak vtici s¢itand
a jednak vtidi ndsobeni funkce &slem z C. Pokud ale patfi funkce f(¥) do L,(G), pak plati fG If (D> dAR) < o0, a
tudiz pro libovolné a € C také

f Qe fDP A = P f P A < .
G G

Tedy i funkce o f(¥) nélezi do I,(G). Podobné

[+ swpam <z [ iroram 2 [ gofam,
G G G

a tedy s kazdymi dvéma funkcemi f(¥), g(¥) € L2(G) také soucet funkci (f + £)(¥) do L,(G) patfi. Podotykame, Ze
k dlikazu byla uZito nerovnosti
Va,be C: |a+bl* <2af + 2/

zndmé z teorie komplexnich ¢fsel. Dalsi axiomy linedrniho vektorového prostoru

1 (@) = f@ 1= f(),
a(B(F(@) = (@p)(f(D),
(a+B)f@ = af@ + (D),
af@ + 8(®) = af(®) + ag(®),

jsou zjevné platné pti jakékoli volbé funkci £(¥), (%) € L»(G) a komplexnich &isel a, B. Struktura {L»(G), +, -} je tedy
linedrnim vektorovym prostorem nad télesem komplexnich ¢isel C.

7210 Véta
Zobrazeni (f|g) : Lx(G) X Lp(G) — C zavedené na IL,(G) pfedpisem
(flg) = f f(©) 8" (@) ax (7.2)
G
reprezentuje skaldrni soucin. Dvojice {IL;(G), {.|.)} je tudiZz prehilbertovskym prostorem.

Diikaz:
e axiom levé linearity je splnén trividlné, podobné jako hermiticita

e pro libovolnou funkci f(¥) € L,(G) také plati, Ze

I = f £ F @) a7 = f @R aE> 0

a navic rovnost
= [ @ r@at= [ ir@per=o

nastavd pouze pro nulovou faktorovou funkci, ¢fmZ je naplnén axiom pozitivni definitnosti
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e zbyva dokazat, Ze pro libovolné dvé funkcee (%), g(¥) € L,(G)je vyraz (f|g) = fc f(%) ¢* () d¥ dobte definovan
e jelikoZ je na G splnéna nerovnost
2Af@g* @ < If@F +1g*@F = If@PF +Is@)P
a oba integraly fG If(D)I> dx a fG |g(¥)[> dx existuji z definice prostoru I2(G) a z véty o absolutni hodnoté

Lebesgueova integrélu, existuje podle srovnavaciho kritéria také integral J;; f(X)g* (%) ax

7.2.11 Piiklad

Necht' (%), g(x) € L,(G). PfepiSeme-li obecnou Schwarzovu-Cauchyovu-Bunjakovského nerovnost (viz véta 6.2.3
str. 172 ve skriptech [5]) do funkciondlniho tvaru, dostdvdme nerovnost tvaru

< \/ fG P du() \/ fG ISP du(D). 73)

IRESCETS

7.2.12 Poznamka

Je-li vztah (7.2) skaldrnim souc¢inem na prostoru IL,(G), pak je zobrazeni

1F@N = fG PR du(

normou na IL,(G). Podle obecné véty je navic zobrazeni

o(f,8) = \/ fc () — g(IP du(x)
metrikou na I, (G).

7.2.13 Véta - o iiplnosti faktorového prostoru kvadraticky integrabilnich funkci

Faktorovy prostor IL;(G) spolecné se skalarnim soucinem zavedenym vztahem (7.2) je tplny, tj. jedna se o Hilberttv
prostor.

Diikaz:

JelikozZ jiz bylo prokazano, Ze IL,(G) je vektorovy prostor nad C, zbyva dokazat tiplnost. Vyberme tedy z libo-
volné cauchyovské posloupnosti ( fk(f))k=1 podposloupnost ( fr, (9?))[=1, jez konverguje skoro vSude na G. To je diky

cauchyovskosti mozné. Cilem diikazu je vlastné prokdazat, Ze ( fk(f’)x::l je konvergentni v Ly (G).

[ee)
(=

Prvni ¢len podposloupnosti ( fi, (9?)) , Vyberme tak, aby pro vSechna m > k; platilo

1@ = @l < 3.

To je opét diky cauchyovskosti mozné. Pfitom symbol ||.|| reprezentuje normu generovanou skalarnim sou¢inem
(7.2). Druhy ¢len podposloupnosti vyberme tak, aby pro vSechna m > k; platilo

1) = D < 55

Analogicky vyberme {—ty ¢len podposloupnosti tak, aby pro vSechna m > k, platilo

1fi, @) — Fu@l < 21

Oznaéime-li nyni

7

k )
2@ =Y [ @ - f®], 8@ =) [f.® - f®
s=1 s=1
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bude ‘ k
g < Y @~ @] < Y 5 <1
s=1 s=1

Je proto pro kazdé k € N splnéna nerovnost fM Igc(¥)I* dA(¥) < 1 a podle Leviho véty 5.3.50 také

[ 1s@parm = tim [ ig@Paie <1
M k=eo Jym

a g(%) je konetna skoro vsude na M. Navic fada Y.\, |fi.,,(¥) — fi. ()| ma pro skoro vSechna ¥ € M koneény soudet
a tudiz i fada le(:l( freon @) — fr. (9?)) je konvergentni, a tedy také posloupnost

@ = Y (fon @~ £ D) + £ .
s=1

Oznatme f(¥) jeji limitu. Ta je samoziejmé méfitelnd jako limita posloupnosti méfitelnych funkci (viz véta 5.2.13).

Ve druhé ¢asti ditkazu ukézeme, Ze posloupnost ( fr, (9?))2; konverguje prave k této funkci f(¥) v Io(G). Pfedné

z cauchyovskosti posloupnosti ( fk(f))zl plyne cauchyovskost podposloupnosti ( fi, (3?));11, atedy pro ¢ = 1 existuje
to € N takové, ze pro £ > o am > £y je

fM | fi, () - fk,,,(a?)|2 dA(R) < 1.

Podle Fatouovy véty 5.3.53 je
2
[ J@- rf o <1,
M

odkud plyne, Ze funkce f(¥) rozepsand jako ( f@) - f, (3?)) + fi, (%) patfi do Ly(G). Provedeme-li stejnou tvahu
s libovolné malym ¢, ziskdme

fM @ — FOF @ < &2,

coZ neznamend nic jiného, nez ze

V posledni &asti diikazu ukdZeme, Ze k funkci f(¥) konverguje celd posloupnost ( fk(a?))lzl. To ovSem plyne
ihned z nerovnosti

IF@ - A@| < |F@ - fi @] + || @ - £(@)

nebot’ prvni ¢len napravo miiZzeme udélat libovolné malym (pro velkd k;) diky dokdzané konvergenci zmifiované

podposloupnosti a druhy diky cauchyovskosti posloupnosti ( fk(x)):; .

7.2.14 Dausledek
Necht' G c E je oblast a w(x) € ¢ G) je kladna funkce. Faktorovy prostor

LG = {169 € FG): [ 7P a7 < )

spole¢né se skaldrnim soucinem zavedenym vztahem fG f(X)g* (¥)w(x) d¥ je Hilbertovym prostorem.
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Kapitola 8
Ulohy k procvi¢ovani

V této kapitole nabidneme tlohy k procviceni celé problematiky teorie miry i abstraktnitho Lebesgueova integralu.
Tyto tlohy by mély poslouZit k postupnému hlubsimu pochopenti jednotlivych krokt konstrukce abstraktnich mér
nebo etap konstrukce Lebesgueova integralu. Kromé podpory pochopenti teoretického pozadi problematiky by
vSak nékteré dalsi illohy mély demonstrovat praktické aplikace probrané latky a napojeni zkoumané problematiky
na pfedchazejici kapitoly matematické analyzy, zejména na teorii newtonovskych a riemannovskych integraci.

8.1 Ulohy na teorii abstraktni miry

Cviceni 8.1
Rozhodnéte, zda je soustava mnozin
of = :X CR: Xje koneéné}

aditivni, okruh ¢i algebra. Déle rozhodnéte, jedna-li se o soustavu o—aditivni.
Cviceni 8.2

Rozhodnéte, zda je soustava mnozin
o = {X CR: Xje omezené}

aditivni, okruh ¢i algebra. Déle rozhodnéte, jedna-li se o soustavu o—aditivni.
Cviceni 8.3

Rozhodnéte, zda je soustava mnoZin
o = {X CR: Xje spoéetné}

aditivni, okruh ¢i algebra. Déle rozhodnéte, jedna-li se o soustavu o—aditivni.

Cviceni 8.4
Rozhodnéte, zda je soustava mnozin

o = {X C R: X je kone¢na nebo R\ X je koneéné}

aditivni, okruh ¢i algebra. Déle rozhodnéte, jedna-li se o soustavu o—aditivni.

Cviceni 8.5
Rozhodnéte, zda je soustava mnozin
o = {X CR: Xje otevfené}

aditivni, okruh ¢i algebra. Déle rozhodnéte, jedna-li se o soustavu o—aditivni.

Cviceni 8.6
Necht' & je okruh. UkaZte, Ze 0 € <. Dale dokazte, Ze pro libovolnou m—tici mnozin Ay, As, ..., A, € &/ plati

U?LlA,‘ € o, ﬂirilAi € 4.
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Cviceni 8.7
Necht’ & je o—okruh. Dokazte, Ze pro libovolnou posloupnost mnozin Ay, A, ... € & platiNZ A; € o.

Cviceni 8.8
Necht' F(X) je o—aditivni mira operujici na polookruhu 7. Je-li T € .}, pak existuji (podle véty 4.1.4) mnoZiny
Ji € 7, takové, ze T = 42, Jk a mira py(T) mnoZiny T je definovédna pfedpisem

uo(1) = Y ().
k=1

UkaZte, Ze je-li mnozina T alternativné vyjadfena jako disjunktni sjednoceni T = W2, L, kde Ly € 57, pak

i F(Jo) = i F(Ly).
k=1 k=1

Cviceni 8.9
Dokazte inkluzi %, C .%,.

Cviceni 8.10
Dokazte, Ze je-li &7 o—algebrou, pak s kazdou mnoZinou A € &/ patfi do &7 také jeji doplnék do prezidenta této
o—algebry.

Cviceni 8.11
Dokazte, Ze je-li & algebrou, pak s kazdymi dvéma mnoZinami A, B € &/ patii do </ také jejich prinik A N B.

Cviceni 8.12
Dokazte nésledujici tvrzeni: Prinik neprazdné soustavy okruhti, resp. o—okruhti je opét okruh, resp. c—okruh.

Cviceni 8.13
DokaZte nasledujici tvrzeni: KaZdy okruh je polookruhem.

Cviceni 8.14
Dokazte, Ze je-li F(X) : & — R* aditivni mnoZinova funkce na okruhu %, pak pro libovolné mnoziny X, Y € £
plati FX\Y)+ F(Y) =F(Y\X)+ FX) a FXUY) + F(XNY) = F(X) + F(Y).

Cviceni 8.15
Dokazte nasledujici tvrzeni: Aditivni a nezdporna redlnd mnozinovéa funkce na neprdzdném okruhu je mirou.

Cviceni 8.16
Rozhodnéte, zda je mnozinova funkce card(X), pfifazujici mnozindm pocet jejich prvkii, mirou na soustavé 2N\ {N}.

Cviceni 8.17
Dokazte, Ze soustavy J# a .74 jsou polookruhy.

Cviceni 8.18
Zkompletujte dtikaz véty 2.3.7.

Cviceni 8.19
UkaZte, Ze mnozina vSech raciondlnich &isel z intervalu (0,1) nemd Jordanovu miru generovanou vytvorujici
funkci p(x) = x°* na 4.

Cviceni 8.20
Ukazte, Ze mnoZina vSech iraciondlnich ¢isel z intervalu (0, 1) nema Jordanovu miru vytvofenou klasickou mirou
F(X)na 4.

120



8.1. ULOHY NA TEORII ABSTRAKTNI MIRY

Cviceni 8.21
Rozhodnéte, zda maji mnoziny A = (Q N {0, 2)) x{0,2)aB = (Q N <0, 2)) X {0} klasickou Jordanovu miru.

Cviceni 8.22
Naleznéte klasickou Jordanovu a klasickou Lebesgueovu miru jednoprvkové mnoziny A = (g}, kde § € R.

Cviceni 8.23
Naleznéte klasickou Jordanovu a klasickou Lebesgueovu miru mnoziny A = {1,2, 3}.

Cviceni 8.24
Dokazte de Morganovy vzorce 9.1.6.

Cviceni 8.25
Dokazte, Ze libovolny interval (a, f) patfi do .7 a libovolny interval X _; (o, fx) patii do ..

Cviceni 8.26
Dokazte vétu: Necht' % je okruh a A, B € %. Pak existuji mnoziny C,D € & tak, Ze AUB=CWD.

Cviceni 8.27
Naleznéte alespori jednu neprazdnou mnozinu takovou, aby patfila do soustavy mnozin a) 4, b) 4 \ J4, c)
S\ S, nebo d) 2R \ .A4.

Cviceni 8.28
Necht je déna abstraktn{ Jordanova mira 7(X) generovand vytvorujicimi funkcemi ¢(x) = 3x a ¢(y) = y°. UkaZte,
Ze mnozina

M:{(x,y)€E2: x2+y2<1 Ax=20A y>0}

patii do mnoZinové soustavy 7.

Cviceni 8.29

Necht' Iy := @ apron € N : [, := (2n,2n + 1). Oznatme E := &> [,. Necht' dale m(X) je mnozinova funkce
zadand na soustavé < := {ly, [1, I, ...} rovnosti m(I,) := n. Vytvofme soustavu % jako soustavu vsech spocetnych
disjunktnich sjednoceni mnozin z & a miru m(X) : & — N* definovanou pro kazdou mnozinu M € Z (tedy
M = w2 i, kde (J;);2, je libovolna disjunkini posloupnost mnozin z <) pfedpisem

u) = Y m(jy).
i=1

Stanovte, jsou-li soustavy </ a % aditivni, okruhy, polookruhy nebo algebry a vypoctéte a) uo(Il,) b) pi(l,) c)
te({4,4.5)) d) ui((4,4.5)), kdyz ue(X), resp. ui(X), pfedstavuji vnéjsi, resp. vnitfni miru vytvofenou mirou u(X).

Cviceni 8.30

Necht’ ¢(x) je nezndma linedrni funkce, kterd je na soustavé 7 vytvotujici funkci miry m(X), pro niz m((2,4)) = 6.
Necht' u(X)je mira vytvorend jako rozsifeni vyse uvedené miry m(X) z polookruhu 4 na okruh 7] jim generovany.
Necht dale M = (0,1) U (3,7). Vypoctéte a) m((1,4)) b) m({-2,1)) c) u({1,4)) d) u(M).

Cviceni 8.31
Necht' o/ = 2R, Rozhodnéte, zda mnozinové funkce F(X), G(X) : & +— N jsou na &/ mérami:
0o ... X =0, 0o ... 0eX,
F(X) = G(X) =
1 ... X #0, 1 ... 0¢X
Cviceni 8.32 _

Necht o7 =219a C = {1,2,3}. Necht je mnozinova funkce u(X) : o/ — N definovédna pfedpisem
U(X) := card(X N C).

Urcete, je-li u(X) mirou na <.
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Cviceni 8.33
UkaZte, Ze mnoZiny (a, ), {a, B), (@, B) a {a, ) jsou p—méfitelné p¥i klasické Lebesgueové mife.

Cviceni 8.34
Rozhodnéte, zda je mnozina (0, 1) U (2, 3) u—méfitelnd pii klasické Lebesgueové mife.

Cviceni 8.35
Necht je na soustavé .#; zadéna o—aditivni mira p,(X) vytvotujic funkef ¢(x) = 7x°. Rozhodnéte, je-li mnozina
X = (1,3) y—meéfitelnd. Své tvrzeni dokazte!

Cviceni 8.36
Necht' je na soustavé .#; zaddna o—aditivni mira p,(X) vytvotujici funkei ¢(x) = 2x*sgn(x). Rozhodnéte, je-li
mnozina X = (4,5) y—méfitelna. Své tvrzeni dokaZte!

Cviceni 8.37
Necht je na soustavé .# zaddna o—aditivni mira ,(X) vytvotujicimi funkcemi ¢(x) = 4x a () = y*. Rozhodnéte,
je-limnozZina X = (0,1) X (2,4) u—méfitelnd. Své tvrzeni dokazte!

Cviceni 8.38 —
Necht jsou dany vytvofujici funkce ¢(x) = x a Y(y) = y generujici Jordanovu miru m(X) : % + R. Pro nasledujici
mnoziny vypoctéte jejich Jordanovy miry.

A:{(x,y)eEZ:er/\xe(O,l)/\yzl},

B={(y)eB:xeQAyeQAxe(01) Aye01)
C={xyeE:x¢QAxe(0,1) Ay=0,
D={xy)eE:x¢QAxe(0,1) Aye(01,2)},

E={(xy) €E: x€(0,4) A ye(0,4) A x<y).

Cviceni 8.39
Reste piedeslou tlohu pro vytvotujici funkce ¢(x) = 3x%sgn(x) a P(y) = 7y.

Cviceni 8.40
Necht' R > 0. Necht' jsou dany vytvotujici funkce p(x) = x a P(y) = y*sgn(y) generujici abstraktni Jordanovu miru
m(X) : # — R. Pro nasledujici mnoziny vypoctéte ptislusné Jordanovy miry.

M, = {(x,y) €E*: 2%+ y2 < Rz},
My ={(x,y) € B*: (x= R} +* <R,
M ={(x,y) e B2 : 2 + (y — R? <R?).

Cviceni 8.41
Necht' je dana soustava mnozin

o ={0;11,2);(3,4);15,6); (1,2,3,4))

a mnoZinova funkce

Il
—_—
<

1
N T D=

F(X) =

N A N O O
<o X
Il

>
Il
—_
[y
~
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Rozhodnéte, zda je soustava 7 polookruhem, a sestavte minimalni okruh 2% generovany soustavou 7. Definujte

N

rozsiteni m(X) : £ — R miry F(X) z &/ na %. Pro vSechny mnoZiny X € % vypiste hodnoty m(X). Pro mnoziny
A=1{1},B=1{2;3},C={1,5;6} a D = {3;5; 6} stanovte vnitfni a vnéjsi miry generované mirou m(X) na #. Sestavte

N

soustavu Z viech mnozin z osnovy Sub(%), pro které m; (X) = me(X). Definujte pak miru m(X) jako rozsifeni miry
m(X) z B do A. Je soustava B okruhem?

Cviceni 8.42
Necht ¢(x) = x> sgn(x) a (x) = 12 arctg(x) jsou vytvotujicimi funkcemi pro miry F;(X), resp. F2(X) na /4. Necht
je mira F(X) na % definovana pro | € 5% (] = |1 X |2, J1, ]2 € J4) pfedpisem

E(]) = F1(J1) - F2(J2).

Necht' déle m(X) je mira, kterd vznikla jako rozsiteni miry F(X) z % na %,. Pro mnoziny

A=(0,1),

B =(1,3),

C=¢0, ) U, V3),

D =0,1)x0,1),

E=(1, V3)x(1, V3),

F=(0,1) x(1, V3),

G = (0,1)x (0, 1)) U (<1, V3) x(1, ¥3)),
H = ((1, V3)x (0,1)) U ((0,1) x (1, ¥3))

vypoctéte viechny pfipustné miry, které zadani dovoluje.

Cviceni 8.43
Stanovte, zda je mnoZzinové soustava

o ={0; (1 (2); (3 (1,2, 3); 4,5, 6}

okruhem, algebrou ¢i polookruhem. Zapiste tvar minimélniho okruhu % generovaného soustavou .2Z. Déle
rozhodnéte, zda je mnozinova funkce F(X), zavedend defini¢nimi vztahy

0 X =0,

2 X = {1},

3 X =1{2},
F(X) =

1 X =1{3},

6 X =1{1,2,3},

1 X =1{4,5,6},

mirou na «/. Na zavér urcete hodnoty mnoZzinové funkce (pro vsechny mnoziny z %) G(X) : % +— R*, kterd je

N

roz$ifenim mnozinové funkce F(X) z &/ na miniméalni okruh 4.

Cviceni 8.44
Necht

3x-1 ... x<0,
px) =
0 ... x=20

je vytvorujici funkce miry F(X) na 4. UkaZte, Ze F(X) neni na 4 o—aditivni.

Cviceni 8.45

Necht’ je ddna tplnd mira u(X) a k ni pfislusna Lebesgueova o—algebra .#,. Necht' se dvé mnoziny A, B lis
na mnoziné miry nula, tj. mnoZina U := (A U B) \ (A N B) jednak patfi do .#), a jednak u(U) = 0. Necht' dale
AN B € .#,. DokaZte, Ze za danych pfedpokladti obé mnoZziny A, B patfi do .#), a navic u(A) = u(B).
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Cviceni 8.46

Necht' je ddna Lebesgueova mira u(X) a pfislusna Lebesgueova o—algebra .#),. Necht' je ddle déna u—méfitelna
funkce f(x) : E — R takova, Ze (Vx € E) : f(x) > 0. Z danych pfedpokladti dokaZte, Ze nosi¢ funkce supp(f) a
mnozina {x € E: f(x) = 0} jsou y—méritelnymi mnoZinami.

Cviceni 8.47
Necht' je Jordanova mira generovana funkcemi
7x ... x<1, v ... y<2,
(x) = (v) =
v 8+x ... x>1, i 10+y ... y>2

Rozhodnéte a podrobné zdtvodnéte, zda pro U = (1,3) x {2} existuji F(U), m(U), resp. riz(L). Pokud ano, jejich
hodnoty vy¢islete.

Cviceni 8.48 .
Necht' {E, .#,, u(X)} je prostor s iplnou mirou. DokaZte implikaci: u(M°) = u(M) eR = M€ 4.

Cviceni 8.49
Je mira m(X) : % — R generovana funkcemi ¢(x) = x a

y ... y<2,
P(y) = 2 ... y>2Ay<4,
y—-2 ... y>4,

aplnd na J#?

Cviceni 8.50
Sestavte minimalni okruh generovany soustavou & = {{ 1};{2};{1,2,3, 5}}.

Cviceni 8.51
Necht' je ddna soustava

o ={0; {154 (3,45 (2); 51,5}

a mnozinova funkce F(X) : & — R definovand pfedpisem

2 ...0,
6 {1},
17 ... {1,2,3,4},
FX)={ 6 ... {34},
? {2},
10 5},
? (1,2,3,4,5).

Na mista otaznikii doplrite ¢isla tak, aby mnoZzinova funkce F(X) byla mirou na &/. Rozhodnéte, je-li soustava &/
okruhem. Pokud je, poloZte # = o7. Pokud neni, sestavte miniméIni okruh # generovany soustavou .27. Definujte
miru m(X) na % tak, aby reprezentovala rozsifeni miry F(X) z o/ na 4. Déle naleznéte mnoZzinu W € Sub (%)
takovou, pro niz

my (W) # me(W).

Cviceni 8.52
Necht je Lebesgueova mira generovana vytvorujicimi funkcemi ¢(x) = x, ¥(y) = (y — 1)® a w(z) = ©(z)z. Vypoltéte
miru mnoziny

M= {(x,y,z) €R%:1+2x+x% + 2y + 4wy + 51 + 252% < 0}.
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Cviceni 8.53

Dokazte nasledujici tvrzeni: Necht' u(X) je Lebesgueova mira definovand na Lebesgueové o—algebte .7, kterd
je navic iplna. Necht pro mnoziny A a B plati rovnost u(A) = u(B). Pak pro libovolnou mnozinu C vyhovujici
dvojici inkluzi A C C C B plati, Ze u(C) = u(A).

Cviceni 8.54
Rozhodnéte, je-li mnozina X = {7} jordanovsky méfitelna pfi mife generované vytvorujici funkci p(x) = x|x|.

Cviceni 8.55
Necht’ vytvorujici funkce

P(x) = O)(x + [x1)

generuje miru F(X) na J4 a jeji rozsifeni m(X) na .%;. Rozhodnéte, zda jsou mnoziny G = (0,1) a H = {1}
jordanovsky méfitelné.

Cviceni 8.56
Necht’ je mira F(X) na 4 generovana vytvotujici funkci ¢(x) = x. Necht' m(X) je jeji rozsiteni z 74 do J#. Pro

Moens

mnozinu X = {1, 2, 3} vypoctéte p¥islusnou vnitini a vnéjsi miru.

Cviceni 8.57 .

Necht' (x) = x*sgn(x) a P(y) = y jsou vytvotujici funkce Jordanovy miry 7(X) na .%;. Rozhodnéte (a co nejpo-
drobnéji vysvétlete), zda pro A = (3,5) x {2} existuje m(A). Pokud existuje, urtete pfislusnou hodnotu. Podobné
rozhodnéte pro B = ((3,5) N Q) x {2}.

Cviceni 8.58
Necht’ je ddna mnozinovd soustava &/ = {(Z),' {o}; {e}; {0, AL {g, Q, A}}. Rozhodnéte, zda se jednd o polookruh a zda

je mira

X=0 ... GX)=0,
X = (o} ... G(X)=7,
GX)=3 X=1{o} ... GX)=8,
X=1{0,a} ... G(X)=2?,
X=1{0,9,4) ... GX)=7

na .2/ Gplna. Cemu se musi rovnat G({O, A}) a proc?

Cviceni 8.59
Necht' u(X) je mira na okruhu /. Rozhodnéte, zda pro kazdé X, Y € &/ plati:

pX\Y) = p(X) — p(Y).

Pokud ano, tvrzeni dokaZte. Pokud ne, zformulujte spravné tvrzeni a toto dokaZte!

Cviceni 8.60
Necht' je Jordanova mira zaddna sadou vytvorujicich funkci

y ... y>3,
p() =0 Vi, Y(y) =
y=-3 ... y<3
Rozhodnéte, zda jsou mnoziny A = (0,25)x(0,3) a B = (0,25) x(0, 3) jordanovsky méfitelné. Své tvrzeni podrobné
prokazte!

Cviceni 8.61
Necht' F5(X) je dvojrozmérnd mira generovana na % vytvorujicimi funkcemi ¢(x) = x a P(y) = y°. Necht
Y = {(x,y) € R? : ¥* + y* < R%}. Vypoctéte vnitini miru mnoZiny Y odvozenou od miry F»(X) na /4.
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Cviceni 8.62
Vymyslete miru na 4% tak, aby nebyla taplna.

Cviceni 8.63
Je mnozina {(1, 3); (2, 3)} borelovska?
8.2 Ulohy na teorii lebesgueovskych integraci

Cviceni 8.64
Podle definice ukazte, Ze funkce f(x) = sgn(x) je A—méfitelna.

Cviceni 8.65
Vypoctéte pomocné integrély

f e " cos(bx) dx a f e ™ sin(bx) dx,
0 0

kdea>0abeR.

Cviceni 8.66
Pro a > 0 vypoctéte Gaussiiv integrdl integral

UZijte pomocného integralu

Cviceni 8.67
Vypoctéte

pro a,p € R*.

Cviceni 8.68
Pro @ > 0 a p € R vypoctéte integral

%) fo " S

X

Cviceni 8.69

Necht' § € R je zvoleno pevné. Vypoctéte zobecnénou hodnotu Lebesgueova integralu

00 : x
() f SNG40
0 X

Cviceni 8.70

Vypoctéte integral

1
f In(x? + a%) dx.
0

Cviceni 8.71
Vypoctéte urcity integral

00 —ax —bx\2
e —e
[eeetry,
0 X

jsou-lia, b > 0.

(8.1)
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Cviceni 8.72
Dvoji aplikaci véty o derivaci integrdlu podle parametru vypoctéte urcity integral

00 e ™ _ e—bx 2
—| dx,
0 X

jsou-lia, b > 0. Vysledek upravte do tvaru s jedinym logaritmem.

Cviceni 8.73
Vypoctéte urcity integral

f e™™ cos(bx) dx,
0

kdea>0abeR.

Cviceni 8.74
Na zéakladé faktu, ze

* cos(ax) o
dx = —e ™,
L 142 2

“ x sin(ax) q
————dx
0o bP+x?

naleznéte hodnotu integralu

proa,b eR.

Cviceni 8.75
Pouzitim véty o derivaci integralu podle parametru vypoctéte integral

* In(a® + x?)
jo‘ Pie W

kdea € Rab e R\ {0}. Vyuzijte faktu, Ze fooo W 4x = Z In|c| (c # 0).

c2+x2 2|c|

Cviceni 8.76
Pomoci véty o derivaci integralu podle parametru vypoctéte urcity integral

© t
f arctg(ax) ax,
o x(1+2x2)
jelia > 0.

Cviceni 8.77
Uzitim véty o derivaci integralu podle parametru vypoctéte urcity integral

0 00 o—a(P+y?) _ q=b(x+y?)
f f CEY) cos (xz + yz) dxdy,
0o Jo x“+y

kde parametry 4, b jsou kladnymi redlnymi &isly.

Cviceni 8.78
Vypoctéte urcity integral

8

00 —qx —bx®
e —e
f 5
0 X

127
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Cviceni 8.79
Uzitim véty o derivaci integrdlu podle parametru vypoctéte urcity integral

o0 x(arctg% - arctg%)
F= > d
0 X2+

kde pro parametry p,q,r platig# Oap,r # q.

Cviceni 8.80
Necht' |a| < 1 je parametr. Uzitim véty o derivaci integrdlu podle parametru vypoctéte urcity integral

EN| 1+ acos(x)
fo cos(x) In ( 1-a cos(x)) dx

Cviceni 8.81
Pro parametry a,b € Rj vypoctéte

00 612 bz
I(&l,b)=‘[0v ln(l-f-;)hl(l-i-x—z) dx.

Cviceni 8.82
Dokoncete dtikaz véty 5.2.5.

Cviceni 8.83
Dokoncete dlikaz véty 5.2.11.

Cviceni 8.84
Dokazte, Ze je-li funkce f(x) : E — R* méfitelna funkce a C € R, pak i funkce g(x) := f(x) — C je méfitelnd.

Cviceni 8.85

DokaZte prvni ¢ast tvrzeni véty 5.3.15.

Cviceni 8.86 .
Rozhodnéte, zda existuje Lebesguetiv integral (.£) fo sin(x) dx.

Cviceni 8.87
Necht @(x) = V]x[sgn(x) a p(y) = y jsou generujici funkce dvourozmérné Lebesgueovy miry v R%. Necht

B={(xy) eR*: x€(0,4) A yeR\Q A y€(0,3)]
a f(x,y) = x. Vypoctéte (.2) fM f(x)du(x, y).

Cviceni 8.88
Pro mnozinu A = R X {0} vypoctéte dvourozmérnou Jordanovu a Lebesgueovu miru.

Cviceni 8.89
Rozhodnéte, zda sgn(x) € Z(R, A), resp. sgn(x) € L*(R, A),

Cviceni 8.90
Pro mnozinu A = {x =l:ne N} vypoctéte klasickou jednorozmérnou Jordanovu a Lebesgueovu miru.

Cviceni 8.91
Rozhodnéte o platnosti nasledujiciho tvrzeni: Necht' A, B € .#),, A C B a u(A) = u(B). Pak pro kazdou mnoZinu C
takovou, Ze A C C C B, plati, Ze u(C) = u(A).
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Cviceni 8.92
Rozhodnéte o platnosti nasledujiciho tvrzeni: Necht' A,B € .#,, A C B a u(A) = u(B). Necht' je dale dana mira
w(X) : A, = R*, jez je uplna. Pak pro kazdou mnozinu C takovou, Zze A C C C B, plati, Ze u(C) = u(A).

Cviceni 8.93
Ukazte, ze funkce f(x) = xm(x), kde M je mnoZina z pozndmky 4.2.32, neni p—méfitelna.

Cviceni 8.94
Necht' F(X) je mira na .4 vytvorend funkci

a ((X) je jejf rozsifeni z polookruhu 4 na okruh 7. Necht' déle f(x) = |x] je funkce definovand na E = (-2,5).
Ovéfte, zda je splnén zdkladni pozadavek kladeny na vytvofujici funkci @(x), a vypoctéte u((2,3)), u(supp(f)) a
Lebesguetiv integral

(£) fE f(x) dp(x).

Cviceni 8.95
Pro parametry a > 0 a b € R vypoctéte urcity integral

f “ o sin®(bx) dr.
0 x

Cviceni 8.96
Necht' a > 0. Necht’ je dale zadana funkce

X+y (x,¥y) e NxN,
fy)=20 ... x<0Vvy<o,
xy(xt + yHe @ (x,y) € (RT \N) X (R* \ N).
Vypoctéte klasicky Lebesguetiv integral
@ [ fwpar.
R
Cviceni 8.97
6 Na obrazku vlevo je zakreslena mnozina E. Vy-
sl poctéte jeji Lebesgueovu miru, vite-li, Ze vytvoru-
jicimi funkcemi jsou funkce @(x) = x?sgn(x) v ose x
a
120y
_ PW) =17 ]
2t v ose y. Déle vypoctéte miru mnoziny M = (0; 1) xR
a pro funkci f(x,y) = |yl stanovte hodnotu p¥is-
I lusného Lebesgueova integralu
| @) [ £ auta, .
L -1 0 1 2 3 4 5 E
X
Cviceni 8.98

Pro parametry a, b, c > 0 vypoctéte urcity integral

0o 2,12y _ 2, 2
f In(x* + b%) — In(x* + ¢*) .
0 X2 +a?
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Cviceni 8.99
Necht' p > 0 a g € R. Uzitim véty o derivaci integrdlu podle parametru vypoctéte urcity integral

X.

fl x” cos(q . ln(x)) 4
0

X

UZijte vztahu

* . 2ab
fo xe ™ sin(bx) dx = m.
Cviceni 8.100
Necht
127 e x> 2m,
(x) = 6x x| < 2m,
-127 x < —2m,

je vytvorujici funkci abstraktni Lebesgueovy miry p(X). Vypoctéte p¥islusny Lebesguetiv integral
(2) [ 12+sinw) auto,
R

Cviceni 8.101
Na zéakladé rovnosti

00 a
—ax d -_——
fo e ™ cos(px) dx e

vypoctéte aplikaci véty o derivaci integralu s parametrem ur¢ity integral fooo xe™ sin(fx) dx.

Cviceni 8.102
Necht' jsou funkce ¢(x) = 2%{', resp. (y) = y*sgn(y) vytvorujicimi funkcemi Lebesgueovych mér v osach x, resp.
y. Stanovte hodnotu pfislusného Lebesgueova integralu

(£) fE Lx] + Lyl du(x, v),

kde E = (~1,2) x (-1, 3).

Cviéeni 8.103
Necht' E = (0, 3) x(0,3) \ (1,2) x (1, 2). Necht' je na mnoziné E definovana funkce

() = Lyl (x, 1) €QxQ,
’ lx] (x,y) 2 Qx Q.

Necht' u(X) je abstraktni Lebesgueova mira odvozend z vytvorujicich funkci ¢(x) = 6x v ose x a P(y) = 2¥ v ose y.
Vypoctéte Lebesgueovu miru mnoziny E a pfislusny Lebesguetiv integral

2) fE w(x, v) du(x, ).

Cviceni 8.104
Pro parametry «, 8,y > 0 vypoctéte urcity integral

f “ arctg(ax) — arctg(px) d
0 x(1+y%?) §
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Cviceni 8.105
Necht' F(X) je mira na .7 vytvoFend funkci

X € (_51 5)/
Ppx) = > 5,
<

X
-5 ... x < =5,

N

a p(X) je jeji rozsiteni z polookruhu 74 na soustavu .#;. Necht' déle f(x) = sgn(16 — x?) je funkce definovana
na E = R. Interval (0,2) rozepiste na disjunktni sjednoceni mnozin z .54. Ddle vypoctéte u({-2,7)), 1((0,2)) a
u(supp(f)). Na zavér vypoctéte Lebesguetiv integral

(2) fE () du).

Cviceni 8.106
Necht' g, b, c jsou pozitivni parametry. Vypoctéte tfirozmérnou Lebesgueovu miru télesa ohrani¢eného plochou

L e
a b c a b’

Cviceni 8.107
Vypoctéte urcity integral

. a 2ax
|} (pares(§) - ) e
Cviceni 8.108

Vypoctéte tiirozmérnou Lebesgueovu miru télesa

sx—y+32\" [(—x+2y+2\ (3x-2y+2z\
X -y z)+(x yz)+(x yz) <1l

T= E®:
{(x, y:2) € ( a b c

Predpokladejte, Ze a, b, ¢ jsou kladné parametry.

Cviceni 8.109

Vztah

uZijte k vypoctu integréalu

f xle ™™ cos(bx) dx.
0

Cviceni 8.110
Necht' vytvorujici funkce
0 ..o x<0,
px) =3 x> ... x€{0,4),
16 ... x>4,

generuje na mnoZiné R Lebesgueovu miru u(X). Necht’ jsou na mnoZziné R zadédny funkce f(x) = 3, g(x) =[x] a

Mﬂ={3 ... x€eR\Q,
0o . x € Q.

Rozhodnéte, zda je funkce h(x) p—méfitelnd. Déle vypoctéte

2) fR F@) du(), (2) fR (@ du), (2) fR () du(x).
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Cviceni 8.111

Vypoctéte objem (klasickou Lebesgueovu tfidimen-
eliptického anuloidu (viz obrdzek) s parametry
a,b,R > 0. Parametr R udédva vzdalenost osy anu-
loidu od jeho stfedu a parametry a a b popisuji kolmy
fez eliptického anuloidu, tj. elipsu o poloosach a a b.

Cviceni 8.112
Vypoctéte urcity integral

/2 arctg(a . tg(x))
[ g

tg(x)

Cviceni 8.113
Necht' a > 0 an € Ny. Uzitim Gaussova integralu (8.1) a véty o derivaci integrdlu s parametrem odvod'te vzorec

pro
f " x2e ™ gy,
0
Cviceni 8.114

Necht' a,b > 0 jsou parametry. Necht je dale ddna funkce

(6, y) y o... fl‘—i + Z—; =1,
x, = 5 2
Y X ... ;‘—2 + Z—z # 1.
Vypoctéte
@) [ s pauts.),

kde M = (0,2a) x (-2, 2b).

Cviceni 8.115
Necht' a > 0 a g,y € R. Uzitim véty o derivaci integrdlu s parametrem vypoctéte urcity integral

f © o-ax cos(Bx) — cos(yx) dr.
0

X

Cviceni 8.116
Necht’ je ddna funkce

0 ... x+#0,
o(x) =
+oo ... x=0
Vypoctéte
() f O(x) dx.
R
Cviceni 8.117

Rozhodnéte, zda |x| € £*(R, 7).

Cviceni 8.118
Rozhodnéte, zda |x| € Z* (R, u), je-li mira u(X) generovéna vytvofujici funkci ¢(x) = O(x)x.
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Cviceni §$119
Necht' fo arctg(x) du(x) € R. Je za danych pfedpokladti funkce g(x) = ©(x)e* finitni?

Cviceni 8.120
Necht a € R. Rozhodnéte, zda cos(ax) € Z(R*).

Cviceni 8.121
Necht' je vytvotujici funkce jednodimenziondlni Lebesgueovy miry ;(X) zaddna vztahem

) X ... x<2,
X) =
v x+3 ... x>2
Rozhodnéte, zda jsou funkce f(x) =1a
1 ... xeR\N,
8(x) =
7 x €N,
u—ekvivalentni.
Cviceni 8.122
Necht je Lebesgueova mira generovana vytvorujici funkci
) X .o X <3,
x) =
v x>—4 ... x>3.

Korektné vypoctéte p,(S), kde S = (2,4) \ {3}. Neopomerite rozhodnout, zda mtiZe i,(S) principidlné existovat.

Cviceni 8.123
Necht' g(¥) : E" = R je y—méfitelna funkce. DokaZte, Ze pak nutné supp(g) € 4.

Cviceni 8.124
Vypoctéte
[ waue,
(1,3)u{5}

je-li p(X) generovana vytvotujici funkei

) x| x <5,

X) =

v x+23 x> 5.

Cviceni 8.125
Necht' f(¥) : E - R je u—méfitelnd funkce. Dokazte, Ze za danych okolnosti je mnoZina

Zog:=|Z€E: f(¥) € (a,p))

lebesgueovsky méfitelnd.

Cviceni 8.126

O funkci h(x) = |x|, kde Dom(h) = R, je zndmo, Ze je na prostoru s nezndmou mirou u(X) skoro vsude klesajici.

Vypoctéte integral fR O(x) - [x] du(x).
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Cviceni 8.127
Necht' je zadéna abstraktni Lebesgueova mira zadand vytvorujici funkci 1(x) = x%sgn(x). Naértnéte graf funkce
f(x) : R = R, ktera spliuje soucasné nésledujici podminky:

e Dom(f) =R,

o f(x)€Z,,

e supp(f) =(-1,3),

e A=(0,1) = f(A)={2},

e f(x) neni nerostouci na (1, 3),

e f(x) je nerostouci skoro viude na (~1,3),

* (£) J f0) du(x) = 13.

Cviceni 8.128
Nacrtnéte graf spojité vytvorujici funkce ¢(x) Lebesgueovy miry u(X) tak, aby soucasné platilo:

o y((=0,0)) = +oo,

u(0,1) =9,
VA C (=00,1),Va < 0: u(A) = u(A +a),

(2) [} e¥du =0,

Vn>3:y((n,n+1)):2n+1.

Cviceni 8.129
Necht’ vytvotujici funkce @(x) = arctg(x) generuje Lebesgueovu miru u(X). Vypoctéte (.£) fR larctg(x)| dp(x).

Cviceni 8.130
Necht’ vytvotujici funkce

7 T

ay)

1 o e e e

-1 _12 L L L L L L L L L
-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 a4 5 -5 —4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5

X y
generuji na mnoziné E? Lebesgueovu miru p(X). Vypoctéte Lebesguetiv integral (.£) f fRz e Lyl du(x, y).

Cviceni 8.131
Necht' funkce

1
AT
generuje Lebesgueovu miru p(X) na mnoziné E = (1, o0). Vytvofujici funkci naértnéte a vypoctéte Lebesguetiv
integral

1
(%) | f ),

Vysledek vyjadiete desetinnym ¢islem.
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Cviceni 8.132
Necht je Lebesgueova mira generovana vytvorujici funkci
3x% sgn(x)
PO = s

Aplikaci definice vypoctéte Lebesguetiv integral (£) fR h(x) du(x), kde

o ... x <0,
hix)=3 1 ... x>20Ax<2,
2 ... x> 2.

Neopometite rozhodnout, zda h(x) € Z,, resp. h(x) € Z;.

Cviceni 8.133
DokazZte lemma 5.3.16.

Cviceni 8.134
Necht' generuje funkce p(x) = x + 50(x — 2) jednodimenziondlni Lebesgueovu miru u(X). Necht' je funkce h(x)
definovéna vyctem:

X x<O0Vx23 | x>0Ax<]l|x=1|x>1Ax<2|x=2]|x>2Ax<3

h(x) 0 8 -3 2 -4 1
V souladu s definicemi Lebesgueova integralu vypoctéte
@) [ heoauo,
R

Cviceni 8.135
Necht' funkce ¢(x) = x + 3O(x — 3) generuje jednodimenziondlni Lebesgueovu miru u(X). Rozhodnéte, zda jsou
funkce g(x) = e*a

e* ... xeR\N,

h(x) =
-2 ... x€N,

u—ekvivaletni.

Cviceni 8.136
Necht generuje funkce ¢(x) = O(x)x? jednodimenzionalni Lebesgueovu miru u(X). Necht je funkce h(x) definovana
vyctem:

xe || (=00,=2) | (=2,3) | (3,4) | (4,5) | (5,6) | (6,+o0)
h(x) = 8 4 1 0 1 0

V souladu s definici Lebesgueova integralu (podle prvniho konstrukéniho kroku) vypoctéte
) [ Heoaue
R
a dokazte, Ze h(x) je finitni.

Cviceni 8.137
Pro¢ nenf funkce g(x) = x~! lebesgueovsky integrabilni (pti klasické mite)? Plati totéZ tvrzeni o funkei h(x) = |x|1?

Cviceni 8.138
Pro¢ nemé funkce g(x) = x™! Lebesguetiv integral (pfi klasické mife)? Plati totéZ tvrzeni o funkci h(x) = |x|71?

Cviceni 8.139
DokaZte lemma 5.3.26.
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Kapitola 9

Dodatek

Pro tplnost uvddime v tomto dovétku nékteré zdkladni pojmy uZivané v celé teorii a diskutujeme vazbu mezi
nimi. VétSina z uvddénych poznatk je nicméné tak samozfejm4, Ze jejich zatazeni do hlavni ¢asti textu nebylo
shledano za nutné. Proto je zafazujeme az na samotny konec skript, kde si je mtiZe samostatné dostudovat méné
pouceny ctenaf.

9.1 Zakladni pojmy teorie mnoZin

9.1.1 Definice

Necht’' A, B jsou libovolné mnoziny. Pak definujeme sjednoceni mnoZin A, B pfedpisem AUB = {x: x € A V x € B},
priinik mnoZin A, B ptedpisem ANB = {x : x € A A x € B} arozdil mnoZin A,Bvztahem A\B={x: x€ A A x ¢ B}.
Symetrickym dopliikem mnoZin A, B pak rozumime mnoZinu AAB = (A \ B)U (B \ A).

9.1.2 Definice

Necht' A, B jsou libovolné mnoziny. Rekneme, Ze A a B jsou disjunktni mnoziny, pokud A N B = 0. Jsou-li mnoziny
A, B disjunktni a jejich sjednocenim je mnoZina C, pak nepovinnym symbolem C = AWB signalizujeme disjunktnost
mnozin A, B, ze kterych diskutované sjednoceni vzniklo.

9.1.3 Definice

Necht’ je ddna kone¢na posloupnost mnozin (Ax);” ;. Rekneme, Ze se jednd o disjunktni posloupnost mnoZin, pokud
pro libovolnou dvojici indexti k, € € 11 plati implikace

k¢t = AnNA,=0.

Sjednoceni C takové disjunktni posloupnosti mnozin ozna¢ime symbolem C = &;" | Ay.

9.1.4 Definice

Necht’ je dédna spocetna posloupnost mnozin (Bx);? ;- Rekneme, Ze se jednd o disjunktni posloupnost mnoZin, pokud
pro libovolnou dvojici indexti k, £ € N plati implikace

k¢ = BrNB,=0.

Sjednoceni C takové nekone¢né disjunktni posloupnosti mnozin oznat¢ime symbolem C = &;? , By.

9.1.5 Definice

Necht je dan vektorovy prostor V, mnozina A C V a vektor X € V. Pak posunutim mnozZiny A o vektor ¥ budeme
rozumét mnozinu
A+X:={eV:FecA: y=ad+1}.
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9.1.6 Véta- o de Morganovijch vzorcich

Necht' A, B, C jsou libovolné mnoziny. Pak plati mnozinové rovnosti
ANBUC)=(ANB)UANCQO),

AUBNC)=(AUB)N(AUC),
A\BUC)=(A\B)N(A\Q),
A\N(BNC)=A\BUA\Q),

A\(B\C) = (ANC)U(A\B),
AN(B\C) = (ANB)\C=BN(A\C),
(A\B)\C = A\(BU C),
(AUB)\C = (A\C) U (BUC),
AU (B\C) = (AUB)\(C\A).

Diikaz:
e typickd varianta diikazu tvrzeni o rovnostech mnozin je zaloZena na aplikaci tzv. Venovych diagramai

e jejich tvar pro t¥i mnoZiny demonstrujeme na obrazku nize

AV

Obrazek 9.20
Venovy diagramy pro tfi mnoziny.
e dokazme pro ilustraci nap¥. rovnost A\ (BUC) = (A\B)N(A\C)
e protoze BUC ={2,3,4,5,6,7}, A\ B ={1,4}a A\ C = {1, 2}, lehce stanovime, Ze A \ (BU C) = {1} a zdroven
(A\B)N(A\C) = {1}, coz dokazuje platnost vztahu
9.1.7 Véta

Necht' A, B, C, D jsou libovolné mnoziny. Pak plati mnoZinové rovnosti
(A\B) N (C\D) = ((A N O\B)\D,
(A\B)U (C\D) = ((4\B) U C)\(D\(4\B)).
Diikaz:
e nejobecnéjsi usporddani, které mohou zaujmout ¢tyfi mnoziny, je nastinéno na obrazku nize
e dokazme prvni tvrzeni

e protoze A\B ={1,4,8,14} a C\D = {4,5, 6,7}, rovna se leva strana mnoziné {4}
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e ANC=1{4,58,9},atedy (ANC)\B = {4,8)
prava strana tedy vzejde z rovnosti {4, 8}\{8,9,10,11,12,13, 14, 15} = {4}

obé strany se rovnaji a prvni tvrzeni je proto platné

druhé tvrzeni se dokazuje analogicky

16
A g
3
6

8/9|10) 11
12! 13 15

14

Obrazek 9.21
Venovy diagramy pro ¢tyfi mnoZziny.
9.1.8 Definice

Necht’ je ddna neprazdnd mnoZzina X. Existuje-li m € N tak, ze X ~ 11, tj. existuje-li bijektivni zobrazeni mezi
mnozinami X a it = {1,2,...,m}, pak o mnoziné X fikame, Ze je konecnd. Je-li X ~ N, fikdme, Ze X je spocetnd.
V ostatnich pfipadech fikdme, Ze X je nespocetnou mnoZinou.

9.1.9 Definice

Na tfidé 2 vS8ech mnozin definujeme zobrazeni card(X) nazyvané kardindlnim cislem mnoZiny nebo mohutnosti
mnoZziny nasledujicim zptisobem. Je-li X = @, pak klademe card(X) = 0. Je-li X kone¢nou mnozinou, tj. existuje-li
m € N tak, ze X ~ 11, klademe card(X) = m. Je-li X spoCetnou mnozZinou, definujeme card(X) = Ny (¢teme [alef
nula]). Je-li mnoZina X ekvivalentni mnoziné redlnych &isel, tj. plati-li X ~ R, klademe card(X) = N; (¢teme [alef
jednal).

9.1.10 Ptiklady

Z ptredeslé definice neni tézké odvodit, ze napf. card({o, x, o}) = 3, card(Z) = No, card(Q) = Ny, card((1,7)) = N,
nebo card({67,68,69,...}) = Ny.

9.1.11 Znaceni

Necht My, My, ..., M, jsou libovolné mnoziny. Kartézsky souéin M; X M, X - - - X M, uvedenych mnozin budeme
oznacovat souhrnnym symbolem X[, Mp.

9.1.12 Definice

Necht' jsou déna ¢isla x, yx € R tak, Ze —co < xx < Y < +oo prok € 7. Mnozinu I = (x1, y1) X (X2, ¥2) X -+ X (X, Yr)
nazyvame otevienym intervalem v E'.

9.1.13 Definice

Necht' jsou ddna &fsla xk, yx € R tak, Ze —co < x; < Y < +oo prok € 7. Mnozinu | = (x1, 1) X (X2, Y2) X =+ X (Xy, Yy}
nazyvame uzavienym intervalem v E'. MnozZinu H = (x1,y1) X (X2, Y2) X -+ X (X, Y,) nazyvame polouzavienyjm
intervalem v E'.
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9.1.14 Definice

Mnozinu M C E" nazveme zovrhlym intervalem v E’, existuje-li uzavfeny interval | € E" tak, ze M° = J°, M = 7 a

PEeME&].

9.1.15 Definice

MnozZinu M C E" nazveme dirichletovskou v E’, existuje-li libovolny (otevieny, uzavfeny, polouzavieny) interval
IeFE tak, Zze M =1NQ.
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Vysledky cviceni

aditivni a okruh, neni g—aditivni aditivni a okruh, neni o—aditivni aditivni a okruh, neni o—aditivni aditivni,
okruh i algebra, neni o—aditivni pouze aditivni, neni ani okruh ani algebra, je o—aditivni A nemd, B ano obé jsou
nulové obé jsou nulové a){0,1)b) (0,1)w(3,5) ¢) (0,1) d) (0,1) uzijte vétu 3.2.7 o/ neni ani aditivni, £ je
okruhem i polokruhem i algebrou, a) n b) nc)2d) 0 a)9b)9c)9d)15 F(X) neni mirou, G(X) neni mirou w(X)je
mirouje y—meéfitelnd je u—mefitelna je u—méfitelnd je y—méfitelnd #ii(A) = 0,B ¢ 44, 1(C) = 0,
m(D)=0am(E) =8 #(A) =0, B ¢ 4, m(C) = 3, m(D) = 3 a m(E) = 896 m(My) = m(My) = 8R3/3 a m(Ms) = 2nR® m
&/ je polookruh, neni okruhem, Eje okruh a m(X) je mira na E napi. F>(A) = 3nt, Cneni méfitelnd, m(D) = F(D) = 3n, m(E) = F(E) = 2m,

m(G) = 5n, m(H) = 7t F (X) je mirou, 7 je pouze polookruhem, napt. 6 € % a G(6) = 7F(( 1, 0)) # Yo (( oy —ﬁ )
m neexituje F(U), ani m(U) a dokonce ani ﬁ(U) neni tplnd B = U {{1,2};{2, 3,5};{1,3,5};0; {3,5} . %—757
X je m—mefitelnd G ani H nejsou jordanovsky méfitelné mi(X) = me(X) =0 m(A) = m(B) = 0 m
G({v, a}) = 0 z axiomu aditivity. Mira tipIna neni, nebot’ existuje podmnozina Z = {v} G-nulové mnoZiny, ktera miru nema. Tvrzeni
neplati. Spravna verze: u(X \'Y) = u(X) — p(X N Y) a &/ musi byt alesponi okruh. A ano, B ne mi(Y) = % V3R4
generujici funkce miry: ¢(x) = x a Y(y) = O(y)y ano

8.65]| 4 a b arctg (£ 2sgn(@) | 8.70 |a(r - 2arctg(a)) +In(1 + a2) 2|8.71]
((“4;?2 )8.72o1n (%“lléi’i?f’ ) } r | 8.74 | 35gnwe-+[8.75 g 1o +10 [ 8.76 |5 m1+ 0] 8.77 | 110 (221)

8 | (V- \/E)g In|Z2 narcsin(a)Zn[(a+b) In(a-+b)-aln(a)-bIn(b)| neexistuje u(B) =
8.88 2) Jordanova mira neexistuje, nebot’ A ¢ Sub (3) b) A(A) = 0 m 2) Jordanova mira neexistuje, nebot’ 1m;(A) = 0 a m1(A) = 1 b)
MA) = Oneplati’ 8.92 ‘plati’ 8.94 ‘ (2,3) = 5, u(supp(f) = 60 < 0 a (£) [, Fx) dux) = —13m 1in(1+%4)8.96
£ M) = 40 a () [, f(x, y) du(x,y) = 788 21n(22)| 8.99 | 8. . 2p
wE) = 114 a (2) [ w(x, y)du(x,y) = 114 z 1n(;§j’y) (@) [ f0)ap) = 6, 1(0,2) = 2, u((-2,7)) = 7 a
y(supp - 10/8.106 | Laec| 8.107‘2{1 1+In(t)),a>0ab >0 18.108 | L raic | 8.109‘ (2 - ) h)
je u-mefitelnd, (2) [, f(¥)du(x) = 48, (£) [y 80 dux) = 50, (£) [, h(x)dp(x) = 48 A3(Es) = m2abR, teziste: (o (ZR +2R))
Zin(1 + la)sgn@) Rtz | 8,114 s | 8,115 1in az;;z 8.116/0(8.117 | ano
ano| 8.119 | ano| 8.120 |integra diversuje funkee ekvivalentni nejsou Ho(S) = 10’ 8.1242/8. 126 ‘o
’ 8.129|= 8.130 ‘ -l ’ 8.131 |c-2=071828 W) € Zy a (2) fh(x)du(x) = % (&) fi hx) du) =
funkce g(x) a h(x) nejsou p—ekvivaletni (L) [ ) du(x) = 54 a g(x) je finitni, nebot’ u(supp(g)) = 27 < +oo
h(x) = [x|"! neni lebesgueovsky integrabilni ) = ™' € L*R,A)
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