Cviceni 28.03, priklad ¢. 4: Vypocitejte integral
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ReSeni: Integral spocitdme standardnim postupem, kde uvazujeme integraci po uzaviené po-
lokruznici v horni poloroviné se stfedem v poc¢atku a polomérem R > 0. Odpovidajici kiivku v
C lze zapsat jako soucet pg + g kiivky g parametrizujici isecku od —R do R a ktivky ¢g
parametrizujici horni polovinu kruznice o poloméru R, tzn.

or(t)=t, t€[-R,R a g(t)=Re", tc]0,n],

(nakreslete si obrazek).
V posledni ¢asti vypocétu ukaze, ze plati
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Posledni vyraz je integral po uzaviené krivce, ktery spocitame pomoci reziduové vety. Je-li
R > 1, ma integrand
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Oba jsou jednoduché poly f, a proto pro odpovidajici rezidua mame
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Celkem tedy pro kazdé R > 1 plati podle reziduové véty
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coz je také hledana hodnota integralu ze zadani.
Zbyva dokazat, ze
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Pro R > 1 muzeme odhadovat
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kde jme pouzili obecné platné nerovnosti ||z| — |w|| < |z +w| < |2|+|w|, Vz,w € C. Majoranta,
kterd nam vysla, jde k nule, pokud R — oo, z ¢ehoz plyne také nulovost limity, kterou jsme
chtéli dokazat.
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Cviceni 28.15, priklad ¢. 7: Spocitejte integral
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Reseni: Nejprve integral prevedeme na komplexni integral pres jednotkovou kruznici parame-
trizovanou:

Potom je
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Odtud dostaneme
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kterd mé pél stupné 2 v bodé z = 0 a dva jednoduché pély v bodech z = a a z = 1/a, pokud
a ¢ {0,1}. Spocitdme rezidua:

d d (22 —1)? 1
rezof 220 dz (Z f(z)) dz| _,(1 —az)(z —a) a?’
e L (22 —1)? B 1
rezaf = ll—r}(lz ((Z — Cl)f(Z)) = lgr}t m =-1 -+ ?
* 1 1 (22— 1)2 1
; R PR G A T
reZI/af o zglll}a ((Z B CL) f(z>> N a zglll}a 22<Z - CL) ! a?

Nyni rozlisime jednotlivé situace.

a) Pripad a > 1: Singularity f, které lezi uvniti jednotkové kruznice ¢, jsou z =0 a z = 1/a.
Proto je podle reziduové véty
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a pro puvodni integral dostaneme
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b) Pripad —1 < a < 1: Predpoklddejme nejdiive, ze a # 0. Potom singularity f, které lez
uvnitt jednotkové kruznice ¢, jsou z = 0 a z = a. Podobé jako v predchozim je
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Specialni pripad a = 0 je bud mozné spocitat ptimo prostredky realné analyzy, nebot pro a =0

je
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nebo lze argumentovat spojitosti integralu v bodé a = 0.

¢) Je-li a = 1, potom
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7(125:/ 2(t/2)dt
/—7r2—2COSt ﬂrcos (t/2)

protoze
1 —cost =2sin?(t/2) a sint = 2sin (t/2)cos(t/2).

DAl uz staci pouzit obvyklé metody redlné analyzy, abychom ovérili, ze
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