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3.2. Podmı́něnost matic 14
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4. Př́ımé metody pro lineárńı soustavy 16
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Značeńı

Značka Popis
A matice
� nulová matice
I matice identity

R
m,n

,C
m,n prostor reálných, komplexńıch matic rozměru m ◊ n

Aij ij - tý prvek matice
x̨i i - tý prvek vektoru

‡(A) spektrum matice
fl(A) spektrálńı poloměr matice
‹g(⁄) geometrická násobnost vlastńıho č́ısla ⁄

‹a(⁄) algebraická násobnost vlastńıho č́ısla ⁄

x̨ vektor
0̨ nulový vektor

x̨
T

,A
T transpozice vektoru, matice

A
≠1 inverzńı matice

x̨
ú
,A

ú hermitovsky sdružený vektor, matice
Èx̨|y̨Í skalárńı součin vektor̊u
Îx̨Î norma vektoru
n̂ {m œ N | m Æ n}

n̂
0

n̂ fi {0}

Hx Okoĺı bodu x

H
Á
x Á-okoĺı bodu x

C(M) tř́ıda všech funkćı na množině M spojitých
C

p(M) tř́ıda všech funkćı na množině M spojitě diferencovatelných do řádu p

Df Definičńı obor funkce f

Ò operátor nabla

Todo list

Předělat neceloč́ıselně, nebo vymazat, tuhle větu si Mlha vycucal z prstu, protože při psańı
skript zápasil s t́ım, že jsme tu mocninu v̊ubec nedefinovali. Na zkoušce mi Oberhuber
řekl, že by to definoval Schurovsky, ale on každý př́ıstup má něco. . . . . . . . . . . . . 10

Zrevidovat, zjednodušit d̊ukaz 3.2 - Mlha si ho celý vycucal z prstu, snad by to šlo přepsat
bez toho megavýroku. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

Př́ıklad 4.6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
Př́ıklad 4.8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Př́ıklad 4.10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Zkontrolovat. Mělo by to být takto, ale nejsem si jistý . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Př́ıklad 4.12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Thomas̊uv algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Schur̊uv doplněk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Důkaz nutnosti podmı́nky od doc. Humhala . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
Důkaz 6.1 vzala Hanele z feláckých vut skript (ale zdá se, že funguje), podle zápisk̊u z

přednášky neńı vyžadován . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
Mám ty věty přepsat? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
Důkaz 6.7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
Dokončit Redukčńı metodu. Nev́ım, jestli to sem mám psát. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
To je co? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
To je co? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
Opsáno ze sePlatnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
Důkaz 7.26 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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Posledńı produkt je 0, něco je špatně.(nejsṕı̌s by mělo být m od i+1, to však neodpov́ıdá
definici Rn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

Spáchala Hanele ze svých výpisk̊u. Chtělo by to přepsat podle prezentace, ale už se mi to ve
zkouškovém dělat nechce. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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2. Opakováńı a doplněńı znalost́ı z lineárńı algebry

2.1. Trojúhelńıkové matice.

Věta 2.22. Necht’ jsou A a B œ C
n,n dolńı (resp. horńı) trojúhelńıkové matice. Pak matice C = AB

je dolńı (resp. horńı) trojúhelńıková. Dále pak plat́ı:
’i œ n̂,Cii = AiiBii

D̊ukaz. Protože jsou matice A a B dolńı trojúhelńıkové, plat́ı Aik = 0, ’i < k a Bkj = 0, ’k < j.
Tud́ıž:

Cij =
nÿ

k=1
AikBkj =

iÿ

k=1
AikBkj =

iÿ

k=j

AikBkj

což je rovno 0 pro i < j a AiiBii pro i = j. Důkaz pro horńı trojúhelńıkové matice je obdobný. ⇤
Věta 2.23. Necht’ je A œ C

n,n regulárńı dolńı (resp. horńı) trojúhelńıková matice. Pak matice A
≠1

je dolńı (resp. horńı) trojúhelńıková. Dále pak plat́ı:

’i œ n̂, (A≠1)ii = (Aii)≠1 = 1
Aii

D̊ukaz. Označ́ıme B = A
≠1 a vyjdeme ze vztahu AB = I. Protože je matice A dolńı trojúhelńıková

a regulárńı, plat́ı Aik = 0, ’i < k a Aii ”= 0, ’i œ n̂. Proto:

Iij =
nÿ

k=1
AikBkj =

iÿ

k=1
AikBkj

(1) B dolńı trojúhelńıková
indukćı podle i při pevném j

• i = 1, 1 < j

Iij = 0 =
iÿ

k=1
AikBkj =

1ÿ

k=1
A1kBkj = A11¸˚˙˝

”=0

B1j ∆ B1j = 0, ’j > 1

• i æ i + 1, i + 1 < j

Indukčńı předpoklad: Bkj = 0, ’k Æ i

Ii+1,j = 0 =
i+1ÿ

k=1
Ai+1,kBkj =

i+1ÿ

k=i+1
Ai+1,kBkj = Ai+1,i+1¸ ˚˙ ˝

”=0

Bi+1,j ∆ Bi+1,j = 0, ’j > i + 1

(2) Prvky na diagonále B

Jelikož je matice B dolńı trojúhelńıková, plyne př́ımo z 2.22:

Iii = 1 = AiiBii ∆ Bii = 1
Aii

Důkaz pro horńı trojúhelńıkové matice je obdobný. ⇤
2.2. Rozklad matice na horńı a dolńı trojúhelńıkovou.

Věta 2.24. Každou silně regulárńı matici A œ C
n,n lze jednoznačně vyjádřit ve tvaru součinu:

A = LDR

kde:
• L je dolńı trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále
• D je diagonálńı matice
• R je horńı trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále

D̊ukaz. (1) existence
Důkaz indukćı podle n

• n = 1
A = (A11) = I(A11)I, tedy L = I a R = I
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• n æ n + 1
Označ́ıme

A =
3
A

Õ
v̨

ų
T

–

4

kde A
Õ
œ C

n,n a d́ıky indukčńımu předpokladu můžeme rozložit A
Õ = L

Õ
D

Õ
R

Õ

Obdobně označ́ıme i matice L, D a R a chceme dokázat
3
L

Õ 0̨
l̨
T 1

4 3
D

Õ 0̨
0̨T

d

4 3
R

Õ
r̨

0̨T 1

4
=

3
L

Õ
D

Õ 0̨
l̨
T
D

Õ
d

4 3
R

Õ
r̨

0̨T 1

4
=

=
3
L

Õ
D

Õ
R

Õ
L

Õ
D

Õ
r̨

l̨
T
D

Õ
R

Õ
l̨
T
D

Õ
r̨ + d

4
=

3
A

Õ
v̨

ų
T

–

4

Chceme tedy určit l̨, r̨ a d. Protože je A silně regulárńı, je A
Õ v každém kroku regulárńı

a tedy i L
Õ, D

Õ a R
Õ jsou regulárńı. Uprav́ıme L

Õ
D

Õ
r̨ = v̨ a t́ım urč́ıme r̨ = (LÕ

D
Õ)≠1

v̨.
Obdobně

l̨
T
D

Õ
R

Õ = ų
T

∆ l̨ = ((DÕ
R

Õ)T )≠1
ų

d = – ≠ l̨
T
D

Õ
r̨

(2) jednoznačnost
Důkaz sporem, předpokládáme, že existuj́ı 2 r̊uzné rozklady A = L1D1R1 = L2D2R2. Úpravou
dostaneme

D1R1 = (L1)≠1
L2D2R2

D1R1(R2)≠1 = (L1)≠1
L2D2

kde D1R1(R2)≠1 je horńı trojúhelńıková matice a (L1)≠1
L2D2 je dolńı trojúhelńıková matice

podle 2.22 a 2.23. Z toho plyne, že (L1)≠1
L2 je diagonálńı s jedničkami na diagonále, tedy

upravujeme
(L1)≠1

L2 = I

(L1)≠1
L2 = I ∆ L1 = L2

A obdobně
R1(R2)≠1 = I ∆ R1 = R2

D1 = D2

⇤
Poznámka. Č́ısla na diagonále matice D z 2.24 nejsou vlastńımi č́ısly matice A (jsou to pivoty
GEM, viz 4.5).

2.3. Rozklady matic.

Věta 2.34. Householderova reflekčńı matice je hermitovská a unitárńı.

D̊ukaz. (1) Hermitovskost (Hú(w̨) = H(w̨))
H

ú(w̨) = (I ≠ 2w̨w̨
ú)ú = I

ú
≠ 2(w̨w̨

ú)ú = I ≠ 2w̨w̨
ú = H(w̨)

(2) Unitarita (Hú(w̨) = H
≠1(w̨))

Dı́ky hermitovskosti matice a vztahu w̨
ú
w̨ = Èw̨|w̨Í = Îw̨Î

2 = 1 plat́ı:
H(w̨)Hú(w̨) = H(w̨)H(w̨) = I ≠ 4w̨w̨

ú + 4w̨w̨
ú
w̨w̨

ú = I

⇤
Věta 2.35 (Unitárńı matice zachovává normu). Necht’ U je unitárńı matice. Pak plat́ı:

ÎUx̨Î2 = Îx̨Î2

Pro libovolný vektor x̨.

D̊ukaz.
ÎUx̨Î

2
2 = ÈUx̨|Ux̨Í = (Ux̨)ú

Ux̨ = x̨
ú
U

ú
Ux̨ = x̨

ú
U

≠1
Ux̨ = x̨

ú
x̨ = Èx̨|x̨Í = Îx̨Î

2
2

⇤
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Věta 2.36. H(w̨) je Householderova reflekčńı matice a v̨ je libovolný vektor z C
n.

Pak vektor H(w̨)v̨ je zrcadlový obraz vektoru v̨ podle nadroviny

L = {x̨ œ C
n

| w̨
ú
x̨ = Èx̨|w̨Í = 0}

v tom smyslu, že splňuje
• ÎH(w̨)v̨Î = Îv̨Î

• H(w̨)v̨ + v̨ œ L

• (H(w̨)v̨ ≠ v̨) ‹ L

D̊ukaz. (1) ÎH(w̨)v̨Î = Îv̨Î plyne z faktu, ze H(w̨) je unitárńı a z 2.35.
(2) H(w̨)v̨ + v̨ œ L … ÈH(w̨)v̨ + v̨|w̨Í = 0

ÈH(w̨)v̨ + v̨|w̨Í = 0 … È(I ≠ 2w̨w̨
ú)v̨ + v̨|w̨Í = È(2v̨ ≠ 2w̨w̨

ú
v̨|w̨)Í =

= 2 Èv̨|w̨Í ≠ 2 Èw̨w̨
ú
v̨|w̨Í = 2 Èv̨|w̨Í ≠ 2 w̨

ú
w̨¸˚˙˝

Îw̨Î=1

w̨
ú
v̨ = 2 Èv̨|w̨Í ≠ 2 w̨

ú
v̨¸˚˙˝

2Èv̨|w̨Í

= 0

(3) (H(w̨)v̨ ≠ v̨) ‹ L … ’x̨ œ L, ÈH(w̨)v̨ ≠ v̨|x̨Í = 0

ÈH(w̨)v̨ ≠ v̨|x̨Í = È(I ≠ 2w̨w̨
ú)v̨ ≠ v̨|x̨Í = ≠2 Èw̨w̨

ú
v̨|x̨Í = ≠2 x̨

ú
w̨¸˚˙˝

=0

w̨
ú
v̨ = 0

⇤

Věta 2.37. Necht’ ⁄ je vlastńı č́ıslo matice A, pak existuje Householderova matice H(w̨) taková, že

H(w̨)AH(w̨)ę(1) = ⁄ę
(1)

kde ę
(1) je prvńım bazickým vektorem.

D̊ukaz. Necht’ ⁄ œ ‡(A) a x̨ př́ıslušný vlastńı vektor. Voĺıme w̨ tak, aby zobrazil vektor x̨ do směru
vektoru ę

(1). Podle 2.36 muśı platit:

H(w̨)ę(1) = x̨ ∆ (x̨ + ę
(1)) œ L

w̨ = (x̨ ≠ ę
(1)) ‹ L

Zvoĺıme tedy w̨ takto:

w̨ =
ę

(1)
≠

x̨
Îx̨Î2

Îę(1) ≠
x̨

Îx̨Î2
Î2

a pokud vezmeme x̨ jako normovaný:

w̨ = ę
(1)

≠ x̨

Îę(1) ≠ x̨Î2

Protože je Householedora matice unitárńı, muśıme vektor x̨ normovat, jinak by totiž H(w̨)x̨ nemohl
být jednotkový vektor. Z volby w̨ pak plyne:

AH(w̨)ę(1) = Ax̨ = ⁄x̨

H(w̨)AH(w̨)ę(1) = ⁄H(w̨)x̨ = ⁄ę
(1)

,

což dokazuje větu. ⇤

Poznámka. Je jedno, jestli bude vektor w̨ mı́̌rit na jednu, nebo na druhou stranu. zásadńı je pouze
kolmost na L.

Poznámka. Mę
(1) = ⁄ę

(1)
∆ M =

Q

ccca

⁄

?0
...
0

R

dddb

Poznámka. M = H(w̨)AH(w̨) je podobnostńı transformace.
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Věta 2.38 (Schurova věta). Libovolná matice A œ C
n,n se dá zapsat jako

A = U
ú
RU

kde U je unitárńı matice a R je horńı trojúhelńıková matice.

Poznámka 2.39. Vlastńı č́ısla matice A jsou na diagonále R d́ıky 2.44.

D̊ukaz. Podle 2.37 existuje w̨1 œ C
n který při splňuje

H(w̨1)AH(w̨1) =

Q

ccca

⁄1 · · ·

0
A

Õ...
0

R

dddb
= H1AH1

Máme tedy daľśı matici AÕ
œ C

n≠1,n≠1, ke které opět můžeme podle 2.37 naj́ıt vektor w̨
Õ
2 œ C

n≠1.
Definujeme matici

H2 =

Q

ccca

1 · · ·

0
H

Õ(w̨Õ
2)...

0

R

dddb

která splňuje rovnici

H
Õ(w̨Õ

2)AÕ
H

Õ(w̨Õ
2) = H2H1AH1H2 =

Q

ccca

1 · · ·

0
H

Õ(w̨Õ
2)...

0

R

dddb

Q

ccca

⁄1 · · ·

0
A

Õ...
0

R

dddb

Q

ccca

1 · · ·

0
H

Õ(w̨Õ
2)...

0

R

dddb

=

Q

cccccca

⁄1 r1 · · ·

0 ⁄2 · · ·

... 0
A

ÕÕ...
...

0 0

R

ddddddb

Naprosto stejným postupem pokračujeme dále, až dojdeme k matici obsahuj́ıćı na diagonále vlastńı
č́ısla matice A a př́ıpadné daľśı nenulové prvky nad diagonálou (ty tam kv̊uli jedničkám v matićıch
H2 a daľśıch z̊ustanou). Tu označ́ıme jako matici R. Dále označ́ıme

U =
n≠1Ÿ

i=0
Hn≠i

Protože jsou všechny matice H(w̨k) Householderovy reflekčńı matice, jsou podle 2.34 unitárńı. Součin
unitárńıch matic je unitárńı matice (d̊ukaz na dva řádky je triválńı), tedy celá matice U je unitárńı.
Matice U

≠1 bude mı́t tvar H1H2...Hn. To už je ekvivalentńı s tvrzeńım věty:
U

ú
AU = R … A = U

ú
RU

⇤
Věta 2.40. Normálńı trojúhelńıková matice je diagonálńı.

D̊ukaz. Necht’ je matice A œ C
n,n normálńı dolńı trojúhelńıková. Pak plat́ı Aú

A = AA
ú a Aik =

0, ’i < k a dále:

(Aú
A)ii =

nÿ

k=1
(Aú)ikAki =

nÿ

k=i

(Aú)ikAki =
nÿ

k=i

AkiAki =
nÿ

k=i

|Aki|
2

(AAú)ii =
nÿ

k=1
Aik(Aú)ki =

iÿ

k=1
Aik(Aú)ki =

iÿ

k=1
AikAik =

iÿ

k=1
|Aik|

2
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(Aú
A)ii = (Aú

A)ii …

nÿ

k=i

|Aki|
2 =

iÿ

k=1
|Aik|

2
, ’i œ n̂

Důkaz provedeme indukćı podle i

• i = 1

|A11|
2 =

iÿ

k=1
|Aki|

2 =
nÿ

k=i

|A1k|
2 = |A11|

2 +
nÿ

k=2
|A1k|

2
∆

nÿ

k=2
|A1k|

2 = 0

Jelikož jsou všechny členy pravé sumy nezáporné, muśı být rovny 0, tedy A1k = 0, ’k > 1
• i æ i + 1

Indukčńı předpoklad: Ak,i+1 = 0, ’k < i + 1

|Ai+1,i+1|
2 =

i+1ÿ

k=i+1
|Ak,i+1|

2 =
i+1ÿ

k=1
|Ak,i+1|

2 =
nÿ

k=i+1
|Ai+1,k|

2 = |Ai+1,i+1|
2 +

nÿ

k=i+2
|Ai+1,k|

2

Z čehož plyne d́ıky nezápornosti člen̊u pravé sumy Ai+1,k = 0, ’k > i + 1
Důkaz pro horńı trojúhelńıkové matice je obdobný. ⇤

Věta 2.41. Pro libovolnou normálńı matici A existuje unitárńı matice U tak, že
A = U

ú
RU

kde R je diagonálńı. Je-li A hermitovská, pak R má na diagonále reálná č́ısla.

D̊ukaz. (1) Ukážeme, že R je normálńı, pak podle 2.40 bude také diagonálńı.
A = U

ú
RU ∆ UA = RU ∆ UAU

ú = R

R
ú = (UAUú)ú = (AUú)ú

U
ú = UA

ú
U

ú

RR
ú = UAU

ú
U¸˚˙˝

I
A

ú
U

ú = UAA
ú
U

ú = UA
ú
AU

ú = UA
ú
U

ú
UAU

ú = R
ú
R

∆ R je normálńı ∆ R je diagonálńı.
(2) A je hermitovská ∆ A je normálńı.

A = U
ú
DU ∆ D = UAU

ú

kde D je diagonálńı matice.
D

ú = (UAUú)ú = UA
ú
U

ú
∆¸˚˙˝

A=Aú

UAU
ú = D

D
ú = D ∆ D œ R

n,n

protože transpozićı se diagonálńıch prvk̊u nedotkneme a rovnost hermitovsky sdružených
prvk̊u nastává pokud jsou prvky reálná č́ısla. ⇤

2.4. Rozklady matic - Jordanova Věta.

Věta 2.42 (Jordan). Necht’ A œ C
n,n a ⁄1, ⁄2, ..., ⁄p jsou všechna jej́ı navzájem r̊uzná vlastńı č́ısla.

Pak je matice A podobná blokově diagonálńı (Jordanově) matici J tvaru:

J =

Q

ccca

J1 �J2

�
. . .

Jp

R

dddb

kde:

Jk =

Q

ccca

⁄k 01 ⁄k

0
. . . . . .

1 ⁄k

R

dddb
, ’k œ p̂
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Počet blok̊u př́ıslušej́ıćıch k ⁄ je roven ‹g(⁄) a součet řád̊u těchto blok̊u je ‹a(⁄). Matice J je až na
pořad́ı blok̊u dána jednoznačně.

D̊ukaz. Bez d̊ukazu.

Věta (Věta nav́ıc).Předělat ne-
celoč́ıselně,
nebo vymazat,
tuhle větu si
Mlha vycu-
cal z prstu,
protože při
psańı skript
zápasil s
t́ım, že jsme
tu mocninu
v̊ubec nede-
finovali. Na
zkoušce mi
Oberhuber
řekl, že by
to definoval
Schurovsky,
ale on každý
př́ıstup má
něco.

Předělat ne-
celoč́ıselně,
nebo vymazat,
tuhle větu si
Mlha vycu-
cal z prstu,
protože při
psańı skript
zápasil s
t́ım, že jsme
tu mocninu
v̊ubec nede-
finovali. Na
zkoušce mi
Oberhuber
řekl, že by
to definoval
Schurovsky,
ale on každý
př́ıstup má
něco.

Necht’ A œ C
n,n. Definujeme pro p œ N mocninu matice A

p takto:

A
p =

pŸ

k=1
A

Potom plat́ı:
(1) Pokud rozlož́ıme matici A podle 2.42 tak, že A = T

≠1
JT, pak plat́ı

A
p = T

≠1
J

p
T

(2) Pokud rozlož́ıme matici A podle 2.38 tak, že A = U
ú
RU, pak plat́ı

A
p = U

ú
R

p
U

D̊ukaz. (1) Využijeme rozkladu:
A

p = AA . . .A = T
≠1

JTT
≠1

JT . . .T
≠1

JT = T
≠1(JJ . . . J)T = T

≠1
J

p
T

(2) Využijeme rozkladu a faktu, že matice U je unitárńı, tj. Uú = U
≠1:

A
p = AA . . .A = U

ú
RUU

ú
RU . . .U

ú
RU = U

≠1
RUU

≠1
RU . . .U

≠1
RU = U

≠1(RR . . .R)U = U
≠1

R
p
U

⇤
Poznámka. V prezentaci je mocnina matice definována pomoćı Schurovy věty, kde je nav́ıc přidán
požadavek, aby matice A byla hermitovská a pozitivně definitńı, d́ıky čemuž je matice R diagonálńı
s kladnými členy a t́ım pádem se Schurova věta stává speciálńım př́ıpadem věty Jordanovy. Tato de-
finice umožńı jednoduše definovat i neceloč́ıselné mocniny. Předešlá věta v prezentaci chyb́ı, přestože
je občas použ́ıvána.

2.5. Vlastńı č́ısla matice.

Věta 2.44. Podobné matice A a B maj́ı stejná vlastńı č́ısla se stejnou geometrickou násobnost́ı.

D̊ukaz. Dı́ky podobnosti existuje taková matice T, že A = T
≠1

BT. Dále rozlož́ıme B podle 2.42 a
označ́ıme B = K

≠1
JK, kde J je Jordanova matice. Pak plat́ı:

A = T
≠1

BT = T
≠1

K
≠1

JKT = (KT)≠1
J(KT)

což je podobnostńı transformace a z čehož d́ıky podmı́nce jednoznačnosti v 2.42 plyne, že matice J

je Jordanovou matićı k matici A. Z definice Jordanovy matice pak plyne tvrzeńı věty. ⇤
2.6. Pozitivně definitńı matice.

Definice 2.45. Matice A œ T
n,n je pozitivně definitńı …

’x̨ ”= 0̨, x̨
ú
Ax̨ œ R

+

znač́ıme A > 0. Plat́ı-li pro B œ T
n,n vztah A ≠ B > 0, pak ṕı̌seme A > B.

Věta 2.46. Všechna vlastńı č́ısla pozitivně definitńı matice A jsou kladná. Je-li A hermitovská
matice s kladnými vlastńımi č́ısly, pak A je pozitivně definitńı.

D̊ukaz. • Necht’ ⁄ vlastńı č́ıslo A a x̨ př́ıslušný vlastńı vektor.
0 < ÈAx̨|x̨Í = È⁄x̨|x̨Í = ⁄Îx̨Î

2
2 ∆ ⁄ > 0

• Podle 2.41 A = U
ú
DU kde D je diagonálńı, a tedy kladná. Vezmu tedy libovolný vektor

x̨ ”= 0̨ a vektor y̨ = Ux̨ ∆ y̨ ”= 0̨
ÈAx̨|x̨Í = ÈU

ú
DUx̨|x̨Í = ÈDUx̨|Ux̨Í = ÈDy̨|y̨Í = y̨

ú
Dy̨ > 0

⇤
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2.7. Normy.

Věta 2.53. Pro libovolné dvě normy Î · Î1 a Î · Î2 na množině vektor̊u z Cn existuj́ı kladné konstanty
“1 a “2 takové, že ’x̨ œ C

n plat́ı:
“1Îx̨Î1 Æ Îx̨Î2 Æ “2Îx̨Î1

D̊ukaz. Bez d̊ukazu, pro zájemce viz Turistický pr̊uvodce matematickou analýzou 3, Věta 6.7

Věta 2.54. Necht’
)

x̨
(k)*Œ

k=1 je posloupnost vektor̊u z C
n a Î · Î libovolná norma. Potom

x̨
(k)

æ x̨ … Îx̨
(k)

≠ x̨Î æ 0

D̊ukaz. (∆) Pokud x̨
(k)

æ x̨, pak Îx̨
(k)

≠ x̨ÎŒ æ 0 a tento vztah pak d́ıky 2.53 plat́ı pro libovolnou
normu.
(≈) Dı́ky 2.53 plat́ı Îx̨

(k)
≠ x̨ÎŒ æ 0, tedy max

iœn̂
|x̨

(k)
i ≠ x̨i| æ 0 a proto ’i œ n̂, |x̨

(k)
i ≠ x̨i| æ 0, což

je jinak zapsáno x̨
(k)

æ x̨ ⇤

Věta 2.60. Při značeńı:
ÎAÎŒ = max

Îx̨ÎŒ=1
ÎAx̨ÎŒ

ÎAÎ1 = max
Îx̨Î1=1

ÎAx̨Î1

ÎAÎ2 = max
Îx̨Î2=1

ÎAx̨Î2

pro každou matici A œ C
n,n plat́ı vztahy:

ÎAÎŒ = max
iœn̂

nÿ

j=1
|Aij |

ÎAÎ1 = max
jœn̂

nÿ

i=1
|Aij |

ÎAÎ2 =


fl(AúA)

D̊ukaz. (1) ÎAÎŒ = max
Îx̨ÎŒ=1

ÎAx̨ÎŒ = max
iœn̂

qn
j=1|Aij |

Pro každé pevné i œ n̂ voĺıme x̨j = sgnAij a potom (Ax̨)i =
qn

j=1|Aij |. Plat́ı Îx̨ÎŒ = 1 a
tvrzeńı plyne z definice Î · ÎŒ.

Poznámka. Hledáme maxima přes řádky, maximové normě pro matice se tedy ř́ıká také řádková
norma.

(2) ÎAÎ1 = max
Îx̨Î1=1

ÎAx̨Î1 = max
jœn̂

qn
i=1|Aij |

Voĺım k aby A·k byl maximálńı (’l ”= k,
qn

i=1|Ail| Æ
qn

i=1|Aik|). Poté voĺım x̨ tak, že ’i ”=
k, x̨i = 0 a x̨k = 1. Tento vektor splňuje Îx̨Î1 = 1 a zároveň t́ım maximalizuji ÎAx̨Î1. Z
max
jœn̂

qn
i=1|Aij | =

qn
i=1|Aik| potom plyne tvrzeńı věty.

Poznámka. Hledáme maxima přes sloupce, normě se tedy ř́ıká sloupcová.

(3) ÎAÎ2 = max
Îx̨Î2=1

ÎAx̨Î2 =


fl(AúA)

ÎAÎ
2
2 = max

Îx̨Î2=1
ÎAx̨Î

2
2 = max

x̨”=0̨

ÎAx̨Î
2
2

Îx̨Î2
2

= max
x̨”=0̨

ÈAx̨|Ax̨Í

Îx̨Î2
2

= max
x̨”=0̨

Èx̨|A
ú
Ax̨Í

Îx̨Î2
2

Dále využijeme toho, že matice A
ú
A je normálńı (ověřeńı na řádek práce s hvězdičkováńım),

tedy lze ji napsat ve tvaru U
ú
DU

max
x̨”=0̨

Èx̨|A
ú
Ax̨Í

Îx̨Î2
2

= max
x̨”=0̨

Èx̨|U
ú
DUx̨Í

Îx̨Î2
2

= max
x̨”=0̨

ÈUx̨|DUx̨Í

Îx̨Î2
2
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Označ́ıme y̨ = Ux̨ a d́ıky 2.35 plat́ı Îy̨Î = Îx̨Î. Dále označ́ıme ⁄i = Dii vlastńı č́ısla matice A
ú
A

max
x̨”=0̨

ÈUx̨|DUx̨Í

Îx̨Î2
2

= max
y̨ ”=0̨

Èy̨|Dy̨Í

Îy̨Î2
2

= max
y̨ ”=0̨

qn
i=1|⁄i||yi|

2
qn

i=1|yi|
2 = max

Îy̨Î2=1

nÿ

i=1
|⁄i||yi|

2

Toto maximum nastává pro takový vektor y̨, že jehož složka yk = 1 pro takové k, pro které je
⁄k největš́ı vlastńı č́ıslo matice A

ú
A. Tedy

max
Îy̨Î2=1

nÿ

i=1
|⁄i||yi|

2 = ⁄k = fl(Aú
A) = ÎAÎ

2
2

Poznámka. Je-li A hermitovská, plat́ı Aú
A = A

2 a ÎAÎ2 =


fl(A2) = fl(A). (Rovnost plyne z
2.8)
Je-li A unitárńı, pak ÎAÎ2 = 1 ⇤

2.8. Konvergence geometrické posloupnosti matic.

Lemma. Necht’ J œ C
n,n je Jordanovou matićı z rozkladu 2.42. Potom plat́ı

(Jk)ij =
I

0, i < j! k
i≠j

"
⁄

k≠(i≠j)
, i Ø j

D̊ukaz. Indukćı podle k

• k = 1
Plyne př́ımo z 2.42.

• k æ k + 1

(Jk+1)ij = (JJk)ij =
nÿ

l=1
Jil(Jk)lj

Z definice Jordanovy matice plat́ı, že

Jil =

Y
_]

_[

1, l = i ≠ 1
⁄, l = i

0, jinak

a tedy
nÿ

l=1
Jil(Jk)lj = (Jk)i≠1,j + ⁄(Jk)i,j

Použijeme indukčńı předpoklad

(Jk)i≠1,j + ⁄(Jk)i,j =

Y
_]

_[

0, i < j

0 + ⁄
! k

i≠j

"
⁄

k≠(i≠j) = ⁄
k+1

, i = j! k
i≠j≠1

"
⁄

k≠(i≠1≠j) + ⁄
! k

i≠j

"
⁄

k≠(i≠j) =
!k+1

i≠j

"
⁄

k+1≠(i≠j)
, i > j

kde posledńı rovnost plyne ze vztahu
! n

k≠1
"

+
!n

k

"
=

!n+1
k

"
⇤

Věta 2.63. Necht’ A œ C
n,n. Potom plat́ı

lim
kæŒ

A
k = � … fl(A) < 1

D̊ukaz. Podle 2.42 rozlož́ıme A = T
≠1

JT a d́ıky Věta nav́ıc plat́ı Ak = T
≠1

J
k
T. Dı́ky lemmatu je

zřejmé, že lim
kæŒ

(Jk)ij = 0 právě tehdy, pokud pro všechna vlastńı č́ısla ⁄ plat́ı |⁄| < 1. ⇤

Věta 2.64. Necht’ A œ C
n,n. Potom plat́ı

÷ maticová norma Î · Î, ÎAÎ < 1 ∆ lim
kæŒ

A
k = �
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D̊ukaz. Z ÎAÎ < 1 plyne:
ÎA

k
Î Æ ÎAÎ

k
< 1k

∆ lim
kæŒ

ÎA
k
Î = 0 ∆ lim

kæŒ
A

k = �

⇤
Věta 2.65. Necht’ A œ C

n,n. Potom plat́ı
’ maticové normy Î · Î, fl(A) Æ ÎAÎ

D̊ukaz. Označ́ıme ⁄
A

œ ‡(A) a ’Á > 0 označ́ıme

B = 1
ÎAÎ + Á

A

a potom
ÎBÎ = ÎAÎ

ÎAÎ + Á
< 1 ∆ B

k
æ �

d́ıky 2.64. Pro nějaký x̨ vlastńı vektor matice A plat́ı

Bx̨ = 1
ÎAÎ + Á

Ax̨ = ⁄
A

ÎAÎ + Á
x̨ = ⁄

B
x̨

Kde plat́ı ⁄
B

œ ‡(B) a ⁄
B

< 1 d́ıky 2.63. Pak plat́ı
|⁄

A
| = (ÎAÎ + Á)⁄B

< ÎAÎ + Á, ’Á > 0
a tedy |⁄

A
| Æ ÎAÎ ⇤

Věta 2.66. Necht’ A œ C
n,n. Potom plat́ı

Œÿ

i=0
A

i
< Œ … lim

kæŒ
A

k = �

a
Œÿ

i=0
A

i
< Œ ∆

Œÿ

i=0
A

i = (I ≠ A)≠1

D̊ukaz. ( ∆ ) Důsledek nutné podmı́nky konvergence řady.
( ≈ ) Označ́ıme Sk =

qk
i=0 A

i a plat́ı
(I ≠ A)Sk = I ≠ A

k+1

Dı́ky 2.63 fl(A) < 1, a tedy 0 /œ ‡(I ≠ A), tedy (I ≠ A) je regulárńı, d́ıky čemuž můžeme
upravit

Sk = (I ≠ A)≠1(I ≠ A
k+1)

lim
kæŒ

Sk = (I ≠ A)≠1

⇤
Věta 2.67. Necht’ A œ C

n,n a ÎAÎ < 1. Potom plat́ı
.....(I ≠ A)≠1

≠

kÿ

i=0
A

i

..... Æ
ÎAÎ

k+1

1 ≠ ÎAÎ
, ’k œ N

D̊ukaz. Dı́ky 2.64 a 2.66 v́ıme (I ≠ A)≠1 =
qŒ

i=0 A
i a tedy při využit́ı trojúhelńıkové nerovnosti

(ÎABÎ Æ ÎAÎÎBÎ) plat́ı
.....(I ≠ A)≠1

≠

kÿ

i=0
A

i

..... =

.....

Œÿ

i=0
A

i
≠

kÿ

i=0
A

i

..... =

.....

Œÿ

i=k+1
A

i

..... =

.....A
k+1

Œÿ

i=0
A

i

..... Æ ÎA
k+1

Î

Œÿ

i=0
ÎAÎ

i = ÎAÎ
k+1

1 ≠ ÎAÎ

kde posledńı rovnost plyne ze vzorce pro součet geometrické řady. ⇤
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3. Úvod do numerické matematiky

3.1. Reprezentace č́ısel s pohyblivou desetinnou čárkou.

Věta 3.2. Libovolné x œ R lze v libovolné soustavě o základu — s libovolnou přesnost́ı aproximovat
reálným č́ıslem x— , jehož zápis v této soustavě má konečný počet cifer.

D̊ukaz.Zrevidovat,
zjednodušit
d̊ukaz 3.2 -
Mlha si ho
celý vycucal z
prstu, snad by
to šlo přepsat
bez toho me-
gavýroku.

Zrevidovat,
zjednodušit
d̊ukaz 3.2 -
Mlha si ho
celý vycucal z
prstu, snad by
to šlo přepsat
bez toho me-
gavýroku.

BÚNO x Ø 0. Označ́ıme přesnost aproximace Á = |x ≠ x— | a zaṕı̌seme x— =
qn

k=≠m x
(—)
k —

k

Dokazujeme výrok

(’Á > 0)(’— œ Nr{1})(÷m, n œ N)(’l œ ZflÈ≠m, nÍ)(÷x
(—)
l œ Z, 0 Æ x

(—)
l < —)(

-----x ≠

nÿ

k=≠m

x
(—)
k —

k

----- Æ Á)

Přeṕı̌seme x— do dvou sum (celá a desetinná část), tedy

x— =
nÿ

k=≠m

x
(—)
k —

k =
nÿ

k=0
x

(—)
k —

k +
mÿ

k=1

x
(—)
≠k

—k

a dále využijeme toho, že každé reálné č́ıslo se dá pro nějaké konečné u œ N zapsat jako

x =
uÿ

k=0
xk—

k +
Œÿ

k=1

x≠k

—k

Polož́ıme n = u a x
(—)
l = xl, ’l œ Z fl È≠m, nÍ a odhadujeme

-----x ≠

nÿ

k=≠m

x
(—)
k —

k

----- =

-----

uÿ

k=0
xk—

k +
Œÿ

k=1

x≠k

—k
≠

uÿ

k=0
xk—

k
≠

mÿ

k=1

x≠k

—k

----- =

-----

Œÿ

k=m+1

x≠k

—k

----- Æ

-----

Œÿ

k=m+1

—

—k

----- =

-----

Œÿ

k=m+1

1
—k≠1

----- Æ

-----

Œÿ

k=m+1

1
—

----- = m + 1
—

a protože chceme dosáhnout m+1
— Æ Á, stač́ı volit m = ÂÁ—Ê ≠ 1, aby platil dokazovaný výrok. ⇤

3.2. Podmı́něnost matic.

Věta 3.29. Necht’ matice A œ C
n,n je regulárńı. Bud’ x̨ řešeńım soustavy Ax̨ = b̨ ”= 0̨ a dále bud’te

”x̨, ”̨b perturbace takové, že plat́ı A(x̨ + ”x̨) = b̨ + ”̨b. Pak plat́ı

Î”x̨Î

Îx̨Î
Æ Ÿ(A)Î”̨bÎ

Į̂bÎ

a jde-li o indukovanou maticovou normu, pak existuj́ı b̨ ”= 0̨ a ”̨b ”= 0̨ takové, že nastává rovnost.

D̊ukaz. (1) Dı́ky regularitě matice A a požadavku nenulovosti soustavy plat́ı b̨ ”= 0̨ a x̨ ”= 0̨. Úpravou
soustavy s perturbacemi dostáváme

A”x̨ = b̨ + ”̨b ≠ Ax̨ = ”̨b

a d́ıky regularitě A tedy ”x̨ = A
≠1

”̨b. Aplikaćı trojúhelńıkové nerovnosti dále źıskáváme

Į̂bÎ Æ ÎAÎÎx̨Î

Î”x̨Î Æ ÎA
≠1

ÎÎ”̨bÎ

a tedy
Į̂bÎÎ”x̨Î Æ ÎAÎÎA

≠1
ÎÎx̨ÎÎ”̨bÎ

Vyděĺıme (nenulovými) vektory a použ́ıjeme definici Ÿ(A) = ÎAÎÎA
≠1

Î, č́ımž dostaneme tvrzeńı
věty.
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(2) Pokud je maticová norma indukovaná, lze si definici normy přepsat jako

ÎBÎ = max
y̨

ÎBy̨Î

Îy̨Î

a tedy při volbě z̨ takového, aby nastalo toto maximum, plat́ı

ÎBÎÎz̨Î = ÎBz̨Î

Îz̨Î
Îz̨Î = ÎBz̨Î

a tedy se trojúhelńıková nerovnost stává trojúhelńıkovou rovnost́ı. Možnost volby takových
vektor̊u máme, z čehož plyne tvrzeńı o rovnosti v dokazované větě ⇤

3.3. Předpodmı́něńı.

Poznámka 3.30. Necht’ A œ C
n,n. Definujeme vzdálenost s normou p matice A od množiny sin-

gulárńıch matic jako

distp(A) = min
”œC

I
”ÎAÎp

ÎAÎp

----- (1 + ”)A je singulárńı
J

Potom plat́ı
distp(A) Æ

1
Ÿ(A)

D̊ukaz. Bez d̊ukazu.
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4. Př́ımé metody pro lineárńı soustavy

4.1. Pravidla o elementárńıch úpravách.

Definice 4.1. Elementárńımi úpravami matice nazveme:
• Násobeńı všech prvk̊u jednoho řádku konstantou
• Přičteńı násobku jednoho řádku k jinému
• Prohozeńı dvou řádk̊u

a obdobné úpravy pro sloupce.

Poznámka 4.2. Násobeńı k-tého řádku matice A č́ıslem – je ekvivalentńı násobeńı matićı M, kde

Mij =

Y
_]

_[

–, i = j = k

1, i = j ”= k

0, i ”= j

Poznámka 4.3. Přičteńı –-násobku k-tého řádku matice A k jej́ımu l-tému řádku je ekvivalentńı
násobeńı matićı M zleva, kde

Mij =

Y
_]

_[

–, i = l · j = k

1, i = j

0, jinak

Poznámka 4.4. Provedeńı konečného počtu řádkových, resp. sloupcových elementárńıch úprav
matice je ekvivalentńı násobeńı zleva, resp. zprava takovou matićı, která vznikla z matice I stejnými
elementárńımi úpravami, provedenými ve stejném pořad́ı.

4.2. Gaussova eliminačńı metoda. Gaussova eliminačńı metoda (GEM) je př́ımou metodou
řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic Ax̨ = b̨, kde matice A je regulárńı. Skládá se ze
dvou fáźı:
(1) Př́ımý chod - Převád́ıme pomoćı elementárńıch úprav soustavu Ax̨ = b̨ na soustavu Ux̨ = d̨,

kde matice U je horńı trojúhelńıková.
(2) Zpětný chod - Řeš́ıme soustavu Ux̨ = d̨ pomoćı zpětné substituce.

4.3. Gaussova eliminačńı metoda - př́ımý chod. Mějme regulárńı matici A œ C
n,n. Mějme

soustavu Q

ccca

A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n
...

...
. . .

...
An1 An2 · · · Ann

R

dddb

Q

ccca

x̨1
x̨2
...

x̨n

R

dddb
=

Q

ccca

b̨1
b̨2
...

b̨n

R

dddb

Předpokládáme A11 ”= 0. Nazveme tento prvek pivotem v prvńım kroku.
Nyńı provedeme následuj́ıćı elemetárńı úpravy:
1) Vyděĺıme celý prvńı řádek prvkem A11
2) ’k œ n̂ \ {1} odečteme od k-tého řádku Ak1 násobek prvńıho řádku.
Dostáváme tedy soustavu

Q

ccca

1 U12 · · · U1n

0 A
(1)
22 · · · A

(1)
2n

...
...

. . .
...

0 A
(1)
n2 · · · A

(1)
nn

R

dddb

Q

ccca

x̨1
x̨2
...

x̨n

R

dddb
=

Q

cccca

d̨1

b̨
(1)
2
...

b̨
(1)
n

R

ddddb

při značeńı
U1j = A1j

A11

d̨1 = b̨1
A11
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A
(1)
ij = Aij ≠ Ai1U1j

b̨
(1)
i = b̨i ≠ Ai1d̨1

Nyńı aplikujeme stejný postup na soustavu bez prvńıho řádku a sloupce. Obecně tedy poč́ıtáme při
k-tém kroku

Ukj =
A

(k≠1)
kj

A
(k≠1)
kk

d̨k = b̨
(k≠1)
k

A
(k≠1)
kk

A
(k)
ij = A

(k≠1)
ij ≠ A

(k≠1)
ik Ukj

b̨
(k)
i = b̨

(k≠1)
i ≠ A

(k≠1)
ik d̨k

4.4. Gaussova eliminačńı metoda - zpětný chod. Řeš́ıme soustavu s horńı trojúhelńıkovou
matićı Ux̨ = d̨. Obecně napoč́ıtáváme x̨k od n dol̊u jako

x̨k = d̨k ≠

nÿ

i=k+1
Ukix̨i

4.5. Gaussova eliminačńı metoda - složitost. Gaussovu eliminačńı metodu provád́ıme v n

kroćıch. V každém takovémto k-tém kroku:
1) Děĺıme řádek pivotem, tj. n ≠ k operaćı
2) Odeč́ıtáme řádek ode všech ostatńıch, tj. n ≠ k + 1 operaćı na n ≠ k + 1 řádćıch, dohromady

(n ≠ k + 1)2 operaćı
To je dohromady

qn
k=1 n ≠ k + (n ≠ k + 1)2 operaćı, tedy složitost je

O(n3)

což znamená, že Gaussova eliminačńı metoda je v praxi použitelná pouze pro malé matice.

4.6. Gaussova eliminačńı metoda - numerická analýza.

Definice. Definujeme rozš́ı̌renou matici soustavy jako

P =
1
A b̨

2

Využijeme 4.4 a 4.2, d́ıky kterým je děleńı prvńıho řádku prvkem A11 ekvivalentńı násobeńı zleva
matićı

1
M

(1)
1

2

ij
=

Y
_]

_[

1
A11

, i = j = 1
1, i = j ”= 1
0, i ”= j

A d́ıky 4.3 je odeč́ıtáńı Ak1 násobku prvńıho řádku ke k-tému ekvivalentńı násobeńı zleva matićı

1
M

(1)
k

2

ij
=

Y
_]

_[

≠Ak1, i = k · j = 1
1, i = j

0, jinak

Dohromady tedy definujeme matici úprav v prvńım kroku jako

M
(1) =

n≠1Ÿ

k=0
M

(1)
n≠k =

Q

cccccca

1
A11

≠
A21
A11

1
≠

A31
A11

1
...

. . .
≠

An1
A11

1

R

ddddddb
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Definice. Definujeme matici úprav v k-tém kroku Gaussovy eliminačńı metody jako

M
(k) =

n≠kŸ

l=0
M

(k)
n≠l

Poznámka. Matice úprav v k-tém kroku Gaussovy eliminačńı metody má tvar

M
(k) =

Q

cccccccccccccca

1
. . .

1
1

A(k≠1)
kk

≠
A(k≠1)

k+1,k

A(k≠1)
kk

1
...

. . .

≠
A(k≠1)

nk

A(k≠1)
kk

1

R

ddddddddddddddb

kde sloupec s pod́ıly je k-tý.

Definice. Definujeme matici soustavy na konci k-tého kroku Gaussovy eliminačńı metody jako
P

(k) = M
(k)

P
(k≠1)

kde
P

(0) = P

Poznámka. Matice soustavy na konci k-tého kroku Gaussovy eliminačńı metody má tvar

P
(k) =

Q

ccccccccccca

1 U12 · · · U1,k≠1 U1k · · · U1n d̨1
1 · · · U2,k≠1 U2k · · · U2n d̨2

. . .
...

. . .
...

...
1 Uk≠1,k · · · Uk≠1,n d̨k≠1

A
(k≠1)
kk · · · A

(k≠1)
kn b̨

(k≠1)
k

...
. . .

...
...

A
(k≠1)
nk · · · A

(k≠1)
nn b̨

(k≠1)
n

R

dddddddddddb

Definice. Definujeme matici úprav Gaussovy eliminačńı metody jako

M =
n≠1Ÿ

k=0
M

(n≠k)

Vid́ıme, že plat́ı 1
U d̨

2
= P

(n) = MP

a tedy také
U = MA

Na diagonále matice M jsou převrácené hodnoty pivot̊u Gaussovy eliminačńı metody. Definujeme
tedy matici

Dij =
I
A

(i≠1)
ii , i = j

0, i ”= j

a pro ńı plat́ı
A =

!
M

≠1
D

≠1"
DU

což je podle 2.24 LDR rozklad.

Věta 4.5. Základńı Gaussovu eliminačńı metodu lze provést právě tehdy, když je matice soustavy
silně regulárńı.
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D̊ukaz. ( ∆ ) Označ́ıme matici A po k-té úprávě jako A
(k). Protože lze provést Gaussovu eli-

minačńı metodu, má matice A nenulové pivoty, tj.

A
(i≠1)
ii ”= 0, ’i œ n̂

a existuje rozklad A = M
≠1

U. Označ́ıme L = M
≠1 a v́ıme, že

Lii = A
(i≠1)
ii , ’i œ n̂

Dále v́ıme, že na diagonále matice U jsou jedničky, tedy detU = 1. Blokově rozeṕı̌seme
(velikosti blok̊u jsou stejné):

A = LU =
3
A1 A2
A3 A4

4
=

3
L1 �
L2 L3

4 3
U1 U2
� U3

4

a tedy

detA1 = detL1 detU1 =
kŸ

i=1
A

(i≠1)
ii ”= 0

Protože velikost blok̊u můžeme volit libovolně, tj. k œ n̂, je matice A silně regulárńı.
( ≈ ) (sporem) Necht’ je i nejnižš́ı index, pro který je jeho pivot roven 0, tj.

A
(i≠1)
ii = 0.

Provedeme i ≠ 1 krok̊u GEM. Blok A1 pro i-tý krok bude horńı trojúhelńıková matice s
jedničkami na diagonále s výjimkou posledńıho prvku, který bude nulový. To implikuje, že

detA1 = 0

a tud́ıž neńı matice A silně regulárńı.
⇤

4.7. Modifikovaná Gaussova eliminačńı metoda. Pokud matice A neńı silně regulárńı, může
se stát, že některý z pivot̊u je nulový. V tom př́ıpadě využijeme 4.1 a prohozeńım některých řádk̊u
a sloupc̊u najdeme nenulový pivot (Což pro regulárńı matice vždy p̊ujde).
Může se ale také stát, že námi zvolený pivot kv̊uli zaokrouhlovaćım chybám sice nebude nulový, ale
bude velmi malý. V takovémto př́ıpadě sice může použ́ıt základńı Gaussovu eliminačńı metodu, ale
výsledek nemůže dávat smysl. Podobná situace může nastat, pokud je A špatně podmı́něná, tedy
podle 3.30 je bĺızká množině singulárńıch matic.

Př́ıklad 4.6. Př́ıklad 4.6Př́ıklad 4.6

Naopak pokud by některý pivot byl velmi velký, může se stát, že po vyděleńı t́ımto pivotem by
ostatńı řádky už př́ılǐs neovlinily následuj́ıćı úpravy matice. To ale tolik nevad́ı, protože výpočet to
moc neovlivńı.
Modifikovaná Gaussova eliminačńı metoda tedy spoč́ıvá ve výběru správného pivota v každém kroku.
Vyb́ıráme bud’ největš́ı prvek ze zbývaj́ıćı submatice (O(n2)), nebo kv̊uli nižš́ı výpočetńı náročnosti
pouze z řádku, kde je p̊uvodńı pivot. Těmito úpravami vlastně převád́ıme matici na silně regulárńı.

4.8. GEM a v́ıce pravých stran. Pokud chceme vyřešit stejnou soustavu s v́ıce pravými stra-
nami, stač́ı př́ımý chod provést pouze jednou se všemi pravými stranami najednou. Naopak zpětný
chod muśıme provádět pro každou pravou stranu zvlášt’, avšak složitost zpětného chodu je pouze
O(n2).
Abychom mohli provést př́ımý chod pouze jednou, potřebujeme znát všechny pravé strany na
počátku výpočtu, což v praxi často neńı možné. Tento problém řeš́ı tzv. LU rozklad.
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4.9. GEM a LU rozklad. Označ́ıme L = M
≠1. Poté
A = LU

T́ımto můžeme převést úlohu Ax̨ = b̨ na tři úlohy
• A = LU

• Ux̨ = d̨

• Ld̨ = b̨

z nichž pouze posledńı záviśı na pravé straně p̊uvodńı úlohy. Nav́ıc matice L a U jsou trojúhelńıkové,
takže řešeńı druhé a třet́ı úlohy má složitost O(n2).

Poznámka. Dı́ky definici matice úprav Gaussovy eliminačńı metody můžeme určit tvar matice L

pomoćı krok̊u Gaussovy eliminačńı metody, tedy

L =
A

n≠1Ÿ

k=0
M

(n≠k)

B≠1

=
nŸ

k=1

1
M

(k)
2≠1

.

Všimněte si změny pořad́ı násobeńı! Obdobně d́ıky definici matice úprav v k-tém kroku Gaus-
sovy eliminačńı metody můžeme určit

1
M

(k)
2≠1

=
A

n≠kŸ

l=0
M

(k)
n≠l

B≠1

=
nŸ

l=k

1
M

(k)
l

2≠1
,

kde už triviálně
1
M

(k)
k

2≠1

ij
=

Y
_]

_[

A
(k≠1)
k,k , i = j = k

1, i = j ”= k

0, i ”= j

a
1
M

(k)
l

2≠1

ij
=

Y
_]

_[

A
(k≠1)
l,k , i = l · j = k

1, i = j

0, jinak

A tedy

1
M

(k)
2≠1

=

Q

ccccccccccca

1
. . .

1
A

(k≠1)
k,k

A
(k≠1)
k+1,k 1

...
. . .

A
(k≠1)
n,k 1

R

dddddddddddb

Lemma 4.7. Pro i < j plat́ı, že součin matic typu
1
M

(i)
2≠1 1

M
(j)

2≠1

odpov́ıdá jejich ”sjednoceńı”, tj. nahrazeńı i-tého sloupce druhé matice i-tým sloupcem prvńı matice.
Vizuálně viz prezentace.

D̊ukaz. Zřejmé, je vidět z roznásobeńı. ⇤

Poznámka. Pro platnost lemmatu je zásadńı platnost nerovnosti i < j, tj. pořad́ı násobeńı! (Ne-
rovnosti zajǐst’uje jedničku na i–tém prvku diagonály druhé matice, a t́ım pouhé ”překoṕırováńı“
i–tého řádku prvńı matice.)

Poznámka. Toto lemma plat́ı obecně pro matice této struktury, ne jen matice M.
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Dı́ky předchoźımu lemmatu již vid́ıme

L =

Q

cccccca

A11

A21 A
(1)
22

A31 A
(1)
32 A

(2)
33

...
...

...
. . .

An1 A
(1)
n2 A

(2)
n3 · · · A

(n≠1)
nn

R

ddddddb

Což jsou přesně prvky, které se nuluj́ı pod diagonálou v Gaussově eliminačńı metodě. Proto lze
LU rozklad poč́ıtat tak, že upravujeme matici jako v př́ımém chodu Gaussovy eliminačńı metody
a nenulujeme prvky pod diagonálou. K tomu nav́ıc nepotřebujeme žádnou pamět’ nav́ıc, všechny
úpravy se provád́ı na jediné matici. (Jedničky na diagonále matice U nemuśıme ukládat a matici
postupně přepisujeme, protože každý jej́ı prvek potřebujeme právě jednou.)

Př́ıklad 4.8. Př́ıklad 4.8Př́ıklad 4.8
4.10. Kompaktńı schéma pro LU faktorizaci. V praxi se k vypoč́ıtáńı LU rozkladu nepouž́ıvá
Gaussova eliminačńı metoda, ale 2 metody, známé jako Croutova a Doolittlova faktorizace. Croutova
faktorizace generuje jedničky na diagonále matice U, kdežto Doolitlova faktorizace generuje jedničky
na diagonále matice L. Nejde tedy o stejný rozklad! Ve skutečnosti jsou rozklady vzájemnou trans-
pozićı, tedy

A = LCUC = (UD)T (LD)T

Provedeme numerickou analýzu Croutovy faktorizace, Doolittlova faktorizace je obdobná. Vyjdeme
ze vztahu

Aij =
min{i,j}ÿ

k=1
LikUkj

Předpokládáme Uii = 1 a tedy ze vztahu pro prvky Ai1 a A1j

Li1 = Ai1

U1j = A1j

L11
, ’j > 1

Obdobně můžeme upravit vztahy pro prvky Ai2 a A2j , tentokrát se ovšem muśıme omezit na i Ø 2
a j Ø 2:

Li2 = Ai2 ≠ Li1U12

U2j = A2j ≠ L21U1j

L22
, ’j > 2

A obecně ze vztahu pro Aij dostaneme pro j pevné iteraćı přes i Ø j

Lij = Aij ≠

j≠1ÿ

k=1
LikUkj

a následně pro pevné i iteraćı přes j > i

Uij = Aij ≠
qi≠1

k=1 LikUkj

Lii
.

Věta. Croutovu a Doolittlovu faktorizaci lze provést právě tehdy, když je matice A silně regulárńı.

D̊ukaz. Algoritmy lze provést právě tehdy, když nejsou žádné diagonálńı prvky matice L nulové. Na
diagonále matice L jsou ale pivoty základńı Gaussovy eliminačńı metody (plyne z jednoznačnosti
LU rozkladu). Z 4.5 plyne tvrzeńı věty. ⇤

Croutova a Doolittlova faktorizace neumožňuj́ı volbu pivot̊u tak, jako modifikovaná Gaussova
eliminačńı metoda. To ale tolik nevad́ı, protože prvky matic L a U napoč́ıtáváme pouze jednou a
nepřepisujeme je, č́ımž se minimalizuj́ı chyby výpočtu. Nav́ıc pokud známe Lij a Uij , nepotřebujeme
už dále znát Aij , tedy stejně jako u výpočtu LU rozkladu pomoćı Gaussovy eliminačńı metody
můžeme přepisovat prvky matice A a t́ım ušetřit pamět’.
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Věta 4.9. Necht’ A œ C
n,n a jej́ı LU rozklad A = LU. Potom funkce Lij(Akl) a Uij(Akl) jsou spojité.

D̊ukaz. Ze vztah̊u pro Croutovu faktorizaci je vidět, že jsou to racionálńı funkce, a tedy spojité za
předpokladu nenulovosti Lii. ⇤
Poznámka. Z d̊ukazu 4.9 výše je zřejmé, že i tato metoda bude mı́t problémy s malými pivoty, tj.
bude méně stabilńı pro špatně podmı́něné matice.

Př́ıklad 4.10.Př́ıklad 4.10Př́ıklad 4.10
4.11. LU rozklad pro symetrické matice - Choleského dekompozice.

Věta 4.11 (Choleského rozklad). Necht’ je matice A hermitovská a regulárńı. Pak existuje horńı
trojúhelńıková matice S taková, že plat́ı

A = S
ú
S

Tomuto rozkladu se ř́ıká Choleského rozklad (dekompozice).

D̊ukaz. Dı́ky 2.24 plat́ı A = LDR a A
ú = R

ú
D

ú
L

ú. Protože je matice A hermitovská, plat́ı d́ıky
jednoznačnosti rozkladu 2.24 L = R

ú a D = D
ú. Označ́ıme S = D

1
2 R a pak plat́ı

S
ú
S = R

ú (Dú)
1
2 D

1
2 R = LDR = A

⇤
Choleského rozklad je pouze speciálńım př́ıpadem LU rozkladu kde S = U = L

ú a tedy můžeme
upravit vztahy pro Croutovu faktorizaci do tvaru

Sii =
ı̂ıÙ

Aii ≠

i≠1ÿ

k=1
SkiSki

Sij = Aij ≠
qi≠1

k=1 SkiSkj

Sii

Zkontrolovat.
Mělo by to
být takto, ale
nejsem si jistý

Zkontrolovat.
Mělo by to
být takto, ale
nejsem si jistý

Př́ıklad 4.12.Př́ıklad 4.12Př́ıklad 4.12
4.12. Thomas̊uv algoritmus.Thomas̊uv

algoritmus
Thomas̊uv
algoritmus 4.13. Schur̊uv doplněk.Schur̊uv do-
plněk
Schur̊uv do-
plněk
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5. Iterativńı metody – úvod a soustavy lineárńıch rovnic

5.1. Iterativńı metody obecně.

Věta 5.1. Iterativńı metoda tvaru
x̨

(k+1) = B
(k)

x̨
(k) + c̨

(k)

splňuj́ıćı
x̨ = B

(k)
x̨ + c̨

(k)

konverguje pro libovolné x̨
(0) k x̨ právě tehdy, když

lim
kæŒ

kŸ

i=0
B

(k≠i) = �

D̊ukaz.
lim

kæŒ
x̨

(k)
≠ x̨ = lim

kæŒ
B

(k≠1)
x̨

(k≠1) + c̨
(k≠1)

≠ B
(k≠1)

x̨ ≠ c̨
(k≠1) =

= lim
kæŒ

B
(k≠1)(x̨(k≠1)

≠ x̨) = · · · = lim
kæŒ

k≠1Ÿ

i=0
B

(k≠i≠1)(x̨(0)
≠ x̨)

což je rovno nule pro libovolné x̨
(0) právě tehdy, je-li splněna podmı́nka z věty. ⇤

Poznámka. Vzhledem k tomu, že je výběr x̨
(0) libovolný, bude tato metoda konvergovat i přes

numerické chyby. Iterativńı metody pro řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic maj́ı samo-
opravuj́ıćı vlastnost a jsou tud́ıž stabilńı vzhledem k numerickým chybám.

5.2. Stacionárńı iterativńı metody.

Věta 5.2. Stacionárńı iterativńı metoda, tj. metoda tvaru
x̨

(k+1) = Bx̨
(k) + c̨

splňuj́ıćı
x̨ = Bx̨ + c̨

konverguje pro libovolné x̨
(0) k x̨ právě tehdy, když

lim
kæŒ

B
k = �

D̊ukaz. B
k =

rk
i=0 B a tedy platnost této věty plyne př́ımo z 5.1. ⇤

Věta 5.3. Stacionárńı iterativńı metoda, tj. metoda tvaru
x̨

(k+1) = Bx̨
(k) + c̨

splňuj́ıćı
x̨ = Bx̨ + c̨

konverguje pro libovolné x̨
(0) k x̨ právě tehdy, když

fl(B) < 1

D̊ukaz. Plyne z 2.63 a 5.2. ⇤
Věta 5.4. Postačuj́ıćı podmı́nkou pro to, aby stacionárńı iterativńı metoda, tj. metoda tvaru

x̨
(k+1) = Bx̨

(k) + c̨

splňuj́ıćı
x̨ = Bx̨ + c̨

konvergovala pro libovolné x̨
(0) k x̨ je

÷ maticová norma Î · Î, ÎBÎ < 1

D̊ukaz. Plyne z 2.64 a 5.2. ⇤
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Věta 5.5 (Aposteriorńı odhad chyby pro stacionárńı iterativńı metody). Pro stacionárńı iterativńı
metodu, tj. metodu tvaru

x̨
(k+1) = Bx̨

(k) + c̨

splňuj́ıćı
x̨ = Bx̨ + c̨

kde x̨ je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic Ax̨ = b̨, plat́ı při použit́ı souhlasné normy tyto odhady
chyby aproximace řešeńı:

(1)
...x̨

(k)
≠ x̨

... Æ
..A≠1..

...Ax̨
(k)

≠ b̨

...

(2)
...x̨

(k)
≠ x̨

... Æ
..(I ≠ B)≠1.. ÎBÎ

...x̨
(k≠1)

≠ x̨
(k)

...

D̊ukaz. (1) Nahrazujeme vektor x̨ pomoćı x̨ = A
≠1̨

b.
...x̨

(k)
≠ x̨

... =
...A≠1(Ax̨

(k)
≠ b̨)

... Æ
..A≠1..

...Ax̨
(k)

≠ b̨

...

kde posledńı nerovnost plyne z trojúhelńıkové nerovnosti.
(2) Nahrazujeme vektor x̨ pomoćı x̨ = (I ≠ B)≠1

c̨, což je inverze podmı́nky pro řešeńı.
...x̨

(k)
≠ x̨

... =
...(I ≠ B)≠1((I ≠ B)x̨(k)

≠ c̨)
... Æ

..(I ≠ B)≠1..
...(I ≠ B)x̨(k)

≠ c̨

...

kde posledńı nerovnost je opět aplikaćı trojúhleńıkové nerovnosti.
..(I ≠ B)≠1..

...(I ≠ B)x̨(k)
≠ c̨

... =
..(I ≠ B)≠1..

...x̨
(k)

≠ Bx̨
(k)

≠ c̨

... =
..(I ≠ B)≠1..

...Bx̨
(k≠1) + c̨ ≠ Bx̨

(k)
≠ c̨

... =

=
..(I ≠ B)≠1..

...B(x̨(k≠1)
≠ x̨

(k))
... Æ

..(I ≠ B)≠1.. ÎBÎ

...x̨
(k≠1)

≠ x̨
(k)

...

kde posledńı nerovnost je znovu pouze aplikaćı trojúhelńıkové nerovnosti. ⇤

Definice 5.6 (V prezentaci poznámka). Necht’ x̨
(k) je k-tá aproximace řešeńı soustavy lineárńıch

rovnic Ax̨ = b̨. Potom definujeme reziduum v k-té iteraci

r̨
(k) = Ax̨

(k)
≠ b̨

Věta 5.8 (Apriorńı odhad chyby pro stacionárńı iterativńı metody). Pro stacionárńı iterativńı
metodu, tj. metodu tvaru

x̨
(k+1) = Bx̨

(k) + c̨

splňuj́ıćı
x̨ = Bx̨ + c̨

a dále splňuj́ıćı pro nějakou maticovou normu

ÎBÎ < 1

plat́ı
...x̨

(k)
≠ x̨

... Æ ÎBÎ
k

3...x̨
(0)

... + Îc̨Î

1 ≠ ÎBÎ

4

kde použ́ıvaná vektorová norma je souhlasná s normou maticovou.

D̊ukaz.

x̨
(k) = Bx̨

(k≠1) + c̨ = · · · = B
k
x̨

(0) +
k≠1ÿ

i=0
B

i
c̨

Protože ÎBÎ < 1, tak d́ıky 2.65 fl(B) < 1, a tedy 0 /œ ‡(I ≠ B), tedy (I ≠ B) je regulárńı a můžeme
upravovat

c̨ = (I ≠ B)x̨ ∆ x̨ = (I ≠ B)≠1
c̨ =

Œÿ

i=0
B

i
c̨
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kde posledńı rovnost plat́ı, protože ÎBÎ < 1, a tedy d́ıky 2.64 řada konverguje. S pomoćı těchto
dvou rozvoj̊u můžeme za použit́ı trojúhelńıkové nerovnosti a vzorce pro součet geometrické řady
odhadovat

...x̨
(k)

≠ x̨

... =

.....B
k
x̨

(0) +
k≠1ÿ

i=0
B

i
c̨ ≠

Œÿ

i=0
B

i
c̨

..... =

.....B
k
x̨

(0)
≠

Œÿ

i=k

B
i
c̨

..... =

.....B
k

A
x̨

(0)
≠

Œÿ

i=0
B

i
c̨

B..... Æ

Æ ÎBÎ
k

.....x̨
(0)

≠

Œÿ

i=0
B

i
c̨

..... Æ ÎBÎ
k

A...x̨
(0)

... +
Œÿ

i=0
ÎBÎ

i
Îc̨Î

B
= ÎBÎ

k

3...x̨
(0)

... + Îc̨Î

1 ≠ ÎBÎ

4

⇤
5.3. Metoda postupných aproximaćı. Využijeme znalosti rezidua v k-té iteraci a definujeme

x̨
(k+1) = x̨

(k)
≠ r̨

(k) = x̨
(k)

≠ Ax̨
(k) + b̨ = (I ≠ A)x̨(k) + b̨

Vid́ıme, že tato metoda obecně splňuje podmı́nku
x̨ = (I ≠ A)x̨ + b̨

Věta 5.9. Metoda postupných aproximaćı pro soustavu lineárńıch rovnic Ax̨ = b̨, kde matice A je
regulárńı, tj. metoda tvaru

x̨
(k+1) = (I ≠ A)x̨(k) + b̨

konverguje pro libovolné x̨
(0) k x̨ právě tehdy, když

fl(I ≠ A) < 1

D̊ukaz. Plyne z 5.3. ⇤
Poznámka. Dı́ky 2.65 je postačuj́ıćı podmı́nkou konvergence metody postupných aproximaćı exis-
tence nějaké normy, pro kterou

ÎI ≠ AÎ < 1

Věta 5.10. Necht’ p(t) je polynom, A œ C
n,n a ⁄ œ ‡(A). Potom p(⁄) œ ‡(p(A)).

D̊ukaz. Využijeme vztahu ⁄ œ ‡(A) … (A ≠ ⁄I) je singulárńı. Rozeṕı̌seme p(t) do tvaru

p(t) =
nÿ

i=0
ait

i
, an ”= 0

Potom můžeme upravit

p(A) ≠ p(⁄)I =
nÿ

i=0
aiA

i
≠

nÿ

i=0
ai⁄

i =
nÿ

i=1
ai(A ≠ ⁄I)i = (A ≠ ⁄I)

nÿ

i=1
ai(A ≠ ⁄I)i≠1

Z čehož plyne, že p(A) ≠ p(⁄)I je sigulárńı a tedy p(⁄) œ ‡(p(A)). ⇤
Poznámka. (D̊ukaz z přednášky) Z 2.8 v́ıme, že se při mocněńı umocňuje spektrum. S pomoćı
Jordanovy věty dále zjist́ıme, že pro násobeńı plat́ı:

a
k
A

k = a
k
X

≠1Jk
X = X

≠1(aJ)k
X

Obdobně pro sč́ıtáńı. Z toho je vidět, spektrum součtu matice obsahuje součet vlastńıch č́ısel.
Složeńım těchto operaćı definuje polynom. Plat́ı tedy p(A) = maticeX

≠1p(J)X, což dokazuje větu.

Věta 5.11. Necht’ matice A je hermitovská a pozitivně definitńı. Pak metoda postupných aproximaćı
pro soustavu lineárńıch rovnic Ax̨ = b̨ konverguje pro libovolné x̨

(0) k x̨ právě tehdy, když
� < A < 2I

D̊ukaz. Dı́ky 5.9 metoda postupných aproximaćı konverguje právě tehdy, když ‡(I ≠ A) µ (≠1, 1).
Hermitovskost matice A nám zaručuje reálnost vlastńıch č́ısel. Vezmeme polynom p(t) = 1 ≠ t, tedy
p(I ≠ A) = A a užit́ım 5.10 dostáváme ‡(A) µ p((≠1, 1)) = (0, 2), tedy A je pozitivně definitńı.
Vezmeme polynom q(t) = 1 + t, tedy q(I ≠ A) = 2I ≠ A a užit́ım 5.10 dostáváme ‡(2I ≠ A) µ

q((≠1, 1)) = (0, 2), tedy 2I ≠ A je pozitivně definitńı. To je jinak zapsáno A < 2I. ⇤
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Poznámka. Nejsṕı̌se plat́ı i pro nehermitovské matice. Všechny věty, které jsou v d̊ukazu použité,
plat́ı bez ohledu na to, zda jsou vlastńı č́ısla reálná či komplexńı, pokud se nahrad́ı interval kruhem
v C obsahuj́ıćım daný interval.

5.4. Předpodmı́něná metoda postupných aproximaćı. Abychom zlepšili konvergenci metody
postupných aproximaćı, vynásob́ıme soustavu regulárńı matićı H a dostáváme

HAx̨ = Hb̨

Použit́ım metody postupných aproximaćı pro tuto soustavu dostáváme

x̨
(k+1) = (I ≠ HA)x̨(k) + Hb̨

Podmı́nka
x̨ = (I ≠ HA)x̨ + Hb̨

je splněna d́ıky tomu, že je obecně splněná pro metodu postupných aproximaćı.

Věta 5.13. Předpodmı́něná metoda postupných aproximaćı s předpodmı́něńım H pro soustavu
lineárńıch rovnic Ax̨ = b̨, kde matice A je regulárńı, tj. metoda tvaru

x̨
(k+1) = (I ≠ HA)x̨(k) + Hb̨

konverguje pro libovolné x̨
(0) k x̨ právě tehdy, když

fl(I ≠ HA) < 1

D̊ukaz. Plyne z 5.3. ⇤

Poznámka. Dı́ky 2.65 je postačuj́ıćı podmı́nkou konvergence předpodmı́něné metody postupných
aproximaćı existence nějaké normy, pro kterou

ÎI ≠ HAÎ < 1

Věta 5.14. Necht’ matice A je hermitovská a pozitivně definitńı. Pak předpodmı́něná metoda po-
stupných aproximaćı pro soustavu lineárńıch rovnic Ax̨ = b̨ konverguje pro libovolné x̨

(0) k x̨ když
plat́ı postačuj́ıćı podmı́nka

� < A < H
≠1 +

!
H

≠1"ú

Konvergence je nav́ıc monotónńı vzhledem k normě Î · ÎA

D̊ukaz. Chceme dokázat ÎI≠HAÎA < 1 a t́ım splnit předpoklady 5.13 (Energetická norma existuje,
protože je A hermitovská a pozitivně definitńı).

ÎI ≠ HAÎA =
...A

1
2 (I ≠ HA)A≠ 1

2

...
2

=
...I ≠ A

1
2 HA

1
2

...
2

= ÎBÎ2

když označ́ıme B = I ≠ A
1
2 HA

1
2 . Dále

ÎBÎ2 < 1 … ÎBÎ
2
2 < 1

Využijeme 2.60 a 2.65
ÎBÎ

2
2 = fl(Bú

B) Æ ÎB
ú
BÎ

pro nějakou normu. Budeme tedy odhadovat ze shora matici Bú
B.

B
ú
B = (I ≠ A

1
2 HA

1
2 )ú(I ≠ A

1
2 HA

1
2 ) = (I ≠ A

1
2 H

ú
A

1
2 )(I ≠ A

1
2 HA

1
2 )

kde posledńı rovnost plyne z hermitovskosti matice A.

(I ≠ A
1
2 H

ú
A

1
2 )(I ≠ A

1
2 HA

1
2 ) = I ≠ A

1
2 (Hú + H)A 1

2 + A
1
2 H

ú
AHA

1
2

Využijeme snadno ověřitelné rovnosti Hú(H≠1 +
!
H

≠1"ú)H = H
ú + H a dostáváme

I ≠ A
1
2 (Hú + H)A 1

2 + A
1
2 H

ú
AHA

1
2 = I ≠ A

1
2 H

ú(H≠1 +
!
H

≠1"ú)HA
1
2 + A

1
2 H

ú
AHA

1
2 =

= I ≠ A
1
2 H

ú(H≠1 +
!
H

≠1"ú
≠ A

¸ ˚˙ ˝
>�

)HA
1
2
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kde jsme k odhadu využili předpoklad̊u věty. Dále v́ıme, že H
ú
H je pozitivně definitńı (Ověřeńı:

ÈH
ú
Hx̨|x̨Í = ÈHx̨|Hx̨Í = ÎHx̨Î > 0). Protože i A je pozitivně definitńı, můžeme odhadnout

A
1
2 H

ú(H≠1 +
!
H

≠1"ú
≠ A)HA

1
2 > �

A protože i Bú
B je pozitivně definitńı, konečně můžeme odhadnout

I ≠ A
1
2 H

ú(H≠1 +
!
H

≠1"ú
≠ A)HA

1
2 < I

T́ım jsme naplnili předpoklady 5.13, a tedy dokázali platnost věty. ⇤

Jak tedy volit matici H? Pokud bychom volili H = A
≠1 dostáváme

x̨
(k+1) =

!
I ≠ A

≠1
A

"
x̨

(k) + A
≠1̨

b = x̨

Tedy předpodmı́něná metoda postupných aproximaćı by konvergovala v prvńı iteraci. Avšak výpočet
A

≠1 provád́ıme Gaussovou eliminačńı metodou, čemuž jsme se chtěli vyhnout.
Obĺıbenou metodou je tzv. neúplný LU rozklad, kde malé prvky zanedbáváme, č́ımž můžeme
zlepšit časovou náročnost.

5.5. Richardsonovy iterace. Zavedeme tzv. relaxačńı parametr ◊ œ C. Metoda Richardso-
nových iteraćı je předpodmı́něnou metodou postupných iteraćı, kde voĺıme

H = ◊I

a dostáváme
x̨

(k+1) = (I ≠ ◊A) + ◊̨b

Věta 5.16. Necht’ matice A je hermitovská a pozitivně definitńı. Necht’ ◊ œ R. Pak metoda Ri-
chardsonových iteraćı konverguje pro libovolné x̨

(0) k x̨ právě tehdy, když

� < A <
2
◊
I

Konvergence je nav́ıc monotónńı vzhledem k normě Î · ÎA

D̊ukaz. Pomoćı 5.14 dokážeme, že se jedná o postačuj́ıćı podmı́nku: Důkaz
nutnosti
podmı́nky od
doc. Humhala

Důkaz
nutnosti
podmı́nky od
doc. Humhala

H
≠1 +

!
H

≠1"ú = 1
◊
I +

3
1
◊
I

4ú
= 2

◊
I

⇤

5.6. Jacobiho metoda. Vyjdeme ze vzorce pro výpočet složek násobku matice a vektoru, tj.

(Ay̨)i =
nÿ

j=1
Aij y̨j

Budeme cht́ıt, aby když z vektoru x̨
(k) nahrad́ıme i-tou složku i-tou složkou vektoru x̨

(k+1), byla
splněna i-tá rovnice soustavy, tj.

nÿ

j=1
j ”=i

Aij x̨
(k)
j + Aiix̨

(k+1)
i = b̨i

Tedy dostáváme

x̨
(k+1)
i =

b̨i ≠
qn

j=1,j ”=i Aij x̨
(k)
j

Aii

Z posledńıho předpisu je vidět, že muśıme předpokládat nenulovou diagonálu. Toho však lze u
regulárńı matice dosáhnout přerovnáńım.



28 WIKI SKRIPTUM

5.7. Jacobiho metoda - numerická analýza. Rozeṕı̌seme matici A do tvaru

A = D ≠ L ≠ R

kde
• D je diagonálńı matice s diagonálou matice A

• L je dolńı trojúhelńıková matice s prvky pod diagonálou A, vynásobenými (≠1)
• R je horńı trojúhelńıková matice s prvky nad diagonálou A, vynásobenými (≠1)

Můžeme tedy shrnout předpis pro prvky x̨
(k+1) do jednoho vztahu

x̨
(k+1) = D

≠1
1

b̨ + (L + R)x̨(k)
2

= D
≠1̨

b + D
≠1(D ≠ A)x̨(k) =

!
I ≠ D

≠1
A

"
x̨

(k) + D
≠1̨

b

Zjǐst’ujeme, že Jacobiho metoda je vlastně předpodmı́něnou metodou postupných aproximaćı, kde
voĺıme

H = D
≠1

c̨ = D
≠1̨

b

Věta 5.18. Jacobiho metoda pro soustavu lineárńıch rovnic Ax̨ = b̨ konverguje pro libovolné x̨
(0)

k x̨ právě tehdy, když
fl

!
D

≠1(L + R)
"

< 1

D̊ukaz. Dı́ky vztahu A = D ≠ L ≠ R můžeme upravit

fl
!
D

≠1(L + R)
"

= fl
!
D

≠1(D ≠ A)
"

= fl
!
I ≠ D

≠1
A

"
< 1

č́ımž jsou splněny předpoklady 5.13. ⇤

Poznámka. Dı́ky 2.65 je postačuj́ıćı podmı́nkou konvergence Jacobiho metody existence nějaké
normy, pro kterou ..D≠1(L + R)

.. < 1

Definice 5.19. Pokud pro matici A œ C
n,n plat́ı

nÿ

j=1
j ”=i

|Aij | < |Aii|

Nazýváme ji matićı s převládaj́ıćı diagonálou.

Věta 5.20. Necht’ má matice A převládaj́ıćı diagonálu. Pak Jacobiho metoda pro soustavu lineárńıch
rovnic Ax̨ = b̨ konverguje pro libovolné x̨

(0) k x̨.

D̊ukaz. Chceme ukázat ÎD
≠1(L + R)ÎŒ = ÎD

≠1(D ≠ A)ÎŒ = ÎI ≠ D
≠1

AÎŒ < 1 a využ́ıt 5.18.
Matice D je diagonálńı a na jej́ı diagonále jsou prvky diagonály matice A. Proto pro prvky matice
D

≠1
A plat́ı

!
D

≠1
A

"
ij

= Aij

Aii

A tedy na diagonále D
≠1

A jsou jedničky. Proto

!
I ≠ D

≠1
A

"
ij

=
I

0, i = j

Aij

Aii
, i ”= j

Dı́ky 2.60 plat́ı

ÎI ≠ D
≠1

AÎŒ = max
iœn̂

nÿ

j=1

---
!
I ≠ D

≠1
A

"
ij

--- = max
iœn̂

1
Aii

nÿ

j=1
j ”=i

|Aij | < 1

kde posledńı nerovnost je d̊usledkem toho, že matice A má převládaj́ıćı diagonálu. ⇤
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Věta 5.21. Necht’ je matice A hermitovská a pozivně definitńı. Pak Jacobiho metoda pro soustavu
lineárńıch rovnic Ax̨ = b̨ konverguje pro libovolné x̨

(0) k x̨ právě tehdy, když
� < A < 2D

Konvergence je nav́ıc monotónńı vzhledem k normě Î · ÎA

D̊ukaz. Protože je matice A hermitovská, jsou diagonálńı prvky Aii œ R (muśı platit Aii = Aii),
tud́ıž D = D

ú. Protože je nav́ıc pozitivné definitńı, plat́ı x̨
ú
Ax̨ > 0. Zvoĺıme–li x̨ = ę(i), kde ę(i) jsou

vektory ze standardńı báze, dostaneme Aii = Dii = ę
ú
(i)Aę(i) > 0, tj. D je pozitivně definitńı.

( ≈ ) Uprav́ıme předpis Jacobiho metody do tvaru

x̨
(k+1) = (I ≠ D

≠1
A)x̨(k+1) + D

≠1̨
b

což je předpis předpodmı́něné metody postupných aproximaćı s předpodmı́něńım H = D
≠1.

Dále tedy plat́ı
H

≠1 +
!
H

≠1"ú = D + D
ú = 2D

č́ımž jsou splněny předpoklady 5.14.
( ∆ ) Dı́ky 5.3 v́ıme, že ‡(I≠D

≠1
A) µ (≠1, 1). Užit́ım 5.10 s p(t) = 1+t dostáváme ‡(2I≠D

≠1
A) µ

(0, 2). Můžeme upravit

2I ≠ D
≠1

A = D
≠ 1

2 (2I ≠ D
≠ 1

2 AD
≠ 1

2 )D 1
2

Z čehož plyne, že je matice 2I ≠ D
≠ 1

2 AD≠ 1
2 pozitivně definitńı. Toho využijeme při odhadu

È(2D ≠ A)x̨|x̨Í = x̨(2D ≠ A)x̨ = x̨D
1
2 D

≠ 1
2 (2D ≠ A)D≠ 1

2 D
1
2 x̨ =

1
D

1
2 x̨

2ú 1
2I ≠ D

≠ 1
2 AD

≠ 1
2

2 1
D

1
2 x̨

2
=

= È

1
2I ≠ D

≠ 1
2 AD

≠ 1
2

2
D

1
2 x̨|D

1
2 x̨Í > 0

Tedy 2D ≠ A > �, což je jinak zapsáno 2D > A.
⇤

5.8. Gaussova-Seidelova metoda. Vyjdeme ze stejného vztahu jako v př́ıpadě Jacobiho metody,
avšak použijeme již napoč́ıtané složky vektoru x̨

(k+1), tedy
iÿ

j=1
Aij x̨

(k+1)
j +

nÿ

j=i+1
Aij x̨

(k)
j = b̨i

Tedy dostáváme

x̨
(k+1)
i =

b̨i ≠
qi≠1

j=1 Aij x̨
(k+1)
j ≠

qn
j=i+1 Aij x̨

(k)
j

Aii

Znovu muśıme předpokládat nenulovou diagonálu.

5.9. Gaussova-Seidelova metoda - numerická analýza. Použijeme stejného přepisu matice A

jako v př́ıpadě Jacobiho metody a shrneme předpis pro prvky x̨
(k+1) do jednoho vztahu

x̨
(k+1) = D

≠1
1

b̨ + Lx̨
(k+1) + Rx̨

(k)
2

který upravujeme
Dx̨

(k+1)
≠ Lx̨

(k+1) = b̨ + Rx̨
(k)

x̨
(k+1) = (D ≠ L)≠1(D ≠ L ≠ A)x̨(k) + (D ≠ L)≠1̨

b

x̨
(k+1) =

!
I ≠ (D ≠ L)≠1

A
"

x̨
(k) + (D ≠ L)≠1̨

b

Zjǐst’ujeme, že Gaussova-Seidelova metoda je vlastně předpodmı́něnou metodou postupných aproxi-
maćı, kde voĺıme

H = (D ≠ L)≠1

Věta 5.23. Gaussova-Seidelova metoda pro soustavu lineárńıch rovnic Ax̨ = b̨ konverguje pro
libovolné x̨

(0) k x̨ právě tehdy, když
fl

!
(D ≠ L)≠1

R
"

< 1
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D̊ukaz. Uprav́ıme předpis Gaussovy-Seidelovy metody do tvaru

x̨
(k+1) = (I ≠ (D ≠ L)≠1

A)x̨(k) + (D ≠ L)≠1
b̨

což je předpis předpodmı́něné metody postupných aproximaćı s předpodmı́něńım H = (D ≠ L)≠1.
Dı́ky vztahu A = D ≠ L ≠ R můžeme upravit

fl

1
(D ≠ L)≠1

R

2
= fl

1
(D ≠ L)≠1 (D ≠ L ≠ A)

2
= fl

1
I ≠ (D ≠ L)≠1

A

2
< 1

č́ımž jsou splněny předpoklady 5.13. ⇤

Poznámka. Dı́ky 2.65 je postačuj́ıćı podmı́nkou konvergence Gaussovy-Seidelovy metody existence
nějaké normy, pro kterou ..(D ≠ L)≠1

R
.. < 1

Věta 5.24. Necht’ má matice A převládaj́ıćı diagonálu. Pak Gaussova-Seidelova metoda pro sou-
stavu lineárńıch rovnic Ax̨ = b̨ konverguje pro libovolné x̨

(0) k x̨.

D̊ukaz. Označ́ıme B = (D ≠ L)≠1
R. Chceme ukázat ÎBÎŒ < 1 a využ́ıt 5.23. Dı́ky 2.60 plat́ı

ÎBÎŒ = max
Îx̨ÎŒ=1

ÎBx̨ÎŒ

Označ́ıme tento maximálńı vektor ų ( ÎųÎŒ = 1 ) a dále označ́ıme v̨ = Bų. Potom plat́ı

ÎBÎŒ = ÎBųÎŒ = Îv̨ÎŒ = max
kœn̂

|v̨k|

Označ́ıme takovouto maximálńı složku indexem i. Uprav́ıme rovnici Bų = v̨ do tvaru

(D ≠ L)≠1
Rų = v̨

Rų = (D ≠ L)v̨
a budeme upravovat jej́ı i-tou (maximálńı) složku:

nÿ

j=i+1
≠Aij ųj =

iÿ

j=1
Aij v̨j

Uprav́ıme a d́ıky trojúhelńıkové nerovnosti odhadujeme

|v̨i| =

------
1
Aii

Q

a
nÿ

j=i+1
≠Aij ųj ≠

i≠1ÿ

j=1
Aij v̨j

R

b

------
Æ

1
|Aii|

Q

a
nÿ

j=i+1
|Aij ||ųj | +

i≠1ÿ

j=1
|Aij ||v̨j |

R

b

Využijeme vlastnost́ı |ųj | Æ 1 a |v̨j | Æ |v̨i|:

1
|Aii|

Q

a
nÿ

j=i+1
|Aij ||ųj | +

i≠1ÿ

j=1
|Aij ||v̨j |

R

b Æ
1

|Aii|

Q

a
nÿ

j=i+1
|Aij | + |v̨i|

i≠1ÿ

j=1
|Aij |

R

b =
nÿ

j=i+1

|Aij |

|Aii|
+|v̨i|

i≠1ÿ

j=1

|Aij |

|Aii|

Označ́ıme a =
qn

j=i+1
|Aij |
|Aii| a b =

qi≠1
j=1

|Aij |
|Aii| a máme nerovnost

|v̨i| Æ a + b|v̨i|

Zároveň ale d́ıky tomu, že matice A má převládaj́ıćı diagonálu, plat́ı a + b < 1 a konečně můžeme
odhadovat

|v̨i| Æ
a

1 ≠ b
<

a

a + b ≠ b
= 1

⇤

Věta 5.25. Necht’ je matice A hermitovská a pozivně definitńı. Pak Gaussova-Seidelova metoda pro
soustavu lineárńıch rovnic Ax̨ = b̨ konverguje pro libovolné x̨

(0) k x̨. Konvergence je nav́ıc monotónńı
vzhledem k normě Î · ÎA
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D̊ukaz. Uprav́ıme předpis Gaussovy-Seidelovy metody do tvaru

x̨
(k+1) = (I ≠ (D ≠ L)≠1

A)x̨(k) + (D ≠ L)≠1
b̨

což je předpis předpodmı́něné metody postupných aproximaćı s předpodmı́něńım H = (D ≠ L)≠1.
Dı́ky hermitovskosti matice A plat́ı Lú = R a D

ú = D. Potom můžeme využ́ıt 5.14 protože plat́ı

H
≠1 +

!
H

≠1"ú = D ≠ L + (D ≠ L)ú = D ≠ L + D ≠ R = D + A > A

⇤

5.10. Super-relaxačńı metoda (SOR – Succesive Over Relaxation). Uprav́ıme předpis pro
Gaussovu-Seidelovu metodu do tvaru

x̨
(k+1)
i = x̨

(k)
i + �x̨

(k)
i

Zavedeme tzv. relaxačńı parametr Ê a pozměńıme předpis pro Gaussovu-Seidelovu metodu na

x̨
(k+1)
i = x̨

(k)
i + Ê�x̨

(k)
i

Vid́ıme, že pro Ê = 1 super-relaxačńı metoda přecháźı v metodu Gaussovu-Seidelovu.

Poznámka. Obdobnou modifikaci můžeme provést i pro Jacobiho metodu i pro Richardsonovy
iterace.

5.11. Super-relaxačńı metoda - numerická analýza. Vyjádř́ıme po složky vektoru �x̨
(k) z

Gaussovy-Seidelovy metody jako

�x̨
(k)
i = x̨

(k+1)
i ≠x̨

(k)
i =

b̨i ≠
qi≠1

j=1 Aij x̨
(k+1)
j ≠

qn
j=i+1 Aij x̨

(k)
j

Aii
≠x̨

(k)
i =

b̨i ≠
qi≠1

j=1 Aij x̨
(k+1)
j ≠

qn
j=i Aij x̨

(k)
j

Aii

Nyńı tento vztah použijeme pro super-relaxačńı metodu

x̨
(k+1)
i = x̨

(k)
i + Ê

Aii

Q

ab̨i ≠

i≠1ÿ

j=1
Aij x̨

(k+1)
j ≠

nÿ

j=i

Aij x̨
(k)
j

R

b

Použijeme stejného přepisu matice A jako v př́ıpadě Jacobiho metody a shrneme předpis pro prvky
x̨

(k+1) do jednoho vztahu

x̨
(k+1) = x̨

(k) + ÊD
≠1

1
b̨ + Lx̨

(k+1) + (R ≠ D)x̨(k)
2

který upravujeme
Dx̨

(k+1)
≠ ÊLx̨

(k+1) = (D ≠ Ê(D ≠ R))x̨(k) + Êb̨

x̨
(k+1) = (D ≠ ÊL)≠1(D ≠ Ê(A + L))x̨(k) + Ê(D ≠ ÊL)≠1̨

b

x̨
(k+1) =

!
I ≠ Ê(D ≠ ÊL)≠1

A
"

x̨
(k) + Ê(D ≠ ÊL)≠1̨

b

Zjǐst’ujeme, že super-relaxačńı metoda je vlastně předpodmı́něnou metodou postupných aproximaćı,
kde voĺıme

H = Ê(D ≠ ÊL)≠1

Věta 5.28. Super-relaxačńı metoda pro soustavu lineárńıch rovnic Ax̨ = b̨ konverguje pro libovolné
x̨

(0) k x̨ právě tehdy, když
fl (BÊ) < 1

kde jsem označili
BÊ = I ≠ Ê(D ≠ ÊL)≠1

A

D̊ukaz. Plyne z 5.3. ⇤

Poznámka. Dı́ky 2.65 je postačuj́ıćı podmı́nkou konvergence super-relaxačńı metody existence
nějaké normy, pro kterou

ÎBÊÎ < 1
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Věta 5.29. Pro každé Ê œ R plat́ı
|Ê ≠ 1| Æ fl (BÊ)

a tedy super-relaxačńı metoda nemůže konvergovat pro Ê œ R \ È0, 2Í

D̊ukaz. Pro d̊ukaz využijeme toho, že determinant nezáviśı na volbě báze. Podle označeńı je
BÊ = (D ≠ ÊL)≠1#

(1 ≠ Ê)D + ÊR
$

Z Jordanovy věty zároveň v́ıme:

A = (T)≠1
JT ∆ det(A) = det(J) =

nŸ

i=1
⁄i

Aplikujeme tuto znalost na naši matici (členy determinantu za L a R vypadnou, nebot’ jsou to
singulárńı matice:

det(BÊ) = 1rn
i=1 Aii

nŸ

i=1
(1 ≠ Ê)Aii = (1 ≠ Ê)n =

nŸ

i=1
⁄i

Kde posledńı rovnost plyne z Jordanovy věty a rozpisu nahoře. V absolutńıch hodnotách tedy máme:

|1 ≠ Ê|
n =

nŸ

i=1
|⁄i|

Pak je splněno bud’ I) všechna ⁄i jsou stejná, tj, |1≠Ê|
n = |⁄i|

n a tedy nastává rovnost fl(BÊ) = |⁄i|

anebo II) existuje takové ⁄i1 , že |⁄i1 | < |1 ≠ Ê|, pak ale muśı zároveň existovat takové ⁄i2 , že
|⁄i2 | > |1 ≠ Ê| a nastává tud́ıž fl(BÊ) Ø |⁄i2 | > |⁄i|. Z věty 5.28 pak plyne divergence metody pro
Ê œ R \ È0, 2Í. ⇤
Věta 5.30. Necht’ má matice A převládaj́ıćı diagonálu a plat́ı 0 < Ê Æ 1. Pak super-relaxačńı
metoda pro soustavu lineárńıch rovnic Ax̨ = b̨ konverguje pro libovolné x̨

(0) k x̨.

D̊ukaz. Oberhuber nezná. ⇤
Věta 5.31 (Ostrowski). Necht’ je matice A hermitovská a pozivně definitńı. Pak super-relaxačńı
metoda pro soustavu lineárńıch rovnic Ax̨ = b̨ konverguje pro libovolné x̨

(0) k x̨ právě tehdy, když
0 < Ê < 2

Konvergence je nav́ıc monotónńı vzhledem k normě Î · ÎA

D̊ukaz. Uprav́ıme předpis super-relaxačńı metody do tvaru
x̨

(k+1) = (I ≠ Ê (D ≠ ÊL)≠1
A)x̨(k) + Ê (D ≠ ÊL)≠1

b̨

což je předpis předpodmı́něné metody postupných aproximaćı s předpodmı́něńım H = Ê (D ≠ ÊL)≠1.
Dı́ky podmı́nce věty plat́ı

2
Ê

≠ 1 > 0
Dı́ky hermitovskosti matice A plat́ı L

ú = R a D
ú = D. Potom můžeme s využit́ım 5.14 dokázat

postačuj́ıćı podmı́nku, protože plat́ı

H
≠1 +

!
H

≠1"ú = 1
Ê

(D ≠ ÊL) + 1
Ê

(D ≠ ÊL)ú = 1
Ê
D ≠ L + 1

Ê
D ≠ R =

3
2
Ê

≠ 1
4
D + A > A

⇤
Věta 5.38. Necht’ je matice A dvoucyklická a shodně uspořádaná. Necht’ dále Ê ”= 0 a ⁄ ”= 0 a
BÊ œ C

n,n je matićı super-relaxačńı metody a BJ œ C
n,n je matićı Jacobiho metody. Necht’ č́ısla ⁄

a µ splňuj́ı
(⁄ + Ê ≠ 1)2 = Ê

2
µ

2
⁄

Pak ⁄ œ ‡(BÊ) … µ œ ‡(BJ). Nav́ıc plat́ı, že pro

Êopt = 2
1 +


1 ≠ fl2(BJ)
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nabývá fl(BÊ) svého minima a super-relaxačńı metoda tedy konverguje nejrychleji.

D̊ukaz. Bez d̊ukazu.

5.12. Shrnut́ı podmı́nek konvergence.

Podmı́nka na matici A Převládaj́ıćı diagonála Hermitovská a pozitivně definitńı
Jacobiho metoda vždy A < 2D

Gaussova-Seidelova metoda vždy vždy
Super-relaxačńı metoda 0 < Ê Æ 1 0 < Ê < 2
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6. Vlastńı č́ısla a vektory matic

6.1. Lokalizace vlastńıch č́ısel.

Věta (Gershgorin). Necht’ A œ C
n,n. Potom

‡(A) µ SR =
n€

i=1
Ri

kde definujeme

Ri =

Y
]

[z œ C

--- |z ≠ Aii| Æ

nÿ

j=1,j ”=i

|Aij |

Z
^

\

D̊ukaz.Důkaz 6.1
vzala Hanele
z feláckých
vut skript
(ale zdá se,
že funguje),
podle zápisk̊u
z přednášky
neńı
vyžadován

Důkaz 6.1
vzala Hanele
z feláckých
vut skript
(ale zdá se,
že funguje),
podle zápisk̊u
z přednášky
neńı
vyžadován

Mějme ⁄ vlastńı č́ıslo A, x̨ př́ıslušný vlastńı vektor. Z rovnosti Ax̨ = ⁄x̨ rozepsáńım podle
definice násobeńı matice a vektoru dostaneme:

(⁄ ≠ Aii) =
nÿ

j=1,j ”=i

|Aijxj |

Vezměme xk největš́ı prvek x̨ v absolutńı hodnotě, plat́ı tedy |xj |
|xk| Æ 1 pro jneqk. Z toho plyne

|⁄ ≠ Akk| Æ

nÿ

j=1
|Akj |

|xj |

|xk|
Æ

nÿ

j=1,j ”=k

|Akj |

Tedy ⁄ lež́ı v kruhu o poloměru
qn

j=1,j ”=k|Akj |. Všechny vlastńı č́ısla tedy lež́ı ve sjednoceńı kruh̊u
o poloměrech odpov́ıdaj́ıćıch indexu i. ⇤

6.2. Aposteriorńı odhad chyby.

Věta 6.1. Necht’ A œ C
n,n je hermitovská. Necht’ ⁄̂ a ˆ̨x ”= 0̨ jsou napoč́ıtané aproximace vlastńıho

č́ısla ⁄ a vlastńıho vektoru x̨. Pro reziduum
r̨ = Aˆ̨x ≠ ⁄̂ˆ̨x

potom plat́ı

min
⁄iœ‡(A)

---⁄̂ ≠ ⁄i

--- Æ
Îr̨Î2...ˆ̨x

...
2

D̊ukaz. A je hermitovská a tud́ıž existuje ON báze z vlastńıch vektor̊u ų1, . . . , ųn. Vektor ˆ̨x lze napsat
jako

ˆ̨x =
nÿ

i=1
–iųi

kde –i = ų
ú
i
ˆ̨x jsou Furierovy koeficienty z LAA. Rozeṕı̌seme reziduum:

r̨ = A

nÿ

i=1
–iųi ≠ ⁄̂

nÿ

i=1
–iųi =

nÿ

i=1
–i⁄iųi ≠ ⁄̂

nÿ

i=1
–iųi =

nÿ

i=1
(⁄i ≠ ⁄̂)–iųi

U druhého rovńıtka jsme vtáhli matici A do sumy a aplikovali na vektory ų1, . . . , ųn. Z toho plyne:

Îr̨Î
2
2 =

nÿ

i=1

---⁄i ≠ ⁄̂

---
2

|–i|
2

Îˆ̨xÎ
2
2 =

nÿ

i=1
|–i|

2

Îr̨Î
2
2

Îˆ̨xÎ2
2

=

qn
i=1

---⁄i ≠ ⁄̂

---
2

|–i|
2

qn
i=1 |–i|

2 =
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Zavedeme —i = |–i|2qn

i=1
|–i|2 , tud́ıž

qn
i=1 —i = 1.

=
nÿ

i=1
—i

---⁄i ≠ ⁄̂

---
2

Ø min
⁄iœ‡(A)

---⁄i ≠ ⁄̂

---
2 nÿ

i=1
—i = min

⁄iœ‡(A)

---⁄i ≠ ⁄̂

---
2

⇤
6.3. Mocninná metoda. Zvoĺıme libovolný vektor x̨

(0) a napoč́ıtáváme

flk+1 =
...Ax̨

(k)
...

2

x̨
(k+1) = Ax̨

(k)

flk+1

Poznámka. V roce 2016/17 se Oberhuber vrátil k Humhalovu ”normováńı”pomoćı flk+1 = ę
T
1 y̨

(k+1).
To má za následek pozměněńı předpoklad̊u následuj́ıćıch vět. Mám ty věty

přepsat?
Mám ty věty
přepsat?Věta 6.2. Vektor x̨

(k) z mocninné metody lze vyjádřit jako

x̨
(k) = A

k
x̨

(0)
rk

i=1 fli

D̊ukaz. Z definice posloupnost́ı v mocninné metodě plyne:

x̨
(k) = Ax̨

(k≠1)

flk
= A

2
x̨

(k≠2)

flkflk≠1
= · · · = A

k
x̨

(0)
rk

i=1 fli

⇤
Věta 6.3. Necht’ matice A má vlastńı č́ıslo ⁄ s algebraickou i geometrickou násobnost́ı r, které má
největš́ı absolutńı hodnotu. Necht’ y̨

(1)
, . . . , y̨

(r) jsou vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu ⁄1.
Necht’ T převád́ı A do Jordanova tvaru, tj. A = T

≠1
JAT. Necht’ je alespoň jedna z prvńıch r složek

vektoru Tx̨
(0) nenulových. Potom

lim
kæŒ

flk = |⁄1|

lim
kæŒ

x̨
(k) = y̨

(s)

kde je vektor y̨
(s) vlastńım vektorem k ⁄1 (může to být libovolná lineárńı kombinace vektor̊u

y̨
(1)

, . . . , y̨
(r)).

D̊ukaz. Z Jordanovy věty plat́ı:

JA =

Q

cccccccca

⁄1
. . .

⁄1¸ ˚˙ ˝
r-krát

Jr+1
. . .

R

ddddddddb

Z věty 6.2 plyne

x̨
(k+1) = 1

ę
T
1 Ax̨(k)Ax̨

(k)(1)

Vynásob́ıme-li tuto rovnici zleva vektorem ę
T
1 , dostaneme

(’k œ N)(ęT
1 x̨

(k) = 1)
Odtud můžeme rozepsat flk jako:

flk = ę
T
1 Ax̨

(k) = ę
T
1 Ax̨

(k)

ę
T
1 x̨(k) = flk≠1 . . . fl0

flk≠1 . . . fl0
·

ę
T
1 A

k+1
x̨

(0)

ę
T
1 A

kx̨(0) =
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=

ę
T
1 T

≠1

Q

ccccccccca

⁄
k+1
1

. . .
⁄

k+1
1¸ ˚˙ ˝

r-krát
J

k+1
r+1

. . .

R

dddddddddb

Tx̨
(0)

ę
T
1 T

≠1

Q

cccccccca

⁄
k
1

. . .
⁄

k
1¸ ˚˙ ˝

r-krát
J

k
r+1

. . .

R

ddddddddb

Tx̨(0)

= ⁄1

ę
T
1 T

≠1

Q

cccccccca

1
. . .

1
¸ ˚˙ ˝

r-krát
( 1

⁄1
Jr+1)k+1

. . .

R

ddddddddb

Tx̨
(0)

ę
T
1 T

≠1

Q

cccccccca

1
. . .

1
¸ ˚˙ ˝

r-krát
( 1

⁄1
Jr+1)k

. . .

R

ddddddddb

Tx̨(0)

.

Podle věty 2.63 konverguj́ı diagonálńı bloky k nulové matici (dostaneme tam členy ⁄m
⁄1

, m œ n̂, které
jsou menš́ı než jedna, tud́ıž konverguj́ı k 0), a tak

flk
kæŒ
≠æ ⁄1

ę
T
1 T

≠1

Q

cccccccca

1
. . .

1
¸ ˚˙ ˝

r-krát
0

. . .

R

ddddddddb

Tx̨
(0)

ę
T
1 T

≠1

Q

cccccccca

1
. . .

1
¸ ˚˙ ˝

r-krát
0

. . .

R

ddddddddb

Tx̨(0)

= ⁄1

za předpokladu, že ę
T
1 Tx̨

(0)
”= 0. Jednak je ale nalezeńı takového vektoru x̨

(0), že ę
T
1 Tx̨

(0) = 0, dosti
obt́ıžné, jednak vše sprav́ı chyby vzniklé zaokrouhlováńım. Dále podle (1) a 6.2 plat́ı

x̨
(k) = Ax̨

(k≠1)

ę
T
1 Ax̨(k≠1) = flk≠2 . . . fl0

flk≠2 . . . fl0
·

A
k
x̨

(0)

ę
T
1 A

kx̨(0) =

=

T
≠1

Q

ca
⁄

k
1

J
k
2

. . .

R

dbTx̨
(0)

ę
T
1 T

≠1

Q

ca
⁄

k
1

J
k
2

. . .

R

dbTx̨(0)

=

T
≠1

Q

ca
1

( 1
⁄1
J2)k

. . .

R

dbTx̨
(0)

ę
T
1 T

≠1

Q

ca
1

( 1
⁄1
J2)k

. . .

R

dbTx̨(0)

.
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Analogicky jako výše dostaneme

x̨
(k) kæŒ

≠æ

T
≠1

Q

cccccccca

1
. . .

1
¸ ˚˙ ˝

r-krát
0

. . .

R

ddddddddb

Tx̨
(0)

ę
T
1 T

≠1

Q

cccccccca

1
. . .

1
¸ ˚˙ ˝

r-krát
0

. . .

R

ddddddddb

Tx̨(0)

ozn.= y̨
(s)

.

Zjistili jsme tedy, že posloupnost (x̨(k)) konverguje. Snadno se přesvědč́ıme, že jej́ı limitńı vektor
y̨

(s) je vlastńım vektorem matice A př́ıslušej́ıćım k vlastńımu č́ıslu ⁄1: Z definice flk+1 a x̨
(k+1) totiž

vyplývá vztah flkx̨
(k+1) = Ax̨

(k) a přechodem k limitě dostáváme ⁄1y̨
(s) = Ay̨

(s).
⇤

Věta 6.7. Necht’ matice A má vlastńı č́ısla ⁄, ≠⁄, která jsou v absolutńı hodnotě největš́ı a jejichž
algebraická i geometrická násobnost je 1. Necht’ y̨

(1) je vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu ⁄

a y̨
(2) je vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu ≠⁄. Necht’ T převád́ı A do Jordanova tvaru, tj.

A = T
≠1

JAT. Necht’ je x
(0) takový, že alespoň jedna z prvńıch dvou složek vektoruTx

(0) nenulová.
Potom

lim
kæŒ

Ô
fl2kfl2k+1 = |⁄|

lim
kæŒ

Ax̨
(2k) + ⁄x̨

(2k) = y̨
(1)

lim
kæŒ

Ax̨
(2k)

≠ ⁄x̨
(2k) = y̨

(2)

D̊ukaz. Viz skripta doc. Humhala, resp. wikiskripta NM. Důkaz 6.7Důkaz 6.7⇤

6.4. Redukčńı metoda. Konstruujeme dvě posloupnosti:
• Slouž́ı k napoč́ıtáńı několika v absolutńı hodnotě největš́ıch vlastńıch č́ısel
• K napoč́ıtáńı celého spektra se nehod́ı, rychle ztráćı přesnost.

Za pomoci znalosti absolutńı hodnotě největš́ıho ⁄1 œ ‡(A) a jemu odpov́ıdaj́ıćıho vlastńıho vektoru
x̨ převedeme matici A œ C

n,n na matici B œ C
n≠1,n≠1 takovou, že má stejné spektrum jako A až na

o jedno sńıženou násobnost ⁄1. Převedeme A do báze (x̨, ę2, . . . ęn) : P≠1
AP =

3
⁄1 q̨

T

◊̨ B

4
kde P je

matice přechodu mezi bázemi. Dokončit Re-
dukčńı me-
todu. Nev́ım,
jestli to sem
mám psát.

Dokončit Re-
dukčńı me-
todu. Nev́ım,
jestli to sem
mám psát.

6.5. Výpočet kompletńıho spektra matice.

Věta 6.13. Necht’ pn(x) =
qn

k=0 akx
k je polynom stupně n. Potom jeho kořeny jsou vlastńımi č́ısly

Frobeniovy matice F œ R
n,n, definované jako:

F =

Q

ccccca

≠
an≠1

an
≠

an≠2
an

· · · ≠
a1
an

≠
a0
an

1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

R

dddddb

D̊ukaz. Bez d̊ukazu.
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6.6. Trojúhelńıková metoda. Konstruujeme dvě posloupnosti:
•

)
L

(k)*Œ
k=0 dolńı trojúhelńıkové s jedničkami na diagonále

•
)
R

(k)*Œ
k=1 horńı trojúhelńıkové

Můžeme volit libovolnou L0 (dokonce ani nemuśı být dolńı trojúhelńıková) a pomoćı Doolittlovy
faktorizace napoč́ıtáváme

Lk+1Rk+1 = ALk

Poznámka 6.15. Pokud existuj́ı L œ C
n,n a R œ C

n,n takové, že

lim
kæŒ

L
(k) = L

lim
kæŒ

R
(k) = R

Potom plat́ı
A = LRL

≠1

a na diagonále matice R jsou vlastńı č́ısla matice A.

D̊ukaz. (1) Je d̊usledkem vztahu LR = AL.
(2) Plat́ı d́ıky

det(A ≠ ⁄I) = det
!
LRL

≠1
≠ ⁄LL

≠1"
= det

!
L(R ≠ ⁄I)L≠1"

= det(R ≠ ⁄I)

⇤

Poznámka 6.16. Necht’ ⁄ je d́ıky 6.15 vlastńım č́ıslem matic A a R. Necht’ y̨ je vlastńım vektorem
matice R př́ıslušný vlastńımu č́ıslu ⁄. Potom pro vektor x̨, který je vlastńım vektorem matice A

př́ıslušným vlastńımu č́ıslu ⁄ plat́ı
x̨ = Ly̨

D̊ukaz. Z d̊ukazu 6.15 (2) plyne, že R je matice A vyjádřená v bázi dané sloupci matice L. Vektor
x̨ tedy dostaneme převedeńım vektoru y̨ do p̊uvodńı báze pomoćı vynásobeńı matićı L, tj.

x̨ = Ly̨

⇤

Trojúhelńıková metoda je samoopravná, pokud je napoč́ıtaná L
(k) chybná, lze ji brát jako novou

L
(0).

6.7. Existence LU rozkladu.

Věta 6.18. Necht’ matice A je silně regulárńı, tj. existuje jej́ı LU rozklad. Necht’ dále matice E je
taková, že ÎEÎ jeTo je co?To je co? dostatečně malé. Pak existuje i LU rozklad matice A + E.

D̊ukaz. Pokud za L
(0) zvoĺıme I, pak AL

(0) = A. V tomto př́ıpadě stač́ı silná regularita. Ze spojitosti
LU rozkladu (věta 4.9) pak plyne zbytek věty. ⇤

Poznámka. Přesněǰśı d̊ukaz ani vysvětleńı, co je ”dostatečně malé“, Oberhuber neř́ıkal (a nejsṕı̌s
ani nevyžaduje).

Věta 6.19. Necht’ matice A = I + E, kde ÎEÎ jeTo je co?To je co? dostatečně malé. Pak existuje i rozklad A = LR,
kde L je dolńı troj̊uhelńıková s jedničkami na diagonále a R je horńı trojúhelńıková. Pokud ÎEÎ æ 0,
pak L æ I a R æ I.

D̊ukaz. Důsledek 6.18. ⇤
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6.8. Konvergence trojúhelńıkové metody.

Věta 6.20. Necht’ existuje trojúhelńıkový rozklad matice A
k
L0 = LkRk. Potom

Lk = Lk

Rk =
k≠1Ÿ

i=0
Rk≠i

D̊ukaz. Budeme postupně aplikovat trojúhelńıkovou metodu, tj. Lk+1Rk+1 = ALk:

A
k
L0 = A

k≠1
L1R1 = A

k≠2
L2R2R1 = · · · = ALk≠1

k≠1Ÿ

i=1
Rk≠i = Lk

k≠1Ÿ

i=0
Rk≠i

Matice Lk je dolńı trojúhelńıková a matice
rk≠1

i=0 Rk≠i je d́ıky 2.22 horńı trojúhelńıková. ⇤
Věta 6.22. Necht’ je matice A œ C

n,n regulárńı a diagonalizovatelná, tj. ‹a(⁄) = ‹g(⁄). Necht’ jsou
vlastńı č́ısla matice A navzájem r̊uzná a |⁄1| > |⁄2| > . . . > |⁄n|. Necht’ existuj́ı rozklady matic
X a X

≠1
L0. (Pomoćı matice X a jej́ı inverze diagonalizujeme matici A, L0 libovolná.) Necht’ dále

pro dostatečně velké k existuj́ı LU rozklady matic ALk (doufáme, že můžeme dostatečně dlouho
iterovat). Pak posloupnosti (Lk)Œ

k=0 a (Rk)Œ
k=1 konverguj́ı a na diagonále matice R je spektrum

matice A seřazené sestupně podle velikosti v absolutńı hodnotě.

D̊ukaz. (1) (konvergence)
A

k
L0 = XD

k
X

≠1
L0 = LXRXD

k
LY RY = LXRXD

k
LY (Dk)≠1

D
k
RY =

V prvńım rovńıtku jsme použili Jordanovu větu, v druhém LU rozklady X = LXRX a
X

≠1
L

(0) = Y = LY RY . V posledńım jsme vložili identitu, protože potřebujeme dostat
matici Dk za LY .

Nyńı dokážeme, že D
k
LY (Dk)≠1

æ I:

#
D

k
LY (Dk)≠1$

ij
=

Y
__]

__[

0 j > i

⁄
k
i Lii⁄

≠k
i = 1 i = j

⁄
k
i Lij⁄

≠k
j = Lij

1
⁄i
⁄j

2k
i > j

Z uspořádáńı vlastńıch č́ısel plyne, že D
k
LY (Dk)≠1

æ I rychlost́ı danou
1

⁄i
⁄j

2k
. (Použ́ıváme

Doolittlovu faktorizaci, plat́ı tedy Lii = 1)
Označ́ıme si Dk

LY (Dk)≠1 = I + Fk, kde Fk æ �. Vrat’me se k započaté úpravě:
= LXRX(I + Fk)Dk

RY = LXRX(I + Fk)R≠1
X RXD

k
RY =

V druhém rovńıtku jsme znovu vložili identitu. Roznásob́ıme:
= LX

!
RX(RX)≠1 + RXFk(RX)≠1"

RXD
k
RY = LX (I + Gk)RXD

k
RY

kde jsme si označili Gk = RXFk(RX)≠1 a d́ıky regularitě RX jde Gk æ �. Jako Rk si
označ́ıme RXD

k
RY , jako Lk = LX(I + Gk) Dokázali jsme, že

Lk æ LX ∆ Lk æ LX

Dı́ky ALk≠1 = LkRk implikuje konvergence Lk æ LX konvergenci Rk æ R, č́ımž je dokázána
konvergence metody.

(2) (na diagonále R jsou vlastńı č́ısla A) Limitováńım ALk≠1 = LkRk dostaneme
ALX = LXR ∆ R = L

≠1
X ALX = L

≠1
X XDX

≠1
LX = RXDR

≠1
X

Posledńı rovńıtko plat́ı, protože
X = LXRX ∆ L

≠1
X X = RX ∆ X

≠1
LX = R

≠1
X

Protože RXDR
≠1
X je součin horńıch trojúhelńıkových matic, plat́ı

diag R = diag D,
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z čehož plyne dokazované tvrzeńı. ⇤

6.9. LR algoritmus. Konstruujeme tři posloupnosti:
•

)
A

(k)*
k=1

•
)
L

(k)*Œ
k=1 dolńı trojúhelńıkové s jedničkami na diagonále

•
)
R

(k)*Œ
k=1 horńı trojúhelńıkové

Voĺıme A
(0) = A a pomoćı Doolittlovy faktorizace napoč́ıtáme

L
(k)

R
(k) = A

(k)

A
(k+1) = R

(k)
L

(k)

Poznámka 6.23. Pokud existuje horńı trojúhelńıková matice B œ C
n,n taková, že

lim
kæŒ

A
(k) = B

potom na diagonále B jsou vlastńı č́ısla matice A.

D̊ukaz.
A

(k+1) = R
(k)

L
(k) =

1
(L(k))≠1

L
(k)

2
R

(k)
L

(k) = (L(k))≠1
A

(k)
L

(k) =

Pokračujeme ve stejných úpravách a nakonec dostaneme:

= (L(k))≠1
. . . (L(1))≠1

AL
(1)

. . .L
(k)

Matice B = limkæŒ A
(k+1) je tedy podobná matici A. ⇤

V LR rozkladu potřebujeme méně paměti než pro trojúhelńıkovou metodu, neukládáme totiž
matici A. To ovšem také znamená, že jakékoliv chyby se neoprav́ı, tedy algoritmus neńı tolik samo-
opravný. K tomu také přisṕıvá to, že počátečńı matici nemůže volit libovolně.

6.10. Konvergence LR algoritmu.

Věta 6.24. Necht’ existuje trojúhelńıkový rozklad matice A
k = LkRk. Potom plat́ı

Lk =
kŸ

i=1
L̂i

Rk =
k≠1Ÿ

i=0
R̂k≠i

D̊ukaz. Využijeme vlastnosti R̂l≠1L̂l≠1 = Al = L̂lR̂l a postupně upravujeme

A
k = A1A1 . . .A1 = L̂1R̂1L̂1R̂1 . . . L̂1R̂1 = L̂1A2A2 . . .A2R̂1 = · · · =

k≠1Ÿ

i=1
L̂iAk

k≠1Ÿ

i=1
R̂k≠i =

kŸ

i=1
L̂i

k≠1Ÿ

i=0
R̂k≠i

Dı́ky 2.22 je
rk

i=1 L̂i dolńı trojúhelńıková matice a
rk≠1

i=0 R̂k≠i horńı trojúhelńıková matice. ⇤

Věta 6.27. Necht’ je matice A œ C
n,n regulárńı a diagonalizovatelná, tj. ‹a(⁄) = ‹g(⁄). Necht’

dále konverguje trojúhelńıková metoda při volbě L0 = I. Pak LR algoritmus také konverguje a
posloupnost (Ak)Œ

k=1 konverguje k horńı trojúhelńıkové matici, na jej́ıž diagonále jsou vlastńı č́ısla
matice A seřazená sestupně podle velikosti v absolutńı hodnotě.

D̊ukaz. Protože muśı být oba rozklady stejné, plat́ı Rk = R̂k a Lk =
rk

i=1 L̂i. Z toho plyne

Ak = L̂kR̂k = (Lk≠1)≠1
LkRk æ L

≠1
LR = R

Z toho plyne, že Ak z LR algoritmu konverguje k horńı trojúhelńıkové matici. Výskyt vlastńıch č́ısel
plyne z podobnosti (viz 6.23). ⇤
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6.11. QR algoritmus.

Věta 6.29. Necht’ je A œ C
n,n. Potom existuje rozklad A = QR, kde matice Q je unitárńı a R horńı

trojúhelńıková. Pokud budeme požadovat, aby diagonálńı prvky matice R byly kladné a matice A

je regulárńı, tak je tento rozklad jednoznačný.

D̊ukaz. (1) (existence) Zajǐst’uje ji např. Gramm–Schmidt̊uv ON proces (viz 6.30).
(2) (jednoznačnost)

Důkaz indukćı podle n
• n = 1

A = (A11) = I¸˚˙˝
Q

(A11)¸ ˚˙ ˝
R

• n æ n + 1
Předpokládáme existenci 2 r̊uznych rozklad̊u A = QR = Q

Õ
R

Õ. Matice blokově zaṕı̌seme
jako

A =
3 ÂA ą1

ą
T
2 –

4

Q =
3 ÂQ q̨1

q̨
T
2 —

4

R =
3 ÂR r̨

0̨T
“

4

Q
Õ =

3 ÂQÕ
q̨

Õ
1

q̨
ÕT
2 —

Õ

4

R
Õ =

3 ÂRÕ
r̨

Õ

0̨T
“

Õ

4

a tedy muśı

A =
A

ÂQÂR ÂQr̨ + “q̨1
q̨

T
2

ÂR q̨
T
2 r̨ + —“

B
=

A
ÂQÕ ÂRÕ ÂQÕ

r̨
Õ + “

Õ
q̨

Õ
1

q̨
ÕT
2

ÂRÕ
q̨

ÕT
2 r̨

Õ + —
Õ
“

Õ

B

Dı́ky indukčńımu předpokladu, tj. jednoznačnosti rozkladu ÂA = ÂQÂR můžeme určit ÂQ = ÂQÕ

a ÂR = ÂRÕ. T́ım pádem d́ıky rovnosti q̨
T
2

ÂR = q̨
ÕT
2

ÂRÕ a regularitě ÂRÕ plat́ı q̨2 = q̨
Õ
2. Máme tedy

rovnost prvńıch n sloupc̊u. Protože chceme OG matice Q a Q
Õ, muśı být sloupce rámci obou

matic ON. T́ım je však určen směr posledńıch sloupc̊u matic Q a Q
Õ (muśı být rovnoběžné)

a plat́ı 3
q̨1
—

4
= ±

3
q̨

Õ
1

—
Õ

4

S pomoćı tohoto tvrzeńı uprav́ıme rovnice pro zbylý sloupec matice na
Q(r̨1 ≠ r̨

Õ
1) + (“q̨1 ± “

Õ
q̨1) = 0̨

q̨
T
2 (r̨1 ≠ r̨

Õ
1) + (“— ± “

Õ
—) = 0

Nyńı označme část před plusem jako vektor ų a část za plusem jako vektor v̨, tj.

ų =
3
Q(r̨1 ≠ r̨

Õ
1)

q̨
T
2 (r̨1 ≠ r̨

Õ
1)

4

v̨ =
3

“q̨1 ± “
Õ
q̨1

“— ± “
Õ
—

4

Protože jsou vektory ų a v̨ v̊uči sobě OG (z ortogonality matic Q a Q
Õ) a ų + v̨ = 0̨, muśı

být ų = 0̨ a v̨ = 0̨ (jinak by nebyly OG). Z ų = 0̨ plyne rovnost r̨1 = r̨
Õ
1. Z v̨ = 0̨ plyne

“

3
q̨1
—

4
= “

Õ
3

q̨1
—

4
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To spolu s kladnost́ı “ a “
Õ (plyne z požadavku na kladnost diagonálńıch prvk̊u R) implikuje

“ = “
Õ. Z toho již snadno plyne q̨1 = q̨

Õ
1. ⇤

Poznámka. Pokud je matice A reálná, je matice Q orthogonálńı a matice R reálná.

Existuj́ı tři zp̊usoby, jak naj́ıt QR rozklad:
• Grammův-Schmidt̊uv ortonormalizačńı proces
• Householderovy transformace
• Givensovy rotace

6.12. Gramův-Schmidt̊uv ortonormalizačńı proces. Budeme hledat matici Q po sloupćıch
jako soubor vektor̊u. Označ́ıme

ą
(k) = A•k

Nejprve provedeme ortogonalizaci:
p̨

(1) = ą
(1)

p̨
(k) = ą

(k)
≠

k≠1ÿ

i=1
Ę̀a

(k)
|p̨

(i)
Í p̨

(i)

a následně normalizujeme

q̨
(k) = p̨

(k)
..p̨(k)

..
2

Pro lepš́ı numerickou stabilitu se však použ́ıvá takzvaný modifikovaný Gramův-Schmidt̊uv
ortonormalizačńı proces, který se lǐśı tak, že v ortogonalizaci použ́ıváme pro poč́ıtáńı pr̊umět̊u
už napoč́ıtané vektory, tj.

p̨
(k)
1 = ą

(k)

p̨
(k)
m = ą

(k)
≠

Èp̨
(k)
m≠1|q̨

(m)
Í...p̨

(k)
m≠1

...
2

p̨
(k)
m≠1, m = 1, . . . , k ≠ 1

p̨
(k) = p̨

(k)
k≠1

Věta 6.30. Necht’ je matice A œ R
n,n regulárńı. Potom pro QR rozklad matice A plat́ı
Q =

!
q̨

(1)
q̨

(2)
· · · q̨

(n)"

D̊ukaz.

ą
(k) =

...p̨
(k)

...
2

q̨
(n) +

k≠1ÿ

i=1
Ę̀a

(k)
|q̨

(i)
Í q̨

(i)

Definujeme matici R:

Rij =

Y
_]

_[

Ę̀a
(j)

|q̨
(i)

Í i < j..p̨
(k)

..
2 i = j

0 i > j

Z toho plyne, že vznikne QR rozklad matice A:

!
ą

(1)
ą

(2)
· · · ą

(n)" =
!
q̨

(1)
q̨

(2)
· · · q̨

(n)"
Q

ca
r11 . . . r1n

. . .
...

rnn

R

db

⇤
6.13. Householderovy transformace.

Věta 6.32. Viz 2.36 Kv̊uli numerické stabilitě neńı dobré, pokud je rozd́ıl ę
(1)

≠ x̨ malý (děleńı
malým č́ıslem), voĺıme tedy

x̨ = ≠ sgn(x1)
...x̨

(k)
...

2
ę

(1)
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6.14. QR algoritmus. Je stejný jako LR algoritmus, pouze mı́sto LU rozkladu poč́ıtáme QR roz-
klad.

6.15. Konvergence QR algoritmu.

Lemma 6.36. Necht’ existuje QR rozklad matice A
k = QkRk. Potom plat́ı

Qk =
kŸ

i=1
Q

(i)

Rk =
k≠1Ÿ

i=0
R

(k≠i)

D̊ukaz. Využijeme vlatnosti R(l≠1)
Q

(l≠1) = T
(l) = Q

(l)
R

(l) a postupně upravujeme
A

k = T
(1)

T
(1)

. . .T
(1) = Q

(1)
R

(1)
Q

(1)
R

(1)
. . .Q

(1)
R

(1) = Q
(1)

T
(2)

T
(2)

. . .T
(2)

R
(1) = · · · =

=
k≠1Ÿ

i=1
Q

(i)
T

(k)
k≠1Ÿ

i=1
R

(k≠i) =
kŸ

i=1
Q

(i)
k≠1Ÿ

i=0
R

(k≠i)

Dı́ky 2.22 je
rk≠1

i=0 R
(k≠i) horńı trojúhelńıková matice. Ověřeńı, že součin unitárńıch matic je unitárńı

matice, je triviálńı. ⇤
Věta 6.37. Necht’ matice A œ R

n,n je taková, že všechna jej́ı vlastńı č́ısla ⁄i jsou jednonásobná a
splňuj́ı

|⁄1| > |⁄2| > · · · > |⁄n|

Potom lim
kæŒ

T
(k) = T. Matice T je horńı trojúhelńıková a Tii = ⁄i. Pokud je matice A symetrická,

tak je matice T diagonálńı.

D̊ukaz.
A

k = XD
k
X

≠1 = QXRXD
k
LY RY = QXRXD

k
LY (Dk)≠1

D
k
RY =

V prvńım rovńıtku jsme použili Jordanovu větu, v druhém QR rozklad X = QXRX a LU rozklad
X

≠1 = Y = LY RY . V posledńım jsme vložili identitu, protože potřebujeme dostat matici Dk za LY .
Nyńı dokážeme (stejně jako u trojúhelńıkové metody), že D

k
LY (Dk)≠1

æ I:

#
D

k
LY (Dk)≠1$

ij
=

Y
__]

__[

0 j > i

⁄
k
i Lii⁄

≠k
i = 1 i = j

⁄
k
i Lij⁄

≠k
j = Lij

1
⁄i
⁄j

2k
i > j

Z uspořádáńı vlastńıch č́ısel plyne, že D
k
LY (Dk)≠1

æ I rychlost́ı danou
1

⁄i
⁄j

2k
. (Použ́ıváme Doo-

littlovu faktorizaci, plat́ı tedy Lii = 1)
Označ́ıme si Dk

LY (Dk)≠1 = I + Fk, kde Fk æ �. Vrat’me se k započaté úpravě:
= QXRX(I + Fk)Dk

RY = QXRX(I + Fk)(Rx)≠1
RXD

k
RY =

V druhém rovńıtku jsme znovu vložili identitu. Roznásob́ıme:

= QX

!
RX(RX)≠1 + RXFk(RX)≠1"

RXD
k
RY = QX (I + Gk)RXD

k
RY = QXQ

(k)
G R

(k)
G RXD

k
RY

kde jsme si v prvńım rovńıtku označili Gk = RXFk(RX)≠1 a d́ıky regularitě RX jde Gk æ �. V
druhém rovńıtku jsme použili QR rozklad: (I+Gk) = Q

(k)
G R

(k)
G . Označ́ıme–li si R(k)

G RXD
k
RY jako Rk

a Qk = QXQ
(k)
G , dokázali jsme, že A

k = QkRk. Dále jsme dokázali, že Qk æ QX a Rk æ RXD
k
RY ,

protože jde Gk æ �, jdou Q
(k)
G æ I a R

(k)
G æ I. Dále plat́ı:

Tk = (QXQ
(k)
G )T

AQXQ
(k)
G = (Q(k)

G )T
Q

T
x XDX

≠1
QXQ

(k)
G æ RXDR

≠1
X ,

Opsáno ze
sePlatnost
Opsáno ze
sePlatnost

Využili jsme, že plat́ı
(X = QXRX) =∆ (Q≠1

X X = RX).
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Z věty 2.22 plyne, že RXDR
≠1
X je horńı trojúhelńıková a diag R = diag D. Pro diagonálńı matici A

plyne diagonalita matice Tk, resp. T ze Schurovy věty 2.38. ⇤
6.16. Hessenbergovy QR iterace.

Lemma 6.38. Matice H
(k) v Hessenbergových QR iteraćıch je v Hessenberegově tvaru.

D̊ukaz.
H

(k) = R
(k)

Q
(k) = R

(k)
1
G

(k)
1,2

2T
. . .

1
G

(k)
n≠1,n

2T

kde matice
1
G

(k)
n≠1,n

2T
je Givensova matice, která rotuje (n ≠ 1)–ńı a n–tý řádek. Dı́ky tomu ne-

mohou při násobeńı horńı trojúhelńıkové matice R vzniknout nenulové prvky jinde, než těsně pod
diagonálou, což je Hessenberg̊uv tvar matice. ⇤
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7. Nelineárńı rovnice

7.1. Separace kořen̊u.

Věta 7.1 (Bolzanova Věta). Necht’ je f œ C(Èa, bÍ). Necht’ dále f(a)f(b) < 0. Potom funkce f má
na (a, b) alespoň jeden kořen. Pokud f

Õ na (a, b) neměńı znaménko, pak je tento kořen jedinný.

D̊ukaz. BÚNO f(a) < 0
(1) Důkaz sporem

Polož́ıme c = sup {x œ Èa, bÍ |f(x) < 0}. Předpokládáme f(c) ”= 0, tedy podle definice f(c) < 0.
Voĺıme d œ (f(c), 0) a d́ıky definici c neexistuje y œ Èa, bÍ takové, aby f(y) = d, což je spor se
spojitost́ı funkce f . ⇤

7.2. Výpočet kořene - metoda bisekćı. Necht’ je f œ C(Èa, bÍ). Necht’ dále f(a)f(b) < 0. Interval
p̊uĺıme a vždy pomoćı 7.1 urč́ıme, v které polovině se nacháźı kořen. Postup opakujeme s novým
intervalem. Označ́ıme-li kořen – a bod, který p̊uĺı interval xk, můžeme odhadovat

|– ≠ xk| Æ
b ≠ a

2k

7.3. Iterativńı metody pro hledáńı kořen̊u.

Lemma. Necht’ Ï(–) = – pro nějaké –. Necht’ je dále Ï diferencovatelná na nějakém H
r
– a pro

všechna x œ H
r
– a K < 1 plat́ı |Ï

Õ(x)| Æ K. Necht’ je posloupnost {xk}
Œ
k=0 definována rekurentńım

vztahem
xk+1 = Ï(xk), x0 œ H

r
–

Potom
xk œ H

r
–, ’k œ N

D̊ukaz. indukćı podle k

• k = 0 Je předpokladem věty.
• k ∆ k + 1

|xk+1 ≠ –| = |Ï(xk) ≠ Ï(–)|
Použijeme Lagrangeovu věty o př́ır̊ustku (předpoklady splněny indukčńım předpokladem):

|Ï(xk) ≠ Ï(–)| = |Ï
Õ(›)| |xk ≠ –| Æ K |xk ≠ –| < |xk ≠ –|

⇤
Věta 7.4. Necht’ Ï(–) = – pro nějaké –. Necht’ je dále Ï diferencovatelná na nějakém H

r
– a

|Ï
Õ(x)| Æ K pro nějaké K < 1. Necht’ je posloupnost {xk}

Œ
k=0 definována rekurentńım vztahem

xk+1 = Ï(xk)
Potom

lim
kæŒ

xk = –, ’x0 œ H
r
–

D̊ukaz.
|xk ≠ –| = |Ï(xk≠1) ≠ Ï(–)|

Dı́ky lemmatu můžeme opakovaně použ́ıt Lagrangeovu větu o př́ır̊ustku

|Ï(xk≠1) ≠ Ï(–)| = |Ï(›k≠1)| |xk≠1 ≠ –| = · · · = |x0 ≠ –|

k≠1Ÿ

i=0
|Ï(›i)| Æ K

k
|x0 ≠ –|

A tedy
lim

kæŒ
(xk ≠ –) = lim

kæŒ
K

k
|x0 ≠ –| = 0

⇤
Poznámka. Předpoklad |Ï

Õ(x)| Æ K < 1 splńıme např. tak, že |Ï
Õ(–)| < 1 (je–li varphi

Õ(x) spojité).
Budeme tedy hledat okoĺı H

r
– tak, aby to bylo splněné.
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7.4. Metoda regula falsi.

Věta 7.10. Necht’ je – kořenem funkce f . Necht’ dále existuje H
r
– takové, že f œ C

2(Hr
–). Necht’

f
Õ(–) ”= 0. Necht’ x0 œ H

r
–. Potom metoda regula falsi konverguje.

D̊ukaz. Využijeme vztahu

Ï(x) = x ≠
x ≠ x

Õ
k

f(x) ≠ f(xÕ
k)f(x)

Tedy

Ï
Õ(x) = 1 ≠

3
x ≠ x

Õ
k

f(x) ≠ f(xÕ
k)

4Õ
f(x) ≠

x ≠ x
Õ
k

f(x) ≠ f(xÕ
k)f

Õ(x)

Ï
Õ(–) = 1 + – ≠ x

Õ
k

f(xÕ
k) f

Õ(–) = f(xÕ
k) + (– ≠ x

Õ
k)f Õ(–)

f(xÕ
k)

Nyńı pomoćı Taylorových rozvoj̊u odhadneme nejprve rozvojem do druhého řádu

f(xÕ
k) = f(–) + f

Õ(–) (xÕ
k ≠ –) + f

ÕÕ(›)
2 (xÕ

k ≠ –)2

Tedy

f(xÕ
k) + (– ≠ x

Õ
k) f

Õ(–) = f
ÕÕ(›)
2 (xÕ

k ≠ –)2

A následně rozvojem do prvńıho řádu

f(xÕ
k) = f

Õ(÷) (xÕ
k ≠ –)

Tedy ve výsledku
f(xÕ

k) + (– ≠ x
Õ
k)f Õ(–)

f(xÕ
k) = f

ÕÕ(›)
2f Õ(÷) (xÕ

k ≠ –) = K (xÕ
k ≠ –)

kde K je definováno posledńı rovnost́ı. Správnou volbou x
Õ
k můžeme tedy libovolně zmenšit |Ï

Õ(–)|.
T́ım jsou splněny předpoklady 7.4. ⇤

Poznámka. Pro platnost věty je zásadńı, že se jedná o H
r
–, tj. určitá podmnožina, kde je f œ

C
2(H–). Rozhodně to neplat́ı pro všechna x œ R, pokud je f œ C

2(R).

Poznámka. Věta lze dokázat i př́ımo, dokonce se slabš́ım předpokladem f œ C
1(Hr

–):

xk+1 ≠ – = xk ≠ – ≠
xk ≠ x

Õ
k

f(xk) ≠ f(xÕ
k)f(xk) = xk ≠ – ≠

xk ≠ x
Õ
k

f Õ(›)(xk ≠ x
Õ
k)f(xk) = xk ≠ – ≠

f(xk)
f Õ(›) =

V třet́ım rovńıtku jsme použili Lagrangeovu větu.

= xk ≠ – ≠
f(xk) + f(–)

f Õ(›) = xk ≠ – ≠
(xk ≠ –)f Õ(÷)

f Õ(›) =
3

f
Õ(›) ≠ f

Õ(÷)
f Õ(›)

4
(xk ≠ –)

Dodali jsme f(–), které je nulové, a znovu použili Lagrangeovu větu. Z ńı plyne, že › œ [xk, x
Õ
k]

a ÷ œ [xk, –]. Při dostatečně malém okoĺı je prvńı závorka posledńıho výrazu menš́ı než jedna a
f

Õ(›) ”= 0. Dokázali jsme tedy, že posloupnost postupných aproximaćı konverguje.

7.5. Newtonova metoda.

Věta 7.13. Necht’ je – kořenem funkce f . Necht’ dále existuje H
r
– takové, že f œ C

2(Hr
–). Necht’

f
Õ(–) ”= 0. Necht’ x0 œ H

r
–. Potom Newtonova metoda konverguje.

D̊ukaz. Využijeme vztahu

xk+1 = xk ≠
f(xk)
f Õ(xk)

k úpravě

xk+1 ≠ – = xk ≠ – ≠
f(xk)
f Õ(xk) = xk ≠ – ≠

f(xk) ≠ f(–)
f Õ(xk)
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Použijeme Lagrangeovu větu o př́ır̊ustku:

xk ≠ – ≠
f(xk) ≠ f(–)

f Õ(xk) = xk ≠ – ≠
f

Õ(›)(xk ≠ –)
f Õ(xk) = f

Õ(xk) ≠ f
Õ(›)

f Õ(xk) (xk ≠ –)

Znovu použijeme Lagrangeovu větu o př́ır̊ustku:
f

Õ(xk) ≠ f
Õ(›)

f Õ(xk) (xk ≠ –) = f
ÕÕ(›Õ)

f Õ(xk) (xk ≠ ›) (xk ≠ –) = K (xk ≠ ›) (xk ≠ –)

kde K je definováno posledńı rovnost́ı a d́ıky spojitosti f
Õ plat́ı K < 1. T́ım jsou splněny předpoklady

7.4. ⇤
Poznámka. Obdobně jako u metody regula falsi lze dokázat př́ımo i se slabš́ım předpokladem
f œ C

1(Hr
–). Pak je ale metodou prvńıho řádu (viz 7.15).

Věta 7.15. Necht’ je – kořenem funkce f . Necht’ dále existuje H
r
– takové, že f œ C

2(Hr
–). Necht’

f
Õ(–) ”= 0. Necht’ x0 œ H

r
–. Potom Newtonova metoda je metodou druhého řádu přesnosti. Pokud je

f œ C
1(Hr

–), potom Newtonova metoda je metodou prvńıho řádu přesnosti.

D̊ukaz. (1) (druhý řád) Viz d̊ukaz 7.13.
(2) (prvńı řád) Zde můžeme použ́ıt Lagrangeovu větu pouze jednou. Pokud je však › dostatečně

bĺızko xk (což zajǐst’ujeme volbou okoĺı), pak je K = f Õ(xk)≠f Õ(›)
f Õ(xk) < 1, Newtonova metoda

konverguje podle 7.4 a je metodou prvńıho řádu.

Poznámka. Pokud neexistuje druhá derivace funkce f , konverguje (dle Oberhubera) Newtonova
metoda pomaleji.

⇤
Poznámka. Newtonova metoda obvykle konverguje rychleji než regula falsi, potřebuje ale většinou
přesněǰśı odhad, tj. menš́ı okoĺı H

r
–.

Poznámka. Pro zlepšeńı konvergence se použ́ıvá modifikace Newtonovy metody (metody regula
falsi) nazývaná line search algoritmus: Pokud se iteraćı zvětš́ı hodnota |f(xk+1)|, tj. zhorš́ı se
odhad, provedli př́ılǐs velký skok. V takovém př́ıpadě zmenš́ıme skok na polovinu a opakujeme. Toto
zlepšeńı konvergence však vede ke zpomaleńı metody.

7.6. Metody pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic.

Věta 7.24 (Lagrangeova věta o př́ır̊ustku funkce v́ıce proměnných). Necht’ G je konvexńı oblast.
Necht’ funkce f œ C

1(G). Potom pro každé ų, v̨ œ G existuje ›̨ œ (ų, v̨) (úsečka mezi ų a v̨) takový,
že

f(ų) ≠ f(v̨) = Òf(›̨)(ų ≠ v̨)

D̊ukaz. Definujeme funkci
Ï(t) = f(ų + t(v̨ ≠ ų)), ’t œ È0, 1Í

Potom
Ï

Õ(t) = Òf(ų + t(v̨ ≠ ų))(v̨ ≠ ų)
Protože Ï je funkce jedné proměnné, můžeme použ́ıt klasickou Lagrangeovu větu o př́ır̊ustku:

Ï(1) ≠ Ï(0) = Ï
Õ(÷)

Označ́ıme ›̨ = ų + ÷(v̨ ≠ ų) a budeme tedy upravovat

f(ų) ≠ f(v̨) = ≠(Ï(1) ≠ Ï(0)) = ≠Ï
Õ(÷) = ≠Òf(ų + ÷(v̨ ≠ ų))(v̨ ≠ ų) = Òf(›̨)(ų ≠ v̨)

⇤
Věta 7.25. Necht’ plat́ı:

• Existuje konvexńı oblast G, obsahuj́ıćı řešeńı ą systému rovnic f̨(x̨) = 0̨
• Jf̨ (̨a) je regulárńı
• složky f̨ jsou funkce spojité na G, jejich prvńı parciálńı derivace také (tj. f œ C

1(G))
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Potom existuje H
”
ą takové, že pro každé x̨

(0)
œ H

”
ą posloupnost generovaná Newtonovou metodou

konverguje k ą.

D̊ukaz. Nejprve d́ıky 7.24 ukážeme pomocné tvrzeńı

f̨(x̨(k)) ≠ f̨ (̨a) =

Q

ca
f1(x̨(k)) ≠ f1(̨a)

...
fn(x̨(k)) ≠ fn(̨a)

R

db =

Q

ca
Òf1(›̨1)

...
Òfn(›̨n)

R

db
1

x̨
(k)

≠ ą

2
= Jf̨ (›̨)

1
x̨

(k)
≠ ą

2

kde Jf̨ (›̨) je definovaná posledńı rovnost́ı. Dále využijeme vztahu

x̨
(k+1) = x̨

(k)
≠ J

≠1
f̨

(x̨(k))f̨(x̨(k))

Potom můžeme odhadovat...x̨
(k+1)

≠ ą

... =
...x̨

(k)
≠ ą ≠ J

≠1
f̨

(x̨(k))f̨(x̨(k))
... =

...x̨
(k)

≠ ą ≠ J
≠1
f̨

(x̨(k))
1

f̨(x̨(k)) ≠ f̨ (̨a)
2... =

=
...x̨

(k)
≠ ą ≠ J

≠1
f̨

(x̨(k))Jf̨ (›̨)
1

x̨
(k)

≠ ą

2... =
...
1
I ≠ J

≠1
f̨

(x̨(k))Jf̨ (›̨)
2 1

x̨
(k)

≠ ą

2... Æ

Æ

...I ≠ J
≠1
f̨

(x̨(k))Jf̨ (›̨)
...

...x̨
(k)

≠ ą

... = K

...x̨
(k)

≠ ą

...
kde K je definováno posledńı rovnost́ı. Budeme cht́ıt ukázat K < 1, tedy

I ≠ J
≠1
f̨

(x̨(k))Jf̨ (›̨) = J
≠1
f̨

(̨a)Jf̨ (̨a) ≠ J
≠1
f̨

(x̨(k))Jf̨ (›̨) + J
≠1
f̨

(̨a)Jf̨ (›̨) ≠ J
≠1
f̨

(̨a)Jf̨ (›̨) =

= J
≠1
f̨

(̨a)
1
Jf̨ (̨a) ≠ Jf̨ (›̨)

2
+

1
J

≠1
f̨

(̨a) ≠ J
≠1
f̨

(x̨(k))
2
Jf̨ (›̨) < 1

Kde posledńı rovnost plyne z faktu, že Jf̨ (̨a) ≠ Jf̨ (›̨) můžeme udělat libovolně malou a Jf̨ (›̨) je
omezená. ⇤
Věta 7.26. Necht’ plat́ı:

• Existuje konvexńı oblast G, obsahuj́ıćı řešeńı ą systému rovnic f̨(x̨) = 0̨
• Jf̨ (̨a) je regulárńı
• složky f̨ jsou funkce spojité na G, jejich prvńı a druhé parciálńı derivace také (tj. f œ C

2(G))
Potom existuje H

”
ą takové, že pro každé x̨

(0)
œ H

”
ą posloupnost generovaná Newtonovou metodou

konverguje k ą kvadraticky, tj. s přesnost́ı druhého řádu.

D̊ukaz. Neńı vyžadován. Spoč́ıvá v aplikaci věty o př́ır̊ustku funkce na rozd́ıly Jacobiho matic z
konce 7.25 tak, aby se z nich dostalo (x̨(k)

≠ ą).Důkaz 7.26Důkaz 7.26 ⇤
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8. Interpolace

8.1. Lagrange̊uv polynom.

Věta 8.3. Bud’ f : R æ R a body x0, x1, . . . , xn œ Df . Pak existuje právě jeden Lagrange̊uv
interpolačńı polynom Ln př́ısluš́ıćı funkci f a uzl̊um x0, x1, . . . , xn.

D̊ukaz. (1) existence
Plyne př́ımo z definice Lagrangeova polynomu.

(2) jedinečnost - d̊ukaz sporem
Předpokládáme existenci dvou r̊uzných Lagrangeových polynomů L

1
n a L

2
n. Využijeme vlastnosti

Lagrangeova polynomu
L

1
n(xi) = L

2
n(xi) = f(xi), ’i œ n̂

0

Polynom (L1
n ≠ L

2
n) je polynomem stupně nejvýše n a plat́ı

(L1
n ≠ L

2
n)(xi) = 0, ’i œ n̂

0

Tedy (L1
n ≠ L

2
n) je roven nule v n + 1 bodech, což vzhledem k jeho stupni (nejvýše n) znamená,

že (L1
n ≠ L

2
n) je nulovým polynomem a tedy L

1
n = L

2
n. ⇤

8.2. Lagrange̊uv polynom - Newtonova formule.

Věta 8.8. Pro poměrné diference k-tého řádu plat́ı

f [xi, . . . , xi+k] =
i+kÿ

j=i

f(xj)
ri+k

m=i,m”=j(xj ≠ xm)

D̊ukaz. indukćı podle k

• k = 1

f [xi, xi+1] = f(xi+1) ≠ f(xi)
xi+1 ≠ xi

= f(xi)
xi ≠ xi+1

+ f(xi+1)
xi+1 ≠ xi

• k æ k + 1

f [xi, . . . , xi+k+1] = f [xi+1, . . . , xi+k+1] ≠ f [xi, . . . , xi+k]
xi+k+1 ≠ xi

Použijeme indukčńı předpoklad na poměrné diference menš́ıho řádu

f [xi+1, . . . , xi+k+1] ≠ f [xi, . . . , xi+k]
xi+k+1 ≠ xi

= 1
xi+k+1 ≠ xi

Q

a
i+k+1ÿ

j=i+1

f(xj)
ri+k+1

m=i+1,m”=j(xj ≠ xm)
≠

i+kÿ

j=i

f(xj)
ri+k

m=i,m”=j(xj ≠ xm)

R

b =

Vyndáme přebývaj́ıćı členy a slouč́ıme sumy.

= 1
xi+k+1 ≠ xi

A
f(xi+k+1)

ri+k
m=i+1(xi+k+1 ≠ xm)

≠
f(xi)ri+k

m=i+1(xi ≠ xm)
+

+
i+kÿ

j=i+1
f(xj)

A
1

ri+k+1
m=i+1,m”=j(xj ≠ xm)

≠
1

ri+k
m=i,m”=j(xj ≠ xm)

BR

b =

Roznásob́ıme závorku, ze samostatných člen̊u dostaneme prvńı a posledńı člen sumy z tvrzeńı
věty (mı́nus využito na otočeńı závorky), v sumě vytkneme společné členy produktu.

= f(xi+k+1)
ri+k

m=i(xi+k+1 ≠ xm)
+ f(xi)ri+k+1

m=i+1(xi ≠ xm)
+

i+kÿ

j=i+1

f(xj)
(xi+k+1 ≠ xi)

ri+k
m=i+1,m”=j(xj ≠ xm)

Q

ccca
1

xj ≠ xi+k+1¸ ˚˙ ˝
pokud j ”=i+k+1

≠
1

xj ≠ xi¸ ˚˙ ˝
pokud j ”=i

R

dddb
=
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Převedeme na společný jmenovatel a následně zkrát́ıme.

= f(xi+k+1)
ri+k

m=i(xi+k+1 ≠ xm)
+ f(xi)ri+k+1

m=i+1(xi ≠ xm)
+

i+kÿ

j=i+1

f(xj)
(xi+k+1 ≠ xi)

ri+k
m=i+1,m”=j(xj ≠ xm)

Q

ccca
xi+k+1 ≠ xi

(xj ≠ xi+k+1)
¸ ˚˙ ˝
pokud j ”=i+k+1

(xj ≠ xi)¸ ˚˙ ˝
pokud j ”=i

R

dddb
=

= f(xi+k+1)
ri+k

m=i(xi+k+1 ≠ xm)
+ f(xi)ri+k+1

m=i+1(xi ≠ xm)
+

i+kÿ

j=i+1

f(xj)
ri+k+1

m=i,m”=j(xj ≠ xm)
=

i+k+1ÿ

j=i

f(xj)
ri+k+1

m=i,m”=j(xj ≠ xm)
⇤

8.3. Lagrange̊uv polynom - chyba aproximace.

Věta 8.10. Necht’ Ix µ Df nejmenš́ı interval takový, že x, x0, x1, . . . , xn œ Ix a f œ C
n+1(Ix).

Bud’ Ln Lagrange̊uv interpolačńı polynom př́ısluš́ıćı funkci f a uzl̊um x0, x1, . . . , xn. Potom existuje
› œ Ix takové, že

Rn(x) = f(x) ≠ Ln(x) = f
(n+1)(›)
(n + 1)! Ên(x)

kde definujeme

Ên(x) =
nŸ

i=0
(x ≠ xi)

D̊ukaz. Pokud x = xi pro nějaké i, tak je Rn(x) = 0 z definice Lagrangeova polynomu a Ên(x) = 0
př́ımo z definice a věta plat́ı triviálně. V ostatńıch př́ıpadech voĺıme pevné x œ Ix. Definujeme

Qn(t) = Ên(x)Rn(t) ≠ Ên(t)Rn(x)
Triviálně Qn(x) = 0. Př́ımo z definice Ên(xi) = 0, ’i œ n̂ fi {0}. Z definice Lagrangeova polynomu
plyne Rn(xi) = 0, ’i œ n̂ fi {0}. Tedy dohromady plat́ı i Qn(xi) = 0, ’i œ n̂ fi {0}, tud́ıž Qn(t) má
na Ix nejméně n + 2 kořen̊u (jeden v x a n + 1 v xi). V těchto bodech je hodnota Q

Õ
n(t) nenulová

se stř́ıdaj́ıćım se znaménkem. Můžeme tedy na těchto n + 1 intervalech aplikovat Rolleovu větu a
Q

Õ
n(t) má na Ix nejméně n + 1 kořen̊u (v každém pod-intervalu jeden). Tento proces opakujeme,

existence př́ıslušné derivace Qn(t) je zajǐstěna podmı́nkou diferencovatelnosti funkce f . Q
(n+1)
n má

na Ix nejméně jeden kořen, libovolný z nich označ́ıme ›. Plat́ı

Q
(n+1)
n (t) = Ên(x)R(n+1)

n (t) ≠ Ê
(n+1)
n (t)Rn(x)

Protože Ln(x) je polynom stupně n, můžeme zjednodušit

R
(n+1)
n (t) = f

(n+1)(t) ≠ L
(n+1)
n (x)¸ ˚˙ ˝

=0

= f
(n+1)(t)

Polynom Ên(t) můžeme rozdělit na Ên(t) = t
n+1 + pn(t), kde pn(t) je nějaký polynom stupně n, a

tedy
Ê

(n+1)
n (x) = (xn+1)(n+1) + p

(n+1)
n (t)¸ ˚˙ ˝

=0

= (n + 1)!

a tedy dohromady
Q

(n+1)
n (t) = Ên(x)f (n+1)(t) ≠ (n + 1)! Rn(x)

po dosazeńı kořenu › dostáváme

Q
(n+1)
n (›) = 0 = Ên(x)f (n+1)(›) ≠ (n + 1)! Rn(x)

z čehož jednoduchou algebraickou úpravou dostaneme tvrzeńı věty. ⇤

Věta 8.11. Necht’ f œ C
k(Df ). Potom pro libovolné i existuje › lež́ıćı mezi uzly xi, . . . , xi+k takové,

že

f [xi, . . . , xi+k] = f
(k)(›)
k!
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D̊ukaz. Použijeme 8.8 a odděĺıme ze sumy prvńı člen:

f [xi, . . . , xi+k] =
i+kÿ

j=i

f(xj)
ri+k

m=i,m”=j(xj ≠ xm)
= f(xi)ri+k

m=i+1(xi ≠ xm)
+

i+kÿ

j=i+1

f(xj)
ri+k

m=i,m”=j(xj ≠ xm)

Celou rovnici přenásob́ıme prvńım jmenovatelem:

f [xi, . . . , xi+k]
i+kŸ

m=i+1
(xi ≠ xm) = f(xi) +

i+kÿ

j=i+1
f(xj)

ri+k
m=i+1(xi ≠ xm)

ri+k
m=i,m”=j(xj ≠ xm)

Vytkneme z produkt̊u tak, aby měly stejné meze:

f(xi) +
i+kÿ

j=i+1
f(xj)

ri+k
m=i+1(xi ≠ xm)

ri+k
m=i,m”=j(xj ≠ xm)

= f(xi) +
i+kÿ

j=i+1
f(xj)

(xi ≠ xj)
ri+k

m=i+1,m”=j(xi ≠ xm)
(xj ≠ xi)

ri+k
m=i+1,m”=j(xj ≠ xm)

=

= f(xi) ≠

i+kÿ

j=i+1
f(xj)

i+kŸ

m=i+1
m”=j

(xi ≠ xm)
(xj ≠ xm)

Nyńı použijeme definici báze Lagrangeova polynomu a definici Lagrangeova polynomu (máme posu-
nuté č́ıslováńı, ale to nevad́ı, protože to je jen jiné značeńı, odpov́ıdaj́ıćı tvaru věty):

f(xi) ≠

i+kÿ

j=i+1
f(xj)

i+kŸ

m=i+1
m”=j

(xi ≠ xm)
(xj ≠ xm) = f(xi) ≠

i+kÿ

j=i+1
f(xj)lj(xi) = f(xi) ≠ Lk≠1(xi) = Rk≠1(xi)

Použijeme 8.10:

f [xi, . . . , xi+k]
i+kŸ

m=i+1
(xi ≠ xm) = Rk≠1(xi) = f

(k)(›)
k!

i+kŸ

m=i

(xi ≠ xm)

Posledńı
produkt je
0, něco je
špatně.(nejsṕı̌s
by mělo být
m od i+1, to
však neod-
pov́ıdá definici
Rn)

Posledńı
produkt je
0, něco je
špatně.(nejsṕı̌s
by mělo být
m od i+1, to
však neod-
pov́ıdá definici
Rn)

Vyděĺıme rovnici produktem a dostaneme tvrzeńı věty:

f [xi, . . . , xi+k] = f
(k)(›)
k!

⇤

D̊ukaz. (z Wikipedie: Mean value theorem (divided di�erences)) Postupujeme podobně, jako v d̊ukazu
8.10: Vezmeme si zbytek po Lagrangeovu polynomu Rk a k–krát zderivujeme. S využit́ım Newtonovy
formule dostaneme:

R
(k)
k (x) = f

(k)(x) ≠ L
(k)
k (x) = f

(k)(x) ≠ f [x0, . . . , xk] k!

Opakovaným aplikováńım Rolleovy věty dostaneme existenci ›, které je kořenem R
(k)
k . Z toho plyne:

0 = R
(k)
k (›) = f

(k)(›) ≠ f [x0, . . . , xk] k!

Z čehož úpravou dostaneme tvrzeńı věty pro nejvyšš́ı stupeň. Pro nižš́ı derivace bychom použili
polynom nižš́ıho stupně. ⇤

Poznámka. Pro k = 1 předchoźı věta přecháźı v Lagrangeovu větu o př́ır̊ustku:

f [xi, xi+1] = f(xi) ≠ f(xi+1)
xi ≠ xi≠1

= f
Õ(›)

Poznámka. Tato věta se v ZS 2016/17 neobjevila.
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8.4. Hermitova-Birkho�ova interpolace.

Věta 8.21 (V prezentaci definice). Necht’ funkce f : R æ R, interval I µ Df takový, že f œ C
M (I).

Bud’te x0, x1, . . . , xn œ I r̊uzné uzly, ve kterých známe
f

(k)(xi), ’i œ n̂
0
, ’k œ m̂

0
i , kde mi œ M̂

Definujeme č́ıslo

N =
nÿ

i=1
(mi + 1)

Potom existuje právě jeden polynom HN≠1(t) stupně N ≠ 1, který splňuje

H
(k)
N≠1(xi) = f

(k)(xi), ’i œ n̂
0
, ’k œ m̂

0
i

Tento polynom se nazývá Hermitovský interpolačńı polynom.

D̊ukaz. Bez d̊ukazu.

Věta 8.23. Necht’ a Ix µ Df nejmenš́ı interval takový, že x, x0, x1, . . . , xn œ Ix a f œ C
N (Ix). Bud’

HN≠1 Hermitovský interpolačńı polynom př́ısluš́ıćı funkci f a uzl̊um x0, x1, . . . , xn. Potom existuje
› œ Ix takové, že

f(x) ≠ HN≠1(x) = f
(N)(›)
N ! �N (x)

kde definujeme

�N (x) =
nŸ

i=0
(x ≠ xi)mi+1

D̊ukaz. Bez d̊ukazu.

8.5. Interpolace v R
n.

Poznámka 8.25 (Oprava chyby v prezentaci). Mějme r̊uzné body (xi, yj) , ’i œ n̂
0
1, ’j œ n̂

0
2 a

funkci f(xi, yj). Potom můžeme definovat bazické polynomy

l
x
i (x) =

n1Ÿ

k=1,k ”=i

x ≠ xk

xi ≠ xk

l
y
j (y) =

n2Ÿ

k=1,k ”=j

y ≠ yk

yj ≠ yk

Lagrange̊uv interpolačńı polynom má potom tvar

Ln(x, y) =
n1ÿ

i=0

n2ÿ

j=0
f(xi, yj)lx

i (x)ly
j (y)
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9. Derivace a integrace

Poznámka. (ZS 2015/16) Přednášeno bez prezentace, ta prý zat́ım neńı použitelná. (ZS 2016/17)
Prezentace již je k dispozici. Zat́ım ponecháno v p̊uvodńım stavu.

Spáchala
Hanele ze
svých výpisk̊u.
Chtělo by to
přepsat podle
prezentace, ale
už se mi to ve
zkouškovém
dělat nechce.

Spáchala
Hanele ze
svých výpisk̊u.
Chtělo by to
přepsat podle
prezentace, ale
už se mi to ve
zkouškovém
dělat nechce.

9.1. Numerická derivace. Chceme-li derivovat funkci, známe-li pouze jej́ı funkčńı hodnoty, dostáváme
se do problémů. Můžeme funkci zkusit aproximovat jej́ım Lagrangeovým polynomem a źıskat představu:

f
Õ(x) ƒ L

Õ
n(x)

tedy
f

Õ(x) ≠ L
Õ
n(x) = R

Õ
n(x)

Z 8.10 v́ıme, že Rn(x) = f(n+1)(›)
(n+1)! Ên(x). Aplikaćı Leibnizova pravidla pro derivováńı součinu dosta-

neme:

R
(k)
n (x) =

kÿ

i=0

3
k

i

4
f

(n+1+k≠i)(›(x))
(n + 1)! Ê

(i)
n (x)

Pro napoč́ıtáńı k-té derivace tedy potřebujeme, aby byla f alespoň n + k + 1–krát diferencovatelná,
nav́ıc neznáme závislost › na x. Ukazuje se nav́ıc, že chyba derivace v uzlech neńı nulová. Tudy
tedy cesta nepovede. Naš́ım ćılem tedy je udělat R

Õ
n(xi) libovolně malé ’i. Mějme funkci f œ C

2(x).
Vyjádř́ıme jej́ı Lagrange̊uv polynom stupně 1 na intervalu Èx0; x1Í

L1(x) = f(x0) + f [ x0; x1] (x ≠ x0) = f(x0) + f(x1) ≠ f(x0)
x1 ≠ x0

(x ≠ x0)

L
Õ
1(x) = f(x1) ≠ f(x0)

x1 ≠ x0
= f

Õ(›)

kde posledńı rovnost plyne z Lagrangeovy věty o př́ır̊ustku funkce (÷› œ Èx0; x1Í f(x1) ≠ f(x0) =
f

Õ(›)(x1≠x0)). Mějme tedy h = x1≠x0. Bude nás zaj́ımat chyba aproximace v závislosti na zmenšuj́ıćım
se h. K tomu budeme potřebovat konečné diference. Předpokládejme nyńı ekvidistantńı rozděleńı
uzl̊u tak, že bude platit: xi = x0 + ih, ’i œ N Rozvineme podle Taylora:

f(x1) = f(x0) + f
Õ(x0) (x1 ≠ x0)¸ ˚˙ ˝

h

+f
ÕÕ(x0)
2! (x1 ≠ x0)2

¸ ˚˙ ˝
h2

+f
ÕÕÕ(›1)
3! (x1 ≠ x0)3

¸ ˚˙ ˝
h3

f(x≠1) = f(x0) + f
Õ(x0) (x≠1 ≠ x0)¸ ˚˙ ˝

≠h

+f
ÕÕ(x0)
2! (x≠1 ≠ x0)2

¸ ˚˙ ˝
h2

+f
ÕÕÕ(›≠1)

3! (x≠1 ≠ x0)3
¸ ˚˙ ˝

≠h3

=

= f(x0) ≠ f
Õ(x0)h + f

ÕÕ(x0)
2! h

2
≠

f
ÕÕÕ(›≠1)

3! h
3

Vytvoř́ıme dopředné, resp. zpětné diference prvńıho řádu:
f(x1) ≠ f(x0)

h
= f

Õ(x0) + 1
2f

ÕÕ(x0)h + 1
3!f

ÕÕÕ(›1)h2 = f
Õ(x0) + O(h)

f(x0) ≠ f(x≠1)
h

= f
Õ(x0) + O(h)

Za předpokladu spojité diferencovatelnosti druhého řádu jsme tedy schopni aproximovat prvńı de-
rivaci s přesnost́ı prvńıho řádu.

f(x1) ≠ f(x≠1) = 2hf
Õ(x0) +

3
1
2f

ÕÕ(x0)h2
≠

1
2f

ÕÕ(x0)h2
4

¸ ˚˙ ˝
=0

+ 1
3!

!
f

ÕÕÕ(›1)h3 + f
ÕÕÕ(›≠1)h3"

f(x1) ≠ f(x≠1)
2h

= f
Õ(x0) + f

ÕÕÕ(›1) + f
ÕÕÕ(›≠1)

3! h
2 = f

Õ(x0) + O(h2)
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za předpokladu spojité diferencovatelnosti do třet́ıho řádu. Tvaru f(x1)≠f(x≠1)
2h se ř́ıká centrálńı

diference. Protože ›1, ›≠1 œ Èx≠1; x1Í a f je na Èx≠1; x1Í spojitě diferencovatelná do třet́ıho řádu, je

|
1
3! (f

ÕÕÕ(›1) + f
ÕÕÕ(›≠1)| Æ C

na Èx≠1; x1Í tedy je omezená. Přesuneme se k druhé derivaci. Rozepsáńı f(x1) a f(x≠1) tentokrát
sečteme a dostaneme:

f(x1) + f(x≠1) = 2f(x0) + f
ÕÕ(x0)h2 + f

ÕÕÕ(›1) ≠ f
ÕÕÕ(›≠1)

3! h
3

f(x1) ≠ 2f(x0) + f(x≠1)
h2 = f

ÕÕ(x0) + f
ÕÕÕ(›1) ≠ f

ÕÕÕ(›≠1)
3! h

Za předpokladu spojité diferencovatelnosti 3. řádu źıskáme odhad s přesnost́ı h. Máme-li však spoji-
tou diferencovatelnost čtvrtého řádu, je odhad s přesnost́ı h

2 (opět dokážeme přes Lagrange, vyskoč́ı
tam čtvrtá derivace).

9.2. Numerická integrace. Vzorce pro I(f) se nazývaj́ı vzorce pro numerickou integraci, resp.
kvadraturńı vzorce. Mějme reálnou funkci reálné proměnné. Interval, na kterém chceme integrovat,
stejně jako u derivace, rozděĺıme ekvidistantně na menš́ı intervaly: xi = x0 + ih, ’i œ n̂ a posč́ıtáme
př́ıspěvky od jednotlivých část́ı. Použijeme interpolaci f(x) takovou, aby se dobře integrovalo. Pro
x bĺızké x0 bude přibližně platit:

b⁄

a

f(x)dx =
b⁄

a

f(x0)dx = (b ≠ a)f(x0) = f(x0)h

Zaj́ımá nás chyba, které se při této aproximaci dopust́ıme.

E0(f) =
b⁄

a

f(x)dx ≠

b⁄

a

f(x0)dx =
b⁄

a

(f(x) ≠ f(x0)¸ ˚˙ ˝
L0(x)

)dx

¸ ˚˙ ˝
R0(x)

Rozvineme f(x) Taylorem:
b⁄

a

3
f(x0) + f

Õ(x0)(x ≠ x0) + 1
2f

ÕÕ(›)(x ≠ x0)2
≠ f(x0)

4
dx =

h
2⁄

≠ h
2

f
Õ(x0)t + 1

2f
ÕÕ(›)t2

dt Æ

Za předpokladu f œ C
(2) lze použ́ıt větu o středńı hodnotě integrálu a odhadnout tak |f

ÕÕ(›)| Æ c (›
totiž záviśı na x):

Æ f
Õ(x0)

5
t
2

2

6 h
2

≠ h
2

+ 1
2c

5
t
3

3

6 h
2

≠ h
2

= 1
2c

h
3

12 = O(h3)

Tedy odhad máme s přesnost́ı h
3. Zkuśıme se nyńı přesunout k Lagrangeově polynomu vyšš́ıho řádu,

vezměme n = 1.
L1(x) = f(x0) + f(x1) ≠ f(x0)

x1 ≠ x0
(x ≠ x0)

b⁄

a

L1(x)dx = 1
2h(f(a) + f(b))

E1(f) =
b⁄

a

f(x) ≠ f(x0) ≠
f(x1) ≠ f(x0)

x1 ≠ x0
(x ≠ x0)dx

E1(f) =
b⁄

a

R1(x)dx =
b⁄

a

f
ÕÕ(›)
2 (x≠x0)(x≠x1)dx = c

2

h⁄

0

t(t≠h)dt = c

2

5
t
3

3 ≠h
t
2

2

6h

0
= c

2(h
3

3 ≠h
h

2

2 ) = O(h3)
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Znovu jsme použili větu o středńı hodnotě integrálu a odhad |f
ÕÕ(›)| Æ c. Přednášku z ne úplně

zjevného d̊uvodu zakončila Cavalieri-Simpsonova formule:

I2(f) = a ≠ b

6

3
f(a) + 4f

3
a + b

2

4
+ f(b)

4
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