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ZNACEN{
| Znacka | Popis
A matice
(C] nulova matice
I matice identity
R™™ C™™ | prostor redlnych, komplexnich matic rozméru m x n
Ay ij - ty prvek matice
T i - ty prvek vektoru
o(A) spektrum matice
p(A) spektralni polomér matice
vg(A) geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla A
Va(N) algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla A
z vektor
0 nulovy vektor
T AT | transpozice vektoru, matice
A1 inverzni matice
T, A" hermitovsky sdruzeny vektor, matice
(@) skalarni soucin vektort
12| norma vektoru
n {meN|m<n}
7 AU {0}
H, Okoli bodu x
H e-okoli bodu z
C(M) tfida vSech funkei na mnoziné M spojitych
CP(M) tfida vSech funkci na mnoziné M spojité diferencovatelnych do Fadu p
Dy Defini¢ni obor funkce f
v operator nabla
Topo LIST

Predélat necelociselné, nebo vymazat, tuhle vétu si Mlha vycucal z prstu, protoze pri psani
skript zapasil s tim, ze jsme tu mocninu viibec nedefinovali. Na zkousce mi Oberhuber
rekl, ze by to definoval Schurovsky, ale on kazdy pristup ma néco. . . . . . . . .. ...

Zrevidovat, zjednodusit dukaz 3.2 - Mlha si ho cely vycucal z prstu, snad by to slo prepsat
bez toho megavyroku. . . . . . . . . L L e e e e e e e

Priklad 4.6 . . . . . o o e s

Priklad 4.8 . . . . . . e e e e

Priklad 4.10 . . . .« o e e e

Zkontrolovat. Mélo by to byt takto, ale nejsem si jisty . . . . . . . .. .. ...

Priklad 4.12 . . . . o e e

Thomastv algoritmus . . . . . . . . .. Lo e e

Schurtiv doplnék . . . . . . . Lo

Diikaz nutnosti podminky od doc. Humhala . . . . . . . . ... 000

Dtkaz 6.1 vzala Hanele z felackych vut skript (ale zdd se, Ze funguje), podle zapisku z
prednasky neni vyzadovan . . . . . . . . . .. Lo e e e e e e

Mam ty véty prepsat? . . . . . . . ...

Dukaz 6.7 . . . . . e e e e e e e e e e

Dokonc¢it Redukéni metodu. Nevim, jestli to sem mam psat. . . . . . . . . .. . . ... ...

To je co? .« o o e

Opséano ze sePlatnost . . . . . . . . . . e e e e e e
Dukaz 7.26 . . . . . . e e
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Posledni produkt je 0, néco je Spatné.(nejspis by mélo byt m od i+1, to vSak neodpovida
definici Ry) . . . o o o o o

Spachala Hanele ze svych vypiskt. Chtélo by to prepsat podle prezentace, ale uz se mi to ve
zkouskovém délat nechce. . . . . . . ..o Lo



DISJUNKTNI DOPLNEK K PREZENTACIM DOKTORA OBERHUBERA 5

2. OPAKOVANI A DOPLNEN{ ZNALOST{ Z LINEARNI ALGEBRY
2.1. Trojihelnikové matice.

Véta 2.22. Nechf jsou A a B € C™" dolni (resp. horn{) trojihelnikové matice. Pak matice C = AB
je dolni (resp. horni) trojihelnikova. Déle pak plati:

Vi€ n,Cy = AyuBy;
Diikaz. Protoze jsou matice A a B dolni trojuhelnikové, plati A;, = 0, Vi < k a By; =0, Yk < j.
Tudiz: _ '
n K 1
Ci; = ZAikBkj = ZAikBkj = ZAikBkj
k=1 k=1 k=j
coz je rovno 0 pro i < j a Ay;B;; pro ¢ = j. Dikaz pro horni trojuhelnikové matice je obdobny. O

Véta 2.23. Necht je A € C™" regularni dolni (resp. horni) trojihelnfkovd matice. Pak matice A~*
je dolni (resp. horni) trojihelnikova. Déale pak plati:

1
A
Diikaz. Oznaéime B = A~! a vyjdeme ze vztahu AB = I. Protoze je matice A dolni trojihelnikova
a regularni, plati Az =0, Vi < k a Ay; # 0, Vi € fi. Proto:

n (2
L;; = ZAikBkj = ZAikBkj
k=1 k=1

Vien, (A )= (Ay) " =

(1) B dolni trojihelnikova
indukci podle ¢ pri pevném j
e i=11<y

7 1

]Iij =0= ZA“@B]C] = ZAlkBkj = Au Blj = Blj =0, Vj >1

~—
k=1 k=1 -0

e i =i+l i+1<y
Indukéni predpoklad: By; = 0, Vk <4

i+l i+l
Lit1,=0= ZAi+1,kBkj = Z A1 kBry = A1 i1 Big1; = Bipr; =0, Vi >i+1
k=1 k=it 1 —

#0
(2) Prvky na diagonéle B
Jelikoz je matice B dolni trojuhelnikova, plyne piimo z 2.22:
1
A
Diikaz pro horni trojihelnikové matice je obdobny. O

Li; =1=AuBy; = By =

2.2. Rozklad matice na horni a dolni trojihelnikovou.

Véta 2.24. Kazdou silné regularni matici A € C™" lze jednoznacné vyjadrit ve tvaru soucinu:
A = LDR

kde:
e L je dolni trojihelnikova matice s jednickami na diagonale
e D je diagonalni matice
e R je horni trojtihelnikova matice s jednickami na diagonale

Dikaz. (1) existence
Drtkaz indukei podle n
en=1
A= (Ay)=T(A)LtedyL=TaR=1I



6 WIKI SKRIPTUM

AT
kde A’ € C™" a diky indukénimu predpokladu mizeme rozlozit A’ = L'D'R’
Obdobné oznacime i matice L, D a R a chceme dokazat

L 0\ /D 0\ (/R 7 (LD 0\ (R 7
1) \oT aq)\oT 1) Uy q) \0T 1)~

_(UDR  LD7 \ _ (A §
DR Tor+d)  \adt o

en—>n+1
Oznacime

Chceme tedy urcit l_; 7 a d. Protoze je A silné reguldrni, je A’ v kazdém kroku reguldrni
a tedy i L', D' a R’ jsou reguldrni. Upravime LD’ = ¥ a tim uréime ¥ = (I[/ID)')f1 .

Obdobné .
DR =a’ == (D'R)")'a
d=a-I"D'7
(2) jednoznac¢nost

Dikaz sporem, predpokladame, ze existuji 2 rizné rozklady A = L1D1R; = LoDsRs. Upravou

dostaneme
DiR; = (L;) 'LoDyRy
DRy (Ry) ™! = (ILy) LoDy

kde D;R;(Ry)~! je horni trojihelnikova matice a (IL;) 'LyDy je dolni trojihelnikovd matice
podle 2.22 a 2.23. Z toho plyne, Ze (IL1)~'Ly je diagonalni s jednickami na diagondle, tedy

upravujeme
(L) 'Ly =1
(L) My =T=1L; =L,
A obdobné
Ri(Ry) ' =1=R; =Ry
D =Dy

O

Poznamka. Cisla na diagondle matice D z 2.24 nejsou vlastnimi Cisly matice A (jsou to pivoty

GEM, viz 4.5).
2.3. Rozklady matic.

Véta 2.34. Householderova reflekéni matice je hermitovska a unitdrni.

Dikaz. (1) Hermitovskost (H*(w) = H(w))

(2) Unitarita (H*(@) = H~1(&))
Diky hermitovskosti matice a vztahu @*o = (W|w) = |||
H(w)H* () = H(W)H(w) =1

Véta 2.35 (Unitdrn{ matice zachovava normu). Necht U je unitdrni matice. Pak plati:

|UZ]|2 = (]2
Pro libovolny vektor .
Diikaz.
|UZ||2 = (Uz|UZ) = (UZ)*UZ = £*U*UZ = 2*U'UZ = &% = (£)7) = ||Z))3
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Véta 2.36. H(w) je Householderova reflekéni matice a @ je libovolny vektor z C™.
Pak vektor H(w)v je zrcadlovy obraz vektoru ¢ podle nadroviny

L={ZeC"|wZ = (Z|d) =0}
v tom smyslu, Ze spliuje

o |[H(w)d|| = [|7]
o H(w)i+7 €L

H ()7 + @) = 0 < (1 — 2007 + 7d) = (20 — 205" 5]@)) =

(T |0 = 2 (B|0) — 2 % G0 = 2(T]d) — 2 FT =0
=1 2(v)

L &V € L, (H(W)7 — 7]7) = 0

(H(w%)5 — 9]) = (I — 2007 — §7) = —2 (Gi*¥]F) = —2 F* 007 = 0

Il
N~
—~
=
g
=
I
[\&}

A
w
S~—
—~
=
=
g
S~—
<y
\
&
l_

O

Véta 2.37. Nechtf A je vlastni ¢islo matice A, pak existuje Householderova matice H(w) takovd, Ze
H (@) AH(w)eM) = aeV)
kde &) je prvnim bazickym vektorem.

Diikaz. Necht A € 0(A) a ¥ piislusny vlastni vektor. Volime @ tak, aby zobrazil vektor # do sméru
vektoru (V). Podle 2.36 musi platit:

Zvolime tedy W takto:

SO
1E® = 2 2
a pokud vezmeme I jako normovany:
= S
W= e
le®) — |

ProtoZe je Householedora matice unitdrni, musime vektor Z normovat, jinak by totiz H(w)Z nemohl
byt jednotkovy vektor. Z volby w pak plyne:

AH(@)e) = AZ = \T
H (@) AH(w)e) = AH(w)Z = e,

coz dokazuje vétu. O

Poznamka. Je jedno, jestli bude vektor @ mifit na jednu, nebo na druhou stranu. zasadni je pouze
kolmost na L.

A
09

Poznamka. Mé) = e = M=| !
0

Poznamka. M = H(w)AH(w) je podobnostni transformace.
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Véta 2.38 (Schurova véta). Libovolnd matice A € C™" se da zapsat jako
A =TU"RU

kde U je unitarni matice a R je horni trojihelnikovd matice.
Poznamka 2.39. Vlastni c¢isla matice A jsou na diagonale R diky 2.44.
Diikaz. Podle 2.37 existuje wp € C™ ktery pii spliuje

A

0

H(w)AH(@G) = | . A/ | = HiAH,

0
Méme tedy dalsi matici A’ € C*~1"~1 ke které opét miizeme podle 2.37 najit vektor wh € C"~L.
Definujeme matici

1
H, = 0 ! (. 72
2= | H(u)
0
ktera splnuje rovnici
1 A1 1
10 =N AT (o 0 !/ =/ 0 / 0 1,72
H' (wy) A'H () = HoHy AH, Hy = : H (w2) : A : H (wQ)
0 0 0
Al T1
0 A
- 0 7
: A
0 O

Naprosto stejnym postupem pokracujeme dale, az dojdeme k matici obsahujici na diagonale vlastni
¢isla matice A a pfipadné dalsi nenulové prvky nad diagondlou (ty tam kvili jedni¢kdm v maticich
H, a dalsich ztstanou). Tu oznaéime jako matici R. Dale ozna¢ime

n—1
U = H ani
=0

Protoze jsou vSechny matice H(w)y) Householderovy reflekén{ matice, jsou podle 2.34 unitarni. Soucin
unitdarnich matic je unitdrni matice (dikaz na dva radky je trivdlni), tedy celd matice U je unitérni.
Matice U~! bude mit tvar H;Hs...H,. To uZ je ekvivalentni s tvrzenim véty:

U'AU=R < A=TU"RU

Véta 2.40. Normdlni trojihelnikova matice je diagonalni.

Diikaz. Necht je matice A € C™™ normalni dolni trojihelnikova. Pak plati A*A = AA* a Ay, =
0, Vi < k a dale:

n

= (A)ikAr =D (A%)ihAy = ZAmAm > IAwil?
k=i k=i

k=1

(AA%)i =Y A Z Ai (A" Z AR = ZIMI
k=1

3
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(A*A); = (A"A)y < Z\Akﬂz = Z|Aik|27 Vi€ n
k=i k=1
Diukaz provedeme indukci podle i

e ;=1

A = [Al> =D Al = An* + D _[Awl? =D |Al> =0
k=1 o k=2 k=2

Jelikoz jsou vsechny ¢leny pravé sumy nezaporné, musi byt rovny 0, tedy A =0, Vk > 1
o i —>i+1
Indukéni predpoklad: Ay ;41 =0, Yk <i+1

i+1 i+1 n n
Aipriel? = D Al =) Ak l? = D ikl = AP+ Y Al
k=i+1 k=1 k=i+1 k=i+2

7, ¢ehoz plyne diky nezdpornosti ¢lenii pravé sumy A; 11, =0, Yk > 7+ 1
Ditikaz pro horni trojiuhelnikové matice je obdobny. O
Véta 2.41. Pro libovolnou normalni matici A existuje unitarni matice U tak, ze
A =U"RU

kde R je diagonalni. Je-li A hermitovska, pak R ma na diagondle redlna cisla.
Diikaz. (1) Ukézeme, ze R je normdlni, pak podle 2.40 bude také diagondlni.

A =TU'RU = UA =RU = UAU* =R

R* = (UAU")* = (AU*)*"U* = UA*U*

RR* = UA@A*U* = UAA*U* = UA*AU" = UA*U"UAU* = R*R
I

= R je normélni = R je diagonalni.
(2) A je hermitovskd = A je normélni.

A =TU"DU = D = UAU*
kde D je diagonalni matice.
D* = (DAU*)* = UA*U* = UAU* =D
—~
A=A*
D*=D=DeR™"
protoze transpozici se diagonalnich prvka nedotkneme a rovnost hermitovsky sdruzenych
prvka nastava pokud jsou prvky redlna cisla. O
2.4. Rozklady matic - Jordanova Véta.

Véta 2.42 (Jordan). Necht A € C™"™ a A1, Ag, ..., A, jsou vSechna jeji navzdjem riznd vlastni ¢isla.
Pak je matice A podobné blokové diagondlni (Jordanové) matici J tvaru:

J
I= K ,@
© I
kde:
Ak
1 py O

I = . , Vk€p
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Pocet bloku prislusejicich k A je roven v4(\) a soucet Fada téchto bloku je v,()). Matice J je az na
poradi bloku déna jednoznacné.

Dikaz. Bez dukazu.

Véta (Véta navic). Necht A € C™»". Definujeme pro p € N mocninu matice AP takto:

AP = ﬁA
k=1

Potom plati:
(1) Pokud rozlozime matici A podle 2.42 tak, ze A = T~1JT, pak plati

AP = T71JPT
(2) Pokud rozlozime matici A podle 2.38 tak, ze A = U*RU, pak plati
AP = U*RPU

Diikaz. (1) Vyuzijeme rozkladu:
AP =AA .. A=TYTTJT...T"YT=T"JJ...))T = T-1J°T
(2) Vyuzijeme rozkladu a faktu, Ze matice U je unitérni, tj. U* = U~
AP = AA...A = U'RUU*RU... U*RU = U"'RUU'RU...U~'RU = U"}(RR...R)U = U~ RPU
t

Poznamka. V prezentaci je mocnina matice definovana pomoci Schurovy véty, kde je navic pridan
pozadavek, aby matice A byla hermitovska a pozitivné definitni, diky ¢emuz je matice R diagondlni
s kladnymi ¢leny a tim pddem se Schurova véta stavé specialnim pripadem véty Jordanovy. Tato de-
finice umozni jednoduse definovat i necelo¢iselné mocniny. Piredesla véta v prezentaci chybi, prestoze
je obcas pouzivana.

2.5. Vlastni ¢isla matice.
Véta 2.44. Podobné matice A a B maji stejnd vlastni Cisla se stejnou geometrickou nasobnosti.

Diikaz. Diky podobnosti existuje takovad matice T, Ze A = T~'BT. Déle rozlozime B podle 2.42 a
oznaéime B = K~1JK, kde J je Jordanova matice. Pak plati:

A=T"'BT = T"'K~'JKT = (KT) *J(KT)

coz je podobnostni transformace a z ¢ehoz diky podmince jednoznacnosti v 2.42 plyne, Ze matice J
je Jordanovou matici k matici A. Z definice Jordanovy matice pak plyne tvrzeni véty. O

2.6. Pozitivné definitni matice.
Definice 2.45. Matice A € T™" je pozitivné definitni <
VZ £ 0, T*AZ € RT
zna¢ime A > 0. Plati-li pro B € T™" vztah A — B > 0, pak piSeme A > B.

Véta 2.46. Vsechna vlastni ¢isla pozitivné definitni matice A jsou kladna. Je-li A hermitovska
matice s kladnymi vlastnimi ¢isly, pak A je pozitivné definitni.

Driikaz. e Nechf X vlastni ¢islo A a ¥ pFislusny vlastni vektor.
0 < (AZ|Z) = \Z|Z) = M|Z|Z = A >0

e Podle 2.41 A = U*DU kde D je diagonalni, a tedy kladna. Vezmu tedy libovolny vektor
Z#0avektor y=UZ =y #0

(AZ|Z) = (U*DUZ|Z) = (DUZ|UZ) = (D7) = "D > 0
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2.7. Normy.

Véta 2.53. Pro libovolné dvé normy || - ||; & || - ||2 na mnoziné vektori z C™ existuji kladné konstanty
Y1 a 2 takové, ze V& € C™ plati:

llZl < [[Zl2 < 2l 7l
Diikaz. Bez dikazu, pro zdjemce viz Turisticky pruvodce matematickou analyzou 3, Véta 6.7
Véta 2.54. Necht {f(k)}zozl je posloupnost vektori z C" a || - || libovolnd norma. Potom
P s ze 2P -z =0

Diikaz. (=) Pokud #*) — Z, pak [|Z*) — #| s — 0 a tento vztah pak diky 2.53 plati pro libovolnou

normu.

(<) Diky 2.53 plati [|#*) — #|| s — 0, tedy max|Z") — %] — 0 a proto Vi € a, |#¥) — #| — 0, coz
iEN

je jinak zapsano %) — 7 O

Véta 2.60. Pri znaceni:

[Alloo = nax IAZ] o

4 = max A7,

[All2 = e, IAZ][2

pro kazdou matici A € C™™ plati vztahy:

n

1A]loe = max Y "[Aj]
1E€EN —)
‘7_

n
|Alln = max ) Ay
I€n =1

[A[l2 = +/p(A*A)

Dikaz. (1) Al = mox A7 = max S 4
Pro kazdé pevné i € # volime &; = sgnA;; a potom (AZ); = Z?:1|Aij|. Plati ||Z||cc = 1 a
tvrzen{ plyne z definice || - ||co.

Poznamka. Hleddme maxima pres radky, maximové normé pro matice se tedy rika také radkova
norma.

(2) Al = ax, [AZ]|, = maXZz 1141

Volim k aby A byl maxnnalnl (VI # K, D0 Au] < 300 |Al]). Poté volim & tak, ze Vi #
k, & = 0 a &, = 1. Tento vektor spliiuje ||Z]|; = 1 a zdroven tim maximalizuji |AZ|;. Z
max Y . |A;| = Y1 |Ai| potom plyne tvrzeni véty.

jen = =

Poznamka. Hleddme maxima pres sloupce, normé se tedy rika sloupcova.

3) lIAll2 = e, [AZ]l2 = /p(A*A)

A AZ|AT 2 A* AT
I = pma 145 = max IAZl; _ |y ATIAT) _ | (EIAAD)
| E2= 1213 #2023 20 |73

Déle vyuzijeme toho, Ze matice A*A je normdlni (ovéfeni na Fddek préce s hvézditkovanim),
tedy lze ji napsat ve tvaru U*DU

(Z|A*AZ) (Z|U*DUZ) (UZ|DUZ)
max ~——5— = MaX —— —5— = MaxX — —5—
o | z20  |Z1I3 #2073
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Oznacime 3§ = UZ a diky 2.35 plati ||§]| = ||Z||. Déle ozna¢ime \; = D;; vlastni ¢isla matice A*A
UZ|DUZ 7D i
ma§< wt2m> = max <y|ﬁ‘227> = max Zz 1| Hyl n Z|)‘||yl‘2
#0175 720 I 0 Sualul® gl

Toto maximum nastavéd pro takovy vektor ¥, ze jehoz slozka y, = 1 pro takové k, pro které je
Ak nejvétsi vlastni ¢islo matice A*A. Tedy

n

| _1Z|/\ [lil” = A = p(A"A) = [|A]3
Poznamka. Je-li A hermitovska, plat{ A*A = A? a ||Allz = v/p(A2) = p(A). (Rovnost plyne z
2.8)
Je-li A unitarni, pak ||[Alj2 =1 O

2.8. Konvergence geometrické posloupnosti matic.

Lemma. Nechtf J € C™" je Jordanovou matici z rozkladu 2.42. Potom plati

) 0 1< j
k T ’ . .
(J )U {(i/_fj))\k:(lj)’ i>3j

Diikaz. Indukci podle k

e k=1
Plyne primo z 2.42.
e k—k+1

(Jk-‘rl) . Q]L]]k Zu]]zl ]

Z definice Jordanovy matice plati, ze

1, I=i—-1
Ju=<¢A, =1
0, jinak

a tedy
Zle = (IM)ic1g + ATy

Pouzijeme indukéni pfedpoklad
0, <]
I+ I8, = 0+ A(; BN (i=3) = \k+1 1=
( »J J —j J
(l 5 1))\k (i=1-3) 4 )\( ))\k—(i—j) = (’Z?j;)/\k+1—(i—j)7 i>j

kde posledni rovnost plyne ze vztahu (,",) + (}) = (") O

Véta 2.63. Necht A € C™™. Potom plati

lim AF =0 < p(A) < 1

k—o0

Diikaz. Podle 2.42 rozlozime A = T~1JT a diky Véta navic plati A¥ = T~1J*T. Diky lemmatu je
ziejmé, Ze klim (J¥);; = 0 pravé tehdy, pokud pro viechna vlastni éfsla A plati [A| < 1. O
— 00

Véta 2.64. Necht A € C™". Potom plati

3 maticovd norma | - ||, [|Al < 1 = lim AF =@
k—o00
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Diikaz. Z ||A|| < 1 plyne:
|A*|| < [|AI* < 1% = lim ||A*| =0= lim A*=0©
k— o0 k—o0

Véta 2.65. Necht A € C™". Potom plati
¥ maticové normy || - ||, p(A) < ||Al
Diikaz. Oznacime A\* € o(A) a Ve > 0 oznaéime

1
=~ A
IA] +e

A
1B = A+ 2

diky 2.64. Pro néjaky & vlastni vektor matice A plati

Bio L A Nz ez

Al +& Al +e

Kde plati AB € o(B) a AB < 1 diky 2.63. Pak plati

XA = (A +e)AB < Al +&, Ve >0
a tedy |M*| < ||A| O

Véta 2.66. Necht A € C™". Potom plati

a potom

<1=>B"> 6

ZAi<oo<i> lim AF = ©
k—oo

=0

D A <oo= ) AT =(T-4)""
=0 i=0
Diikaz. (=) Dusledek nutné podminky konvergence rady.
(<) Oznacime Sy = Y- | A% a plati
(I—A)S), =1 A+F!

Diky 2.63 p(A) < 1, a tedy 0 ¢ o(I — A), tedy (I — A) je reguldrni, diky ¢emuz muzeme
upravit
Sk = (I—A)~1 (I — AFF)
lim S, = (I—A)™!
k—o0

Véta 2.67. Necht A € C™" a ||A|| < 1. Potom plati

ZA’

Diikaz. Diky 2.64 a 2.66 vime (I — A)~" = "7 A" a tedy pii vyuziti trojihelnikové nerovnosti
(IAB|| < [[AllIB]]) plati
[ A]"+!

k [e's) k [e%S) 00
-1 _ ZAi ZAi o ZAi AR+ ZAi < HAkJrIH ZHAHZ _ - ||A||
=0 =0 1=0 1=0 1=0

kde posledni rovnost plyne ze vzorce pro soucet geometrické rady. O

A~
T 1 AP

vk e N

>

i=k+1
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3. UVOD DO NUMERICKE MATEMATIKY
3.1. Reprezentace cisel s pohyblivou desetinnou carkou.

Veéta 3.2. Libovolné = € R Ize v libovolné soustavé o zédkladu 3 s libovolnou presnosti aproximovat
redlnym cislem x4, jehoZ zapis v této soustavé ma konecny pocet cifer.
Diikaz. BUNO > 0. Ozna&ime piesnost aproximace € = |z — 24| a zapiSeme x5 = S p__ :c,(f ) gk
Dokazujeme vyrok

n
T — Z ‘,L.I(f) Bk

k=—m

(Ve > 0)(V8 € N~ {1})(3m,n € N)(VI € Zn(—m,n))(3z\” € Z,0 < 2" < B)( <e)

PfepiSeme x5 do dvou sum (celd a desetinnd ¢ést), tedy

n n m _(B)
€T
T = § xiﬂ)ﬁk: E :xl(f)ﬁk—’—E : ﬁkk
k=0 k=1

k=—m

a dale vyuzijeme toho, ze kazdé realné ¢islo se da pro néjaké konecné u € N zapsat jako
u oo T
_ k —k
oY a3
k=0 k=1

Polozime n =u a xl(B) = xy, Yl € ZN (—m,n) a odhadujeme

n

T — Z xéﬁ)ﬁk

k=—m

u

Zxkﬁk-l-z% —Zﬂfkﬁk —Z%
k=0 k=1 k=1

k=0

k=m+1

> |-

k=m+1

=1
> 5=

k=m+1

m+1

B

a protoze chceme dosdhnout mTH < g, stadi volit m = |ef]| — 1, aby platil dokazovany vyrok. O

=1
ZWS

k=m+1

3.2. Podminénost matic.

Véta 3.29. Nechf matice A € C™" je reguldrni. Bud 7 FeSenim soustavy A7 = b # 0 a dale bud'te
0&, 0b perturbace takové, ze plati A(Z + dZ) = b+ §b. Pak plati
[[60]]

”6i”” < w(a) 190l
Izl I

a jde-li o indukovanou maticovou normu, pak existuji b # 0 a db # 0 takové, ze nastava rovnost.

Diikaz. (1) Diky regularité matice A a pozadavku nenulovosti soustavy plati b #0az +# 0. Upravou
soustavy s perturbacemi dostavame

AST = b+ 8b — AT = b
a diky regularité A tedy 0% = A~16b. Aplikaci trojihelnikové nerovnosti déle ziskdvame
1Bl < [[A[[lIZ]
I8z < A~ [l|ab]
a tedy
BlllIoZ < [IAlIIA= 2] [18b]|

Vydélime (nenulovymi) vektory a pouzijeme definici x(A) = [|A[|||A™!]|, &imZ dostaneme tvrzent
véty.
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(2) Pokud je maticovd norma indukovand, lze si definici normy pfepsat jako

B
[B]) = max [V
7 7
a tedy pti volbé Z' takového, aby nastalo toto maximum, plati
o IBZ ~
1B = Bl 12]] = [1B2]]

a tedy se trojuhelnikova nerovnost stava trojihelnikovou rovnosti. Moznost volby takovych
vektorti mame, z ¢ehoz plyne tvrzeni o rovnosti v dokazované vété O

3.3. Predpodminéni.

Poznamka 3.30. Nechf A € C™". Definujeme vzdélenost s normou p matice A od mnoziny sin-
guldrnich matic jako

. ) OlIA]l
dist,(A) = min L
o(4) = i { 4T,

(14 0)A je singulérni}

Potom plati
1

dist,(A) < A

Dukaz. Bez dukazu.
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4. PRIME METODY PRO LINEARNI SOUSTAVY
4.1. Pravidla o elementarnich dpravach.

Definice 4.1. Elementarnimi tipravami matice nazveme:

e Nasobeni vSech prvkiu jednoho fadku konstantou
e Pric¢teni nasobku jednoho radku k jinému
e Prohozeni dvou radku

a obdobné tpravy pro sloupce.

Poznamka 4.2. Nésobeni k-tého fadku matice A Cislem « je ekvivalentni nasobeni matici M, kde

a, t=j=k
Mij =41, i=j#k
0, i#]

Poznamka 4.3. Pricteni a-nasobku k-tého fadku matice A k jejimu [-tému fadku je ekvivalentni
nasobeni matici M zleva, kde
a, 1=INj=k
Mij=4q1, i=J
0, jinak
Poznamka 4.4. Provedeni konecného poctu radkovych, resp. sloupcovych elementarnich tprav

matice je ekvivalentni ndsobeni zleva, resp. zprava takovou matici, kterd vznikla z matice I stejnymi
elementarnimi tpravami, provedenymi ve stejném potadi.

4.2. Gaussova eliminaéni metoda. Gaussova eliminaéni metoda (GEM) je pfimou metodou

feSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic AZ = b, kde matice A je regularni. Sklada se ze

dvou fazi:

(1) Pfimy chod - Pfeviddime pomoci elementdrnich tprav soustavu AZ = b na soustavu UZ = J;
kde matice U je horni trojihelnikova.

(2) Zpé&tny chod - Redfme soustavu UZ = d pomoci zpétné substituce.

4.3. Gaussova elimina¢ni metoda - pfimy chod. Méjme reguldrni matici A € C™"™. Méjme
soustavu

Au A oo A\ (@ b
A21 A22 o AZn 52 b2
Anl AnQ e Ann fn gn

Predpokladdme Aj; # 0. Nazveme tento prvek pivotem v prvnim kroku.
Nyni provedeme nésledujici elemetarni ipravy:

1) Vydélime cely prvni ¥adek prvkem Aq;

2) Yk € i\ {1} odecteme od k-tého fadku Ay; ndsobek prvniho fadku.

Dostavame tedy soustavu

1 Ui -+ Uy 7 d
0o A o Al |z by
0 ALY o AR/ TS\
pri znaceni

Aq;

U, = —L

YT AL

- by
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A = Ay — Aa Uy,
b = b — Andy
Nyni aplikujeme stejny postup na soustavu bez prvniho fadku a sloupce. Obecné tedy pocitame pri
k-tém kroku
(k—=1)

_ Ay
NG

Apr
. k1)
dp = =&

k-1
A"

Uy,

k E—1 k—1
Az('j) = Agj )~ Az('k )Ukj
B 56 - Al

4.4. Gaussova eliminaéni metoda - zpétny chod. Resfme soustavu s horni trojuhelnikovou
matici UZ = d. Obecné napocitdvame 'y od n dolu jako
n
Ty = di — Z UpiTs
i=k+1
4.5. Gaussova elimina¢ni metoda - slozitost. Gaussovu elimina¢ni metodu provadime v n
krocich. V kazdém takovémto k-tém kroku:
1) Délime fadek pivotem, tj. n — k operaci
2) Odecitame tadek ode vSech ostatnich, tj. n — k + 1 operaci na n — k 4+ 1 fadcich, dohromady
(n — k 4+ 1)? operaci

To je dohromady > ,_;n — k + (n — k + 1)? operaci, tedy sloZitost je

O(n?)

coz znamend, ze Gaussova eliminacni metoda je v praxi pouzitelnd pouze pro malé matice.

4.6. Gaussova eliminac¢ni metoda - numericka analyza.
Definice. Definujeme rozsifenou matici soustavy jako

P=(a|b)

Vyuzijeme 4.4 a 4.2, diky kterym je déleni prvnitho fadku prvkem A;; ekvivalentni nasobeni zleva
matici

1 s g
1) A 1T
(MI)U: 1, i=j#1
0, i#]

A diky 4.3 je odecitani Ag; nasobku prvniho fadku ke k-tému ekvivalentni ndsobeni zleva matici

—Ap1, i=kAj=1

(M) =31, i=j
Yo, jinak

Dohromady tedy definujeme matici iprav v prvnim kroku jako

Ay
__ Aoy
n—1 ﬁn 1
1 1 __A31
M( ) — H Mnfk = Al 1
k=0 .
_Anl 1



18 WIKI SKRIPTUM

Definice. Definujeme matici aprav v k-tém kroku Gaussovy elimina¢ni metody jako

n—k

k)

M® = H Mgl—z
=0

Poznamka. Matice tprav v k-tém kroku Gaussovy elimina¢ni metody ma tvar
1

_1
A(k*l)
M*) = b
_ Tk+1,k 1
=1
Akk

(k—1)
_Ank 1

(k—1)
Ag

kde sloupec s podily je k-ty.
Definice. Definujeme matici soustavy na konci k-tého kroku Gaussovy eliminaéni metody jako

Pk — MR plk—1)

kde
PO =p
Poznamka. Matice soustavy na konci k-tého kroku Gaussovy elimina¢ni metody ma tvar
1 U -+ Uigr Uy - U, @
1 - Ugg-1 Uy - Uy da
Pk = 1 Up-1x o Ukoin | dios
(k—1) (k—=1) | 7(k—1)
Ak Ay, by
A;12—1) o Asﬁl—n ple=1)

Definice. Definujeme matici aprav Gaussovy elimina¢ni metody jako

M = nHlMW’@
k=0

Vidime, Ze plati
(0] d) =P™ =mPp
a tedy také
U=MA

Na diagonale matice M jsou prevracené hodnoty pivotii Gaussovy elimina¢ni metody. Definujeme

tedy matici
I iy
0, P F ]
a pro ni plati
A=M"'D')DU
coz je podle 2.24 LDR rozklad.

Véta 4.5. Zakladni Gaussovu elimina¢ni metodu lze provést pravé tehdy, kdyz je matice soustavy
silné regularni.
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Dikaz. (= ) Oznaéime matici A po k-té tpravé jako A®) . Protoze lze provést Gaussovu eli-
minaéni metodu, ma matice A nenulové pivoty, tj.

AV o0, Vien
a existuje rozklad A = M~'U. Ozna¢ime L. = M~! a vime, Ze

=D vieq

(5

Li; =A

Déle vime, Ze na diagonale matice U jsou jednicky, tedy detU = 1. Blokové rozepiseme
(velikosti blokt jsou stejné):

_ (A Ay (L © U; Us
a tedy

k
det Ay = detLydet Uy = [T ALY #0
i=1

Protoze velikost bloki mtzeme volit libovolné, tj. k € i, je matice A silné regularni.
( <) (sporem) Nechf je i nejnizsi index, pro ktery je jeho pivot roven 0, tj.

AT =0

Provedeme i — 1 kroki GEM. Blok A; pro i-ty krok bude horni trojihelnikova matice s
jednickami na diagonale s vyjimkou posledniho prvku, ktery bude nulovy. To implikuje, ze

det Ay =0

a tudiz neni matice A silné regularni.
O

4.7. Modifikovana Gaussova elimina¢ni metoda. Pokud matice A neni silné regularni, mize
se stat, ze nektery z pivoti je nulovy. V tom pripadé vyuzijeme 4.1 a prohozenim nékterych radka
a sloupct najdeme nenulovy pivot (Coz pro reguldrni matice vzdy pijde).

Muze se ale také stat, ze nami zvoleny pivot kvuli zaokrouhlovacim chybdam sice nebude nulovy, ale
bude velmi maly. V takovémto piipadé sice muze pouzit zékladni Gaussovu elimina¢ni metodu, ale
vysledek nemtze dévat smysl. Podobna situace muze nastat, pokud je A Spatné podminéna, tedy
podle 3.30 je blizkda mnoziné singularnich matic.

Priklad 4.6.

Naopak pokud by néktery pivot byl velmi velky, mize se stat, ze po vydéleni timto pivotem by
ostatni fadky uz prilis neovlinily nasledujici ipravy matice. To ale tolik nevadi, protoze vypocet to
moc neovlivni.

Modifikovana Gaussova elimina¢ni metoda tedy spociva ve vybéru spravného pivota v kazdém kroku.
Vybirdme bud’ nejvétsi prvek ze zbyvajici submatice (O(n?)), nebo kviili niz&f vipocetni naroénosti
pouze z tadku, kde je puvodni pivot. Témito ipravami vlastné prevadime matici na silné regularni.

4.8. GEM a vice pravych stran. Pokud chceme vyfesit stejnou soustavu s vice pravymi stra-
nami, staci pfimy chod provést pouze jednou se vSemi pravymi stranami najednou. Naopak zpétny
chod musime provadét pro kazdou pravou stranu zvlast, avSak sloZitost zpétného chodu je pouze
O(n?).

Abychom mohli provést pfimy chod pouze jednou, potfebujeme znét vsechny pravé strany na
pocatku vypoctu, coz v praxi ¢asto neni mozné. Tento problém tesi tzv. LU rozklad.

Priklad 4.6
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4.9. GEM a LU rozklad. Ozna¢ime L = M™!. Poté

A=LU
Timto muzeme prevést tlohu AZ = b na tii tlohy
e A=LU
. U=
e Ld=b

z nichz pouze posledni zavisi na pravé strané puvodni tlohy. Navic matice L a U jsou trojuhelnikové,
takZe TeSen{ druhé a tfeti tilohy ma slozitost O(n?).

Poznamka. Diky definici matice iprav Gaussovy elimina¢ni metody muzeme urcit tvar matice L
pomoci kroki Gaussovy elimina¢ni metody, tedy

n—1 -1 n 1
L= <H M(”k)> -1 (M(k)) .

k=0 k=1
Vsimnéte si zmény poradi nasobeni! Obdobné diky definici matice uprav v k-tém kroku Gaus-
sovy elimina¢ni metody muzeme urcit

kde uz trividlné

A tedy

(a®) o Al

E—1
AP 1

(k-1)
ALy 1
Lemma 4.7. Pro ¢ < j plati, Ze souc¢in matic typu

(Mu))’l <M<j>) -

odpovida jejich ”sjednoceni”, tj. nahrazeni i-tého sloupce druhé matice i-tym sloupcem prvni matice.
Vizuélné viz prezentace.

Dikaz. Zrejmé, je vidét z roznasobeni. O

Poznamka. Pro platnost lemmatu je zdsadni platnost nerovnosti ¢ < j, tj. poradi ndsobeni! (Ne-
rovnosti zajistuje jedni¢ku na i-tém prvku diagondly druhé matice, a tim pouhé ,piekopirovani®
i—tého radku prvni matice.)

Poznamka. Toto lemma plati obecné pro matice této struktury, ne jen matice M.
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Diky predchozimu lemmatu jiz vidime
Ay
As AY)
L=|Axn AY AR

A AV AR ARV
Coz jsou presné prvky, které se nuluji pod diagonalou v Gaussové elimina¢ni metodé. Proto lze
LU rozklad pocitat tak, ze upravujeme matici jako v pfimém chodu Gaussovy eliminaéni metody
a nenulujeme prvky pod diagonalou. K tomu navic nepotiebujeme Zadnou pamét navic, viechny
upravy se provad{ na jediné matici. (Jednicky na diagonédle matice U nemusime uklddat a matici
postupné prepisujeme, protoze kazdy jeji prvek potfebujeme pravé jednou.)

Priklad 4.8.

4.10. Kompaktni schéma pro LU faktorizaci. V praxi se k vypocitani LU rozkladu nepouziva
Gaussova elimina¢ni metoda, ale 2 metody, znamé jako Croutova a Doolittlova faktorizace. Croutova
faktorizace generuje jednicky na diagonale matice U, kdezto Doolitlova faktorizace generuje jednicky
na diagondle matice L. Nejde tedy o stejny rozklad! Ve skutecnosti jsou rozklady vzdjemnou trans-
pozici, tedy

A=LcUg = (Up)" (Lp)T
Provedeme numerickou analyzu Croutovy faktorizace, Doolittlova faktorizace je obdobna. Vyjdeme

ze vztahu
min{s,j}

Ay = Z L, Uk;
k=1
Piedpoklddame U;; = 1 a tedy ze vztahu pro prvky A;; a Ay
Lii = An

Aqs
Ulj:ﬁ,v‘j>1

Obdobné miizeme upravit vztahy pro prvky A a Agj, tentokrat se ovSem musime omezit na i > 2
aj>2:
Lio = Az — LinUpo
Ao — Lo Uy
U2j = D2 Tl ,V] > 2
La2
A obecné ze vztahu pro A;; dostaneme pro j pevné iteraci pres ¢ > j

7j—1
Lij = Aij — Y _ LUy
k=1

a nasledné pro pevné i iteraci pres j > ¢
i—1

Aij = 2 g1 LinUgj
Lii

Véta. Croutovu a Doolittlovu faktorizaci lze provést pravé tehdy, kdyz je matice A silné regularni.

Uij =

Diikaz. Algoritmy lze provést pravé tehdy, kdyz nejsou zadné diagonélni prvky matice L nulové. Na
diagonéle matice L jsou ale pivoty zdkladni Gaussovy eliminaéni metody (plyne z jednozna¢nosti
LU rozkladu). Z 4.5 plyne tvrzeni véty. O

Croutova a Doolittlova faktorizace neumoznuji volbu pivotu tak, jako modifikovand Gaussova
elimina¢ni metoda. To ale tolik nevadi, protoze prvky matic I. a U napocitivame pouze jednou a
nepiepisujeme je, ¢imz se minimalizuji chyby vypoctu. Navic pokud zndme L;; a U;;, nepotiebujeme
uz déle znat A;;, tedy stejné jako u vypoctu LU rozkladu pomoci Gaussovy eliminaéni metody
miiZeme piepisovat prvky matice A a tim uSetiit pamét.

Priklad 4.8
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Véta 4.9. Necht A € C™" a jeji LU rozklad A = LU. Potom funkce L;; (Ag;) a U;; (Ag) jsou spojité.

Diikaz. Ze vztahu pro Croutovu faktorizaci je vidét, Ze jsou to racionalni funkce, a tedy spojité za
predpokladu nenulovosti L;;. O

Poznamka. 7 diukazu 4.9 vyse je ziejmé, ze i tato metoda bude mit problémy s malymi pivoty, tj.
bude méné stabilni pro $patné podminéné matice.

Priklad 4.10.

4.11. LU rozklad pro symetrické matice - Choleského dekompozice.

Véta 4.11 (Choleského rozklad). Necht je matice A hermitovské a reguldrni. Pak existuje horni
trojihelnikova matice S takovd, ze plati

A=S8'S
Tomuto rozkladu se k4 Choleského rozklad (dekompozice).

Diikaz. Diky 2.24 plati A = LDR a A* = R*D*L*. Protoze je matice A hermitovskd, plati diky
jednoznac¢nosti rozkladu 2.24 L = R* a D = D*. Oznacime S = D:R a pak plati

S*S = R* (D*)? D*R = LDR = A
O

Choleského rozklad je pouze specidlnim pripadem LU rozkladu kde S = U = LL* a tedy muzeme
upravit vztahy pro Croutovu faktorizaci do tvaru

i—1

Sii = y| Aii — Y _ SkiSki
k=1

S, = Ay — _2_:11 SkiSk;

Sii

Priklad 4.12.

4.12. Thomasuv algoritmus.

4.13. Schuriv doplnék.
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5. ITERATIVNI METODY — UVOD A SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC
5.1. Iterativni metody obecné.

Véta 5.1. Iterativni metoda tvaru
gkt — gk) gk) 4 k)
splnujici
7= B0z 4 o
konverguje pro libovolné Z(® k # pravé tehdy, kdyz
k

lim HIB%UH) -0

k—o0 -
=0
Driikaz.
lim 2% — 7 = lim B Dgk-1 4 gk _glk-Dz _ &k=1) _
k—o0 k—o0
k—1
= i =D (zk=1) _ 2 —... = i (k—i=1)(z(0) _ 2
klin;oB (zZ Z) khﬁngo E) B (z Z)
coz je rovno nule pro libovolné #(© pravé tehdy, je-li splnéna podminka z véty. U

Poznamka. Vzhledem k tomu, Ze je vybér £ libovolny, bude tato metoda konvergovat i pfes
numerické chyby. Iterativni metody pro feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic maji samo-
opravujici vlastnost a jsou tudiz stabilni vzhledem k numerickym chybam.

5.2. Stacionarni iterativni metody.
Véta 5.2. Staciondrni iterativni metoda, tj. metoda tvaru
D) = gz®) 4 ¢
splnujici
¥=Br+¢

konverguje pro libovolné Z(¥ k & pravé tehdy, kdyz

lim B* =0
k— o0
Diikaz. BF = Hf:o B a tedy platnost této véty plyne primo z 5.1. (|

Véta 5.3. Stacionérni iterativni metoda, tj. metoda tvaru
D — gz 4 ¢
splnujici
T=BrX+¢C
konverguje pro libovolné Z(¥ k # pravé tehdy, kdyz
p(B) <1
Dikaz. Plyne z 2.63 a 5.2. O
Véta 5.4. Postacujici podminkou pro to, aby stacionarni iterativni metoda, tj. metoda tvaru
2+ — gzk) L &
splnujici
Z=Br+¢
konvergovala pro libovolné #© k 7 je

3 maticovd norma || - ||, ||B|| < 1

Diikaz. Plyne z 2.64 a 5.2. O
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Véta 5.5 (Aposteriorni odhad chyby pro staciondrni iterativni metody). Pro staciondrn{ iterativn{
metodu, tj. metodu tvaru
) = gz®) 4 ¢
splnujici
Z=Br+¢
kde & je TeSenim soustavy linedrnich rovnic AZ = 5, plati pti pouziti souhlasné normy tyto odhady
chyby aproximace feSeni:

1) H:E(’“) —fH <||a=Y Hm

-z )| 1B

2) g1 _ k) H

Diikaz. (1) Nahrazujeme vektor # pomoci # = A~1b.

70 _ :EH - HA L(Az®)

<||a=) oz -5

kde posledni nerovnost plyne z trojuhelnikové nerovnosti.
(2) Nahrazujeme vektor # pomoci Z = (I — B) !¢, coZ je inverze podminky pro feSeni.

o = o3 a0 < -5 -
kde posledni nerovnost je opét aplikaci trojithlenikové nerovnosti.
—B)~| H(Hf j] — |a-B)" |H Bz*) — j\ = [|r-B)~!| HMWU - Ba® 4\ -
— |(1-B) 1H Fh=1) _ (k))H < H(H*B)AH B ||z 7f(k)H

kde posledni nerovnost je znovu pouze aplikaci trojihelnikové nerovnosti. O
Definice 5.6 (V prezentaci pozndmka). Necht Z*) je k-t aproximace FeSeni soustavy linearnich
rovnic AZ = b. Potom definujeme reziduum v k-té iteraci

HB) A
Véta 5.8 (Apriorni odhad chyby pro staciondrni iterativni metody). Pro staciondrni iterativni
metodu, tj. metodu tvaru
kD) — gz g
splnujici
Z=BrX+¢
a dale splnujici pro néjakou maticovou normu

Bl <1

( =) H+ €] >

— Bl

kde pouzivand vektorova norma je souhlasna s normou maticovou.

plati
wa)

Dikaz.
k—1

# — BtV 47— — B0 1+ Y e
=0
Protoze ||B|| < 1, tak diky 2.65 p(B) < 1, a tedy 0 ¢ o(I — B), tedy (I — B) je reguldrni a mizeme

upravovat
oo

f=(I-B)i=i=(1-B)'c=) B¢
=0
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kde posledni rovnost plati, protoze |B|| < 1, a tedy diky 2.64 fada konverguje. S pomoci téchto
dvou rozvoju muzeme za pouziti trojihelnikové nerovnosti a vzorce pro soucet geometrické rady
odhadovat

k—1 ) 00 ]
7k — 7 B’“f“HZB“—ZBZ’% = IB%"”“J?(O)—ZIB%%“ = ||B* (f(o)—Z]Bi5> <
=0 =0 i=k =0
k|| =(0) = i N ) = i k(|| =0 €]
< B |7 - 5w < i | [+ Sueiier ) = it ([« + 2
=0 =0

O
5.3. Metoda postupnych aproximaci. Vyuzijeme znalosti rezidua v k-té iteraci a definujeme
FrHD) = gk _ @b — k) _ A7) 4 h = (1— A)Z® +b
Vidime, ze tato metoda obecné spliuje podminku
T=N0-AZ+b

Véta 5.9. Metoda postupnych aproximaci pro soustavu linedrnich rovnic Az = l_;, kde matice A je
reguldrni, tj. metoda tvaru
ZHD = (1 - A)Z® +b
konverguje pro libovolné Z(® k # pravé tehdy, kdyz
p(I—A)<1
Dikaz. Plyne z 5.3. O

Poznamka. Diky 2.65 je postacujici podminkou konvergence metody postupnych aproximaci exis-
tence néjaké normy, pro kterou
Im—Al <1

Véta 5.10. Necht p(¢) je polynom, A € C™" a X € o(A). Potom p()\) € a(p(A)).
Diikaz. Vyuzijeme vztahu A € 0(A) < (A — All) je singularni. RozepiSeme p(t) do tvaru

p(t) = ait’, an #0
1=0

Potom muzeme upravit

PA) —pWI =D a A" =) aX =) ai(A— A = (A—AD) Y a;(A— D)
=0 i=0 i=1 i=1
Z &ehoz plyne, ze p(A) — p(A) je siguldrni a tedy p(\) € o(p(A)). O

Poznamka. (Dikaz z predndsky) Z 2.8 vime, Ze se pfi mocnéni umociiuje spektrum. S pomoci
Jordanovy véty dale zjistime, Ze pro nasobeni plati:

abAF = aFXT1JPX = X 1(ad)"X
Obdobné pro scitani. Z toho je vidét, spektrum souctu matice obsahuje soucet vlastnich cisel.
SloZenim téchto operaci definuje polynom. Plati tedy p(A) = maticeX ~1p(J)X, coz dokazuje vétu.

Véta 5.11. Nechf matice A je hermitovské a pozitivné definitni. Pak metoda postupnych aproximaci
pro soustavu linedrnich rovnic AZ = b konverguje pro libovolné #(© k # pravé tehdy, kdyz

O<A<2

Dikaz. Diky 5.9 metoda postupnych aproximaci konverguje pravé tehdy, kdyz o(I — A) C (—1,1).
Hermitovskost matice A ndm zaru€uje redlnost vlastnich ¢isel. Vezmeme polynom p(t) = 1 —t, tedy
p(I—A) = A a wzitim 5.10 dostdvdme o(A) C p((—1,1)) = (0,2), tedy A je pozitivné definitni.

Vezmeme polynom ¢(t) = 1+ ¢, tedy ¢(I — A) = 2I — A a uzitim 5.10 dostdvdme o(2I — A) C
q((—1,1)) = (0,2), tedy 2I — A je pozitivné definitni. To je jinak zapsédno A < 21I. O
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Poznamka. Nejspise plati i pro nehermitovské matice. Vsechny véty, které jsou v dikazu pouzité,
plati bez ohledu na to, zda jsou vlastni ¢isla redlna ¢i komplexni, pokud se nahradi interval kruhem
v C obsahujicim dany interval.

5.4. Predpodminénd metoda postupnych aproximaci. Abychom zlepsili konvergenci metody
postupnych aproximaci, vynasobime soustavu regularni matici H a dostavame

HAZ = Hb

Pouzitim metody postupnych aproximaci pro tuto soustavu dostavame

#*) = (1 - HA)Z® + Hb
Podminka .

Z= (I —-HA)Z+ Hb

je splnéna diky tomu, ze je obecné splnéna pro metodu postupnych aproximaci.
Véta 5.13. Pfedpodm}:néné metoda postupnych aproximaci s predpodminénim H pro soustavu
linedrnich rovnic AZ = b, kde matice A je regularni, tj. metoda tvaru

#*D) = (1 - HA)Z® + Hb
konverguje pro libovolné Z(® k # pravé tehdy, kdyz

p(I—HA) <1

Dikaz. Plyne z 5.3. (|

Poznamka. Diky 2.65 je postacujici podminkou konvergence predpodminéné metody postupnych
aproximaci existence néjaké normy, pro kterou

II-HAJ| <1
Véta 5.14. Necht matice A je hermitovskd a pozitivné definitni. Pak pfedpodminéns metoda po-
stupnych aproximaci pro soustavu linedrnich rovnic Az = b konverguje pro libovolné #(©) k # kdyz
plati postacujici podminka
O<A<H'+(H)
Konvergence je navic monoténn{ vzhledem k normé || - ||

Dikaz. Chceme dokézat ||[I—HA|a < 1 a tim splnit pFedpoklady 5.13 (Energetickd norma existuje,
protoze je A hermitovskd a pozitivné definitni).

T — HA||, = HA%(]I _HA)A"?

- H]IfA%HA%
2

=Bl
kdy# oznaéime B =1 — A2HA?Z. Dale
IBllz < 1 & |BJI3 <1
Vyuzijeme 2.60 a 2.65
IBJI = p(B*B) < BB

pro néjakou normu. Budeme tedy odhadovat ze shora matici B*B.

B*B = (I— A*HA?)*(I— A2HA?) = (I — AZH*A2)(I — A?HA?)
kde posledni rovnost plyne z hermitovskosti matice A.

(I—AZH*A?)(I— ATHA?) =1 — A? (H* + H)A? + AZH*AHA?

Vyuzijeme snadno ovéfitelné rovnosti H*(H™! + (H~)")H = H* + H a dostivdme

I-AS(H* + H)A? + ASH'AHAS =1 ASH*(H ™ + (H!)")HA? + ASH*AHAS
=1- ASH*(H ' + (H™!)" - A)HAZ

>0
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kde jsme k odhadu vyuzili predpokladu véty. Dédle vime, ze H*H je pozitivné definitni (Ovéfeni:
(H*HZ|Z) = (HZ|HZ) = ||HZ|| > 0). Protoze i A je pozitivné definitni, mizeme odhadnout

ATHFH '+ (H™Y)" - A)HA? >0
A protoze i B*B je pozitivné definitni, kone¢né mizeme odhadnout
I-AZHH '+ (H )" - A)HA? <1
Tim jsme naplnili predpoklady 5.13, a tedy dokézali platnost véty. O
Jak tedy volit matici H? Pokud bychom volili H = A~! dostdvdme
gD = (1-AT'A) ZW + A 5 =7

Tedy predpodminénd metoda postupnych aproximaci by konvergovala v prvni iteraci. AvSak vypocet
A~! provadime Gaussovou elimina¢ni metodou, éemuz jsme se chtéli vyhnout.

Oblibenou metodou je tzv. netplny LU rozklad, kde malé prvky zanedbavdme, ¢imz mizeme
zlepsit ¢asovou naro¢nost.

5.5. Richardsonovy iterace. Zavedeme tzv. relaxaéni parametr § € C. Metoda Richardso-
novych iteraci je predpodminénou metodou postupnych iteraci, kde volime

H =01

a dostavame
FFH) = (1 - 0A) + 6b

Véta 5.16. Necht matice A je hermitovskd a pozitivné definitni. Nechf # € R. Pak metoda Ri-
chardsonovych iteraci konverguje pro libovolné Z(® k  pravé tehdy, kdyz

®<A<§]I

Konvergence je navic monoténni vzhledem k normé |- ||

Diikaz. Pomoci 5.14 dokézeme, ze se jedna o postacujici podminku:

w2 g () 22
H™ + (H™) _9H+(9H> = 5l

5.6. Jacobiho metoda. Vyjdeme ze vzorce pro vypocet slozek nasobku matice a vektoru, tj.
n
(A7), = Aiydls
j=1

Budeme chtit, aby kdyz z vektoru Z(*) nahradime i-tou slozku i-tou slozkou vektoru Z(*t1) byla
splnéna i-t4 rovnice soustavy, tj.

n
ST agEt + At = b
j=1
j#i

Tedy dostavame

g n (k)
AT VD DRy N
z; =
Ay
7 posledniho predpisu je vidét, ze musime predpoklddat nenulovou diagonalu. Toho vSak lze u
regularni matice dosdhnout prerovnanim.

S
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5.7. Jacobiho metoda - numericka analyza. RozepiSeme matici A do tvaru
A=D-L-R
kde

e D je diagonalni matice s diagonalou matice A
e L je dolnf trojihelnikovd matice s prvky pod diagondlou A, vyndsobenymi (—1)
e R je horn{ trojuhelnikova matice s prvky nad diagondlou A, vyndsobenymi (—1)

Mizeme tedy shrnout pfedpis pro prvky Z#+1) do jednoho vztahu
Fk+D) = p1 (8+ (L + R):E<’f>) =D+ DD - A)Z® = (1-D7'A)#® 4+ D%

Zjistujeme, Ze Jacobiho metoda je vlastné piedpodminénou metodou postupnych aproximaci, kde
volime
=D!

=D

=

Véta 5.18. Jacobiho metoda pro soustavu linedrnich rovnic AZ = b konverguje pro libovolné #(©)

k 7 pravé tehdy, kdyz — -9
p(DHL+R)) <1 _L'HA :I—Cb AgT_j‘f@ N
-L'@

Diikaz. Diky vztahu A =D — L — R mtzeme upravit

p(DHL+R) =p(D'(D-A)=p(I-D'4) <1 :/;P:thzé*ﬂ)/

¢imz jsou splnény predpoklady 5.13.

Poznamka. Diky 2.65 je postacujici podminkou konvergence Jacobiho metody existence néjaké
normy, pro kterou
DML +R)|| <1

Definice 5.19. Pokud pro matici A € C™" plati

n
> IAi] < Al
j=1
J#i
Nazyvame ji matici s prevladajici diagondlou.
Véta 5.20. Necht md matice A pievladajici diagonalu. Pak Jacobiho metoda pro soustavu linedrnich
rovnic AZ = b konverguje pro libovolné Z(¥ k Z.

Diikaz. Chceme ukdzat [D7HL 4+ R)[leo = D7D — A)|joo = T = DA < 1 a vyuzit 5.18.
Matice D je diagonalni a na jeji diagonale jsou prvky diagonaly matice A. Proto pro prvky matice
DA plati

—1 o
(D A)ij - Aii

A tedy na diagondle D~!A jsou jedni¢ky. Proto

_ 0, i=j
I-D'A) =
( 2 {2@:, i#]

11

Diky 2.60 plati

=D~ Allc = a3 (1-Da),,
j:

1
= max — Al <1
: A” ;I 'L]|

1EN
J#i

kde posledni nerovnost je disledkem toho, ze matice A mé prevladajici diagonalu. O
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Véta 5.21. Necht je matice A hermitovskd a pozivné definitni. Pak Jacobiho metoda pro soustavu
line4rnich rovnic AZ = b konverguje pro libovolné (9 k Z pravé tehdy, kdyz

0 <A<2D

Konvergence je navic monoténni vzhledem k normé |- ||

Diikaz. Protoze je matice A hermitovska, jsou diagondlni prvky A;; € R (musi platit A;; = Ay),
tudiz D = D*. ProtozZe je navic pozitivné definitni, plati #*AZ > 0. Zvolime-li T = €(;), kde €(;) jsou
vektory ze standardni baze, dostaneme A;; = D;; = é”(ki)Aé’(i) > 0, tj. D je pozitivné definitni.
( < ) Upravime pfedpis Jacobiho metody do tvaru
D) = (1-D~'A)T*HD) + D71

coZ je predpis predpodminéné metody postupnych aproximaci s pfedpodminénim H = D~!.
Déle tedy plati
H'+ (H') =D+D*=2D
¢imz jsou splnény predpoklady 5.14.
( =) Diky 5.3 vime, Ze o(I-D~!A) C (—1,1). Uzitim 5.10 s p(t) = 1+t dostdvdme o(21-D~1A) C
(0,2). Muzeme upravit
2I—-D'A=D"3(2I— D zAD 2)D?
7 c¢ehoz plyne, Ze je matice 2 — D-:AD" 3 pozitivné definitni. Toho vyuzijeme pri odhadu

(2D — A)F|7) = F2D — A)Z = FDED 3 (2D — A)D~ D37 — (D%f)* (21-p-ap~?) (D7) =

- <(211 - D*%AD*%) DEZ|D7) > 0
Tedy 2D — A > O, coz je jinak zapsano 2D > A.
O

5.8. Gaussova-Seidelova metoda. Vyjdeme ze stejného vztahu jako v pripadé Jacobiho metody,
aviak pouZijeme jiz napocitané slozky vektoru Z**1 | tedy

i n
S hgl Ve 3 aull <
j=1 j=i+1

Tedy dostavame

> i—1 _(k+1) n (k)
kD) bi =3 51 ATy = 2 Ay T

(X3
Znovu musime predpokladat nenulovou diagonalu.

5.9. Gaussova-Seidelova metoda - numericka analyza. Pouzijeme stejného prepisu matice A
jako v pifpadé Jacobiho metody a shrneme piedpis pro prvky Z**1 do jednoho vztahu

FHD =1 (B4 Lat+D + REV)
ktery upravujeme
Dzk+D — L+ = § 4 Rz
) = (D -L)" YD -L-A)Z® + D-L)"'
FED = (I- (D -L)~'A) #® + (D -L)" '
Zjistujeme, ze Gaussova-Seidelova metoda je vlastné piedpodminénou metodou postupnych aproxi-

maci, kde volime
H=D-L)"!

Véta 5.23. Gaussova-Seidelova metoda pro soustavu linedrnich rovnic AZ = b konverguje pro

libovolné #© k & pj o pm T _(D - LSA'\‘I_ (b- 4_‘ L“)A
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Diikaz. Upravime predpis Gaussovy-Seidelovy metody do tvaru
) = (1-D-L) ' A)F® + d-L) b

coz je predpis predpodminéné metody postupnych aproximaci s pfedpodminénim H = (D — ]L)_l
Diky vztahu A =D — L — R miizeme upravit

p((D—L)*lR) :p((D—L)*l(D—L—A)) :p(]I— (D—L)’IA) <1
¢imz jsou splnény predpoklady 5.13. O

Poznamka. Diky 2.65 je postacujici podminkou konvergence Gaussovy-Seidelovy metody existence
néjaké normy, pro kterou

[(D-L)'R|| <1

Véta 5.24. Nechf m4 matice A prevlddajici diagondlu. Pak Gaussova-Seidelova metoda pro sou-
stavu linedrnich rovnic AZ = b konverguje pro libovolné #(©) k Z.

Diikaz. Oznadime B = (D — L)™' R. Chceme ukazat ||B|s < 1 a vyuzit 5.23. Diky 2.60 plati

IBlloo = max |[BZ]o

Oznacime tento maximalni vektor @ ( ||i|loc =1 ) a déle ozna¢ime ¢ = Bi. Potom plati
[IBlloc = lIBiilloc = [|U]lcc = max]|o|
ken
Oznac¢ime takovouto maximélni slozku indexem ¢. Upravime rovnici Bé = v do tvaru
Ao -
D-L) Ra=7
Ri=(D-L)7
a budeme upravovat jeji i-tou (maximélni) slozku:
n [
> —Aiily = Y Ay
j=i+1 Jj=1
Upravime a diky trojihelnikové nerovnosti odhadujeme

n i—1
— 1 — — 1
|5;| = A E , —Ajuj — E :Aijvj < 1Ay E , |Ai;ld;] + E |A1J||vﬂ|
17 ]:1 23

Jj=i+1 j=i+1

Vyuzijeme vlastnosti |@

73] < |@il:

Pt Z|A”\|uj|+z|A”||v]\ < Z|Au|+|vl|2|&u| =S 'A”'+|2|Z'|§:'

Jj=i+1 Jj=i+1 Jj=i+1

a mame nerovnost

y A -1
Oznadime a = Z;-l:iﬂ ‘|AZ.J.|| ab=3")

Zaroven ale diky tomu, ze matice A méa pfevlddajici diagonalu, plati a + b < 1 a konecné mutzeme

odhadovat
a a

1-b “atb_b

|v;] <
O

Véta 5.25. Necht je matice A hermitovska a pozivné definitni. Pak Gaussova-Seidelova metoda pro
soustavu linedrnich rovnic AZ = b konverguje pro libovolné Z(®) k #. Konvergence je navic monoténni
vzhledem k normé || - |5
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Diikaz. Upravime predpis Gaussovy-Seidelovy metody do tvaru
D = (I-D-L) ' A)FP + (D -L)'b
coz je predpis pfedpodminéné metody postupnych aproximaci s pfedpodminénim H = (D — }L,)_1
Diky hermitovskosti matice A plati L* = R a D* = . Potom mtizeme vyuzit 5.14 protoze plati
H'+H) =D-L+D-L)*=D-L+D-R=D+A>A
O

5.10. Super-relaxaéni metoda (SOR — Succesive Over Relaxation). Upravime ptedpis pro
Gaussovu-Seidelovu metodu do tvaru

f§k+1) _ —*(k) + A—’(k)

Zavedeme tzv. relaxa¢ni parametr w a pozménime predpis pro Gaussovu-Seidelovu metodu na
(k1 (k) (k
xE AR x( + wAZ ( )

Vidime, ze pro w = 1 super-relaxacni metoda prechdzi v metodu Gaussovu-Seidelovu.

Poznamka. Obdobnou modifikaci muzeme provést i pro Jacobiho metodu i pro Richardsonovy
iterace.

5.11. Super-relaxaéni metoda - numericki analyza. Vyjidiime po slozky vektoru AZ®*) z
Gaussovy-Seidelovy metody jako
Zl 1A1] qng) Zn—‘ A”f('k) ZZ 1A2J _’gk-H) Z;‘;i Aijfgk)

AT = gD g = =ikl U] g

Ay ! Ay
Nyni tento vztah pouzijeme pro super-relaxacni metodu

(k1) _ Sk S(k+1 (k
x2(+):()+ b_ZAU(+) ZAU§)

zi

Pouzijeme stejného prepisu matice A jako v pfipadé Jacobiho metody a shrneme predpis pro prvky
£+ do jednoho vztahu

FHD) — k) 4 L <g+m<k+1) + (R - D)i (k))
ktery upravujeme
Dz*+D) — WL+ = (D — w(D — R))Z® + wb
ZFHD = (D — wL) "D — w(A + L)Z® + w(D — wL) b
FEHD = (I - w(D — wL)7'A) 2P + (D - wL) b

Zjistujeme, Ze super-relaxacni metoda je vlastné piedpodminénou metodou postupnych aproximaci,
kde volime

H = w(D - wlL)™*
Vé&ta 5.28. Super-relaxa¢ni metoda pro soustavu linedrnich rovnic AZ = b konverguje pro libovolné

70 k 7 pravé tehdy, kdyz

kde jsem oznacili

Driikaz. Plyne z 5.3. O

Poznamka. Diky 2.65 je postacujici podminkou konvergence super-relaxa¢ni metody existence
néjaké normy, pro kterou
1B <1
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Véta 5.29. Pro kazdé w € R plati
lw—1] < p(B.)
a tedy super-relaxa¢ni metoda nemize konvergovat pro w € R\ (0, 2)
Diikaz. Pro dikaz vyuzijeme toho, ze determinant nezavisi na volbé béze. Podle oznaceni je
B, = (D — wL) ' [(1 — w)D + wR]

7 Jordanovy véty zaroven vime:
n
A= (T)"'JT = det(A) = det(J) = [ \s
i=1

Aplikujeme tuto znalost na nasi matici (¢leny determinantu za I a R vypadnou, nebot jsou to

singularni matice:
1 n n

:m[[l(pw)%:(kw)”:[[l&

Kde posledni rovnost plyne z Jordanovy véty a rozpisu nahore. V absolutnich hodnotach tedy mame:

n
11—l =T]IN
i=1

Pak je splnéno bud’ T) viechna \; jsou stejnd, tj, |1 —w|™ = |\;|" a tedy nastavd rovnost p(B,,) = |\
anebo II) existuje takové \;,, Ze |A;,| < |1 — w|, pak ale musi zaroven existovat takové \;,, ze
[Aiy| > |1 — w| a nastava tudiz p(By,) > |Ai,| > |Ai|. Z vty 5.28 pak plyne divergence metody pro
w e R\ (0,2). O

det(B,,)

Véta 5.30. Necht mé matice A pievlddajici diagondlu a plati 0 < w < 1. Pak super-relaxaéni
metoda pro soustavu linedrnich rovnic AZ = b konverguje pro libovolné #(© k 7.

Dikaz. Oberhuber neznd. O

Véta 5.31 (Ostrowski). Nechf je matice A hermitovskd a pozivné definitni. Pak super-relaxa¢ni
metoda pro soustavu linedrnich rovnic AZ = b konverguje pro libovolné #(°) k Z pravé tehdy, kdyz

I<w<?2

Konvergence je navic monoténn{ vzhledem k normé || - ||

Diikaz. Upravime predpis super-relaxaéni metody do tvaru

FED) = (I—w (D —wL) FA)ZH +w(D—wL) b
coz je predpis predpodminéné metody postupnych aproximaci s pfedpodminénim H = w (D — wL)fl.
Diky podmince véty plati
2
——1>0
w
Diky hermitovskosti matice A plati L* = R a D* = D. Potom muZeme s vyuzitim 5.14 dokazat
postacujici podminku, protoze plati
* 1 1 1 1 2
H'+H') =-D-wL)+ -(D-wL)*=-D-L+-D-R= ( —1>D+A>A
w w w w w
O

Véta 5.38. Necht je matice A dvoucyklickd a shodné uspoiddans. Necht dale w # 0 a A # 0 a
B, € C™" je matici super-relaxaénf metody a B; € C™" je maticf Jacobiho metody. Necht éisla A
a u splnuji
A +w—1)2=w?u?)
Pak A € 0(B,,) & u € o(By). Navic plati, ze pro
2
1+ +/1-=p*(By)

Wopt =
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nabyvé p(B,,) svého minima a super-relaxacni{ metoda tedy konverguje nejrychleji.

Dikaz. Bez dukazu.

5.12. Shrnuti podminek konvergence.

Podminka na matici A

Prevladajici diagonéla

Hermitovska a pozitivné definitni

Jacobiho metoda vzdy A < 2D
Gaussova-Seidelova metoda vzdy vzdy
Super-relaxaéni metoda OI<w<l1 D<w<?2
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6. VLASTNI CISLA A VEKTORY MATIC
6.1. Lokalizace vlastnich ¢isel.

Véta (Gershgorin). Nechf A € C™". Potom

O'(A) CSgr = ORi

i=1
kde definujeme

n
Ri={zeC|lz-Aul< > |Ayl
=1

Diikaz. Méjme A vlastni ¢islo A, Z prislusny vlastni vektor. Z rovnosti AT = AZ rozepsanim podle

definice nasobeni matice a vektoru dostaneme:
n

A =Au)= > |Aiyzl
J=Li#i

Vezméme zj, nejvétsi prvek Z v absolutni hodnoté, plati tedy % <1 pro jnegk. Z toho plyne

n

|25
A — Akk|<Z:|Ak]|| ]| > Akl
J=1,j#k

Tedy A lezi v kruhu o poloméru Z;'l:l, it «|Arj|. VSechny vlastni ¢isla tedy lezi ve sjednoceni kruhi
o polomérech odpovidajicich indexu i. O

6.2. Aposteriorni odhad chyby.

Véta 6.1. Nechf A € C™" je hermitovska. Necht Na # 0 jsou napoéitané aproximace vlastniho
¢isla A\ a vlastniho vektoru Z. Pro reziduum

7= AT - AT
potom plati
< 7
min (A= X;| < ||A||2
i EO’(A) f
2
Diikaz. A je hermitovska a tudiz existuje ON baze z vlastnich vektoru i1, . . ., @,. Vektor 7 lze napsat
jako
i

n
= E QU
=1

kde a; = ﬂ;‘.% jsou Furierovy koeficienty z LAA. Rozepiseme reziduum:

n n
r=A E oty — A g ol = E Nl — \ g ol = g P — Aoyl
i=1 i=1

i=1
U druhého rovnitka jsme vtahli matici A do sumy a aphkovah na vektory uy,...,U,. Z toho plyne:

n

2
. N 2
1713 = |

i=1
n
ja 2
1713 = o]
i=1
2
1 2
172 et i

2

5 2
113 2 lal
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12
Zavedeme f3; = —i2l— | tudiz S Bi=1.

i=1|0‘i|2’

~2 ~
~)\i—)\‘ > min A — A
A€o (A)

Ai — S\‘Qiﬂz = min
i=1

A€o (A)

6.3. Mocninna metoda. Zvolime libovolny vektor #(?) a napoéitdvame
P+l = HAf(k)H
2
Azk)
gty _ A7
Pk+1

Poznadmka. V roce 2016/17 se Oberhuber vratil k Humhalovu "normovani”pomoci pg41
To mé za nasledek pozménéni predpokladt nasledujicich vét.

el

i
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k+1)

Véta 6.2. Vektor Z*) z mocninné metody lze vyjadiit jako
k =(0
7k — M
k
Hi:l Pi
Diikaz. 7 definice posloupnosti v mocninné metodé plyne:
) Af(k_l) Azf(k—Q) Akg—;:(o)

i — ... = -
Pk PkPk—1 Hi:l Di

O

Véta 6.3. Necht matice A mé vlastni ¢éislo A s algebraickou i geometrickou nasobnosti r, které ma
nejvétsi absolutni hodnotu. Necht g™, ... 7" jsou vlastni vektory piislusné vlastnimu &slu ;.
Necht T prevadi A do Jordanova tvaru, tj. A = T~1J,T. Necht je alespoii jedna z prvnich r slozek

vektoru TZ(©) nenulovych. Potom
lim pp = | A1
k—o0

lim ) = 7

k—o0

kde je vektor #®) vlastnim vektorem k \; (mize to byt libovolnd linedrni kombinace vektort

gO, ).
Diikaz. 7 Jordanovy véty plati:
A1
A1
Ja = —_———
r-kréat
u]]7"-1-1
Z véty 6.2 plyne
1
—(k+1) _ =(k)
(1) z T AT AZ

Vynésobime-li tuto rovnici zleva vektorem €7, dostaneme
(Vk e N)(e] 2 = 1)
Odtud muzeme rozepsat py jako:
ETAF® ey py ETARHIZO)

_ A=) _ *1 _
=¢; ATV = = .
Pie = &1 TTR  pp1..po  FTARFO
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k+1
At 1
)\k+1 1
et fe— "t T#(©) T ! | —— Tz
r-krat r-krat 1 X
N jai Cw S lan
= =)\
Ak 1
AY 1
é‘{Til —_——— ']I‘f(O) é?']r_l —_——— Tf(o)
r-krat K r-krat 1 &
J'r+1 ()TIJLHLI)

Podle véty 2.63 konverguji diagonalni bloky k nulové matici (dostaneme tam ¢leny ’\A—T', m € f, které

jsou mens{ neZ jedna, tudiz konverguji k 0), a tak

1
STm—1 1 =(0)
€1T —— Tx
r-krat
0
k—o0
P — M 1 =\
I'm—1 1 2(0)
€1 T —— Tx
r-krat
0

za predpokladu, ze e T#(?) + 0. Jednak je ale nalezeni takového vektoru 7(¥) | ze €7 TZ(®) = 0, dosti
obtiZzné, jednak vse spravi chyby vzniklé zaokrouhlovdnim. Déle podle (1) a 6.2 plati

Af(k_l) _ Pk—2---P0 Akf(O)

k) — — . =
efATk=D pp_o...pg el ARFO)
M ! 17 \k
T-1 1% T2 T-1 (rlv]b) Tz
B Y B 1

é‘{']lul J§ TZ0) é‘f']l‘—l ()\%,112)’C TZ(0)



DISJUNKTNf DOPLNEK K PREZENTACIM DOKTORA OBERHUBERA 37

Analogicky jako vyse dostaneme

1
1 )
T-! —_—— T’I(O)
r-kréat
0
k) ke o s)

1
=T 1 =
€1 T71 —— TZZT(O)

r-krét
0

Zjistili jsme tedy, ze posloupnost (f(k)) konverguje. Snadno se presvédéime, ze jeji limitni vektor
7 je vlastnim vektorem matice A piislusejicim k vlastnimu éslu A;: Z definice pyo; a #FTD totiz
vyplyvéa vztah ppZ*+D) = AZ*) a pfechodem k limité dostavame A7) = Ag(®).

O

Véta 6.7. Nechf matice A m4 vlastni &fsla A, —\, kterd jsou v absolutni hodnot& nejvétsi a jejich?
algebraicks i geometrickd nasobnost je 1. Necht ¢! je vlastni vektor piislusny vlastnimu &slu A
a #® je vlastni vektor pifslusny vlastnimu &slu —A. Nechf T pievadi A do Jordanova tvaru, tj.
A =T 1J,T. Necht je (9 takovy, Ze alespori jedna z prvnich dvou slozek vektoruTz(?) nenulova.
Potom

kliﬂgo VP2EP2k+1 = |A|
Jim ATCR) 4 AzR) — 51
Jim AFER) A7k = 52

Diikaz. Viz skripta doc. Humhala, resp. wikiskripta NM.

6.4. Redukéni metoda. Konstruujeme dvé posloupnosti:

e Slouzi k napoc¢itani nékolika v absolutni hodnoté nejvétsich vlastnich Cisel

e K napocitani celého spektra se nehodi, rychle ztraci presnost.
Za pomoci znalosti absolutni hodnoté nejvétsiho A\; € o(A) a jemu odpovidajiciho vlastniho vektoru
¥ prevedeme matici A € C™" na matici B € C*~1'""~1 takovou, ze m4 stejné spektrum jako A az na

)\ =T
o jedno sniZenou nasobnost \;. Pfevedeme A do baze (Z,¢é3,...¢,) : P7LAP = <9—1» ?B)kde P je

matice prechodu mezi bazemi.

6.5. Vypocet kompletniho spektra matice.

Véta 6.13. Necht p,(z) = > _, axz" je polynom stupné n. Potom jeho kofeny jsou vlastnimi éfsly
Frobeniovy matice F € R™"™ definované jako:

_Gn-1 _ Gn-2 a4 __ a0

1n O’V'L o OTL OTL
F—| 0 1 - 0 0
0 0 10

Dukaz. Bez dukazu.
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6.6. Trojihelnikovd metoda. Konstruujeme dvé posloupnosti:
° {L(k) };O:O dolni trojuhelnikové s jednickami na diagonale
° {R(k)}zozl horni trojihelnikové

Mizeme volit libovolnou Ly (dokonce ani nemusi byt dolni trojihelnikovd) a pomoci Doolittlovy
faktorizace napocitavame

Ly 1Re1 = AlLg

Poznamka 6.15. Pokud existuji L € C™"™ a R € C™"™ takové, ze

lim L*) =1L
k—oco
lim R® =R
k—oco

Potom plati
A=LRL™!

a na diagondle matice R jsou vlastni ¢isla matice A.

Diikaz. (1) Je disledkem vztahu LR = AL.
(2) Plati diky

det(A — M) = det (LRL™" — ALL™") = det (L(R — AI)L™") = det(R — I
O

Poznamka 6.16. Necht ) je diky 6.15 vlastnim éfslem matic A a R. Necht ¢ je vlastnfm vektorem
matice R prislusny vlastnimu ¢islu A\. Potom pro vektor &, ktery je vlastnim vektorem matice A
prislusnym vlastnimu ¢islu A plati

7=Lj

Diikaz. 7 dikazu 6.15 (2) plyne, Ze R je matice A vyjddiend v bazi dané sloupci matice L. Vektor
Z tedy dostaneme prevedenim vektoru ¢ do ptivodni bidze pomoci vynasobeni matici L, tj.
=1Ly
O

Trojihelnikové metoda je samoopravna, pokud je napoé¢itand L) chybnd, lze ji brat jako novou
L,
6.7. Existence LU rozkladu.

Véta 6.18. Nechf matice A je silné reguldrni, tj. existuje jeji LU rozklad. Nechf dile matice E je
takové, ze ||E|| je dostatetné malé. Pak existuje i LU rozklad matice A + E.

Diikaz. Pokud za L) zvolime I, pak AL(®) = A. V tomto pifpadé stadf silné regularita. Ze spojitosti
LU rozkladu (véta 4.9) pak plyne zbytek véty. O

Poznamka. Presnéjsi dukaz ani vysvétleni, co je ,dostateéné malé“, Oberhuber netikal (a nejspis
ani nevyzaduje).

Véta 6.19. Nechf matice A = I+ E, kde |E|| je dostatetné malé. Pak existuje i rozklad A = LR,
kde IL je dolnf trojihelnikov4 s jednickami na diagonéle a R je horni trojihelnikova. Pokud ||E| — 0,
pak L -TaR—T1.

Dukaz. Dusledek 6.18. O
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6.8. Konvergence trojihelnikové metody.

Véta 6.20. Necht existuje trojiihelnikovy rozklad matice A*Ly = £, Ry. Potom
Ly =Ly

k1
Ri = [[ Rei
i=0

Diikaz. Budeme postupné aplikovat trojihelnikovou metodu, tj. Lg11Rgyr1 = AlLy:

k-1 k-1
ALy = AM LRy = AFPLoRoRy = -+ = AlLgy [[ Reei = L [ ] R
i=1 i=0
Matice Ly je dolni trojuhelnikova a matice Hf;ol Ry_; je diky 2.22 horni trojuhelnikova. O

Véta 6.22. Necht je matice A € C™" reguldrni a diagonalizovatelnd, tj. v4(\) = v4()). Necht jsou
vlastni ¢fsla matice A navzdjem riznd a [A1| > [A2| > ... > |\,|. Nechf existuji rozklady matic
X a X~ !Lg. (Pomoci matice X a jeji inverze diagonalizujeme matici A, Ly libovolna.) Necht déle
pro dostatetné velké k existuji LU rozklady matic ALy (doufime, Ze mizeme dostatecné dlouho
iterovat). Pak posloupnosti (Lg)pe, a (Rg)se, konverguji a na diagondle matice R je spektrum
matice A sefazené sestupné podle velikosti v absolutni hodnoté.

Diikaz. (1) (konvergence)
AFLy = XD*X 'Ly = LxRxD*Ly Ry = LxRxDFLy (D*) " 'DFRy =
V prvnim rovnitku jsme pouzili Jordanovu vétu, v druhém LU rozklady X = LxRx a
X~'LO® = Y = LyRy. V poslednim jsme vlozili identitu, protoze potfebujeme dostat
matici D¥ za Ly-.
Nyni dokazeme, ze DFLy (D*)~! — T:

0 7>

k k=11 _ J AL AR =1 i=7

[ID) Ly (D) ]ij = ; Z,k o J

)‘i Lij)\j = Lij ()\7;) 1>

k
7 usporadani vlastnich ¢isel plyne, ze D*LLy (D*)~! — T rychlosti danou ( i—) . (Pouzivame
J
Doolittlovu faktorizaci, plati tedy L;; = 1)
Oznac¢ime si DFLy (D*)~! = T+ Fy, kde Fj, — ©. Vratme se k zapocaté tpravé:

=LxRx(I+ Fx)DFRy = LxRx (I + Fp)Ry'RxD*Ry =
V druhém rovnitku jsme znovu vlozili identitu. Roznasobime:
=Lx (Rx(Rx)_l —+ Rka(Rx)_l) RxDFRy =Ly (I+ Gg) RxD*Ry

kde jsme si oznaéili G, = RxFi(Rx)~! a diky regularité Ry jde G, — ©O. Jako Ry si
oznacime RxDFRy, jako L), = Lx (I + Gy) Dokazali jsme, ze

£k_>LX:>Lk_>LX

Diky AL, = LxRy implikuje konvergence Ly — LLx konvergenci Ry — R, ¢imz je dokdzéna
konvergence metody.
(2) (na diagondle R jsou vlastni ¢isla A) Limitovdnim ALL,_; = LiR; dostaneme

ALx =LxR=R=L'ALy = Ly'XDX'Lx = RxDR}'
Posledni rovnitko plati, protoze
X=LxRx = Ly'X =Ry = X 'Lx = R}
Protoze R X]D)R}l je soucin hornich trojuhelnikovych matic, plati

diag R = diag D,



40 WIKI SKRIPTUM

z ¢ehoz plyne dokazované tvrzeni. O

6.9. LR algoritmus. Konstruujeme tfi posloupnosti:

o {A®W}
o {L®)} " dolni trojithelnfkové s jednickami na diagondle

o {RM}*  horni trojihelnikové
Volime A(® = A a pomoci Doolittlovy faktorizace napoéitdme
LERE — Ak
AEHD — RET,K)
Poznamka 6.23. Pokud existuje horni trojihelnikovd matice B € C™™ takova, ze

lim A® =B

k—o0

potom na diagondle B jsou vlastni ¢isla matice A.

Diikaz.
ABTD — RBILK) — ((L(m)—lL(k)) ROLE) = (L)~ 1ABLE =

Pokracujeme ve stejnych tpravach a nakonec dostaneme:
= LN~ (WO)TTAL® L
Matice B = limj_, oo AK*+D je tedy podobnda matici A. O

V LR rozkladu potrebujeme méné paméti nez pro trojihelnikovou metodu, neuklddame totiz
matici A. To ovsem také znamend, ze jakékoliv chyby se neopravi, tedy algoritmus neni tolik samo-
opravny. K tomu také prispiva to, ze pocatecni matici nemutize volit libovolné.

6.10. Konvergence LR algoritmu.

Véta 6.24. Necht existuje trojihelnikovy rozklad matice A*¥ = £, R}. Potom plati

-1
Ri = H Ry—;
=0

Diikaz. Vyuzijeme vlastnosti I@l_lﬁ,l_l =A = Iﬁl]f%l a postupné upravujeme

k—1 k—1 ko k-1
Ak = AlAl Ce Al = 11]:@11[41]@1 e ]];1]:@1 = ]]::[AQAQ e AQRl == ]fdlAk- H kai = HI/[\JZ H kai
i=1 i=1 i=1 =0
Diky 2.22 je Hle [L; dolnf trojihelnikovd matice a Hi:ol R;,_,; horni trojuhelnikova matice. O

Véta 6.27. Necht je matice A € C™" reguldrni a diagonalizovatelnd, tj. v4(\) = v4()). Necht
déle konverguje trojuhelnikovd metoda pfi volbé Ly = I. Pak LR algoritmus také konverguje a
posloupnost (Ay),-, konverguje k hornf trojihelnikové matici, na jejiz diagondle jsou vlastni ¢fsla
matice A serazend sestupné podle velikosti v absolutni hodnoté.

Diikaz. Protoze musi byt oba rozklady stejné, plati Ry = Ry, a Ly, = []7_, ;. Z toho plyne
Ap = LRy = (Lp—1) 'LgR; —» L'LR =R

Z toho plyne, ze Ay, z LR algoritmu konverguje k horni trojithelnikové matici. Vyskyt vlastnich cisel
plyne z podobnosti (viz 6.23). O
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6.11. QR algoritmus.

Véta 6.29. Necht je A € C™". Potom existuje rozklad A = QR, kde matice Q je unitarn{ a R horni

trojihelnikova. Pokud budeme pozadovat, aby diagondlni prvky matice R byly kladné a matice A
je regularni, tak je tento rozklad jednoznacny.

Diikaz. (1) (existence) Zajistuje ji napt. Gramm-Schmidtiv ON proces (viz 6.30).
(2) (jednoznacnost)
Diikaz indukci podle n
en=1

A=(An)= (A11)

I

Q R

o n—n+1l
Predpoklddéame existenci 2 ruznych rozkladi A = QR = Q'R’. Matice blokové zapiSeme
jako

@/ 7!
R' = <6T />
Y

Ao [QR QF+9a ) _ (QR Q7 +9¢;
BR @G+ By qyR Gy + By

a tedy musi

Diky indukénimu predpokladu, tj. jednoznacnosti rozkladu A= (Q)R muzeme urcit Q Q’
a R = R’. Tim padem diky rovnosti ]R = ”’QTR’ a regularité R’ platf g = 7. Mame tedy
rovnost prvnich n sloupcu. Protoze chceme OG matice Q a Q’, musi byt sloupce ramci obou
matic ON. Tim je vSak uréen smér poslednich sloupcii matic Q a Q" (musi byt rovnobézné)

a plati
= =1
q1 q1
=4
( p ) (5’>
S pomoci tohoto tvrzeni upravime rovnice pro zbyly sloupec matice na
QP — ) + (Y@ £+'@1) =0

G (7 —71) + (vB£+'8) =0
Nyni oznacme ¢ast pred plusem jako vektor @ a ¢ast za plusem jako vektor o, tj.

i <@(Fl 77/1))
3 (M —71)
. (7(?1 + 7’(1’1)
VBB
Protoze jsou vektory @ a ¥ vici sobé OG (z ortogonality matic Q a Q') a @ +
byt @ =0 a @ =0 (jinak by nebyly OG). Z @ = 0 plyne rovnost ¥, = 7. Z 7 =

/6)-(5)
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To spolu s kladnosti v a 4" (plyne z pozadavku na kladnost diagonélnich prvka R) implikuje
~v = «'. Z toho jiz snadno plyne ¢ = 7. O

Poznamka. Pokud je matice A redlnd, je matice Q orthogonalni a matice R redlna.

Existuji tri zptsoby, jak najit QR rozklad:
e Grammuv-Schmidtiuv ortonormaliza¢ni proces
e Householderovy transformace
e Givensovy rotace

6.12. Gramav-Schmidtav ortonormalizaéni proces. Budeme hledat matici Q po sloupcich
jako soubor vektori. Oznac¢ime
") = Ay
Nejprve provedeme ortogonalizaci:
D =g
k—1
R =gk — Z (@®|py 5o
i=1
a nasledné normalizujeme
)

11,

Pro lepsi numerickou stabilitu se vSak pouziva takzvany modifikovany Gramuv-Schmidtav
ortonormalizaéni proces, ktery se lisi tak, ze v ortogonalizaci pouzivame pro poc¢itani priméta
uz napocitané vektory, tj.

5)

k N
9 = g0

k
B 1@

(k) _ (k) _ — _
p'rn =a —»(k)) pml_l,m—l,...7k' 1
pm—l 9
k
ﬁ(k) :ﬁ/(ﬁ_)l

Véta 6.30. Necht je matice A € R™" reguldrni. Potom pro QR rozklad matice A plati
Q= (q(l) 7o ... q(n))
Diikaz.

k—1
70 = [p] g + 3 ) 0
=1

Definujeme matici R:
(@Dg?) i<y

Ry = I, 1=
0 1>
Z toho plyne, ze vznikne QR rozklad matice A:
11 oo T1n
(5(1) a® ... d’(n)) = (q(l) a2 ... (j(n))
Tnn

6.13. Householderovy transformace.

Véta 6.32. Viz 2.36 Kvili numerické stabilité neni dobré, pokud je rozdil &) — # maly (déleni
malym ¢islem), volime tedy

Z = —sgn(zq) Hf(k)Hg ev
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6.14. QR algoritmus. Je stejny jako LR algoritmus, pouze misto LU rozkladu poc¢itdme QR roz-
klad.

6.15. Konvergence QR algoritmu.
Lemma 6.36. Nechf existuje QR rozklad matice A* = Q,R}.. Potom plati

0.~ [[av
i=1
k—1
Ry = H R*-
=0

Diikaz. Vyuzijeme vlatnosti RU-DQE-D = T = QUR® a postupné upravujeme
AF =TOT® 71 = QOROQMRD | QWRD = WTAT® TARD =... =

- k-1 k k—1
= H QUT®) H RE=1 — HQ(i) H R(E—9)

i=1 =1
Diky 2.22 je H ' R horn{ trojihelnikova matice. Ovéfeni, Ze soucin unitarnich matic je unitarni
matice, je tr1v1aln1 O

Véta 6.37. Necht matice A € R™" je takovd, Ze vSechna jeji vlastni ¢éisla \; jsou jednonasobna a
splnuji

[Aa > [Az] > -+ > A
Potom hm T*) = T. Matice T je horni trojihelnikové a T;; = A;. Pokud je matice A symetricka,

tak je matlce T diagondlni.

Driikaz.
AF = XDFX~! = QxRxD*Ly Ry = QxRx DLy (D*)'DFRy =
V prvnim rovnitku jsme pouzili Jordanovu vétu, v druhém QR rozklad X = QxRx a LU rozklad
X! =Y = LyRy. V poslednim jsme vlozili identitu, protoze potfebujeme dostat matici D* za Ly .
Nyni dokaZeme (stejné jako u trojihelnikové metody), ze DFLLy (D*)~! — I

0 j>i
k k=11 _ J AL P =1 i=7
[D*Ly (D%)71],, = ol )\k j
)‘i Lij/\j = Lij (ﬁ) 1>]
k
7 uspoiadani vlastnich &sel plyne, Ze DFLy (DF)~! — I rychlost{ danou (%) . (Pouzivame Doo-
J

littlovu faktorizaci, plati tedy L;; = 1)
Oznacime si DFLy (D¥)~! =1+ Fy, kde F, — ©. Vratme se k zapocaté tiprave:

= QxRx (I 4 Fx)D*Ry = QxRx (I + Fi)(R,) 'RxD*Ry =
V druhém rovnitku jsme znovu vlozili identitu. Roznésobime:
= Qx (Rx(Rx) ™" + RxF(Rx)™!) RxD*Ry = Qx (I+Gy) RxD'Ry = QxQYRE RxD Ry
kde jsme si v prvnim rovnitku oznaéili G, = RxF,(Rx)~! a diky regularité¢ Ry jde G — ©. V
druhém rovnitku jsme pouzili QR rozklad: (I+Gy) = Qgc)R(Gk). Oznacime-li si Rg)RkaRy jako Ry
a9 = @XQ(C?), dokézali jsme, ze A¥ = Q,Ry.. Déle jsme dokazali, Ze Q) — Qx a Ry — RxDFRy,
protoie jde Gy — O, jdou Q¥ — Ta RY — I. Dale plati:
T, = (QxQY)"4Qx QY = (@F)TQIXDX'Qx Q) — RxDRY',
Vyuzili jsme, ze plati
(X =QxRyx) = (Q4'X=Ry).

Opséano ze
sePlatnost
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7 véty 2.22 plyne, ze R X]D)R)_(1 je horni trojihelnikova a diag R = diag D. Pro diagonalni matici A
plyne diagonalita matice T, resp. T ze Schurovy véty 2.38. O

6.16. Hessenbergovy QR iterace.
Lemma 6.38. Matice H*) v Hessenbergovych QR iteracich je v Hessenberegové tvaru.

Diikaz.
)~ R ~ & (o). (6,

T
kde matice (Gglk_)l)n) je Givensova matice, kterd rotuje (n — 1)-—ni a n—ty fddek. Diky tomu ne-
mohou pri nasobeni horni trojihelnikové matice R vzniknout nenulové prvky jinde, nez tésné pod

diagondlou, coz je Hessenbergiv tvar matice. O
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7. NELINEARN{ ROVNICE
7.1. Separace kofenu.

Véta 7.1 (Bolzanova Véta). Necht je f € C({(a,b)). Necht ddle f(a)f(b) < 0. Potom funkce f ma
na (a,b) alespoii jeden kofen. Pokud f’ na (a,b) neméni znaménko, pak je tento kofen jedinny.

Diikaz. BUNO f(a) <0

(1) Dikaz sporem
Polozime ¢ = sup {x € (a,b) |f(x) < 0}. Pfedpokldddme f(c) # 0, tedy podle definice f(c) < 0.
Volime d € (f(c),0) a diky definici ¢ neexistuje y € (a,b) takové, aby f(y) = d, coZ je spor se
spojitosti funkce f. O

7.2. Vypocet kofene - metoda bisekci. Necht je f € C({a,b)). Necht déle f(a)f(b) < 0. Interval
pulime a vzdy pomoci 7.1 uréime, v které poloviné se nachézi kofen. Postup opakujeme s novym
intervalem. Oznac¢ime-li koren « a bod, ktery puli interval zj, mizeme odhadovat

b—a
2k

lo — x| <

7.3. Iterativni metody pro hledani korenti.

Lemma. Nechf ¢(a) = a pro néjaké a. Necht je dile ¢ diferencovatelnd na n&jakém H?, a pro
viechna z € HY, a K < 1 plati |¢'(z)| < K. Necht je posloupnost {zj} -, definovdna rekurentnim
vztahem

Tr1 = p(T1), 70 € Hy,
Potom
zr € H, Vke N

Diikaz. indukci podle k
e k=0 Je predpokladem véty.
e k=k+1
|Zkr1 — af = |p(zk) — ()]
Pouzijeme Lagrangeovu véty o piirastku (predpoklady splnény indukénim predpokladem):
lo(@r) — ()] = [¢"(E)l |z — o] < K |zp — af <|zx —af
O

Véta 7.4. Necht ¢(a) = a pro néjaké a. Necht je ddle ¢ diferencovatelnd na n&jakém H! a
|¢'(z)| < K pro né&jaké K < 1. Necht je posloupnost {zy},-, definovdna rekurentnim vztahem

Trr1 = (k)
Potom

lim zy = a, Yoo € H),
k—o0

Diikaz.
[ze — af = [p(zr-1) — ¢(a)]
Diky lemmatu muzeme opakované pouzit Lagrangeovu vétu o prirastku
k—1
lp(zi-1) = p(@)| = [p(&r—1)| lzr—1 —al = --- = |zo — of [] le(&)| < K" |20 —
i=0
A tedy
lim (z — @) = lim K*|zg —a| =0
k—o0 k—o0

O

Poznamka. Predpoklad |¢'(x)| < K < 1 splnime napft. tak, ze |¢'(a)| < 1 (je-1li varphi’(x) spojité).
Budeme tedy hledat okoli H}, tak, aby to bylo splnéné.
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7.4. Metoda regula falsi.

Véta 7.10. Necht je o kofenem funkce f. Necht déle existuje H!, takové, ze f € C?(HT). Necht
f'(a) # 0. Necht x¢ € H’. Potom metoda regula falsi konverguje.

Diikaz. Vyuzijeme vztahu

O et
Ry (EALAY
Tedy
oy 1 T — ), ' Ty ,
¢ =1 () 70~ T @
oy =y f(@) + (e — ) (@)
A FARAL e
Nyni pomoci Taylorovych rozvoji odhadneme nejprve rozvojem do druhého radu
Fah) = Fla) + /@) (o~ o) + 1 (af — )?
Tedy

f//2(§) (x;c _ a)2

flay) + (o =) fl(a) =

A nésledné rozvojem do prvniho fadu

Tedy ve vysledku
f@e) + (a—ap) () _ f7(§)

(#} — ) = K (a — a)

f (@) ~2f'(n)
kde K je definovéno posledni rovnosti. Spravnou volbou zj muzeme tedy libovolné zmensit ¢’ (a)].
Tim jsou splnény ptredpoklady 7.4. O

Poznamka. Pro platnost véty je zasadni, Ze se jednd o HJ, tj. ur¢itd podmnozina, kde je f €
C%(H,). Rozhodné to neplati pro véechna = € R, pokud je f € C*(R).

Poznamka. Véta lze dokdzat i pifmo, dokonce se slabsim piedpokladem f € C1(H?):
T — ),
f(ae) = f(z},)

V tretim rovnitku jsme pouzili Lagrangeovu vétu.
S . B S B R0} P
f'(€) f(€) f(€)
Dodali jsme f(c), které je nulové, a znovu pouzili Lagrangeovu vétu. Z ni plyne, ze £ € [z, 2]

an € [z, al. P dostatetné malém okoli je prvni zdvorka poslednfho vyrazu mensi nez jedna a
1(&) # 0. Dokézali jsme tedy, ze posloupnost postupnych aproximaci konverguje.

f(xk)—:vk—a—xk_x?“)f(xk)—xk—a—

(&) (wr — o),

flaw) _
f1(€)

Tkl — O =T — O —

7.5. Newtonova metoda.

Véta 7.13. Necht je a kofenem funkce f. Necht déle existuje H!, takové, Ze f € C*(HL). Necht
f'(a) # 0. Necht x¢ € H’. Potom Newtonova metoda konverguje.

Diikaz. Vyuzijeme vztahu

f(xr)

Tr4+1 = Tk — fl(xk)

k tpravé
f(zg) - fax) — fla)
f'(xk) f'(zx)

T+l — O =T — O —
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Pouzijeme Lagrangeovu vétu o prirtstku:

fax) = fe) FEe —a) _ far) = ['(§)

Tp—Q— T L =g — o — = (xx — @)

f'(xk) f'(ar) f'(xr)

Znovu pouzijeme Lagrangeovu vétu o prirtustku:

F'(a) ~ £(€) /()
T ) —a)= - —a)=K _ B
f/(l'k) (-Tk a) f’(l’k) ($k 5) («Tk a) (mk 5) (3319 a)
kde K je definovano posledni rovnosti a diky spojitosti f’ plati K < 1. Tim jsou splnény predpoklady
7.4. y

Poznamka. Obdobné jako u metody regula falsi lze dokazat piimo i se slabsim predpokladem
f € C*(H?). Pak je ale metodou prvniho fadu (viz 7.15).

Véta 7.15. Necht je a kofenem funkce f. Necht déle existuje H!, takové, ze f € C?(H"). Necht
f'(a) # 0. Necht zg € H". Potom Newtonova metoda je metodou druhého fddu presnosti. Pokud je
f € CY(H:), potom Newtonova metoda je metodou prvniho fddu piesnosti.

Diikaz. (1) (druhyg 7dd) Viz dukaz 7.13.
(2) (proni rdd) Zde muzeme pouzit Lagrangeovu vétu pouze jednou. Pokud je vSak ¢ dostateéné
blizko xj, (coZ zajistujeme volbou okoli), pak je K = %

konverguje podle 7.4 a je metodou prvniho fadu.

< 1, Newtonova metoda

Poznamka. Pokud neexistuje druha derivace funkce f, konverguje (dle Oberhubera) Newtonova
metoda pomaleji.

O

Poznamka. Newtonova metoda obvykle konverguje rychleji nez regula falsi, potfebuje ale vétsinou
presnéjsi odhad, tj. mensi okoli HJ,.

Poznamka. Pro zlepSeni konvergence se pouzivd modifikace Newtonovy metody (metody regula
falsi) nazyvand line search algoritmus: Pokud se iteraci zvéts$i hodnota |f(zx41)|, tj. zhorsi se
odhad, provedli prilis velky skok. V takovém pripadé zmensime skok na polovinu a opakujeme. Toto
zlepseni konvergence vsak vede ke zpomaleni metody.

7.6. Metody pro reseni soustav nelinearnich rovnic.

Véta 7.24 (Lagrangeova véta o pifristku funkce vice proménnych). Necht G je konvexni oblast.
Necht funkce f € C'(G). Potom pro kazdé @,7 € G existuje & € (@, V) (tisetka mezi @ a ¥) takovy,
ze

Drikaz. Definujeme funkci

Potom
§(t) = V(@ + T — @) (7 — 7)
Protoze ¢ je funkce jedné proménné, muzeme pouzit klasickou Lagrangeovu vétu o pfirtstku:
(1) = 9(0) = ¢'(n)

@ + (v — @) a budeme tedy upravovat
v

(0) = =(e(1) = ¢(0)) = —¢'(n) = =V f (@ +n(v — @) (T — @) = Vf(§) (il - V)

—

Oznacime

fla@) —f

Véta 7.25. Necht plati:
e Existuje konvexni oblast GG, obsahujici feseni @ systému rovnic f (Z) = 0
o J /@) je reguldrni

e slozky fjsou funkce spojité na G, jejich prvnf parcialni derivace také (tj. f € C1(G))
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Potom existuje H g takové, ze pro kazdé #® € H g posloupnost generovana Newtonovou metodou
konverguje k a.

Diikaz. Nejprve diky 7.24 ukazeme pomocné tvrzeni
HE®) — fi(a@) V&)
f@®) - fla) = : = ¢ (9 -a) =3x8 (5% - a)
Fa@0) = £a(@)) \Vfu(&)
kde J J;(_') je definovana posledni rovnosti. Déle vyuzijeme vztahu
Zk+1) _ 2(k) _ ; Lz Fz®)

Potom muzeme odhadovat

#E+1) _ 2 H <) _ 2 et #0) (7 (k) 7a73;1(5<k>) (f(f(k)) ff(a)>H -
#9) — @ - 1@ ) (f(k) - a’) (1- 37 @2)149) (#® - a) | <

< [[r- 7 a6 |+ -l = i [ ~a]

kde K je definovano posledni rovnosti. Budeme chtit ukdzat K < 1, tedy
I- 31 @R)IFE) = 371 @I (@) —;ﬂ;@““)mf@ +IH@THE) — T @THE) =
= 124@) (1@ — T79) + (171(@) - I71@M)) T4 < 1

Kde posledni rovnost plyne z faktu, ze J#(a@) — (5) muzeme udélat libovolné malou a J (_3 je
omezena. t

Véta 7.26. Necht plati:

e Existuje konvexni oblast G, obsahujic{ feseni @ systému rovnic f(Z) =0

o J#a) je reguldrni

e slozky f jsou funkce spojité na G, jejich prvni a druhé parcialni derivace také (tj. f € C2(G))
Potom existuje H. g takové, ze pro kazdé #° € H g posloupnost generovana Newtonovou metodou
konverguje k @ kvadraticky, tj. s presnosti druhého fadu.

Diikaz. Neni vyzadovan. Spociva v aplikaci véty o prirtstku funkce na rozdily Jacobiho matic z

Dikaz 7.26 konce 7.25 tak, aby se z nich dostalo (Z(*) — ). O
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8. INTERPOLACE

8.1. Lagrangetv polynom.

Véta 8.3. Bud f : R — R a body zo,1,...,2, € Dy. Pak existuje pravé jeden Lagrangeiv
interpolacni polynom L,, prislusici funkci f a uzlim xg, x1,...,ZTy.

Dikaz. (1) existence
Plyne pfimo z definice Lagrangeova polynomu.

(2) jedine¢nost - dikaz sporem
Piedpokldddme existenci dvou riiznych Lagrangeovych polynomi L. a L2. VyuZijeme vlastnosti
Lagrangeova polynomu

Ly () = L (x:) = f(:), Vi€’
Polynom (L} — L?2) je polynomem stupné nejvyse n a plati
(LL — L2)(x;) =0, Vi € A°
Tedy (L. — L?) je roven nule v n + 1 bodech, coz vzhledem k jeho stupni (nejvySe n) znamena,
7e (L. — L?) je nulovym polynomem a tedy L. = L2. O
8.2. Lagrangetv polynom - Newtonova formule.

Véta 8.8. Pro pomérné diference k-tého radu plati

i+k

f[z,;,...,xi+k] :Z — f(IJ)

j=i Hm:i,m;ﬁj(‘rj — Ty

Diikaz. indukci podle k

o k=1
Tiv1) = J\Ti T T
f[xi7$i+1]:f( H) f( ): f( ) + f( +1)
e k—k+1
Litly- -5 T4 —flzi, ...,y
f[xi,...,xi_i_k_,,_l]:f[ +1 +k+1] f[ +k}
Titk+1 — X4

Pouzijeme indukéni predpoklad na pomérné diference mensiho radu

i+k+1 i+k
fleivr, o wigp] — floe, - @ign] 1 ZZ f(z;) B zz: f(z;) _
. — = — | +k =
Litht1 — T Titk+1 = Ti \ ;50 H;L:Hl,m;ﬁj(xj — Tp) j=i H:n:i,m;éj(xj — Tp)

Vyndame prebyvajici ¢leny a slou¢ime sumy.

_ 1 ( f($i+k+1) _ f(xz>

= - - -|-
k k
Titht1l — T o @i — 2) T (i — @)

i+k 1 1
+ Z f(xj) <Hi+k+1 T itk (xj _xm)) =

j=it+1 m=i+1,m#j (j — Tm) Hm:i,mgéj

Roznasobime zavorku, ze samostatnych ¢lent dostaneme prvni a posledni ¢len sumy z tvrzeni
véty (minus vyuzito na otoceni zdvorky), v sumé vytkneme spoleéné ¢leny produktu.

i+k
f(@itns1) f (i) + 3 f(z5) 1 _ 1
H:::i(zi-&-k—&-l — Tim) H::i;:i (T — ) G=it1 (Tivkt1 — T4) H;i_ii_s_Lm;éj (x5 —xm) | Tj = Tith+l Ty~ Ti

pokud j#i+k+1 pokud j#i
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Prevedeme na spole¢ny jmenovatel a nasledné zkratime.

f(@itks1) f(z:) n X f(z)) Tiyhi1 — T

T @isner — 2m) Tt (@i — 2m) 57 @iprrr — 20) Tttty (27— 2m) | (85 = @ivkrn) (5 —

;)

pokud j#i+k+1 pokud j#i

i+k i+k+1
_ f(@itrt1) f(xi) n ZZ f(z;) _ ZZ f(z))
— itk itk+1 ith+1 - itk+1
H:{:i(zwkﬂ — Tp) H:::;:—l(zl — Tp) j=i+1 H:::,—m;éj (zj — xm) j=i H::::m;éj(xj — )

g
8.3. Lagrangeuv polynom - chyba aproximace.

Véta 8.10. Nechf I, C Dy nejmensi interval takovy, Ze x,zq,1,...,2, € I, a f € C"T(I,).
Bud L, Lagrangetv interpolaéni polynom pifslusici funkci f a uzltm zg, 1, ..., z,. Potom existuje
¢ € I, takové, ze
f(n+1) 13
=S )
(n+1)!

kde definujeme

wn(@) = [ - =)
i=0
Diikaz. Pokud z = x; pro néjaké i, tak je R, (z) = 0 z definice Lagrangeova polynomu a wy,(z) =0
primo z definice a véta plati trivialné. V ostatnich piripadech volime pevné x € I,.. Definujeme
Qn(t) = wn(T)Rn(t) — wn(t) Rn(z)

Trividlné @, (z) = 0. P¥imo z definice w,(z;) = 0, Vi € 7 U {0}. Z definice Lagrangeova polynomu
plyne R, (z;) =0, Vi € 71U {0}. Tedy dohromady plati i Q,(z;) =0, Vi € n U {0}, tudiz Q,(¢) ma
na I, nejméné n + 2 kofenu (jeden vz a n+ 1 v ;). V téchto bodech je hodnota @, () nenulova
se stiidajicim se znaménkem. Mizeme tedy na téchto n 4 1 intervalech aplikovat Rolleovu vétu a
Q! (t) ma na I, nejméné n + 1 kofenti (v kazdém pod-intervalu jeden). Tento proces opakujeme,
existence prislusné derivace @, (t) je zajisténa podminkou diferencovatelnosti funkce f. lenﬂ) ma
na I, nejméné jeden koten, libovolny z nich oznacime &. Plati

QU V(1) = wa (@) RITV (1) — w( () Ry ()
Protoze L, (x) je polynom stupné n, muZzeme zjednodusit
R7(In+1)(t) _ f(n+1)(t) o Lgln-ﬁ-l)(x) _ f(n+1)(t)
0
Polynom w, (t) mtzeme rozdélit na wy,(t) = t"* + p,(t), kde p,(t) je n&jaky polynom stupné n, a
tedy
Wit (@) = (2"t 4 p( D (1) = (n 4 1)
=0
a tedy dohromady
QU (1) = wa(a) V(1) = (n+ 1)! Ry ()

po dosazeni kotenu & dostavame

QUTV(E) = 0= wa(2) [V (€) = (n + 1)! Ry(a)

z ¢ehoz jednoduchou algebraickou tpravou dostaneme tvrzeni véty. O
Véta 8.11. Necht f € C¥(Dy). Potom pro libovolné i existuje ¢ lezici mezi uzly x;, ..., x4k takové,
ze

A3

f[xiv"'7xi+k] = k!
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Diikaz. Pouzijeme 8.8 a oddélime ze sumy prvni Clen:

i+k ' . itk N
[ICTRNTT I N (C) EE— () B o ()

i+k itk itk
j=i Hm:i,m;ﬁj (@j—am)  ILnsi (@i — 2m) j=it+1 Hm:i,m;ﬁj (Tj — xm)
Celou rovnici pfenasobime prvnim jmenovatelem:

itk itk itk o
Flovozinn] T] @ om) = )+ 3 flay)—im=ir (8= om)

i+k
m=i+1 j=i+1 H:n:i,myéj (xj — &m)

Vytkneme z produktu tak, aby mély stejné meze:

itk itk itk itk
Hm=i+1(xi — Tm) (z; — mj) Hm:i+1 m;éj(xi — Tp)
)+ Y J)= —f@)+ Y fly) mettl, _
’ j:;rl N Hni_:ki,m;éj(xj - Tm) ! j:;rl " (xj — i) Hn—:_jiJrl,m;éj(xj — Tp)
itk i+k (@i — )
=)= 3 g I o=
Jj=i+1 mn:;—;l

Nyni pouzijeme definici baze Lagrangeova polynomu a definici Lagrangeova polynomu (méme posu-
nuté ¢islovani, ale to nevadi, protoze to je jen jiné znaceni, odpovidajici tvaru véty):

i+k i+k itk

Fad = Y ) TT 222 g = 3 flaiylen) = £(a0) ~ Lia(er) = Rca)
j=i+1 m=i+1 V7 m j=i+1
m#j
Pouzijeme 8.10:
i+k (k) i+k
Fles - mie] [ @ —am) = Reoa () = ! k!(ﬁ) I @i —2m)
m=i+1 m=1

Vydélime rovnici produktem a dostaneme tvrzeni véty:

f[xi,...7.%‘i+k] = k!
O
Dikaz. (z Wikipedie: Mean value theorem (divided differences)) Postupujeme podobné, jako v dukazu

8.10: Vezmeme si zbytek po Lagrangeovu polynomu Ry, a k—krat zderivujeme. S vyuzitim Newtonovy
formule dostaneme:

R (@) = P (@) - LP (@) = fP(2) - 20, .., 74] B!

)

Opakovanym aplikovanim Rolleovy véty dostaneme existenci £, které je korenem R;Ck . Z toho plyne:

0=RM(E) = fP(E) = flag,...,zx] k!

7 ¢ehoz upravou dostaneme tvrzeni véty pro nejvyssi stupen. Pro nizsi derivace bychom pouzili
polynom nizsiho stupné. O

Poznamka. Pro k = 1 predchozi véta prechazi v Lagrangeovu vétu o prirustku:

fxi) = f(zig1)

Tj — Ti—1

=f'(¢)

flog,zia] =

Poznamka. Tato véta se v ZS 2016/17 neobjevila.
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8.4. Hermitova-Birkhoffova interpolace.

Véta 8.21 (V prezentaci definice). Nechf funkce f : R — R, interval I C Dy takovy, ze f € CM(I).
Bud'te zg, 1, ..., %, € I rtzné uzly, ve kterych znadme

F® (), Vienl, vk e m kde m; € M
Definujeme c¢islo
n
N=> (mi+1)
i=1
Potom existuje pravé jeden polynom Hpy_1(t) stupné N — 1, ktery spliiuje
HE () = f®(ay), Vi € 20, Vk € m?
Tento polynom se nazyva Hermitovsky interpola¢ni polynom.
Diikaz. Bez dikazu.

Véta 8.23. Necht a I, C Dy nejmensi interval takovy, ze x, v, 21,...,7, € I, a f € CV(I,). Bud
Hpy_1 Hermitovsky interpola¢ni polynom prislusici funkci f a uzlim xg, z1, ..., x,. Potom existuje
& € I, takové, ze

kde definujeme

Diikaz. Bez dikazu.
8.5. Interpolace v R".

Poznamka 8.25 (Oprava chyby v prezentaci). Mé&me rizné body (z;,y;), Vi € A}, Vj € AY a
funkei f(z;,y;). Potom muzeme definovat bazické polynomy

ni

= I ——=

k1 ki V1 Tk
s
— Yk
B = II ~—
k=1,kpj J3 T Yk
Lagrangetv interpola¢ni polynom méa potom tvar
ni no

Lo(z,y) =Y > flaiy)lE (@)1 (y)

i=0 j=0
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9. DERIVACE A INTEGRACE

Poznamka. (ZS 2015/16) Pfedndseno bez prezentace, ta pry zatim neni pouzitelna. (ZS 2016/17)
Prezentace jiz je k dispozici. Zatim ponechano v puvodnim stavu.

9.1. Numericka derivace. Chceme-li derivovat funkci, zname-li pouze jeji funkéni hodnoty, dostava
se do problému. Mizeme funkci zkusit aproximovat jejim Lagrangeovym polynomem a ziskat predstav

f'(@) ~ L, (x)
tedy
f'(@) = Ly,(z) = R, (2)

(n+1)
Z 8.10 vime, zZe R, (z) = f(Tl)(f)wn (x). Aplikaci Leibnizova pravidla pro derivovani sou¢inu dosta-
neme:

R fO g (),
rO@ =3 () e

Pro napocitani k-té derivace tedy potiebujeme, aby byla f alespon n + k 4+ 1-krat diferencovatelna,
navic nezname zavislost £ na x. Ukazuje se navic, ze chyba derivace v uzlech neni nulova. Tudy
tedy cesta nepovede. Nasim cilem tedy je udélat R, (x;) libovolné malé Vi. M&jme funkci f € C?(x).
Vyjéddiime jeji Lagrangeiv polynom stupné 1 na intervalu (zo;x1)

f(x1) = f(20)

1 — Zo

Ly(z) = =f'(%)

kde posledni rovnost plyne z Lagrangeovy véty o prirustku funkce (3¢ € (xo;21) f(21) — f(zo) =
(&) (x1—x0)). Méjme tedy h = x1—z¢. Bude nds zajimat chyba aproximace v zdvislosti na zmensujicim
se h. K tomu budeme potrebovat koneéné diference. Predpoklddejme nyni ekvidistantni rozdéleni
uzlu tak, ze bude platit: x; = xg 4+ ih, Vi € N Rozvineme podle Taylora:

Li(x) = f(xo) + flzo;x1] (x — 20) = f(20) +

f(z1) = f(z0)

Z1 — Zo

(x — x0)

Fa) = £Gwo) + o) @1~ 20) + 100 g — 02 4+ L) ) —
——— U Nee—— VU ee———
h h? h3
fla_y) = f(o) + £ (wo) (w1 — x0) +f”;%) (-1 — 0)° +% (z-1—x0)® =
—_—— D o~eee———— ! —_————
_h B2 _n3

= stea) ~ fen+ L L)

Vytvorime dopfredné, resp. zpétné diference prvniho radu:

f(x1) — f(z0)
h

= /@) + 3" @)+ 31 /" (€ = f (o) + O(h)

f(xo) — flz—a
Ho) =) _ gy 4 o
Za predpokladu spojité diferencovatelnosti druhého fadu jsme tedy schopni aproximovat prvni de-
rivaci s presnosti prvniho radu.

f(xl) _ f(x—l) — th/(xO) + <%f”($0)h2 _ %fl/(xo)h2> + 1 (f”/(fl)hg +f,//(£_1)h3)

3!

=0

RS e

fla) =~ f(w-1)

oh = f'(z0) + O(h?)

= f'(20)
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za predpokladu spojité diferencovatelnosti do tretitho radu. Tvaru % se Tika centralni
diference. Protoze &,€_1 € (x_1;21) a f je na (x_1;x1) spojité diferencovatelna do tietiho radu, je

L e + prie) < ©

5
na (x_1;x1) tedy je omezend. Pfesuneme se k druhé derivaci. Rozepsdni f(z1) a f(x_1) tentokrat
secteme a dostaneme:

fla1) + f(m_1) = 2f (wo) + " (o) 3

f T1) — 2f o +f T4 f/// 51 _ f/// 5_1

() 2 00) £ 1) _ gy 7616,

Za predpokladu spojité diferencovatelnosti 3. radu ziskdme odhad s presnosti h. Mame-li vSak spoji-

tou diferencovatelnost ¢tvrtého fadu, je odhad s presnosti h? (opét dokdZeme ptes Lagrange, vyskoci
tam ¢tvrtd derivace).

+ flll(é—l) _ f//l<£7l)h3

9.2. Numericka integrace. Vzorce pro I(f) se nazyvaji vzorce pro numerickou integraci, resp.
kvadraturni vzorce. Méjme redlnou funkci realné proménné. Interval, na kterém chceme integrovat,
stejné jako u derivace, rozdélime ekvidistantné na mensi intervaly: x; = xo + ih, Vi € i a posCitame
piispévky od jednotlivych ¢asti. Pouzijeme interpolaci f(x) takovou, aby se dobfe integrovalo. Pro
x blizké xy bude priblizné platit:

b b
/ f(z)dz = / f(zo)dz = (b— a) f(zo) = f(zo)h

Zajima nas chyba, které se pri této aproximaci dopustime.
b

/f dx—/fxo :/ )dx

Lo(aﬁ)
N——
RQ(I)

Rozvineme f(z) Taylorem:

b l
J (0 + 7)o = 20) + 57(€) = 20 = faa) ) di = / Fao)t + 3 (€)%t <
a s
3
Za predpokladu f € C® lze pouzit vétu o stiedni hodnoté integralu a odhadnout tak |f”(€)| < ¢ (¢
totiz zavis{ na x): . i
< /') [’;] erels] e o
Tedy odhad mame s presnosti h3. Zkusimz se nyni pfesfmout k Lagrangeové polynomu vyssiho radu,

vezméme n = 1.
f(x1) — f(20)

La(@) = flwo) + = —0~

(z — x0)

b
/L1 Sh(f(a) + ()

b
_ /f(x) . f($o) B f(xl) - f(l'o) (ZL’*JL‘())d.’E

T1 — o

Bi(f) = /b Ry = [T )iy = ¢ / Ht—h)di = F—htzhc(hd—hﬁ) o)
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Znovu jsme pouzili vétu o stfedni hodnoté integrdlu a odhad |f”(£)| < c¢. Pfedndsku z ne iplné
zjevného divodu zakonéila Cavalieri-Simpsonova formule:

B(n =57 (s@+ar (“5) +10)
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