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PREDMLUVA: ¢

“O Slunce! Ty vidis vechno, ty tvoris zafi a pohybujes se velmi rychle. Celé nebe osvétiujes.”

Ctvrty vers zpévu 1:50 jednoho z nejstargich spisi Rigveda neni nijak vyjimegny — induska
kosmologie se od nepaméti “toCila’ kolem Slunce. UCenec a politik Sayana, Zijici v letech
1315-1387 na kralovském dvore VijayanagarskefiSe v jizni Indii, si pfi studiu avykladani Véd
k tomuto verS pripsal: “Budiz pfipomenuto: Slunce urazi 2202 yojany za plll nimesy.” Sayana
nebyl astronomem, v poznamce se odvolava na tradici a ma patrné na mysli kosmologické
predstavy zachyceneé ve starych nabozenskych textech zvanych Purany. Yojana je staraindicka
delkova mira, jgjiz hodnota je udavana v oblasti 13-16km, a nimesa je stara indicka Casova
jednotka, jejiz hodnotu historikové pfepocitavaji na16/75 s. Za vtefinu by tedy “Slunce” méo
urazit kolem 300000 km. . .

Sayana se trefil docela presng, ackoliv o pohybu svétla asi moc nevédd. Ani nemohl —
rychlost svétla neni lehké urcit a bez dalekohledu ji nejde ani odhadnout. V pomeérech vesmiru
je zoufale mala, ale pro pozemské miry moc velika. 22. srpna 1634 pise René Descartes svemu
priteli 1saacu Beeckmanovi, Ze rychlost svétla je jisté nekonetna, a dodava: “ Je to tak jisté, ze
pokud by se ukazalo, Ze to neni pravda, jsem pfipraven uznat, Ze z filosofie nevim viibec nic.”
Descartes chtél pritele usetfit zbytetneé namahy — ten totiz travil dost Casu tim, Ze vytahoval
na pole délo, o mili dal stavél zrcadlo a snazil se zaznamenat, s jakym zpozdénim v ném bude
vidét zablesk vystrelu.

Nekonetna rychlost svétla byla soucasti aristotelské tradice, ale ani ve staroveku se k ni
vSichni neklonili. Jiz pfedtim vyvinul EMPEDOKLES z Akragasu (492-432 BC) vlivnou hypotézu
o videéni (pomoci svétlavysilaného okem) atvrdil naopak, Zerychlost svétlaje konetna. Stejného
nazoru byli i o néco mladsi “ atomisté” patfici k DZINISTICKE FILOSOFII v Indii (svétlo bylo podle
nich zplisobeno pohybem malych ¢astic). Prvni soustavngjsi vyzkum vsak proved! az “prvni
védec” Abu ’All al-Hasan ibn a-Hasan ibn al-Haytham z Basry (plisobil ovéem v Kahife),
znamy pod latinskym jménem ALHACEN (965-1039). Jeho sedmisvazkovaKniha optiky pfinasi
kromé mnoha dalSich zjisténi i experimentalni dilkaz, Ze svétlo se &ifi primocare a ze zdroje
do oka (nikoli naopak) — a také presvédceni, Ze se tak déje konetnou rychlosti. To bylo vSak
prokéazano az v 17. stoleti.

22. srpna 1676 oznamil na jednani francouzské Kraovské akademie véd Giovanni Do-
menico Cassini, tou dobou Feditel Pafizské observatore, Ze s kolegy Jeanem Picardem a Ole
Ramerem provedli fadu méfeni zakrytll Jupiterova mésice lo a zjitili, ze zatatky a konce
zakrytli béhem roku postupné kolisgji kolem hodnot odpovidagjicich vypoGitané draze mésice.
Cassini dokonce oznamil, ze napfiklad 16. listopadu toho roku vyjde mésic z Jupiterova stinu o
10 minut pozdgji nez podle vypottl. Jako pravdépodobnou pricinu nesouladu uved to, Ze Zemé
je béhem roku od Jupiteru rlizné daleko aZze “ svétlu trva 10 nebo 11 minut, nez urazi vzda enost
rovnou poloméru zemské drahy” . Ostatni (tehdy tfi) Jupiterovy mésice byly pozorovany s mensi
presnosti a podobny efekt u nich nebyl rozeznan, Cassini proto zahy od “diimysiného vysvétleni
Mons. Reamera” pomoci konecné rychlosti svétla upustil. R@MER byl naopak presvédcen o jeho
spravnosti a7. prosince ho (jiz samostatné) diikladné popsal v Journal des Scavans. V r. 1728 se
konecnost rychlosti svétla potvrdila, kdyZ sjeji pomoci James BRADLEY vysvétlil aberaci svétla
stalic (rovnéz) jako diisledek obéhu Zemé kolem Slunce.

Roku 1864 James C. MAXWELL definitivné shrnul el ektrické, magnetické a optickée jevy
do jednotné “Dynamické teorie elektromagnetického pole’. Zahy se ukazalo, Ze teorie neni
invariantni vi¢i Galileiho transformaci, a do centra pozornosti se dostala otazka, jak nejlépe
Zjistit “absolutni” pohyb Zemé — pohyb Vv{ci nosici svételnych rozruchil, éteru. Roku 1887,
po letech prace na novém typu interferometru, Albert A. MICHELSON konecné pripravil s
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pomoci Edwarda W. MORLEYE dostatecné citlivy experiment, jimz mélo byt mozno presné
zmé¥it anizotropii rychlosti svétlaa z ni odvodit okamzZitou rychlost Zemé vUci éteru. Mé&eni
jiz probihala, kdyz Heinrich R. HERTZ experimentalné potvrdil existenci elektromagnetickych
vin.! Michelson s Morleyem ovsem nezjistili v rychlosti svétla zadnou anizotropii, Zadnou
zavislost na denni Ci rocni dobé a na orientaci pristroje. Michelson ani Morley (stgné jako
Maxwell & Hertz) o éterove teorii svétla nepochybovali a svilj experiment jesté nékolikrat
zopakovali. Po nich pak mnozi dal$i az do dneSnich dnll. V r. 2009 bylapomoci “ Michel sonova’
usporadani dutinovych rezonatorll a zazngovée kontroly vyladéni jejich frekvenci omezena
pripadna anizotropie rychlosti svétlana2< < 10717,

Kdyz kolem roku 1630 Galileo GALILEI vyplouva na mofe (mozna jen v duchu), aby
Zjistil, zda jeho asistenti proti sméru pohybu lodi nedoskoci dal nez ve sméru opatném, tézko
tusil, Ze Pfiroda dba na rovnopravnost inercidlnich systémt tak extrémné diisledné. Kdyz 7.
ledna 1610 nad kupole baziliky sv. Antonina (v Padové) vySel Jupiter aon u ng svym neustale
vylepSovanym, tehdy asi tficetkrat zvétdujicim dalekohledem spatfil tfi (pozdgi Ctyfi) satelity,
také asi netusil, ze jesté v témze stoleti povede stejné pozorovani k dobrému odhadu rychlosti
svétla. A co kdyZ o dalSich 20 let diive v Pise odmé&foval pad predmétli v gravitatnim poli?
Einsteinna“ principu ekvivalence” zalozil svouteorii gravitace; napocatku 20. stoleti byl princip
ové&fen srelativni presnosti 107, dnesjeto 10~1%. Ale o tom az v obecné relativité. . .

Rychlost Sifeni el ektromagneti ckého zareni ve vakuu se zda byt jednou z centralnich vlast-
nosti nadeho vesmiru. Hodnotanezavisi nacase, misté ani sméru, jestejnavici véeminercianim
(alokalnéi vici vsem urychlenym) vztaznym soustavam. Jeto nejveétsi rychlost, jakou se miize
Sifit informace, takze svételné paprsky urCuji kauzalni strukturu prostorocasu. Jako o dalSi z
“dblezitych vlastnosti naseho vesmiru” budeme v téchto poznamkach hovorit o Albertu Einstei-
novi. Pfedev&im jako o tvlrci teorie relativity, i kdyZz Einstein prispél i k fadé dalSich oblasti.
Tradi¢né je pfipominanajeho nediivéra ke kvantové mechanice, ale stejnou pozornost zasl ouzi
i to, jak od svého clanku O heuristickém hledisku tykajicim se produkce a premeny svétla, ktery
vySel v r. 1905 v Annalen der Physik jen o 4 Cisla pfed praci obsahujici “speciani relativitu”,
az do samotného roku 1925 Einstein po vytvoreni kvantovée teorie (konkrétné kvantove teorie
svétla) naopak volal — ajak v tom byl po celou tu dobu osamocen.

Kvantova el ektrodynamikadnes patfi k universitnimu fyzikanimu vzdéani, ale vétsi pro-
blémy jsou s kvantovou teorii gravitacni interakce — “kvantovou obecnou relativitou” . Kvanto-
vani gravitatniho pole znamena po prekladu do geometrického jazykakvantovani prostorocasu,
takZe samotny prostor a Cas by po “rozkvantovani” méy byt na velmi malé (Planckové) Skale
diskrétni. Fyzikani procesy probihajici navelmi malych rozmérech by tuto “ zrnitost” mély citit.
Na prostoroCasovych nehomogenitach by se napfiklad méo rozptylovat a zpomalovat svétlo
velmi kréatkych vinovych délek. Kvantové teorie gravitace tak “efektivné’ predpovidaji mirné
naruseni lorentzovske invariance, spocCivajici v tom, Ze rychlost svétla by méla zaviset na jeho
frekvenci. Efekt jevelmi slaby, alemé by byt patrny u velmi vzdalenych zdrojli, kterévysilaji co
nejSirdi oblast el ektromagneti ckého spektra véetné co nejtvrdsi slozky, ajgichz svételnakfivka
obsahuje co ngjvyrazngsi a Casove dobre lokalizovatelna “vzplanuti”. Pfesné takovymi zdroji
jsou kratké zablesky gamma, pravdépodobné provazejici gravitatni kolaps binarniho systému
neutronovych hvézd. V kvétnu 2009 se podafilo zachytit zafeni Sirokého rozsahu energii (od
rentgenové po tvrdou gamma oblast) z kratkého zablesku GRB 090510. Zablesk vykazal posun
vinové déky = = 0.9, takZejeho fotony k ném cestovaly vice nez miliardu let. VSechny dorazily
Vv rozsahu necelé vitefiny. . .

1 Kdyz se ho ptali, jaky majeho vysledek vyznam, odpovedd: “Myslim, Ze vlibec Zadny, . . . jen se prokazalo,
Ze Magestro Maxwell mé pravdu.”
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Podé&kovani

Nejdfive omluva. Tento text k Gvodnimu kursu speciani relativity neni zdaleka dukladny,
tak jako nemiize byt moc diikladny ani samotny kurs. Moderni pohled na teorii relativity je
pohledem geometrickym, ale v takovémto Gvodu se po ném miizeme spiSe poohliZet nez jej
poradneé péstovat. Nékteré partie Uplné chyb&i; mozna je nékdy doplnime, ale ted se mi zdalo
dllezite, aby posluchati konetné méli text, ktery odpovida prednasené latce. Psani skript je
ovSem dvousetna (v Minkowského prostoroCasu CtyfseCnd) aktivita. Autor se priuci predmétu,
ale naprednasce pak mapocit, ze by nemél jen reprodukovat, co uz je napsano. Studenti se maji
do ¢eho podivat, ale na druhé strané citi mensi potfebu chodit do koly (a vnimat). Navic se
predmét uz ponékud dlouho uéi stejnym zplisobem amoznaby bylo namistéto ngak zmeénit. V
tom pripadé snad budou poznamky k souCasnému vykladu na misté. Mohou pomoci, a pfitom
na“nove’ prednasce plijdefict: ale my to udélamelip.

Sam jsem mél zfidkakdy potiebu (aviibec ne nadgji) néco délat lip, protoze jsem naMFF
UK chodil na skvélé pfednasky. Na relativitu hlavné k profesoru Jifimu Bicakovi a docentu
Jifimu Langerovi, mam seSit i z legendarniho “kladivkového” kursu docenta Kurta FiSera.
Pfirozené jsem “béhem téch let” Cerpal také z knih. Kanonickou ¢eskou ucebnici jsou stale
Zaklady specidni teorie relativity prof. Vaclava Votruby [7]. Maji 440 stran anékterymi z nich
se neprokousava Uplné snadno. Rovnéz diiraz na jednotlive partie, styl vykladu, matematické
konvence i znaeni jsou dnes trochu jiné. Po faktické strance vsak kniha zatim nema nahradu
apro hlub$i studium ji Ize rozhodné doporucit. Obsahuje i diikladny rozbor fady experimentl,
které prokazaly nezavisost rychlosti svétla nainercialnim systému. Experimenty jsou detailné
probrany také v kvalitnich skriptech doc. LeoSe Dvoraka [1]. Nékteré Casti 1atky je mozno
konzultovat i v knihach [3, 4, 6], i kdyz v trochu jinych formalismech. Vedle toho existuje fada
anglicky psanych ucebnic, kteréjsou vaak hiife dostupnéanékdy sei ony od “ prazského” podani
(amezi sebou) ve formanich detailech lisi.

Kromé ucitel {1 jsem vdétny take studentlim, prednaska se utvarelai diky jejich reakcim —
avzdy v prijemné spoletnosti. Nejveétsi dik ovsem patfi koleglim z Ustavu a z Relativistického
seminare, za priibéznée odborné a pedagogické podnéty, ale predevsim za kulturni a kamaradské
prostiedi. Dr. Otakar Svitek text proGetl a vylepsil, nékolik nedostatkil odhalil také Mgr. T.
Franc. Budu rad, kdyz udélate totéz. . .

OS, 12. prosince 2010
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Zakladni konvence a znaceni

Pokud neni feCeno jinak, uzivame standardniho slozkového jazyka, Einsteinovasumacniho pra-
vidla a notace obvyklé v teorii relativity. VeliCiny uvadime v normanich, fyzikanich (nikoli
geometrizovanych) jednotkach, konkrétné v soustavé SI. Metricky tenzor g, ma signaturu
(—+++), Fecké indexy nabyvaji hodnot 0-3, latinské indexy hodnot 1-3. Zapis X reprezentuje
v&echny, resp. kteroukoliv slozku veli€iny X, tj. X« = (X° X!, X2 X?) (analogicky pro veli-
¢iny libovolného tenzorového typu afadu); konkrétni hodnoty i ndexti budou specifikovany ¢isly
0-3 nebo primo pismeny znaticimi prisludné soufadnice (takze napf. X? = XV). V obecnosti
je dobréindexy chapat jako abstraktni, tedy nikoli jako oznaCeni sloZek ajako signalizaci toho,
Ze je nutno pracovat ve slozkach, ae prosté jako vyhodny zplisob, jak zapsat veliGiny (tak, ze
je i bez kontextu mozno na prvni pohled odhadnout jgjich typ) a tenzorové operace s nimi. To
jest: je dobré predstavovat si pod X spid X nez (X!, X2, X3). Specialni relativitu je viak velmi
vyhodné probirat v inercidnich systémech, aty jsou kartézské, proto v konkrétnich pfipadech
jiz budou indexy skutetné Casto reprezentovat slozky; napi. Minkowského tenzor 7,,,, dokonce
znaCi jen specialni tvar, ktereho nabyva metricky tenzor plochého prostoro€asu v ngjakém iner-
cidnim systému. Parcidni derivace je znaCena 0 nebo Carkou v indexové pozici, %ifj = X+,
(v literature se vyskytuje také znaceni 0, X*, pfipadné V, X" — my s ale V schovame az pro
kovariantni derivaci, se kterou se setkame v obecné relativité).




KAPITOLA 1

Uvod

Nedavno jsme na Wikipedii nadli strojovy preklad, ze Special relativity je “Iékarska prohlidka
publikovana v r. 1905 Albertem Einsteinem v jeho Clanku ‘K elektrodynamice dojemnych
tél’...” Jeto mensi move (posun), nez jakého se této teorii dostavaod lidi. Einstein musel plil
Zivota trpét, Ze je spojovan s pripovidkou “vsechno je relativni” ajeho teorie prekrucovana v
argument pokleslych postojli relativismu. Od pocatku zdlrazioval, Ze neprichazi s teorii, ae s
“heuristickym principem” (ktery by mély splhovat vSechny “teori€”’). A kdyZz uz, tak navrhoval
hovorit o “teorii invariantll”. Max Planck vSak jeho praci nazva “relativni teorii”, ato prestoze
vV ni — spolu s autorem — predevSim spatfoval cestu k “tomu, co je absolutni, obecné a
neménné”. Béhemr. 1907 byla“relativni teorie”’ v kuloarech upravenana“teorii relativity”. Tou
dobou jiz pracoval najgji eleganci hlavné Hermann Minkowski. Uved! ji do Ctyfrozmérného,
geometrického havu, v nemz jgi “absolutni” prvky vystupuji zvlasté zietelné. Pri predstaveni
nového pohledu na prostor a Cas také misto “principu relativity” fikal “postulat absolutniho
svéta'. ..

Indicky matematik a astronom ARYABHATA (476-550) ve svém spisu Aryabhatiya shrnul
induské i pozdgsi (hlavné dzinistické) vysledky; mnohé z nich byly Ziskany (Ci alespon “tipo-
vany”) davno pred Evropou. Pise také: “ Stejné jako vidi ¢lovék na jedouci lodi, Ze se stromy
na brehu pohybuji v opatném smeéru, vidi pozorovatel na rovniku stalice pohybovat se presné
na zapad.” O tisicileti pozdgi se vydaval na mofe G. GALILEI' (1564-1642), ale misto aby
tam odtud vzhlizel ke stromlim a hvézdam, zaviel se v kabiné a sledoval tam uvnitf poletovani
motyl{, rybky v akvariu, pad vodnich kapek, pohyb koure a sportovni vykony svych asistent.
Jeho zavér — ze vse probiha stejné jako “v klidu” na sousi — je citovan jako Galileiho prin-
cip relativity, ale ve spisu Dialog (1632) zjistite, Ze on sam na ném nezdliraziioval “relativitu
pohledu nasvét” (totiz zavislost méfenych hodnot velicin napozorovateli), ale naopak stejnost,
nerozliSitelnost (neurychlenych, inercialnich) systémul. Podobné pro Einsteina bylo sice pocho-
peni relativity Casu tim nejdllezitgSim klicem k nové fyzice, ale pro samotnou “relativitu”
pohledu na svét, obecné zigimou odnepaméti, to bylo jen malé upfesnéni. Kde vsak fyzika po
Einsteinovi nachazi skutetné bohatstvi, je pfi hledani invariance velicin a teorii vUci urcitym
transformacim. Symetrie se zdaji byt jednou z nejhlubSich vlastnosti vesmiru.

Navzdory svému jménu je tedy teorie relativity predevéim “o” invarianci zakonl vUGi
urcitym — prostoro€asovym — transformacim: Lorentzovym v pfipadé speciani relativity a
obecnym diffeomorfismlim v pipadé obecnérel ativity. Popul arni zkracovani ty¢i aprodl uzovani
Casovychintervalll, “ paradoxy” sgarazi advojcaty jisté probereme, ale méli bychom mit stalena

... veskutetnosti moznajen prostiednictvim svého literarniho hrdiny Salviatiho. . .
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paméti, Ze se jednajen o nevyhnutelné diisledky principu, podle néhoz jsou v&echny inercialni
systémy z hlediska fyzikanich zakonl ekvivalentni. To tento princip by nas mé priibézné
udivovat. Nejen Ze neni vlibec samoziejmy, dokonce by bylo pfirozené predpokladat, ze kdyz
veci kolem naszjevné preferuji urCite— své klidove— systémy, budouto Ciniti prirodni zakony,
tedy fyzikani “pravidlahry”. Privilegovanym jejisté klidovy systém VaSeho notebooku, systém
spojeny se Zemi, se Sluncem, s Galaxii. . . [zotropie reliktniho zafeni dnes opraviuje hovorit
dokonce o “klidovem systému naSeho vesmiru” apotvrzuji toi studie mapuijici rozlozeni hmoty.
Té&zko ngjit privilegovang§i systém, ale pfesto v ném fyzika chodi podle stejnych pravidel, jako
v jakémkoli jiném.

1.1 Misto specialni teorie relativity ve fyzice

Specialni relativita je tedy spiSe principem (nékdy se oznaCuje jako “principiani teorie” Ci
“meta-teorie’) nez obvyklou (tzv. “konstruktivni”) fyzikalni teorii: pozaduje, aby fyzikani
teorie nerozlisovaly mezi inercidlnimi systémy, aby byly invariantni vici transformaci mezi
nimi. My se v této Gvodni prednasce budeme vénovat pouze mechanice a elektrodynamice ve
vakuu. Zatimco elektrodynamikabude, jak uvidime, “automaticky spravn€’ (speciani relativita
diky ni vlastné vznikla), mechaniku budeme muset odvodit novou. Odchylky relativistickych
predpovédi od “klasickych” (newtonovskych) v ni rostou s tim, jak se rychlost zkoumaného
télesa zvysuje a blizi rychlosti svétla. Specialni relativita bude tedy nepostradatelnatam, kde se
véci pohybuji velmi rychle — predevsim v Casticove fyzice (kosmické zareni, urychlovace) av
astrofyzice. Kromeé novych predpovédi v konkrétnich situacich vsak specialni relativita prinasi
i zasadni novou zpravu: Ze Casova souradnice neni “absolutni” aZe je provazanas prostorovymi
soufadnicemi; vysokasymetrietohoto provazani navic ukazuje, Ze navzdory nasemu rozliSovani
mezi polohou a Casem je vyhodné a prirozené na fyzikani svét pohlizet jako na Ctyfrozmeérny
prostorocas.

Co budeme k prednasce potrebovat? Zhruba 1905 gramll tenzorové algebry (abychom
zgjistili matematické naplnéni principu relativity) a podobné mnozstvi ctyfrozmérného forma-
lismu (abychom mohli v prostoroCasu prakticky pocitat). Uvidime, Ze kdyZz tyto dvéingredience
dobre promichame, zafidi vlastné vSechno za nas. Jesté jsem zapomnél, Ze ze zaCatku budeme
muset také obCas premy3et — to kdyZz budeme skutecnost nahlizet jesté z “3+1” (“prostor +
Cas’) pohledu, nez si zvykneme v prostorocasul.

1.2 Pripominka historie: zapletka s éterem a rychlosti svétla

Newtonova fyzika umoznila urit na zakladé znalosti silového plisobeni pohyb daného télesa.
UrCit pohyb znamena fici, kde se téleso v kterém okamziku nachadzi — pohyb je urCen v
fe¢i polohy a €asu. VUEi ¢emu ovsem polohu a &as vztahovat? | saac Newton (Principia, 1687)
postuloval, Zejevistém fyzikalniho déni je nepohyblivy “absolutni prostor”, ktery je geometricky
tfirozmérnym eukleidovskym prostorem. Dale postuloval existenci “absolutnimu Casu”, ktery
“plyne sam od sebe a diky své povaze rovhomérn&’. Oba tyto pojmy jsou “absolutni” tim,
Ze jsou nezavislé na hmoté, tedy na fyzikalnim déni. Prvni Newtonliv zakon tvrdi, Ze existuje
alespon jeden inercidni systém, a z jeho definice je ihned jasng, Ze takovych systémil existuje
nekonetné mnoho; navzgem se pohybuji rovnomérné primocare, tedy jsou svazany Galileiho
transformaci. Newtonliv druhy zakon anasledné celajeho teorie plati ve stejném tvaru ve viech
inercialnich systémech — je invariantni vic¢i Galileiho transformaci. (Pfi této transformaci
zlistavacas stejny, tedy je* absolutni” i v tom smyslu, Ze nezavisi natom, zdaajak se pozorovatel
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pohybuje vici absolutnimu prostoru.) Diky galileiovské invarianci nelze mezi inercialnimi
systémy mechanicky rozlisit, tedy specialné mezi nimi nelze ngjit systém, ktery je v klidu vUci
absolutnimu prostoru.

Slvahami o svétle sevsak nascénéobjevil éter (agher). Ve starofecké mytologii znamenal
af1ip prvotni substanci, ktera vyplhovala nebesky svét bohtl. Od té doby se pojem objevoval v
alchymii a prirodni filosofii jako “zprostfedkujici médium”, dnes bychom fekli “pol€e’. Pro nas
je zde dulezita konkrétné predstava éteru jako nosice svételnych signalll. Do fyziky pfichazi s
vinovou teorii Christiana Huygense (Pojednani o svétle, 1678).2 V letech 1817-21 pak vytvoril
Augustin-Jean Fresnel detailni teorii svétla jako pficneho vinéni éteru. Postupné ji dale roz-
pracovali napf. Ampeére, Faraday, Maxwell, Lorentz a Poincaré. Potykali se s fadou problémdl.
PredevSim musel mit éter velmi zvlastni vlastnosti: predstava svételného vinéni byla mecha-
nisticka (éterem se Sifily viny “elastického napéti”), avsak na druhé strané musel éter vSim
prostupovat bez mechanicke interakce (nesmél napr. klast odpor pohybu nebeskych téles) a byl
predpokladan nehmotny. Klidova soustava éteru by kazdopadné méla byt privilegovang; bylo
prirozené predpokladat, Ze je inercidni a Ze je dokonce v klidu viiéi Newtonovu absolutnimu
prostoru.

V r. 1864 J. C. Maxwell zavrSil a propojil vyzkumy svétla, elektfiny a magnetismu
do jednotné teorie. Tato teorie mj. definitivné predpovédéa existenci e ektromagnetického
vinéni, které se — v souladu s jiz dfive ucinénymi optickymi mé&fenimi — Sifi koneCnou
rychlosti (c). Existenci elektromagnetickych vin pak v r. 1887 potvrdil H. Hertz. Maxwellova
teorie neni invariantni vici Galileiovétransformaci, davartzné vysledky v rliznychinercianich
soustavach. To posililo snahy o identifikaci klidové soustavy éteru. Zemé se pravdépodobné
vlCGi éteru pohybuje, navic v riiznych roénich dobéach rtizné (kromé toho dana laboratof i v
rliznych dennich dobéach rlizné), takze by mélo statit zméfit rychlost svétlav rliznych smérech:
Sifi-li se svétlo vOici éteru rychlosti ¢, pak jeho rychlost vici laboratofi bude dana slozenim
s rychlosti laboratore. Klidovou soustavou éteru bude zigimé ta, vUci niz se svétlo Sifi véemi
sméry stejné rychle. Ke zji&éni pohybu Zemeé vUci éteru bylo navrzeno a provedeno mnozstvi
experimentll, fada jiz “za Zivota’ teorie relativity, ale probirat je dnes je kapanek nadbytetné®
ak teorii relativity by nasto nijak zvla&t nepribliZilo. Z diivodu historického vyznamu atehdy
prekvapiveho vysledku vsak zaradime alespon ten, ktery “ definitivné rozhodl”.

1.2.1 Michelsontiv-Morleylv experiment

ME&fit v laboratofi pfimocare rychlost svétla je kapanek nepohoding, navic zde nejde o hodnotu
terychlosti, ale 0 to, zdajeizotropni nebo ne. Proto se vyuzivainterference: monochromaticky
paprsek ze zdroje se rozdéli ve dva, ty se nechgji v rtiznych (nejlépe kolmych) smérech trochu
cestovat a pak se zase svedou a nechgji interferovat. Obrazec, ktery vznikne, je dan rozdilem
mezi dobami, za které paprsky urazily své drahy. Nyni se“ramenainterferometru”, podél nichz
paprsky cestovaly, pootoCi (avsak celé usporadani se nijak nedeformuje — ramena zlistavaji
stegjnédlouhaanavzajemkolma). V diisl edku skladani rychlosti svétlasrychlosti laboratore (obé
rychlosti vztahujeme k éteru) se tim obecné zméni doby, za které paprsky projdou své drahy,

2 Newton predloZil naopak korpuskularni teorii svétla. | on poukazoval na*“éter”, aviak nikoli jako na prostiedi,
jehoz “excitacemi” jsou svételné korpuskule, nybrz jako na prostfedi, které korpuskule rozptyluje — totiz aby
vysvétlil jevy ohybu a lomu. V r. 1672 publikoval Newton ¢lanek, v némz uvazoval, Ze Castice svétla rotuji a
v diisledku toho pfi pohybu éterem zat&leji; prisel nato (dajné pfi pozorovani tenistll na své Trinity College v
Cambridge (takZe vlastné popsal tzv. Magnusllv efekt 180 let pfed H. Magnusem).

3Va&mnétesi, Ze piislovee “kapanek” zde znamena podobné vysokou miru jako ve vyroku “ Jason byl ze sidlidté
amluvil kapanek sprosté” ve filmu Terkel méa problém.
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tedy zméni setakéinterferenéni obrazec. Ustfednim prvkem experimenti tak bylo polopropustné
zrcétko:

obrazek...???

Predpokladejme pro jednoduchost usporadani podie obrazku ??: laborator se VIci éteru
pohybuje rychlosti v v kladném sméru ramena 1. Pro vysledek interference je podstatny rozdil
mezi dobami ¢; a t,, po které rozdélené paprsky cestuji oddélené, tedy za které projdou v
laboratofi vzdalenosti I, al,. Prvni z Casli spotitame v soustavé spojené s laboratofi. Tam se
svétlo pohybuje “doprava’ rychlosti ¢ — v azpatky rychlosti ¢ + v, takze celkové mu to trva

Iy I 2y 2 1

tlz + =

- ~ .
c—v c+v 2 —? c1-%

Casletu “kolmeho” paprsku se [épe potita v soustavé éteru: z nagrtu jeho cesty (obr. ?? vpravo)
a Pythagorovy véty mame

2 2
cty 5 vty 21y 1
<2> (2>+<2) e 2

Rozdil dob prichod je tedy

2
At=ty—t; == L _h : (1.1)

2
C 2 _U_2
- = c

2

Nyni laboratof otoCime o 90°. Paprsky si jednoduSe vymeéni role, takZe vzoretek prvniho tvaru
se ted bude tykat druhého paprsku a naopak. Rozdil prichodl je tedy tentokrat

!

!
[\]
o~

)
~
—

(1.2)

O zménéinterferencniho obrazce béhem ototeni rozhoduije to, o kolik se zménil rozdil prichodl
paprsk, tedy “rozdil téch rozdilt”,

2(1; + 1o) I 1 ;l1+l2v_2
¢ 12 2] ¢ 2

2 —_ =
c
c2

At — At =

(1.3)

PYi UpravéjsmevyuZili toho, Ze otekavanarychlost pohybu Zemévici éeru bude fadoveé zhruba
rovnarychlosti jejiho obéhu kolem Slunce, ataje 30 km/s = 10~ ¢, takze v? /c* = 1078, kdyz
Cleny ve velké zavorce rozvedeme v této malé veliciné do linearniho fadu, dostaneme

aodsud ihned uvedeny vysledek.

Mé&i bychom jesté odhadnout, zda by posun dany vysledkem (1.3) viibec byl prakticky
pozorovatel ny. Spocitejme, zajakych parametrll by seinterferentni vzor pri ototeni experimentu
posunul prave o jeden prouzek. Posun o jeden prouzek znamena vzgemny posun skladajicich
se vinéni o jednu vinovou délku, tedy zménu Casového rozdilu prichodu paprskii o

— A 2
At-Mt== (h+1) % =\ .

c2
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Dosazenim Z—j =10"%a\ = 500nm = 50 - 10~3m (zelené svétlo) vychazi podminka na délku
ramen: [; + [, = 50 m. To ovSem neni Zadny problém, ramena mohou byt zhruba takto dlouha,
navic pomoci vicenasobnych odraztll je |ze uinit efektivnéi delSimi. A to posun o cely prouzek
je skuteCnym luxusem — pozorovatelné je i posunuti o malou Cast vinové délky.

Michelson mé&fil v roce 1881 sam (dost nepfesné) a v r. 1887 pak s Morleyem, v obou
pfipadech sinterferometrem, jehoz ramenabylastejné diouha (i, = ;). Pozdgi byl experiment
rliznymi skupinami nékolikrat opakovan. Experiment s rtizné diouhymi rameny vak provedli
az v r. 1932 Kennedy a Thorndike. Nikdo nenaméfil NIC!

1.2.2 Bradley, Fizeau, Hoek, Airy — a dalsi. . .

Eter mé& dost podivuhodnych viastnosti nato, aby vznikly take Gvahy o jeho mozném strhavant
prostiedim (n&akym neznamym mechanismem): pokud by napf. byl éter strhavan Zemi nebo
jeji atmosférou (vzduchem), stacionarni laboratof by se viici nému nikdy nepohybovala, atedy
snahy o zjisténi rychlosti takového pohybu by samozi'ejmeé byly marné. V dobg, kdy byl poprvé
proveden Michelsontiv-Morleyliv pokus, se uz ale védé&o, Ze éter patrné strhavan neni, nebo
Ze aspon neni strhavan tak, jak by k vysvétleni bylo tfeba. Viyplynulo to hlavné z pozorovani
Bradleyho a Airyho a ze dvou experimentll, které provedli Fizeau a Hoek. Bradley objevil v
r. 1727 jev aberace stalic (pozorovana poloha hvézd se béhem roku nepatrné meéni); Fizeau
méfil rychlost svétla v proudici vodé (1851), Hoek rychlost svétla ve stojici tekutingé a jgji
zavislost nasmeéru (1868); a Airy pak v r. 1871 zjistil, Ze pozorovana hodnota aberace se viibec
nezméni, pokud se dalekohled naplni vodou. Experimentli viak byla fada a jejich domnéa
vysvétleni se nezfidka navzgjem vylutovala.* Nebudeme je zde probirat (viz napt. uéebnici [7]
nebo skripta[1]), jen fekneme, Ze navzdory jejich vétSinou “ negativnim” vysledkiim byl teprve
nulovy vysledek Michelsona& Morleyho skuteCnym prekvapenim. VSechny experimenty byly
posléze vysvétleny na zakladeé relativistického skladani rychlosti, doplnéného o znalost Sifeni
svétlav optickém prostfedi. Ale nakonec i jedno “éterové” vysvétleni bylo pfece jen Uspésné a
univerzalni; vlastné jiz predznamenaval o specialni relativitu, ackoli pouze matematicky.

1.2.3 Lorentzova & Fitzgeraldova kontrakce

H. A. Lorentz vytvofril pfed koncem 19. stoleti tzv. elektronovou teorii. Bylo to vlastné rozpra-
covani Maxwellovy teorienazakladé urCité predstavy éteru. Elektronovateorie se” samozigime’
chovajinak v klidovem systému éteru ajinak v systémech, které se viici éeru pohybuiji (trans-
formuje se Galileiho transformaci!), ale je tfeba zafidit, aby to nebylo mozno naméfit. Podafilo
se to pomoci dvou hypotéz, v nichz vystupuje “Lorentzlv faktor” v = —=

>
1—22
2

o predméty, které se vici éeru pohybuji, jsou v podéném sméru ~-krat zkraceny;

o hodiny, které se vlici éeru pohybuji, jdou v-krat pomalgi.

4 Napriklad W. Wien zahajoval v z&fi 1898 na zasedani Spolenosti némeckych pFirodovédcl a lekarll zvla8tni
jednani vénované éteru také slovy: “ Otazka, zda se svételny éter (1astni pohybu téles ¢i nikoli a zda je mu viibec
mozno ngaky pohyb pfipsat, zaméstnava fyziky uz dlouho a nestetné jsou nazory a domnénky, které pokladaji
stanoveni vlastnosti nositel e el ektromagnetickych jevll zanutné.” Wien pak vypotitava 13 experimentd, usilujicich
0 Zji%eéni pohybu Zemé vl éteru, atakéfadu rozport panujicich mezi rozdilnymi koncepcemi éteru. A. Folsing ve
svém krasném zivotopisu Einsteina pfirovnavasituaci ke stfedovékému problému s nelinosné slozitou soustavou
epicykld, ktera bylanavrenak zachrang “klidn&” Zemé.

Dodeime, Ze predstava éteru jako nosice interakce se z optiky a elektromagnetismu rozsifilai na Gvahy o jeho
roli pfi pfenosu gravitace aZzei ty byly pfirozené spojeny s konecnou rychlosti Sifeni.
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Byly to hypotézy vcelku prirozené. M&li byt elektronova teorie konzistentni s Maxwellovymi
rovnicemi, musi byt totiZz tvar ekvipotencialnich ploch bodového naboje zavisly na pohybu
naboje VUG éteru: pro naboj v klidu jsou to sféry, zatimco pokud se naboj pohybuije, jsou to
rotacni elipsoidy zplostélé ve sméru pohybu faktorem ~. Jsou-li sily rozhodujici o tvaru téles
ve své podstaté elektromagnetické povahy, je prirozené predpokladat, Ze se télesa budou ve
sméru pohybu zkracovat stejnym faktorem. N&aky efekt je mozno ocekavat i u chodu hodin.
Pokud si predstavime hodiny zaloZzené na kmitani svételneho paprsku mezi dvéma zrcadly a
uvédomimesi, Ze vOCi éteru se svétlo pohybujerychlosti ¢ avici jinému systému (dle Galileiho
transformace) jinak, zjistime, Zze v pohybujicich se hodinach musi svétlo urazit delsi drahu, a
tedy takové hodiny museji jit pomalgji nez hodiny stojici. Podivejme se nyni zpét navztah (1.1),
rozhodujici pro vysledek Michelsonova-Morleyova experimentu. M {izeme dosadit

2
[, — [Klid [, — lid, [q v
2 — by 1 — U _§7

ponévadz rameno délky I, je kolmé na smér pohybu laboratore VIci éteru, kdezto rameno [;
mifi ve sméru tohoto pohybu. Po dosazeni vztah nabyva podoby

Al — 2 (ll2<lid _ llldid) _

Je tfeba zdUraznit, Zze méfenymi délkami ramen jsou /54 a /514 (protoze télesa se v dlisledku
pohybu vici éteru zkracuji stejnéjako méfidla, tedy zkracovani neni méfitelné), takzeje skutecné
vhodné vztah psat pomoci nich. Zadruhé, ¢as méfime nahodinach, které se viici éteru pohybuji,
atedy jdou pomal€gji nez hodiny stojici (na kterych ubéhne At). Pokud plijdou pomalgji pravé
~-krét, zmé&fime na nich Casovy rozdil

2 2
Atméf"eny = At 1-— U_ = =

5= (l12<11d _ llldid) .

Tento vyraz jiz viibec nezavisi na rychlosti v, takze tato rychlost (Zemé vici éeru) ani nemiize
byt experimentem zjisténa.

L orentzova elektronova teorie se tim dostava do situace, kdy se klidova soustava éteru
neda identifikovat ani mechanickymi, ani elektromagnetickymi pokusy. Fyzikani pojem, ke
kterému se nel ze experimental né vyjadrit, je ovsem nadbytecny.

1.2.4 Stav na jare roku 1905

Napocatku 20. stoleti nebylafyzikarozhodné*v zakladnim stavu” . Lorentz aPoincaré se snazili
dynamicky vysvétlit, pro¢ se éter tak dobfe maskuje — pro¢ se systémy, které se vici nému
pohybuji, zkracuji ajejich vnitfni procesy zpomaluji, ato navic presnétak, ze seklidovy systém
éteru zdanlivé nicim nevyznacuje. Pfi svych Gvahach méi “specidlni relativitu” vyslovené v
rukou, alepredstavy pevnéfixovanenamédium éteru jimnedovolily ji rozeznat. Zvlasté Poincaré
se dostal jiz na prelomu stoleti natolik daleko, Ze se dnes uz mozna ani neda pochopit, proc
kli€ k novému pohledu na prostoro-Cas nenadel on. V r. 1898 pfemy3lel o synchronizaci sady
vzgemné klidnych hodin telegrafnimi signaly a jako postulat pfijimal konstantni a izotropni
rychlost svétla. O dva roky pozdgi pocital, jaky vliv na synchronizaci ma translacni pohyb
sady hodin vUci éeru, pfitemz rozliSoval “pravy” a“zdanlivy” ¢as. V kvétnu 1904 pak Lorentz
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nadel presnou podobu transformace, vici niZ je Maxwellovateorieinvariantni.> Poincaré ukazal,
Ze Lorentzlv “mistni ¢as” je totozny s jeho “zdanlivym Casem”, a dovodil, Ze “vznikne zcela
novamechanika, ktera bude charakterizovana skutecnosti, ze zadna rychl ost neprekroci rychlost
Svétla a z&dna teplota nebude niZSi nez absolutni teplota nuly.” (Wilhelm Wien i jini v ramci
Lorentzovy elektronove teorie a predstavy o elektromagnetické povaze hmoty potvrzovali, ze
by bylo tfeba nekonetné prace k tomu, aby elektron prekroCil rychlost svétla)) V knize Veda a
hypotéza zr. 1902 (zigimeéjedinévéci, kterou od ngj Einstein predr. 1905 Cetl) pfedpovida, Ze éter
jepro vysvétleni fady jevli pohodiny, ale jednou bude jako neuzitecny pojem opustén. Podobné
skepticky se vyjadfujei o “absolutnim ¢ase” a konceptu soucasnosti na rtiznych mistech. V r.
1905 pak Poincaré publikoval dalSi dva clanky, jeden mésic pfed adruhy meésic po Einsteinovée
prelomové praci. V nich spojil prostorové soufadnice a ¢as do polohového “Ctyfvektoru”,
ukéazal, ze Lorentzova transformace odpovida otateni tohoto Ctyfvektoru ve Ctyfrozmérném
eukleidovskem prostoru a ze veli€ina (Az)? + (Ay)? + (Az)? — *(At)? se pfi ni nemeént,
odvodil odpovidgjici transformaci rychlosti, dokazal, ze Lorentzovy transformace tvori grupu
(— Poincarého grupa) a diskutoval jgi elektromagnetické invarianty; dokonce pozadoval, aby
“princip relativity” platil i pro gravitaci, auvazoval o “gravitatnich vinach”. ..

I mimo oblasti zasazené debatami o vlastnostech éteru se naprfelomu stoleti dély prevratné
Véci. V kinetické teorii a statistické mechanice hlavné diky L. Boltzmannovi a J. W. Gibbsovi,
aletaké A. Einsteinovi. A Max Planck nadel 8. zafi 1900 nad ranem vzorec pro zafeni ¢erného
télesa. Kdyz se ho v nasledujicich tydnech snazil * pofadné odvodit”, musel pouzit predstavu, ze
zareni vysilgji jednotlivéatomy (oscilatory, které se chovaji podle Boltzmannovy statistiky), ato
nikoli spojité, ale po urcitych kvantech. Pozdgji svlij postup nazval pouhym “ aktem zoufal stvi”
a na Ucinkovée kvantum A vzpomina jen jako na “Cisté formalni pfedpoklad, pfi némz nemél
nic zvlastniho namysdli” aktery se pak v dalSich letech snazil “né&jak prizplisobit ramci klasické
teorie” — to znamena Maxwelloveé teorii a vinové povaze svétla, o niz podobné jako ostatni
nepochyboval. Ale byl zde jesté “laik” na patentovém Ufadu v Bernu. . .

1.3 Albert Einstein a zrod nové fyziky

Koncem kvétna 1905 piSe Einstein dopis svému kamaradovi Conradu Habichtovi: “Mily Ha
bichte, zavladlo mezi nami tak velebné miceni, Ze se citim skoro jako bych se dopoustél
svatokradeze, kdyz ho ted prerusuji bezvyznamnym plkanim. Ale neni to vzdy osudem vzneSe-
nych tohoto svéta? Tak co déléate, Vy mrazenavelrybo, Vy uzeny, suseny, konzervovany kousku
duSe Ci co bych Vam jesté rad hodil na hlavu, jsa ze 70% naplnén zlobou a ze 30% litosti!
Jen tém 30% miizete dékovat, Ze Vam neposilam plechovku plnou krgené cibule a ¢esneku
poté, co jste se tak zbabéle neukazal o Velikonocich. Ale proC jste mi stale jesté neposlal svou
disertaci? Cozpak nevite, ze bych byl jednim z 1 a 1/2 manik, ktefi by si ji precetli se zajmem
a potéSenim, Vy bidniku? Slibuji Vam na oplatku Ctyfi ¢lanky, prvni bych mohl poslat brzy,
protoze zahy dostanu reprinty. Clanek se zabyva zafenim a energetickymi vlastnostmi svétlaa
je velmi revolucni, jak uvidite, pokud mi nejdfive poSlete svou préaci. Druhy ¢lanek je urCenim
skutecnych velikosti atomll z difuse a viskosity zfedénych roztokl neutralnich latek. Treti do-
kazuje, z predpokladu molekul arni teorie tepla, ze télesavelkafadoveé 1/1000 mm, rozptylenav
kapalinach, uz musi konat pozorovatelny nahodily pohyb, jenz je vyvolan tepelnym pohybem;
fyziologové skutecné pozorovali (nevysvétlené) pohyby rozptylenych malych, nezivych télisek,

5 S “predb&znou” podobou transformace pridel jiz v r. 1887 Woldemar Voigt, ale Lorentz se o tom dovéddl az
poté, co ji mezitim (r. 1905) odvodil i Einstein jako soucast svého nového pohledu. Z Lorentzovy transformace
bychom Voigtovu dostali vydélenim pravych stran faktorem~: ¢/ =t — vz /c?, 2’ = x — vt, y' = y/v, 2’ = z/7.
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kterézto oznatuji jako ‘brownovsky molekularni pohyb'. Ctvrty &lanek je zatim jen hrubym
natrtem aje o elektrodynamice pohybujicich se téles, ktera uziva modifikace teorie prostoru a
Casu; Cisté kinematicka Cast tohoto ¢lanku V as bude urcité zajimat. Solo dava soukromé hodiny
jako dfiv, nedokéze se pfimét k tomu, aby udélal zkousku; je mi ho velice lito, nebot vede
smutnou existenci. Vypada také docela vyCerpané. Nemyslim ale, Ze je mozné ho nasmérovat
ke snesitelngSim Zivotnim podminkam - vite, jaky je! Pozdravy od VaSeho A.E. / Pozdravuje
V as zena a ptatek zpévatek, jemuz je ted rok. PoSlete svou praci brzy!”

Habicht bude pozdgji strasné rad, ze si dopis uschoval. V prvnim, “revoluc¢nim” ¢lanku
svého pritele mohl posléze Cist: “Podle pfedpokladu, ktery zde bude uvazovan, neni pfi Sifeni
svételného paprsku z bodu energie spojité roznaSena do stéle se zvétdujicich prostor, ale sklada
se z konecného mnozstvi energetickych kvant, kterajsou lokalizovana v prostorovych bodech,
pohybuji se, aniz by se délila, a mohou byt absorbovana a emitovana pouze cela” Einstein
zde jako prvni vzal vazné Planckovu kvantovou hypotézu ze zafi 1900 a navazal na sva studia
specifickeho tepla afotoel ektrického jevu. Max Planck, jak vime, sam vidé svijj “Cisté formalni
predpoklad” Gplnéjinak — aje pikantni, Ze mezi spoustou chvaly, kterou v r. 1913 (1) zanesl do
navrhu naprijeti Einsteinado Pruské akademie véd, naleznemei vétu: “Nezazliveime mu prilis,
Ze ve svych spekulacich nékdy prestielil, jako napr. s hypotézou svételnych kvant; nebot ani v
nejexaktngsi z prirodnich véd neni pokrok mozny bez rizika.” Po 9 letech dostane Einstein za
prestieleni Nobel ovu cenu. Po uspokojive kvantovéeteorii vsak bude osaméevolat az dor. 1925
(— apak jeste daSich 30 let. . .).

Druhou préaci, kterou Einstein Habichtovi v dopisu slibuje, posléze podal jako doktorskou
disertaci. Jnenovala se Nové urceni rozmérll molekul, méla 17 stran, byla vénovana byva-
lému spoluzakovi, matematikovi Marcelu Grossmannovi a prinasela ‘ atomistick& argumenty -
z makroskopického chovani roztok{l uréovala velikost ¢astic rozpusténe latky. Navazovala na
ni préce treti, O pohybu Castic rozptylenych v klidnych kapalinach, ktery si zada molekularné-
Kinetickateorie tepla, v niz Einstein ziroCil své znalosti Boltzmannovy kineticke teorie. |hned
vyvolaa ohlas prednich laboratofi i nékterych odbornik{l z biologickych a lékarskych kruht.
v dalSich letech; pochvaloval si, ze v Brownove pohybu “lze bezprostfedné nahlizet neuspora-
dané elementéarni procesy”. Za prispévky k molekularné-kinetické teorii byl na Nobelovu cenu
navrzen nékolikrat, poprvé uz v r. 1910, ale nikdy ji nedostal.

Einstein psal o prvnim ¢lanku (O heuristickém hledisku tykajicim se produkce a premeny
svétla) jako o “velmi revolucnim” ai z pozdgSiho pohledu to bylo zcela na misté. Navic, dnes
|ze jen stéZi docenit, jakou odvahu musel v r. 1905 mit k “heuristickému hledisku”! Jak ale pak
oznacit posledni v dopisu zminény text, ‘draft’ teorie, kterabude po letech znamajako specialni
relativita? Einstein zde nepfichazi s novym tématem, skloubeni Maxwellovy elektrodynamiky
s Newtonovou mechanikou bylo naporadu jiz desetileti a L orentzova transformace byla znama.
Zatimco vSak o Maxwellovych rovnicich se nepochybovalo 40 let, na koncept Casu jakozto
inherentni strukturu vesmiru se Uvahy ‘samoziggmé spoléhaly po tisicileti. Jesté pred vsemi
rovnicemi svého Clanku K elektrodynamice pohybujicich se téles Einstein navrhuje nahradit
posvatny parametr Casu polohou rucicky na svych hodinach. . .

1.3.1 Einstein a éter

Einsteina trapily pfedstavy spojené s Maxwellovou el ektrodynamikou jiz od universitnich let.
Co by se stalo, kdyby se vydal za el ektromagnetickou vinou rychlosti svétla? Podle Galiletho
transformace a bézné intuice by vidé stojici, nepohyblivé viny. Méfeni ale davala rychlost
svétla stejnou VUG vSem systémiim. Jsou vechny ty experimenty Spatné? Nebo byla viibec
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Spatné zméfena rychlost svétla? VSichni se chytaji kontrakéni (a dilatacni) hypotézy a snazi se
vymyslet, co za sily to plisobi na vse, co se vi¢i éteru pohybuje, Ze se to chovatak podivné.
Podivné chovani velmi podivného prostredi. . . Pokud je hypotéza spravng, nejde nijak najit
klidovou soustavu éteru. David Hume a Ernst Mach by fekli, ze pojem, o kterém nelze nic
zjistit, nema ve fyzikani teorii misto. Je tfeba mluvit o tom, co je aspon v zasadé mozno
zméfit. A co kdyz je kontrak¢ni hypotéza Spatné? Pak Newtonova fyzika neni slucitelna s
elektrodynamikou!

Rozporny obraz ostatné skytal afada predpoveédi el ektrodynamiky. Napfiklad Faradayova
elektromagneticka indukce, k niz dochazi pii vzgemném pohybu vodivé smycky a magnetu:
kdyz se jev popisuje z hlediska smycky, vytvori se v ni proud diky elektrickému poli, které
je generovano Casove proménnym magnetickym polem pohybujiciho se magnetu; z hlediska
magnetu zadné el ektricke pole nevznika, proud ve smycce vyvola L orentzova el ektromotoricka
sila, ktera plisobi na volné naboje ve smycce, protoze se pohybuiji v magnetickém poli magnetu.
Jsou oba pohledy stejné opravnéné? Pokud ano, pak existence elektrického pole zavisi na
pozorovateli — je relativni. Podobné je to zigimé s polem magnetickym. Jen urcité spolecné
jednoté el ektrického amagneti ckého pol el ze pfiznat objektivni, navztazném systému nezavisiou
existenci. Einstein pozdgji vzpominal, Ze to byl pravé jev “magnet-elektrick€’ indukce, co ho
privedlo k vysloveni principu specialni relativity.

Jiz koncem studii byl prfesvédten, Ze pojem éteru je zbyteCny, Ze proudy a elektromagne-
tické pole (viny) jsou svébytné — nepotrebuji materiani nosic. Své spoluzatce a budouci zené
Milevé MariCove zatatkem srpna 1899 pise: “Jsem stale vice presvédCen, Ze elektrodynamika
pohybujicich se téles, tak jak se dnes predklada, neni spravna a ze by ji méo byt mozno podat
jednoduSgji. Zavedeni terminu ether do teorii o elektfiné vedlo k predstavé prostfedi, o jehoz
pohybu se da mluvit, aniz by vSak, myslim, 8o s takovym vyrokem spojit ngaky fyzikani
smysl. Domnivam se, ze elektricke sily mohou byt pfimo definovany jen pro prazdny prostor,
coz zdlraziuje i Hertz. Dale, elektrickée proudy bude tfeba pojimat nikoli jako ‘vymizeni elek-
trické polarisace v Case', ale jako pohyb skutecnych elektrickych hmot, jgjichz fyzikani realita
se zda byt potvrzena el ektrochemickymi ekvivalenty.” Einstein se stale vice klonil k nazoru,
Ze nejenze neexistuje éter, ale také ze Mach ma pravdu, kdyz tvrdi, Ze neexistuje viibec zadny
absolutni klid (ani absolutni pohyb) a Ze ma smysl mluvit jen o relativnim pohybu télesa vICi
jinym t&leslim.

Pak je namisté vrétit se k principu relativity, tedy k rovnocennosti inercianich systémtl.
Jak se ale mlize svétlo vUci véem z nich Sifit stejnou rychlosti? Jak mlize byt rychlost svétlane-
zavisla na pohybu systému, vici némuz je méfena? Neni tento zcela proti-intuitivni vyrok jesté
neprijatelngSi nez éter se vsemi jeho zvlastnostmi? Einstein mozna neznal posledni vysledky
Lorentze a Poincarého, ale dovedl si predstavit, ze matematicky jisté |ze ziskat transformaci,
vlGi niz je Maxwellova teorie invariantni. | kdyby Lorentzovu transformaci explicitné znal,
stejné by mu ae nestaCilo, kdyby prosté jegji derivaci obdrzel pro skladani rychlosti formuli,
ktera ponechava c invariantnim. Vzdyt bez zasadni revize pojmt zlistavala nova transformace
jen Sikovnou matematickou hrou. Na zatatku kvétna 1905 byl Einstein ponofen do (Gvah o
méfeni délek, Casu arychlosti svétlav rliznych inercialnich soustavach. Se svym pritelem z pa-
tentového Ufadu Michelem Bessoem se v debatach postupné zaméfili na otazku synchronizace
inercialnich hodin svételnym signdlem a na Lorentzovy a Poincarého pojmy “absolutniho” Ci
“pravého” Casu a na druhé strané Casu “mistniho” ¢i “zdanlivého”. O 17 let pozdgji Einstein
vzpominal, jak po jednom krasném dni opét zaSel za Bessoem: “Diskutovali jsme o problému
ze vSech stran. A ngjednou jsem védél, v ¢em to vézi.” V duchu principu relativity bylo tfeba
vSechny ty privlastky vynechat a hovorit jen o “Case” — pro kazdy inercialni systém sice spe-
cifickém, ale viude plnohodnotném pojmu Casu. Druhého rana pfibéhl Einstein do prace ahned
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vold: “Micheli, diky tobé jsem problém beze zbytku vyresil! Klicem je analyza pojmu Casu.
Cas nel ze definovat absolutné a mezi Casem arychlosti signalu existuje neodvolatelny vztah.”

1.3.2 Relativita soucasnosti a dalsi efekty

Specifi¢nost inercia nich ¢asll je vidét na pojmu soucasnosti. Pouzijmejako Poincaré k synchro-
nizaci souboru stejnych hodin, které jsou v klidu vici n&aké inercialni soustavé, svételného
signalu. Svétlo se k takovému Ucelu hodi nejlépe, protoze jeho rychlost je ve vdech systémech
stejna aizotropni, takze vSichni inercidni pozorovatelé se na ni shodnou a synchronizatni me-
todu si nebudou navzgem zpochybnovat. Neshodnou se ovsem najgim visledku. Mezi kazdou
dvojici navzgem klidnych hodin vymé'me bod v polovingé jeich vzdaenosti, tam “bliknéme”
a poté, co paprsek hodin dosahne, na nich na obou nastavme predem smluveny Cas. Nyni po-
rovngjme takto zavedenou soucasnost mezi riiznymi dvéma soustavami; Einstein pracova v
Bernu u nadrazi, tak si predstavoval klidovy systém nadrazi a systém spojeny s projizdgicim
vlakem. Blikne-li priivod&i v poloviné vlaku, pak podle souboru hodin spojenych s peronem
dosahne svétlo zadni konec viaku dfive nez predni, protoze rychlost ¢ je koneCnaavlak béhem
letu paprskil kousek popojede. Soubor hodin spojeny s viakem je ale pravé takto svétlem syn-
chronizovan, takze z hlediskavlaku dosahne paprsek obou jeho koncl “ definitoricky soucasné’.
Soucasnost je tak nutné relativnim pojmem: soubor hodin, ktery je synchronizovan vzhledem
k vlaku, neni synchronizovan vzhledem k nadrazi, konkrétné ¢im jsou hodiny ve viaku vice
vzadu/vpredu, tim ukazuji — brano podle souboru hodin synchronizovanych vici nadrazi —
vic/min. Dllezité je, ze k Uplné steinemu (I&pe fefeno opatnému, “symetrickému”) zavéru
bychom dodli, kdybychom naopak posoudili soustavu nadraznich hodin z vlaku, jak je ziggmé
Z toho, Zze pojmy “vlak” a“nadraZi” nejsou diky relativité jgich vzgemného pohybu podstatné.
Uvedeny my3enkovy experiment ukazuje i obecngsi zavér — Ze mezi danymi dvéma uda
lostmi (napf. vyslanim svételného signalu ze stiedu vlaku ajeho prijmem hodinami nanékterém
z konctli) uplyne v rtiznych inercialnich soustavach rtizna doba.

Predstavasvlakem anadrazim sei snadno kvantifikuje® adaji senani odvodit rel ativistické
efekty jenzinvariancerychlosti svétlaaz toho, co znamenasynchronizovat hodiny améfit délku.
Oznatme inerciani soustavu nadrazi jako neCarkovanou; jgi osu = hatoCime ve sméru pohybu
vlaku aj€ji Cast bude udavat soustavahodin, kteréjsou vici nadrazi (takzei vici sobénavzajem)
v klidu a jsou navzajem svételné synchronizovany. Délku vlaku vici této soustavé oznacime |/

arychlost v = i_f = (v,0,0). Inercidni soustavu vlaku oznaCime jako ¢arkovanou, jeji osu =’
nastavime podél vlaku (a orientujeme smérem dopredu), tj. podél z; rychlost nadrazi vUuci ni
je samozigmé &’ = 4& = (¢/,0,0) = (—v,0,0) = —7 adélkavlaku Az, = I'. Jak jsme

uz fekli, v soustavé vlaku dorazi svétlo vypusténe z prostiedka vliaku k obéma jeho konclim
souCasné (tyto udalosti znaCime A, B), zadobu At, = Aty = 2%as = L zatimco v soustavé
nadrazi to bude za At < Atg, pfiCemz pro rozdil konkrétné dostaneme

2c T 2

iy = 5
cAty =5 —vAtx = Aty =555 } . AtB—AtA:ﬂ- (1.4)

CAtB = é + UAtB = AtB = 2(clfv) c?

Dveé udaosti, které se v Carkované soustave staly soucasné ve vzdaenosti I’ od sebe, tedy v
neCarkované soustavé déli nenulovy Casovy interval 22l Je dobré zdiraznit, ze I neni netar-

c

kovana vzdalenost mezi témito udalostmi (tedy polohami koncli viaku v danem Case t'). Jisté,

6 Ve skutetnodti je toto rozmydeni “na prstech” (kdo co presné nam&i mezi kterymi dvéma udaostmi) na

vvvvvv

po zvladnuti nékolika mélo jednoduchych pravidel — rutinnim cvienim sindexy. . .
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[ je prece vzdaenost mezi konci viaku v daném okanmZiku Casu ¢, ale z hlediska tohoto Casu
nedorazily fotony ke konclim soucasné — mista, kde ke konclim doletély, jsou v necarkované
soustave nadrazi vzdaenal plus v krat doba (Atg — At,), 0 kterou leti svétlo ze stfedu viaku
déle k jeho prednimu konci (nez k zadnimu), to jest I + ”Z—;’Q [ =2l

Ale jak je tedy vlastné vlak dlouhy — jaky je vztah mezi I’ al? M&it délku vzhledem
k danému systému znamena urcit polohu obou koncli predmétu ve stejném okamziku daného
¢asu. V soustavé spojené s vliakem je to jedno, konce Ize zaznamenat kdykoliv, protoze se VICi
ni nepohybuji, ale podstatnéjeto v neCarkované soustave spojené s nadrazim. Poznacime si tedy
v této soustavé v ngakém okamziku ¢ polohu koncll viaku a délku [ ur€ime jako rozdil téchto
hodnot. Jak uz vime, hodiny, které jedou na koncich viaku, vsak pfi tomto odeCtu neukazuji
stejné — ty vpredu ukazuji méné nez ty vzadu. To znamena, Ze vOci soustavé vliaku neprobehl
odecet polohy jeho koncll soucasng, zadek byl zaznamenan pozdgji nez predek. Z toho Ize
otekavat, ze | bude mendi nez I'. Uvahu jedté zahy upfesnime, zatim si jen budeme pamatovat,
Ze délka predmétu zavisi na jeho pohybu vUci soustavé, vzhledem k niz ji méfime; konkrétné
v “podéném” sméru (podé relativni rychlosti) je pfedmét patrné kratSi nez vzhledem ke své
klidové soustave.

Predstavme si nyni, Ze ve vlaku i na nadrazi je Cas realizovan soustavou velmi jednodu-
chych, tzv. svételnych hodin, v nichz mezi dvéma rovnob&znymi zrcadly ve vzdaenosti Ay
od sebe kmita svételny paprsek. Umistéme hodiny ve viaku tak, aby paprsek kmital kolmo ke
sméru jeho pohybu vOci nadraZi. Je jasné, ze mame na mysli polohu zrcadel rovnobéznou s
pohybem vlaku, a také proc jsme ji zvolili — protoze uz vime, ze s délkou pohybujicich se
predmétli se v podé nem sméru néco déje, anechceme, aby se nam to sem pletlo, tj. chceme zde
pro jednoduchost Ay’ = Ay. VUCi nadraZi se ovsem paprsek hodin ve vliaku nebude pohybovat
presné kolmo k zrcadllim, protoze béhem kazdého kmitu viak o kousek popojede. Oznatime-li
periodu jednoho kmitu hodinvevlaku 6t = Acy' = ZAT?’ , pak ji odpovidgjici interval neCarkovar
ného Casu zjistime z jednoduché Pythagorovy véty (stejné jako pfi vypoctu Casu letu “ druhého”
paprsku u Michel sonova-M orleyova experimentu)

2 2

20Ny 1

(%“) = Ay?+ (%&) — ot = Ty =0t (> 0t) . (15)
1 _ v

V&mnéme s, Ze dvé udaosti, jejichz Casove odlehlosti jsme porovnavali — totiz dva po sobé
nasledujici “tiky” hodin jedoucich ve vliaku —, se z hlediska vlaku staly na stgjném misté
(takovyto Casovy interval mezi soumistnymi udalostmi nazyvame intervalem vlastniho Casu),
kdeZto z hlediska nadrazi se staly ve vzdalenosti vt od sebe. Uvahu bychom ovéem mohli
obrétit a prepocitat naopak (vlastni) periodu nadraznich hodin na Casovy Usek uplynuly ve
vlaku; postupovali bychom Uplné stejné (oba inerciani systemy jsou rovnocenng) a vysel by
stejny (symetricky) vysledek, 6" = ~ot. Obecny zavér tedy je, ze Casy spojené s inercianimi
systémy, které se viici sobé pohybuiji, jdou navzajem vOci sobé ~-krat pomaleji — nastavatzv.
dilatace Gasu. OznaCime-li interval vlastniho ¢asu §~, mlizeme toto zjisténi zapsat it = ~iT; z
¢asovych Usekll, namé&Fenych mezi danymi dvémaudal ostmi v rliznych inercialnich soustavach,
je tedy interval vlastniho Casu tim nejkratSim. (Dodejme, ze vztah musi “fungovat” i pro jiné
nez svételné hodiny, protoze v opatném pripadé by Slo porovnanim chodi rtiznych typl hodin
rozlisit mezi inercidnimi systemy.)

Nyni se miizemevrétit ke kontrakci avycidlit ji presné. Porovngime*“ samozigimé” vztahy,
které plati pro interval mezi priijezdy koncti viaku uréitym mistem nadraZi. Z hlediskavlaku je
I' = vAt', z hlediska nadrazi | = vAt. Z hlediska nadrazi jsou prljezdy koncli soumistnymi
udalostmi, takze At je Usekem vlastniho Casu mezi nimi a prepoCet zni (jak jsme zjistili v
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predchozim odstavci) At' = vAt (= yAr7). Dosazenim do I ihned vidime, Ze tudiz
' = oAt = vyAt = ~l. (1.6)

Délkové miry spojené sinercianimi systémy, které se viici sobé pohybuji, jsou tedy navzgem
vUGi sobév podéném sméru (= sméru rovnobéznem se vzgemnou rychlosti) v-krat zkraceny —
nastavatzv. kontrakce délek. Upfesnéme jeste, Zze !’ je délkou viaku v jeho klidovém systému,
tzv. klidovou nebo vlastni délkou, pro niz budeme uZivat znaCeni . Vztah pro kontrakci
tedy mlizeme zapsat [, = ~i: z délek vlaku, namé&fenych v rliznych inercialnich soustavach, je
klidov&/vlastni délka tou nejvéatsi.

1.3.3 Zpusob mysleni

Cestak poznani obyCejné zaCina zkusenostmi (observacni aexperimental ni data), tase prenesou
do soubor(i Gisel, mezi témi se (pokud mozno) najdou pravidelnosti, které se vystihnou “ za-
konem” (ve fyzice rovnici). Jak poznamenava napf. Richard Feynman ve svych Prednaskach,
proniknuti k Pfirodé vSak neni Gplné, pokud se nenalezne “ zplisob my3eni”, v ramci néhoz jsou
objevenézakony pfirozenépochopitel né. Jestlizejste predtim pfijali observacni aexperimental ni
fakta (rovnocennost inercialnich soustav a koneCnost a invarianci rychlosti svétla), doufame,
Zejiz nyni vam analyza pojmu soucasnosti na prijjezdu vlaku nadrazim pomohla— jako kdysi
Albertu Einsteinovi — nagjit zplisob my3eni, v ramci néhoz by mély byt vsechny nasledujici
Gvahy prirozené (pocho)pitelné. Pokud ano, miizeme v nasledujici kapitole odpocivat. Vlastné
Vv ni jen shrneme predchozi “Zeleznicni” Gvahy do axiomatiCtgSi podoby: predpoklady utfidime
do “vychozich principli” az nich pak odvodime deduktivné zakladni diisledky. Ale abychom si
mohli speciani relativity nalezité uzit, budeme se poté jesté muset prestehovat za Hermannem
Minkowskim, do ¢tyfrozmérného prostoroCasul!



KAPITOLA 2

Vychozi principy
specidlni teorie relativity

“Chceme-li popsat pohyb hmotného bodu, zadame jeho soufadnice jako funkce Casu. Méli
bychom v&ak pamatovat, Zze aby mél takovy matematicky popisfyzikani smysl, musimenegjdrive
vyjasnit, co zde rozumét ‘Casem’. Uvédomme si, Ze vSechny naSe Gsudky zahrnujici €as jsou
vzdy Usudky o soucasnych udal ostech. Kdyz napr. feknu * vlak sem pfijizdi v 7 hodin’, znamena
to viceménég, Ze ‘to, ze malarucicka na mych hodinach mifi na sedmicku, a prijezd vlaku jsou
soucasné udalosti’.”

Redakce Annalen der Physik obdrzela Einsteinliv ¢lanek K elektrodynamice pohybujicich se
téles 30. ervna 1905 a zaradila ho na stranky 891-921 roéniku 17.1 Jak podotykaji historikove,
tézko v odborné literatufe ngjit praci s “triviangsim” Gvodem. O par stranek ddle — a aniz
by narocnost Uvah ngak vyrazné vzrostla — je vsak fyzika postavena na nové zaklady. Po
definici inercidlniho Casu pomoci sady navzgem klidnych hodin, synchronizovanych signalem
konecné a“absolutni” rychlosti, Einstein ukazuje relativitu Casovych méfeni. Tato mySlenkaje
klicem k teorii relativity, dovolujetotiZ slouCit princip relativity sinvarianci rychlosti svétla. Od
tfetiho oddilu ¢lanku jiZ Einstein postupuje axiomaticky, rozviji svou novou teorii deduktivné z
vychozich principd.

Principy jsoutii ajsou naceléteorii tim ngjvice prekvapivym. Jednasevlastnéo “ estetickée”
predpoklady jednoduchosti (symetrie), chcete-li harmonie svéta, ke které se Einstein vzdy hlasil
— a zaroven upozornova najgji nesamoziggmost (“Nejnepochopitelngsi véci na sveteé je, ze
Svét je pochopitelny.”). Od Einsteinovych dob vytézilateoretickafyzikaz této viry “nerozumné
mnoho” a dnes na ni stoji vsechny fundamentalni fyzikani teorie. Vychozi principy specidni
relativity jsou vSak opravdu specialné jednoduché:

1. Newtontiv zakon

(Galileiho princip setrvagnosti) Existujekartézsky referencni systém, vici némuz sekazdy volny
hmotny bod pohybuje rovnomérné pfimocare. Nazveme jg inercialnim systémem.

e Je jasné, ze pokud existuje jeden inercidlni systém, existuje jich dokonce nekonetné

mnoho, protoze vsechny kartézské systémy, které se vici “tomu prvnimu” pohybuiji

! Dal§ dveé Einsteinovy prace jeho “ zazratného roku” (o nichz jsme Getli v dopisu C. Habichtovi) vydy v temze
rocniku na stranach 132-184 (o svételnych kvantech) a 549-560 (mol ekul arné-kinetickateorie tepla).

13
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rovnomeérné prfimocare, jsou nutné také inercialni. Inercialni soustavy jsou realizovany
idedlnimi tuhymi tyCemi a sadami idedlnich hodin (Cas je tfeba méfit v kazdém bodé
prostoru), které jsou navzgem v klidu ajsou svételné synchronizovany.

o Komentar k pouzitym pojmiim:
Volnym hmotnym bodem mame na mysli hmotny bod, na ktery neplisobi zadné pravée
sily. Tato predstava je problematicka u gravitatniho plisobeni, ponévadz gravitace je
univerzalni a ngde tim padem “odstinit”. Je proto tfeba predpokladat, Ze gravitacni pole
zadnéneni. (Presngji feCeno by 3l o pripustit pole homogenni, ale budeme pro jednoduchost
od gravitace odhlizet.)
Idealnimi tuhymi tyGemi jsou tuhé tyce, na které neplisobi zadné sily. Privliastek tuhéje v
tuto chvili tfeba chapat intuitivné, protoze abychom ho upfesnili, museli bychom nejdrive
rozvinout celou teorii a v ramci ni zformulovat teorii tuhych téles. (Tento problém je
pro vystavbu fyzikalnich teorii obvykly; v zasadé se po dokonceni teorie miize dokonce
ukazat, ze s ni vychozi pojmy nejsou konzistentni.)
Idealnimi hodinami nazyvame sadu stejnych (tedy také stejné jdoucich) hodin, které
nejsou vystaveny plisobeni sil.

Princip specialni relativity

VSechny inercialni systémy jsou z hlediskafyzikal nich zakonli rovnocenné. Tj. viechny fyzikalni
zakony je mozno formulovat ve tvaru, ktery je ve vdech inercidnich soustavach stejny.

e Jak jsme jiz zdlraziovali dfive, postuluje se zde principialni rovnocennost — rovno-
cennost vOci “pravidltim hry”, nikoli viici vliastnostem konkrétnich fyzikalnich system.
Je zZigimé, Zze rozmisténi hmoty ani nemiize byt z hlediska v3ech inercidinich systemt
stejné, takze prirozené urcuje riizné “ prakticky privilegované” systémy (klidova soustava
Galileiho plavidla, klidova soustava Zeme, system, v némz je izotropni reliktni zafeni).

e Princip mj. znamena, zefyzikani zakony museji byt nezavislé namisté asméru anesmgji
se ménit s Casem. Jeho “praktickym” dlisledkem je to, Ze vechny fyzikalni experimenty
by mély viici vsem inercialnim soustavam dopadnout stejnym zptisobem, pokud byly Vg
v3em stejné pripraveny (stejné podminky).

Princip invariance (a konecnosti) rychlosti svétla

Ve vakuu se svétlo Sifi v vsem inercidnim systémlim rovnomérné primocare konetnou
rychlosti c.

e Tento princip se zda byt diisledkem Maxwellovy teorie, ae je logictési zde odhlédnout
od historické navaznosti a uvédomit si, Ze princip relativity je obecngSim pozadavkem,
nevztahujicim se jen na oblast el ektromagnetickych jevll, a Ze by jg v zasadé mélo byt
mozno sloucit i s jinymi teoriemi Sifeni svétla. Tudiz je vhodné princip formulovat jako
svébytny postulét, nezavisly na Maxwellove Ci jiné konkrétni teorii.

e Princip Izetaké nahlizet jako diisledek principu relativity. Bez (jmy na obecnosti Izetotiz
tvrdit, Ze v pfirodé existuje urcita maximalni rychlost, na kterou |ze libovolné hmotné
téleso urychlit. Tato rychlost musi byt stejna vici véem inercidnim systémiim, protoze
v opatnem pripadé by nebyly fyzikané rovnocenné — byl by dokonce jasny prakticky
zplisob, jak je odlisit. Jsou jen dvé moznosti: je-li tato maximalni rychlost nekonetna, pak
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princip relativity vede k tomu, Ze inercialni systémy jsou svazany Galileiho transformaci,
je-li maximalni rychlost konecna, vede k transformaci Lorentzové. Podstatné sdéleni
principu tak vlastné zni: maximalni prirodni rychlost je konecna a je to rychlost, se kterou
se ve vakuu Sifi svétlo.

2.1 Lorentzova transformace

Jestlize je rychlost svétla konetna a stejna vici vsem inercidnim soustavam, nemiize se mezi
soustavami prechazet Galileiho transformaci, protoze podle té by se rychlost svétla skladala
se vzgemnou rychlosti soustav (¢’ = ¢ £ v) jako kazda jina (konetna) rychlost. Musime tedy
odvodit novou transformaci, ktera bude ponechavat ¢ invariantni. Mohli bychom ji ziskat na
zakladé poznatkl, ke kterym jsmejiz dospéli premys enim o prijjezdu viaku nadrazim v kapitole
1.3.2, ae pojdme znovu pfimo od vychozich principd.

Predpokladejme, Ze dvé inercialni soustavy, IS alS', se navzgem pohybuji rychlosti .
Jejich osy miizeme vzdy nastavit tak, ze vzajemny pohyb bude sméfovat jen podél os = a 2’;
konkrétné necht se IS pohybuje vici 1S rychlosti v v kladném sméru osy = a necht osa 2’ ma
stejnou orientaci jako x (takze IS se naopak viuci IS pohybuje rychlosti v/ = —v ve sméru
x').? Potatky soustav Ize volit libovolné — a ucinime to tak, aby sebou v uritém okamziku
prodly. Dae budeme predpokladat, Ze osy i/, 2’ v tomto okamZiku splyvaji s osami y, z a Casy
jsou nastaveny nat = 0 at’ = 0 (tedy neCarkované inercidni hodiny v pocatku IS ukazuji v
tom okamZziku nulu a stejné tak i ¢arkovane inerciani hodiny v po€atku IS'). Tato nastaveni
jsou samozigimeé Ujmou na obecnosti tvaru hledané transformace (uziva se proto oznaceni
specialni L orentzova transfor mace), ale nikoliv Gjmou na obecnosti sledovaného fyzikaniho
déni — to je na vztazném systemu zcela nezavislé. Navic je jasng, ze systémy |ze uvedenym
nejjednodusSim zplisobem nastavit vzdy a Ze podstatné rysy nové transformace se pfi tomto
nastaveni projevi v “negCistSi” podobé.

Tvar hledané transformace miizeme omezit na zakladé nékolika pozadavku, které jsou
vlastné mlcky obsazeny v 1. Newtonové z&konu av principu relativity:

e Pokud mamit 1. Newtonlv zakon dobry smysl, musi sevliéi sob&inerciani systemy pohy-
bovat rovnomérné pfimocafe. Rovnomérny pfimocary pohyb se tedy musi transformovat
Opét narovnomérny pfimocary. To znamena, ze transformace musi byt linearni.

e V/Sechny prostorové body aCasove okamziky jsou v principu rovnocenné (predpoklad ho-
mogenity prostoru a casu). Diky tomu museji byt rovnocennéi vdechny prostorove smeéry
kolmé ke sméru vzajemného pohybu naSich dvou soustav. Spojenim téchto pozadavk
S principem relativity (tedy s tim, ze transformace musi mit stegjny tvar smérem “tam”,
IS—1S, i smérem zpatky) zjistujeme, ze osy y, z se musgji transformovat identicky

7

(v =y, 2/ = z) azetyto soufadnice se nesmgji “plést” do transformacet a .
Transformaci tedy budeme hledat ve tvaru
t' =At+ Bz, 12’ =Ct+ Dz, kde A, B,C,D jsou konstanty .

Jeden vztah mezi konstantami plyne okamzité z definice vzgemne rychlosti soustav: pocatek
IS se vici IS pohybuje rychlosti v, tedy podle rovnice z = vt (Cas ¢ je nastaven na nulu v

2 Rychlost je samoziejmé definovana jako podil prirlistku polohy dz = x5 — x; apirlistku Gasu dt = to — t;
v daném inercialnim systému. Je dobré uvédomit si i dal§i “samozigmost”, totiz Ze Casy t2 at; jsou odetteny na
riiznych hodinach — ¢, na hodinach nachazejicich se v misté 21 a ¢, na hodinach v misté x,. (Tyto hodiny jsou

samoz'ejmeé navzgjem v klidu a synchronizovany.)
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okamziku, kdy pocatky splyvaji), tudiz musi pro ng§ podle druhé transformacni rovnice platit
0(= 2" = Ct+ Dx) = Ct + Dvt. Odtud vidime, ze C = — Dw, takze druhy vztah nabyva
podoby =’ = D(x — vt). Nyni vyuZijeme vychozich principl:

e Rovnocennost IS alS' vyzaduje, aby inverzni transformace méla stejny tvar jako trans-
formace pfima, tedy specidnéz = D(a’ — v't') = D (2 + ot').

e Pokud v okamziku, kdy sebou pocCatky prochazeji, v nich blikneme, musi se svétlo Sifit
podél x i podél =’ stejnou rychlosti ¢, tedy podle rovnic z = ¢t axz’ = ct’. Tyto rovnice
tedy museji byt podle transformace konzistentni. Jejich dosazenim do pfimého azpétneho
vztahu 2’ = D(x — vt), x = D(a’ + vt’) dostavame ct’ = Dt(c — v), ct = Dt'(c + v).
Vynasobenim obou a vydélenim ¢’ vychazi ¢> = D?(¢* — v?). Pfi odmocnéni volime
kladné znaménko, protoze pfipad v = 0 musi odpovidat identité («' = z), tedy D = 1:

D=— =~. (2.1

Tento vyraz, dany vzg emnou rychlosti uvazovanych dvou inercialnich soustav, se nazyva
L orentzlv faktor. Jiz nas nikdy neopusti.

Transformacni vztah pro Cas uz ted vyplyva ze vztahll 2’ = vy(z — vt), x = ~(2' + vt') —
staci z nich vylou€it =’ a vyjadrit ¢'. Napfiklad vynasobenim prvni rovnice v a seCtenim obou
dostaneme
v
vor' + 2 =2r — Yot +yr’ ot = ot =t + (1 - = ' = 7(75 — gx>
(totii 1—72= —Z—j 72>.
MUZeme tedy shrnout, Ze specialni L orentzova transfor mace “ve sméru z” je dana

t’z*y(t—%x), ¥=qx—vt), Y=y, =z (2.2)

2.2 Bezprostiedni disledky Lorentzovy transformace

Za disledek Lorentzovy transformace Ize povazovat vlastné cely dalSi obsah specialni teorie
relativity, e zde si vSimneme jen nejjednodusSich diisledk{l nového vztahu mezi inercialnimi
systémy pro prostorova a asova méfeni. VESinu z nich zname uz z “ zeleznicni” kapitoly 1.3.2.
Budeme uvazovat dvé inercidni soustavy, IS alS', nastavené podle minulé kapitoly, a tudiz
svazané specialni Lorentzovou transformaci ve sméru x. A budeme predpokladat, Ze se ve, o
Cem bude dale feC, odehrava na stegjnych 3/ = y a 2’ = z, napfiklad pfimo na ose x, resp. z’
(prosté ze sméry y, z jSou hepodstatné).

2.2.1 Relativita soumistnosti

M&me (napf.) dvé udalosti, které se v IS stanou na témze misté, =, = z/, takZe jgich
Carkovana prostorova odlehlost je nulova, Az’ = xf, — 2y = 0. Polohy udalosti se transformuji
podle Lorentzovy transformace

rhy = y(xy —vta), @) =(21 — vt1) = A =7(Azx —vAl),
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atedy v naSem pripadé
0 =v(Az — vAY) = Axr = vAt.

Pokud se tedy udalosti nestanou ve stejnem Case (At = t, — t; # 0), je jgich neCarkovana
prostorovaodiehlost Az = x,—x1 nenulova. Tento vysledek je* pfirozeny”, protoze Uplnéstejné
vychazi i pro Galileitho transformaci — soumistnost je relativnim pojmem jiz v newtonovskée
fyzice.

2.2.2 Relativita soucasnosti

Mé&me nyni dvé udalosti, které se v IS stanou ve stgjny Cas, ¢, = t;, takze jgjich neCarkovana
Casova odlehlost je nulovg, At = t, — t; = 0. Casy udaosti se transformuji podle Lorentzovy
transformace

ty =1 <t2 - %«%) , =7 <t1 — %331) - At =~ <At — %Ax) ,
C & C
atedy v nasem pripadé
(%
, p—

Pokud se tedy udalosti nestanou v IS i na stejnem misté (Az # 0), je jgich Carkovana Casova
odlehlost At" nenulova. Tento vysledek je — na rozdil od relativity soumistnosti — novy;
podle Galileiho transformace nenastava, ponévadz podle té je Cas absolutni (transformuje se
identicky), atedy absolutni (na systému nezavisiou) je i Casova odlehlost uda osti.

2.2.3 Kontrakce délek

Mé&me idealni ty¢, ktera je vici 1S v klidu a mifi Cisté ve sméru 2’. Jgi délkav IS je tedy
Az’ = 2, — 2, aje zaroven klidovou délkou tye, Az’ = [,. Pro polohy koncli plati Lorentzova
transformace

rhy = y(xy — vta), ) =(21 — vt) = A =7(Azx —vA?).

MEéfit dalku tyCe v IS znamena zaregistrovat vzhledem k tomuto systému soucasnou polohu
koncli tyGe. Udalosti 2 = zapis polohy “predniho” konce a1 = zapis polohy “zadniho” konce
tyCe tedy musgji probéhnout ve stejném Case t, tj. musi byt At = t, — t; = 0. Dosazenim do
transformace mame okamzité

lh=Ar' =vAz =41 (>1) ... kontrakce délek . (2.3)

Jak jiz vime, ty€ matedy nejvétsi delku vici svemu klidovemu systému.

Poznamka: Je jasné, Ze k méfeni délky je tfeba nggméne dvojice (inercidlnich, navzgem
stojicich a synchronizovanych) hodin — u kazdého konce ty¢e musgji byt (pravé v okamziku
registracejeho polohy) jedny. Jak jsmejiz nékolikrat zdliraznili (naposledy v minulém odstavci),
co je soucasné VvIGi 1S, neni obecné soucasné vuci IS . Z transformace ¢asu miizeme dopocitat,
Ze odeCet poloh koncll tyce, soutasny vzhledem k IS, neni souCasny viGi IS :

v v v
t’Z—t’let’:*y(At—gAx) :—*ygA:cE—fygl,

tedy z hlediska IS probiha méfeni délky vici IS tak, Ze poloha “predniho” konce tyce je
zaznamenana dfive nez poloha* zadniho” konce.
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2.2.4 Dilatace casu

Mé&me idedlni hodiny, které jsou v klidu vici IS, a uvazujme ngjaky Casovy interval At =
t, — t}, ktery nanich ubéhne. PoCatecni i koncovy “tik” tohoto Casového intervalusev IS staly
nastejnemmisté (hodiny v IS stoji!), tedy jemezi nimi prostorovaodiehlost Az’ = 2, — 2, = 0.
Pro odpovidajici interval neCarkovanéeho Casu tak zjistime z inverzni Lorentzovy transformace

At =~ (At' + %A%”) =yAt =~yA7 (> A7) ... dilatace Casu . (2.4)

(Casovou odlehlost naméfenou na stojicich hodinach jsmejiz dfive oznatili jako interval viast-
niho Casu, Ar, afikali jsme, Ze je to ze vSech Casovych intervalll, které se daji naméfit mezi
urcitymi dvéma udalostmi, ten ngjkratsi.)

Poznamka: Z hlediska IS se pocatecni a koncovy “tik” ¢arkovanych hodin odehraly na
rtiznych mistech (vzdalenych od sebe vAt), takze zatimco At je (isek odetteny najednéch hodi-
nach, At jerozdil (dajti nadvou riiznych (navzgjem synchronizovanych) hodinach, vzdalenych
od sebe vAt.

2.2.5 Transformace tfirozmérné rychlosti

Predstavme si, Ze se néco pohybuje vUéi IS tfi-rychlosti @ = i—f a ptgme se, jaka bude

odpovidgici rychlost @' = ‘fif, vUGi 1S .2 Ze speciani Lorentzovy transformace zjistime

W Ed_«%’/ _ dly(z —vt)]  ~vyd(z —vt) _ dr — vdt _ ‘é—f—v _ We = 2.5)
A dy(t - s a)] vd(t—%x) Tdi-%de 1-%% 1-Zu,’
w,:d_?/: dy _ dy :1 % _ 1w 26)
YAy dy(t— %)) A(dt—%dr) v 1-%%E 4y 1l-GFw, '
/:d_zl_ dz . .y _l W,

W=y T dh(t—c%l’ﬂ = ... (stejné) SR p——y (2.7)

Vyuzili jsme jen toho, Ze vzgemnarychlost soustav v — atedy i odpovidajici Lorentziiv faktor
~ — jsou konstantni (jinak by aspon jeden ze systémt nebyl inerciani!). Pokud se 1S pohybuje
vUGi IS v zaporném sméru z, je tfeba vdude u transformatni rychlosti v zménit znaménko. Pro
v — 0 jde~y — 1 atransformatni vztahy nabyvaji galileiovskée podoby

/ /
W, =Wy FU, W, =Wy, W,=W,.

“Zkouska”

Zkontrolujme, jak se vztahy chovaji pro rychlosti blizké c. Necht se tedy vici IS pohybuje IS
rychlosti v = ¢(1 — §) v z&porném sméru osy = a sledovany predmét rychlosti w, = ¢(1 — ¢)

3 Zde poprvé se setkavame s mirnou notatni potizi, spocivajici v tom, Ze v teorii se vyskytuje vicero rychlosti:
jednak tfirozmérna rychlost ngjakého objektu (Castice, pozorovatele, ...) mé&ena vici ngakému inercidlnimu
systému, pfipadné vici dvéma takovym systémiim (ISalS'), v dal&im vykladu se objevi také jgji Etyf-rozmérna
obdoba (tu budeme znatit u#), akonetnévzgemnarychlost pohybu IS vici IS (tabude vzdy znaenav). Vétsinou
budeme ¢ zna€it i prvné zminénou tfi-rychlost studovaného objektu a témér nikde snad nedojde k nejasnostem, ale
v tomto odstavci radéji pouzijeme pismena .
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v kladném sméru z. Zajima nas rychlost predmétu vici IS. Galileiho aditivni formule dava
w!, = c¢(2—e€—47), specidnépros — 0, e — 0 tedy 2¢, kdezto Lorentzovatransformace vede k

W — wetv c(2—¢€—9) . 2—¢e—9 _
ol Sw, 1+(1—-6)(1—¢) 2—€e—0+de
2—€e— 0+ de—de de
R Jp— 20(1_2—6—(54—56).

Tato hodnota je pro jakakoliv nezapornae ad mensi nez ¢, takze slozenim dvou podsvételnych
rychlosti nikdy nevznikne rychlost nadsvételna. Pokud je kterakoliv ze skladanych rychlosti
presné rovna c (tedy pokud plati 5 = 0), pak ji transformace ponecha presné stejnou. Oveili
jsme tedy, ze transformace skutecné vyhovuje principu invariance rychlosti svétla.

Poznamka: co je to vlastné “rychlost viici systému”?

“Rychlosti viigi danému systému” rozumime @ = 42, tedy drahu, kterou predmét vigi systemu
urazi za Casovou jednotku vymérenou mnozinou hodin tohoto systému. “Z praxe” jsme zvykli
zaméhovat takto definovanou rychlost s drahou, kterou predmét viéi vztazné soustaveé urazi za
jednotku jeho vlastnich hodin, tedy s hodnotou % . (Viz napt. kdyz sledujete na patnicich podél
dalnice, kolik ujedete za [svou] minutu kilometrovych Usekil.) Nyni vSak vime, Ze diky dilataci
Casu nejsou tyto dva pojmy rychlosti ekvivalentni,

di  d¥ d@dt 1

— = ——=—— = zde v = ———
w2
V- @

dt/ dr dtdr
“Hybridni” rychlost j—f matedy vzdy vétsi velikost nez w, mlize byt i nadsvételnaapro w bliZici
se rychlosti svétlajde diky faktoru ~ dokonce do nekonetnal*

Aby nevznikl pocit, Zetady néco “ nehraje’, uvazte, zez hlediskavadeho klidového systemu
je ovsem vzdaenost mezi patniky u silnice y-krat zkontrahovang, takze kdybyste kromeé svych
hodin pouzili k mé&feni rychlosti i sveho metru, zjistili byste “spravné”

d7  1d7 147

@&y @ T

2.2.6 Invariance prostoroCasového intervalu a skalarniho soucinu vektort

VUG Galileiho transformaci t' = ¢, ¥ = ¥ — ot je invariantni Casova odlehlost dt (Cas je
“absolutni”).® Lorentzovatransformace ponechavanaproti tomuinvariantni rozdil —c? d¢? +d/?
— tzv. (prostoroCasovy) interval ds?. Skutetng,®

2
ds? = —cAdt? +dz”? + dy? + d? = —? (c at — 2 da:) + 92 (dz —vdt)® + dy? + d2? =
C

4Vamnite s, ze porovnate-li idaj na svételnétabuli na zatatku obce s okamzitym (dajem na svém tachometru,
Zjistite u sebe vétSi hodnotu. Nechceme vas stroj podcenovat, ale v tomto pripadé nejde o relativisticky efekt.

5 Prostorovavzdaenost dl = /dx2 + dy? + dz2 jeinvariantni vi&i transformaci prostorovych souradnic v IE?
(jedna se o specialni pripad invariance skalarniho soucinu dvou vektortl), nikoli viak vici Galileiho transformaci.
(Viz vySe diskus efektl relativity soumistnosti arelativity sou¢asnosti.) D&kuji doc. J. Obdrzalkovi za upozornéni
natuto “samozfgmou”, také vsak “samozigme” prekrucovanou skutetnost.

6 Standardng uZivanym zapisem d¢? apod. se mysli (dt)?2, nikoli d(¢2).
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2
= ~2 (—CthQ + 2vdtdr — U—Z dz? + dz? — 2udtdx + ’UZdtQ) +dy? +dz* =
c
2
= 2 (1 — U—Z) (=Pdt® + dz?) + dy® + d2* = —Pdt® + dz? + dy® + d2* = ds*.
c

Invariance intervalu je ve skuteCnosti specidlnim pfipadem mnohem obecngSi symetrie.
V pridti kapitole budeme pro popis fyzikaniho déni ve ¢tyfrozmérném Minkowského prosto-
rotasu zavadét pojem &tyfrozmérnych vektorl atenzortl. Ctyf-vektor bude v soufadnicové bazi
reprezentovan Ctyfmi slozkami, které se pfi zmeéné baze transformuji stejné jako diferencidly
soufadnic, v naSem pripadeé tedy podle Lorentzovy transformace. Snadno ovéfime, zetato trans-
formace ponechava invariantnim “skalarni soucin” libovolnych dvou &tyf-vektort (napr. V,
W); skaarni soucin piseme v uvozovkach, protoze je odlisny od skalarniho soucinu v IE> — v
kartézskych soufadnicich, v nichz budeme pracovat, je generovany nikoliv jednotkovou matici,
adematici diag(—1, 1,1, 1). Oznatime-li lozky Ctyf-vektorliindexy nahore, jak to budeme délat
v dal§i kapitole, tj. (V*, V= V¥ V*#), pak tedy jejich specidlni Lorentzova transformace zni

V/t =7y (Vt o %Vx> 7 V/x =7 (Vx _ %Vt) , V/y — Vy, V/z =V

(pro W obdobné), atudiz skalarni soucin se transformuje

-1 00 0 v W

lx Iz
8 (1) (1) 8 ‘\;/y Vm[;/y = =V "W VEWT L VIWY £ VEWE =
0 001 V' W’

= (V! = SV (W= 2 W) (V= SV (W= S W) VI VI =
C C C C
2 tyy/t Vst Vs oyt U2 TYI/T TYI/T Vs oyt Vst U2 tyyst
= P (VW SVIWT 4 SV - VI £ VI - VI - SV 4 VI
C C C C C C
VWY 4 VW =
2
— (1—";—2) (~VIW A+ VEW®) + VIWY 4 VAWE =
— VW VEWE 4 VYWY 4 VI

Specialnim pripadem pravé dokazané invariance je pripad W =V, tedy skaarni soucin Ctyf-
vektoru se sebou samym — neboli kvadrét “prostoroCasové normy” Ctyf-vektoru. Invariance
prostoroCasového intervalu je pak specidlné invarianci kvadratu “prostoroCasovée normy” pri-
ristku polohového Ctyf-vektoru, tedy Ctyf-vektoru s kartézskymi slozkami (c dt, dz, dy, dz).

2.3 MUj €asted nema valné hodnoty. . .

Doufame, Ze prvni, “kinematicka” ¢ast Einsteinova prtikopnického ¢lanku vas zaujala podobné
jako Conrada Habichta. Einstein v ni jesté na zaklade relativity souCasnosti a dilatace Casu
poprvé uvazuje o “paradoxu dvojcat” a dovozuje, Ze hodiny na zemském rovniku jdou vUGi
stejnym hodinam na pblu nepatrné pomalgji. Slovo “kinematicka’ je v souvislosti se speciani
relativitou dllezité. Pri pohledu zpét do historie se totiZ znovu a znovu vynoruje otazka, jak to,
Ze Lorentz— ahlavné Poincaré— “neobjevili specidni relativitu”, kdyz matematicky ji viastné
méli vice nez pfipravenou. A dale: proC si Einsteinovy teorie ani po r. 1905 téméf nevSimali?
(S Poincarém se Einstein téméf neznal, ale Lorentz se s nim velmi pratelil.) Odpoved je ziggmeé
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takova, Ze z jgjich hlediska nebyl Einsteinliv postup uspokojivy: Einstein dostal Lorentzovu
transformaci “automaticky” z Cisté kinematického “principu relativity”, kdezto oni usilovali o
jeli “hlubsi”, dynamické vysvétleni (pomoci vlastnosti &teru).

Kazdopadné po kinematické Casti Clanku zacina Einstein s elektrodynamikou. Nejdfive
dokazuje lorentzovskou invarianci bezzdrojovych Maxwellovych(-Hertzovych) rovnic, odvo-
zuje vztahy pro DopplerQiv jev a aberaci a pro tlak zareni, poté transformuje polni rovnice za
pritomnosti zdrojl a dovozuije, Ze elektricky naboj jeinvariant, akonetné analyzuje pohybovou
rovnici pro elektron — z jgjich primétl naléza podénou a pricnou hmotnost a navrhuje, jak
chovani elektronll ov&it experimentalné. V zavéru neuvadi Zadnou literaturu, jen dékuje za
diskuse priteli M. Bessoovi.

V zari 1905 prisel z patentoveho (fadu Conradu Habichtovi dalsi dopis: “. .. MUj Cas
ted nema valné hodnoty; neni vzdy namétll zralych k premitani. Aspon ne téch doopravdy
vzrudyjicich. Bylo by tu samozigimeé téma spektranich €ar; ale myslim, Ze jednoduchy vztah
mezi témito jevy atémi uz prozkoumanymi viibec neexistuje, takze se mi ty véci zdaji prozatim
mal o slibné. Napadl mé diisledek toho studiaelektrodynamiky. TotiZ princip relativity ve spojeni
sMaxwellovymi fundamental nimi rovnicemi vyZaduje, aby hmotnost bylapfimou mirou energie
obsazenév télese; svétlo ssebou nese hmotnost. V pripadéradiaby mélo dochazet ke znatelneému
Ubytku hmotnosti. Zabavna a svlidna Gvaha; ale pokud vim, VSemohouci Blh se mozna celé
zélezitosti smgje avodi mé za nos.” — O smichu neni nic znamo, ae ved! Einsteinak rovnici
E = mc?. Den predtim, nez se v Annalen der Physik (28. zaFi 1905) objevila Einsteinova prace
K elektrodynamice pohybujicich se téles, byl k publikaci tamtéz pfijat tfistrankovy “doplnék”
Zavisi setrvacnost télesa na jeho energetickém obsahu?; vySel téhoz roku v rocniku 18 na
strankach 639-641. Souvislost mezi hmotnosti a el ektromagnetickou energii €l ektronll bylana
prelomu stoleti studovana a Friedrich Hasenorl dokéazal, ze zafeni v dutiné je mozno pfipsat
hmotnost Umérnou jeho energii. Nyni vsak Einstein nalezl zcela universalni vztah mezi obéma
veliCinami. Dostaneme se k nému az v odstavci 4.4, ale uz ted predesleme, Ze to byla bomba —
preneseng, ae tak trochu i doslova. . .
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KAPITOLA 3

Minkowského prostorocas

“Toho bych se od Einsteinanenadal,” divil se Hermann Minkowski, kdyz sledoval, jak sev 17.
rocniku prestizniho Casopisu Annalen der Physik (r. 1905) objevuje jeden ¢lanek jeho byvalého
studentaza druhym. Presto jeSté netusil, Zety clanky obréti fyziku naruby. Einstein 5 |et pfedtim
studoval na curysské Polytechnice, alejeho profesofi matematiky Minkowski a Hurwitz ho z té
doby moc neznali. (*Nikdo mé nikdy nepfimé&e, abych chodil na matematické seminarel”)

Minkowski si proCetl hlavné ¢lanek O el ektrodynamice pohybujicich setéles, ktery prinasi
novou interpretaci Lorentzovy transformace a odvozuje fadu jejich podivuhodnych diisledk.
Einsteinovo zpracovani tématu se véak Minkowskému zdalo “matematicky prilis rozviagne’ .
V roce 1907 pak Minkowski zaCal béhem seminare vénovaném el ektrodynamice, ktery poradal
na gottingenské université spolu s Davidem Hilbertem, formulovat zpracovani nové, “geome-
trick€”. Pfedeviim si vaiml, Ze na rozdil od Galileiho transformace t' = ¢, 2’ = = — vt se
v transformaci Lorentzové vyskytuji Casova a prostorova soufadnice zcela symetricky a jsou
vzgemneé provazany:

cd = v (ct — %x) , (3.1)

r = v (x — %ct) : (3.2

Znamenato, ze zijeme ve Ctyf-rozmérném eukleidovském prostoru-Casu, jehoz tfi rozméry jsou
prostorové ajeden casovy? Nikoliv, jak ukaze strukturainvariantd.

3.1 Indexovy formalismus v IE> — pfipomenuti

NejdFive pfipomeneme (velmi pragmatickym zplisobem!) par zakladnich véci z tfirozmérného
eukleidovského prostoru. Zavadime tam rlizné typy soufadnic z; = (zy, zo, r3) — napfiklad
kartézské (z, y, z), sférické (r, 0, ¢) Ci cylindrické (p, ¢, z). Pfi pfechodu od jedné soufadnicové
baze k jing, z; — x} = z}(z;), se veli€iny transformuji pomoci dvou matic: Jacobiho “matice
prechodu” g—m; amaticek ni inverzni aﬁf' . Slozky vektor U se transformuiji pres “ pfimou” matici

. !
Tj Ay,

1 Einsteinovu reakci natento postfeh neuvadime, je do 21 let nepfistupna.

23
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ajgjich “prototypem” je diferencia polohy,?

do; = ——dz; — stejné viechny vektory : V/(a') = —
(%j c%j

V() . (33)

Slozky linearnich funkcionalll (= linearnich forem = kovektorll), tedy objektll k vektorlim
dualnich, se transformuji pfes inverzni matici ajejich “prototypem” je gradient,

0 _ 0z 0 _Tiow . (4

r / - / J
Oz, Oz}, Ox; oz},

— stejné vSechny kovektory :  C}(2)

Vektory akovektory |ze nahlizet jako specialni pripady tenzor {. Tenzory jsou abstraktnédefino-
vany jako multilinearni zobrazeni z kartézskéeho soucinu urcitého pottu (= r) kovektorovych a
urcitého pottu (= s) k nim dua nich (vektorovych) prostori do redlnych isal. “ Dfevorubecky”
feCeno, tenzory jsou jako skiing, které maji na jedné strané » zasuvek, do nichz se dgji zastrcit
kovektory, a na druhé strané s zasuvek, do nichz se dgji strcit vektory. Kdyz se to provede a
“zatoCi se klikou”, vypadne €islo. Pokud se chce sdélit, kolik matenzor kterych zasuvek, fekne
Se, ze je “typu (7, s)”, nebo téz “r-krét kontravariantni a s-krét kovariantni” — celkové pak
“tenzor (r + s)-tého Fadu”. V soufadnicich jsou tenzory reprezentovany d"** slozkami, kde d
je dimenze prostoru (u nas zatim d = 3) ar + s je pocet indexti. Definiéni operace “ zaplisobeni
tenzorem 7' nar kovektorli C, D, ...a s vektorll V, W” (tedy “zasunuti argumentli do jeho
zasuvek a zatoCeni klikou™) mave slozkach podobu vnitfniho soucinu

Slozky tenzoru typu (r, s) se pfi pfechodu mezi soufadnicovymi bazemi transformuji pres r
pfimych Jacobiho matic a s matic inverznich (“vektorove indexy se transformuji pres pfimée
matice a kovektorové indexy presinverzni matice’),

y N o} oz,
T; . () = EARERI R Tj.n(z) . (3.5)

Vzdy tedy celkoveé tolik transformatnich matic, kolik indext (tj. r + s). Pokud nematenzor ani
jeden index (nema ani jednu “zasuvku”), pak se tedy transformuje zcela bez transformacnich
matic, coZz ovdem znamena

o' (2') = ®(x) (3.6)

— tedy hodnota takovéhoto “tenzoru nultého fadu” je ve vech soufadnicich stejna; hovofime
o invariantu (nékdy se jako synonymum fika skaléar, ale my budeme radgji uzivat prvniho
terminu a druhy ponechame pro oznaceni jakékoliv, obecné jednoslozkové veliciny).

Ne vSechny fyzikani veliCiny jsou matematicky popsany tenzory — speciané ne kazda
matice predstavuje slozky néakého tenzoru, ne kazdy fadek Ci sloupec reprezentuje (ko)vektor
a ne kazda funkce je invariantem. Pozname to pravé podle toho, jak se transformuiji. V teorii
relativity jsou vsak tenzory zvla&t dulezite, protoze jsou to veliciny definované abstraktng, bez
vazby na jakoukoli konkrétni bazi, a tim padem obsahuji urcCitou invariantni, na zvolené baz

2 Budeme v3ude uZivat Einsteinova sumaéniho pravidla: pres dva stejné indexy v soutinu se automaticky stit,
d
tedy X;Y; = > X,Y;, kde d je dimenze uvazovaného prostoru. K notaci jesté poznamenejme, Ze pfi prechodu od

=1
“neCarkovanych” k “carkovanym” slozkam je zvykem pséat carku u pismena oznacujiciho velicinu (a budeme to
tak délat i my), ale je snad jasng, Ze ve skutecnosti by se ¢arka méla psat k indextim, protoZze méni se soufadnice,
nikoliv veliCina (zvl&&té, kdyZ je tenzorovd).
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nezavislou informaci. Pfesné to budeme potfebovat, kdyz budeme chtit zformulovat fyzikani
zakony — v duchu principu relativity — nezavisle na inercialnim systemu, konkrétné tak, aby
byly invariantni vliéi Lorentzové transformaci. Prakticky vzato, pokud zapiSeme zakon jako
rovnici, najeiz levé i pravé strané bude tenzor, pak to ovsem samozigjmeé musgji byt tenzory
stejného typu (aby rovnost viibec méla matematicky smysl) — coz ale znamena, Ze pfi zméné
soufadnic sebude levai pravastranarovnicetransformovat stejné, atedy tvar rovnice se pfitom
nezmeni.

V Cem ale spociva ona “invariantni informace’, obsazena v tenzorové veliCing, jak ji
z tenzoru extrahovat? Obsahuji ji invarianty, které se z tenzorli ziskaji Gzenim (kontrakci)
a/nebo vnitfnimi (skalarnimi) souciny. Vyznamnou Glohu budou hrét predevSim invarianty dané
skalarnimi souciny vektorll. Obecné (v kfivo€arych soufadnicich) se zapiSou g;;V;W;, kde g;;
je metricky tenzor, specialné v kartézskych soufadnicich je metrickym tenzorem jednotkova
matice, takze skalarni soucin je 9,;V;W;. Invariance skalarniho soucinu
Oz 0xy oz’

Y227 /AN i l‘; o
1 ] m n

nabyvav kartézskych souradnicich (v nichz g;; = 4;; = g,;) podoby

o
5,V = 5, 2y, 20

Y O0x, " Ox,
tedy je tam ekvivaentni “relacim ortogonality”
ox}; 0
T 0x, Oy,
Tyto relace je mozno nahliZet jako podminky pro transformacni matice, zaroven se vsak jedna
prosté o transformacni vztah pro metricky tenzor jakozto tenzor typu (0,2) (tedy bilinearni
formu) — v tomto pfipadé specialné tzv. izotropni tenzor (tenzor, ktery je ve vsech souradnicich
daného typu stegjny).
Skalarnim soucinem vektoru se sebou samym dostaneme velikost (normu) vektoru v 2.
mocning,

Wn = 5manWn )

0;

g ViVi = VI = V2.
Pokud jako vektor vezmeme special né prirlistek souradnic mezi dvémablizkymi body, V; = du;,
Ziskame invariantni vzdalenost téchto bodd,

gijdzdz; = |dz|? = di*, (3.7
ktera se v kartézskych slozkach redukuje na Pythagorovu vétu

di* = 6;;da;dr; = daf + doj + daj .

3.2 Indexovy formalismus v Minkowského prostorocasu

Minkowského prostorotas je ¢tyfrozmérny (ma oproti IE3 navic ¢asovy rozmér), kromé toho
se ae lisi jen v jednom ohledu: jeho metricky tenzor ma v jakychkoliv kartézskych sourad-
nicich slozky g,,, = diag(—1,1,1,1) = N (tedy nikoliv diag(1,1,1,1) = ¢,,). Tento tvar
metrického tenzoru se nazyva Minkowského tenzorem. Reckymi pismeny na misté indexd
budeme znacit Caso-prostorove slozky: mohou nabyvat hodnot 0, 1, 2, 3, pfiCemz prvni z nich



26 3. MINKOWSKEHO PROSTOROCAS

(Iepe feCeno “nultd’) bude odpovidat Casove slozce, zbylé prostorovym slozkam; prostorovée
hodnoty 1, 2, 3 budeme znalit latinskymi indexy (jako dosud).

Jesté bude jeden rozdil ve formalismu: aby bylo mozné na prvni pohled rozlisit vektory a
kovektory, budeme “vektorové” indexy psat nahoru a “kovektorové” dolll. SGitani pres indexy
bude probihat vzdy pfes jeden horni a jeden dolni index vyrazu. V soucinu se miize urcity
index vyskytovat bud jednou — pak se nazyvavolnym indexem (zatakovy index |ze dosadit
jakoukoliv hodnotu 0—3, samoziefmé konzistentné s pfipadnymi ostatnimi Cleny ve vyrazu Ci
rovnici), nebo dvakrat, ato jednou nahore ajednou dol e (nebo naopak) — pak se nazyvastitacim
indexem (v daném soucinu se stita pres vechny jeho hodnoty). Volny index se mlize jmenovat
jakkoli, ale samoziegjmé konzistentné v celém vyrazu &i rovnici; stitaci index se miize jmenovat
jakkoli alzejej po dvojicich piejmenovat i zvlast v kazdem soutinu. DUl ezité praktické pravidlo:
v Zzadném ¢lenu obsahujicimjen nasobeni se zadny index nesmi vyskytovat vickrat nez dvakrat —
a pokud dvakréat, pak vzdy v opacnych polohach jako indikace Uzeni nebo vnitfniho soucinu. Az
na rozliSovani vektorovych (tzv. “kontravariantnich™) a kovektorovych (tzv. “kovariantnich™)
indext je tedy formalismus stejny jako v IE3. My to navic budeme mit speciané jednoduchg,
protoze budeme po celou dobu pracovat v kartézskych soufadnicich (nebot inercialni systémy
jsou dle definice kartézskymi bazemi). Soufadnice oznalime

ot = (2%, 2t 22, 2?), specialné kartézské :  z* = (ct,z,y, 2) . (3.8

Vektory a kovektory se ovSsem pozngji teprve podle toho, jak se transformuji. Vektory, resp.
kovektory maji Ctyfi slozky, které se pfi pfechodu mezi soufadnymi soustavami =¥ — x'*(z")
transformuji stejné jako diferencialy souradnic, resp. stejné jako gradient:

ox'™ oz’

da'* = o dz” — stejné vechny vektory : V'*(z') = 5 V¥(x), (3.9)
ind Y
B B
83’“ = g;a ai 5 stejné vechny kovektory : C/ (2) = gj@ Cs(z) . (3.10)

Obecny tenzor typu (r, s), tedy s indexy nahofe a s indexy dole (tj. tenzor “r-krét kontravari-
antni as-kréat kovariantni”), je pak veli¢inao 4" slozkach, které se transformuji pres pfimych
a s inverznich Jacobiho matic,

O™ o0z

= e
Specialnim pripadem — “tenzorem bez indextl” (r = 0, s = 0) — jeinvariant. Je to veli¢ina,
jgjiz hodnota je ve vSech vztaznych systémech stegin,

' (2) = @(x). (3.12)

T/Mma...(x,)

"5 (3). (311)

Jako “absolutni”, na souradnicich nezavislé veliciny jsou invarianty v teorii relativity obzvl ast
vyznamné.

Béhem prednasky se seznamime sfadou skalarnich velicin (nebo jegjich kombinaci), které
jsou invariantni. Kromé toho jsou invariantnimi vSechna zOzeni (kontrakce) tenzord, jejich
determinant a vnitfni (skalarni) souciny. Obe tyto operace predstavuji ve slozkovem podani
sCitani pres urCité indexy. Zuzenim (kontrakci) tenzoru 7+ . v indexech u a o (vzdy

jeden musi byt nahofe ajeden dole) se nazyvatenzor fadu o 2 niZsiho, ktery vznikne vystitanim
9, J€N0Z nejdllezitejSi vlastnosti je, Ze je ve svych indexech symetricky. Ve vyznamném
pripadé dvou Etyf-vektorl V*, W* je napriklad skal arni soutin ve slozkach vyjadren g, VF V",
My budeme v celém kursu vztahovat veliciny k inercialnim systemiim, takze budeme pouZzivat
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kartézskych soufadnic. V téch, jak uz vime, nabyva metricky tenzor Minkowského podoby
g = diag(—1,1,1,1) = n,,. Invariance skalarniho soucinu

ox'™*  o0x'
Aol vd Rtadil
" oxr v 0x°

jev nich ekvivaentni relacim ortogonality

N VW™ =1 W = 0,,VIW?

oz 0x'"

, -~ =, 3.13
T e oze — P (3.13)

(jedna se vlastné o transformalni predpis pro izotropni bilinearni formu 7, zapsany ovsem

opacneé nez jsme zvykli, totiz “Carkovanym” je zde n,,, stojici vievo). Specidné je invariantni

skalarni sou€in jakéehokoli Ctyf-vektoru se sebou samym, tedy 7, V#V" — prostoroCasova

“velikost” €i “norma’ vektoru. A jestéspeciangji, pro CtyF-vektor tvofeny konkrétnédiferencidly

Ctyfrozmérné polohy, V# = da*, sejednao tzv. (prostoro€asovy) interval, 7, dz*dz” = ds?.
Zduraznéme znovu rozepsanim slozek,

N VIW? = =VOW° + 6,V W7,

ze Minkowského prostorocas se hodnotou 7y = —1 |iSi od Ctyfrozmérného eukleidovského
prostoru (jehoz metricky tenzor ma v kartézskych souradnicich slozky 6,,,). Skalarni soucin
diky ni neni pozitivné semi-definitni, nybrz indefinitni — jeho vysledkem miize byt kladna,
zpornai nulovahodnota; nulovahodnota pfitom nemusi odpovidat trivid nimu pripadu V* = 0
nebo W* = 0. Nejlépe je rozdil vidét na prostoroCasovéem intervalu

ds? = n,,drtdz” = —*dt® + da® + dy® + dz?,

ktery neni Ctyfrozmérnou vzdalenosti (nebot Casovy ¢len v ném vystupuje s minusem).

3.2.1 Prechod mezi vektory a kovektory: sniZzovani a zvySovani indexil

Tenzory typu (r, s) jsou definovany jako multilinearni zobrazeni r kovektorli a s vektorl do
realnych Cisel, ale ve skuteCnosti nemuseji byt vSechny tyto argumenty dosazeny. Pokud tenzor
typu (r, s) zaplsobi jen nau < r kovektorll av < s vektorl, neni vysledkem ¢islo, ale tenzor
typu (r — u, s — v) — jeto prosté dano tim, kolik jakych argumentll zlistane nezaplnénych. (Je
to jasné jak na abstraktni Grovni, tak ve slozkach, protoze neobsazené argumenty odpovidaji
indextim, které se nevysCitaji, takze je vyslednavelicinai nadale ma.) Predstavme si specidné
soucin 7, V", kdeT),, je ngaky tenzor a V" vektor. Vysledek ma jeden index dole, tedy je to
kovektor. Pokud provedeme takovyto soucin speciané s metrickym tenzorem, bude vysledkem
kovektor, ktery je dualni pravé k vektoru V7, a ten se znai stejnym pismenem jako plivodni
vektor, ,, V¥ = V,,. Metricky tenzor matedy dvoji zakladni roli: jednak definuje vnitini soucin,
jednak zobrazuje vektory na kovektory. A také naopak; opatné pfifazeni je mozné diky tomu,
ze k matici 7, existuje inverze (protoze ,,, manenulovy determinant, totiz —1) — oznacime
jing:

. (= nk) =6k ... obecné g"g.. (= gh) = o . (3.19)

Je Zigme, ze n*” = diag(—1,1, 1, 1), tedy u Minkowského tenzoru jsou ryze kontravariantni
slozky stejné jako slozky ryze kovariantni. (V pfipadé obecného metrického tenzoru — tedy

M
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nez ma Minkowského prostorotas — vSak mohou byt kontravariantni a kovariantni slozky
vyrazné odlisné.) Mame tedy “tam a zpatky”

nwV' =V, <— n%V,(=n"*n, V" =0V")=V".

Obdobnym zplisobem | ze pomoci metrického tenzoru zvySovat asnizovat jakykolivindex,
tj. index u jakékoliv veliciny (notace se skutetné pouzivanejen u tenzorll, alei u netenzorovych
vicesloZzkovych velicin) — napriklad

TN =T T =T

3.3 Lorentzovy transformace

V pripadé pfechodu mezi inercialnimi soustavami, tedy v pfipadé Lorentzovy transformace,
budeme Jacobiho matici znait A*,. Jako speciani pripad obecné transformace vektorii (3.9)
tak mame

da’" = A*,dz¥  — stejné vechny vektory : V'*(2') = A*, V¥ (z) . (3.15)

L orentzovy transformace jsou, jak vime, linearni, takze jgjich matice A*,, nezavisgji na soufad-
nicich (zavisgi jen navzgemnérychlosti 1S, mezi kterymi se prechézi). Diky tomu plati stejny
vztah i pro samotné hodnoty soufadnic,

o = A a (1) (3.16)

— tedy az na konstantni Clen (b*), ktery odpovida trividlni volnosti ve volbé pocatku a my
jg budeme volit nulovy. Jako priklad uvedeme matici specialni Lorentzovy transformace ve
sméru +z, kterou jsme probirali v minulé kapitole. Jgji slozky najdeme porovnanim “clen po
¢lenu” transformagniho predpisu 2'* = A*, 2" avztahll (2.2),

.’L’IO — Aoo.’L’O —|—A0133'1 —|—A0233'2 —|—A0333'3
l’ll — AloxO +A111‘1 —|—A121‘2 —|—A133Z'3

.Z’/2 — AZOxO +A21l'1 —|—A221‘2 —|—A231‘3
ZL‘I3 = Agol'o + Aglfﬁl + A32$’2 + A33l'3

1711

stati jen uvazit o€islovani soufadnic (z°, 21, 2%, 2®) = (ct, z, y, ). Matice matedy podobu

¥y - 00
—-ve v 00

(AMV)SpeCiélni,—i-x - 0 0 1 0 (317)
0 0 01

Druhou zakladni obecnou vlastnosti Lorentzovych transformaci (krome linearity) je orto-

gonalita. Relace ortogonality (3.13) maji pro né “samozigmou” podobu

NN pN ¢ = 1po | - (3.18

Z linearni algebry je znamo, ze pro ortogonani matice je jgich inverze rovna transpozici.
Skute€né, vynasobme vztah ?* a dostaneme vztah pro inverzi matic,

N A oA o (= 1pen”®) = 6, (3.19)
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kde u druhé matice A”,, snizime prvni a zvySime druhy index pomoci pfitomnych metrickych
tenzordl, 7,, AV ,n"* = A,*, amame

AN =00 = A% )T =AC (3.20)

Inverze matice Lorentzovy transformace je tedy skuteéné dana transpozici. (Je proto dulezité
davat pozor napolohuindexi.) “Ve slozkach” seinverzni Lorentzovatransformacelisi od primé
jen znaménkem vzajemné rychlosti systémd, takze napf. matice inverzni specialni Lorentzovy
transformace ve sméru +x vypada

vy +v2 00
-t +y2 v 00

(AHV>speCiélni,+X = (AVM)speciélni,+x = 0 0 1 0 (321)
0 0 01

Nyni mtizeme dodat, Ze pro kovektory mame z obecného vztahu (3.10) v pripadé Lorent-
zovy transformace

9 50
or'e Y Oxb

apro obecné tenzory z formule (3.11)

— stejné viechny kovektory : '/ (z') = A Cs() (3.22)

T g (@) =Ny AL T () (3.23)

3.4 Tenzory a principy specialni relativity

AT 24

obecny navod, jak jim dostét: maji-li rovnice vyjadrujici fyzikani zakony splfiovat princip spe-
ciani relativity, musegi mit ve viech téchto systémech stejny obsah, neboli stejny “tvar” — fika
se, ze musgji byt kovariantni (= “invariantni co do tvaru”). To vyZaduje, aby byly zapsany
pomoci matematickych velicin, které jsou definovany bez odkazu na ngaky konkrétni vztazny
systém, jgichz vyznam neni zavisly na konkrétni soufadnicové bazi. Takovymi vhodnymi ve-
liGinami jsou tenzory. Soufadnicové slozky vSech tenzorll (daného typu) se transformuji podle
stejnych formuli, pomoci Jacobiho matic a matic inverznich, pricemz v pfipadé Minkowského
prostoroCasu a prechodll mezi inercialnimi systémy je tvar téchto matic dan Lorentzovymi
transformacemi. Vychozi principy specialni relativity tedy — kratce shrnuto — vyZzaduji lo-
rentzovskou invarianci (“tenzorovou povahu”) fyzikalnich zakond. Aby 8o tuto invarianci
prakticky naplhovat, je tfeba vedét, jak se pozna, zda urcita veliCinaje tenzorem. Pfipominame
proto jesté jednou (av pribéhu dalSich kapitol to budeme délat u konkrétnich velicin pribézné),
Ze“ne podleindex{, ale podle transformace slozek poznas tenzor”. (Tedy nevse, co maindexy,
musi byt tenzorem. Specialné tfeba matice Lorentzovy transformace nejsou tenzory. Podobné
se setkame — vlastné jsme se jiz setkali! — s fadou skalarnich velicin, které vici Lorentzové
transformaci nejsou invariantni, napt. délka, Cas, rychlost, hmotnost, hustota, nebo jednotlivée
slozky tenzorl.)

3.4.1 Pocitani s tenzory

K obecnym Fecem pripojime rlizné prakticke, ale i nékteré zasadngjsi poznamky ke slozkové
praci stenzory:
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e Skalarni soucinjsme zapisovali zatimvzdy vetvarun,, V*W", dejdeho zapsat i nékolika

jinymi zplisoby, kdyZ vyuZijeme sniZzovani a zvySovani indexti pomoci Minkowského
tenzoru:

N VWY = V,W" = VW, = V,W, . (3.24)
Specialné si budeme pamatovat, ze v jakémkoli vyrazu (soucinu), v némz se stita pres

dvojici index{, je jedno, zda jsou indexy “tak ¢i onak”, totiz zda je prvni nahofe a druhy
dole, nebo naopak. To samé plati pro kontrakce tenzort, napriklad

T“‘mgg = 7P Tupﬂoﬁ — T“p”pg = Npo Tum’»pﬁ ’
speciané pro stopu tenzoru 2. Fadu
T=T% =0T =T5" = 1°*Ts, .

Vnitfni nasobeni je komutativni, takze je jedno, v jakém pofadi nasobené tenzory zapi-
Seme, napr.

N VWY = Vi, WY =W"VEy,, = VWY =W"V, apod.,

samozi'ejmé krome pripadt, kdy néktery z tenzorll je operatorem (tfeba gradientem).

Kdyz uz byl zminén gradient: tento diferenciani operéator jsme v transformacnich pred-
pisech (3.4), (3.10) uvedli jako prototyp kovektoru, takze si budeme pamatovat, ze “ par-
cialni derivace se chovaji tenzorove” , coz bude podstatné pro lorentzovskou kovarianci
diferencidnich rovnic. K tomu ae vyrazné upozornéni: ve skuteCnosti se (parciani) gra-
dient chova jako kovektor jen VOci linearnim transformacim, jak snadno zjistime, kdyz
pretransformujeme napr. gradient vektoru:

v 9 [0ox™ ) — 0%’ O v ox'* OV Oz
ox'e Ol (895” ) 0z 0xP '™ dzv OxP dx'e

Pouze pokud je prvni ¢len nulovy, vychazi transformace tenzoru 2. fadu (jednou kon-
travariantniho ajednou kovariantniho). A prvni €len je nulovy pro linearni transformace
(pro které je Jacobiho matice prechodu nezavislana soufadnicich). V tomto kursu budeme
vesmes pracovat v kartézskych inercianich soustavach, mezi témi se pfechazi Lorentzo-
vymi transformacemi, aty jsou linearni, takze pfi parcianim derivovani nemusime mit (o
tenzory) obavy — uvedeny gradient Ctyf-vektoru se napfiklad transformuje

ov'H ovr
— A* AP
o' Y OB

ale uz kdybychom presli do kfivoCarych soufadnic, parciani derivace by se tenzorové
nechovaly! (Samotny operator parcianiho gradientu se tedy transformuje jako kovektor,
dejetakée dllezité, naco av jakych soufadnicich plisobi. Gradient invariantu @ ,, je vzdy
kovektorem, ale na (ko)vektory a vySSi tenzory plisobi gradient tenzorové jen pokud se
transformuji linearné.)
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e Rikali jsme, Ze budeme cely semestr nahlizet svét z inercidnich soustav. Vzhledem k
tomu, Zze naSim svétem bude Minkowského prostorocas, je to zdaleka negjvyhodngsi a
nejprirozengsi. Jednou bychom ale mohli ukazat, co by se stalo, kdybychom pracovali
napr. ve sférickych nebo cylindrickych soufadnicich. Jak snadno zjistite dosazenim za
dz* z transformagnich vztahli

r=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosf, (t zistava),

resp. x =pcosp, y=psing, (t, z zustavaji),
prostorocCasovy interval v tom pripadé vypada

ds? = At + dr? + r2d6° + r?sin® 0de?
ds* T -2t +dp? + pPde? + d?

to znamena, Ze metricky tenzor nema Minkowského tvar 1), nybrz

-1 0 0 0 -10 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
ng = O 0 T2 0 9 resp. gull: O O p2 0
0 0 0 r2%sin?6 0 0 0 1

Tyto podoby jsou stéle velmi jednoduché, predevsim jsou diagonani, alejsoujiz obecngsi
v tom, Ze slozky zavisgji na soufadnicich, g, # 0. MlzZeme je ngjit také pfimo z
transformaCnich vztahtl (“relaci ortogonality”)

, O0x't Ox" ,  Oxf Oa°
ok AR ak oy el

dosadime-li do nich n&s pfipad ¢,, = 7,0, " = (ct,x,y,2) az™ = (ct,r,0,¢), resp.
't = (ct, p, 9, 2).

e U metrickéhotenzoru senavic daji psat indexy v libovolném poradi, protozeje symetricky.
Obecny tenzor v&ak zadnou symetrii mit nemusi, takze je tfeba dbat na poradi indexd,
specialné u smisenych tenzorll nepsat indexy pod sebe; toto samoziejmeé neplati pro sy-
metrické tenzory 2. fadu, tam je naopak prirozené horizonta ni pozici indextl nerozliSovat
— Viz napr. 6.

K symetriim tenzorll se vazou nasledujici velmi uzitecna pravidla. Kazdy tenzor fadu > 2
|ze rozepsat na Cast symetrickou a cast antisymetrickou v danych dvou indexech, speciainé
pro tenzor 2. fadu mame identitu

1 1
T = §(Tm/ + Tuu) + §(Tuu ~T,.) = Ty + T (3.25)
(obl&/hranaté zavorky znaCi symetrizaci/antisymetrizaci v uzavienych indexech). Tento
rozpis je Casto vyhodny vzhledem k tomu, ze stopa vnitfniho soucinu symetrického a
antisymetrického tenzoru je nulova. Skutetné, oznacime-li tenzor symetricky v indexech
{p, v} jako S, atenzor antisymetricky v téchto indexech A,,,, mame jednoduse

SMA,, = SMA,, =—S"A, = S"A, =0, (3.26)
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kde jsme v prvnim kroku indexy pfeznaCili (1 <+ v) av druhém kroku jsme je prohodili:
pfeznaCeni samozfgimé neznamena zadnou zmeénu (stitaci indexy se mohou jmenovat
jakkoli), kdezto pri prohozeni se symetricka matice nezmeéni a antisymetricka se zmeéni o
minus.

Z téchto vlastnosti plyne dllezity zavér: pokud se n&jaky tenzor vnitfné nasobi s jinym
v indexech, ve kterych je symetricky/antisymetricky, pak do soucinu prispge jen ta Cast
druhého tenzoru, ktera je v danych indexech také symetrick&antisymetricka (soucin se
zbylou, antisymetrickou/symetrickou Casti druhého tenzoru je nulovy).

Z toho také napf. plyne, Ze stopa antisymetrické matice je nulova, 1,54%° = 0. (Jeto
ostatnéjasng, antisymetrickamatice manadiagonale saméenuly.) Plati to zjevnéi obecngi:
z(zeni pres dvojici indexU, v nichz je vyraz antisymetricky, dava nulu. A zakladnim
invariantem antisymetrickéhotenzoru A,,, tak neni jeho stopa, alejeho “kvadrat” A, A*".

K tomuto odstavci jesté dvé poznamky: (i) hovofili jsme v ném sice o “tenzorech”, ae
pro zminéné vlastnosti neni podstatny tenzorovy charakter kterékoliv z velicin — jde
0 vlastnosti “maticové’; (ii) vlastnosti jsme ilustrovali na tenzorech 2. fadu (nebo tedy
maticich), ale ve skutetnosti se mlize jednat o multikomponentové vyrazy, které maji
kromé zminénych {1, v} jesté jakékoliv dal§i indexy (ty jsme nevyznacovali).

3.5 Invariance intervalu z vychozich principt

R T

torll). Dodli jsme k ni takto: (i) uvazili jsme, Ze transformace mezi inercidlnimi systemy musi
byt linearni (aby byl naplnén 1. Newtonliv zakon, tedy aby se rovnomérné primocaré pohyby
skladaly zase na rovnomérné primocaré); (ii) z vychozich principll a linearity jsme odvodili
(specialni) Lorentzovu transformaci, (iii) ukazali jsme, ze vici této transformaci je prostoro-
¢asovy interval (obecné skalarni soucin vektorll) invariantni. Lze postupovat i jinak — dojit
k invarianci prostorotasového intervalu pfimo z vychozich principll a pak z této invariance
odvodit, jaké vlastnosti musi mit transformace. Postup je cenny hlavnév tom, ze ukaze, zda pro-
storo€asovy interva neni invariantni i vOi¢i ngakym jinym (nez Lorentzovym) transformacim,
tj. zdavlastnosti, kterymi jsme L orentzovy transformace vymezili (linearitaaortogonalita), jsou
nejen postacujici, ale také nutné.

Nejdfive si pfedstavime jednoduchy “experiment”: v libovolném bodé prostorocasu blik-
neme a sledujeme pohyb vzniklych fotonll z hlediska jakychkoliv dvou inercianich system.
Podle principu invariance rychlosti svétla se musgji vyslané fotony Sifit viici obéma systemiim
ve vech smérech rychlosti ¢, takze v obou museji v jakemkoliv okamziku (¢, resp. t') tvorit
sféru (o poloméru cAt, resp. cAt’). Dle Pythagorovy véty bude tedy po jakémkoliv Case (At,
resp. At’) platit

(cAt)* = (Az)*+ (Ay)* + (A2)*,
(cAt)? = (A2)*+(Ay)* + (A)?,

j.
(As)? =0, (As)?=0. (3.27)

Ve specialnim pfipadé nulové hodnoty je tedy interval invariantem.
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Nyni zadejme libovol né dvé udal osti azapi Sme zcela obecny vztah mezi velicinami (As)?
a(As')?,

(As)2 = F(...;(As)2) + G(...).

TFi tecky zde predstavuji viibec véechny (dal$i) parametry, které se v situaci vyskytuji — tedy
necarkované a carkované souradnice obou udal osti, jjich soufadnicové odlehlosti v obou iner-
cidlnich systemech a vzgemnou rychlost téchto systémt; kromé toho miize byt samozigjmé
pritomna univerzalni konstanta c. Pozadujeme-li vSak v obou inercialnich systémech homoge-
nitu prostorocasu (v Casovém i v prostorovych rozmérech), nesmi vztah zaviset na zadné ze
soufadnic. Dae, méli sevztah pro svétlo redukovat na0 = 0, nesmi zaviset ani najednotlivych
souradnicovych prirlistcich Az* (pouze najejich kombinaci As). A pozadujeme-li prostorovou
izotropii, nesmi se ve vztahu vyskytovat ani smer vzgemné rychlosti. V Gvahu tak pfipadajen
velikost této rychlosti v,

(As')? = F(v; (As)?) + G(v).

Dale, funkce F(v; (As)?) musi byt v (As)? linearni, ponévadz €len s jinou mocninou (As)? by
musel byt z rozmérovych diivodli nasoben patfiénou mocninou néjakée veliciny o rozméru délky
a zadna takova velicina neni k dispozici (mame jen rychlosti v, ¢ — a z téch vytvofit ng/de).
Kromé toho vime, Ze podé svétoCar fotonli nabyvaji (As)? a(As’)? zarovei nulovych hodnot,
coz je nyni mozné jediné pokud G (v) = 0. Hledany vztah se tak redukuje na

(As')? = f(v)(As)*.

Nakonec m&metfi rliznéinerciani systémy, intervaly v nich naméfené a spocitané ozna-
¢ime (Asy1)?, (Asz)? a(Ass)?. Podle posledni verze vztahu musi soucasné platit

(As1)? = f(v12)(As)?, (As)? = fluas)(As3)®,  (Asy)® = f(v13)(Ass)?,

kde znaCeni velikosti vzgemnych rychlosti je zjevné. Nyni napfiklad posledni z téchto rovnic
porovname s rovnici vzniklou kombinaci prvnich dvou:

(As1)? = f(v13)(Ass)? <= (As1)” = f(v12) [ (v23)(As3)%;

musi tedy platit

f(’013> = f(’U12>f(’U23)-

Zde pravastranazavisi jen navelikostech rychlosti vy, v93, kdezto levastranazavisi obecnéi na
jejich vzgemném Uhlu. Podmince tak |ze obecné vyhovét jen pokud f(v) = 1. ProstoroCasovy
interval mezi jakymikoli dvémaudalostmi je tedy ve vSech inercidnich systémech stejny.

3.5.1 Lorentzova transformace z invariance intervalu

Ukazme, co z invariance prostoroCasového intervalu plyne pro transformaci mezi inercianimi
systémy. (Tj. zde zaliname znovu “ab inicio” a o transformaci predem viibec nic netvrdime.)
PredevSim je zcela obecné

oz 0x'"

Do 9P dzeda? | ds* = ﬁagdl'adlﬁ ,

ds” = n,,da"dz" =,
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takZe pokud maplatit ds”? = ds? projakékoli dvéudalosti (tj. jakékoli odpovidajici soufadnicove
odlehlosti dz®dz”), musi byt splnénarovnost

oz 0x'"

y———— = 1Nag - 3.28
v e ogp — 1P (3.28)

To jsou ovSem relace ortogonality pro transformatni matici.
Relace zderivujeme podle z* a vysledek pak zapiSeme tfikrat s cyklicky permutovanym
poradim volnych indexu:

an/M ax/V ax/u 821',”
Ty 0x®0xr 8x5 * Mo ore 8$Baxp = TNaB,p = 0 )
02a't O’V Or't 92y
T Sp 9B D + T OrP Oroors | e = 0,
O02a' Ox'” Or't 92l

v DBz Dxr T 918 prdge | pe T 0.

A nyni (napf.) prvni dvérovnosti seCteme atu posledni odeCteme. Budeme pritom myslet jen na
dvé véci: jednak ze parciani derivace jsou zaménné (to je podminkaintegrability soufadnicovée
transformace), a hlavné ze metricky tenzor je symetricky, takze je jedno, zda ma Clen s 2.
derivaci nahore index ;. a Clen s 1. derivaci index v, nebo naopak. Vzhledem k témto dvéma
zamennostem se ve zminéné kombinaci odeCtou Clen vpravo dole se ¢lenem vlevo nahofe a
Clen vlevo dole se Clenem vpravo uprostied, zatimco zbylé dva Cleny (vpravo nahofe a vlievo
uprostied) se se¢tou na vyslednou rovnost

81,//1 82 .’,L'/V
W77
v e 9P oxr
Nyni budeme muset trochu pfemy3let. Uvédommesi nejdfive, cofikaji relace ortogonality
(3.28): ze Ctyfi “sloupcové vektory”

{ e }
(07
Ox a=0,1,2,3

(tvofené sloupci Jacobiho matice soufadnicoveé transformace) tvori v prostoru Ctyfrozmérnych
sloupcovych vektorli ortonormal ni béazi. Totiz urity sloupec skalarné vynasobeny sam se sebou
da =1, zatimco skalarni soucin rliznych sloupcti danulu,

oz 0x'" ox'" Ox'v oz 0x'"

=0. (3.29)

v 500 90 v e o O T 0 B
Rovnice (3.29) tvrdi, Ze ke véem témto sloupcovym vektorlim (o = 0, 1, 2, 3) maji byt kolmé
dalSi takoveé Ctvefice, totiz

{ 621,/1/
BHrr } ’
0P Ox Bp=00,01,02,03,11,12,13,22,23,33

V ramci daného prostoru (zde prostoru ¢tyfrozmérnych sloupcovych vektordl) vsak nemiize byt
néco netrivialniho kolmé k celé jeho bazi. Tudiz musi platit
82 x/y

———— =0, neboli transformace musi byt linearni . (3.30)

0xBoxr

Zjistili jsme tedy, Ze invariance prostoroCasového intervalu (obecngji feCeno invariance
skal arniho soudinu ¢tyF-vektorll) je ekvival entni tomu, Ze transformace mezi inercianimi sousta-
vami jsou linearni a splnuji relace ortogonality. Takoveé transformace nazyvame L orentzovymi
transformacemi.
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3.6 Prostoro€asové diagramy, kauzalni struktura

Mnohé z vlastnosti Minkowského prostoroCasu, o nichz jsme se zminili, jsou pékné vidét na
prostor oCasovych diagramech. Tyto diagramy reprezentuji pomeéry v prostoro€asu z hlediska
urcitého inercialniho systému a negjsou nic¢im novym, oproti IE® se prosté jen jako jedna z os
zakredli Casovaosact. Narozdil od usporadani obvyklého nastfedni Skoleav klasicke mechanice
se vSak v relativité kresli Casova osa zasadné svisla, sméfujici (do budoucnosti) nahoru. Tri
prostorové sméry “Ziji” ve vodorovnych rovinach; samozfejmeé se do takovych rovin vSechny
nevejdou, ale to jen zfidkakdy vede k problémlim (zbyly rozmér si prosté predstavime. . .); k
pochopeni novinek specialni relativity ostatné vétSinou staci dvourozmeérny diagram (ct, z).

Délkové jednotky nastavime stejné podél vSech os (prostorovych i Casové). Udaosti se na
diagramech zobrazuji jako body, svétocary jako kfivky, plochy jako plochy, atd. Dvé uda osti
vlci sobé mohou byt v rliznych pozicich a svétocary, plochy a nadplochy mohou mit rlizny
charakter — podle toho, zda “vedou spis svisle (v Casovém sméru), nebo spisS vodorovne (v
prostorovych smérech)”. Pokud je dana svétoCara historii ngakého pohybu, pak sklon tecny
ke svétocCare odpovida souradnicové rychlosti pohybu % v prislusném misté. Je-li rychlost
nulov, je teCna presné svida, se zvétujici se rychlosti v daném sméru se odklani od Casové
osy k prislusné prostorové ose; pokud by teCna byla vodorovng, odpovidalo by to nekonetné
prostorove rychlosti. Ngjvyznamngsi hodnotou rychlosti je rychlost svétla ¢ — té odpovidai
na dvourozmérném diagramu (ct, x) sméry dz = +cdt (tedy diagonani sméry, sklonéné pod
Uhlem 45°), na tfirozmérném diagramu (ct, x,y) sméry povrsek kuzelovych ploch c2dt? =
dz? 4 dy? (ty se jeité daji zakredlit) a “ve skutetnosti”, na ¢tyfrozmérném diagramu, jsou to
povrsky tfirozmérnych kuzelovych nadploch c2dt? = dz? + dy? + d22. NejCast§ji se uzivajen
dvourozmeérného diagramu (ct, x), v némz se svételné sméry vyznaci zakreslenim svételného
kuzelu x = +ct do pocatku. Pohyb podsvételnou/nadsvételnou rychlosti tedy na diagramech
probihave sméru odklonéném od osy ¢t 0 ménél/vice nez 45°.

Je podobné jednoduché si uvédomit, jak se na prostoroCasovem diagramu zobrazuji (jako

“Sipky”) rlizné typy Ctyf-vektorll. Je zigime, ze
M VAV = —(VOR + (VI2 4 (V24 (V3250 &  [VO 2 /(VI)2+ (V22 + (V3)2.

Vektory s, V#*V" < 0 tudiz na diagramech mifi “spiS v Casovém sméru” (jsou od Casového
smeéru odklonény o ménénez 45°), proto je nazyvame Casupodobnymi; vektory sn,,, V*V* > 0
na diagramech mifi “ spiSv prostorovém sméru” (jsou od ¢asového sméru odklonény o vice nez
45°), proto je nazyvame prostor upodobnymi; a vektory s, V*V" = 0 na diagramech mifi
presné diagonalné (jsou od Casového sméru odklonény prave o 45°), nazyvame je svételnymi
¢i nulovymi. Obdobné se klasifikuji i plochy (€asupodobné plochy maji v daném misté aspon
jeden teCny smér Casupodobny, svételné plochy maji aspon jeden teCny smér svételny avechny
ostatni sméry prostorupodobné, prostorupodobné plochy maji vSechny teCné sméry prostoru-
podobné) a nadplochy (stejné jako u ploch). U ploch a nadploch je vdak Sikovngsi posuzovat
charakter podle charakteru jegjich normalovych vektorovych poli: tam, kde je norméaa Casupo-
dobn4, je prislusna pl ocha/nadpl ocha prostorupodobn, et vice versa. Normala ke svételné plose

¢i nadploSe je svételna

3 Snad je zde vhodna prileZitost k nasledujici poznamce. V minulé Easti jsme soufadnicové odlehlosti znaili
At, Az atd. (coZ je obvyklé u koneénych Usekll), zatimco v této Casti piseme vétSinou dt, dz atd. (coZ je obvyklé
u infinitesimalnich Gsekl). Pro vyklad to zatim nebylo podstatné. Na obecné (rovni je zvykem bavit se spis o
infinitesmalné vzdalenych udalostech, z toho diivodu, Ze typickou tlohou na uréeni prostorotasovéhointervalu je
préaveé posouzeni charakteru ngjaké svétocary, plochy i nadplochy. Pokud je napf. svétoCaraurychlena(nadiagramu
to neni pfimka), nemélo by valného smyslu pocitat interval mezi ngjakymi jejimi vzdalenymi body, protoze tim by
se nezjistil presny charakter svétotary v urcitém daném mistg, ale jen “priimérny” charakter na dlouhém Gseku.
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Specialnim pripadem CtyF-vektoru je spojovaci vektor (relativni polohovy vektor) mezi
dvéma udaostmi, dz*. Pokud je Casupodobny, tedy pokud je prostorocasovy interval mezi
danymi dvéma udalostmi 7, dz#dz” = —c*dt* + dz® + dy? + dz* zéporny (Easupodobny),
jsou udalosti vzdaleny “vicv Casenez v prostoru”, tedy leZi navzgem uvnitf “ svych” svételnych
kuzelli (“druh@’ udalost lezi uvnitf budouci ¢asti svételného kuzelu “prvni” udalosti, zatimco
“prvni” 1eZi uvnitf minulé Casti svételného kuzelu “druh&’). Pokud je interval kladny (prosto-
rupodobny), jsou udalosti naopak vzdaleny “vic v prostoru nez v Case’, tedy lezi navzaem
vné svych svételnych kuzelll. Konetné je-li interval nulovy (svételny), jsou udaosti vzdaeny
“stgjné v Case jako v prostoru”, tedy leZi navzgem na svych svételnych kuzelech. Pokud by
se mezi udaostmi, které déli Casupodobné/prostorupodobna/svételna hodnota intervalu, néco
pohybovalo, pak by se to pohybovalo podsvételnou/nadsvétel nou/svételnou rychlosti, jak je
snadno vidét i z vydéeni predpisu pro interval ds? = —c?dt? + dz? + dy? + dz? (kladnym
cislem) dt?:

ds? = —2d2 +dI2 S0 = 4230 = v e
(dd—f = v’ mav tom pripadé vyznam tfi-rychlosti viici danému inercialnimu systemu; kvadrat

jeif velikosti je v? = §v'vi = %)

3.6.1 Lorentzova transformace na prostorocasovych diagramech

Pfi pfechodu mezi inercidlnimi soustavami byva v obecnosti i v konkrétnich Glohach velmi
Géinné ainstruktivni nakredlit si, jak se Lorentzovatransformace zobrazuje na prostoroCasovém
diagramu. Podstatné rysy transformace jsou pekné vidét na nejjednodussi, specialni Lorentzové
transformaci. Vezmeme tradicné transformaci “ve sméru +z” angdeme, jak se nadvourozmer-
ném diagramu (ct, =) zobrazuji Carkované osy. Osa ct’ je danarovnici 2/ = 0 aosa 2’ naopak
rovnici ct’ = 0; co tyto rovnice znamengji v neCarkovanych osach, v nichz je diagram zakreslen,
najdeme snadno z transformacnich rovnic:

osa ct' : 0::1:':7<xIFEct> & ct:igx, (3.31)
c v

osaz Ozct/:*y<ct$%x> & ct:i%x. (3.32)
Carkované osy se tedy (samoziejmé) zobrazuji jako primky prochazejici potatkem, pricem?
osact’ masmérnici +c/v aosaz’ masmérnici +v/c. Srlistem vzgemné rychlosti inercialnich
systémll v od nuly po ¢ se tudiz osy stale vice (symetricky) priklangji ke svételnemu kuzelu
ct = x; s rustem rychlosti v na druhou stranu (od nuly po —c) se osy naopak symetricky
“odklangi” (rozeviraji) ke svételnemu kuzelu ¢t = —z. (Rychlost |v| > ¢ nema dobry smysl
uvazovat, protoze pro |v| > ¢ by €arkované osy byly kvili faktoru  imaginarni apro |v| = ¢
tento faktor diverguje.)

Na diagramu (ct, z) se zakredenymi €arkovanymi osami jsou jasné vidét zakladni di-
sledky Lorentzovy transformace. Relativita soumistnosti je danatim, ze v netrivialnim pfipade
v # 0 neni osa ct’ rovnobézna s osou ct, takze primky predstavujici historie mist s x’ = konst
jsou stejnym zplisobem naklonéné vici pfimkam z = konst. Novinkou (oproti Galileiho trans-
formaci) jerelativita soucasnosti, danatim, ze také osa x’ neni rovhobéznas x, takze nadplochy
(na nasem 2D diagramu primky) ct’ = konst (rovnobé&zné s osou z’) jsou naklonéné VICi
nadplocham-primkam ct = konst. Toto skutecné podle Galileiho transformace nenastava, pro-
toZzetam je osaz’ danact’ = 0, coz vSak znamenact = 0 (protoze Cas je absolutni, t' = t), tedy
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osaz’ je s osou z totozna, nenaklani se. (Casova osa se naproti tomu chova stejné jako podie
Lorentzovy transformace: 0 = 2’ = = F vt & ct = £ 1.) Mzeme také zkontrolovat, Ze
svételny kuzel se pfi transformaci neméni: pfimky =’ = +ct’ skuteGné odpovidaji x = +ct, jak
plyne snadno dosazenim transformagnich vztah,

=+ & rFilca=cdFilz & x=+ct,
t'=—ct' & azFlct=-ctEtlz & z=—ct.

Jesté k relativité soumistnosti a soucasnosti: had prostoroCasovym diagramem se zakres-
lenymi neCarkovanymi a carkovanymi osami si 1ze mozna nejlépe uvédomit relativitu prostoru
a Gasu, totiz relativitu pojmu “prostor v daném okamziku” a*“ historie daného mista’. Hermann
Minkowski to na 80. shromazdéni Némeckého spolku prirodovédcl a lekart (21. zafi 1908 v
Koliné nad Rynem) shrnul takto: “ Od této hodiny uz se prostor a ¢as samy o sobé propadaji
do v&tného stinu a jen urdita jednota obou méa narok na svébytnost.” 4 Véc se zda byt jasna, ale
jendo chvile, kdy sev n§aké vaze vyskytne v urcitem okamziku” ngaky nebodovy dg. . . Je
tim poznamenan napf. pojem méfeni, protoze ten typicky znamena zachyceni polohy négjakych
odlehlych bodl (tfeba koncli tyce) v uréitém (stejném) case — ale to vUci rliznym 1S pravé
Znamena néco jiného! Specialné relativita soucasnosti je “zakomponovana’ skoro v kazdem
relativistickem “paradoxu”. . .

3.6.2 Kauzalni struktura Minkowského prostorocasu

Z chovani os pfi Lorentzoveé transformaci je zfggmé, ze Casové poradi udalosti je relativni. Tedy
spravngji: Casove poradi nékterych udalosti je relativni. Pfechodem do dostatecné “rychlého”
IS lze, jak jsme zjitili, prostorovou osu x’ naklonit na obé strany az ke svételnému kuzelu,
coz znamena, Ze pro kazdou dvojici udalosti, jejichz relativni polohovy vektor dz# je prosto-
rupodobny (7, dz*dz” > 0), [ze ngit takovy IS, v nemz se ty udalosti odehraly ve stejny Cas
(). (Existuje nekonecné IS, v nichz zminéné udalosti probéhnou v poradi “AB”, a stegné tak
nekonecné jinych 1S, kde probéhnou v opatnem poradi “BA”.) Osu z’ vSak nelze transformaci
naklonit az nad svételny smér (ostatné ani do svételného smeéru), takze poradi uda osti, jejichz
relativni polohovy vektor je Casupodobny (), dz*dz” > 0), je ve vSech | S stejné — absol utni.
Podl e téchto pomérll se také nazyvaji ¢asti prostorotasu, vymezené urcitym svételnym kuzelem
(kuzelem majicim vrchol v urcité zvolené uda osti):

e Vnitfek “minul€&’ Casti svételného kuzelu (vEetné jeho povrchu) se nazyva absolutni
minulosti zvolené udalosti, protoze je tvoren udalostmi, které se z hlediska vsech IS
staly dfive nez dana udalost. Od kterékoliv udalosti v této oblasti 1ze ke zvolené udal osti
ve vrcholu kuzelu vyslat Casupodobnou (nebo svételnou) svétoCaru. Kterakoliv udalost
v absolutni minulosti tedy mohla (ale nemusela) danou udaost kauzalné ovlivnit, a to
prostfednictvim signalu pohybujiciho se podsvételnou (nebo svételnou) rychlosti.

e Vnitfek “budouci” Casti svételneho kuzelu (vEetné jeho povrchu) se nazyva absolutni
budoucnosti zvolené udalosti, protoze je tvoren udaostmi, které se z hlediska vsech IS
staly pozdgi nez dana udalost. Ke kterékoliv udaosti v této oblasti 1ze od udaosti ve
vrcholu kuzelu vyslat Casupodobnou (nebo svételnou) svétocarou. Kterakoliv udaost v

4 Na Einsteina zprvu novy pristup jeho byvalého profesoramoc nezaplisobil: “ Od té doby, co seteorie relativity
zmocnili matematikové, uz ji nerozumim.” Einstein se ji pak ale zase nauCil — prestal “ctvrty rozmér” oznaCovat
zadivadelni straSidlo ak matematice ziskal velky respekt. Potfeboval ji, aby mohl svou teorii rozvinout v obecnou
relativitu.
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absolutni budoucnosti tedy mtize (ale nemusi) byt uvazovanou udal osti v pocatku kauzalné
ovlivnéna, a to prostfednictvim signalu pohybujiciho se podsvételnou (nebo svételnou)
rychlosti.

e Oblast vné svételného kuzelu se nazyvareativni pritomnosti zvolené udalosti, protoze
jetvorenaudalostmi, které se z hlediska nékterych IS odehraly pred uvazovanou udal osti,
kdezto z hlediskanékterych IS az po ni (aspecidnéexistujelS, v némz se staly soucasne).
Zadnou z udalosti v této oblasti nejde s udalosti v potatku spojit Easupodobnou ani
svételnou svétoCarou (ani jegjich kombinaci). Pokud se tedy v pfirodé signadly mohou
Sifit nangjvys svételnou rychlosti, pak udaosti z relativni pfitomnosti nemohou byt s
uvazovanou udalosti vlibec v kauzalnim kontaktu. (K otazce nadsvételnych rychlosti se
vratimev kapitole 4.5.)

3.6.3 Vlastni vzdalenost a klidova délka, vlastni Cas

Pro kazdou dvojici udal osti, které jsou vzdaeny “vicev prostoru nez v Case” (mezi nimiz je pro-
storupodobny interval), tedy existuje S, ve kterém jsou souCasné. V takovémto | S seinvariantni
interval redukuje na prostorovou vzdalenost, ds?> = di?, a hodnota této vzdalenosti se nazyva
vlastni vzdalenosti udalosti. Prostorupodobné odlehlou dvojici udalosti mohou predstavovat
napriklad polohy koncli tyce, odméfené vici ngjakému ISv daném &ase t. Timto |S nemusi byt
klidovy system tyCe, ale pokud jim je, ma naméfena vlastni vzdaenost vyznam klidové délky
tyce Iy, tedy délky ty€e v jegjim klidovem systemu. Ze vztahu As? = A% = [ je jasng, ze
klidova délkajeinvariantni.

Obdobny vyrok plati symetricky i pro Casupodobné vzdaené udalosti a jegjich ¢asovou
odlehlost, jak je opét zfejmé z prostorocasového diagramu (zde konkrétné z naklanéni Casové osy
pfi transformaci). Pro kazdou dvojici udalosti, které jsou vzdaeny “vice v Case nez v prostoru”
(mezi nimiz je Casupodobny interval), existuje IS, ve kterém jsou soumistné. V takovémto IS
se invariantni interval redukuje na ¢asovou odlehlost, ds?> = —c2dt? = —c?dr?, ahodnota dr
se nazyva Usekem vlastniho €asu. Intervalem vlastniho ¢asu mezi dvéma udalostmi je tedy
jgjich Casova odlehlost v IS, ve kterem se obé udalosti odehrdly na stejném misté. Dvojici
¢asupodobné odlehlych udalosti jsou napriklad dva “tiky” danych hodin; z hlediskartiznych IS
bude jejich Casova odlehlost rtizna (ovsem vesmeés kladnd), pricemz v systému primo spojeném
s hodinami bude ngmensi a bude mit vyznam intervalu jgich vlastniho Casu. Podobné jako
vlastni vzdaenost (klidovadélka) jei interval vlastniho ¢asu invariantni.

Kontrakce délek a dilatace Casu: invariantni hyperboly

Uz jsme dost zdliraznili, Ze si mate kreslit prostorocasové diagramy? Nechceme ale tvrdit, Ze je
na nich vdechno vidét jednoduSe. Neni napriklad bezprostfedné vidét kontrakci délek a dilataci
Casu. Tyto efekty ngjsou dany pouhymi projekcemi mezi ¢arkovanymi a neCarkovanymi osami!
Pfi transformaci se totiz ngjen naklangi osy, ale také se deformuji jednotky podé nich. Lze
se spolehnout jen na invariantni miry. Invariantni délkovou mirou je prostoroCasovy interval,
takze sit “vrstevnic” ds? = konst vynesenavzhledem k urcité zvolené udal osti (nachazejici sev
pocatku diagramu) poskytuje soufadnicoveé nezavislou mapu vzdalenosti (od zvolené udalosti).
Speciané vrstevnice ds? = 1 m? uréuji, kam saha od zvolené udaosti (v rliznych prostorupo-
dobnych smérech — podé rliznych moznych prostorovych os) délkova jednotka, tedy 1 metr.
Podobné vrstevnice ds*(= —c?dr?) = —1m? urcuji, kam saha 1 metr v rliznych ¢asupodob-
nych smérech, tj. podé rliznych moznych €asovych os. Na dvourozmérném diagramu (ct, x)
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tedy lezi udaosti, které déli od vychozi udalosti (0, 0) v rliznych systemech stejna prostorova
vzdalenost 1 metr, na hyperbolach

ds® = —c2dt? + dz? = 1m? — dr = +v1m? + 2dt? . (3.33)

Po zakresleni téchto hyperbol stati do diagramu vynést osy “&arkovaneho” systému — priisecik
prostorové osy s invariantni hyperbolou ukazuje, kam je to podél této osy 1 metr. (Viz obrazek
2?)

Zcela obdobné (symetricky) Ize na diagramu (ct, =) vyméfit 1 metr v Casupodobnych
smérech. Udalosti, které déli od vychozi udadosti (0,0) v rliznych systémech stejna “casova’
vzdalenost 1m, lezi na hyperbolach

—cdr? = —Adt?* + da® = —1m? — cdt = +vV1m?+dz? . (3.39)

Po zakresleni hyperbol opét stati do diagramu vynést osy “Carkovaného” systemu — priisecik
Casové osy sinvariantni hyperbolou ukazuje, kam je to podél této osy 1 metr. (Viz obrazek ?7?.)

Kdyz nyni do takto “vybaveného” diagramu znazornime historii tyCe, ktera je v klidu
vUGi IS atvori napr. prvni metr jeho osy 2/, |ze z porovnani délky tyce podél os x ax’ zjistit
(a skutecné presné odméit!) kontrakci. Symetricky vysledek vyjde pro historii tyCe, ktera je
naopak v klidu vUci IS podél jeho osy x. Podobné Ize z diagramu “odeCist” dilataci Casu:
zakreslime jednak pfimku vSech udaosti, které maji v systému IS urcCitou Casovou soufadnici
(napr. pravéct’ = 1m), anajejim priiseciku s neGarkovanou osou ct seujistime, ze podél této osy
jetok ni od pocatku bliz;, symetricky vSak zjistime, Ze pfimkaudal osti, které maji necarkovanou
soufadnici ¢t = 1m, je podél ¢arkované osy od pocatku take bliz. (Viz obrazek???.)

3.6.4 No space, no future. .. Svétlo!

Jiz jsme se divili rovnocenosti inercialnich systemili invarianci rychlosti svétla. Uloharychlosti
svétla v nasem fyzikanim svété je opravdu centralni a jesté to snad z rliznych stran uvidime
(hlavné v odstavci o nadsvételnych — ale také podsvételnych a svételnych — rychlostech).
V této kapitole jsme probirali Casové a prostorovée — vlastné prostorotasové — pomeéry v
Minkowského svété. NahliZeli jsme ho z rliznych inercidinich soustav a ptali se, jak se mezi
nimi prechazi a kdo co méfi. Vidéi jsme, Ze Gstfedni roli v prostoroCasu hraji svételné kuzely.
Svételné kuzely predevsim urCuji kauzalni strukturu avystupuji (vzhledem k tomu) jako limitni
pripady transformacnich formuli. Zda se, ze bychom méli vSechny vzorecky projit jesté jednou,
ato zvl a8t opatrné, pro specialni, singularni pfipad v = c. Jeto ale zbytetngé, nic noveho bychom
nezjistili. Svétlojeopravdu zvlastni, je opravdu “ z jiného svéta’ . Manulovou klidovou hmotnost
— ale ngide to vlastné ovéit, protoze vici véem se musi pohybovat jediné a presné rychlosti c.
A nejen to: prostorotasovy interval podél svétoCary jakehokoli fotonu je ds? = —c2dr? = 0.
SvétoCara ma tedy nulovou délku a (konzistentné s tim) také Cas, ktery “si s sebou jakykoliv
foton nese”, stoji. Doslova zméit to ale zase nejde, protoze zadny metr ani hodiny se nemohou
pohybovat spolu se svétlem — klidovy systém fotonl viibec neexistuje.

3.7 “Paradoxy” specialni relativity

Pokud se ovSem ze speciani relativity néco objevi v médiich, jsou to ngjspis “paradoxy” —
a nejspis Spatné. Ve skuteCnosti se ani negjedna o paradoxy, ale o chyby v Gvaze, nejCastgji
opomenuti relativity soucasnosti. Ostatné mlizete si sami ovéit, Ze libovolné dlouhé auto se
opravdu vejde do libovolné kratké garaze! Predpokladeime, ze v klidu je vase auto delSi nez
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araz

garaz [3vt > 57, Vly ale vite, Ze pohybujici se auto bude vuci klidovemu systému garaze
~-krét zkontrahovang, tak se pofadné rozjedete — aspon rychlosti, pro kterou bude

lauto . lgaréi _ 1— l%araz
0 -0 v v=c lguto )

no a jakmile vjedete dovnitf, my za vami (“okamzit€’) zavieme dvefe. Jak bude experiment
vypadat z hlediskavaSeho klidového systemu (tj. systému spojeného sautem)?V zhledem k vam
bude podélné zkontrahovana naopak garaz, tak vas mozna napadne, ze jste nezvolili vhodny
postup — zvlaste, kdyz vite, Ze zadni sténa garéze je nekonecné pevna. Ale nebojte, speciani
relativita je spravné a dg nemulize v rliznych systémech dopadnout rozdilné. Rozdilna (protoze
relativni) je jen Casova naslednost udalosti. Pokud jedete prave vySe zminénou rychlosti, pak
Z hlediska garaze jsou udalosti “predek auta je u zadni stény” a*“zadek auta je tésné za vraty”
soucasng, takze za vami miizeme zavfit a problém je vyfeSen. Zdao by se, Ze po zastaveni o
zadni sténu se auto zase “natahne” na svou klidovou délku a bude mu v garézi tésno, ale neni
tomu tak, jak ukaze pohled ze systému auta: tam zminéné udal osti nejsou soucasné, predek auta
narazi do zadni zdi dfive nez se zadek dostane zaprah garaze. Pfedek se zatne o zed deformovat,
protoze signa o narazu se autem nesSifi nekonecné rychle (nejvyse rychlosti svétla) a ta Cast
auta, kam zatim nedorazil, se dale pohybuje plivodni rychlosti vpred (material tam zatim nevi,
Zze se madeformaci branit). Signa dorazi az nakonec auta pravé v okamziku, kdy je auto celé v
garaZi (ajsou zavienavrata). Ridic matedy i ze svého hlediskacelé auto v garéi. Pravda, auto
manyni mendi klidovou délku, 13w = 5%,

Nejlépe je dg vidét na prostoroCasovem diagramu (viz obr. ??). Je ale snad zigmé, ze
uvedeny popisbyl prakticky vzato velmi nepresny. Ve skuteCnosti ani zadni sténagaraze nemlize
byt “nekonetné pevnd’, i ona se (minima né) z diivodu konetné rychlosti signalu do uréité miry
zdeformuje (“vybouli”). Pfedevsim by vSak bylo tfeba viibec ngak popsat fyziku narazu auta
na sténu. “V praxi” by ostatné UCastniky experimentu vice nez relativita soucasnosti ovlivnily
jine efekty, jak je vidét z nasledujiciho odhadu: pokud bylo auto plivodné napf. o 1% delsi nez
garaz, tj. [3*o = 1.01 15, musite pfijet sy = 1.01, tedy rychlosti v = SVyP-1=014c
P¥i vjezdu do garaze tak budete mit kinetickou energii 0.01 mgc?, coz pfi klidové hmotnosti auta
mo = 1100 kg €ini 10'® joulll. Zhruba takova energie byla uvolnéna pfi legendarnim vybuchu
sopky Krakatau v r. 1883.5

Vzpomenuty “paradox” se vyskytuje v mnoha podobach. “NeCistSi” je verze s tyCi po-
hybujici se rovhomérné pfimocarfe nad podlozkou, v niz je dira. V klidu necht je ty€ delSi
nez dira. Bude-li se vak ty€ vici podloZce pohybovat, bude v systému spojeném s podlozkou
zkontrahovanaaod urcité rychlosti tam bude kratsi nez dira. Zafidime-li to tak, ze v okamziku,
kdy bude tyC prolétavat nad dirou, do ni “zeshora’ (a po celé jgi délce souCasné) bouchne
ngaky “buchar”, pak otvorem propadne. A nyni z hlediska systému spojeného s tycCi. Tam je
sice podé né zkontrahovany naopak otvor, takze je vUci tyCi jesté kratsi nez v klidu, ale feSeni je
stejné jako u auta a garaze: z hlediskatyce nedopadne “buchar” na vdechnamistatyte soutasné
— réz postupuje od “pfedniho” konce tyCe k “zadnimu”, ato nadsvételnou rychlosti, takze ty¢
nemiize v Zadné své Casti na Uder reagovat (vdechny body tyce se az do okamziku, kdy do
nich buchar udefi, pohybuji rovnomérné primocare “vpied”).® Vysledkem je, Ze se ty€ do diry

50d té doby nebyl zadny sopetny vybuch tak silny. Srovnatelné mnoZzstvi energie bylo uvolnéno jesté pfi
koncertu matfyzacké skupiny Deprese na Beanii v r. 1990.

6 Nadsvételna rychlost postupu razu podé tyce je jasna z toho, Ze v systému podlozky je raz soutasny po celé
délcetyCe. To znamena, ze udalosti, kterétento raz predstavuji, jsou navzaemv relativni pritomnosti (jsou oddéleny
prostorupodobnymi intervaly), a tedy nemohou byt propojeny jinou nez prostorupodobnou spojnici.
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“zalomi”. Zdalo by se, Ze bude tim padem odlétat naklonéna (zatimco v systému spojeném s
podlozkou je po celou dobu vodorovna), ae to je v poradku, protoze obecny prostorovy smér
se pri Lorentzové transformaci “nezachovava’. Konkrétngji, po prtichodu otvorem jety€ orien-
tovana ve smeéru, ktery je odklonén “doleva’ od sméru jejiho pohybu. Pfepocet orientace tyCe
do systemu podlozky je tak dan kontrakci podélné slozky jeji délky, coz znamena natoCeni tyCe
jestévice “doleva’ (v naSem pripadé pravé do vodorovné pozice).

3.7.1 “Paradox hodin”

Nechceme “ paradoxy” travit priliS (prostoro)Casu, ale jeden z nich pfinasi zajimavou predpoved
amé by patfit k obecnému povédomi. Nejedna se opét o paradox, ale o efekt, ktery podle
newtonovske (galileiovské) fyziky nenastava azda se byt zvl&stni: kdyz nékam odletite (nejlépe
velkou rychlosti a daleko) a pak se vréatite zpatky, budou vase hodiny ukazovat méné nez ty,
které jste zanechali doma (“naZemi”). Chceme-li dg probrat jen se znalosti Lorentzovy trans-
formace, musime zgjistit, aby v ném nikde nedochazelo ke zrychleni, tj. dozit jg vyhradné z
rovnomeérnych pfimocarych pohybtl. M&metrojici idealnich hodin, které s mohou “na kratko”
(pres libovolneé kratké kontakty nebo elektromagneticky po libovolné kréatké draze) predavat
Casovou informaci — “naZemi” nechame hodiny H, které budou po celou dobu méfit “ pozem-
sky” Cas, jgich klidovy inercidlni systém oznaCime IS; hodiny H’ (spojené se systémem IS') se
budou pohybovat rovhomérné pfimocare ve sméru = pozemského IS, pficemz na zaCatku se pfi
priletu kolem hodin H nastavi nastejny ¢as; po néaké dobé predaji hodiny H' svijj as stejnym
zptisobem hodinam H” (spojenym s 1S”), se kterymi se minou pfesné v protisméru po ngjakém
Case a které pak doleti rovnomeérné pfimocare stejnou rychlosti zpét k Zemi, tj. ve sméru —x
vliGi pozemskemu IS; kdyZ budou H” prolétavat kolem vychoziho bodu, porovna se jgjich Cas
s “pozemskym” Casem na hodinach H.

V zhledem k nekoneCnému zrychleni v bodeé “ otoCky” by to byla problematicka mise, ale
ze slohovych diivodll si experiment predstavime jako vylet kosmonauta. Jaky vysledek Gekaji
na Zemi a co ¢eka “kosmonaut”? Oznatme odlet H' od H jako udalost A, “otocku” H'—H”
jako udalost B anavrat H” k H jako udalost C.

e Kosmonaut se viici Zemi pohybuje po celou dobu rovnomérné primocare (otocka je jen
jediny bod) urcitou rychlosti v, takze jeho hodiny (H' aposiéze H”) jdou viici pozemskym
hodinam H po celou dobu ~v-kréat pomalgji. Pfi navratu by tudiz jeho hodiny mély ukazovat
te = "¢ (< to).

e Pohled kosmonauta je vli¢i pozemskému “symetricky” — Zemé se vlici nému po celou
dobu pohybuje rovnomérné primocare rychlosti v, takze pozemské hodiny H tikaji VICi
jeho hodinam (H’, posléze H”) po celou dobu ~-krat pomalgji. Pfi navratu by tudiz
pozemske hodiny mély ukazovat tc = % (< tf,).

e Tyto predpovédi nejsou kompatibilni (proto “paradox”). Vysledek v&ak musi byt jedno-
znatny, tak ktera predpoved je spravna?

Nejlépe je to opét vidét na prostoroCasovém diagramu (viz obr. ??), kdyZ si jen uvédomime,
Ze “souCasnost” definuji v IS vodorovné pfimky (rovnobézné s osou x), kdezto v IS pfimky
rovnobézné sosou x’ av IS pfimky rovnobézne s x”.

e Pozemsky pozorovatel tedy podél vodorovnych pfimek pfifazuje udaosti na kosmonau-
tove svetoCare uda ostem na sve svétoCare, pricemz takto probéhne celou historii svou i
kosmonauta a vSechny odpovidajici si Casove Useky (které vytknou na obou svétocCarach
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vodorovné primky ¢ = konst) jsou ve vztahu At = %, po otocce At” = % . Celkové
tedy pozemskému pozorovateli vyjdet?, = %C jak jsme uvedli.

A

o Kosmonaut prifazuje v prvni fazi letu Useky na svétocare Zemeé Useklim na své svétocare
podé prfimek rovnobéznych s 2’ atakto vytknuté odpovidgjici si Casove intervaly jsou
vevztahu At = ATt' ; ve druhé fazi letu prifazuje uda osti zcela symetricky podél primek
rovnobéznych s »” aodpovidajici si Casové intervaly jsou ve vztahu At = ATt” . Celkové

mu tedy vyjde skuteCnétc = %C :

e Pojem kosmonautovy souCasnosti se vsak pfi obratce skokem zmeéni (z pfimek rovno-
bé&znych s 2’ na pfimky rovnobézné s x”), takze kosmonaut pfi prepoCitavani Casovych
Usekll neprojde celou svétocaru Zemeé — v prvni fazi skonéi u (pozemské) udalosti, ktera
je s obratkou souCasna z hlediskalS (oznaCme ji D), av druhé fazi zatne u (pozemské)
udalosti, ktera je s obratkou sou€asna z hlediska IS’ (oznaCme ji E). Kosmonaut tedy
vlibec nezapoctital Cas, ktery na Zemi probéhl mezi udalostmi D a E, protoze z jeho hle-
diska neni zadna pozemska udalost z intervalu mezi D a E souCasna s ngakou udalosti

na jeho svétotare — k zadné udaosti z intervalu D a E nevede primkovy “privodic”
reprezentujici jeho pojem soucasnosti.

ToovSem znamena, zek Casutc = %C , ktery kosmonaut predpoveédél jako vysledek experimentu,
jetfebapripoCitat Usek t p; = tg —tp. OznaCime-li je&té F pozemskou udalost, kteraje soucasna
s obrétkou z hlediska Zemé (1S), pak je ze symetrie jasné (pfedpokladali jsme, Ze pohyb tam i
Zpét probiha stegjnou rychlosti), ze t pr = 2t pr. Hodnotu tohoto opomenutého Casového Useku
urCimeinverzni Lorentzovou transformaci ze systému IS, pficemz vyuzijeme nejdfive toho, ze
udaosti F aB jsou z hlediska pozemského Casu ¢ souCasné, a poté toho, Zze udalosti D aB jsou
soucasné z hlediska Casu t':

tpp = 2tpr = 2tpp = 27 <th + %x53> = 27%3353 = 27% %tcfu =7z te .
V zéavéru jsme dosadili 2}, = 3 t{.v — jednase o vzdaenost, ve které je od kosmonauta Zemé
podél osy x’ v okamziku jeho obratky, tedy kam se podél osy =’ vzdailaza polovinu celkového

kosmonautova Gasu t7.. Pfi¢teme-li opomenuty Cas ¢tz ke kosmonautové plivodnimu propoctu
C

1
to = %C . dostaneme

" t” U2 t” ,02
tC:—C+tDE:—C+’Y—2tg:—C (1+’72—2) :t/é’}/,
Y Y C Y c

coz jejiz vysledek shodny s propoctem ucinénym ze Zemé. Hodiny H” tedy po navratu ukazuji
méné nez hodiny H, tj. kosmonautovi béhem cesty uplynulo méné €asu nez zatim uplynulo na
Zemi.

Dodegme, Ze probléem |ze uvazovat i jako vylet skuteCného kosmonauita, tedy se zahrnutim
Gvodniho urychleni, brzdéni pfed otoCkou, urychleni zpatetnim smérem a brzdéni pfi pfistani,
alev této realistictési verzi neni kosmonaut inerciani a popis pomeérti z jeho hlediskaje trochu
obtizngsi, nez na co jsme zvykli v tomto kursu (zde nahliZime prostoroCas az na vyjimky z
inercianich systemil). Vysledek je viak i v tomto obecnéjSim pripadé kvalitativné stejny jako v
nasi limitni, neurychlené verzi.



KAPITOLA 4

Relativisticka mechanika

Jak jsme zdlrazhovai uz v Gvodu, specialni relativita neni teorii n&akého urcitého vyseku
fyzikani skuteCnosti — neni “konstruktivni teorii”, nybrz principem (relativity), ktery by mély
vSechny fyzikalni teorie splfovat. V tomto kratkém kursu se nebudeme vénovat “vsem fyzikal -
nim teoriim”, ale pouze mechanice a elektrodynamice. Z Gvodu si také pamatujeme, ze speciani
relativita vzeSla z rozporu mezi chovanim Maxwellovy elektrodynamiky a Newtonovy mecha-
niky pfi pfechodu mezi inercidnimi systemy a Ze tento rozpor byl Einsteinem rozhodnut ve
prospéch elektrodynamiky. Je proto jasng, Ze elektrodynamika bude z hlediska principu rel ati-
vity “automaticky spravné”, kdezto mechaniku bude tfeba“ opravit” — tak, aby bylainvariantni
vlGi Lorentzovym, nikoliv Galileiovym transformacim. Pokusime se udéat to “minimalnim”
zplisobem, tedy co nejprirozengjsi a nejjednodussi Upravou velicin a rovnic do podoby, v niz
budou vyhovovat principu relativity (tj. do tenzorové podoby).

4.1 Svétocara, Ctyi-rychlost, ctyi-zrychleni

Zakladnim problémem mechaniky je problém pohybu. Znéat pohyb tél esa znamena védét, kde se
téleso v kterou chvili nachazi. V klasické mechanice tato znalost odpovida znalosti trajektorie
télesaz; = z;(t), tedy polohy v ngakém soufadnicovém systému v zavislosti na (absolutnim)
Case. V teorii relativity je konfiguratnim prostorem ctyfrozmérny Minkowského prostorocas,
tedy polohama Ctyfi souradnice aparametrem pohybu je vlastni €as: hovofimeo svétocaretélesa
v Minkowského protoroCasu, =* = z#(7). Pohyb by sice S0 i nadale parametrizovat nékterou
z Casovych souradnic (nékterym z inercidnich ¢asli t), ale vlastni ¢as télesa je privilegovan
tim, Ze jeinvariantni. Neni zde podstatna “prakticka’ strankaveci (ze je pfijemné, kdyz se néco
transformuje jednoduse), nybrz to, Ze jen derivaci podle invariantu vzniknou z tenzorli opét
tenzory. Pochopime to vzapéti na zavedeni Ctyfrozmérného pojmu rychlosti.

Pokud nebude feceno jinak, budeme v nasledujicich kapitolach (4.1-4.4) uvazovat pohyb
¢astic po Casupodobnych svétotarach (tedy pohyb “hmotnych” Eastic, ne fotond).

1S citem pro spravedinost komentuje historii W. Rindler ve své uéebnici [10]: “Je jednou z ironii tohoto
vyvoje, ze Newtonova teorie, ktera byla vzdy znamatim, ze v ramci klasické predstavy prostoru a Casu splfiuje
princip relativity, nyni vyzadovala Upravu, kdezto Maxwellova teorie, s jgi zjevnou konceptuélni zavislosti na
preferovaném systému éteru, prosla nedotéena— vlastné byla pro specialni relativitu silnym doporucenim.”

43
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4.1.1 Ctyi-rychlost
Rychlost je definovana jako teCny vektor k trajektorii — nyni svétocare, tedy

dz#
F= — 4.1
W= (4.1)
Diferencia polohy je Ctyf-vektorem, dz'* = %ﬁ—/ﬁ dx® (v pripadé specialni relativity konkrétné
da* = A*,dxz®), adr jeinvariant, takZe CtyF-rychlost je CtyF-vektorem,

B ox'*
 Oxo

/
U“

u® = AF u® .

Jetaké hned jasng, Ze Gplnaderivace pol ohy podl e souradnicového Casu dg;,” nedava Ctyr-vektor,
protoze v jeii transformaci navic vystupuje transformace ¢, totiz cdt’ = A%zdz”.

V minulé kapitole jsme probirali, Zze v diisledku ortogonality Lorentzovy transformace
(relaci ortogonality) je “ Etyf-vektorovost” ekvivaentni tomu, Ze skalarni soucin ctyr-vektorli je
invariantni. Skalarni soucin Ctyf-rychlosti se sebou samou tedy musi byt invariantem. Skutecné,

pfimo z definice (a diky vztahu mezi prostoroCasovym intervalem a prirustkem vlastniho Casu)
dostavame

§ daet dz”  ds?

T]MVUMU/ = T]MV ?? = W = —02 . (42)

Tento vysledek (svou zapornosti) potvrzuje, Ze Ctyf-rychlost je vektorem Casupodobnym.
MUizeme je&té vyjasnit vztah Etyf-rychlosti k tfirozmérné rychlosti 7 = 42 :2

do” dat dt  d(ct, )

ut =

dr — dt dr  dt

7= 7(07 17) ) (43)

kdejsmesi bokem spocitali, ze j—j je Lorentzllv faktor odpovidajici rychlosti télesavici danemu
inercialnimu systemu (v),

dt dt B B c
1 v . i dad
dr L/ —nwderd \/_,,7 det dav \/_770002 dat dad
1

9}

W Tdr de — Mij ar at

c — J—
JE oo e
c2
(to uz ostatné vime z predchozich kapitol — jedna se o vztah pro dilataci asu mezi hodinami
spojenymi s télesem a hodinami daného vztazného systému). Nyni je také jasné, proc je tfeba
Ctyf-rychlost zna€it jinak nez tfirozmérnou rychlost: protoze prostorovou Casti Ctyf-rychlosti
neni primo tfi-rychlost, u® = o' # v,

2 Jak jsme upozoriovali uz v kapitole o Lorentzové transformaci, v se standardné znati rychlost vzajemného
pohybu mezi inercidlnimi systemy, takze pro rychlost pohybu sledovaného objektu vi&i uréitemu inercialnimu
systému bychom méli zavést ngjaky jiny symbol. Nebudeme to v&ak délat — totiz u jsme pravé vyhradili pro
Ctyf-rychlost, takze by se zfejmé muselo jednat o velké V, dvgjité w nebo néco podobné umé&ého (od malajsme
prece zvykli nato, Ze “téleso se pohybujerychlosti 7. . . ). K nedorozumeéni by dojit nemélo, protoze s vyjimkou
odstavce o relativistickych srazkach (a také o vzhledech objektll dale) jiz nebudeme Lorentzovu transformaci
detailné probirat a oba zminéné vyznamy rychlosti se sou¢asné nevyskytnou.
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4.1.2 Ctyi-zrychleni

Zjistény vztah pro normalizaci ¢tyf-rychlosti, n,,, u*u” = —c?, fikanejento, zerychlost je €asu-
podobnym &tyF-vektorem — je vyznamny nejen tim, ze —c? vpravo je zaporné ainvariantni, ale
navic tim, ze je to konstanta, ktera na nicem nezavisi. PfedevSim nezavisi na Case. Geometricky
feceno, Ctyf-rychlost je podél svétotary porad stejné “dlouhd’, takze ménit semiizejen jeji smér
— neboli zména u* podé svétotary musi byt na u* kolméa. Casovou zménou &tyf-rychlosti je
ov3em CtyF-zrychleni, takze v Minkowského prostoroCasu je zrychleni vzdy kolmé narychlost.
Nyni “ve vzoreCcich”: Ctyf-zrychleni je definovano “ samozigimé”
po

at = . (4.9
diky invariantnosti 7 (a tyf-vektorovosti u*) je zjevne CtyF-vektorem. Derivaci normalizatniho
vztahu —c? = ), u*u” podle vlastniho €asu dostaneme

0= nﬂu(a“u” +uta”) = 20" u”

kde jsme vyuZili jen toho, Ze Minkowského tenzor je symetricky.® Tedy jesté jednou: Gtyr-
zrychleni je v kterémkoliv bodeé jakékoliv (Casupodobné) svétoCary kolmé na Ctyr-rychlost.
Kratka poznamka, totiz vzpominkanaodvozovani Lorentzovy transformace: konstatovali
jsme tam, ze transformace mezi inercialnimi systémy musi byt linearni, aby se rovnomérné
primocaré pohyby skladaly zase na rovnomérné primocaré a 1. Newtonliv zakon mé smysl.
Pozdgji, v odstavci 3.5.1, jsme linearitu “dokéazali” jako vlastnost nutné plynouci z invariance
prostorocasového intervalu. Komu vak plivodné v kapitole 2.1 pfipadalo, Ze jsme to presli
moc rychle, mlize si to nyni — se znaosti ¢tyf-formalismu a konkrétné Gtyf-zrychleni —
zapsat podrobné: pokud bychom neznali vlastnosti transformace, méli bychom pro transformaci
CtyF-zrychleni zcela obecné
_du* d (895’“ a) Q™ Dk 5

/
a’®

a® + u®u” .

T dr  dr \ oz T oz 0x*0xP

Pokud tedy v ngjakém (“necarkovanem”) ISplati a* = 0, budetoplatiti v libovolnemjinem (IS')
prave tehdy, kdyz druhy €len bude nulovy. Musi to platit pro libovolny rovnomérny primocary
pohyb, tedy libovolnou Ctyf-rychlost u#, takze pozadavek zni (;ﬁ% = 0 — transformace musi
byt linearni.

4.2 Vlastnosti hmotnosti a ctyi-hybnost

Nyni pfirozené zkusime zavést Ctyf-hybnost vztahem p* = mut, kde m je hmotnost, ale hned
se zarazime, protoze neumimefict, jaka je matematicka povahatakovéto veliciny: nevime totiz,
jak se transfor muje hmotnost. Musimeto proto nejdfive zjistit — a u€inime tak rozborem velmi
jednoduchého pripadu srazky.

4.2.1 Relativistické srazky a zavislost hmotnosti na rychlosti

Mg me dvé stegjné elektricky neutralni koule a nechme je centralné srazit. Pfedpokladejme, ze
na sebe plisobi jen mechanicky pfi sraZzce a ze jinak s ni¢im neinteraguji (jejich systém je
izolovany) — nedochéazi napf. k zadnemu vyzarovani. Pfedpokladejme dale, ze v jakémkoliv

3Uplné“po lopat&”: N (@ u” + uta”) = nuatu” + nyuu’a? = 2n,,0u”.
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inercidnim systému, ze kterého budeme dg sledovat, se béhem ng bude zachovavat celkova
hmotnost kouli ataké jgjich celkova (tfirozmérna) hybnost. Srazku posoudime z hlediska dvou
v kladném sméru osy x. Jsou-li koule stejng, pak v tézistovém systému se vUici sobé musgji
pohybovat stejnou rychlosti (opacné orientace). Hodnoty veliCin v tézistovém systému budeme
znatit dolnim indexem T, hodnoty namé&fené vici drunému systému nijak specidné znadit
nebudeme. Transformacni chovani hmotnosti ziskame z toho, Ze vime, jak se transformuje
(tfirozmérna) rychlost (a na zakladé zminénych zakonil zachovani).

Necht se tedy vii&i systému ISy pohybuiji dvé koule hmotnosti m$) = my, m{ = my
rychlostmi &) = #r = (vr,0,0), 72 = —dr = (—vr, 0, 0). Zachovanim celkové hmotnosti
a celkové hybnosti mame na mysli predpoklady, Ze soucet zUCastnénych hmotnosti a soucet
zUCastnénych tfi-hybnosti jsou pfed srazkou av okamziku srazky stejne,

m(Tl) + m(T2) (=2mr) = Mr (= M,) ,

Oznacili jsme M+ celkovou hmotnost kouli v okamziku srazky, tj. ve chvili, kdy sev tézistovéem
systému zastavily, Vo =0 (Mt matedy povahu klidové hmotnosti, proto je logické i oznaCeni
M,). Pohyb kouli po srézce nefeSime — nezabyvame se tim, zda je srézka pruzna Ci nepruzna.
Podobu zakonli zachovani v systému 1Sy jsme zapsali spiSe jen “pro rozcviceni”; speciané
zachovani hybnosti je v téZiStovem systému trivialni — tézistovy system je prece definovan
nulovosti celkové hybnosti.

rychlosti v v kladném sméru osy xr. ZapiSeme v ném rovnici pro zachovani celkové hybnosti
(piSemejiz jen netrividni, z-ovou slozku)

aprovedeme v ni tfi dosazeni: (i) z pozadavku zachovani celkové hmotnosti, m® +m® = M,
dosadime doprava za M:; (ii) vpravo dale dosadime V' = —wv (v okamziku sraZky se koule v
ISy zastavi, takze vUCi IS se v tu chvili pohybuji rychlosti V' = —v); (iii) vlevo dosadime za
rychlosti podle specidni Lorentzovy transformace rychlosti (2.5), zde tedy

J = VTSV T
1-— c% T 1+ c% T
Po téchto dosazenich zni rovnice pro zachovani hybnosti

N i AR ) B A

_ 1) 2)
=—-(m+m)v,
1—C%UT 1+C%UT ( )

tudiz
1— =z U 1+ =z U
Po prevedeni na spolecného jmenovatel e vyjdou Citatele stejng, takze je zkratime a mame

m®
1——2UT 1+C%UT'

(4.5)
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Nyni provedeme cimrmanovsky (krok stranou a rozepiseme L orentzovy faktory ~(-2) odpovi-
dajici rychlostem kouli viiGi 1S v(1:2):

. <v(1’2))2:1_ <£’%—%>2: (Fgw)’ - (xz2-9

c 1F Zor (15 Lor)*
v202 v 2 < v%) <1 v2>
1+ C4T_C_E_Z_2 G @
(1F 5 o) (1F Zvr) ’
takze
(1,2) — v 1 1 = v
0 ANE— :(1:F—2UT) :<1:F_2UT>7T’7/7(46)
c 2 c

kde jsme oznatili v = ~(vr), v = 7(v). Tyto dva Lorentzovy faktory jsou ovsem pro obé
koule stejng, takze kdyz ze ziskaného vztahu vyjadfime
1,2
1 F % Ur = '7( !
c yT 7Y
a dosadime do rovnosti (4.5) plynouci ze zakonli zachovani, mlizeme (1) zkrétit a zbyva
velmi jednoduchy zavér

m®  m®

NORENOR (4.7)

Uvédomme si, co tento zavér znamena. PfedevSim zjevné nezavisi na tom, jak jsme nastavili
parametry vUGi téZistove soustave, takze se miizeme soustiedit jen navyslednou rovnost, platnou
v ngjakém (libovolném) inercidlnim systému IS. Mame dveé stejna télesa (télesa stejné klidové
hmotnosti), ktera se viiGi 1S pohybuji rychlostmi v, v® amaji viici 1S hmotnosti m®, m®,
Rychlosti i hmotnosti jsou obecné rlizng, ale pomér m1:2) /+(1:2) je stejny. Zjevné bychom mohli
uvazovat libovol né mnoho téles (dané klidovée hmotnosti ), pohybujicich se vliéi zvolenému
IS negjrizng&imi rychlostmi v(): hmotnosti téles vt tomuto 1S m ™ budou takové, Ze jeich
pomeér vici prisludnym Lorentzovym faktorm v bude pro vechna télesastejny. Situaci vsak
muzeme nahliZet i opatné: mame jedno téleso afadu inercidlnich systémd, vici kterym se toto
téleso pohybuje nejriizngsi rychlosti, tedy “ma vici nim” rlizné Lorentzovy faktory ~. Pak
hmotnost télesa vici témto IS je takova, Ze pomér m /v je ve vech stejny.*

A nyni strucné& Zzjistili jsme, ze pomér m/~ je invariantem Lorentzovy transformace.
Tento pomé&r mavsak vyznam klidove hmotnosti télesa, jak selze snadno presvédCit dosazenim

nulové rychlosti [atedy v(v = 0) = 1],
m(v) _ m(0)
7(w)  2(0)

Zaveér: klidova hmotnost télesa je invariantni (ve vsech IS stgind), ale relativni hmotnost m

(Casto oznaCovana jako relativistickd hmotnost, popf. prosté hmotnost) zavisi narychlosti —
vzhledem k IS, viici némuz se pohybuje rychlosti v, matéleso hmotnost

m=myy = = (= mo)]|. (4.9)

2
v
Vi-z

4 Poznamengjme, Ze ve srazkovém my3enkovém experimentu jsme sice uvazovali jen pohyb ve sméru osy z,
ale presto miizeme vyslovit zavér obecng, protoze zavislost vliastnosti télesa na sméru jeho pohybu vici danému
IS by bylave sporu s principem relativity &/i s pfedpokladem izotropie prostoru.
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V{ci svemu klidovému systému matedy tél eso nejmensi hmotnost; ¢im se pohybujevici danému
IS rychlgji, tim je jeho hmotnost vUci tomuto |S vétsi, limitné pro v — ¢ dokonce nekonetna.

Poznamka k proménnosti m,

Uvazujme ted pro snazsi predstavu, ze srazka je dokonale nepruzna, tudiz ze koule po srazce
zlstanou v | Sy stat namisté, avratme sek prvnimu vztahu m(Tl) +m(T2) (=2mr) = Mt (= M),
tedy pozadavku rovnosti celkove hmotnosti pred srazkou a v okamziku srézky z hlediska

v

téziStoveho systemu. Dosadime-li do ng praveé zjisténou skutecnost mr = mgyr, dostavame
(Mo =) Mt = 2mt = 2mgyr > 2my . (4.10)

To je prekvapive: vzali jsme dvé télesa klidove hmotnosti my, hodili je proti sobé a nechali je
srazit — ajejich vysledna klidova hmotnost M je y(vr)-krét vétsi nez 2my. Klidova hmotnost
téles sev diisledku srazky zvétSila, prestoze jsme zgjitili, Ze systém je uzavieny anikudy do ng
neni Zadna hmotnost “ pisypavana’. Klidovahmotnost setedy miize s €asem ménit! Na otazku,
pri jakych fyzikanich procesech k tomu miize dochéazet, odpovime presngji v odstavci 4.4, zde
jen odhadneme, Ze nartist klidové hmotnosti asi souvisi s tim, Ze jsme téleslim pred srazkou
udélili urCitou kinetickou energii a ta se pfi srazce preménila na jgich vnitini (a deformacni)
energii. Cinime tedy zatim aspoi vagni zavér, Ze klidova hmotnost télesa se méni tehdy, kdy?z
se meéni jeho vnitfni energie. V dalSim uvidime, ze tento odhad je spravny a primo souvisi s
Einsteinovou slavnou formuli pro ekvivalenci hmotnosti a energie.

4.2.2 Ctyi-hybnost

Na zaCatku kapitoly jsme odhadli, Ze Ctyf-hybnost bude vhodné zavést vztahem p* = mu*,
ae ted vidime, Ze to nebyl spravny odhad, protoze hmotnost . neni invariantem, tudiz takto
definovana veliCina by nebyla Ctyf-vektorem (v jgi transformaci by kromeé Lorentzovy trans-
formace navic vystupoval Lorentzliv faktor). Zarovei jsme viak zjistili, Zze klidova hmotnost
invariantni je, takZe uz vime, jak Ctyf-hybnost definovat spravné:

P =mout ... =myy(c,v) = m(c, V) = (me,p) . (4.11)

Vyuzili jsme definice rovnou i ke zjisténi vztahu mezi Ctyf-hybnosti a tfirozmérnou hybnosti;
jak vidime po dosazeni slozek Ctyi-rychlosti (4.3), prostorova cast Ctyf-hybnosti je rovna pfimo
tfi-hybnosti, takze je namiste, ze jsme Ctyfrozmeérnou velicinu oznaCili stejnym pismenkem jako
tfirozmérnou. (Je v3ak tfeba pamatovat, Ze nyni uz ani p’ neni “klasickou hybnosti”! Obsahuje
prece hmotnost, kteraje v relativité zavisla narychlosti vici danemu 1S))

4.3 Pohybova rovnice, Ctyr-sila

Je jasng, ze zjisténa zavidost “hmotnosti na rychlosti” bude mit pro mechaniku dalekosahlé
diisledky. (Setrvaéna) hmotnost predeviim vystupuje v pohybové rovnici. Jako mozna rela-
tivisticka obdoba Newtonova dd—’f = ma’ se na levé strané pohybové rovnice nabizeji dva
Ctyr-vektory, % nebo moa*. Vzhledem k definici Ctyr-hybnosti (4.11) je mezi nimi vztah

dp*  dmy

dr ~ dr
V odstavci o srazkach jsme zjistili, ze existuji fyzikani procesy, pfi nichz se prace spotfebovava
(také&) nazmeénu klidové hmotnosti (nastavato, kdyz silatéleso “ohfiva’), a proto dame prednost
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prvni moznosti. O Ctyf-rozmérné siletézko v obecnosti néco fekneme— tedy samozfgjmékrome
toho, Ze to musi byt Ctyf-vektor, aby pohybovarovnice bylave shodé s principem relativity. | v
dal Sich zakladnich vlastnostech Ctyf-sily se tedy spolehneme na pohybovou rovnici,

P — pul, (4.12)

dr

RozepiSeme-li vlievo

dp"  dp" dt dp“
dr ~ dt dr dt
adosadime slozky p* = (mec, p), dochézime k rozpisu

d - d >
F“:(cd—T,'yf):*y<cd—T,f) , (4.13)

kde f = i—f je “klasicka’ tfirozmeérna sila. (Pro Ctyf-silu pouzivame jiné oznaCeni — velké
pismeno —, protoze F* # f*, jetam navic ~.) ,
Prostorovacast rel ativistické pohybovéerovnicetedy vypada“ zcelaklasicky”, % = fi de
presto obsahuje podstatnou novinku: v hybnosti p* = mv* je hmotnost zavisla na rychlosti. Pfi
urychlovani télesase bude (vici danemu |S) zvétSovat setrvacny odpor télesa (charakterizovany
m), takze bude zfejmé zapotfebi vice préace, nez by odpovidalo Cisté zméneé rychlosti v* pfi
konstantni hmotnosti m. Oproti newtonovskému % = ma' bude naleve strané konkrétné

dp'  d(meyv') = dv’ dy iy dmg , ZU-d  dmg

a - ara a Vg = et (mert g+ g )
kde bylo tfeba jen zderivovat ,

dy _d 1 s U-a

oAl s e

Jen pokud je zavorka (mgy? & + 4m0) nulova, plati i v relativité % = ma'. Prikladem takovée
situace je pohyb nabité Castice v magnetickém poli: pfi tomto pohybu jev-a=0,av kapitole
o Lorentzoveé sile uvidime, Ze se pfi ném také nemeéni my.

4.3.1 “Piicnd” a “podélnd” hmotnost

Ve svém davnem ¢lanku K elektrodynam| ce pohybuijicich se téles ilustruje Einstein vlastnosti

(tFirozmérné) pohybové rovnlce = f také najgim rozkladu do sméru pficného a podélného
vzhledem k prostorové rychlosti v Po rozepsani

dp'_dm .

i@ oM
jeihned jasng, Ze ke kolmé sloZce rovnice prispivajen druhy clen, takze

ma, = f,. (4.14)

K podélné slozce prispivaji oba Cleny. Radi bychom i tuto slozku uvedli do “newtonovského”
tvaru. Umozni nam to vyjadieni rychlosti ' pomoci podé né slozky zrychleni:

dv d(vé’(v)) dv _, s dg(v) 4 . dt
— (v) =a a — UV = Ve =
dt a dt L © =1

a CLH s
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kdejsmeoznatili €, jednotkovy vektor ve smérurychlosti o. Nalevé strané podél ného primétu
pohybové rovnice tedy stoji

—mU—l—mcf = d—mvﬁij a) = d—mv—l—m a
dt = \ar  do = v I

MUizeme jesté upravit

dm dmo dy dm

0
o d T T T+ me’

2 )

takze pokud je béhem uvazovaného pohybu d% = 0, nabyvazavorka, ktera hrgjeroli “podéné
hmotnosti”, velmi jednoduché podoby

dv dv

c2

dm dmo 5V o 0 Z_i 2
—U+m:—7v+m07—2+m=m7—2+m:m 5 =my°.
c c 12
Podélny primét pohyboveé rovnice tak (v pripadé neproménné klidové hmotnosti) zni

m2a) = fj . (4.15)

Ve sméru pohybu se tedy téleso brani urychleni ~2-krét vice nez ve sméru kolmem — “podéna
setrvatna hmotnost je v2-krat vétsi nez kolma setrvatna hmotnost”.

4.4 (Ne)konstantnost klidové hmotnosti, prace a £ = m¢?

V zaveru kapitoly o srazkach jsme si uvédomili, Ze pfi (nepruzné) srézce se meéni klidova
hmotnost téles. Na zakladé “energetické bilance” jsme usoudili, Ze zména souvisi s tim, ze

télesa se pfi srazce zahreji. PfesngSi odpovéd na otazku (ne)konstantnosti 1, prinasi skalarni
soucin, ktery je “Etyfrozmérnou obdobou” vykonu sily 4;; fv?:

, dp* d(mout) dmg , , dut
o dm o dm
= —C —dTO -+ nm,moa u’ = —c d—TO . (416)

VyuZili jsme pouze pohybové rovnice, definice p#, normalizace Ctyf-rychlosti a kolmosti Ctyf-
zrychleni na Ctyf-rychlost. Klidova hmotnost se tedy v Case nemeéni prave tehdy, kdyz Ctyf-sila
je (v prostorotasovém slova smyslu) kolmana Gtyf-rychlost, et vice versa.®

Ziskany vztah je oCividné invariantni. Poskytujei dali, neinvariantni informace, kdyz do
levé strany dosadime slozky F* = ~ (c . ) ut = (e, ):

. d d d
—yeFO + 26, fird = —c? % — FO( e d?):c g’;u F7. (417

5 Cty¥-rychlost je Easupodobny vektor, takze k ni méize byt (v prostorogasovém smysiu) kolmy jen prostoru-
podobny &tyf-vektor (soudin dvou Easupodobnych vektorll je vzdy nenulovy, specialng jsou-li oba do budoucna
orientované, pak je vzdy zaporny). Ctyt-sily, které neméni my, tedy museji byt prostorupodobné. Naopak pfi
plisobeni Gasupodobné ¢tyt-sily se klidova hmotnost urcité méni.
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Jednak ted lépe vidime vyznam F°; specialné druhy ¢len predstavuje vykon tfirozmérne sily f
nasobeny ~ (tedy vztazeny najednotku vlastniho Casu) adéeny c. Vztah mavlastnétvar 1. véty
termodynamické (vynasobte ~ dt),

1 -
Adm=—=c*dmg+ f-dr, (4.18)
g

pficemz dle oCekavani hraje ¢len dany zmeénou klidové hmotnosti roli dodané tepelné energie a
druhy ¢len je prirlistek prace.

4.4.1 Einsteiniv vztah ekvivalence hmotnosti a energie

V klasickée fyzice obvykle celkova energie systemu néak souvisi s jeho setrvatnou hmotnosti
(obvykle linearng), ale vztah mezi témito veliCinami je pro kazdy fyzikalni systém jiny. Ein-
stein ve svém “doplnku ke specidlni relativité€”, nazvanem Zavisi setrvacnost télesa na jeho
energetickém obsahu? a vyslém rovnéz jesté v r. 1905, dospél k pfevratnemu zaveru, ze mezi
setrvanou hmotnosti a energii je ve skuteénosti universalni vztah. Lze k nému dospét riiznymi
cestami, z nichZ vSak Zadna nema povahu “teorému s dikazem” . Podivejme se napriklad, jak se
vyviji kineticka energie télesa T', jestliZze na téleso plisobi sila f ato tak, ze veskera jgi prace
se spotfebuje na urychleni télesa (tedy nic ngide na zvySeni klidové hmotnosti — sila téleso
“neohfiva’). Ze vztahu (4.18) mame ihned

AT = f - dF = d(mc?)

coZ jest nepochybné integrovati pres rychlost (nebot 7" se “dle definice” méni s rychlosti),

T v
T—T,= /dT - /d(mCQ) = me® — minCQ )
7—‘111 Vin

kdem = m(v), my, = m(vy,). Bude-li téleso urychlovano (vici danému inercianimu systému)
zklidu (vi, = 0, T}, = 0, my, = myg), mame tedy

2 2

T = mc® — moc? neboli (sugestivngji)  mc? = moc® + T . (4.19)
Clen mgc? je“&isté klidovy”, &len T “&isté pohybovy” . Jak jinak vztah interpretovat nez tak, ze
celkova energie télesa je souctem jeho klidové a kinetické energie, tedy ze

E=Ey+T, kde |E=mc|, (tudiz) Ey=moc?. (4.20)

To ovSem znamena, ze celkovahmotnost aenergiejsou ekvival entni veliciny, Umérné presfaktor
2. Mimochodem, tento faktor je obrovsky, takze v jednom kilogramu latky (v klidu!) je skoro
1017 joulli energie; zhruba tolik se uvolnilo napf. pfi vybuchu sopky Mount Pinatubo v r. 1991
— ngve&tSim sopecném vybuchu od r. 1912.

Celkova energie mc? neni invariantni (protoze hmotnost m neni invariant), a to zjevné
diky neinvarianci kinetické ¢asti energie, protoze klidova ¢ast mqc? invariantni je. Pfitomnost
tohoto invariantniho ¢lenu mimochodem implikuje, Ze na rozdil od klasické mechaniky ma v
relativité téleso urcitou energii “ uz zato, ze existuje”, tedy aniz by se vici vztaznemu IS muselo
pohybovat, aje to pravdai v pripadé, ze vlibec s ni¢im neinteraguje (a nema tedy ani zadnou
potencialni Cast energie).
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4.4.2 Vztah energie a hybnosti

V kapitole o CtyF-hybnosti jsme nepoCitali prostoroCasovou “normu” tohoto Ctyf-vektoru, tak
to zde napravime, a to hned dvéma zplisoby — dosazenim definice p* = mou* a dosazenim
sozek p* = (mc, p) = (E/c, p). Porovnanim vysledkll ziskame vztah mezi energii a hybnosti:

5 m2 Nuutu? = —m2c?
T]w/pup = { _,;)nQMCQ "—]72 _ _E‘_2g + p2 E2 = 02(m802 +p2) . (421)

Tento vztah je velmi dllezity hlavné v Easticove fyzice.® Kvadréat energie £? a kvadréat ti-
hybnosti p? sice nejsou invarianty, ale jejich rozdil f—f — p* = mc? tedy invariantem je. Inva-
riantni nadplocha (tfirozmérny hyperboloid), kterou tato formule v Minkowského prostorocasu
definuje, se nazyva hmotnostnim hyper boloidem (anglicky Casto mass shell).

Limitni pripady vztahu: je-li kineticky €len maly proti klidovemu, p? < m2c?, rozvineme

/ P, p° s P
E=c\/m22+p2=mgc® |1+ 12— =mpc® 1+ —""— ) =mgc® + —
TP 0 mac? 0 2mic? 0 2my

a poznavame klasicky kineticky ¢len (kromé toho ovSem i klidovy prFispévek, ktery nema
klasickou analogii). Opatnou, “rychlou” limitu pfedstavuje pfipad Castic s mg = 0. SkuteCng,
aby takové ¢astice mohly mit nenulovou energii ahybnost (E = mqgyc?, p = mgy?v), musgi se
pohybovat rychlosti svétla(y — o0). V jgich pfipadé je cela energie kinetické povahy,

h
E=T=pc (Ve vlnovém jazyce = hv = TC =hw = hck)
(h je Planckova konstanta, i = % v je frekvence a w = 27v kruhova frekvence, A = ¢

jevinovadékaak = 27” vinoGet), a pomoci ni miizeme definovat “efektivni” (setrvatnou)
hmotnost Castic

m=—=-.

9}
9}

4.4.3 Kovariantni vztah pro energii

Hmotnost-energie je Casovou slozkou CtyF-hybnosti a jak jsme zjistili v odstavci o srézkach,
neni to invariantni veliina. Vztah pt = mc = % ale |lze napsat kovariantné. Abychom vymys-
leli jak, stali uvazit, ze “Casova dozka' je primétem na Casovou osu uritého systému, coz
ovdem znamena primét na étyf-rychlost jakéhokoliv pozorovatele, ktery vici tomuto systému
stoji. Zobecnéni na libovolného pozorovatele je nasnadé: energie télesa (Castice) vici uréitému
pozorovateli v daném misté je dana tim, co je pro tohoto pozorovatele Casovou slozkou p*, to
znamena priimétem p# najeho Gtyf-rychlost a+,

E = —p,0° = moyc? . (4.22)

Oznatili jsme 4 relativni Lorentzlv faktor,

A = —upl’ = ———— | kde 02 = 0,0"

6 Dasenapsat i jinym Ghlednym zplisobem, p? = (m? — m2)c2.
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ad* jerelativni rychlost astice vici pozorovateli. Tato rychlost predstavuje normalovou slozku
CtyF-rychlosti ¢astice u# vOci pozorovateloveé étyf-rychlosti 4+,

uh = A(@" + "), kde 9,47 =0. (4.23)

Snadno se presvédtime, Ze “to sedi”: vynasobenim rozkladu d,, vyjde identita —y¢* = —4¢?,
vynasobenim 9, vyjde u*¢, = 492 a vynasobenim u, vyjde —c* = —42¢% + Jo*u,, COZ PO
dosazeni u*9,, = 40 z predchoziho primétu daval = 42 (1 - Z—i) tedy definici 4.

Vztah E = —p,a° je zjevné kovariantni, tedy |ze vyjadiit “BUNO” v jakychkoli soufad-
nicich (angeninercialnich). Speciadlnév systému spojeném s pozorovatelemjeu” = (c, 0,0, 0),
takZe relativni energie prechazi v “ soufadnicovou” hodnotu, souvisgjici obvyklym zplisobem s
Easovou slozkou &tyf-hybnosti, £ = —p.c (= E).

Zatim jsme evidentné hovofili o Casticich smg # 0 (aZ naobCasné*“limitni” zminky tomu
tak bylo v celé této &asti), dle vztah £ = —p, @i” je skutetné zcela obecny — plati i pro fotony.
V tom pripadé vsak roli Ctyf-rychlosti (teCného vektoru ke svétoCare) hraje tzv. vinovy vektor
k+ (viz kap. 5.5) a ttyF-hybnost s nim souvisi vztahem p* = hik*. Casovou slozkou vinového
CtyF-vektoruje ¢ , takze skutetnép? = " = 2 — & — I jako u“hmotnych” Eastic. Z priimétu
E = —p,a° pak plyne relativni energie vyjadfena zplisobem obvyklym u fotondl, tj. pomoci
relativni frekvence (pfipadné vinove daky).

4.5 Otazka nadsvételnych rychlosti a princip kauzality

Pohyby rychlosti vétsi nez je rychlost svétla ¢ jsme zatim nijak “nezakazali”, ale na mnoha
mistech bylo zigimé, Ze pfipady v = c av > ¢ vedou k problemlim a Ze je kdyZztak tfeba
je fesit zvlast. Nejviditelngsi potiz je s Lorentzovym faktorem v = (1 — Z—j) 1/2, Ktery pro
v — c divergujeaprov > cjeimaginarni. Pokud by se jednalo o v vystupujici v Lorentzove
transformaci, tedy pokud by v znatilo vzaemnou rychlost inercialnich systemil, mezi nimiz
prechazime, pak “Carkovany” systém by mé podé os imaginarni hodnoty. Z toho diivodu se
transformace s nadsvételnou rychlosti neuvazuji (nemaji fyzikani vyznam). Podobné nema
(ani matematicky) smysl ani transformace s v = ¢, tj. do systému, jehoz osy by lezely na pl&sti
svételneho kuzelu. Jinou véci ae je, Ze existuji prostorupodobné svétocary a ze se miizeme
ptat, co by se stalo, kdyby se po takovych svétoCarach néco pohybovalo (kdyby se podé nich
Sifila informace) — aniz bychom se snazili transformovat do spolu-pohybujicich se systemu.
V této podkapitole ukazeme, Ze svéty podsvételnych, svételnych a nadsvétel nych rychlosti jsou
z nékolika rliznych hledisek oddé eng, navzajem nedosazitelné. Nakonec nadsvétel né rychlosti
signalli odmitneme s poukazem na princip kauzality.

4.5.1 Zvlastnosti nadsvételnych rychlosti

Podivejme se, co by se stalo podle transformactniho vztahu pro “obyCejnou” rychlost (2.5), tedy

, Wy — U
W, = 7—H )
Tl Gw,
kdyby se (napr.) vici “ neCarkovanemu” | Snéjaky predmét pohyboval nadsvételnou rychlosti w,.
VUG IS by se pohyboval také nadsvételng, ale zadné problémy by podle této formule nemusely
nutné nastat. Pro jakoukoliv hodnotu w, > ¢ v&ak existujetakovy IS — totiz IS pohybujici se

vUGi ISrychlosti v = ;—i < ¢ —, vlci kteremu by se predmét pohyboval nekonetnou rychlosti
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w! . Jesté podivngjsi by byla situace ve vech systémech IS, pro které by platilo vw, > ¢* a
jmenovatel vztahu klesl pod nulu: z hlediska IS se takové systemy pohybuji v kladnem sméru
x rychlosti v < ¢, ledovany pfedmét je predhani (protoze se pohybuje rychlosti w, > v), ae
pritom v{igi IS se pohybuje v zaporném sméru osy 2’ (Lorentzova transformace davaw!, < 0)!

Objekt pohybujici se nadsvételné maviici (libovolnému) | Stadu parametrdl imaginarnich:
na prvni pohled dr, (a diky tomu) ~, u*, také vsak my (jeho Ctyf-hybnost je prostorupodobn,
takze musi byt 7, p'p” = —mic® > 0). Zajimave je, ze nejdllezitejSi velicina— Ctyf-hybnost
— jeredlng, jak je zfefmée pfimo z definicep* = mou* = moy(c, ¥) = (me,p) = (E/c, p). Ryzi
imaginarnost v am,g sevsak vynasobi v néco zaporného, takze hmotnost-energie nadsvétel né se
pohybujiciho pfedmétu vychézi zaporna (alternativné se dafici, Ze Ctyf-hybnost je orientovana
do minulosti — ma zapornou Casovou sloZku). Nyni jesté pohledme na pohybovou rovnici.
Pokud jgi parametr m “preskalujeme” na — (za pfedpokladu, Ze m je konstantni), je rovnice
realna a da se s ni normalné pracovat. (Takto se s ni da pracovat i v podsvételném pripadeé,
takze Uprava ji nijak nepokazi.) Zda se tedy, ze aspon nékteré Casti speciani relativity by se s
nadsvételnymi rychlostmi docela snadno vyrovnaly.

4.5.2 0Oddélené svéty {v < c}, {c}, {v > ¢}

TFirozmérnarychlost se pfi Lorentzoveé transformaci obecné méni, avsak — jak je vidét (ngj-
|&pe na prostorotasovém diagramu ??) z chovani os (¢, z) — Casupodobné sméry zlistavaji
Casupodobnymi, svételné svételnymi (svételny kuzel je invariantni) a prostorupodobné prosto-
rupodobnymi. Je to jasné z toho, ze hodnota skalarniho soucinu 7, V*V", ktera rozhoduje o
prostoroCasovém charakteru jakéhokoli vektoru V#, jeinvariantni. Je-li fe€ konkrétné o pohybu,
jde o charakter tetného vektoru k prislusné svétocare. Vyrok |ze snadno vyslovit i pomoci tfi-
rychlosti, jak uz ostatné vime: necht’ se pohyb déje po svétocare, jgiz urCity element odpovida
intervalu

s
dt?

=47,

ds? = —c?dt* +dI* ... vydélenim dt* :

Hodnota ds? je ovem invariantni a c? take, takze v jakémkoliv jiném (Carkovaném) systemu
dostaneme obdobné

ds?

_ 2 2
dt’Q__C +v°.

Rychlost +" je obecné odliSna od rychlosti v a hodnota levé strany také — ale znaménko levé
strany je stejné, je uréeno (invariantni) hodnotou ds?. Tim padem je invariantni také to, zda je
rychlost v mensi, vétsi, nebo rovna c. Kdo se chee potréapit trochu vic, miize pretransformovat
velikost tfirozmérné rychlosti podle vztahtl (2.5)—(2.7) speciani Lorentzovy transformace:
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po vydéeni ¢? a lpravé tedy’

1-— ch—f = (1 (;CUQ) ”;1)2 2_2) ... neboli  y(w') = y(w)y(v) (1 - U;Zw) .

Zapredpokladu v? < ¢? jeznaménko 1 — % stejnéjako znaménko 1 — %

Svéty podsvételnych, svételnych a nadsvételnych rychlosti jsou tedy oddélené ve smyslu
transformace — neda se mezi nimi prechéazet Lorentzovou transformaci (s podsvételnou rych-
losti). Kratce feCeno, vyroky w < ¢, w = ¢, w > ¢ jsou absolutni.

Svételnarychlost je oboustrannou bariérou i ve smyslu energetickém, jak jejasnéz vyrazu
pro energii (hmotnost) £ = mqryc?: téleso smg # 0 se musi pohybovat bud podsvételné (je-li
jeho m, realnakladnd), nebo nadsvételné (je-li mo imaginarni), protozepfi v = c by jeho energie
byla nekonetng; téleso (Castice) s my = 0 se naopak musi pohybovat rychlosti svétla, protoze
jinak by jeho energie bylanulova Castice s rednou kladnou m, tedy nejde urychlit na rychlost
svétla— a Castice simaginarni m (“tachyony”) naopak nejde narychlost svétla zbrzdit.

4.5.3 Hyperbolicky pohyb

Klicem k mechani ckéemu pochopeni tohoto energeti ckého zavéru je ziggme zavidl ost hmotnosti
mechanice, protoze odpor télesa vlci urychleni (charakterizovany m(v)) s rychlosti roste a
smérem k rychlosti svétlajde do nekoneCna. Podivame se, jak se takové urychleni presné dgje.
Predstavme si, Ze urychlujeme po primce téleso s nenulovou klidovou hmotnosti. Inerciani
system, v némz budeme d§ sledovat, nastavime tak, aby pohyb probihal podé nékteré z os, a
soustfedime se jiZ jen na tuto netrivialni prostorovou slozku pohybové rovnice: % = f.Pro
obecnou silu f bychom rovnici nemuseli umét integrovat, ale zde nam jde o ziskani zakladni
predstavy o zrychlenem pohybu, takze je na misté uvazovat intuitivné co nejjednodussi pripad.
Takovym je urychleni konstantni silou (silou neproménnou v ¢ase). Integrace je v tom pripadé
Uplné snadn&:
mov ft

d
L f_konst = p=ft, tj. —2 —ft = p=c . (4.24)

dt ’ 2 Vmdc? + f2?

c2

Integratni konstantu jsme nastavili na nulu, coz odpovida urychlovani z klidu, v(¢ = 0) = 0.

Pro ft < myc vztah pfechézi v klasické v = f’; = at; opacna limita se v&ak znatne lisi, totiz

rychlost zlistane vzdy mensi nez ¢, pouze se k ¢ limitné pribliZi, flim v = ¢ (podle klasického
t—00

v = % |ze dosahnout libovolné vysokeé rychlosti, roste totiz linearné st).
Snadno |ze provést i druhou integraci a najit svétoCaru =(t),

'3
moct [ €A moc e L1 th . (4.25)

r=c o< =
//1+ f2'f2 f ) vive o f moc

Opét jsme zvolili specianéi ntegracnl konstantu — tak, Ze téleso na zacatku urychlovani neni v
pocatku, alev misté z(t = 0) = T”OC . PfepiSeme-li po umocnéni na druhou vysledek do tvaru

2 4
mge

2

22— A32t? =

Ve skutetnosti tento vysledek uz zname z kapitoly o srazkach — viz vztah (4.6).
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jeVvidét, Zze na prostoroCasovéem diagramu se jedna o hyperbolu s asymptotami = = +ct. Pohybu
pod plisobenim konstantni sily v teorii relativity seproto fikahyper bolicky pohyb. Pro srovnani,
v klasické mechanice je vysledkem takovéeho plisobeni “rovnomérné zrychleny” pohyb, ktery,
jak znamo, se dgje po parabole, x = at2 =12

2mo

Je zajimavé vyjadrit Ziskany pohyb v Zavisosti na vlastnim &asu. Integraci vztahu

_ f2t? B moc
B mic? + fA2 Vm3c? + f2?
dostaneme (opét vyuzijeme neproménnosti sily f)

t t
T = a,rcsinhf— — gt = sinh— I , (4.26)
mocC mocC mocC mocC

coz mlizeme dosadit zpét do rychlosti a polohy,
fr moc?
Tr =

fr
v = c tanh— | cosh .
moc f mocC

(4.27)

S vlastnim €¢asem tedy poloha roste dost rychle! Kosmicka lod, ktera by vystartovala z klidu
(v=0) z mista z;, = z(7=0) = myc?/f atahem svych motorli udrzovala “vlastni” zrychleni
(zrychleni v okamZzitém klidovém systémulodi) f /m nakonstantni hodnotérovnégravitatnimu
zrychleni na povrchu Zemé 9.81 m/s?, by méla za rok svého €asu 7 vUci Zemi rychlost v =
0.775 ¢ (~ ~ = 1.582) abylaby od ni vevzdaenosti x — x;, = 0.564 svételného roku. Po deseti
letech vlastniho Casu by ovSem uz rychlost byla blizka ¢ (v = 15430) a dosazena vzdalenost
x — x;, = 14779 svételnych let. Pokud by se nékdo takto vydal na vylet, 10 let svého Casu
zrychloval, pak 10 let brzdil, pak zase 10 let zrychlova zpét a nakonec 10 let brzdil pred
pristanim naZemi (tj. udrzoval by nalodi po celou dobu tihové podminky jako naZemi), tak po
navratu by zjistil, Ze na Zemi zatim ubéhlo 59119 let! Vztahy se prosté (exponenciané) rychle
rozbihaji pro velké hodnoty ¢asli — béhem obdobné cesty, ktera by nalodi trvala étyfi roky, by
na Zemi ubéhlo jen o 3/4 roku vic.

Ani kratSi — napf. ten Ctyfrotni — zgjezd s f = konst vSak zatim cestovni agentury
nenabizeji.2 Dlvod je energeticky, jak snadno spocitame, protoze sila je v naSem pripadé
konstantni a plisobi stale v podénem sméru, takze

E = f - [probéhla draha))™ = e <coshf Tin 1)

mopcC

pro jeden (ze ¢tyr) Usekl cesty. Pro zminény &tyfrocni vylet (< 7, = 1rok) s garantovanou
pozemskou hodnotou zrychleni 9.81 m/s? vychazi celkem zhruba 2.329-kréat klidova energie
kosmickélodi. Tim se ovSem Ul oha Uplné rozpada, protoze pokud si malod vézt palivo s sebou,
musi rozhodneé tvorit vétSinu (pocatecni) hmotnosti lodi a tlohu by bylo tfebafesit jako problém
s proménnou klidovou hmotnosti.®

8 M {izete ho viak absolvovat s Ustavem teoretické fyziky, dokonce bezplatng, na strankéach [9] (viz interaktivni
scénu 11 tohoto kréatkého filmu) nebo [5] mych kolegu.

9 S takovymto pripadem, kdy je do pohonu t&esa nutno investovat ¢ast jeho klidové hmotnosti (“palivo”), se
setk&vame velmi Casto — viz ostatné i “provoz” Zivych organismil. | zde situace odpovida tomu, Ze plisobici
CtyF-sila neni kolma ke CtyF-rychlosti télesa.
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4.5.4 Tachyony a princip kauzality

Existenci tachyonl striktné vzato nelze vyloutit a zatim jsme proti ni ani nic nenamitali. Pokud
by vSak takové Castice mohly interagovat s “nasim” svétem podsvételnych rychlosti, tj. pokud
by se informace mohly pfenadet nadsvételnou rychlosti, byl by to vazny problem. Problém by
vSak neméaani tak teorierelativity, jako spissamotnamy3d enkapricinnosti (atim viibec zplisob
uvazovani, na ktery jsme zvykli — tedy aespon tady na MFF).

V kapitole o zakl adnich vlastnostech Minkowského prostorocasu jsmekl adli zvl a&tni diiraz
na jeho kauzalni strukturu, urCenou pro kazdou udaost “jejim”, mistnim svételnym kuzelem.
Pfipomenme, Ze svételny kuzel rozdéluje prostoroCas na tfi oblasti — absolutni minulost,
absolutni budoucnost a relativni pfitomnost uvazované udalosti (oznatme ji U). Absolutni
minulost udaosti U, tedy minulou Cast jgjiho svételného kuzelu veetné vnitfku, tvori uda osti,
které se z hlediska vsech IS staly pfed U; vSechny takové udalosti 1ze s U spojit Casupodobnou
nebo nulovou svétocarou. Totéz plati i pro absolutni budoucnost, tam je ale Casovée poradi
opacné. “Relativni pfitomnost” udalosti U tvori takove udalosti, které se v nékterych IS staly
pred U, v nékterych naopak po ni av jednom IS (a2 na volbu pogatku) sougasné s U. Zadnou z
nich nelze s U spojit svétoCarou, ktera by byla vSude Casupodobna nebo nulova

Zatim jsme o udalostech mluvili jako o nezavislych, ale nyni se ptefme, co kdyby spolu
v jednotlivych usporadanich kauzalné souvisely. Udalosti v absolutni minulosti U mohly U
ovlivnit prostfednictvim signalu, ktery cestoval po Casupodobné nebo nulové svétocare, tedy
signalu Sificiho se podsvételnou nebo svételnou rychlosti. Udalosti v absolutni budoucnosti U
mohly byt naopak udaosti U ovliivnény prostfednictvim podsvételneho €i svételného signalu.
Udalosti v relativni pfitomnosti U déli od udalosti U prostorupodobny interval, takze mohou
s U souviset jen prostiednictvim signalli pohybujicich se nadsvételnou rychlosti. Pokud by se
tedy informace mohly Sifit nadsvételnou rychlosti, mohly by spolu kauzalné souviset i udalosti,
jgjichz Casové poradi je relativni (zavisi nalS). V nékterych IS by se takové signaly Sifily do
minulosti. To by v&ak bylo ve sporu s principem kauzality, ktery Zada, aby vzhledem ke viem
systemim vzdy pricina predchazela pred nasledkem.'® Pokud tedy nevylouGime samotnou
existenci tachyon(l, musime aspon “ zakazat”, aby jakkoli interagovaly s “naSim svétem” (coz je
ovsem prakticky totéz).

Opét miizeme uzavfit, ze svéty {v > c}, ca{v < ¢} jsou oddéené— tentokréat kauzalné.
Svét, vekterem “Zije” svétlo, tvofi neprostupnou “ bariéru” mezi podsvétel nymi anadsvétel nymi
rychlostmi. Lzetoficti tak, zetato bariéra zabranuje, aby nékdo mohl prostorovy rozmeér vnimat
jako Cas a naopak.

10 Ngjedna se zde tedy o “filosoficky” pojem kauzality, podie nghoz se “nic nedge bez pficiny”. (Na tomto
kupodivu fyzikatak striktné netrva.)
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KAPITOLA 5

Elektrodynamika ve vakuu

Narozdil od relativistické mechaniky piSeme zde jen “ elektrodynamika’. Elektrodynamika —
myslime Maxwellova el ektrodynamika — je totiz rel ativisticka automaticky. Jisté, jgji studium
prece kdysi vedlo k Michelsonovu-Morleyovu experimentu, k Lorentzove transformaci, a na-
konec ke speciani relativité. Ukolem této kapitoly tak nebude objevit n&akou novou fyziku,
Ukolem bude prepsat zakladni rovnice elektrodynamiky do Ctyfrozmeérné tenzorové podoby, v
niz se jgich lorentzovska invariance stane zjevnou. Uvidime, Zze prostoroCasovée podani bude
v pfipadé elektrodynamiky také obzvlast struné a elegantni. Budeme postupovat tak, ze si
“tipneme” zakladni CtyF-rozmérné veliciny podle toho, jak by se nam hodily pro zestrucnéni
rovnic, rovnice zapiseme, a prtibézné budeme v riiznych chvilich kontrolovat, zda zavedené
veli¢iny arovnice mgji skutetné invariantni vyznam.

5.1 Ctyfrozmérny proud, potencial a tenzor EM pole

ZaCneme na “prave”, zdrojove strané teorie. Zdroji elektromagnetickeho pole jsou naboje a
proudy, pritom hustota elektrického naboje p je skalar a hustota elektrického proudu J = ptv/
vektor (v je rychlost pohybu nabité substance), takze kdyz vezmeme v Gvahu jejich rozmér, je
vlastné jedina moznost, jak z nich utvorit Ctyf-vektor:

T = (e, T) = (pes pi) = ple,#) = 2 (e,0) = 2 = po (5.1)
Zavedenou Ctyfrozmeérnou hustotu proudu (“Ctyf-proud”) jsme hned vyjadfili velmi uzitec-
nym zplsobem pomoci &tyf-rychlosti u# aklidové hustoty naboje

_dQ _d@ _p

po_dVo_vdV_v’
kde @ je celkovy naboj télesa. Vztah mezi klidovym a “pohybujicim se” elementem objemu
dVy = ~dV je ziggmy z toho, ze pfi pohybu dochézi k relativni kontrakci jeho rozméru v
jednom (“podélném”) sméru faktorem ~ (a klidovy objem je ten neVvétsi). Jesté nazorngi si
|ze odpovidajici prepocet p = ~vp, zkontrolovat tak, Ze si pfedstavime, Ze mame dany element
objemu améfime, kolik se do ngj vejde naboje. Pokud se substance nesouci naboj vici e ementu
pohybuje, vejde se ji do objemu ~-krét vic, nez kdyby byla viici objemu v klidu, protoze jeji
sloupec bude vIci systému elementu ve sméru pohybu ~-krat zkontrahovany. (Klidova hustota
je tedy naopak ze vSech ngimensi.) Podstatné ovsem je, ze klidovy objem je invariantni, takze
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pokud je invariantni také elektricky néboj, je invariantni i jeho klidova hustota p,. Nemame
zadny diivod si myslet, Ze tomu tak neni — ve vSech experimentech jsou naboje nezavislé na
systemu.! Budeme proto predpokiadat, Ze naboj je invariantem Lorentzovy transformace, a
prilezitostné si uvédomime, co s tim souvisi a co by se stalo, kdyby invariantni nebyl. Nyni
tedy vidime, Ze pokud je naboj invariantni, pak diky tomu, Ze Ctyf-rychlost je Ctyf-vektorem, je
Ctyf-vektorem také zavedeny Ctyf-proud J* = pout. To ovsem znamena, ze jeho “kvadréat”

—p? + JJ= N J* T = —c*p (5.2

jeinvariantni.
Popis“levé”, polni strany teorie zatneme u pojmu ¢tyr -potencialu. Podobné jako u prou-
dové hustoty je vlastné jediny zplisob, jak ho vytvorit ze skalarniho a vektorového potencialu:

Ar = <? ,ff) . (5.3)

C

Ze je tato &tvefice funkci soufadnicovou reprezentaci &tyf-vektoru, nelze ovéfit primocare,
protoze “jak se to transformuje” nevime. Navic to nelze stanovit ani porovnanim méfeni v
rliznych soustavach, jelikoz potencialy nejsou méfitelnymi velicinami. Mé&itelnajsou jen pole,
ktera se z nich ziskaji derivacemi. TakZe pojdme nejdfive k polim apak se k otazce vratime.
Zatnemeu magnetického pole. Tojedano B = rot A, poslozkach B = €k A, ;. Tohleale

N

na Ctyf-rozmérny vektor prfimocare nerozsifime, protoze e*~* A, ,. neni vektorem, ale tenzorem
druhého Fadu. Souvisi to s tim, ze B je tzv. axiani vektor. Axiani vektory se jen tvari jako
vektory, ae ve skuteCnosti jsou to antisymetrické tenzory 2. fadu (tzv. bivektory). Pozname je
podle toho, ze pii inverzi soufadnic nezmeéni znaménko. Typicky vznikaji operaci, ktera ma
dobry vyznam pravéjen v dimenzi 3 — tfirozmérnym vektorovym soucinem “normalnich” (tzv.
poléarnich) vektorll. Zminény “dobry vyznam” je umoznén tim, Ze ve 3D mabivektor 3 nezavislé
slozky — aty se pravé “vejdou” do 3D vektoru. Ve 4D ma bivektor 6 nezavislych slozek, ato
se do GtyF-vektoru nevejde. . . Tenzorem asociovanym konkrétné s nasim axianim vektorem B?

jetenzor Bj, = Ay ; — A1, souvisgi spolu vztahy

1
B' = 5 GijBjk < Bjk = ijlBl

(snadno dosazenim zjistime, Ze vztahy jsou kompatibilni). Pfirozenym a spravnym tipem je

pokusit se do EtyF rozmérli rozsifit tento asoci ovany tenzor magnetického pole B;j,. Odpovidajici

Ctyf-tenzor oznacime tradicné F),,

Fo.=A4,,—4,.,|. (5.9)
Jeho prostoro-prostorove slozky tvori samozfgimeé B;, = ¢;, B, ae zgjimalo by nés, co je na
Fy; = —Fjo mistech (diagonalni slozky jsou samoziejmé nulové diky antisymetrii):
104, 10 E;
FOj = Aj70 — AQJ‘ = J —¢ S —

c ot cori ¢’

L Uvaite, Ze zavid ost naboje nasoustavé by znamenala, Ze jakykoliv predmét by se napf. mohl jevit neutralnim z
jedné soustavy, zatimco nabitym z jiné. Podobné tfeba nabojovabilance srazkovych experimentll naurychlovagich
by mohla zaviset na soustave, z jaké se vysdedek sleduje.
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kdejsmejen dosacili 4, = (-2, A) avyuzili stendardnino vztahu E; = —6,; — A, V urtité
(alejakékoliv) inercidni soustave tedy reprezentuje velicinu F),, matice

0 _E _E _E 0 B B E

B c c c s c P .

= o B -p w | -= o B -B,
F,ul/ - & _Bz O Bz ) F — _ﬂ —BZ O BI (55)

£ pio_pr g £ B, B, 0

(kontravariantni tvar se ziska normané zvednutim indext, F** = np*#n®*F,,,, jsou v ném jen
prohozena znaménka v “Casovem” fadku a sloupci; poznamengime, Ze rozliSovani hornich a
dolnich indexti u E a B je v pfipadé kartézskych slozek jen “kosmetické’, ne podstatné). Je
velmi potésitelng, Ze jsme ziskali veli€inu, ktera obsahuje elektrické i magnetické pole — takze
vektor £ uz do 4D roz&fovat nemusime. Veiging F,,, fikame tenzor elektromagnetického
pole. Je de opravdu tenzorem? Je dana gradientem A,, a gradient ma povahu kovektoru, takze
F,,, jetenzorem, pokud je Ctyf-potencid A,, (ko)vektorem. To nas ovsem stale Ceka oveit!

5.2 Maxwellovy rovnice

Maxwellovy rovnice el ektromagnetického pole maji nalevé strané prvni derivace E aB, takze
ve Ctyfrozmérném tvaru tam budou jisté prvni derivace F*%. V Gvahu pripada bud gradient,
nebo divergence. V prvni sérii rovnic vystupuje vpravo proudova hustota, takze v této sérii
bude ziejmé divergence F*? (protoze ta je vektorem). Skutetng, 1. sérii Maxwellovych rovnic
predstavuje strucny zapis

Fo 5 = pJe |, (5.6)

kde . je permeabilita vakua.? Ovéfime, Ze jeho slozky odpovidaji obvyklé tfirozmérné podobé
rovnic. Vyuzijeme pfitom Casto pohledu namatice (5.5). Slozka o = 0 davavlevo
, 1. 1 .,
F% 3 =F% ;= -FJ ; = ~divE
C C

avpravo (1J° = pcp, takze s vyuzitim znamého vztahu (plainého pro vakuum!) epuc? = 1
dostavame po vynasobeni ec rovnici divD = p. Slozky o = ¢ davaji vlevo

Fzﬁﬁ = F0, ¢+ Fij,j - _éEiJ/ + GijkBk,j — _0_1285 + (roté)
avpravo .J¢, takze po vydéleni 1 — a opét s vyuzitim vztahu ejc? = 1 — dostavame rovnici
rotH = J + %—? .

V druhé sérii Maxwellovych rovnic zdroje viibec nevystupuji. A druhou moznosti, jak
zderivovat tenzor elektromagnetického pole, jejeho gradient (tedy derivace podleindexu, ktery
se “nevysCita’). Samotny gradient ), , ma prilis nezavislych slozek (totiz 6x4=24) nato, aby
predstavoval 4 rovnice, aleto se dazredukovat cyklickou permutaci: spocitametedy (z definice)

F[W,p}cykl = Fw,p"‘Fpu,V""qu = Av,up_Auwp"‘Au,pv_Ap,ﬁw+Ap7w_Av7pu =0. (5'7)

2 Pokud se probira také elektrodynamika v prostiedi, znati se permeabilita vakua (tedy tato specialni hodnota
veli¢iny 1) obvykle 1, ale my zde budeme ve vakuu stile, tak to nebudeme indexem zdOraziovat. Stejné tak
permitivitu vakua budeme zna€it prosté e. “Intenzity” a “indukce” poli tedy budou vaude ve vztahu D = ¢F,
B = uH.



62 5. ELEKTRODYNAMIKA VE VAKUU

Vyraz vlevo je antisymetricky ve viech indexech, jak se snadno ovéfi prosté jejich prohozenim
(provedemeto s i <> p, deje jedno, pro kterou dvojici se to vyzkousi, protoze diky cyklické
permutaci vystupuji ve vyrazu vsechny tfi indexy zcela rovnocenng):

F[Pv,u}cykl = pru + FMJ,V + Fvuvp = _qu - Fpuw - F/»w,p = _F[W,p}cykl :

Vyraz, ktery je ve vSech indexech antisymetricky, ma ovdem “vSechny diagonay” nulové:
maji-li aspon dva jeho indexy stejnou hodnotu, je prislusna slozka automaticky nulova. Jako
netriviani tedy zbyvaji jen moznosti uvp = 123,012, 013, 023 plusjejich permutace. Permutace
index{l viak nanejvys zméni znaménko vyrazu — a rovnice (5.7) maji na pravé strané nulu,
takze permutace v naSem pripadé zadnou novou informaci nepfindseji. Rovnice tak predstavuji
jen 4 nezavidlé netrividni vztahy. Pro uvp = 123 jeto

0 = Fuogjeyn = Fraz + F10+ Faz1 =
= 612iBi,3 + 631iBi,2 + 623@'Bi,l = 33,3 + 32,2 + Bl,l = divB
apro uvp = 0jk

1 1 1
0 = Flojrjeyt = Fojp + Froy + Firo = — Lk + - Ei ;i + - eiuB

coz po vynasobeni ¢ €% (adiky vztahlm —e/* E; ;, = €M E; , = €% Ey, ;, €7%¢;1; = 267) dava

g g g . 4 0B
0= e”k(Em —Eir)+ ewkﬁjlelJ = 2€”kE;w~ +2B",, neboli rotE = 5
Shrnuti Maxwellovych rovnic:
- af o 7 T 85 S
l.série:  F* 3= pnJ = rotH = J + e divD =p , (5.8
. - 9B . -
2. série : Flov pjeyra = 0 <— rotE = 5 divB =0 . (5.9

Vzpomeneme-li, Ze J* je CtyF-vektor (a i je invariant), pak méa-li mit prvni série rovnic inva-
riantni vyznam, konkrétné méa-li to byt vektorova rovnice, musi byt F*? tenzor. Jinak by jeho
divergenci nemohl vzniknout Ctyf-vektor. Druha rovnice uz je pak tenzorova “samozigme’,
protoze gradientem tenzordi vznikaji, jak vime, opét tenzory.

5.2.1 Rovnice kontinuity

Diky antisymetrii F*® (azaménnosti parcialnich derivaci) je F*8 5., = 0 (zlzeni vyrazu vedvou
antisymetrickych a dvou symetrickych indexech je ekvivalentni stopé soucinu antisymetrické
a symetrické matice, coz je nula), takze divergence prvni sady Maxwellovych rovnic vede k
rovnici kontinuity:

JE,=0, tj. JPo+J ;=0 <= % +div/=0. (5.10)
Jak vime, gradient je kovektor, takze vysledkem divergence (zde skalarniho soucinu gradientu
s vektorem) je invariant. Kdyby naboj nebyl invariantni, nebyla by invariantni ani rovnice
kontinuity — tedy jgi prava strana by nemusela byt ve vSech soustavach nulova. Tim se kruh
uzavira rovnice kontinuity Fika, Ze naboj nema nikde vznikat nebo zanikat; pokud by naboj
nebyl invariantem, pak by rovnice v nékterych soustavach neplatila, takze v téch by naboj mohl
vzniknout €i zaniknout.
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5.2.2 Nejednoznacnost ctyi-potencialu — kalibracni invariance teorie

Nyni se na Maxwellovy rovnice podivame z druhé strany, jako na pfirodou predlozené fun-
damentalni rovnice. Co s nimi? Jak vime, druha sada je automatlcky splnéna, pokud se pole

vyjadFi pomoci potenC|aIu znamym zplisobem E = —grad¢ — %f , B = rotA, Ctyf-rozmérné
zapsano £, = A, , — A, . Kdybychom misto Ctyf-potencialu A, vzali jiny Ctyf-potencial
Au = Au+ X s

kde x,, je ngaka Ctvefice funkci, pak F},, se zméni na
Fo=Auu —Auw =Avy — Apw + Xop = Xpw = Flw + Xop — Xpw

— tedy nezmeéni se, pokud bude platit

Xpv = Xvyp

Tato podminka je spinéna prave tehdy, kdyz x,, je gradientem ngaké skalarni funkce (= x),
tedy x, = x,. (diky zaménnosti parcialnich derivaci).

Shrneme: Ctyf-potencid neni urcen jednoznatné, napolich (tim padem na Maxwellovych
rovnicich) se nic nezméni, pokud provedeme “kalibracni transformaci”

A=A, + X, (5.11)

kde y jelibovolny skalar [“elektrodynamikajeinvariantni vici kalibracni transformaci (5.11)"].

Tato kalibracni volnost je podstatnym rysem elektrodynamiky. Lze ji také prakticky vyuzit a

zvolit funkci x tak, aby potencid nabyl podoby, ktera je pro dany problém co nejvyhodnéjsi.
Nejobvyklejsi volbu predstavuje L orenzova kalibraéni podminka®

1 d¢
2ot

Je zZiejme, jak se ke CtyF-potencialu takovéto viastnosti da dostat od “obecného” pripadu AP:
vyuzije se kalibrani volnosti, prejde se k AP = AP 4+ | po novém potencialu se pozaduje
AP 5 = 0 aztoho dosazenim vyplyne, Ze kalibragni transformaci je tfeba provést s y spliujicim
rovnici

A p=0, tj. A+ A= +divA=0. (5.12)

X’BvﬁEDX:—ABﬁ.

Ctveretek znaii tzv. d’' Alembertliv operator, totiz soucet druhych parcialnich derivaci; jednase
0 rozsifeni Laplaceova operéatoru o Casovy Clen v duchu skalarniho soucinu Minkowského,

, 0 0 0? 0 0 1 02
= v = K —=—-——=—+4+A
" Ok Oxv (=700, = 0°00) =" ()2 B Ozt O’ 2 Ot? -

U=

Déleje zZigimeé, Ze Ctyf-potencid neni ani Lorenzovou podminkou uréen jednoznaéné: miizeme
jg bez porudeni podminky ménit o gradienty funkci y, které vyhovuji d’ Alembertove rovnici
Uy =0.

Vyhodnost Lorenzovy kalibracni volby je vidét navinové rovnici:

3 Podminka se jmenuje podle danského fyzikaL . Lorenze, nikoli podlejeho holandského kolegy H. A. Lorentze
(pro nés spojeného predevsim s transformact).
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5.2.3 Vinova rovnice

Druhou sadu Maxwellovych rovnic jsme tedy identicky splnili volbou £, = A, , — 4, , de

jesté se musime podrobngi podivat, co plyne dosazenim tohoto vyjadfeni do prvni sady:
Aﬁ’aﬁ — Aa’ﬁﬁ = MJQ .

V druhém Clenu vidime —JA“. Prvni Clen |ze diky zaménnosti parcialnich derivaci vynulovat
volbou ¢tyF-potencidu, ktery vyhovuje Lorenzové podmince A? ;5 = 0,

Aﬁ’aﬁ = Aﬁﬁa = (A675)7a =0.

Pro Ctyf-potencialy, které splinuji Lorenzovu kalibratni podminku, tedy prvni sada Maxwello-
vych rovnic vede k vinovérovnici

OA% = —pJ®. (5.13)

Vzpomeneme-li nadefinice J* = (cp, J), A* = (% ) /Y) , Shadno tuto Ctyf-vektorovou rovnici
rozepiSeme na zname tfirozmeérné tvary
g, (a=j:) OA=—pJ.

Na vlnové rovnici je konetné pfimocare vidét, Ze Ctyf-potencial musi byt Ctyf-vektorem.
CtyF-proud na pravée strané je totiz &tyF-vektorem a d’ Alemberttiv operator vievo je po age-
brai cké stranceinvariantem (jeto skalarni soucin dvou gradienttl agradient je kovektorem). Kdo
by to chtél Uplné presné, at' si uvédomi kalibracni volnost v potencidlu (5.11): Ctyf-potencial
vlastné nemusi byt CtyF-vektorem, ale musi se od Ctyf-vektoru lisit nejvyseo Clen, ktery sedavy-
jadrit jako gradient skalarni funkce. (Pokud navic poZadujeme Lorenzovu kalibratni podminku

— auvlnové rovnice tvaru (5.13) jsmeji pozadovali —, pak tato funkce musi navic splihovat
homogenni vinovou rovnici Cy = 0.)

Vinova rovnice pro £,

“VInovou rovnici” sev elektrodynamice obvykle mysli konkrétné vinova rovnice pro potencié
A*, okteréjsmepravemluvili. AvSak i samotny tenzor el ektromagnetického pol e (tedy el ektricke
a magnetické pole) splnuje vinovou rovnici, jak se snadno presvédCime, kdyz druhou sadu
Maxwellovych rovnic (5.7) zderivujeme podlejednoho zjiZ sevyskytujicich indexti— napriklad
podle z”:

0 = (Fupt+ Fpuw +Fopp)” = Fu’ + Fopu + Fop = (5.14)
= UFu+Fy"+Fp’y=0F0 — pduy + pdoy
= OF,=p(Ju— o) - (5.15)

VyuZili jsme (v druhém a tfetim Clenu) jen zaménnosti parcianich derivaci a poté 1. sady
Maxwellovych rovnic. Jak vidno, tato vinova rovnice je dokonce homogenni, pokud ma Ctyf-
proud nulovou Ctyfrozmeérnou rotaci.
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5.3 Dualni tenzor a invarianty elektromagnetického pole

Jak jsmejiz vzpominali, Einstein uvadé, ze na jeho cesté k principu speciani relativity sehré
vyznamnou roli odlidny obraz “magnet-elektrick€” indukce z hlediska magnetu a z hlediska
vodive smycky: bylo zjevng, Ze v soustavé magnetu je jen magnetické pole, zatimco v soustavé
spojené se smyckou musi existovat jak magnetické, tak elektrické pole. Einstein tak vytusil,
Ze jen urcité spolecné jednoté elektrického a magnetického pole Ize pfiznat objektivni, na
vztazném systému nezavisl ou existenci. Ve Ctyf-rozmérnem podani el ektrodynamiky jerel ativita
elektrického a magnetického pole vyjadiena tim, Ze jako slozky tenzoru el ektromagnetického
polejsou E* a B* zavis énainerciani soustavé— jejich hodnoty vedvouinercia nich soustavach
jsou konkrétné svazany L orentzovou transformaci

F,=ASASF,

po

PP = A NP5

Casto |ze dokonce pro dané elektromagnetické pole F,,, ngjit takovou soustavu, v niz vymizi
elektricke pole, anadruhé strané jinou soustavu, v niz vymizi pole magneticke. Je-li ovsem F,,
tenzorem, mainformace v ném obsazenai urcitou invariantni, na systemu nezavislou cast. Tvar
a zplisob ziskani této informace nejsou zavisé na fyzikanim obsahu tenzoru, jsou dany Cisté
tim, Ze F,,, je bivektorem (antisymetrickym tenzorem 2. fadu).

Z libovolného bivektoru setotiz daji vytvorit dvanezavisiéinvarianty, F,,, F* aF,,"F*,
kde

1
T = M, (5.16)

je tenzor duélni k F'*¥. Je to zjevné také bivektor, takze na diagonale ma rovnéz nuly. Kdyz
upresnime, ze Gtyfrozmérny Levi-Civitlv tenzor je zcela antisymetricky tenzor uréeny slozkou

B (= B =1 = o (=em) =41,

snadno dopocitamei dal8i komponenty dualniho tenzoru,

N 1 .. 1 . ,
Y =5, =5 M Fy = -3 M e B™ = —B7
*11] 1 ij po 1 ij0k 1 i7k0 ij0k ijk 1 ijk
F EQG Fpg:§€ F0k+§€ FkOIG FOkI—G FOk:_e Ek,
C
tedy zcela explicitné
0 B, B, B, 0O —-B* —-BY —-B*
. -B, 0 & -Z - Bt o0 £ b
Y c c c c
B BB B Lm0

Vidime, Ze dualitni transformace vz emné prohazuje elektrické a magnetické pole.
Pomoci dualniho tenzoru se daji zapsat Maxwellovy rovnice v duanim tvaru

T =0, Fluvpleyat = 1 €apup - (5.18)
Prvni (tj. vliastné druhd) sada plyne z toho, ze

*pof 1 apBpo 1 afpo .

Fp =5 € Foop = 5 €7 Fpogenia = 05

druhou (tj. prvni) sadu si miizete ovéit tfeba po slozkach, podobné jako jsmeto délali s (5.7).
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Mezi plivodnim adual nim bivektorem existuji rlizné obecné platnévztahy (hlavnim z nich
je, zedual z dualu je minus plivodni tenzor), ale nebudeme zde “ vlastnosti hvézdicky” nijak dale
rozvijet, zamé&ime sejen nainvarianty. Pfedeviim by se mohlo zdat, ze dalSi invarianty poskytuji
vicenasobnésoutiny F,” F,'F," ... F\" F;*, deneni tomu tak: souginy slichym pottem Cinitel
jsou nulové, ponévadz souciny se sudym pottem Clenll a s nevystitanymi “krajnimi” indexy
jsou v téchto symetrické; a o sudych soucinech se ukaze, Ze se dqgji vyjadrit pomoci uvedenych
dvou “kvadratickych” invariantll. Invariantem je také determinant (smiSeného) tenzoru 2. fadu,
ale ani ten nepfinasi v pfipadé bivektoru nic nového — jetotiz dan druhym invariantem,

1 2

det(F,") = det("F,") = — (ZFW*FW) . (5.19)

Nyni jiz ze znalosti slozek (5.5), (5.17) invarianty vyjadiime pomoci elektrického a
magnetického pole:

v 07 i 2 j k _ijl 2 2E2
FM,/FM = 2F0jF 7 + Eij = —gEjE] + eijkB € Bl =2B° — 7 s (520)

—

. S N | 4 4 5 =
EJF™ = 2B FY + F;*FV = —B;B + - eijp BF M By = —E-B. (5.21)

5.3.1 Kovariantni vyjadieni elektrického a magnetického pole

Na zatatku kapitoly o elektrodynamice jsme zjistili, ze snaha o rozdifovani tfi-vektorll £, B o
Casovou slozku neni dobrou cestou k prostoro-Casovému elektro-magnetismu (test: pokud jste
dosud Cetli poradné, nevidite v téchto slovech pomlcky; v opatném pfipadé doporucujeme zaCit
znovu od zacatku — a opakovat to tak dlouho, ...). Nyni, kdyz mame tenzory £, a*F},,, se
mUiZeme znovu zeptat, zda prece jen nejde sjejich pomoci vyjadrit elektrickeé a magnetické pole
ngak kovariantné. Vidime, ze elektrické pole je dano “Casovymi” slozkami F),, a magneticke
pole “Casovymi” slozkami *F),,. Tento vyrok |Izefici kovariantné: elektrické a magneticke pole
maji v systému spojeném s pozorovatelkou charakterizovanou Ctyf-rychlosti a# (nemusi byt ani
nutné inerciani) hodnoty

A . 1
By=Fui’,  B.=——"Fui". (5.22)

Jeihned vidét, ze

Ea" =0, B, =0

a ze kdyz vztahy vycislime speciané v klidové soustaveé pozorovatelky, tedy v soustave, v niz
ma (jgji) Ctyf-rychlost a# slozky (c, 0, 0, 0), dostaneme spravné

N A 1
J— J— ___* __* —
EM_FMOC_EM7 BM_ - MOC_ MO_BM'

Vztahy (5.22) |ze pfepsat i v opatném sméru,

F. = é (Eu# - E#u) n % €pr @B | (5.23)
F, = %GWPUFW = 55 e (Eaap . EP@J) + 2% €awpo €7 0 By =

= éeme"ﬁp — % (658) — 656%) @, By =

_ éew,ﬂ,fa/f foin % (Bﬂfay - éya“> , (5.24)
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kde jsme vyuzili identity
€upo €7 = —2 (5553‘ - 555;‘) :

Snadno se zkontroluje, ze prvni, resp. druhé pfifazeni (5.22) plyne ze (5.23), resp. (5.24)
prosté vynasobenim @ — stafi si k tomu uvédomit, ze €, u"0” = 0 (Levi-Civitlv tenzor
je antisymetricky ve vSech indexech, takze jeho vnitfni vynasobeni libovolnym symetrickym
tenzorem dava nulu), a vyuzit normalizace Gtyf-rychlosti i, 4" = —c2.

Kdo chce, mlize s jesté dosazenim kovariantnich rozkladll (5.23), (5.24) “elegantn&’
vycidit invarianty,

v 1AA 1AA 1 ~K DA 1AVA 1AA1/ 11/0'AA
F,F¥ = (;E,,u”—g uuy+ge”y,€AuB)<gE u”—gE”u +Ze”pupBU):
- Lpp - Llegg Lo aemraia,b, =
- _g v _g “w _'_ge,uz/n/\e U UpDg =
_ 2 p e 2 (5057 — 5o B, B, —
- ?M _g(ﬁ)\_fi)\)u UpDo =
_ 2 ppr_ ZwBra B, — —2 BB+ 2B°B
prmng g m —gu U/p U__g w _'_2 g
* TV Lo . 1 ~K DA 1AA1/ 1AIIA 1 vpo s T
F,"FI'° = (EE,,U”—? #UV_'_EG#VNAUB)(EB#U _EB u”—i—ge””upEg):
e lp g Lo e B, =
= E v _'_E i +§€Wﬂ/\€ u UpLig =
= 2EBr— 2 (57 — 5750y i Bra By = - BB
= Lt _g(n/\_n,\)u Up o= L hu .

5.4 Lorentzova Ctyr-sila

Zatim jsme se zabyvali vlastnostmi elektromagnetického pole a tim, jak je toto pole buzeno
zdroji. Nyni je jesté tfeba dodat, jak dané pole plisobi na testovaci naboj. Vime, Ze to je
dano Lorentzovou silou. Mezi ¢tyf-silou F* atfirozmérnou silou f* jsme nalezli obecny vztah
Fr={( ..~ f) tak budeme Lorentzovu ¢tyf-silu odhadovat podle tvaru jgjiho tfirozmérneho
prot& 3ku fL = q(E + 7 % E). VeliCiny, kterév fL vystupuiji, jsou v Minkowského prostoro€asu
obsazeny ve veliCinach ¢, F** aut. Je zjevng, ze (az na znaménko) existuje jediny rozumny
zplisob, jak z téchto velitin sestavit CtyF-vektor:

Fl' = qFh, | . (5.25)

Porovnanim s (5.22) vidime, Ze se jedna o ¢-nasobek elektrického pole v soustavé testovaciho
naboje (dané jeho ctyf-rychlosti u*). Vyjadfime-li F}* v obecném inerciélnim systému, zjistime,
Zeprostorovymi (u = i) slozkami tohoto Ctyf-vektoru jsou skutecné (i se spravnym znaménkem)

Fy = qF"uy, = q(Fug + FVuy) = gy (B' + €7*v; By) = 7q [EZ +(@x BY| =7/,
kde jsmejen dosadili v, = v(—c, ¥). Podivejme se, co vychazi v Casové slozce:
0 o 1 A 1 = _ 1 - _
Py =qFu; = —yqEv = - yqE - U= —fL - V.

Vyraz ¢F - ¢ znamena vykon elektrickych sil a diky tomu, ze (U % é) - = 0 (magneticka
sila nekona praci, protoze plisobi kolmo ke sméru pohybu), jedna se zaroven o vykon celé
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Lorentzovy sily, fL - . Uvazime-li dale, ze y = fi‘—j , je vidét, Zze Casova slozka L orentzovy Ctyf-
sily ma vyznam vykonu Lorentzovy sily fL vztazeného na jednotku viastniho Casu testovaci
Castice T adéleného c.

Dodegjme zde, Ze el ektromagneticka interakce je jedinou fundamentani makroskopickou
interakci kromé gravitace. Gravitaci ovSem ve specialni teorii relativity neuvazujeme, kromé
toho v obecnéteorii relativity je gravitatni interakce " geometrizovana” (popsanageometrickymi
vlastnostmi prostorotasu) apojem “gravitaéni sily” setam vibec nezavadi. L orentzova Gtyt-sila
jetak v teorii relativity zdaleka nejvyznamng Sim pripadem Ctyr-sily.

5.4.1 Lorentzova Ctyi-sila neméni klidovou hmotnost

V kapitole o mechanicejsme odvodili vztah ), FHu” = —CQC‘% , ktery fika, ze pokud natéleso
plsobi Ctyf-sila kolma na jeho Ctyf-rychlost, nemeéni se pfi pohybu klidova hmotnost télesa.
L orentzova Ctyf-silama tuto vlastnost, jak snadno uvidime po dosazeni,

N v’ = nuqu“Au)\u” = qF“Au)\uH =0,

z toho, Ze tenzor F** je v indexech [M, Al antisymetricky auyu, Symetricky. Pokud se klidova
hmotnost Castice v Case neméni, je C}i = mo<L-, takZe pro Lorentzovu Ctyf-silu ma pohybova
rovnice podobu

Mo~ = qF"u,, . (5.26)

5.4.2 Hustota Lorentzovy Ctyi-sily

Pokud je tfeba popsat plisobeni sily narozlehlétéleso, hodi se k tomu vice Ctyf-silavztazenana
jednotku objemu. CtyF-vektorovy charakter veliiny, jak vime, “nepokazi” definovani takovéto
hustoty vzhledem k viastnimu objemu — vysledkem jevlastni hustota&tyt-sily &+ = £ Kon-
krétné v Lorentzove Ctyf-sile je vSak extenzivni veliCinou (takovou, ktera se méni s Ob] emem)
jen naboj testovaciho télesa, takze jgi vlastni hustota ma podobu

dFf'  dq

(I)M
LT al, dl

1 - - -
Fiy, = poF™u, = FM ], = (-E.J, @L) , (5.27)
C

kde pro Casovou slozku plati také

1 - - 1
P = — - J=-0p, -7
cp c
a hustota tfirozmérné Lorentzovy sily je
P, = pE+J X B.
FTav

5.5 Rovinna harmonicka vina. Vinovy Ctyr-vektor

Uvazujme vinovou rovnici v oblasti bez zdrojbi (J* = 0), tedy JA* = 0, a pokusme se 0 j i
nejjednodussi vinove feSeni — ve tvaru rovinné harmonické viny

AY =R {Aa ei’wf’} , (5.28)
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kde A® jeamplitudaak® jevinovy &tyr-vektor.* Aby se skutetnéjednal o o FeSeni odpovidajici
rovinné harmonické ving, museji byt A* a k> konstantni: jednak “harmonickym” se nazyva
netlumené vinéni typu sinus/cosinus, takze s konstantni amplitudou, jednak “rovinnou” vinou
je takova, kdy mistastejné faze (tedy i stejné hodnoty pole) tvori v daném okamzku rovinu. To
znamena pozadavek, aby vztah (k,7);—xonst.—=r = konst, neboli kocT + k;z* = konst, ur€oval
rovinu. Pozadavek je splnén, pokud %, je konstantni — pak vztah pfechézi v k;z* = konst, coz
jerovniceroviny.
Je tfeba zkontrolovat, za jakych okolnosti je vyraz (5.28) skutecné feSenim bezzdrojovée
vinové rovnice JA* = 0. Vypocet levé strany vyZaduje znat prvni adruhé derivace A*:
a ta ikgaosq, 07 ag. so a
A%, = A% ik, o A%ik,0, = ik, A" (5.29)

A%, = (A°,), = (ik,A%), = ik, A%, = ik,ik, A% = —k,k, A | (5.30)

7/”1/1/

Dosazenim tak mame podminku

.09

0=0A=(n" —
(77 Oxt OxVv

) A =g A*,, = —"k,kAY = 9"k, =0 (531)
(triviani pfipad A“ nema smysl uvazovat). VInovy Ctyf-vektor tedy musi byt svételny. To zna-
mena, Ze na prostorocasovem diagramu mifi “pod 45°”, podél nékteré povrsky mistniho svétel-
ného kuzelu. Fyzikané to znamena, Ze el ektromagnetické vinéni se Sifi rychlosti svétla.

Je nutné dodat podstatnou okolnost: vinovarovnice matvar JA® = —uJ® jen za pred-
pokladu, ze Ctyf-potencial spliuje Lorenzovu kalibratni podminku A , = 0. Tudiz hleda-li se
FeSeni vinové rovnice tohoto tvaru, je tfeba automaticky zaroven pozadovat, aby vyhovovalo
této kalibratni podmince. Podle toho, co jsme vySe spocitali, to znamena pozadovat

A%y =0 <= k,A"=0. (5.32

Pole rovinné harmonické viny je velmi speciani, jak se snadno presvédCime dosazenim
do F),, a*F,

na

E,, =ik,A, —ik,A, Pl = — P E =i A, (5.33)
= F, k=0, *F,k"=0, E,F" =0, F,F*" =0 . (5.34)

N

Jak vidime z (5.20) a (5.21), nulovost invariantd Fika, ze *B2 = E2 A E - B = 0.

Méli bychom jesté poznamenat, ze k* skuteCné musi byt Ctyf-vektor. M&li totiz byt
kovariantni (konkrétné vektorovou) vinovarovnice, pak n*"k,k, musi byt invariant, a tedy &*
musi byt vektor. Podobné |ze argumentovat z toho, ze faze k,x° musi byt invariantni.

Posledni, ale pro dalSi kapitolu o vzhledu objektli podstatna poznamka: ma-li sefaze k,x°
rovnat obvyklému “klasickému” vyrazu k-7 — wt, tedy mali platit

kyx® = koct + kiz' = —wt + kit

musi mit vinovy Ctyf-vektor slozky

k= (—%E) R - (%E) . (5.35)

4 Pro vé&tsi prehlednost nebudeme v dal&im upozorfovat nato, Ze z exponenciély je tfeba vzit redlnou (piipadné
imaginarni) cast.
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Nulovou (svételnou) povahu k# |1ze takto “ve slozkach” vyjadrit
. w2 R w2
0=nuk'k" = _(k0>2 + 0k'K = 2 + k2 <— k? = \k\2 = =z

— Samozigimé, prostorova Cast (svételného) vektoru musi mit stejnou velikost jako Casova
VInovy Ctyf-vektor |ze tedy také rozepsat

kde ¢ je jednotkovy tFi-vektor mifici ve sméru k.



KAPITOLA 6

Vzhled objektu

Uz jste asi zjistili, Ze véci nejsou vzdy takove, jak vypadaji! Pfipustite-li konecnou rychlost
svétla, je tomu tak uz podle Newtonovy teorie; s koneCnou rychlosti signalu se totiz netrivialne
sklada vzgemnarychlost zdroje a pozorovatele. Duisledkem je hned nékolik efekti:

e Dopplerlv jev: atkoliv rychlost Sifeni svétla, jak vime, napohybu zdroje ani pozorovatele
nezavisi, ovliviujetento pohyb detekované rozl oZeni vin (ataké jednotlivych diskrétnich
signaldi): viny (signaly) sejevi “nahusténgsi”, resp. “ziedéngjsi”, pokud se zdroj a pozo-
rovatel priblizuji, resp. vzdaluji. Barva (spektrum) bliziciho se zdroje je tedy “modregiSi”,
vzdalujiciho se zdroje naopak “Cervengsi”.

e Aberace: zdroj je vidét v trochu jiném sméru, nez v jakém se v okamziku vyslani svétla
“skutecn€” nachazel (tj. kde bychom jg vidéli “okamzité na daku”, prostfednictvim
nekonecné rychlého signalu). Obecngji feCeno, vzhledem k systému pozorovatele jsou
vSechny paprsky zdroje ponékud uchyleny (“aberovany’) do sméru, v némz se zdroj
pohybuje — cely vyzafovaci diagram zdroje je soustfedén do sméru vzaemného pohybu.
Priblizujici se zdroj je tim padem pozorovan jako jasng i avzdalujici se zdroj jako méené
jasny (tomuto aspektu se anglicky fika beaming).

e Deformace: zdroj je vidét v podélném sméru (= podé sméru vzgemnéeho pohybu)
prodlouzeny, pokud se pfiblizuje, a zkraceny, pokud sevzdaluje. (Nakresetesi to, vtipje
stejny jako u Dopplerovajevu.) Navic je zdroj vidét pootoCeny: poleti-li napf. v dalce po
pfimce krychletak, ze jednajegi sténa bude natoCena presné k nam ajinapresné do sméru
pohybu, uvidime navzdory popsanégeometrii trochui jeji “zadni” sténu, ponévadz fotony,
které nas nakonec zasahnou, mohou vylétat ze “zadni” stény mirné Sikkmo “ dozadu”.

Ve specialni relativité by tyto efekty mély vychéazet jinak, ponévadz se jinak skladaji rychlosti.
Specialné tam navic dochézi k dilataci Casu a kontrakci délek, a to by mohlo byt zgjimave u
priblizujicich se zdroji. TotiZ podie Lorentzovy transformace jdou jakékoliv “pohybuijici se”
hodiny (tedy i ty, které se “priblizuji”) vici “stojici” soustavé pomalgji (dilatace €asu), avsak
klasicky Doppler Fika, Ze pokud se na bliZici se hodiny podivame, uvidime je jit rychleji nez
stojici. Podobné je to s délkou: podlie Lorentzovy transformace jsou veskera “ pohybujici se”
télesa (tedy i ta, kterase “priblizuji”) vici “ stojici” soustavév podélném sméru zkracena, avsak
jednoducha newtonovska (ivaha o chodu fotonl fika, Ze bliZici se télesa jsou vidét v podénem
sméru delsi.

71
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“Lokalné odméfit” versus “(na dalku) vidét”

Uvédomte si, pro€ jsou zdlraznéna slovavidét: kdyz jsme odvozovali napr. vztah pro kontrakci
délek, zajimali jsme se o polohu bodll ty¢e v urdité inerciani soustavé v daném okamziku
prislusného inercialniho Casu; podobné pfi odvozovani vztahu pro dilataci Casu jsme okamZity
Gdaj na“pohybujicich se” hodinach porovnavali vzdy s dajem na* stojicich hodinach” v daném
misté. Tedy kdyz jsme podle Lorentzovy transformace prepocCitavali mezi soustavami délkové
Ci Casoveé Useky, nevstupoval o nikde do hry Sifeni svétla. Kdyz se vSak nyni (poprve) ptame, jak
vidi ngakou tyC nebo hodiny urcity pozorovatel, musime Sifeni svétlavzit také v tvahu, protoze
fotony, které k pozorovateli dojdou v uréitém okamziku, obecné cestovaly po riiznych drahach
astartovaly z rliznych mist zdroje v rliznych ¢asech.

Takze jak to vlastné dopadne?

6.1 Doppleriv jev a aberace

S jakou frekvenci a z jakého sméru prichazi k pozorovateli svétlo zdroje? Obeé informace jsou
obsazeny ve vinovem Ctyf-vektoru k*. Spojme se zdrojem soustavu IS a s pozorovatelem
soustavu IS, priCemz jgjich osy = ax’ natoCime (bez Ujmy na obecnosti) tak, aby mifily presné
ve sméru vzajemné rychlosti a aby se IS vii& IS pohyboval v kladném smysiu z. Uloha je
dvourozmérna, protoze vzajemna rychlost v a spojujici svételny paprsek (vinovy vektor E)
definuji rovinu. Nastavime proto dale soustavy tak, aby osy z a 2’ byly k této roviné kolmé;
Uloha se tak bude odehravat v roviné (z, y), resp. (2, 3'). VInovy vektor je, jak vime, svételny
(Nuwk'k” =0 < k = w/c), takze jeho slozky v soustavach IS alS' |ze zapsat

=2 (1, €w) = = (1, cos0,5in.0,0),
I &
/ /

Y (1, €un) = “ (1,cos €', sinf',0),
c c

kde 6 (resp. 0') je Uhel mezi kladnym smérem osy x (resp. x’) a smérem, ve kterém mifi
paprsek (tedy vinovym vektorem), orientovany “ proti sméru hodinovych rucicek” . NeCarkované
acarkované slozky vinového Ctyf-vektoru jsou svazany Lorentzovou transformaci k'# = A*, k",
konkrétné speciani Lorentzovou transformaci “ve smeru x”.

6.1.1 Dopplerav jev

Dosazenim do Casové slozky transformace k0 = A%k® 4+ A% k', tedy w' = yw — y2 wcos b,
dostavame ihned vztah pro Dopplerdiv jev,

1 ! 1 om
d neboli wyps = — _ Wom
71— %cosf

(pfipomeime, 7ze w' = w.n je frekvence zafeni v klidove soustavé zdroje a w = wops
frekvence viici klidove soustavé pozorovatel€). Je vidét, Ze oproti klasickému vzorecku je zde
navic Lorentzlv faktor . Zkontrolujme speciani pripady:

w

(6.1)

251—%(:088’

e 0 =0 = cosf = 1 odpovidatomu, ze svétlo k pozorovateli pfichazi presné v kladném
Sméru osy x, neboli pozorovatel vidi zdroj pfesné v zaporném sméru osy x — tudiz zdroj
se k pozorovateli pfiblizuje. Viychazi

1w Ja=2) (1+2) It:

Wobs = — v — Wem = Wem ) (62)
v1-=3
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tedy pozorovanafrekvence je vysSi nez vysilana

e ) =1 = cosf = —1 odpovidatomu, Ze svétlo k pozorovateli prichazi presnév zaporném
Sméru osy z, heboli pozorovatel vidi zdroj pfesné v kladném sméru osy x — tudiz zdroj
se od pozorovatele vzdaluje. Vychazi

1 Wem V=) (1+3) 12
wobs:_@:wem 1+% = Wem 1+%7 (63)

tedy pozorovanafrekvence je nizsi nez vysilana

e 0 =+m/2 = cosf = 0 odpovidatomu, Ze svétlo k pozorovateli pfichazi pfesnéve sméru
kolmém na osu z, neboli pozorovatel vidi zdroj pfesné ve sméru kolmém na smér jgich
vz emného pohybu — tudiz v okamziku, kdy se jgich vzdaenost neménila. Vychazi

. Wem
Wobs = ;

tedy pozorovanafrekvence je nizsi nez vysilana

“Klasickacast” Dopplerovajevu, zplisobena“fedénim” / “ zahustovanim” vinoploch v diisledku
vzdalovani / priblizovani zdroje, je tedy siingsi nez relativisticky efekt dilatace Casu (ktery
je nezavisly na sméru vzajemného pohybu): pokud bychom skutecné sledovali pfiblizujici se
hodiny, vidéli bychom je (navzdory relativistickedilataci) jit rychleji nez hodiny stojici. U vzda-
lujicich se hodin maji dilatace i duisledek Sifeni fotonll konenou rychlosti “stejné znaméenko”,
hodiny vidime jit pomalgji. Relativisticka dilatace se vSak “nerusen&’ projevuje v pripade Cisté
tangencianiho pohybu — a zplisobuje novy, Cisté relativisticky, tzv. pricny DopplerQv jev.

6.1.2 Aberace

Nyni je&té uvazime nékterou netrivialni prostorovou slozku transformacni rovnice k'* = A* kY,
tfeba y-ovou (i = 2): k" = A2%,k2, tedy W’ sin 0’ = wsin §. Dosazenim w’ = yw (1 — 2 cos 0)
z dopplerovského vztahu (6.1) dostavame

1 in
sing = - 207 (6.4)
71— %cosf

Podobné bychom dosazenim ' do xz-ové (1 = 1) slozky transformacni rovnice,

E' = Aok® + ALKt W cosd = —79 W+ ywcosh,
c

dostali
cosf — 2
0= ——< 6.5
o8 1—2cosh’ (6.5)
coz se dainvertovat snadngji nez vztah pro sin ¢':
cosf' 4+ ¢ 1 sind¢
0=———< = sinf=—-——7+—- | . 6.6
o8 1+ < cost/ S v 1+ Zcost 69

To jsou tedy formule pro aberaci; oproti klasické podobé se opét navic objevuje Lorentziiv
faktor (nikoli vSak ve vztahu pro cos #). Tento faktor (v > 1) snizujevelikost sin 6, tedy naklani



74 6. VZHLED OBJEKTU

k (jesté vice) do sméru osy x — to znamena, Ze rel ativisticka aberace je vyrazné Si nez klasicka
(“V praxi” ovSem byva faktor % = /1 —% jen velmi mao odligny od jedni¢ky, napf. pro

rychlost Zemé ve slunetni soustavé, v = 30km/s, je % = /1 — 108 .) Podivame se opét na
speciani pripady:

e ) =0nebo¢ =7 =sinf =0,cosh = +1: pak jetakésinf = 0, cos = +1.

o 0/ =+71/2=5sin0 = =+1,cosf =0:paksinf = i% ,cosf) =2,

6.2 Jak dlouhou se jevi letici tyc?

Poslednim zakladnim aspektem vzhledu télesa je pozorovany tvar. Obecné je dan prlinikem
okamzitého minulého svételného kuzelu pozorovatele (podé toho k pozorovateli prichazeyi
svételné informace) s historii zdroje (tedy jeho svétotrubici). Tato historie je ¢tyfrozmérnym,
prostorocasovym Gtvarem, a svételny kuzel je tfirozmérny, takze jgjich priinikem je tfirozmérna
oblast. Pokud je téleso nepriihledng, “vidi” pozorovatel priinik svého minulého svételného
kuzelu s historii povrchu télesa (ktera je tfirozmérnd) — pak je vysledek dvourozmérny. My se
vSak v této kapitole nebudeme zabyvat Ulohou v takové obecnosti, poloZzime si jen jednoduchou
otazku: jak dlouhou vidi pozorovatel ty¢, ktera se viici nému pohybuje v podéném sméru?

Budeme Glohu poCitat v klidové soustave pozorovatele. NatoCime ji tak, aby se tyC pohy-
bovala presné podél osy = v jgim kladném sméru a pozorovatele posadime do mista (x = 0,
y = yp > 0); 0sa z je irelevantni, protoZe problém je opét rovinny. Zakladni Gvahou je to,
Ze obraz tyCe, ktery pozorovatel v daném okamziku vnima, je dan fotony, které pravé v tom
okamziku prileti od tyCe do jeho oka. Déku tyCe vymezuji dva specialni fotony — ten, ktery v
tom okamziku priléta od “ predniho” konce tyCe (= B), aten, ktery ve stejném okamziku pfiléta
od konce “zadniho” (= A). Pro délku letu téchto dvou fotonl plati

c(tp —tg)costlg = —xp(tg),  c(tp —ta)cosby = —xa(ta), (6.7)

kde tp je Cas, ve ktery se pozorovatel na tyC podiva, tg ata jsou Casy, v nichz z konce B,
resp. A startovaly fotony, které pravé v okamziku tp prileti k pozorovateli, xg(tg) @ za(ta)
jsou polohy téchto koncli ve startovnich Casech tg, resp. t4, a konetné 0z ad, jsou thly, pod
kterymi fotony z koncli tyGe k pozorovateli leti, méfené od kladného sméru osy = proti sméru
hodinovych rucicek — tedy pro néz plati tanf = jﬁ 5 - Vydélenim cosiny avynasobenim v/c
jeSté rovnice upravime na

t t
vlp — vig = Y 7s(fp) , vip — vip = Y za(ta) . (6.8)
¢ cos by c cos By
Nyni druha dvojice dlilezitych rovnic: vztahy pro pohyb koncli tyce,
l l
rp(t) =vt+ =, aza(t)=vt— <. (6.9

2

Zdel = %0 jedékatyce viici pozorovatel ové klidové soustavé, tedy délkazkontrahovana oproti
klidove délce ;. (Cas jsme nastavili tak, Ze v ¢ = 0 je ty& pravé symetricky kolem potatku.) Ze
vztahll (6.9) nyni vyjadiime vtg, resp. vt,, tedy

l

{
vig = l‘B(tB> — 5 , vtp = xA(tA) + 5 5
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a dosadime je do rovnic (6.8). Snadnymi Upravami najdeme polohy koncli tyGe v okamzicich,
kdy z nich startovaly fotony,

vip + L vip — L
zp(tp) = 1_702 ;o za(ta) = 1_71,2 : (6.10)
ccos ccos O

aodsud linearni délku tyCe odpovidajici pozorovanému vjemu,

’Utp—i—% vip — L

lp = 2p(tp) — 2a(ta) = T3 — 2 (6.11)

ccos g ccos O

Dale podrobngi vysetfime limitni pfipady — kdyZz je ty€ velmi daleko pred pocatkem a velmi
daleko za pocatkem.

e TyC prilétaz daky: zg(tg) axa(ta) jsou velké (proti yp) a zaporng, takze cos gy — 1,
cosfy — 1. Vztah (6.11) v tom pripadé dava

tp+ L utp— L l Vi-% 1+
P URTS ) _ c | (6.12)

Pro1-e 1-¢  1-

ol
—_

|
ol
—_

|
ol

Zjevné plati I, > Iy (> 1). Navzdory relativistickée kontrakci je tedy priblizujici se ty¢
vidét delSi, nez kdyby se nepohybovala.

e TyCodlétado daky: xg(tg) axa(ta) jsou velké (proti yp) akladng, takze cos g — —1,
cosfy — —1. Vztah (6.11) v tom pfipadé dava

1)2
vtp + L vtp — L l - !
Iy = 2 _ 2 — =1 = oy [ —= . 6.13
T T I \ 1+ (6.13)

Zjevnéplatily (> 1) > I, — tyC sejevi jeSté kratSi nez podle relativistické kontrakce (jak

ovdem vime, “opticky” efekt je ve skuteCnosti silng §i, takze je spiSe namistéfikat, ze tyc
se diky kontrakci jevi jesté o néco kratSi nez “klasicky”).

e V dobg, kdy je tyC “okolo” pocatku, je tfeba pouZit presny vzorec (6.11). Jediné pokud
by bylatyC velmi dlouha proti yp, Slo by i v této fazi CasteCné uvazovat limitni pripady,
zde konkrétné zg(tg) > yp > 0 azaroven za(ta) < —yp < 0, tudiz cosfp — —1 a
zaroven cos #5 — 1. Vztah pro pozorovanou délku tyce (6.11) v tomto pripadé dava

vtp + % vtp — é [ —2vitp?,
lP = v v = 2

c2

(6.14)

TyC setedy v tomto pribliZzeni postupné zkracuje, atolinearnésCasem tp. Vztah pfechazi v
prvni limitni vysledek I v Easetp = —5- av druhy limitni vysledek [ v Easetp = +- .
Dosazenim do (6.9) potvrdime, Zev Caset = —2l—v jexg =0,xp = —lavlaset = +25—U
jexg = 41, xo = 0, tedy Ze prvni hodnota dle ofekavani odpovida okamziku, kdy je
predni konec tyCe prave v pocatku, a druha hodnota okamziku, kdy je tam zadni konec.
(Pravé v téchto fazich ovsem neni zde uvazovana limitaplatna!)
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e Jesté bychom mohli vyzkouset, kdy pozorovatel vidi “ spravnou” (zkontrahovanou) délku

% = [. Snadno
najdeme, Ze ji odpovida €as tp = L . Z “pohybovych rovnic” (6.9) bychom mohli
opé&t zjistit, kde se v tento okamzik nachéazeji konce tyCe, ae zde je spide vyznatné
to, kde byly konce tyCe, kdyz z nich startovaly fotony, které doletély k pozorovateli v
okamziku tp = ZLC . Nato odpovidaji vyrazy (6.10). Uchylime-li se opét k jejich limitam
cosfg — —1, resp. cos, — 1, ngjdeme dosazenim Casu tp = 2ic pozice zg(tg) = +é,
za(ta) = —1L , tedy ty€ symetricky polozenou kolem pogatku. (Pokud je ty€ velmi diouha
ve srovnani s yp, je tedy pro tento Usudek uvazovanalimita pouzitelnal)

[. Jisté to musi byt v “prostiedni” dobg, takze vyjdeme z rovnosti



KAPITOLA 7

Variacni principy

Na billboardech se tvrdi, ze (mlj svét) = (moje banka), ale doufame, Zze vy s oblibite jiné
rovnosti. Teoreticti fyzikove vas napriklad budou utit, Ze (mUj svét) = (mdij lagrangian). Eugene
Wigner kdysi napsal ¢lanek o tom, jak “nepochopitelné Ucinnad”’ je matematika — naSe mate-
matika — pfi poznavani svéta. Jesté nepochopitelngsi je, jak Ucinnajsou pfi ném “esteticka”
vychodiska, predev3im pfedpoklady symetrii. V této kapitole pfipomeneme postupy z podobné
kategorie, které se pres svllj naivni obsah zdaji mit podivuhodné obecnou platnost a pomoci
nichz se zeiména v teoriich pole “rutinn&” prochazeji celé tfidy moznosti: variacni principy. V
nerelativistické fyzice se probirgji spiSe pro zaimavost, jako doplnéni “kauzaniho” pohledu
vyjadfeného diferencialnimi rovnicemi, ale v relativité — ve spojeni s pozadavkem invari-
ance teorie (tedy akce a lagrangianu) vl Lorentzovym transformacim — nabyvaji hlubsiho
fyzikaniho vyznamu a stavaji sei velmi praktickou metodou hledani moznych podob zakon.

Historie variatnich principll je pfipominana od Herona z Alexandrie (10-70), ktery si
vaml, Ze pfi odrazu si svétlo vybira ngkratsi cestu. Persky uCenec Ibn a-Haytham (latinsky
znamy jako Alhacen; 965-1039) ve svych rozsahlych pojednanich o optice mj. uzil podobného
pravidla (0 “nejsnadngsi” cesté) pro pochopeni zakona o lomu svétla, ktery tehdy objevil
Ibn Sahl (940-1000) z Baghdadu; zakon je dnes znam spise podle leidenského matematika
Willebrorda Snellia (1580-1626). Jeho presné vysvétleni poskytl Pierre de Fermat (1607-1665),
nazakladé principu, Ze svétlo se §ifi podél drahy, podé niz spotfebuje ngjméné casu. (Fer mat v
princip byl pozdgi jesté dale upresnén tak, Ze spotfebovany Cas nabyvapodél realizované drahy
stacionarni hodnoty — miize to byt i maximum, jako napf. u gravitaénich ¢otek.)

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) uvazova o tom, Ze soucin hmotnosti, rychlosti a
vzdalenosti (mws), presngi integral z rychlosti podél drahy (tzv. G€inek), je patrné v prirodnim
déni extremalizovan. “VariaCni” je ostatné i jeho znamé presvédCeni o “nejlepSim z moznych
svétll”, vybraném stvoritelem metodou minimalizace zla, které se stalo vlivnou verzi pohledu
typického pro kiestanské mysdlitele. K “nekonetné moudrému tvirci” dospél i Pierre-Louis
Moreau de Maupertuis (1698-1759), ale na z&kladé vérohodné&siho (podle ng dokonce nej-
silngSiho mozného) argumentu: svét je zarizen tak, aby k veSkerému déni staCilo co negjméné
Gsili. Tvrdil, Ze pfi pohybu télesa je UCinek (obvykle uvazova integral z kinetické energie
pres €as) minimalizovan, avsak nebylo moc jasné, zda pravé takovato moznost je “nejlspor-
ngsi” a proc by se vllbec méla realizovat. PoCatky variatniho poctu v “technictéisi” podobé
se spojuji se jménem Jakoba Bernoulliho (1654-1705), konkrétné s jeho feSenim problému
brachystochrony, predlozeného jeho bratrem Johannem. Pfi feSeni Huygensova problému tau-
tochrony pak ve formulaci variatniho poctu vyrazné pokroCili Leonhard Euler (1707-1783) a

77
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Joseph-L ouis Lagrange (1736-1813).! Predevdim spolu nadli nutnou podminku pro minimali-
zaci integralu z funkce zavislé na poloze, rychlosti a Case (Eulerovy-Lagrangeovy rovnice této
variacni Ulohy) a L agrange nasledné variacni pocCet rozvinul témé&' do moderni podoby. V jedné
praci o extremech kfivek dodal Euler k “optimalizaci svéta’: “ Jelikoz usporadani Vehomiraje
to nejdokonalgSi a pochazi od nemoudiejSiho Stvoritele, nedée se ve svéte nic, na Cem by se
neprojevovalangjakavlastnost maximadi minima. Nemiize byti proto nejmensi pochybnosti, ze
veskeré (Ginky ve V&ehomiru | ze dovoditi jak metodou maxim aminim, tak z plisobeni pricin.”

To je ovSem docela husta kava, upozornovali zvlasté nasledovnici Reného Descarta,
protoze misto toho, aby bylo déni v kazdem okamziku ur¢eno dostateCnymi pricinami, zde jako
by Prirodavidéado budoucnosti anazakladétoho si vybirala, jak se zachovated. Ve skutecnosti
do budoucnosti moc vidét nemusi, ponévadz mali byt urcita velicina optimalizovana podél
néjaké konecné drahy, musi byt optimalizovanapodé kazdého jejiho jakkoli malého Useku. Ale
prvek vybeéru zde rozhodné je — jako by si napr. Castice v kazdém bodé drahy “ohledala’ své
prostorové a Casové okoli a pak se vydala extremalni cestou. Jak pise R. Feynman ve svych
Prednaskach, negjpodivngsi je, Zze seto tak opravdu dge. (Feynman toi podrobnévysvétiuje, ale
do toho se tady nebudeme poustét, je k tomu zapotiebi vinovych predstav. Dodejme, Ze pravé
Feynman podal formulaci kvantové mechaniky, v jelimz ramci Castice spiSe “béZi zaroven
po vSech myslitelnych drahach”, ae pravdépodobnost jgiho vyskytu ma obvykle velmi ostré
maximum na *“klasicke trajektorii”.)

V této kapitole pfipomeneme d’ Alembertliv princip virtualnich praci, hlavné véak uka-
Zeme pouziti integra niho, Hamiltonovaprincipu— pfi hledani pohybovych rovnic pro hmotnou
Castici, aletaké pri odvozeni prvni sady Maxwellovych rovnic. Zdlraznime pfitom roli Lagran-
geovy funkceapozadavkugji lorentzovskéinvariance aukazememoznost, jak tuto funkci hledat
s pomoci d’ Alembertova principu, pokud by sama invariance nebyla dostateCnym voditkem.

7.1 d’Alembertiiv princip, Lagrangeovy rovnice 1. druhu

V klasické mechanice d’ Alembertliv variatni princip zni
dp; ;
, — o' = 7.1
(=)o =0, ()

kde f; je vyslednice vtisténych sil ada? je virtualni posunuti. Virtuani posunuti je zavedeno
jako izochronni, tj. (¢t = 0), coZz mj. znamend, Ze skutecné posunuti je vzdy jiné nez posunuti
virtuani. Je-li systém podroben n&aké vazbé o (t, ) = 0, pak virtuani posunuti s ni musi byt
ve shodg, tj. musi platit ¢ ;02' = 0 — jinak FeCeno virtudlni prace vazbovych sil je nulova.?
Jinak vSak mlize byt 62* libovolng, takZe setenim d’ Alembertovaprincipu avazbovée podminky
(vynasobené Lagrangeovym multiplikatorem \) obdrZime L agrangeovy rovnice 1. druhu

dp;
— i+ o, 7.2
m Ji+ A, (7.2)

1 Tautochrona (téz izochrona) je rovinna kiivka vyznacna tim, ze hmotné body, které jsou v dany okamzik
pustény z kteréhokoli jejiho bodu, aby podél ni bez tfeni padaly pod vlivem homogenni tize, dobéhnou do jejiho
minima ve stejny okamZik. Brachystochrona ma jinou vyzna€nou vlastnost: body po ni prob&hnou urenou dréhu
za ngjkratSi dobu. Uké&zalo se, Ze obé viastnosti ma stejna kfivka, totiz cykloida.

2 Pravé na tuto skutetnost — tedy nato, Ze na rozdil od Newtonovy pohybové rovnice neni tieba do f; zde
v zavorce zahrnovat vaechny sily, ale jen ty “opravdové’ (“vtisténé€’) — upozornil Jean le Rond d’ Alembert
(1717-1783). Jinak je tento diferenciélni princip dilem Lagrangeovym.
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Ve specialni relativité se kromé “ samozigjmosti”, totiz prechodu do Etyfrozmérnéeho pro-
storoCasu a od “soufadnicového” (absolutniho) ¢asu ¢ k vlastnimu €asu 7, méni vlastné jen to,
Ze virtuani posunuti éz* neni izochronni. Vzhledem k relativité soucasnosti by totiz takovou
vlastnost stejné neslo zadat v viem inercial nim soustavam. Jinak je vée obdobné jako v kla-
sické mechanice: vazbu zapiSeme ¢ (z#) = 0, vazbovou silu tedy Ay ,, a vazbovou podminku
@ 0zt = 0. Po jgim setteni s d’ Alembertovym principem (FM — ‘%‘) dx* = 0 dostaneme
Lagrangeovy rovnice 1. druhu v podobé

dp,.

E=Fat A, (7.3)

Predstavuji 4 rovnice pro 6 neznamych (z*, \, my); navic vSak mame rovnici ¢(z*) = 0
pro vazbu a normalizatni podminku u,u” = —c?* pro €tyfrychlost. Rovnice jsou evidentné
kovariantni, protoze p,, je kovektor, atoi po derivaci podleinvariantu - — anapravée strane F),
je kovektor, ¢ jeinvariant, takze ¢, kovektor, a A jeinvariant.

7.2 Hamiltoniv princip, Lagrangeovy rovnice 2. druhu

Po Lagrangeovi dale rozvinul variatni pocet William Rowan Hamilton (1805-1865). Pfedevsim
jg zobecnil a pfevedl do integrani podoby, ktera se pozdgji ukazala byt pouzitelnou nejen na
probléemy diskrétnich téles a viibec na problémy mechaniky, ale “zazratng&’ i v teoriich pole.
Hamiltonlv princip v klasické mechanice fika, Ze systém sleduje mezi zvolenymi Casy ¢, at,
v konfiguratnim prostoru (vybaveném né&akymi zobecnénymi soufadnicemi ¢;, kde i probiha
stupné volnosti systému) takovou trajektorii, podél niz je variace akce (= UCinku)
to
t1

nulova (L je lagrangian). Princip plati pro systemy, na které plisobi sily majici potencia (ten
mUze zaviset na poloze, rychlosti i ase) a které jsou podrobeny holonomnim vazbam (Ize
zahrnout i nékteré neholonomni vazby, ale nebudeme takovy pripad uvazovat). Pro takovéto

systémy jsou nutnou a postacujici podminkou stacionarity akce (tedy nulovosti jgi variace)
L agrangeovy rovnice 2. druhu

oL d (OL\ _ 0

dq¢; dt \9¢;)

(v obecnosti se témto rovnicim fika Euler ovy-L agrangeovy rovnice dané variacni tlohy).
Ve specialni relativité je Glohajina ve dvou bodech:

e Lagrangian musi byt invariantem Lorentzovy transformace (jinak by hledané Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice mély rlizny tvar v rliznych inercidnich soustavach). Uz z toho
plyne, ze nemlize byt roven “T — V" (nebot kineticka energie je vUci rliznym soustavam
rlizna — jiz podle svého nazvu je relativnim pojmem). Budeme nicméné predpokladat,
Zejako v klasické mechanice je lagrangian funkci polohy, rychlosti atasu — zde budeme
pro jednoduchost uvazovat systém tvoreny jednou Castici a pouzijeme naSe “normalni”
soufadnice z# (v nich tedy jiz i Cas) a odpovidgjici Ctyf-rychlost u*. A nezapomeneme,
Ze z dlivodu invariance akce se lagrangian musi integrovat pres viastni Cas.
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e Geometrickym vyznamem variatni Glohy, jak znamo, je vybér skutetné svétoCary z “vie-
tena’ virtuanich svétocar. V klasické mechanice jsou vdechny tyto svétoCary paramet-
rizované stejnym Casem ¢ (protoze je absolutni), zatimco v relativité bézi podd kazdé
svetocary jiny, pro ni specificky viastni Cas, takze pfi variaci — tj. prechodu mezi soused-
nimi svétocarami, z* — z** = z* + dz* — bychom méi variovat i vlastni Cas 7, atim
padem i jeho prirlistek dr probihany pfi integraci.

Pripravime s tuto variaci (§dr) — atakévariaci ¢tyf-rychlosti (§u*) — rovnou, af pak miizeme
postupovat bez preruseni. Vyjdeme ze vztahu ds? = —c2dr2:

1 1
dr* = — /—nuderde = - [—n,, (d2* + ddz")(dz” + déx”)]% =
c ¢
1 . 2 :
= - [dr® - 2n,dz"dén” + O(éQ)P =dr |1 - 5 uu dgx +0(8?)| =
¢ ¢
1
= dr — 5 nuutdiz” + O(8?) . (7.4)
¢

Vyuzili jsmejen definice x*# = z# + d2*, daetoho, ze diky symetricnosti 1, jen,, ddztdz” =
N datddz”, definice Ctyf-rychlosti u# = d””” arozvojetypu+/1 — 20 = 1 — 4§+ O(6?). Variace
jeinfinitesimalni, takze leny O(4?) zanedbame amame vy edek

* 1 v 1 v
odr =dr* —dr = = Nwutddz” = = u,doz” . (7.5

Variaci Ctyf-rychlosti ur€ime z jgi definice a vyuzitim nalezeného dr*:

dx*# dx* + doxH doxt 1 doz”
o= _ N 1+ — u,— 5% =
“ dr* dT( —C%u,,dgfy) (u * dT)( +02u d7)+0( )
doz* 1 doz”
— Ut Y 2y _
ut + = —i—czuu,, I + O(6%)
1 dox”
_ <5# —u“u,,) T L 0(6?). (7.6)
c? dr

Zde jsme jen pouZzili na zavorku ve jmenovateli rozvoj typu = = 1 + § + O(6?). Zjistujeme
tedy, ze

1 ddz”
out =u™* —ut = <<5f,‘ + - u“u,,) T (7.7)
c dr

Tento vyraz majednu podstatnou vlastnost — jekolmy k nevariované étyf-rychlosti v*. Mizeme
si Fict i obecngjSi fakt, totiz ze vyraz v zavorce je projekeni tenzor, ktery promitanatfirozmérnou
nadplochu (prostor) kolmou k u#. Skutecné, protoze promitat staci jednou, poznaji se projektory
podle toho, Ze “ (projektor)? = projektor”, ato nas vyraz spliuje,

1 1 1 1 1 1
((5[‘ + u“ub) (5; + = uLu,,) =0, + — ulu, + — utu, — < uu, =0, + < utu,
c c c c c c

(vyuzilo se jen normalizace Ctyf-rychlosti). Kam vyraz promita zjistime tak, Zze ho aplikujeme
naw” (nebo w,,),

1 1
or + —u"u uw=u"—u"=0, or + —u"u,, U, =u, —u, =0 .
c? c? a
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A Zejevyraz tenzorem jejasng, ponévadz se v ném nevyskytuje nic, co by nebylo tenzorového
typu. Diky tomu, ze tedy plati 7, u*du” = 0, jeale

N u™ = 1, (U +6ur) (U +0u”) = —*+2n,,u"0u” +0(6%) = —*+0(6%) . (7.8)

TeCny vektor k variované svétoCare u*# jetedy spravne normalizovan, tj. «** maskutetné podél
variované svétocary vyznam Ctyr-rychlosti.
Nyni mame pripraveno vSe, co budeme potfebovat k variaci akce

S= Lzt w")dr],

T1

kde jsmerédlativisticky lagrangian oznaCili L. Pfipomeneme z mechaniky, Ze se jedna o nalezeni
stacionarni hodnoty funkciondlu S na tfidé funkci x*(7), které jsou na uvazovaném intervalu
[11, 72| Spojité amaji tam aspon po Castech spojitou derivaci u* [tento stupen hladkosti je tedy
zadan od z*(7) i od variace 0 (7)]; lagrangian musi mit spojité derivace do 2. Fadu podle vSech
argumenttl. U nas se jedna o “Ulohu s pevnymi konci”, ponévadz hledame vyvoj systemu mezi
zadanymi koncovymi stavy [zde polohami z# (1) a z*(72)], takZe pro variaci je pfedepsano
dzt () = 0, dx*(12) = 0. (Pro kazdy dany Cas T mavariace oz vyznam virtuaniho posunuti,
vystupujiciho v diferencianich variaCnich principech.) A nyni jiz
0SS = /(Mdr + LédT) = / K%M“ + %(M“) dr + Cédr} =
oz Out

oL oL 1 doz” 1
_ e ¥ e M _ M _ _ v _
/{{ xuéx + " (5”+c2u u,,) }dT £c2 u,dox }—

T1

T2

oL oL 1 1 doz”
= iy /S RN ey B YRy - 2
/ {axu dat + [ o (5y o uy) > ﬁuy} - } dr

T1

T2

oL d [ oL 1 1
bp iy v b B b _ v —
/{ax“ dx T [&W <5y + 2 U u,,) z Eu,,} dx } dr

T1
T2

oL d oL 1 (0L
e - _ RN 1
/{895” dr [81@” T2 <8u“ " E) u"}} ox” dr

T1

kde kromédosazeni zadut addr arutinnich Gprav probéhlajen (navyznateném misté) integrace
per partes druhé Casti integrandu. Vyuzilo se pfi ni toho, Ze “vyintegrovany” Clen je Umérny
[6x¥]72, coz je ovsem nula. Variace dz” je ovsem libovolnou funkci (spliujici na zadaném
intervalu vySe uvedené podminky), takze podle “zakladniho lemmatu variatniho poctu” plati,
Zze 0S = 0 (akce nabyva stacionarni hodnoty) podél svétoCary dané rovnicemi

oL d {ac;(@_ﬁuu_ﬁ)uy}:o. (7.9)

oz dr |ow ' 2 \ gur

Toto jsou Eulerovy-L agrangeovy rovnice naSeho variatniho problému 65 = 0, zde v me-
chanice nazyvané L agrangeovymi rovnicemi 2. druhu. Jsou zjevné kovariantni, protoze L je
dle predpokladu invariant, jeho derivace podle =¥ tedy kovektor, podobné derivace podie u”
(ponévadz u” je vektor), aderivace podle invariantu 7 “nic nepokazi”.
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Poznamenejme, ze pokud je systém podrobenvazbé o (z#) = 0 (jak jsmefikali, uvazujeme
jen vazby holonomni), je tfebarovnici 05 = 0 seCist se zintegrovanou vazbovou podminkou

T2

/g@ﬁx” dr =0

T1

(vynasobenou Lagrangeovym multiplikatorem \). V Eulerovych-Lagrangeovych rovnicich tim
pribude vievo Clen +\p , .

7.3 Nalezeni Lagrangeovy funkce

Pro nalezeni relativistického lagrangianu neni k dispozici Zadny universani postup. VétsSinou
je ovdem mozny tvar lagrangianu velmi omezen jiz tim, Ze musi byt lorentzovsky invariantni,
vybérem promeénnych, které jsou pro dany problém relevantni, a take tim, ze na zakladé obec-
ného tvaru Eulerovych-Lagrangeovych rovnic miizeme jiz pfedem rozhodnout, které ¢leny v
lagrangianu nechceme (abychom pak v “ pohybovych rovnicich” napf. nedostali vysSi nez n-té
derivace urcitée veliiny, a podobné). Pfesto uvedeme moznost, jak se nékdy lagrangian da ngjit
i bez “hadani”, apoté i ilustrujeme na pfipadu nabité Castice pohybujici se v e ektromagnetic-
kém poli. Napovéda vychazi z kombinace d’ Alembertovaa Hamiltonova principu. Zintegrujme
d’ Alembertliv princip <F# - ‘fj’%) dzt = 0 stejnym zplisobem, jako je v Hamiltonové principu
integrovan lagrangian, tedy od ; do 7, pficemz virtuani posunuti necht v koncovych bodech
vymizi. Integraci druhého ¢lenu per partes a dosazenim

ppdozt = mou,dox" = —moc2odr

ze vztahu pro édr, ziskaného v minulé kapitole, snadno upravime

T2 T2
dp déz*
0 = /( H—T:)éx“dTQ/(F#éx“iju = )dT:

T2 T2
= /(F#(Sx“dT + p,doxt) = / (Fdz"dT — mocddr) . (7.10)

Z porovnani s Hamiltonovym principem

OzéSzé/EdT:/((SﬁdTJrEédr)

je vidét, Ze jako lagrangian volné Eastice (F), = 0) Ize vzit £ = —mgc?. V ostatnich pripadech
zavisi dalSi postup na tvaru Ctyf-sily F),; kazdopadné snahou je upravit integra ziskany z
d Alembertova principu do tvaru f:f (NECO) dr, protoze pak srovnani s Hamiltonovym
principem napovida, ze NECO by mohlo byt imérnélagrangianu. Zeto miize fungovat, ukazeme
na nasledujicim prikladu.
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7.3.1 Lagrangian nabité Castice v elektromagnetickém poli

Na nabitou &astici, ktera se nachazi v elektromagnetickém poli, plisobi Lorentzova ¢tyf-sila,
takze

F,=qF,u" =q (Av,u - AIMV) u”

aprvni ¢len v integrandu (7.10) dava

dA
F " =q (A, — Ay u’éat =q ((5A,, u” — d—“ (51’“) ,

T

pongvadz v prvnim denu A, 0z = §A, av druhém A, ,u* = %= Dosadime do integrélu

(7.10), v druhém Clenu provedeme per partes (“vyintegrovany” clen vypadne diky pevnym
konclim) a dosadime djz” = ddz” = §(u”dr):

T2 T
[ dA
/ (Fl‘éx“dT o mOCQédT) = / q (5141/ u” — d—” 51’“) dr — m0025d7} bp
T
71 déaxt
}E / q (6141/ u” -+ A# dx ) dr — moC2(5dT:| =
T

T1
T2

= / [q (64, w’dr + A,ddz") — moc®odr]| =

T1

= /{q [0A, w’dr + A,d(utdr)] — mec*ddr} =

T1
T2

= /[qé(A,,u”dT) — moc®0dr| =

T1
T2

= 5/(qA,,u” — moc?) dr .

T1

V poslednimfadku jsme*“ samozigimé&” vydli svariaci pred moc? apred ¢, protoZetyto parametry
Ulohy jsou pevné zadang, ty se pfi ni (v ramci ngakéeho virtua niho souboru moznosti) nehledaji
— prosté jgjich variace je nula. Well, takze lagrangianem nabité Castice v elektromagnetickém
poli by méla byt funkce

L = —myc® + qAu” . (7.12)

Ovéfime, zda dosazenim tohoto £ do Lagrangeovych rovnic (7.9) skutetné dostaneme spravnou
pohybovou rovnici. Takze pozor, za chvilku probéhne

Zkouska lagrangianu!

NapiSeme si Lagrangeovy rovnice 2. druhu jesté jednou,

oL d {aﬁ—kl(%u“—ﬁ)uy}:O

oxv  dr |ow ' 2 \ Qur
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av lagrangianu preznatime stitaci index, at’ se neplete: £ = —mgc? + qA,u°. Mame tedy

oL oL oL

= g = g = _— B = 2
D qAs u’, S qA,0) = qA, , (8u“u C) moc” ,

oL 1 /oL
_ uo_ =gA =gA .
{auVﬂLCQ (auu“ E)uy} qA, +mou, = qA, + py
Dosazenim do rovnic vyjde opravdu

dp, dA,

= qA, u’ — =q(4,, — A 7 = qF,,u’ .
4 = @Aonu” — a4 (Ao — Ayo)u” = qFou

Praveé probéhla zkouska lagrangianu.

7.4 “Klasictéjsi” formulace Hamiltonova principu (sdr = o)

Pfi odvozovani Eulerovych-Lagrangeovych rovnic (7.9) jsme poctive brali v Gvahu, Ze rtizné
virtualni svétoCary jsou parametrizovany rtiznymi vlastnimi ¢asy. Variovai jsme proto i dr,
tedy zplisob, jak jsme je pii integraci probihali. Vyhodou tohoto pristupu je, Ze podé vsech
virtualnich svétoCar — tedy nejen na skutecné svétocare — ma  vyznam vlastniho €asu a u*
vyznam Ctyf-rychlosti. To napfiklad znamena, Ze vztahu pro normalizaci Ctyf-rychlosti 1zevyuZit
kdykoliv béhem feSeni Ulohy, nejen az po dosazeni do vyslednych Eulerovych-Lagrangeovych
rovnic (které uz plati jen podé skuteCné svétocary).

Je ov&em mozno postupovat i “méné poctive” (ae také spravng, pokud se da pozor),
podobngji klasickému postupu, kdy jsou vSechny drahy parametrizovany stejnym parametrem
t, v naSem relativistickém pripadé . V tomto pFipadé bude mit ovSem 7 vyznam vlastniho Casu
aut vyznam Ctyf-rychlosti jen na skuteCné svétoCare, coz mimo jiné znamena, ze normalizace
u,u’ = —c? bude povoleno vyuZit teprve az po dosazeni do Eulerovych-L agrangeovychrovnic.
SkuteCng, pokud d7* = dr, je variovana Ctyf-rychl ost
dx**  da* 4 doxH . dozt

= =u" +

dr dr dr

Nt = U+ 5uf)(u” + du¥) = = + 2, utdu” + O(6%) =
dox”
= — 4 2u,—— 2y
c” + 2u, I + O(6%)
Naopak vyhodou tohoto alternativniho postupu je kratsi (totiz “klasicky”) tvar vyslednych
Eulerovych-L agrangeovych rovnic. Zopakujmetedy variaci mechanickéakce S = [ L£dr podle

kapitoly 7.2, ale bez variace dr a s dosazenim du/ = 922~ ;

T2 T2 T2

oL oL oL oL doxH PP
I — = H = 12 I T M = 3.2
0S = /5,Cd7 : / ( x#(sl' —+ uuéu ) dr / ( xué;p + " )Ch =

T1 T1 T1

T2 T2

pp oL d [oL / oc d [oL
PP St — — [ == ) 2| dr = —— — [ =— )| b2 dT .
]/{8x“ YT <8u“) aj] ! Oxt  dr \ Out v

T1 T1
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Eulerovy-Lagrangeovy rovnice (— Lagrangeovy rovnice 2. druhu) maji tedy znamou podobu

oL d /oL

Pripadna vazbova podminka y , 0z = 0 opét pridavievo clen +\yp , .

7.4.1 ...a odpovidajici lagrangian

Je-li jina formulace variacni Ulohy, bude zigimé muset byt odlisny i lagrangian (aby prislusné
Eulerovy-Lagrangeovy rovnice vedly ke spravné pohybové rovnici). Nebudeme zde dlouze
diskutovat, jak k nému dospét, a rovnou uvedeme, ze dobrymi tipy jsou napriklad

1
L= imougu" + qA u’, L = —mgc/—usu® + qAzu’ . (7.13)

Jako zkuSeni relativisté mate jisté tendenci zestrucnit vyrazy vyuzitim u,u’ = —c? — jenzeto
zde pravé nesmite udélat! “Normalizace Ctyf-rychlosti”, dana tim, ze parametr = ma vyznam
vlastniho Casu, plati v této formulaci Glohy jen podél skutecné realizované svétocary, takzeji lze
pouZit teprve po dosazeni do Eulerovych-Lagrangeovych rovnic. “ Po dosazeni” zde znamena az
po vypoctu derivaci, které v téchto rovnicich vystupuiji. Jisté, teprve ieSeni rovnic odpovida sku-
teCné svétoCare; jeich jednotlive cleny se musi spoCitat obecné ateprve pak dosadit apozadovat
rovnost, jinak bychom feSeni predjimali jesté nez bychom ho opravdu urcili. Tato jemnost, u
variatnich Gloh obvykla, by nebylachoul ostiva, pokud by v rovnicich nebyly derivace. Derivace
% jsou ae obecng, nikoli promitnuté do néakého specidlniho sméru, takze i kdybychom je
pocitali a priori na skuteCné svetoCare, zavisela by jgjich hodnota na chovani lagrangianu i v
jejim okoli. Totéz setyka gradientu 535 — ten by také nedopadl spravné, kdybychom napfiklad
do lagrangianu jiz predem dosadili speciani priibéh EtyF-potenciadlu A, navybrané (“skutetné”)
svétocare. Pri derivovani podlevlastniho ¢asu se vaak jizZ miizeme omezit nahledanou skute¢nou
svétoCaru, protoze v rovnicich ma nakonec tato operace vyznam derivace Cisté podél ni.

S timto na paméti spocitame derivace £ a ovéfime, zda Eulerovy-Lagrangeovy rovnice

vedou ke spravné pohybové rovnici:

oL oL { moty, + qA, = pu + qA,

o
oz -

— A - =
qAs U, Out moc\/T,u” —+ qAM = MUy + qAM = Pu + qAM ’

kde vpravo odpovida horni fadek prvnimu a dolni druhému predlozenému lagrangianu. V
druhém Fadku — po provedeni derivace — jsmejiz vyuZzili normalizatniho vztahu —u,u’ = ¢?
(ponévadz vysledek Cekauz jen derivace podle 7, jak jsme prave probirali) avidime, ze pro oba
lagrangiany vy3o totéz, takze jsou z hlediska nasi variatni Glohy ekvivaentni. Dosazenim do
rovnic jiz snadno dostaneme

dp - -
d—: =q(As, — Aps)u” = qFu’ .

7.5 Variacni odvozeni Maxwellovych rovnic

Rlzné verze Hamiltonova principu se (ve spojeni s pozadavkem lorentzovské invariance, pri-
padné dalSich symetrii) ukazaly byt neobycejné plodnou metodou hledani kandidatek na pri-
jatelné teorie pole. Misto detailniho rozboru “fyziky” urCitého vyseku skuteCnosti se tak da i
zde velmi Uspésdné odhadnout lagrangian a docela jednoduSe dospét k navrhu polnich rovnic z
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pozadavku stacionarni hodnoty odpovidajici akce. Ze to “funguje” je jeité podivuhodng&i nez
v mechanice, ponévadz veliciny, jgichz vyznatné chovani se v dané oblasti pozaduje, nemi-
vaji zdaleka tak intuitivni vyznam jako probéhnuta draha, spotfebovany €as nebo “vynalozené
Gsili”. TeoretiCti fyzici maji dnes skuteCné minimum pochybnosti o tom, ze Euler mé pravdu,
kdyz fikal, ze “ve svété se nedge nic, na cem by se neprojevovala ngaka vlastnost maxima Ci
minima’.

Ukazeme zde, ze z Hamiltonova principu se da docel a snadno odvodit prvni, “netriviani”
sérii Maxwellovych rovnic. Uloha zde neni “diskrétni” jako u mechanického problému &astice,
ale“spojitad” (konfiguraci pole budeme hledat v celé néjaké prostoroCasové oblasti), takze misto
lagrangianu pfejdeme k jeho (vlastni) hustoté. Takova velicina ma rozmér hustoty energie a
méli byt invariantni, pak z vyrazli sestavenych ze zakladnich “elektromagnetickych” veli¢in
(J#, A,, F,,) pfipadgji v Gvahu F** F, 5 a J* A,. Spravnou volbou je skutetné

L= / <_4i FFos + JQAQ) dvj . (7.14)
Vo a

Variatni Ulohajeformulovanatak, ze hledame polni konfiguraci v ngake pevné zvol ené prosto-

roCasové oblasti €2, pficemz naje€ji hranici 0X2 je pole pevné zadano (jetam 6 A, = 0) apevné

dané jsou (vsude) takée zdroje J* (jgjich usporfadani se nehledd). V takovém pripadeé se hustota

lagrangianu variuje jen vzhledem k potencialu A,, ajeho derivacim. Postup je diky tomu docela

jednoduchy:

T2

55 = 5/,cd725//(—4iFaﬁFag+JaAa) dVpdr =
!
1 Vo

T1

1 1
- / 5 <—— FoPF,5+ JQAO,) 40 = / (—— FoO5Fys + J“(SAQ) 0 —
4 21
Q Q
1
= / {—@ FO9(8Ag0 — 0Aag) + JQ5AQ} d@2 =
1 1
-/ (— Fo95A, 5+ J“(SAQ) we [ (_— 7 1A, + JaaAa) a0 =
J \n S\ n
1
_ / (—— FoP Ja) 54, dS2 |
1
Q

V druhém Ffadku jsme pouZzili “samozigmy” fakt
§(FPF,g) = 0FP Fo5 + FOP6F, 5 = §FagF® 4 FP5F, 5 = 2F%5F,p |
ve Ctvrtem fadku pak negjdfiveto, ze

FP(§Ag0 — 6Ang) = FP6Ag, — F*P5A,5 = F A, 5 — F*P5A5 =
~FAn5 — FP0A0s = —2F0An 5

(podstatna je antisymetrie F*#), a posléze se prvni ¢len integralu upravil “per partes’

/FaﬁaAa,ﬁ dQ = /(FaﬁaAa)ﬁ dQ — /FaﬁﬁaAa dQ = —/Faﬁ,ﬁaAa dQ ,
Q Q Q Q
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kde seintegral sdivergenci prevedl pomoci Gaussovy véty napovrch oblasti avyuzilo setamgsi
nulovosti 6 A,,

/(FaﬁéAa)ﬂ dQ = /(FaﬂaAa) d¥s =0.
Q oN

Pozadavek stacionarity akce 6.5 = 0 tak pfi obecnosti § A, implikuje prvni sadu Maxwellovych
rovnic

FoP g = pJ*. (7.15)

PYipomeiime jeste, Ze druhou sadu (F,,, jcyia = 0) neni treba hledat — plati automaticky
diky definici ¥, = A, , — A, (tedy diky zvolenemu vyjadreni poli pomoci potencialll).
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KAPITOLA 8

Tenzor energie a hybnosti

V této kapitole nastinime existenci a nekteré vlastnosti symetrického tenzoru 2. fadu, ktery
je jednim z centralnich objektll obecné teorie relativity. Reprezentuje tam zdroje gravitatniho
pole — v geometrickém jazyce zdroje zakfiveni prostoroCasu. Nedéste se (vlastné netéste
sel), zde ve speciani relativité se nam takova véc nemiize stat, nasim prostoroasem je za
v3ech okolnosti Minkowského, “plochy” prostoroCas; ale uz zde je zminény tenzor vyznamny
a uziteCny. Dokéaze totiz popsat energii a hybnost jakéhokoli fyzikalniho systému, tim padem se
pomoci ng velmi elegantné zapidou zakony zachovani téchto veligin. Ret je o tenzoru ener gie
a hybnosti. Seznamime se s nim na dulezitych prikladech nabitého nekoherentniho prachu a
el ektromagnetického pole.

8.1 Svazany systém nabitého hmotného prachu a EM pole
8.1.1 T'*" pro nabity hmotny prach

Uvazujme el ektricky nabité kontinuum bez vnitfni mechanické interakce (tj. s nulovym tlakem)
— nabity nekoherentni prach. Jak vime, kazdy jeho element se pohybuje pod plisobenim
Lorentzovy sily F{' podle rovnice (5.26),

du*
oS = B (= g,

kde mq je klidovahmotnost a ¢ €l ektricky naboj elementu. V ztahneme-li pohybovou rovnici na

jednotku vlastniho objemu V4, tedy misto mg vezmemejgji klidovou hustotu pgg = ‘fj%g amisto

Lorentzovy sily jgi vlastni hustotu @4 = % = F*J, (zrychleni neni extenzivni, na objemu
nezavisi), mame tvar vhodn&si pro spojité prostredi,

du*
— = . 8.1
Poo dr L (8.1)

1 Tim se ov&em dostavame do no(ta)&nich potiZi, protoze se soutasné vyskytne hustota hmotnosti i elektrického
naboje a kazdy vi, Ze obé se znati p. V ucebnicich, které nejsou psany v soustave S, se da hustota hmotnosti
znatit 11, dle u nas ma p zamluveno permeabilita. VyfeSime to takto: narozdil od kapitoly o el ektrodynamice bude
v této kapitole p znatit hustotu hmotnosti — a budeme doufat, Ze hustotu elektrického naboje viibec nebudeme
potfebovat vyslovné zminit.

89
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Naleve strané miizeme upravit

dut Y
Poog = PooU“,uUV = (PooU“UV),V - U“(Poouy),u = (poouuuy),u = (T}iach),u )

kde druhy ¢len vypad! diky rovnici kontinuity (zachovani klidové hmotnosti) (pgou”), = 0 a
prvni jsme zapsali pomoci tenzoru ener gie a hybnosti nekoherentniho prachu

T W = poottu”. (8.2

p

8.1.2 Fyzikalni vyznam 7"

prach
Fyzikani obsah T ; je vidét bezprostfedné na jeho slozkéach VUG ngakému inercialnimu
systému. RozepiSeme-li Ctyf-rychlost prachu naslozky u# = ~(c, ¥'), mame

T;())roach = poot’u’ = pooy’c® = pc?, (8.3
T = poot’t! = pooy’cv’ = per?, (8.4)
ﬁfach = poott't? = pooy*v'v! = pv'v?, (8.5
tedy
o T, jehustotaenergie, totiz p = 92 = 24 — YA = pog
D
o 707 . jetok hustoty energie (délené c), jinak feteno hustota hybnosti (nasobena c)
) Té{ach jetok hustoty hybnosti (spiSseto aefikaopatné: hustotatoku hybnosti), konkrétné

hustota toku i-té slozky hybnosti ve sméru j-té soufadnicové osy (jinak feCeno jsou to
slozky tlaku/napéti, nebot’ tok hybnosti = hybnost za Cas = sila, a hustota sily odpovida
tlaku).

Nyni je zZiejmé, Ze Casova slozkarovnice (T ), = @, predstavuje zakon zachovani energie

aprostorove slozky zakon zachovani hybnosti.

8.1.3 T pro elektromagnetické pole

Na pravé strané rovnice (T ), = @, vystupuje vngsi sila, coz signalizuje, ze uvazovany
systém neni “uzavieny” — neinteraguje jen sam se sebou (plivodce vnéjsi sily neni zahrnut).
Jisté, ve ®f = F'*,.J” vystupuje elektromagnetickée pole F*,, o kterém se vilbec nic nefeklo,
pritom jisté také nese ngjakou energii a hybnost. Elektromagneti cké pole musime uvazovat uz z
diivodu konzistence, protoze sam (nabity) prach néjaképole budi. Doplhme systém pravé o “ self-
konzistentni” elektromagnetické pole (= pole generované Cisté samotnym nabitym prachem
a indukujici prave takovou Lorentzovu silu, ktera s prachem “spravné€’ hybe). U této Casti
problému budeme postupovat opatné— tenzor energie a hybnosti popisujici el ektromagneticke
pole prosté napiSeme a ukazeme, Ze jeho slozky maji stejny vyznam jako u prachu a ze splhuje
anal ogicky zakon zachovani. Tenzor vypada takto:

1 1 1
TR — Z | FMFY, — g PO R | = — (FMFY, + *FHEY ) . 8.6
g [P E) = o (PP ) 86
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8.1.4 FyzikdIni vyznam T}y,
Predev&im vzpomeneme nainvariant (5.20), tj. ze F*°F,, = 2B* — 20%2 . Uréime slozky Ty

o T, je hustota energie el ektromagnetického pole v daném inercialnim systému (znaciva

sew),
j 1 o E2 1 E2 1 E2
IRy = FYE = P FEy, = 5 4 g (32 - c—) "2 (§+BZ)
1 — — — —
— TR =;(E-D+f-B)=w (87)

e T, je hustota toku energie (d&lené c), neboli hustota hybnosti (nasobena ¢) — totiz

Poyntingliv vektor déleny c,
1 1B 1. 1 /n i 1
7Y =~ FOpi = — T G Bl = S ERE = C (E x H)J =-g (8.8)
1 L c c c c

e prostorova &st tenzoru energie a hybnosti 77, byva oznatovanajako Maxwelltiv tenzor
napéti, mavyznam hustoty toku hybnosti elektromagnetického pole,

N o N 2E?
uTgyy = FORI 4 FRRi, — 79" <232 — _2) —
C
1 , 1 . E?
= ——FEE +é"B,d,B"— =07 (B~ = | =
2 2 c?
1 .. y 1 E?
= ——FEFE +0'"B*-B'B —--§"(B*-=) =
c? 2 c?
1 .. 1 .. [ E?
= S FEFE -BB +-6"(= 4+ B?
c? 2 c?
— TP, =—-E'D’ - HDB +§w; (8.9)

kromé dosazeni jsme vyuzili jen staré znamé identity ¢?*™ ey, = 6%95™ — 6L 5™,

Slozky Ty maji tedy fyzikalni vznam zcela analogicky slozkam 777, .
PovSimneme si jeSté dvou zajimavych vlastnosti tenzoru energie a hybnosti el ektromag-
netického pole. Jednak ma nulovou stopu, (TEM)g = 0 — stafi uvazit, Zze stopa metrického

tenzoru je 4, totiz ¢! = nl; = o} = 4. A zadruhé pro n§j plati

: S2 1 [E? 21 L 2
THTEN = TRTEM 4+ TYTEN = w? — (— + BQ> — s (Ex B) =

§:4—/,L2 c? 2c?
1 (B2 N\ 1 L, ., 1 /o o2
= 472(?+B) B +W<E.B) _
1 E2 ) 2 1 — _"2 1 v\ 2 * v\ 2

= 0\ 2 5 0\ 2
kde jsme vyuZili obecné platnou vektorovou identitu (E X B) + (E : B) — E?B2. Zjitili

jsmetim, ze vyraz w? — f—j jeinvariantni anezaporny, pficemz nulovy jejen pokud jsou nulové
obainvarianty elektromagnetického pole.
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8.1.5 Zakony zachovani pro T+

Nyni spoCitame divergenci Ty,
1
T = FHF" A+ FREY = S EP  Fpy =
1
= FUUF, + PN F = S FONE,, =
1
= PR, — PIFY, - O P, =

1
= Pl 4 (P = P — F) F, =
= —pdt — plvdetp — ok (8.10)

V predposlednim fadku jsme pouzili 1. sadu Maxwellovychrovnic, F* , = pJ*, av poslednim
fadku jejich 2. sadu Flwdevkl — 0, Spojime-li tento vysledek s odpovidajicim vysledkem
(T raen).» = @1, pro samotny prach jakozto zdroj daného elektromagnetického pole, zjistujeme,
Ze tenzor energie a hybnosti 7" = T! ;. + Tyy;, popisujici kompletni, “self-konzistentni”

systéem nabitého hmotného prachu a elektromagnetického pole, splfiuje jednoduché rovnice

T, =0]. (8.11)

Tyto rovnice maji vyznam zakonl zachovani — ¢asova sl ozka zakona zachovani energie
a prostorové slozky zachovani hybnosti. Dosazenim slozek 777, a Ty a slozek @7 (5.27)
vychazi zvlast pro Cast prislusgjici prachu

0 L 1 - -

(T%0) = B = 6—5 +div(pd) = - E-J, (8.12)
. 4 i .

)=, = 00 i) = & 613

apro cast prislusgjici elektromagnetickemu poli

Ov 0 ow .= o

(Tenp)w = -0, = o " divS = —E-J, (8.14)
: A 195 | o -

(Tgv)w = -0 & S5 +divien=—0r. (8.15)

Oboustranna Sipka nad 7' znaci tenzor 2. fadu (presngji dvakrat kontravariantni tenzor). [Jak
vidite, Sipka neni tak pékna jako Sipky vektorll vytvorfené pomoci \ vec, navic pismeno 7T je
pri jednoduchém pouziti \ st ackr el posunuto pod zakladni Groven fadku. Uvitam elegantni
feSeni tohoto IATEX ového problému!]

K notaci jesté nostalgickou poznamku: speciani relativitu jsem kdysi pfevzal po docentu
Kurtu Fiserovi, ktery byl prosluly mj. tim, Ze striktné odmital indexové znaeni. Pfednasku sice
fakticky délal v kartézskych souradnicich (jak je ve speciani relativite pfirozené), ale nechtd,
aby s studenti mysleli, ze neni mozno pracovat v soufadnicich jinych, popf. ze veliCiny lze
zapisovat jediné ve slozkach, nebo dokonce ze veliCiny “Ziji” jen prostfednictvim svych slozek.
Indexovy formalismus odmital i pfesto, Ze teorie relativity matematicky stoji na diferencovatel -
nych varietach (jgichz hlavni vlastnosti je, Ze nanich existuje tplny atlas soufadnicovych map),
ai pokud se zdlrraznilo, Ze se ve skute¢nosti jedna o formalismus tzv. abstraktnich indext, v
némz indexy nepredstavuji nutné slozky. Pokud oviem chtél zapsat vée INVARIANTNE (toto
slovo vyslovoval sobfadnym dlirazem) — apfitomtak, aby bylo nakazdeé velicinéihned patrno,
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jakeho je typu —, musel najit vhodné symboly (misto indexti). Ctyf-vektory proto znatil “kla-
divkem” (tfi-vektory normalné Sipkou) a Ctyf-tenzory druhého fadu oboustrannym kladivkem
(jejich tfirozmérné protésky oboustrannou Sipkou).? Pan docent uZival dfive rozsifeného tzv.
imaginarniho formalismu, v némz jsou Casové slozky veliCin nasobeny imaginarni jednotkou;
tim se uméle “zaidi” minus u Casové ¢asti vnitfnich soucind, aniz by (v kartézskych soufad-
nicich. ..) bylo tfeba zavadét metricky tenzor (jeho Glohu hraje jednotkova matice 6,,,) nebo
Lameéovy koeficienty, specidné jsou totozné kontravariantni a kovariantni (kartézské!) slozky
velicin.

Kdyz jsem pak prednasku prevzal, chtél jsem v ni “Minkowského ducha’ rozhodné
totiZz jasné rozisit vektory alinearni formy (kovektory) atd., tedy prejit k formalismu realnemu.
Kromeé “fyzikaniho” kursu specialni a obecné relativity zaCal tou dobou na katedfe paralelné
probihat i kurs geometrickych metod (kde se probira matematické podloZi teorie relativity,
pripadnéi dalSich oblasti teoretickéefyziky), takze bylo pfirozené apro studenty poucné, aby byla
v obou cténa notace v daném oboru obvykl, tedy v relativitéindexovaav geometrii abstraktni.
Nez setoto vyjasnilo, uvazoval jsem ve snaze o kontinuitu vyuky pfedmétui o psani znatek pod
pismenav pripadé kovariantnich velicin — kladivek u ¢tyf-kovektorli a oboustrannych kladivek
u tenzori typu (0,2). To vak vypadavelmi neprirozené anavic je pak obtizné “ nedestruktivné”
oznaCit tenzor smiseny (napf. jednou kontravariantni a jednou kovariantni), procez kolegové
doporucovali psat oznateni tenzorll vyhradné nad pismena, ale pro kovariantni verzi pouZit
jiny pracovni nastroj, napr. sekyrku. Dobre, ze prednost nakonec dostala kontinuita smérem k
navazujicimu kursu obecné relativity, jinak by ted problemi s IATeXem bylo vic. ..

8.2 Tenzor energie a hybnosti rovinné elektromagnetické viny

V kapitole 5.5 jsme Zzjistili, ze pro speciani pfipad e ektromagnetického pole — rovinnou
harmonickou vinu — matenzor F'** velmi specialni vlastnosti, pfedevsim oba jeho invarianty
F, Fr, F,*F" jsou nulovée. Pro zajimavost se podiveime, jak vypada pro takové pole tenzor
energie a hybnosti. Dosazenim (realné ¢asti) £, = ik, A, — ik, A, z (5.33) mame

1 1 1

Thy = = FFY = = (kA" — kA" (kA" — kY A) = = A A" (= o’k'E)

p p I
kde jsme vyuzili jen svételnosti vinového vektoru (k*k, = 0) arovnosti k*A, = 0, plynouci
z Lorentzovy kalibratni podminky. Tvar tenzoru je tedy stejny jako u nekoherentniho prachu
(Umérny diadickému soucinu vektorovych poli tetnych ke svétocaram), jen misto Ctyf-rychlosti
vystupuje u svétla samozigime vinovy vektor k*. Hustota hybnosti tohoto pole (nésobena c)
Y = = = oKk’ ahustotajeho energie T3, = w = o2k°k° spolu souviseji vztahem

15| = ca®kO)k| = ca®(k°)? = cw |

tedy tok energie odpovidatomu, ze veSkera energie se pohybujerychlosti c. O polich zjistéeného
tvaru tenzoru energie a hybnosti se proto hovori jako o polich nulovych nebo (ryze) zarivych.

2 Specianim zazitkem (pro k¥idu casto fatalnim) byval zépis vnitfniho (skalarniho) soucinu, ktery bylo tieba
jasné odlisit od sou€inu vngsiho (dyady). . .
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