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PREDMLUVA: ¢

“O Slunce! Ty vidi§ viechno, ty tvoiis z4fi a pohybujes se velmi rychle. Celé nebe osvétlujes.”
Ctvrty ver$ zpévu 1:50 jednoho z nejstarsich spisti Rigveda neni nijak vyjimeény — induska
kosmologie se od nepaméti “tocila” kolem Slunce. Ucenec a politik Sayana, Zijici v letech
1315-1387 na kralovském dvote Vijayanagarské fiSe v jizni Indii, si pii studiu a vykladani Véd
k tomuto versi pfipsal: “Budiz pfipomenuto: Slunce urazi 2202 yojany za pul nimesy.” Sayana
nebyl astronomem, v pozndmce se odvoldva na tradici a md patrné na mysli kosmologické
predstavy zachycené ve starych ndaboZenskych textech zvanych Purdny. Yojana je stard indicka
délkova mira, jejiz hodnota je uddvédna v oblasti 13—16 km, a nimesa je stard indickd ¢asova
jednotka, jejiz hodnotu historikové prepocitdvaji na 16/75 s. Za vtefinu by tedy “Slunce” mélo
urazit kolem 300000 km. . .

Sayana se trefil docela presné, ackoliv o pohybu svétla asi moc nevédél. Ani nemohl —
rychlost svétla neni lehké urcit a bez dalekohledu ji nejde ani odhadnout. V pomérech vesmiru
je zoufale mald, ale pro pozemské miry moc velikd. 22. srpna 1634 piSe René Descartes svému
priteli Isaacu Beeckmanovi, Ze rychlost svétla je jisté nekonecnd, a dodava: “Je to tak jisté, ze
pokud by se ukdzalo, Ze to neni pravda, jsem pfipraven uznat, Ze z filosofie nevim viibec nic.”
Descartes chtél pfitele uSetfit zbyte¢né ndmahy — ten totiZ trvil dost ¢asu tim, Ze vytahoval
na pole dé€lo, o mili dal stavél zrcadlo a snazil se zaznamenat, s jakym zpozdénim v ném bude
vidét zéblesk vystielu.

Nekonecna rychlost svétla byla soucésti aristotelské tradice, ale ani ve starovéku se k ni
vSichni neklonili. Jiz pfedtim vyvinul EMPEDOKLES z Akragasu (492-432 BC) vlivnou hypotézu
o vidéni (pomoci svétla vysilaného okem) a tvrdil naopak, Ze rychlost svétla je konecna. Stejného
nazoru byli i o néco mladsi “atomisté” patiici k DZINISTICKE FILOSOFII v Indii (svétlo bylo podle
nich zptsobeno pohybem malych ¢astic). Prvni soustavnéjsi vyzkum vsak provedl az “prvni
védec” Abi ’Altr al-Hasan ibn al-Hasan ibn al-Haytham z Basry (ptsobil ovsem v Kéhire),
znamy pod latinskym jménem ALHACEN (965-1039). Jeho sedmisvazkovéa Kniha optiky pfinasi
kromé€ mnoha dalSich zjisténi i experimentalni dikaz, Ze svétlo se §ifi pifimocaie a ze zdroje
do oka (nikoli naopak) — a také presvédceni, Ze se tak déje konecnou rychlosti. To bylo vSak
prokdzano az v 17. stoleti.

22. srpna 1676 ozndmil na jednani francouzské Kralovské akademie véd Giovanni Do-
menico Cassini, tou dobou feditel PafiZské observatore, Ze s kolegy Jeanem Picardem a Ole
Rgmerem provedli fadu méfeni zakryti Jupiterova mésice lo a zjistili, Ze zacatky a konce
zakrytd béhem roku postupné kolisaji kolem hodnot odpovidajicich vypocitané draze mésice.
Cassini dokonce ozndmil, Ze napiiklad 16. listopadu toho roku vyjde mésic z Jupiterova stinu o
10 minut pozdé&ji neZ podle vypocti. Jako pravdépodobnou piic¢inu nesouladu uvedl to, Ze Zemé
je béhem roku od Jupiteru riizné daleko a Ze “svétlu trvd 10 nebo 11 minut, neZ urazi vzdalenost
rovnou poloméru zemské drahy”. Ostatni (tehdy ti1) Jupiterovy mésice byly pozorovany s mensi
presnosti a podobny efekt u nich nebyl rozeznan, Cassini proto zdhy od “dimysIného vysvétleni
Mons. Rgmera” pomoci kone¢né rychlosti svétla upustil. RGMER byl naopak presvédcen o jeho
spravnosti a 7. prosince ho (jiZ samostatné) diikladné popsal v Journal des Scavans. V r. 1728 se
konecnost rychlosti svétla potvrdila, kdyZ s jeji pomoci James BRADLEY vysvétlil aberaci svétla
stalic (rovnéz) jako dasledek obéhu Zemé kolem Slunce.

Roku 1864 James C. MAXWELL definitivné shrnul elektrické, magnetické a optické jevy
do jednotné “Dynamické teorie elektromagnetického pole”. Zahy se ukézalo, Ze teorie neni
invariantni vii¢i Galileiho transformaci, a do centra pozornosti se dostala otazka, jak nejlépe
zjistit “absolutni” pohyb Zemé& — pohyb vii¢i nosi¢i svételnych rozrucht, éteru. Roku 1887,
po letech priace na novém typu interferometru, Albert A. MICHELSON konec¢né pfipravil s
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pomoci Edwarda W. MORLEYE dostate¢né citlivy experiment, jimZ mélo byt moZno presné
zméfit anizotropii rychlosti svétla a z ni odvodit okamzitou rychlost Zemé vici éteru. Méfeni
Jiz probihala, kdyz Heinrich R. HERTZ experimentédlné potvrdil existenci elektromagnetickych
vin.! Michelson s Morleyem ovSem nezjistili v rychlosti svétla Zddnou anizotropii, Zédnou
zavislost na denni ¢i rocni dobé a na orientaci pfistroje. Michelson ani Morley (stejné jako
Maxwell ¢i Hertz) o éterové teorii svétla nepochybovali a sviij experiment jesté nékolikrat
zopakovali. Po nich pak mnozi dalsi az do dne$nich dnil. V r. 2009 byla pomoci “Michelsonova”
uspotradani dutinovych rezondtorti a zazné€jové kontroly vyladéni jejich frekvenci omezena
pfipadna anizotropie rychlosti svétla na % <1071,

Kdyz kolem roku 1630 Galileo GALILEI vyplouval na mofe (moZné jen v duchu), aby
zjistil, zda jeho asistenti proti sméru pohybu lodi nedosko¢i dal neZ ve sméru opacném, té€Zko
tusil, Ze Piiroda dbd na rovnopravnost inercidlnich systému tak extrémné disledné. Kdyz 7.
ledna 1610 nad kupole baziliky sv. Antonina (v Padové) vysel Jupiter a on u néj svym neustile
vylepSovanym, tehdy asi tficetkrat zvétSujicim dalekohledem spatiil tfi (pozdéji Ctyti) satelity,
také asi netusil, Ze jeSté v témZe stoleti povede stejné pozorovéani k dobrému odhadu rychlosti
svétla. A co kdyz o dalSich 20 let dfive v Pise odméfoval pad predméti v gravitaCnim poli?
Einstein na “principu ekvivalence” zaloZil svou teorii gravitace; na pocatku 20. stoleti byl princip
ovéfen s relativni presnosti 1079, dnes je to 10714, Ale o tom aZ v obecné relativité. . .

Rychlost Siteni elektromagnetického zarfeni ve vakuu se zda byt jednou z centrélnich vlast-
nosti naseho vesmiru. Hodnota nezavisi na ¢ase, misté ani sméru, je stejnd vic¢i vSem inercidlnim
(a lokdlné i vii¢i vSem urychlenym) vztaZznym soustavam. Je to nejvetsi rychlost, jakou se mize
Sitit informace, takze svételné paprsky urcuji kauzdlni strukturu prostorocasu. Jako o dalsi z
“dtlezitych vlastnosti naseho vesmiru” budeme v téchto pozndmkéach hovorit o Albertu Einstei-
novi. Pfedevsim jako o tviirci teorie relativity, i kdyz Einstein prispél i k fadé dalSich oblasti.
Tradi¢né je pfipominana jeho nedivéra ke kvantové mechanice, ale stejnou pozornost zaslouzi
1 to, jak od svého Clanku O heuristickém hledisku tykajicim se produkce a premény svétla, ktery
vySel v 1. 1905 v Annalen der Physik jen o 4 ¢isla pred praci obsahujici “specidlni relativitu”,
az do samotného roku 1925 Einstein po vytvofeni kvantové teorie (konkrétné kvantové teorie
svétla) naopak volal — a jak v tom byl po celou tu dobu osamocen.

Kvantova elektrodynamika dnes patfi k universitnimu fyzikdlnimu vzdélani, ale vétsi pro-
blémy jsou s kvantovou teorii gravitacni interakce — “kvantovou obecnou relativitou”. Kvanto-
vani gravita¢niho pole znamend po prekladu do geometrického jazyka kvantovéani prostorocasu,
takZe samotny prostor a Cas by po “rozkvantovdni” mély byt na velmi malé (Planckové) skéle
diskrétni. Fyzikdlni procesy probihajici na velmi malych rozmérech by tuto “zrnitost” mély citit.
Na prostorocasovych nehomogenitidch by se napfiklad mélo rozptylovat a zpomalovat svétlo
velmi kritkych vinovych délek. Kvantové teorie gravitace tak “efektivné” predpovidaji mirné
naruSeni lorentzovské invariance, spoc¢ivajici v tom, Ze rychlost svétla by méla zdviset na jeho
frekvenci. Efekt je velmi slaby, ale mél by byt patrny u velmi vzdalenych zdroji, které vysilaji co
obsahuje co nejvyraznéjsi a casové dobfe lokalizovatelna “vzplanuti”. Pfesné takovymi zdroji
jsou kratké zablesky gamma, pravdépodobné provazejici gravitacni kolaps bindrniho systému
neutronovych hvézd. V kvétnu 2009 se podarilo zachytit zafeni Sirokého rozsahu energii (od
rentgenové po tvrdou gamma oblast) z kratkého zablesku GRB 090510. Zablesk vykéazal posun
vinové délky z = 0.9, takZe jeho fotony k ndm cestovaly vice neZ miliardu let. VSechny dorazily
v rozsahu necelé vtefiny. . .

' Kdyz se ho ptali, jaky m4 jeho vysledek vyznam, odpovédél: “Myslim, Ze viibec Z4dny, . .. jen se prokdzalo,
Ze Maestro Maxwell mél pravdu.”
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Podékovani

Nejdiive omluva. Tento text k dvodnimu kursu specidlni relativity neni zdaleka dikladny,
tak jako nemiZe byt moc dikladny ani samotny kurs. Moderni pohled na teorii relativity je
pohledem geometrickym, ale v takovémto tivodu se po ném miZeme spiSe poohliZet nez jej
potrddné péstovat. N&které partie tiplné chybéji; mozna je nékdy doplnime, ale ted’ se mi zddlo
dilezité, aby posluchaci kone¢né méli text, ktery odpovida prednasené latce. Psani skript je
ovSem dvouse¢na (v Minkowského prostoro€asu Ctyfsecnd) aktivita. Autor se priuci predmétu,
ale na prednésce pak ma pocit, Ze by nemél jen reprodukovat, co uz je napsano. Studenti se maji
do ¢eho podivat, ale na druhé stran€ citi mensi potfebu chodit do Skoly (a vnimat). Navic se
predmét uz ponékud dlouho udi stejnym zplisobem a mozna by bylo na misté to né¢jak zménit. V
tom piipad€ snad budou pozndmky k soucasnému vykladu na misté. Mohou pomoci, a pfitom
na “nové” predndsce ptjde fict: ale my to udélame lip.

Sam jsem mél ziidkakdy potfebu (a viibec ne nadéji) néco délat lip, protoze jsem na MFF
UK chodil na skvélé pfednasky. Na relativitu hlavné k profesoru Jifimu Bi¢dkovi a docentu
Jifimu Langerovi, mam seSit i z legendarniho “kladivkového” kursu docenta Kurta FiSera.
Pfirozené jsem “béhem téch let” Cerpal také z knih. Kanonickou ¢eskou ucebnici jsou stile
Zaklady specialni teorie relativity prof. Vaclava Votruby [7]. Maji 440 stran a nékterymi z nich
se neprokousava uplné snadno. Rovnéz dliraz na jednotlivé partie, styl vykladu, matematické
konvence i znaceni jsou dnes trochu jiné. Po faktické strance vSak kniha zatim nemd nahradu
a pro hlubsi studium ji 1ze rozhodné doporucit. Obsahuje i dikladny rozbor fady experimentd,
které prokdzaly nezavislost rychlosti svétla na inercidlnim systému. Experimenty jsou detailné
probrany také v kvalitnich skriptech doc. LeoSe Dvorédka [1]. Nékteré Casti latky je moZno
konzultovat i v knihdch [3, 4, 6], i kdyZ v trochu jinych formalismech. Vedle toho existuje fada
anglicky psanych ucebnic, které jsou vSak hiife dostupné a nékdy se i ony od “prazského” podani
(a mezi sebou) ve formalnich detailech lisi.

Kromé ucitelti jsem vdécny také studentiim, prednaska se utvarela i diky jejich reakcim —
a vzdy v pfijemné spolecnosti. Nejvétsi dik ovSem patii koleglim z tstavu a z Relativistického
semindfe, za pribézné odborné a pedagogické podnéty, ale predevsim za kulturni a kamaradské
prostfedi. Dr. Otakar Svitek text procetl a navrhl Cetnd vylepseni. Budu rad, kdyz udé€late totéz. . .

OS, 12. prosince 2010
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Zakladni konvence a znaceni

Pokud neni feceno jinak, uZivame standardniho sloZkového jazyka, Einsteinova sumacéniho pra-
vidla a notace obvyklé v teorii relativity. Veli¢iny uvddime v normélnich, fyzikdlnich (nikoli
geometrizovanych) jednotkdch, konkrétné v soustavé SI. Metricky tenzor g,, ma signaturu
(—+++), fecké indexy nabyvaji hodnot 0-3, latinské indexy hodnot 1-3. Zapis X “ reprezentuje
v8echny, resp. kteroukoliv sloZku veli¢iny X, tj. X© = (X, X!, X2, X3) (analogicky pro veli-
¢iny libovolného tenzorového typu a faddu); konkrétni hodnoty indext budou specifikovany Cisly
0-3 nebo pfimo pismeny zna&icimi ptislusné soufadnice (takze napf. X2 = XV). V obecnosti
je dobré indexy chépat jako abstrakini, tedy nikoli jako oznaceni slozek a jako signalizaci toho,
7Ze je nutno pracovat ve slozkach, ale prosté jako vyhodny zpiisob, jak zapsat veliiny (tak, Ze
je 1 bez kontextu mozno na prvni pohled odhadnout jejich typ) a tenzorové operace s nimi. To
jest: je dobré piedstavovat si pod X* spi§ X nez (X, X2, X?). Specidlni relativitu je viak velmi
vyhodné probirat v inercidlnich systémech, a ty jsou kartézské, proto v konkrétnich ptipadech
jiz budou indexy skute¢né Casto reprezentovat slozky; napf. Minkowského tenzor 7, dokonce
znaci jen specidlni tvar, kterého nabyva metricky tenzor plochého prostorocasu v néjakém iner-
cidlnim systému. Parcidlni derivace je znacena 0 nebo ¢arkou v indexové pozici, %f—(f = X+,
(v literatufe se vyskytuje také znaceni 0, X*, piipadné V,X* — my si ale V schovame aZ pro
kovariantni derivaci, se kterou se setkame v obecné relativité).



KAPITOLA 1

Uvod

Nedavno jsme na Wikipedii nasli strojovy pteklad, Ze Special relativity je “lékatska prohlidka
publikovand v r. 1905 Albertem Einsteinem v jeho ¢lanku ‘K elektrodynamice dojemnych
tél’. .. " Je to mensi move (posun), nez jakého se této teorii dostava od lidi. Einstein musel piil
Zivota trpét, Ze je spojovan s prupovidkou “vSechno je relativni” a jeho teorie pfekrucovana v
argument pokleslych postojt relativismu. Od pocétku zdurazinoval, Ze nepfichazi s teorif, ale s
“heuristickym principem” (ktery by mély spliiovat vSechny “teorie”). A kdyZ uZz, tak navrhoval
hovofit o “teorii invariantii”. Max Planck vsak jeho praci nazval “relativn{ teorii”, a to pfestoze
v ni — spolu s autorem — predevS§im spatfoval cestu k “tomu, co je absolutni, obecné a
neménné”. Béhemr. 1907 byla “relativni teorie” v kulodarech upravena na “teorii relativity”. Tou
dobou jiz pracoval na jeji eleganci hlavné Hermann Minkowski. Uvedl ji do ¢tyfrozmérného,
geometrického hdvu, v némz jeji “absolutni” prvky vystupuji zvlasté zretelné. Pfi predstaveni
nového pohledu na prostor a cas také misto “principu relativity” fikal “postuldt absolutniho
svéta”. ..

Indicky matematik a astronom ARYABHATA (476-550) ve svém spisu Aryabhatiya shrnul
induské 1 pozdé;si (hlavné dZinistické) vysledky; mnohé z nich byly ziskany (¢i alesponi “tipo-
vany”) davno pred Evropou. PiSe také: “Stejné jako vidi ¢lovék na jedouci lodi, Ze se stromy
na biehu pohybuji v opacném sméru, vidi pozorovatel na rovniku stdlice pohybovat se presné
na zépad.” O tisicileti pozd&ji se vyddval na mofe G. GALILEI' (1564-1642), ale misto aby
tam odtud vzhliZel ke stromiim a hvézdam, zavfiel se v kabiné a sledoval tam uvnitf poletovani
motyld, rybky v akvariu, pad vodnich kapek, pohyb koufe a sportovni vykony svych asistentt.
Jeho zavér — Ze vSe probiha stejné jako “v klidu” na sousi — je citovdn jako Galileiho prin-
cip relativity, ale ve spisu Dialog (1632) zjistite, Ze on sdm na ném nezdtiraznioval “relativitu
pohledu na svét” (totiZ zavislost méfenych hodnot veli¢in na pozorovateli), ale naopak stejnost,
nerozliSitelnost (neurychlenych, inercialnich) systému. Podobné pro Einsteina bylo sice pocho-
pohledu na svét, obecné ziejmou odnepaméti, to bylo jen malé upfesnéni. Kde vSak fyzika po
Einsteinovi nachdzi skutecné bohatstvi, je pfi hledani invariance veli¢in a teorii vici urcitym
transformacim. Symetrie se zdaji byt jednou z nejhlubsich vlastnosti vesmiru.

Navzdory svému jménu je tedy teorie relativity pfedevSim “0” invarianci zakoni vici
urcitym — prostoro¢asovym — transformacim: Lorentzovym v piipadé specidlni relativity a
obecnym diffeomorfismim v piipadé obecné relativity. Popularni zkracovani ty¢i a prodluzovani
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Casovych intervald, “paradoxy” s gardZi a dvojcCaty jisté probereme, ale méli bychom mit stdle na

I .. ve skute¢nosti mozn4 jen prostfednictvim svého literarniho hrdiny Salviatiho. . .
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paméti, Ze se jedna jen o nevyhnutelné dusledky principu, podle né¢hoZ jsou vSechny inercidlni
systémy z hlediska fyzikdlnich zdkonl ekvivalentni. To tento princip by nias mél pribézné
udivovat. Nejen Ze neni viibec samoziejmy, dokonce by bylo pfirozené predpokladat, ze kdyz
véci kolem nds zjevné preferuji urCité — své klidové — systémy, budou to €init i prirodni zdkony,
tedy fyzikdlni “pravidla hry”. Privilegovanym je jisté klidovy systém Vaseho notebooku, systém
spojeny se Zemi, se Sluncem, s Galaxii. .. [zotropie reliktniho zéfeni dnes opraviiuje hovoftit
dokonce o “klidovém systému naseho vesmiru” a potvrzuji to i studie mapujici rozloZeni hmoty.
Tézko najit privilegované;si systém, ale presto v ném fyzika chodi podle stejnych pravidel, jako
v jakémkoli jiném.

1.1 Misto specialni teorie relativity ve fyzice

Specidlni relativita je tedy spiSe principem (n€kdy se oznacuje jako “principidlni teorie” ¢i
“meta-teorie”) nez obvyklou (tzv. “konstruktivni”) fyzikdlni teorii: pozaduje, aby fyzikalni
teorie nerozliSovaly mezi inercidlnimi systémy, aby byly invariantni vici transformaci mezi
nimi. My se v této uvodni pfedndSce budeme vénovat pouze mechanice a elektrodynamice ve
vakuu. Zatimco elektrodynamika bude, jak uvidime, “automaticky spravné” (specidlni relativita
diky ni vlastn€ vznikla), mechaniku budeme muset odvodit novou. Odchylky relativistickych
pfedpovédi od “klasickych” (newtonovskych) v ni rostou s tim, jak se rychlost zkoumaného
télesa zvySuje a bliZi rychlosti svétla. Specidlni relativita bude tedy nepostradatelna tam, kde se
véci pohybuji velmi rychle — predevsim v ¢asticové fyzice (kosmické zarfeni, urychlovace) a v
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astrofyzice. Kromé novych predpovédi v konkrétnich situacich vSak specidlni relativita prinasi
i zdsadni novou zpravu: Ze ¢asova soufadnice neni “absolutni” a Ze je provdzana s prostorovymi
soufadnicemi; vysokd symetrie tohoto provazani navic ukazuje, Ze navzdory nasemu rozliSovani
mezi polohou a Casem je vyhodné a pfirozené na fyzikalni svét pohliZet jako na Ctyfrozmérny
prostorocas.

Co budeme k predndsce potfebovat? Zhruba 1905 gramil tenzorové algebry (abychom
zajistili matematické naplnéni principu relativity) a podobné mnoZzstvi ¢tyfrozmérného forma-
lismu (abychom mohli v prostoro€asu prakticky pocitat). Uvidime, Ze kdyZ tyto dv€ ingredience
dobfe promichdme, zafidi vlastné vSechno za nds. Jesté jsem zapomnél, Ze ze zacatku budeme
muset také obc¢as premyslet — to kdyZ budeme skutecnost nahlizet jesté z “3+1” (“prostor +

¢as”) pohledu, nez si zvykneme v prostorocasu.

1.2 Pripominka historie: zapletka s éterem a rychlosti svétla

Newtonova fyzika umoZznila urcit na zdkladé znalosti silového piisobeni pohyb daného télesa.
Urcit pohyb znamend fici, kde se téleso v kterém okamZiku nachdzi — pohyb je urcen v
feci polohy a ¢asu. Vici cemu ovSem polohu a ¢as vztahovat? Isaac Newton (Principia, 1687)
postuloval, Ze jeviStém fyzikdlniho déni je nepohyblivy “absolutni prostor”, ktery je geometricky
tiirozmérnym eukleidovskym prostorem. Déle postuloval existenci “absolutnimu ¢asu”, ktery
“plyne sam od sebe a diky své povaze rovnomérné”. Oba tyto pojmy jsou “absolutni” tim,
Ze jsou nezavislé na hmoté, tedy na fyzikdlnim déni. Prvni Newtonlv zdkon tvrdi, Ze existuje
alesponi jeden inercidlni systém, a z jeho definice je ihned jasné, Ze takovych systému existuje
nekonec¢né mnoho; navzidjem se pohybuji rovhomérné piimocare, tedy jsou svazany Galileiho
transformaci. Newtondv druhy zdkon a nasledné celd jeho teorie plati ve stejném tvaru ve vSech
inercidlnich systémech — je invariantni vici Galileiho transformaci. (Pfi této transformaci

zUstava Cas stejny, tedy je “absolutni” i v tom smyslu, Ze nezavisi na tom, zda a jak se pozorovatel
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pohybuje vici absolutnimu prostoru.) Diky galileiovské invarianci nelze mezi inercidlnimi
systémy mechanicky rozlisit, tedy specidlné¢ mezi nimi nelze najit systém, ktery je v klidu vici
absolutnimu prostoru.

S dvahami o svétle se v§ak na scéné objevil éter (@ther). Ve starofecké mytologii znamenal
anp prvotni substanci, kterd vypliiovala nebesky svét bohd. Od té doby se pojem objevoval v
alchymii a pfirodni filosofii jako “zprostfedkujici médium”, dnes bychom fekli “pole”. Pro nds
je zde dilezita konkrétné predstava éteru jako nosice svételnych signdlti. Do fyziky pfichazi s
vlnovou teorif Christiana Huygense (Pojednani o svétle, 1678).2 V letech 1817-21 pak vytvoril
Augustin-Jean Fresnel detailni teorii svétla jako pfi¢ného vinéni éteru. Postupné ji déle roz-
pracovali napi. Ampere, Faraday, Maxwell, Lorentz a Poincaré. Potykali se s fadou problémii.
Predevsim musel mit éter velmi zvlastni vlastnosti: predstava svételného vinéni byla mecha-
nistickd (éterem se Sitily viny “elastického napéti”’), avSak na druhé strané musel éter vS§im
prostupovat bez mechanické interakce (nesmél napf. klast odpor pohybu nebeskych téles) a byl
pfedpoklddan nehmotny. Klidové soustava éteru by kazdopddné méla byt privilegovand; bylo
pfirozené predpokladdat, Ze je inercidlni a Ze je dokonce v klidu vii¢i Newtonovu absolutnimu
prostoru.

V r. 1864 J. C. Maxwell zavrsil a propojil vyzkumy svétla, elektfiny a magnetismu
do jednotné teorie. Tato teorie mj. definitivné predpovédé€la existenci elektromagnetického
vinéni, které se — v souladu s jiz dfive u¢inénymi optickymi méfenimi — Siii konecnou
rychlosti (c). Existenci elektromagnetickych vin pak v r. 1887 potvrdil H. Hertz. Maxwellova
teorie nenf invariantni vici Galileiové transformaci, dava rizné vysledky v riznych inercidlnich
soustavach. To posililo snahy o identifikaci klidové soustavy éteru. Zemé se pravdépodobné
vici éteru pohybuje, navic v riznych ro¢nich dobach rizné (kromé toho dand laboratof i v
riznych dennich dobéch rizné), takze by mélo stacit zméfit rychlost svétla v riznych smérech:
Sifi-li se svétlo vuci éteru rychlosti ¢, pak jeho rychlost viici laboratofi bude dana slozenim
s rychlosti laboratore. Klidovou soustavou éteru bude ziejmé ta, vici niZ se svétlo §if{ vSemi
sméry stejné rychle. Ke zjisténi pohybu Zemé viici éteru bylo navrZzeno a provedeno mnozstvi
experimentd, fada jiZ “za Zivota” teorie relativity, ale probirat je dnes je kapanek nadbyte¢né?
a k teorii relativity by nds to nijak zvlast nepfibliZilo. Z divodu historického vyznamu a tehdy
piekvapivého vysledku vSak zatadime alespon ten, ktery “definitivné rozhodl”.

1.2.1 Michelsoniiv-Morleytv experiment

MEéfit v laboratofi pfimocare rychlost svétla je kapdnek nepohodlné, navic zde nejde o hodnotu
té rychlosti, ale o to, zda je izotropni nebo ne. Proto se vyuzivé interference: monochromaticky
paprsek ze zdroje se rozdé€li ve dva, ty se nechaji v riznych (nejlépe kolmych) smérech trochu
cestovat a pak se zase svedou a nechaji interferovat. Obrazec, ktery vznikne, je ddn rozdilem
mezi dobami, za které paprsky urazily své drdhy. Nyni se “ramena interferometru”, podél nichz
paprsky cestovaly, pootoci (avSak celé uspofddani se nijak nedeformuje — ramena zistavaji
stejné dlouhd a navzdjem kolmad). V disledku skladani rychlosti svétla s rychlosti laboratofe (obé
rychlosti vztahujeme k éteru) se tim obecné zméni doby, za které paprsky projdou své drahy,

2 Newton predloZil naopak korpuskulérni teorii svétla. I on poukazoval na “éter”, aviak nikoli jako na prostiedi,
jehoz “excitacemi” jsou svételné korpuskule, nybrz jako na prostiedi, které korpuskule rozptyluje — totiZ aby
vysvétlil jevy ohybu a lomu. V r. 1672 publikoval Newton ¢ldnek, v némzZ uvaZoval, Ze Castice svétla rotuji a
v diisledku toho pii pohybu éterem zatdceji; prisel na to tdajné pfi pozorovani tenistli na své Trinity College v
Cambridge (takZe vlastné popsal tzv. Magnustv efekt 180 let pfed H. Magnusem).

3 Vsimnéte si, Ze piislovce “kapanek” zde znamend podobné vysokou miru jako ve vyroku “Jason byl ze sidlists
a mluvil kapének sprost€” ve filmu Terkel m4 problém.
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tedy zmén se také interferenéni obrazec. Ustiednim prvkem experimentii tak bylo polopropustné
zrcatko:

obrazek...?7?

Predpoklddejme pro jednoduchost usporadani podle obrazku ??: laboratof se viici éteru
pohybuje rychlosti v v kladném sméru ramena 1. Pro vysledek interference je podstatny rozdil
mezi dobami ¢; a t,, po které rozdélené paprsky cestuji oddélené, tedy za které projdou v
laboratofi vzdalenosti [; a l5. Prvni z ¢asi spoCitime v soustavé spojené s laboratofi. Tam se
svétlo pohybuje “doprava” rychlosti ¢ — v a zpétky rychlosti ¢ + v, takze celkové mu to trva

ll ll 20[1 2[1 1
T 2.2 2
c— c+v ct— C 1_2_2

Cas letu “kolmého” paprsku se 1épe pocita v soustavé éteru: z naértu jeho cesty (obr. 2?2 vpravo)
a Pythagorovy véty mdme

Ctg 2_ 2 ’Utg 2 . 2[2 1
(7) —(ZQ) +(7> — t2_?—_£ .

Rozdil dob pfichod je tedy

2 1 z
At=ty—t) == - — . (1.1)
¢ 1-4 -z

Nyni laboratof otocime o 90°. Paprsky si jednoduse vyméni role, takze vzorecek prvniho tvaru
se ted’ bude tykat druhého paprsku a naopak. Rozdil pfichodi je tedy tentokrat

~ 2 l
At=t,—# == CEN— . (1.2)
C 1—2—2 _%

O zméné interferencniho obrazce béhem otoceni rozhoduje to, o kolik se zménil rozdil pfichodl
paprski, tedy “rozdil téch rozdila”,

2([1 + lg) 1 1 . ll + ZQ 1)2

At — At = (1.3)

- — RN
c 1—2’—2 12 c c
c2

o v 2z

Pti dpravé jsme vyuZili toho, Ze o¢ekdvand rychlost pohybu Zemé vici éteru bude fddovée zhruba
rovna rychlosti jejtho ob&hu kolem Slunce, a ta je 30 km/s = 10~%¢, takze v?/c? = 1078; kdyz
Cleny ve velké zavorce rozvedeme v této malé veli¢iné do linedrniho fadu, dostaneme

1 . V2 1 . 1 . V2

-2 Tan e 11— 23]
c2
a odsud ihned uvedeny vysledek.

M¢li bychom jesté odhadnout, zda by posun dany vysledkem (1.3) viibec byl prakticky
pozorovatelny. Spocitejme, za jakych parametri by se interferencni vzor pfi otoceni experimentu
posunul pravé o jeden prouZek. Posun o jeden prouzek znamena vzajemny posun sklddajicich
se vIinéni o jednu vinovou délku, tedy zménu casového rozdilu ptichodu paprski o

2

AM-At=2 e (h+b)= =\ .
C C
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Dosazenim Z—j =10"%a X = 500nm = 50 - 10~3m (zelené svétlo) vychazi podminka na délku
ramen: [; + [ = 50 m. To ovSem neni Zddny problém, ramena mohou byt zhruba takto dlouhd,
navic pomoci vicenasobnych odrazi je 1ze ucinit efektivné i del$Simi. A to posun o cely prouzek
je skute¢nym luxusem — pozorovatelné je i posunuti 0 malou ¢ast vinové délky.

Michelson méfil v roce 1881 sdm (dost neptesné) a v r. 1887 pak s Morleyem, v obou
piipadech s interferometrem, jehoZ ramena byla stejné dlouha (I; = [3). Pozdéji byl experiment
riznymi skupinami nékolikrdt opakovan. Experiment s rizné dlouhymi rameny vSak provedli
az v r. 1932 Kennedy a Thorndike. Nikdo nenaméfil NIC!

1.2.2 Bradley, Fizeau, Hoek, Airy — a dalsi. . .

Eter mé&l dost podivuhodnych vlastnosti na to, aby vznikly také Gvahy o jeho mozném strhavani
prostiedim (néjakym nezndmym mechanismem): pokud by napf. byl éter strhavdn Zemi nebo
jeji atmosférou (vzduchem), stacionarni laboratof by se vii¢i nému nikdy nepohybovala, a tedy
snahy o zji$téni rychlosti takového pohybu by samozrejmé byly marné. V dobé, kdy byl poprvé
proveden Michelsontiv-Morleyiv pokus, se uz ale védé€lo, zZe éter patrné strhavan neni, nebo
Ze aspon neni strhavén tak, jak by k vysvétleni bylo tfeba. Vyplynulo to hlavné z pozorovéani
Bradleyho a Airyho a ze dvou experimentd, které provedli Fizeau a Hoek. Bradley objevil v
r. 1727 jev aberace stédlic (pozorovand poloha hvézd se béhem roku nepatrné méni); Fizeau
méfil rychlost svétla v proudici vodé (1851), Hoek rychlost svétla ve stojici tekutiné a jeji
zavislost na sméru (1868); a Airy pak v r. 1871 zjistil, Ze pozorovana hodnota aberace se viibec
nezméni, pokud se dalekohled naplni vodou. Experimentii vSak byla fada a jejich domnéla
vysvétleni se nezfidka navzdjem vylucovala.* Nebudeme je zde probirat (viz napf. ucebnici [7]
nebo skripta [1]), jen fekneme, Ze navzdory jejich vétSinou “negativnim” vysledkiim byl teprve
nulovy vysledek Michelsona & Morleyho skute¢nym prekvapenim. VSechny experimenty byly
posléze vysvétleny na zédkladé relativistického sklddani rychlosti, doplnéného o znalost Siteni
svétla v optickém prostiedi. Ale nakonec i jedno “éterové” vysvétleni bylo prece jen tispéSné a
univerzalni; vlastné jiZ pfedznamendvalo specidlni relativitu, ackoli pouze matematicky.

1.2.3 Lorentzova & Fitzgeraldova kontrakce

H. A. Lorentz vytvofil pfed koncem 19. stoleti tzv. elektronovou teorii. Bylo to vlastné rozpra-
covani Maxwellovy teorie na zakladé urcité predstavy éteru. Elektronova teorie se “samoziejmé”
chov4 jinak v klidovém systému éteru a jinak v systémech, které se vii¢i éteru pohybuji (trans-
formuje se Galileiho transformaci!), ale je tfeba zafidit, aby to nebylo mozno naméfit. Podatilo

P P . ~ LTS o 99 — 1 .
se to pomoci dvou hypotéz, v nichZ vystupuje “Lorentziv faktor” v = \/@ :

e predméty, které se vici éteru pohybuji, jsou v podélném sméru ~-krat zkraceny;

e hodiny, které se vici éteru pohybuji, jdou ~-krat pomaleji.

4 Naptiklad W. Wien zahajoval v z4if 1898 na zased4ni Spole¢nosti némeckych p¥irodovédct a lékaid zvl4stni
jednani vénované éteru také slovy: “Otazka, zda se svételny éter ucastni pohybu téles ¢i nikoli a zda je mu vibec
mozno né&jaky pohyb pfipsat, zaméstnava fyziky uz dlouho a nescetné jsou ndzory a domnénky, které pokladaji
stanoveni vlastnosti nositele elektromagnetickych jevil za nutné.” Wien pak vypocitava 13 experimentd, usilujicich
0 zji$téni pohybu Zemé vici éteru, a také fadu rozporl panujicich mezi rozdilnymi koncepcemi éteru. A. Folsing ve
svém krasném Zivotopisu Einsteina pfirovnava situaci ke stfedovékému problému s netinosné sloZitou soustavou
epicyklt, ktera byla navrSena k zdchran€ “klidné” Zemé.

Dodejme, Ze predstava éteru jako nosicCe interakce se z optiky a elektromagnetismu rozsifila i na dvahy o jeho
roli pfi pfenosu gravitace a Ze i ty byly pfirozené spojeny s konecnou rychlost{ §ifeni.
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Byly to hypotézy vcelku prirozené. Ma-li byt elektronova teorie konzistentni s Maxwellovymi
rovnicemi, musi byt totiZ tvar ekvipotencidlnich ploch bodového ndboje zdvisly na pohybu
naboje vuci éteru: pro ndboj v klidu jsou to sféry, zatimco pokud se naboj pohybuje, jsou to
rotacni elipsoidy zploSt€lé ve sméru pohybu faktorem ~. Jsou-li sily rozhodujici o tvaru téles
ve své podstaté elektromagnetické povahy, je pfirozené predpokladat, Ze se télesa budou ve
sméru pohybu zkracovat stejnym faktorem. Néjaky efekt je mozno ocekdvat i u chodu hodin.
Pokud si pfedstavime hodiny zaloZené na kmitdni svételného paprsku mezi dvéma zrcadly a
uvédomime si, Ze vici éteru se svétlo pohybuje rychlosti ¢ a viici jinému systému (dle Galileiho
transformace) jinak, zjistime, Ze v pohybujicich se hodindch musi svétlo urazit delsi drdhu, a
tedy takové hodiny muse;ji jit pomaleji neZ hodiny stojici. Podivejme se nyni zpét na vztah (1.1),
rozhodujici pro vysledek Michelsonova-Morleyova experimentu. MiZeme dosadit

klid Klid v?
l2:l21, llzlll 1__27
c
ponévadZ rameno délky /> je kolmé na smér pohybu laboratofe vici éteru, kdezto rameno [y
mifi ve sméru tohoto pohybu. Po dosazeni vztah nabyva podoby

At = 2 (llglid o llldid) .

Je tfeba zddraznit, Ze mérenymi délkami ramen jsou (¥ a /514 (protoZe télesa se v disledku
pohybu vici éteru zkracuji stejné jako méridla, tedy zkracovani neni méritelné), takze je skute¢né
vhodné vztah psat pomoci nich. Za druhé, ¢as méfime na hodinach, které se vii¢i éteru pohybuji,
a tedy jdou pomaleji nez hodiny stojici (na kterych ubéhne At). Pokud ptijdou pomaleji pravé
~v-krat, zméfime na nich ¢asovy rozdil

At = At 1— 7}_2 _ 2 lklid . lklid
méfeny — 02_0(2 1 )

Tento vyraz jiz vithec nezdvisi na rychlosti v, takze tato rychlost (Zemé vici éteru) ani nemiize
byt experimentem zjiSténa.

Lorentzova elektronova teorie se tim dostava do situace, kdy se klidova soustava éteru
neda identifikovat ani mechanickymi, ani elektromagnetickymi pokusy. Fyzikdlni pojem, ke
kterému se nelze experimentdlné vyjadfit, je ovSem nadbytec¢ny.

1.2.4 Stav na jare roku 1905

Na pocatku 20. stoleti nebyla fyzika rozhodné “v zdkladnim stavu”. Lorentz a Poincaré¢ se snazili
dynamicky vysvétlit, pro¢ se éter tak dobfe maskuje — pro¢ se systémy, které se vici nému
pohybuji, zkracuji a jejich vnitini procesy zpomaluji, a to navic presné tak, Ze se klidovy systém
éteru zdanlivé ni¢im nevyznacuje. Pfi svych dvahdch méli “specidlni relativitu” vyslovené v
rukou, ale pfedstavy pevné fixované na médium éteru jim nedovolily ji rozeznat. ZvI4sté Poincaré
se dostal jiZ na prelomu stoleti natolik daleko, Ze se dnes uZ mozna ani neda pochopit, pro¢
kli¢ k novému pohledu na prostoro-¢as nenasel on. V r. 1898 pfemyslel o synchronizaci sady
vzdjemné klidnych hodin telegrafnimi signdly a jako postulat pfijimal konstantni a izotropni
rychlost svétla. O dva roky pozdéji pocital, jaky vliv na synchronizaci ma translacni pohyb
sady hodin vici éteru, pricemz rozliSoval “pravy” a “zdanlivy” ¢as. V kvétnu 1904 pak Lorentz
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nasel presnou podobu transformace, vii¢i niZ je Maxwellova teorie invariantni.> Poincaré ukézal,
7e Lorentzv “mistni ¢as” je totoZny s jeho “zdanlivym ¢asem”, a dovodil, Ze “vznikne zcela
nové mechanika, kterd bude charakterizovana skutecnosti, Ze Zddna rychlost nepiekroci rychlost
svétla a Zaddn4 teplota nebude nizZsi nez absolutni teplota nuly.” (Wilhelm Wien 1 jini v rdmci
Lorentzovy elektronové teorie a predstavy o elektromagnetické povaze hmoty potvrzovali, Ze
by bylo tfeba nekonecné prace k tomu, aby elektron prekrocil rychlost svétla.) V knize Véda a
hypotéza zr. 1902 (zfejmé jediné véci, kterou od né€j Einstein pred r. 1905 Cetl) predpovid4, ze éter
je pro vysvétleni fady jevli pohodlny, ale jednou bude jako neuzite¢ny pojem opustén. Podobné
skepticky se vyjadfuje i o “absolutnim ¢ase” a konceptu soucasnosti na riznych mistech. V r.
1905 pak Poincaré publikoval dalsi dva ¢lanky, jeden mésic pfed a druhy mésic po Einsteinové
prelomové praci. V nich spojil prostorové soufadnice a ¢as do polohového “Ctyfvektoru”,
ukazal, Ze Lorentzova transformace odpovida otaceni tohoto Ctyfvektoru ve Ctyfrozmérném
eukleidovském prostoru a Ze veli¢ina (Az)? + (Ay)? + (Az)? — ¢®(At)? se pfi ni neméni,
odvodil odpovidajici transformaci rychlosti, dokdzal, Ze Lorentzovy transformace tvoii grupu
(— Poincarého grupa) a diskutoval jeji elektromagnetické invarianty; dokonce pozadoval, aby
“princip relativity” platil i pro gravitaci, a uvazoval o “gravitacnich vlnach”. ..

I mimo oblasti zasaZené debatami o vlastnostech éteru se na prelomu stoleti dély prevratné
véci. V kinetické teorii a statistické mechanice hlavné diky L. Boltzmannovi a J. W. Gibbsovi,
ale také A. Einsteinovi. A Max Planck nasel 8. zafi 1900 nad rdnem vzorec pro zafeni ¢erného
télesa. Kdyz se ho v nésledujicich tydnech snazil “pofddné odvodit”, musel pouZzit predstavu, Ze
zareni vysilaji jednotlivé atomy (oscilatory, které se chovaji podle Boltzmannovy statistiky), a to
nikoli spojité, ale po urcitych kvantech. Pozdé&ji sviij postup nazval pouhym “aktem zoufalstvi”
a na ucinkové kvantum h vzpominal jen jako na “Cisté formalni pfedpoklad, pfi némz nemél
nic zvlastniho na mysli” a ktery se pak v dalSich letech snazil “néjak prizptisobit ramci klasické
teorie” — to znamend Maxwellové teorii a vlnové povaze svétla, o niZ podobné jako ostatni
nepochyboval. Ale byl zde jesté “laik” na patentovém ufadu v Bernu. . .

1.3 Albert Einstein a zrod nové fyziky

Koncem kvétna 1905 pisSe Einstein dopis svému kamarddovi Conradu Habichtovi: “Mily Ha-
bichte, zavladlo mezi ndmi tak velebné mlceni, Ze se citim skoro jako bych se dopoustél
svatokrdadezZe, kdyZ ho ted pierusuji bezvyznamnym plkanim. Ale neni to vZdy osudem vznesSe-
nych tohoto svéta? Tak co délate, Vy mrazena velrybo, Vy uzeny, suSeny, konzervovany kousku
duse ¢i co bych Vam jesté rdd hodil na hlavu, jsa ze 70% naplnén zlobou a ze 30% litosti!
Jen t€ém 30% miuzete dékovat, Ze Vam neposilam plechovku plnou krijené cibule a ¢esneku
poté, co jste se tak zbabéle neukdzal o Velikonocich. Ale proc jste mi stéle jesté neposlal svou
disertaci? CoZpak nevite, Ze bych byl jednim z 1 a 1/2 manikd, ktef{ by si ji precetli se zajmem
a potéSenim, Vy bidniku? Slibuji Vam na oplétku ¢tyfi ¢lanky, prvni bych mohl poslat brzy,
protoZe zahy dostanu reprinty. Clanek se zabyva zafenim a energetickymi vlastnostmi svétla a
je velmi revolucni, jak uvidite, pokud mi nejdiive poslete svou praci. Druhy ¢lanek je uréenim
skute¢nych velikosti atomil z difuse a viskosity ziedénych roztokl neutralnich latek. Treti do-
kazuje, z predpokladu molekuldrni teorie tepla, Ze t€lesa velkd fadové 1/1000 mm, rozptylend v
kapalindch, uzZ musi konat pozorovatelny nahodily pohyb, jenz je vyvoléan tepelnym pohybem:;
fyziologové skute¢né pozorovali (nevysvétlené) pohyby rozptylenych malych, nezivych télisek,

>S “predb&znou” podobou transformace pfisel jiz v r. 1887 Woldemar Voigt, ale Lorentz se o tom dovédél az
poté, co ji mezitim (r. 1905) odvodil i Einstein jako soucdst svého nového pohledu. Z Lorentzovy transformace
bychom Voigtovu dostali vydélenim pravych stran faktorem v: t' =t — vz /c?, 2’ = x —vt, y =y/v, 2’ = z/7.
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kterézto oznaluji jako ‘brownovsky molekuldrni pohyb’. Ctvrty ¢lanek je zatim jen hrubym
nacrtem a je o elektrodynamice pohybujicich se téles, kterd uzivad modifikace teorie prostoru a
Casu; Cisté kinematicka ¢ast tohoto ¢lanku Vas bude urcit€ zajimat. Solo davd soukromé hodiny
jako diiv, nedokdZe se pfimét k tomu, aby udélal zkouSku; je mi ho velice lito, nebot’ vede
smutnou existenci. Vypada také docela vycerpané. Nemyslim ale, Ze je moZné ho nasmérovat
ke snesitelnéjSim Zivotnim podminkdm - vite, jaky je! Pozdravy od VaSeho A.E. / Pozdravuje
Vs Zena a ptacek zpévacek, jemuz je ted rok. PoSlete svou praci brzy!”

Habicht bude pozdéji straSné rad, Ze si dopis uschoval. V prvnim, “revolu¢nim” ¢lanku
svého pritele mohl posléze Cist: “Podle predpokladu, ktery zde bude uvaZzovén, neni pfi Sifeni
svételného paprsku z bodu energie spojité rozndsena do stale se zvétSujicich prostor, ale sklada
se z kone¢ného mnoZstvi energetickych kvant, ktera jsou lokalizovdna v prostorovych bodech,
pohybuji se, aniZ by se délila, a mohou byt absorbovadna a emitovdna pouze celd.” Einstein
zde jako prvni vzal vaZné Planckovu kvantovou hypotézu ze zafi 1900 a navédzal na sv4 studia
specifického tepla a fotoelektrického jevu. Max Planck, jak vime, saim vid¢l sviij “Cisté formalni
predpoklad” uplné jinak — a je pikantni, Ze mezi spoustou chvaly, kterou v r. 1913 (!) zanesl do
navrhu na pfijeti Einsteina do Pruské akademie véd, nalezneme 1 vétu: “Nezazlivejme mu prilis,
ze ve svych spekulacich nékdy prestielil, jako napt. s hypotézou svételnych kvant; nebot’ ani v
nejexaktnéjsi z prirodnich véd neni pokrok moZny bez rizika.” Po 9 letech dostane Einstein za
prestieleni Nobelovu cenu. Po uspokojivé kvantové teorii vSak bude osaméle volat az do r. 1925
(— a pak jesté dalSich 30 let. . .).

Druhou préci, kterou Einstein Habichtovi v dopisu slibuje, posléze podal jako doktorskou
disertaci. Jmenovala se Nové urceni rozmérii molekul, méla 17 stran, byla vénovana byva-
1ému spoluzakovi, matematikovi Marcelu Grossmannovi a pfinasela ‘atomistické’ argumenty -
z makroskopického chovani roztokii urovala velikost ¢dstic rozpusténé latky. Navazovala na
ni prace tteti, O pohybu cdstic rozptylenych v klidnych kapalindch, ktery si Zad4 molekuldrné-
kineticka teorie tepla, v niZ Einstein zudrocil své znalosti Boltzmannovy kinetické teorie. Thned
vyvolala ohlas pfednich laboratofi i nékterych odbornikl z biologickych a lékarskych kruhd.
Einstein po ptl roce pridal jesté clanek K teorii Brownova pohybu a téma ho neprestalo t&sit ani
v dalSich letech; pochvaloval si, Ze v Brownové pohybu “lze bezprostfedné nahliZet neuspora-
dané elementarni procesy”. Za pfispévky k molekuldrné-kinetické teorii byl na Nobelovu cenu
navrzen nékolikrat, poprvé uz v r. 1910, ale nikdy ji nedostal.

Einstein psal o prvnim ¢lanku (O heuristickém hledisku tykajicim se produkce a premény
svétla) jako o “velmi revoluénim” a i z pozdé€jsiho pohledu to bylo zcela na misté. Navic, dnes
1ze jen stéZi docenit, jakou odvahu musel v r. 1905 mit k “heuristickému hledisku”! Jak ale pak
oznacit posledni v dopisu zminény text, ‘draft’ teorie, kterd bude po letech znama jako specidlni
relativita? Einstein zde nepfichdzi s novym tématem, skloubeni Maxwellovy elektrodynamiky
s Newtonovou mechanikou bylo na potadu jiz desetileti a Lorentzova transformace byla zndma.
Zatimco vSak o Maxwellovych rovnicich se nepochybovalo 40 let, na koncept ¢asu jakoZzto
inherentni strukturu vesmiru se tvahy ‘samoziejmé’ spoléhaly po tisicileti. Jesté pred vSemi
rovnicemi svého Clanku K elektrodynamice pohybujicich se téles Einstein navrhuje nahradit
posvatny parametr ¢asu polohou ru€icky na svych hodinéch. . .

1.3.1 Einstein a éter

Einsteina trapily predstavy spojené s Maxwellovou elektrodynamikou jiz od universitnich let.
Co by se stalo, kdyby se vydal za elektromagnetickou vlnou rychlosti svétla? Podle Galileiho
transformace a béZzné intuice by vidé€l stojici, nepohyblivé viny. Méfeni ale ddvala rychlost
svétla stejnou viic¢i vSem systémiim. Jsou vSechny ty experimenty Spatné? Nebo byla viibec
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Spatné zmétena rychlost svétla? VSichni se chytaji kontrakéni (a dilatacni) hypotézy a snazi se
vymyslet, co za sily to pisobi na vSe, co se vici éteru pohybuje, Ze se to chova tak podivné.
Podivné chovéani velmi podivného prostiedi. .. Pokud je hypotéza spravné, nejde nijak najit
klidovou soustavu éteru. David Hume a Ernst Mach by fekli, Ze pojem, o kterém nelze nic
zjistit, nema ve fyzikdlni teorii misto. Je tfeba mluvit o tom, co je aspon v zdsadé moZno
zméfit. A co kdyZ je kontrakéni hypotéza Spatné? Pak Newtonova fyzika neni slucitelnd s
elektrodynamikou!

Rozporny obraz ostatné skytala fada pfedpovédi elektrodynamiky. Naptiklad Faradayova
elektromagnetickd indukce, k nizZ dochazi pfi vzdjemném pohybu vodivé smycky a magnetu:
kdyZ se jev popisuje z hlediska smycky, vytvori se v ni proud diky elektrickému poli, které
je generovano Casové proménnym magnetickym polem pohybujiciho se magnetu; z hlediska
magnetu zadné elektrické pole nevznikd, proud ve smycce vyvold Lorentzova elektromotoricka
sila, kterd ptisobi na volné naboje ve smycce, protoZe se pohybuji v magnetickém poli magnetu.
Jsou oba pohledy stejné opravnéné? Pokud ano, pak existence elektrického pole zdvisi na
pozorovateli — je relativni. Podobné je to zfejmé s polem magnetickym. Jen urcité spolecné
jednoté elektrického a magnetického pole 1ze priznat objektivni, na vztazném systému nezavislou
existenci. Einstein pozdéji vzpominal, Ze to byl pravé jev “magnet-elektrické” indukce, co ho
privedlo k vysloveni principu specidlni relativity.

JiZz koncem studii byl pfesvédcen, Ze pojem éteru je zbyteCny, Ze proudy a elektromagne-
tické pole (vlny) jsou svébytné — nepotfebuji materidlni nosi¢. Své spoluzacce a budouci Zené
Milevé Mari¢ové zacatkem srpna 1899 piSe: “Jsem stdle vice presvédcCen, Ze elektrodynamika
pohybujicich se téles, tak jak se dnes predkladd, neni sprdvnd a Ze by ji mélo byt moZno podat
jednoduseji. Zavedeni terminu ether do teorii o elektfin€ vedlo k predstavé prostfedi, o jehoz
pohybu se da mluvit, aniz by vSak, myslim, §lo s takovym vyrokem spojit néjaky fyzikalni
smysl. Domnivdm se, Ze elektrické sily mohou byt pfimo definovany jen pro prazdny prostor,
coz zdliraziiuje i Hertz. Déle, elektrické proudy bude tfeba pojimat nikoli jako ‘vymizeni elek-
trické polarisace v Case’, ale jako pohyb skute¢nych elektrickych hmot, jejichz fyzikélni realita
se zda byt potvrzena elektrochemickymi ekvivalenty.” Einstein se stdle vice klonil k nédzoru,
7e nejenZe neexistuje éter, ale také Ze Mach ma pravdu, kdyz tvrdi, Ze neexistuje viibec zadny
absolutni klid (ani absolutni pohyb) a Ze ma smysl mluvit jen o relativnim pohybu télesa vici
jinym télestim.

Pak je na misté vratit se k principu relativity, tedy k rovnocennosti inercidlnich systémi.
Jak se ale miZe svétlo vici vSem z nich §ifit stejnou rychlosti? Jak miiZe byt rychlost svétla ne-
zdvisld na pohybu systému, vic¢i némuz je méfena?! Neni tento zcela proti-intuitivni vyrok jesté
nepiijatelnéjsi nez éter se vSemi jeho zvlastnostmi? Einstein moZnd neznal posledni vysledky
Lorentze a Poincarého, ale dovedl si pfedstavit, Ze matematicky jisté lze ziskat transformaci,
vici niZ je Maxwellova teorie invariantni. I kdyby Lorentzovu transformaci explicitné znal,
stejné by mu ale nestacilo, kdyby prosté jeji derivaci obdrZel pro sklddani rychlosti formuli,
kterd ponechdva c invariantnim. VZdyt bez zdsadni revize pojmu ziistdvala nova transformace
jen Sikovnou matematickou hrou. Na zacatku kvétna 1905 byl Einstein ponofen do uvah o
méfeni délek, Casu a rychlosti svétla v riznych inercidlnich soustavach. Se svym pfitelem z pa-
tentového uradu Michelem Bessoem se v debatdch postupné zaméfili na otdzku synchronizace
inercidlnich hodin svételnym signdlem a na Lorentzovy a Poincarého pojmy ‘“‘absolutniho” ¢i
“pravého” Casu a na druhé strané Casu “mistniho” ¢i “zdanlivého”. O 17 let pozdéji Einstein
vzpominal, jak po jednom krasném dni opét zasel za Bessoem: “Diskutovali jsme o problému
ze vSech stran. A najednou jsem védél, v ¢em to vézi.” V duchu principu relativity bylo tfeba
vSechny ty pfivlastky vynechat a hovofit jen o “Case” — pro kaZzdy inercidlni systém sice spe-
cifickém, ale v§ude plnohodnotném pojmu ¢asu. Druhého rdna pribéhl Einstein do prace a hned
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volal: “Micheli, diky tobé jsem problém beze zbytku vyfesil! Klicem je analyza pojmu casu.
Cas nelze definovat absolutné a mezi ¢asem a rychlosti signdlu existuje neodvolatelny vztah.”

1.3.2 Relativita soucasnosti a dalsi efekty

Specifi¢nost inercidlnich ¢ast je vidét na pojmu soucasnosti. PouZijme jako Poincaré k synchro-
nizaci souboru stejnych hodin, které jsou v klidu vici néjaké inercidlni soustavé, svételného
signdlu. Svétlo se k takovému tcelu hodi nejlépe, protoZe jeho rychlost je ve vSech systémech
stejnd a izotropni, takze vSichni inercidlni pozorovatelé se na ni shodnou a synchroniza¢ni me-
todu si nebudou navzdjem zpochybniovat. Neshodnou se ovSem na jejim vysledku. Mezi kazdou
dvojici navzdjem klidnych hodin vyméime bod v poloviné jejich vzdalenosti, tam “bliknéme”
a poté, co paprsek hodin dosdhne, na nich na obou nastavme predem smluveny ¢as. Nyni po-
rovnejme takto zavedenou soucasnost mezi riznymi dvéma soustavami; Einstein pracoval v
Bernu u nadrazi, tak si pfedstavoval klidovy systém nddraZi a systém spojeny s projizdéjicim
vlakem. Blikne-li priivodéi v poloving vlaku, pak podle souboru hodin spojenych s perénem
dosdhne svétlo zadni konec vlaku dfive neZ predni, protoZe rychlost c je kone¢na a vlak béhem
letu paprskil kousek popojede. Soubor hodin spojeny s vlakem je ale pravé takto svétlem syn-
chronizovan, takze z hlediska vlaku dosahne paprsek obou jeho konct “definitoricky soucasné”.
Soucasnost je tak nutné relativnim pojmem: soubor hodin, ktery je synchronizovdn vzhledem
k vlaku, neni synchronizovan vzhledem k nddraZzi, konkrétné ¢im jsou hodiny ve vlaku vice
vzadu/vpredu, tim ukazuji — brano podle souboru hodin synchronizovanych vici nadrazi —
vic/miil. Dilezité je, Ze k tplné stejnému (Ié€pe feceno opacnému, “symetrickému”) zavéru
bychom dosli, kdybychom naopak posoudili soustavu nddraznich hodin z vlaku, jak je zfejmé
z toho, Ze pojmy “vlak” a “nadrazi”’ nejsou diky relativité jejich vzajemného pohybu podstatné.
Uvedeny mysSlenkovy experiment ukazuje 1 obecnéjsi zavér — Ze mezi danymi dvéma uda-
lostmi (napf. vysldnim svételného signalu ze stfedu vlaku a jeho pfijmem hodinami na nékterém
z konct) uplyne v riznych inercidlnich soustavach riiznd doba.

Predstava s vilakem a nddraZim se i snadno kvantifikuje® a daji se na ni odvodit relativistické
efekty jen z invariance rychlosti svétla a z toho, co znamend synchronizovat hodiny a méfit délku.
Oznac¢me inercidlni soustavu nadrazi jako necarkovanou; jeji osu x nato¢ime ve sméru pohybu
vlaku a jeji ¢as t bude uddvat soustava hodin, které jsou vii¢i nadrazi (takZe i vii¢i sobé navzajem)
v klidu a jsou navzdjem svételné synchronizovany. Délku vlaku vici této soustavé oznac¢ime [
a rychlost v = fl—f = (v, 0,0). Inercidlni soustavu vlaku ozna¢ime jako ¢arkovanou, jeji osu z’

nastavime podél vlaku (a orientujeme smérem dopiedu), tj. podél x; rychlost nadrazi vici ni
da’

je samozfejmé v = § = (v/,0,0) = (—v,0,0) = — a délka vlaku Az, = ['. Jak jsme
uz fekli, v soustavé vlaku dorazi svétlo vypusténé z prostfedka vlaku k obéma jeho konciim

‘oo Toss o e Az, ' . «
soucasné (tyto udalosti znac¢ime A, B), za dobu Aty = Aty = 2?‘3 = é—c , zatimco v soustaveé

nadrazi to bude za Atx < Atg, pfi¢emz pro rozdil konkrétné dostaneme
CAtA =
CAtB =

_ l
—VvAty = Aty = eto) e Aty — At — 721)[

+ UAtB = AtB = 2(cl—v) c?

L
2

(1.4)

L
2
Dvé udalosti, které se v ¢arkované soustavé staly soucasné ve vzdalenosti I’ od sebe, tedy v

v 7 2z 4 w17 A4 A 2 z o : v ’d Y 7
necarkované soustaveé déli nenulovy Casovy interval 767”1 . Je dobré zdiiraznit, Ze | neni necar-
kovana vzdélenost mezi témito udalostmi (tedy polohami koncti vlaku v daném cCase t'). Jisté,

® Ve skute¢nosti je toto rozmysleni “na prstech” (kdo co piesné naméfi mezi kterymi dvéma udalostmi) na
vvvvvv 499

specidlni relativité tim nejobtiZnéjsim. “Geometrické” vypocty ve Ctyfrozmeérném prostorocasu jsou proti tomu —
po zvladnuti né€kolika mélo jednoduchych pravidel — rutinnim cvicenim s indexy. . .
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[ je ptece vzdédlenost mezi konci vlaku v daném okamZiku casu t, ale z hlediska tohoto ¢asu
nedorazily fotony ke konctim soucasné — mista, kde ke koncim doletély, jsou v ne¢arkované
soustavé nadrazi vzdalena [ plus v krat doba (Atg — Aty), o kterou leti svétlo ze stfedu vlaku
déle k jeho prednimu konci (neZ k zadnimu), to jest [ + Vi;’ 2= V2.

Ale jak je tedy vlastné vlak dlouhy — jaky je vztah mezi I’ a [? Mé&fit délku vzhledem
k danému systému znamend urcit polohu obou konci predmétu ve stejném okamziku daného
Casu. V soustavé spojené s vlakem je to jedno, konce 1ze zaznamenat kdykoliv, protoZe se vici
ni nepohybuji, ale podstatné je to v neCarkované soustavé spojené s nadrazim. Poznacime si tedy
v této soustavé v néjakém okamziku ¢ polohu koncii vlaku a délku [ ur¢ime jako rozdil téchto
hodnot. Jak uz vime, hodiny, které jedou na koncich vlaku, vSak pfi tomto odectu neukazuji
stejné — ty vpredu ukazuji méné nez ty vzadu. To znamen4, Ze vici soustavé vlaku neprobéhl
odecet polohy jeho koncti soucasné, zadek byl zaznamendn pozdéji nez predek. Z toho lze
ocekévat, Ze | bude mensf nez I’. Uvahu jesté zahy upfesnime, zatim si jen budeme pamatovat,
Ze délka predmétu zavisi na jeho pohybu vici soustavé, vzhledem k niZ ji méfime; konkrétné
v “podélném” sméru (podél relativni rychlosti) je predmét patrné krat$i nez vzhledem ke své
klidové soustavé.

Ptedstavme si nyni, Ze ve vlaku 1 na nddrazi je ¢as realizovén soustavou velmi jednodu-
chych, tzv. svételnych hodin, v nichZ mezi dvéma rovnobéznymi zrcadly ve vzdalenosti Ay
od sebe kmitd svételny paprsek. Umistéme hodiny ve vlaku tak, aby paprsek kmital kolmo ke
sméru jeho pohybu vici nadrazi. Je jasné, Ze mame na mysli polohu zrcadel rovnobéZznou s
pohybem vlaku, a také pro¢ jsme ji zvolili — protoZe uz vime, Ze s délkou pohybujicich se
predméti se v podélném sméru néco déje, a nechceme, aby se ndm to sem pletlo, tj. chceme zde
pro jednoduchost Ay’ = Ay. VG¢i nadrazi se ovSem paprsek hodin ve vlaku nebude pohybovat
presné kolmo k zrcadliim, protoZe béhem kazdého kmitu vlak o kousek popojede. Oznacime-li
periodu jednoho kmitu hodin ve vlaku 6t' = %y/ = % , pak ji odpovidajici interval necarkova-
ného Casu zjistime z jednoduché Pythagorovy véty (stejn€ jako pii vypoctu ¢asu letu “druhého”
paprsku u Michelsonova-Morleyova experimentu)

5t\ 2 5t\ 2 2A 1
1 _ U

=

Vsimnéme si, Ze dvé uddlosti, jejichZ ¢asové odlehlosti jsme porovnavali — totiZ dva po sobé
nasledujici “tiky” hodin jedoucich ve vlaku —, se z hlediska vlaku staly na stejném misté
(takovyto ¢asovy interval mezi soumistnymi uddlostmi nazyvame intervalem vlastniho casu),
kdeZto z hlediska nddraZi se staly ve vzdalenosti vét od sebe. Uvahu bychom oviem mohli
obritit a prepocitat naopak (vlastni) periodu nddraznich hodin na ¢asovy usek uplynuly ve
vlaku; postupovali bychom uplné stejné (oba inercidlni systémy jsou rovnocenné) a vysel by
stejny (symetricky) vysledek, 0t = ~dt. Obecny zavér tedy je, Ze Casy spojené s inercidlnimi
systémy, které se vici sobé pohybuji, jdou navzajem vici sobé ~y-krat pomaleji — nastava tzv.
dilatace ¢asu. Oznacime-li interval vlastniho ¢asu 7, miZeme toto zjisténi zapsat 6t = YI7; z
¢asovych dsektl, naméfenych mezi danymi dvéma udalostmi v riznych inercidlnich soustavach,
je tedy interval vlastniho Casu tim nejkrat§im. (Dodejme, Ze vztah musi “fungovat” i pro jiné
nez svételné hodiny, protoZze v opa¢ném piipadé by $lo porovnanim chodi rtiznych typt hodin
rozliSit mezi inercidlnimi systémy.)

Nyni se miiZeme vratit ke kontrakci a vy¢islit ji pfesné. Porovnejme “samoziejmé” vztahy,
které plati pro interval mezi prijezdy konci vlaku uréitym mistem nadrazi. Z hlediska vlaku je
I' = vAt', z hlediska nddrazi | = vAt. Z hlediska nadraZzi jsou prijezdy konc soumistnymi
uddlostmi, takZe At je usekem vlastnitho ¢asu mezi nimi a pfepocet zni (jak jsme zjistili v
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pfedchozim odstavci) At' = yAt (= vAr). Dosazenim do !’ ihned vidime, Ze tudiz
I' = vAt' = vyAt = 4l. (1.6)

Délkové miry spojené s inercidlnimi systémy, které se vici sobé pohybuji, jsou tedy navzdjem
vici sobé v podélném sméru (= sméru rovnobéZném se vzajemnou rychlosti) ~y-krat zkrdceny —
nastava tzv. kontrakce délek. Upiesnéme jesté, ze I’ je délkou vlaku v jeho klidovém systému,
tzv. klidovou nebo vlastni délkou (obecné se tak nazyva prostorova odlehlost mezi dvéma
udélostmi naméfend v soustaveé, vici niz jsou ty udalosti soucasnymi). Oznacime-li vlastni délku
lo, miiZzeme tedy vztah pro kontrakci zapsat [ = I: z prostorovych odlehlosti, naméfenych mezi
danymi dvéma uddlostmi v riiznych inercidlnich soustavach, je vlastni vzdalenost tou nejvetsi.

1.3.3 Zpisob mysleni

Cesta k poznani obycejné zacind zkusenostmi (observacni a experimentdlni data), ta se pfenesou
do souborti ¢isel, mezi t€émi se (pokud mozZno) najdou pravidelnosti, které se vystihnou “za-
konem” (ve fyzice rovnici). Jak poznamenava napf. Richard Feynman ve svych Predndskéch,
proniknuti k Pfirodé v§ak neni tplné, pokud se nenalezne “zptisob mysleni”, v ramci néhoZ jsou
objevené zdkony ptirozené pochopitelné. JestliZe jste predtim pfijali observacni a experimentalni
fakta (rovnocennost inercidlnich soustav a kone¢nost a invarianci rychlosti svétla), doufame,
7Ze jiz nyni vam analyza pojmu soucasnosti na prijezdu vlaku naddrazim pomohla — jako kdysi
Albertu Einsteinovi — najit zpisob mysleni, v ramci né¢hoz by mély byt vSechny nasledujici
uvahy prirozené (pocho)pitelné. Pokud ano, miizeme v nésledujici kapitole odpocivat. Vlastné
v ni jen shrneme predchozi “Zelezni¢ni” dvahy do axiomatictéj$i podoby: predpoklady utfidime
do “vychozich principti” a z nich pak odvodime deduktivné zdkladni disledky. Ale abychom si
mohli specidlni relativity ndlezité uZzit, budeme se poté jesté muset prest€éhovat za Hermannem
Minkowskim, do ¢tyfrozmérného prostorocasu!



KAPITOLA 2

Vychozi principy
specidlni teorie relativity

“Chceme-li popsat pohyb hmotného bodu, zaddme jeho soufadnice jako funkce casu. Méli
bychom vSak pamatovat, Ze aby mél takovy matematicky popis fyzikalni smysl, musime nejdiive
vyjasnit, co zde rozumét ‘Casem’. Uvédomme si, Ze vSechny naSe usudky zahrnujici Cas jsou
vzdy dsudky o soucasnych udélostech. KdyZ napt. feknu ‘vlak sem pfijizdi v 7 hodin’, znamena
to viceméné, Ze ‘to, Ze mald ruc¢icka na mych hodindch mifi na sedmicku, a prijezd vlaku jsou
soucasné uddlosti’.”

Redakce Annalen der Physik obdrzela Einsteiniv ¢lanek K elektrodynamice pohybujicich se
téles 30. Cervna 1905 a zafadila ho na stranky 891-921 ro¢niku 17.! Jak podotykajf historikové,
tézko v odborné literatufe najit praci s “trivialnéjSim” tivodem. O pér strdnek ddle — a aniz
by ndroc¢nost tvah néjak vyrazné vzrostla — je vSak fyzika postavena na nové zdklady. Po
definici inercidlniho ¢asu pomoci sady navzdjem klidnych hodin, synchronizovanych signdlem
konecné a “absolutni” rychlosti, Einstein ukazuje relativitu ¢asovych méfeni. Tato mySlenka je
klicem k teorii relativity, dovoluje totiz sloucit princip relativity s invarianci rychlosti svétla. Od
tretitho oddilu ¢lanku jiz Einstein postupuje axiomaticky, rozviji svou novou teorii deduktivné z
vychozich principti.

Principy jsou tfi a jsou na celé teorii tim nejvice piekvapivym. Jednd se vlastné o “estetické”
predpoklady jednoduchosti (symetrie), chcete-1i harmonie svéta, ke které se Einstein vZdy hlésil
— a zdroven upozornoval na jeji nesamoziejmost (“Nejnepochopitelnéjsi véci na svété je, ze
svét je pochopitelny.”). Od Einsteinovych dob vytéZila teoreticka fyzika z této viry “nerozumné
mnoho” a dnes na ni stoji vSechny fundamentalni fyzikélni teorie. Vychozi principy specidlni

relativity jsou vSak opravdu specidlné jednoduché:

1. Newtontiv zakon

(Galileiho princip setrvacnosti) Existuje kartézsky referen¢ni systém, vii¢i némuz se kazdy volny
hmotny bod pohybuje rovnomérné piimocare. Nazveme jej inercialnim systémem.

e Je jasné, Ze pokud existuje jeden inercidlni systém, existuje jich dokonce nekonecné
mnoho, protoze vSechny kartézské systémy, které se vici “tomu prvnimu” pohybuji

! Dalsf dvé Einsteinovy prace jeho “zdzra¢ného roku” (o nichZ jsme &etli v dopisu C. Habichtovi) vysly v témZe
ro¢niku na strandch 132-184 (o svételnych kvantech) a 549-560 (molekuldrné-kinetick4 teorie tepla).

13
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rovnomérné piimocare, jsou nutné také inercidlni. Inercidlni soustavy jsou realizovdny
idedlnimi tuhymi tyCemi a sadami idedlnich hodin (Cas je tfeba méfit v kazdém bodé
prostoru), které jsou navzdjem v klidu a jsou svételné€ synchronizovény.

e Komentéi k pouZitym pojmim:
Volnym hmotnym bodem mame na mysli hmotny bod, na ktery neptsobi zZadné pravé
sily. Tato predstava je problematickd u gravitaéniho plisobeni, ponévadz gravitace je
univerzalni a nejde tim padem “odstinit”. Je proto tfeba predpokladat, Ze gravitacni pole
Zadné neni. (Presnéji feceno by Slo pfipustit pole homogenni, ale budeme pro jednoduchost
od gravitace odhliZet.)
Idedlnimi tuhymi tycemi jsou tuhé tyce, na které nepusobi zadné sily. Privlastek ruhé je v
tuto chvili tfeba chapat intuitivné, protoZe abychom ho upfesnili, museli bychom nejdrive
rozvinout celou teorii a v rdmci ni zformulovat teorii tuhych téles. (Tento problém je
pro vystavbu fyzikalnich teorii obvykly; v zasadé se po dokonceni teorie miize dokonce
ukdzat, Ze s ni vychozi pojmy nejsou konzistentni.)
Idedlnimi hodinami nazyvame sadu stejnych (tedy také stejné jdoucich) hodin, které
nejsou vystaveny pusobent sil.

Princip specialni relativity

Vsechny inercidlni systémy jsou z hlediska fyzikalnich zakonti rovnocenné. Tj. vSechny fyzikalni
zakony je mozno formulovat ve tvaru, ktery je ve vSech inercidlnich soustavach stejny.

e Jak jsme jiz zdirazinovali dfive, postuluje se zde principidlni rovnocennost — rovno-
cennost vici “pravidlim hry”, nikoli vici vlastnostem konkrétnich fyzikalnich systémi.
Je ziejmé, Ze rozmisténi hmoty ani nemiiZe byt z hlediska vSech inercidlnich systémi

£99

stejné, takze prirozené urcuje rtizné “prakticky privilegované” systémy (klidova soustava
Galileiho plavidla, klidova soustava Zemé, systém, v némz je izotropni reliktni zafeni).

e Princip mj. znamenad, Ze fyzikalni zdkony museji byt nezavislé na mist€ a sméru a nesméji
se ménit s ¢asem. Jeho “praktickym” diisledkem je to, Ze vSechny fyzikalni experimenty
by mély vici v§em inercialnim soustavam dopadnout stejnym zpisobem, pokud byly vici
vSem stejné pripraveny (stejné podminky).

Princip invariance (a konec€nosti) rychlosti svétla

Ve vakuu se svétlo §iff vici vSem inercidlnim systémim rovnomérné piimocaie konecnou
rychlosti c.

e Tento princip se zdd byt disledkem Maxwellovy teorie, ale je logi¢téjsi zde odhlédnout
od historické ndvaznosti a uvédomit si, Ze princip relativity je obecnéjsim pozadavkem,
nevztahujicim se jen na oblast elektromagnetickych jevi, a Ze by jej v zdsadé mélo byt
mozno sloucit i s jinymi teoriemi Sifeni svétla. TudiZ je vhodné princip formulovat jako

svébytny postuldt, nezdvisly na Maxwellové ¢i jiné konkrétni teorii.

e Princip lze také nahliZet jako dusledek principu relativity. Bez Gjmy na obecnosti Ize totiz
tvrdit, Zze v pfirodé existuje urcitd maximalni rychlost, na kterou lze libovolné hmotné
té€leso urychlit. Tato rychlost musi byt stejnd vici v§em inercidlnim systémiim, protoZe
v opa¢ném piipadé by nebyly fyzikdlné rovnocenné — byl by dokonce jasny prakticky
zpisob, jak je odlisit. Jsou jen dvé moZnosti: je-li tato maximalni rychlost nekone¢nd, pak
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princip relativity vede k tomu, Ze inercidlni systémy jsou svazany Galileiho transformact,
je-li maximdlni rychlost kone¢nd, vede k transformaci Lorentzové. Podstatné sdéleni
principu tak vlastné zni: maximdlni prirodni rychlost je konecnd a je to rychlost, se kterou

Vo o

se ve vakuu Siri svétlo.

2.1 Lorentzova transformace

JestliZe je rychlost svétla kone¢nd a stejnd vii¢i vSem inercidlnim soustavam, nemiiZe se mezi
soustavami prechdzet Galileiho transformaci, protoze podle té€ by se rychlost svétla sklddala
se vzajemnou rychlosti soustav (¢’ = ¢ =+ v) jako kazd4 jind (kone¢nd) rychlost. Musime tedy
odvodit novou transformaci, kterd bude ponechavat c invariantni. Mohli bychom ji ziskat na
zdkladé poznatkd, ke kterym jsme jiz dospéli pfemyslenim o prijezdu vlaku nddrazim v kapitole
1.3.2, ale pojdme znovu pifmo od vychozich princip.

Predpokldadejme, Ze dvé inercidlni soustavy, IS a IS’, se navzdjem pohybuji rychlosti v.
Jejich osy mizeme vzdy nastavit tak, Ze vzdjemny pohyb bude sméfovat jen podél os x a 2’;
konkrétné necht’ se IS’ pohybuje vici IS rychlosti v v kladném sméru osy z a necht osa =’ ma
stejnou orientaci jako x (takZe IS se naopak vici IS’ pohybuje rychlosti v = —v ve sméru
2").2 Pocatky soustav lze volit libovoln& — a u¢inime to tak, aby sebou v ur¢itém okamziku
prosly. Ddle budeme piedpokladat, Ze osy ¢/, 2z’ v tomto okamziku splyvaji s osami y, z a ¢asy
jsou nastaveny nat = 0 a t’ = 0 (tedy necarkované inercidlni hodiny v pocdatku IS ukazuji v
tom okamziku nulu a stejné tak 1 ¢arkované inercidlni hodiny v poc¢étku IS’). Tato nastaveni
jsou samozifejm€ Ujmou na obecnosti tvaru hledané transformace (uzivd se proto oznaceni
specialni Lorentzova transformace), ale nikoliv ijmou na obecnosti sledovaného fyzikalniho
déni — to je na vztazném systému zcela nezdvislé. Navic je jasné, Ze systémy lze uvedenym
nejjednodussim zpiisobem nastavit vZdy a Ze podstatné rysy nové transformace se pii tomto
nastaveni projevi v “nejCistSi” podobé.

Tvar hledané transformace miizeme omezit na zakladé nékolika pozadavki, které jsou
vlastné¢ mlcky obsaZeny v 1. Newtonové zdkonu a v principu relativity:

e Pokud md mit 1. Newtontliv zdkon dobry smysl, musi se vii¢i sob€ inercidlni systémy pohy-
bovat rovnomérné piimocare. Rovnomérny pifimocary pohyb se tedy musi transformovat
opét na rovnomérny piimocary. To znamend, Ze transformace musi byt linedrni.

e Vsechny prostorové body a ¢asové okamziky jsou v principu rovnocenné (predpoklad ho-
mogenity prostoru a ¢asu). Diky tomu museji byt rovnocenné i vSechny prostorové sméry
kolmé ke sméru vzdjemného pohybu naSich dvou soustav. Spojenim téchto pozadavkil
s principem relativity (tedy s tim, Ze transformace musi mit stejny tvar smérem “tam”,
IS—IS’, 1 smérem zpétky) zjiStujeme, Ze osy y, z se museji transformovat identicky
(y =y, 2/ = z) a ze tyto soutfadnice se nesmé&ji “plést” do transformace t a .

Transformaci tedy budeme hledat ve tvaru
t'=At+ Bxr, 12'=Ct+ Dz, kde A, B,C,D jsou konstanty .

Jeden vztah mezi konstantami plyne okamzité z definice vzdjemné rychlosti soustav: pocatek
IS’ se vici IS pohybuje rychlosti v, tedy podle rovnice z = wvt (Cas t je nastaven na nulu v

2 Rychlost je samoziejmé definovéana jako podil piirGstku polohy do = x5 — 27 a piirGstku Casu dt =ty — t;
v daném inercidlnim systému. Je dobré uvédomit si i dalsi “samozfejmost”, totiZ Ze Casy ¢ a t; jsou odeCteny na
riznych hodindch — ¢; na hodinach nachdazejicich se v misté x; a to na hodinach v misté x5. (Tyto hodiny jsou

samozrejmé navzajem v klidu a synchronizovany.)
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okamziku, kdy pocatky splyvaji), tudiZ musi pro néj podle druhé transformacni rovnice platit
0(= 2" = Ct+ Dz) = Ct + Dot. Odtud vidime, ze C = — Dwv, takze druhy vztah nabyva
podoby ' = D(x — vt). Nyni vyuZijeme vychozich principt:

e Rovnocennost IS a IS’ vyZaduje, aby inverzni transformace méla stejny tvar jako trans-
formace pfima, tedy specidlné x = D(2' — v't') = D(2' + vt').

e Pokud v okamziku, kdy sebou pocatky prochdzeji, v nich blikneme, musi se svétlo Sifit
podél x i podél x’ stejnou rychlosti ¢, tedy podle rovnic x = ct a 2’ = ct’. Tyto rovnice
tedy museji byt podle transformace konzistentni. Jejich dosazenim do piimého a zpétného
vztahu 2’ = D(z — vt), x = D(2' + vt’) dostavame ct’ = Dt(c — v), ¢t = Dt'(c + v).
Vynésobenim obou a vydélenim tt' vychdzi ¢ = D?(¢* — v?). Pfi odmocnéni volime
kladné znaménko, protoZe piipad v = 0 musi odpovidat identité (z' = z), tedy D = 1:

D= =~ 2.1)

Tento vyraz, dany vzdjemnou rychlosti uvazovanych dvou inercidlnich soustav, se nazyva
Lorentzuv faktor. JiZ nds nikdy neopusti.

Transformacni vztah pro ¢as uz ted vyplyvd ze vztaht 2’ = y(z — vt), x = (2’ + vt') —
sta¢i z nich vyloudit " a vyjadfit ¢’. Napiiklad vyndsobenim prvni rovnice v a se¢tenim obou
dostaneme

vr' +x = y2x — Yot + 47+t = At =yt + (1 -+ = t’zy(t—%:c)

(totié 1—+2= —Z—z 72>.

Muzeme tedy shrnout, Ze specialni Lorentzova transformace “ve sméru z” je ddna

t’:V(t_%$>a = —vt), y=y, ==z (2.2)

2.2 Bezprostiedni disledky Lorentzovy transformace

Za dusledek Lorentzovy transformace 1ze povaZovat vlastné cely dalsi obsah specidlni teorie
relativity, ale zde si vSimneme jen nejjednodussich dusledk nového vztahu mezi inercidlnimi
systémy pro prostorové a casovd méteni. VEétSinu z nich zndme uZz z “Zelezni¢ni” kapitoly 1.3.2.
Budeme uvaZovat dvé inercidlni soustavy, IS a IS’, nastavené podle minulé kapitoly, a tudiz
svazané specidlni Lorentzovou transformaci ve sméru x. A budeme predpokléadat, Ze se vSe, o
¢em bude daéle fe¢, odehrava na stejnych ¢ = y a 2z’ = z, napfiklad pfimo na ose x, resp. x’
(prosté Ze sméry ¥, z jsou nepodstatné).

2.2.1 Relativita soumistnosti

Méjme (napf.) dvé udalosti, které se v IS’ stanou na témzZe misté, x, = z/, takZe jejich
¢arkovand prostorova odlehlost je nulovd, Az’ = zf, — ] = 0. Polohy uddlost{ se transformuji
podle Lorentzovy transformace

ry = y(xy —vty), ] =y(x1 —vty) - Az’ = ~y(Ax — vAL)
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a tedy v nasem pripadé
0 = v(Ax — vA?) = Ax = vAt .

Pokud se tedy udalosti nestanou ve stejném Case (At = ty — t; # 0), je jejich necarkovana
prostorova odlehlost Ax = x5 —x1 nenulova. Tento vysledek je “pfirozeny”, protoZe tiplné stejné
vychdzi 1 pro Galileiho transformaci — soumistnost je relativnim pojmem jiZ v newtonovské
fyzice.

2.2.2 Relativita soucasnosti

Méjme nyni dvé udélosti, které se v IS stanou ve stejny Cas, ¢t = t;, takZe jejich necarkovana
Casova odlehlost je nulova, At = t5 — t; = 0. Casy udalosti se transformuji podle Lorentzovy
transformace
v v v
th=r <t2 — —2172) , =7 <t1 — —2x1> — At =~ <At — —2Aa:> ,
c c c

a tedy v naSem piipadé

Pokud se tedy udélosti nestanou v IS i na stejném misté (Az # 0), je jejich ¢arkovand Casova
odlehlost At' nenulovd. Tento vysledek je — na rozdil od relativity soumistnosti — novy;
podle Galileiho transformace nenastavd, ponévadZ podle té je Cas absolutni (transformuje se
identicky), a tedy absolutni (na systému nezdvislou) je i ¢asova odlehlost udalosti.

2.2.3 Kontrakce délek

Me¢éjme idedlni ty¢, kterd je vuci IS’ v klidu a mif{ Cisté ve sméru z’. Jeji délka v IS’ je tedy
Az’ = 2l — 2| aje zaroven klidovou délkou tyCe, Az’ = ly. Pro polohy konct plati Lorentzova
transformace

ry =(zy —vty), 2z} =7(x1—vt1)) = Az =~(Az—vAt).

Meéfit délku tyCe v IS znamend zaregistrovat vzhledem k tomuto systému soucasnou polohu
koncti tyce. Uddlosti 2 = zdpis polohy “pfedniho” konce a 1 = zdpis polohy “zadniho” konce
tyCe tedy museji probéhnout ve stejném Case t, tj. musi byt At = ¢, — t; = 0. Dosazenim do
transformace mame okamzité

lh=Ar' =vAz =41 (>1) ... kontrakce délek . (2.3)

Jak jiz vime, ty¢ ma tedy nejveétsi délku vici svému klidovému systému.

Pozndmka: Je jasné, Ze k méfeni délky je tfeba nejméné dvojice (inercidlnich, navzdjem
stojicich a synchronizovanych) hodin — u kazdého konce ty¢e museji byt (pravé v okamZiku
registrace jeho polohy) jedny. Jak jsme jiZ nékolikrat zddraznili (naposledy v minulém odstavci),
co je soucasné vuci IS, neni obecné soucasné vici IS’. Z transformace ¢asu miizeme dopocitat,
ze odecet poloh konct tyCe, soucasny vzhledem k IS, neni soucasny vici IS’:

v v v
t'z—t’let/:7<At—§Ax> :—yc—QAxE—yc—Ql,

tedy z hlediska IS’ probihda méfeni délky vuci IS tak, Ze poloha “pfedniho” konce tyce je
zaznamendna diive neZ poloha “zadniho” konce.
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2.2.4 Dilatace casu

M¢jme idedlni hodiny, které jsou v klidu vici IS’, a uvazujme néjaky Casovy interval At =
t, — t|, ktery na nich ub&hne. Pocate¢ni i koncovy “tik” tohoto ¢asového intervalu se v IS’ staly
na stejném misté (hodiny v IS’ stoji!), tedy je mezi nimi prostorova odlehlost Az’ = x, —z| = 0.

Pro odpovidajici interval necarkovaného ¢asu tak zjistime z inverzni Lorentzovy transformace
v

At =~ (At' + —2Ax’> =yAt' =~yA7r (> A7) ... dilatace Casu . (2.4)
c

(Casovou odlehlost naméfenou na stojicich hodindch jsme jiZ diive oznaéili jako interval vlast-
niho ¢asu, AT, a fikali jsme, Ze je to ze vSech Casovych intervald, které se daji naméfit mezi
urcitymi dvéma uddlostmi, ten nejkratsi.)

Poznamka: Z hlediska IS se pocatecni a koncovy “tik” ¢arkovanych hodin odehrdly na
riiznych mistech (vzdéalenych od sebe vAt), takZze zatimco At’ je usek odecteny na jednéch hodi-
nach, At je rozdil idajt na dvou riznych (navzajem synchronizovanych) hodinach, vzdalenych
od sebe vAt.

2.2.5 Transformace tifirozmérné rychlosti

Piedstavme si, e se néco pohybuje vi&i IS tfi-rychlosti @ = 9% a ptejme se, jakd bude

dt
odpovidajici rychlost o' = ‘éf/ vi¢i IS°.3 Ze specidlni Lorentzovy transformace zjistime

W — da’ _ diy(z —vt)]  ~yd(z —vt) _ dz—wdt e _y _ We v 2.5)
At dy(t— L) yd(t—%x) dt—c%dx —Ld T - Sw,
o= _ dy Ay 1w 1w, 2.6)
Yodr d[y(t-S2)] v(dt—-%dr) v 1-%% T4y 1-Zw,
, d dz . I w,
=— = = ... (st = 2.7

Vyuzili jsme jen toho, Ze vzdjemna rychlost soustav v — a tedy i odpovidajici Lorentztv faktor
~ — jsou konstantni (jinak by aspoii jeden ze systému nebyl inercidlni!). Pokud se IS’ pohybuje
vici IS v zdporném sméru x, je tieba vSude u transformacni rychlosti v zménit znaménko. Pro
v — 0 jde v — 1 a transformacni vztahy nabyvaji galileiovské podoby

/

/ /
W, =Wy FU, W, =Wy, W,=W,.

“Zkouska”

Zkontrolujme, jak se vztahy chovaji pro rychlosti blizké c. Necht se tedy vici IS pohybuje IS’
rychlosti v = ¢(1 — ) v zdporném sméru osy x a sledovany pfedmét rychlosti w, = c¢(1 — ¢)

3 Zde poprvé se setkdvame s mirnou notaéni potiZi, spo¢ivajici v tom, Ze v teorii se vyskytuje vicero rychlosti:
jednak tfirozmérnd rychlost né&jakého objektu (Castice, pozorovatele, ...) méfend vici néjakému inercidlnimu
systému, ptipadné vici dvéma takovym systémum (IS a IS’), v dal$im vykladu se objevi také jeji Ctyf-rozmérna
obdoba (tu budeme znacit u*), a kone¢né vzajemnd rychlost pohybu IS’ viici IS (ta bude vzdy znacena v). VétSinou
budeme ¥ znadit i prvné zminénou tii-rychlost studovaného objektu a téméf nikde snad nedojde k nejasnostem, ale
v tomto odstavci radéji pouzijeme pismena .
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v kladném sméru z. Zajima nds rychlost predmétu vaci IS’. Galileiho aditivni formule dava

w!, = ¢(2 —€—9), specidlné pro 0 — 0, ¢ — 0 tedy 2¢, kdeZto Lorentzova transformace vede k

o = Wy +v c(2—¢e—9) _. 2—e—0
U1+ 5w, 1+4(1-6)(1—€¢ 2—e—0+0d

2—€— 0+ d0e— de ] o€
= ¢ =c - .
2—€— 0+ de 2—€—0+de
Tato hodnota je pro jakdkoliv nezdporna € a 6 mensi nez ¢, takze sloZenim dvou podsvételnych
rychlosti nikdy nevznikne rychlost nadsvételnd. Pokud je kterdkoliv ze sklddanych rychlosti

presné rovna c (tedy pokud plati de = 0), pak ji transformace ponecha piesné stejnou. Ovéfili
jsme tedy, Ze transformace skute¢né vyhovuje principu invariance rychlosti svétla.

Poznamka: co je to vlastné “rychlost viici systému”?

“Rychlosti vii¢i danému systému” rozumime w = ‘é—f , tedy drahu, kterou pfedmét vici systému
urazi za ¢asovou jednotku vyméfenou mnoZzinou hodin tohoto systému. “Z praxe” jsme zvykli
zaménovat takto definovanou rychlost s drahou, kterou predmét viici vztazné soustaveé urazi za
jednotku jeho viastnich hodin, tedy s hodnotou g—f, . (Viz napt. kdyZ sledujete na patnicich podél
délnice, kolik ujedete za [svou] minutu kilometrovych tsekd.) Nyni vSak vime, Ze diky dilataci

¢asu nejsou tyto dva pojmy rychlosti ekvivalentni,

d  d¥ dxdt 1
— = —=—— =1 zde v = ——
V1o

“Hybridni” rychlost g—fﬁ ma tedy vzdy vétsi velikost nezZ w, miize byt i nadsvételnd a pro w blizici
se rychlosti svétla jde diky faktoru « dokonce do nekone¢na!*

Aby nevznikl pocit, Ze tady néco “nehraje”, uvazte, Ze z hlediska vaseho klidového systému
je ovSem vzdalenost mezi patniky u silnice vy-krat zkontrahovand, takZe kdybyste kromé svych

>

hodin pouZili k méfeni rychlosti i svého metru, zjistili byste “spravné

d7 147 147

a har )T

2.2.6 Invariance prostorocasového intervalu a skalarniho soucinu vektort

Vici Galileiho transformaci t' = t, ¥ = & — ot je invariantni Casova odlehlost dt¢ (Cas je
“absolutni””).> Lorentzova transformace ponech4va naproti tomu invariantni rozdil —c? d¢? +d/?
— tzv. (prostoro¢asovy) interval ds?. Skute¢ng,®

2
ds? = —cAdt? +da” + dy? + d2? = —+? (c at— 2 d:c) + 9% (de —vdt)® +dy? 4+ d2? =
&

4 Viimnéte si, e porovnite-li tidaj na svételné tabuli na za¢4tku obce s okamZitym tidajem na svém tachometru,

zjistite u sebe vétsi hodnotu. Nechceme vas stroj podcenovat, ale v tomto piipadé€ nejde o relativisticky efekt.

3 Prostorové vzdalenost dl = y/dx2 + dy? + dz? je invariantni vii¢i transformaci prostorovych soutadnic v IE3
(jedna se o specidlni piipad invariance skalarniho sou¢inu dvou vektori), nikoli vSak vici Galileiho transformaci.
(Viz vySe diskusi efekti relativity soumistnosti a relativity soucasnosti.) Dékuji doc. J. Obdrzalkovi za upozornéni
na tuto “samoziejmou”, také vSak “samoziejmé&” prekrucovanou skutec¢nost.

6 Standardné uZivanym zépisem d¢? apod. se mysli (d¢)2, nikoli d(¢2).
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2
— 2 (—CQdﬁ +2vdtde — — da? + do® — 2vdt de + v2dt2> Fdy? 4 de? =
C

2
= 2 (1 — %) (—(:2d752 + dxz) +dy? + d2? = —2dt? + da® + dy? + d2? = ds?.
c

Invariance intervalu je ve skute¢nosti specidlnim pfipadem mnohem obecnéjsi symetrie.
V pfisti kapitole budeme pro popis fyzikdlniho déni ve ctyfrozmérném Minkowského prosto-
ro&asu zavadét pojem &tyfrozmérnych vektord a tenzord. Ctyf-vektor bude v soufadnicové bézi
reprezentovan Ctyfmi slozkami, které se pii zméné baze transformuji stejné jako diferencidly
soufadnic, v naSem piipadé tedy podle Lorentzovy transformace. Snadno ovéfime, Ze tato trans-
formace ponechdva invariantnim “skaldrni soucin” libovolnych dvou ¢tyf-vektorti (napt. V,
W); skalarni soucin piSeme v uvozovkdach, protoZe je odlidny od skaldrniho sou¢inu v IE® — v
kartézskych soutfadnicich, v nichz budeme pracovat, je generovany nikoliv jednotkovou matici,
ale matici diag(—1, 1, 1, 1). Ozna&ime-li slozky étyf-vektort indexy nahofe, jak to budeme délat
v dalsi kapitole, tj. (V*, V* V¥ V*#), pak tedy jejich specidlni Lorentzova transformace zn{

A ) P e (A G R S G A e

(pro W obdobné¢), a tudiZ skalarni soucin se transformuje

-1.000 v W

Ix /x
8 (1) (1) 8 K/y %y = V"W VEWT L VWY + VEW' =
0 001 v’ W

A2 t_g f t_g T 2 x_g t x_g t YIAY 2% —
— v (v Cv)(w CW)+7 (v cv)(w CW>+V WY VAW
v v 'U2 v v U2
. (—vtwt + 2yt 4 Syt = Zyewe 4y - Syt - Syt 4 —QVtWt)
C C C C C C
FVYIWY 4 VAW =
2
— 2 (1 _ 2—2) (VI 4+ VEWT) 4+ VYIVY 4 VA =
— VW VEWE £ VYWY 4+ VA

Specidlnim pfipadem pravé dokdzané invariance je piipad W =V, tedy skaldrni soucin Ctyi-
vektoru se sebou samym — neboli kvadrat “prostorocasové normy” Ctyf-vektoru. Invariance
prostorocasového intervalu je pak specidlné invarianci kvadréatu “prostoroasové normy” pii-
ristku polohového ¢&tyf-vektoru, tedy ¢tyf-vektoru s kartézskymi slozkami (¢ dt, dz, dy, dz).

2.3 Miij cas ted’nemd valné hodnoty. . .

Doufame, Ze prvni, “kinematickd” ¢ast Einsteinova prikopnického ¢lanku vas zaujala podobné
jako Conrada Habichta. Einstein v ni jeSt€¢ na zdkladé relativity soucasnosti a dilatace ¢asu
poprvé uvazuje o “paradoxu dvojcat” a dovozuje, Ze hodiny na zemském rovniku jdou vici
stejnym hodindm na p6lu nepatrné pomaleji. Slovo “kinematickd” je v souvislosti se specidlni
relativitou dilezité. Pii pohledu zpét do historie se totiZ znovu a znovu vynoiuje otazka, jak to,
ze Lorentz — a hlavné Poincaré — “neobjevili specidlni relativitu”, kdyZ matematicky ji vlastné
méli vice nez pripravenou. A dale: pro¢ si Einsteinovy teorie ani po r. 1905 téméf nevsimali?

(S Poincarém se Einstein témé&f neznal, ale Lorentz se s nim velmi pfatelil.) Odpovéd je ziejmé
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takova, Ze z jejich hlediska nebyl Einsteintiv postup uspokojivy: Einstein dostal Lorentzovu
transformaci “automaticky” z €isté kinematického “principu relativity”, kdezto oni usilovali o
jeji “hlubsi”, dynamické vysvétleni (pomoci vlastnosti éteru).

KaZdopddné po kinematické ¢asti ¢lanku zacina Einstein s elektrodynamikou. Nejdfive
dokazuje lorentzovskou invarianci bezzdrojovych Maxwellovych(-Hertzovych) rovnic, odvo-
zuje vztahy pro Doppleriiv jev a aberaci a pro tlak zéfeni, poté transformuje polni rovnice za
pritomnosti zdroji a dovozuje, Ze elektricky ndboj je invariant, a kone¢né analyzuje pohybovou

2%

rovnici pro elektron — z jejich priméti naléza podélnou a pficnou hmotnost a navrhuje, jak
chovani elektronti ovéfit experimentalné. V zavéru neuvadi zadnou literaturu, jen dékuje za
diskuse pfiteli M. Bessoovi.

V zaii 1905 pfisel z patentového tdfadu Conradu Habichtovi dalsi dopis: “... Muj Cas
ted nemd valné hodnoty; neni vidy ndmétd zralych k premitdni. Aspoii ne téch doopravdy
vzruSujicich. Bylo by tu samozfejmé téma spektrdlnich ¢ar; ale myslim, Ze jednoduchy vztah
mezi témito jevy a témi uz prozkoumanymi vibec neexistuje, takze se mi ty véci zdaji prozatim
madlo slibné. Napadl mé disledek toho studia elektrodynamiky. TotiZ princip relativity ve spojeni
s Maxwellovymi fundamentdlnimi rovnicemi vyZaduje, aby hmotnost byla pfimou mirou energie
obsazené v t€lese; svétlo s sebou nese hmotnost. V piipadé radia by mélo dochézet ke znatelnému
ubytku hmotnosti. Zabavna a sviidna tvaha; ale pokud vim, VSemohouci Bith se mozna celé
zalezitosti sméje a vodi mé€ za nos.” — O smichu neni nic zndmo, ale vedl Einsteina k rovnici
E = mc?. Den pfedtim, neZ se v Annalen der Physik (28. z4if 1905) objevila Einsteinova prace
K elektrodynamice pohybujicich se téles, byl k publikaci tamtéZ pfijat tifstrainkovy “doplnék”
Zavisi setrvacnost télesa na jeho energetickém obsahu?; vysSel téhoz roku v ro¢niku 18 na
strankach 639-641. Souvislost mezi hmotnosti a elektromagnetickou energii elektronil byla na
pfelomu stoleti studovédna a Friedrich Hasenorl dokazal, Ze zafeni v dutiné je moZno pripsat
hmotnost umérnou jeho energii. Nyni vSak Einstein nalezl zcela universdlni vztah mezi obéma
veli¢inami. Dostaneme se k nému az v odstavci 4.4, ale uz ted predesleme, Ze to byla bomba —

prenesené, ale tak trochu i doslova. . .
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KAPITOLA 3

Minkowského prostorocas

“Toho bych se od Einsteina nenadal,” divil se Hermann Minkowski, kdyz sledoval, jak se v 17.
ro¢niku prestizniho ¢asopisu Annalen der Physik (r. 1905) objevuje jeden ¢lanek jeho byvalého
studenta za druhym. Presto jeSté netusil, Ze ty ¢lanky obréti fyziku naruby. Einstein 5 let predtim
studoval na cury$ské Polytechnice, ale jeho profesofi matematiky Minkowski a Hurwitz ho z té
doby moc neznali. (“Nikdo mé nikdy nepfiméje, abych chodil na matematické seminafe!”)

Minkowski si procetl hlavné ¢lanek O elektrodynamice pohybujicich se téles, ktery prinasi
novou interpretaci Lorentzovy transformace a odvozuje fadu jejich podivuhodnych disledki.
Einsteinovo zpracovéni tématu se v§ak Minkowskému zdélo “matematicky piili§ rozvlacéné”.!
V roce 1907 pak Minkowski zacal béhem seminafe vénovaném elektrodynamice, ktery potradal
na gottingenské université spolu s Davidem Hilbertem, formulovat zpracovani nové, “geome-
trické”. Piedevs$im si v8iml, Ze na rozdil od Galileiho transformace ¢’ = ¢, 2’ = = — vt se
v transformaci Lorentzové vyskytuji ¢asova a prostorova soufadnice zcela symetricky a jsou
vzdjemné provazany:

" = v <ct - %3:) , (3.1)

r = v <x - %ct) . (3.2)

Znamena to, Ze Zijeme ve Ctyf-rozmérném eukleidovském prostoru-Casu, jehoz tfi rozméry jsou
prostorové a jeden Casovy? Nikoliv, jak ukaze struktura invariantd.

3.1 Indexovy formalismus v IE° — pripomenuti

Nejdiive pfipomeneme (velmi pragmatickym zptisobem!) par zakladnich véci z tfirozmérného
eukleidovského prostoru. Zavadime tam rizné typy soufadnic x; = (z1, s, v3) — napiiklad
kartézské (x,y, z), stérické (r, 6, ¢) ¢i cylindrické (p, ¢, z). Pfi pfechodu od jedné soufadnicové
baze k jiné, x; — z; = x}(x;), se veliCiny transformuji pomoci dvou matic: Jacobiho “matice

z;

y f) : .. . Ou
piechodu” -t a matice k ni inverzni 5=/
Zj Tl

. Slozky vektori se transformuji ptes “pffmou” matici

! Einsteinovu reakci na tento postieh neuvadime, je do 21 let nepiistupna.

23
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a jejich “prototypem” je diferencial polohy,?

da); = &C" dz; — stejné vSechny vektory : V/(2') = —
j

= 3z, V@) - (3.3)

Slozky linearnich funkcionala (= linedrnich forem = kovektort), tedy objekti k vektorim

duélnich, se transformuji pres inverzni matici a jejich “prototypem” je gradient,

g  Oxz; 0
oz}, - Oz Oz,

_ 9%
- / J
oz},

— stejné vSechny kovektory :  C}(z) (x) . (3.4
Vektory a kovektory lze nahliZet jako specidlni pfipady tenzoru. Tenzory jsou abstraktné defino-
vany jako multilinearni zobrazeni z kartézského soucinu urcitého poctu (= r) kovektorovych a
urcitého poctu (= s) k nim dudlnich (vektorovych) prostort do redlnych ¢isel. “Dievorubecky”
feceno, tenzory jsou jako skiing, které maji na jedné strané r zasuvek, do nichZ se daji zastrcit
kovektory, a na druhé strané s zdsuvek, do nichZ se daji strit vektory. KdyZ se to provede a
“zatoci se klikou”, vypadne ¢islo. Pokud se chee sdélit, kolik mé tenzor kterych zasuvek, fekne
se, Ze je “typu (r,s)”, nebo téZ “r-kréat kontravariantni a s-krat kovariantni” — celkové pak
“tenzor (r + s)-tého fadu”. V soufadnicich jsou tenzory reprezentovéany d"* slozkami, kde d
je dimenze prostoru (u nds zatim d = 3) ar + s je pocet indexid. Defini¢ni operace “zapisobeni
tenzorem 7" na r kovektort C, D, ...a s vektori V, W” (tedy “zasunuti argumentti do jeho
zasuvek a zatoceni klikou”) ma ve sloZkéch podobu vnitfniho soucinu

Tij..mn..CiDj .. . VW, ... (= ¢islo) .

Slozky tenzoru typu (r,s) se pfi pfechodu mezi soufadnicovymi bazemi transformuji pies r
primych Jacobiho matic a s matic inverznich (“vektorové indexy se transformuji pfes piimé
matice a kovektorové indexy pres inverzni matice”),

, N 0] oz,
T . (7)) = TP R T; n(z) . (3.5)

Vzdy tedy celkové tolik transformacénich matic, kolik index (tj. » 4 s). Pokud nema tenzor ani
jeden index (nemad ani jednu “zdsuvku”), pak se tedy transformuje zcela bez transformacnich
matic, COZ ovSem znamena

' (2') = ®(x) (3.6)

— tedy hodnota takovéhoto “tenzoru nultého fadu” je ve vSech soufadnicich stejnd; hovorime
o invariantu (né€kdy se jako synonymum fika skalar, ale my budeme rad€ji uzivat prvniho
terminu a druhy ponechame pro oznaceni jakékoliv, obecné jednoslozkové veli€iny).

Ne vSechny fyzikdlni veli¢iny jsou matematicky popsany tenzory — specidlné ne kazda
matice predstavuje slozky néjakého tenzoru, ne kazdy fadek ¢i sloupec reprezentuje (ko)vektor
a ne kazda funkce je invariantem. Pozndme to pravé podle toho, jak se transformuji. V teorii
relativity jsou vSak tenzory zvlast' dileZité, protoZe jsou to veli¢iny definované abstraktné, bez

vazby na jakoukoli konkrétni bdzi, a tim padem obsahuji urcitou invariantni, na zvolené bdzi

2 Budeme viude uZivat Einsteinova sumac¢niho pravidla: pfes dva stejné indexy v soucinu se automaticky s&itd,
d
tedy X,Y; = > X,Y;, kde d je dimenze uvaZzovaného prostoru. K notaci je§té poznamenejme, Ze pfi prechodu od

=1
“necarkovanych” k “Carkovanym” slozkdm je zvykem psat Carku u pismena oznacujiciho veli¢inu (a budeme to
tak délat i my), ale je snad jasné, Ze ve skuteCnosti by se ¢arka méla psét k indexiim, protoZe méni se soufadnice,
nikoliv veli¢ina (zv14sté, kdyZ je tenzorova).
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nezadvislou informaci. Pfesné to budeme potiebovat, kdyZ budeme chtit zformulovat fyzikaln{
zédkony — v duchu principu relativity — nezdvisle na inercidlnim systému, konkrétné tak, aby
byly invariantni viici Lorentzové transformaci. Prakticky vzato, pokud zapiSeme zdkon jako
rovnici, na jejiz levé i pravé strané bude tenzor, pak to ov§em samoziejmé museji byt tenzory
stejného typu (aby rovnost viibec méla matematicky smysl) — coz ale znamenad, Ze pii zméné
soufadnic se bude levé i prava strana rovnice transformovat stejné, a tedy fvar rovnice se pfitom
nezméni.

V Cem ale spocivad ona “invariantni informace”, obsaZena v tenzorové veli¢iné, jak ji
z tenzoru extrahovat? Obsahuji ji invarianty, které se z tenzort ziskaji dZenim (kontrakci)
a/nebo vnitinimi (skaldrnimi) souciny. Vyznamnou tlohu budou hrét pfedevsim invarianty dané
skalarnimi souciny vektor. Obecné (v kiivocarych soufadnicich) se zapiSou g;;V;W;, kde g;;
je metricky tenzor, specidlné v kartézskych soufadnicich je metrickym tenzorem jednotkova
matice, takZe skaldrni soucin je d;;V;W;. Invariance skaldrniho soucinu

i Oxg O Ox 0]
.. . .= ¢ m Wn = mnVm n
95V WS = B0 00 9 By "By T IV

nabyvd v kartézskych soutadnicich (v nichz gj;j = 0;; = gij) podoby
0

! or’.
VW = Ly T
0iVi J % 0x,, 0T,

tedy je tam ekvivalentni “relacim ortogonality”

5 ox} Ox; 5
YOr,, Ox, "

Tyto relace je moZno nahliZet jako podminky pro transformac¢ni matice, zaroven se vSak jedna
prosté o transformacéni vztah pro metricky tenzor jakoZto tenzor typu (0,2) (tedy bilinedrni
formu) — v tomto ptipad¢ specidlné tzv. izotropni tenzor (tenzor, ktery je ve vSech soufadnicich
daného typu stejny).

Skaldrnim soudinem vektoru se sebou samym dostaneme velikost (normu) vektoru v 2.
mocning,

Wn = 5manWn )

gViVy = [V[P = V2.

Pokud jako vektor vezmeme specidlné pfirtistek souradnic mezi dvéma blizkymi body, V; = dx;,
ziskame invariantni vzdalenost téchto bodu,

gijdzdz; = |dz)? = di*, 3.7)
ktera se v kartézskych slozkach redukuje na Pythagorovu vétu

di? = §;;dx,dr; = do? + daj + dal .

3.2 Indexovy formalismus v Minkowského prostoro€asu

Minkowského prostorocas je Styirozmérny (ma oproti IE3 navic Casovy rozmér), kromé toho
se ale 1isi jen v jednom ohledu: jeho metricky tenzor ma v jakychkoliv kartézskych sourad-
nicich slozky g, = diag(—1,1,1,1) = N (tedy nikoliv diag(1,1,1,1) = §,,). Tento tvar
metrického tenzoru se nazyvid Minkowského tenzorem. Reckymi pismeny na misté indext
budeme znacit Caso-prostorové slozky: mohou nabyvat hodnot 0, 1, 2, 3, pficemZ prvni z nich
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(I1épe teceno “nultd”) bude odpovidat ¢asové sloZce, zbylé prostorovym slozkdm; prostorové
hodnoty 1, 2, 3 budeme znacit latinskymi indexy (jako dosud).

Jest€ bude jeden rozdil ve formalismu: aby bylo moZné na prvni pohled rozliSit vektory a
kovektory, budeme “vektorové” indexy psat nahoru a “kovektorové” dolid. S¢itani pies indexy
bude probihat vzdy pfes jeden horni a jeden dolni index vyrazu. V souinu se muize urcity
index vyskytovat bud jednou — pak se nazyva volnym indexem (za takovy index lze dosadit
jakoukoliv hodnotu 0-3, samoziejmé konzistentné s piipadnymi ostatnimi ¢leny ve vyrazu i
rovnici), nebo dvakrat, a to jednou nahote a jednou dole (nebo naopak) — pak se nazyva s¢itacim
indexem (v daném soucinu se s¢itd pres vSechny jeho hodnoty). Volny index se mtiZze jmenovat
jakkoli, ale samoziejmé konzistentné v celém vyrazu ¢i rovnici; s¢itaci index se mize jmenovat
jakkoli alze jej po dvojicich pfejmenovat i zvlast'v kazdém soucinu. DileZité praktické pravidlo:
v Zddném clenu obsahujicim jen ndsobenti se Zddny index nesmi vyskytovat vickrdt nez dvakrdt —
a pokud dvakrdt, pak vZdy v opacnych polohdch jako indikace iiZeni nebo vnitiniho soucinu. Az
na rozliSovani vektorovych (tzv. “kontravariantnich”) a kovektorovych (tzv. “kovariantnich™)
indexi je tedy formalismus stejny jako v IE3. My to navic budeme mit specidln& jednoduché,
protoZe budeme po celou dobu pracovat v kartézskych soutradnicich (nebot inercidlni systémy
jsou dle definice kartézskymi bazemi). Sourfadnice ozna¢ime

ot = (2% 2t 2?, 2°), specialné kartézské : ¥ = (ct,x,y, 2) . (3.8)
Vektory a kovektory se ovSem poznaji teprve podle toho, jak se transformuji. Vektory, resp.
kovektory maji Ctyfi slozky, které se pfi pfechodu mezi soufadnymi soustavami =¥ — z'#(z")
transformuji stejné jako diferencidly soufadnic, resp. stejné jako gradient:

Oz ox'*
da/* = o dz”  — stejné viechny vektory : V™(z') = 5 V¥ (x), (3.9)
Y ¥
o 027 0 9"
P 3;6’0‘ o stejné viechny kovektory : ('’ (z) = ajj/a Cs(z) . (3.10)

Obecny tenzor typu (r, s), tedy s r indexy nahofe a s indexy dole (tj. tenzor “r-krat kontravari-
antn{ a s-krdt kovariantni”), je pak veli¢ina o 4"** slozkdch, které se transformuji ptes r pfimych
a s inverznich Jacobiho matic,

ox'™ 0xP
T () = Y A : 3.11
(@) 5 B 5..(2) (3.11)
Specidlnim piipadem — “tenzorem bez indexd” (r = 0, s = 0) — je invariant. Je to veli¢ina,

jejiz hodnota je ve vSech vztaznych systémech stejna,
' (2') = ®(x). (3.12)

Jako “absolutni”, na soufadnicich nezavislé veliiny jsou invarianty v teorii relativity obzvlast
vyznamné.

Béhem prednésky se seznamime s fadou skaldrnich veli¢in (nebo jejich kombinaci), které
jsou invariantni. Kromé toho jsou invariantnimi vSechna ziZeni (kontrakce) tenzord, jejich
determinant a vnitini (skaldrni) souciny. Obé tyto operace predstavuji ve slozZkovém podéni
s¢itani pres urCité indexy. Zizenim (kontrakci) tenzoru 7, v indexech p a o (vZdy

jeden musi byt nahote a jeden dole) se nazyva tenzor fddu o 2 nizsiho, ktery vznikne vyscitanim
Juv» jehoZ nejdileZitej$i vlastnosti je, Ze je ve svych indexech symetricky. Ve vyznamném
piipadé dvou ctyf-vektord V#, W je naptiklad skaldrni soucin ve slozkdch vyjadien g, V*W".
My budeme v celém kursu vztahovat veli¢iny k inercidlnim systémiim, takze budeme pouZivat
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kartézskych soufadnic. V téch, jak uz vime, nabyva metricky tenzor Minkowského podoby
g, = diag(—1,1,1,1) = n,,. Invariance skaldrniho sou¢inu

ox'™  ox'

VW =g, e
Ml T oxP 0x°

W = n,, VW

je v nich ekvivalentni relacim ortogonality

ox'™ oz’ B
G G

(3.13)

(Jedna se vlastn€ o transformacni piedpis pro izotropni bilinedrni formu 7, zapsany ovSem

opacné nez jsme zvykli, totiz “Carkovanym” je zde ), stojici vlevo). Specidln€ je invariantni

skaldrni soucin jakéhokoli Ctyi-vektoru se sebou samym, tedy 7, V#*V" — prostoroCasova

“velikost” ¢1 “norma” vektoru. A jesté specidlnéji, pro Ctyt-vektor tvofeny konkrétné diferencidly

&tyfrozmérné polohy, V# = dz*, se jednd o tzv. (prostorocasovy) interval, 7, dz#dz” = ds®.
Zdiraznéme znovu rozepsanim slozek,

NuwV*W? = VoW 4 6, V'W7 |

Ze Minkowského prostoroc¢as se hodnotou 799 = —1 1i8i od ¢tyfrozmérného eukleidovského
prostoru (jehoZ metricky tenzor md v kartézskych soufadnicich slozky 0,,,). Skaldrni soucin
diky ni neni pozitivné semi-definitni, nybrZ indefinitni — jeho vysledkem miiZze byt kladn4,
zaporna 1 nulova hodnota; nulova hodnota pfitom nemusi odpovidat trivialnimu ptipadu V# = 0
nebo W# = (. Nejlépe je rozdil vidét na prostoro¢asovém intervalu

ds? = n,,dotdz” = —c*dt® + dz® + dy® + d2?,

ktery neni ¢tyfrozmérnou vzdalenosti (nebot’ ¢asovy ¢len v ném vystupuje s minusem).

3.2.1 Prechod mezi vektory a kovektory: snizovani a zvySovani indexi

Tenzory typu (7, s) jsou definovany jako multilinedrni zobrazeni r kovektord a s vektorti do
realnych Cisel, ale ve skute¢nosti nemuseji byt v§echny tyto argumenty dosazeny. Pokud tenzor
typu (r, s) zaplsobi jen na u < r kovektord a v < s vektord, neni vysledkem &islo, ale tenzor
typu (r — u, s — v) — je to prosté ddno tim, kolik jakych argumentl ztstane nezaplnénych. (Je
to jasné jak na abstraktni drovni, tak ve slozkach, protoze neobsazené argumenty odpovidaji
indextim, které se nevyscitaji, takZe je vysledna veli¢ina i nadale ma.) Pfedstavme si specidlné
souc¢in 7, V¥, kde T,,, je néjaky tenzor a V' vektor. Vysledek ma jeden index dole, tedy je to
kovektor. Pokud provedeme takovyto soucin specidlné s metrickym tenzorem, bude vysledkem
kovektor, ktery je dudlni pravé k vektoru V¥, a ten se znaci stejnym pismenem jako ptivodni
vektor, 7, V¥ = V,,. Metricky tenzor ma tedy dvoji zdkladni roli: jednak definuje vnitini soucin,
jednak zobrazuje vektory na kovektory. A také naopak; opacné prifazeni je mozné diky tomu,
Ze k matici 7, existuje inverze (protoZe 7),,, ma nenulovy determinant, totiZ —1) — oznac¢ime

i

1. (= k) = o8 ... obecné g"g.. (= gh) = ot . (3.14)
Je ziejmé, ze n** = diag(—1, 1,1, 1), tedy u Minkowského tenzoru jsou ryze kontravariantni
slozky stejné jako slozky ryze kovariantni. (V pfipadé obecného metrického tenzoru — tedy
v ptipadé obecnych, kfivocarych soufadnic, pfipadné navic v prostoroCasu sloZitéj$i geometrie
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nez ma Minkowského prostoro¢as — vSak mohou byt kontravariantni a kovariantni slozky
vyrazné odlisné.) Mame tedy “tam a zpatky”

nwV' =V, <+— 9"V, (=n"*n,V" =0V")=V".

Obdobnym zpiisobem lze pomoci metrického tenzoru zvySovat a sniZovat jakykoliv index,
tj. index u jakékoliv veliiny (notace se skute¢né pouziva nejen u tenzort, ale i u netenzorovych
viceslozkovych veli¢in) — na piiklad

T =T T =T

3.3 Lorentzovy transformace

V pripadé prechodu mezi inercidlnimi soustavami, tedy v pfipadé¢ Lorentzovy transformace,
budeme Jacobiho matici znacit A*,. Jako specidlni ptipad obecné transformace vektord (3.9)
tak médme

da’™ = A¥,dz¥ — stejné vSechny vektory : V'#(2') = A, V¥ (x) . (3.15)

Lorentzovy transformace jsou, jak vime, linearni, takze jejich matice A*, nezaviseji na soufad-
nicich (zdviseji jen na vzajemné rychlosti IS, mezi kterymi se pfechdzi). Diky tomu plati stejny
vztah i pro samotné hodnoty soufadnic,

o' = At a” (D) (3.16)

— tedy aZ na konstantni ¢len (b*), ktery odpovida trividlni volnosti ve volbé pocatku a my
jej budeme volit nulovy. Jako pfiklad uvedeme matici specialni Lorentzovy transformace ve
sméru +z, kterou jsme probirali v minulé kapitole. Jeji sloZky najdeme porovninim “Clen po
¢lenu” transformacniho piedpisu x* = A*, x” a vztahu (2.2),

v
2% = A%a® + A% 2t + A% + A% — ot = ’y(ct - - x) ,
c
v
ot = Ayz® + Alat + Alyr? + ALy 2 = <9c —— ct) ,
c

—
1? = Nox® + Azt + A%he® + A% — Y =y,
I/3 = A30£L’O + A31I1 + A321L’2 + A33[B3 —

sta¢i jen uvazit o¢islovani soufadnic (2°, 21, 2%, x3) = (ct, z, y, z). Matice ma tedy podobu

v o=ve 00
-z v 00

(AHV)speciélni,+x = 0 0 1 0 (317)
0 0 01

Druhou zédkladni obecnou vlastnosti Lorentzovych transformaci (kromé linearity) je orto-
gonalita. Relace ortogonality (3.13) maji pro né “samozfejmou” podobu

NN p N ¢ =10 | - (3.18)

Z linedrni algebry je zndmo, Ze pro ortogondlni matice je jejich inverze rovna transpozici.
Skute¢né, vyndsobme vztah 7°“ a dostaneme vztah pro inverzi matic,

anAupAVanga (: npanaa) = 53 ) (319)
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kde u druhé matice A”, sniZzime prvni a zvySime druhy index pomoci pfitomnych metrickych
tenzord, 17, A”,n’* = A,”, amdme
I a _ s« a 1—-1 a

AP NS =07 = [A%] =AC. (3.20)
Inverze matice Lorentzovy transformace je tedy skutecné ddna transpozici. (Je proto dilezité
davat pozor na polohu index.) “Ve slozkach” se inverzni Lorentzova transformace 1i$i od pfimé
jen znaménkem vzdjemné rychlosti systémi, takZe napf. matice inverzni specidlni Lorentzovy
transformace ve sméru +x vypada

v +ve 00
-1 +v2 v 00

(AMV)speciélni,+x = (AVM)speciélni,—i-x = 0 0 10 (321)
0 0 01

Nyni mtizeme dodat, Ze pro kovektory mame z obecného vztahu (3.10) v piipadé Lorent-
zovy transformace

0 0
N S
oz’ “ OxB

a pro obecné tenzory z formule (3.11)

— stejné viechny kovektory : '/ (2') = A, Cs() (3.22)

T . (@) =Ny AL T () (3.23)

3.4 Tenzory a principy specialni relativity

Nejdilezitéjsim sdélenim teorie relativity jsou jeji vychozi principy. Hned po nich nasleduje
obecny navod, jak jim dostat: maji-li rovnice vyjadiujici fyzikalni zdkony spliiovat princip spe-
cidlni relativity, museji mit ve vSech téchto systémech stejny obsah, neboli stejny “tvar” — fika
se, Ze museji byt kovariantni (= “invariantni co do tvaru”). To vyzaduje, aby byly zapsiny
pomoci matematickych veliCin, které jsou definovany bez odkazu na néjaky konkrétni vztazny
systém, jejichZ vyznam neni zavisly na konkrétni soufadnicové bdzi. Takovymi vhodnymi ve-
li¢inami jsou tenzory. Soufadnicové slozky vsech tenzori (daného typu) se transformuji podle
stejnych formuli, pomoci Jacobiho matic a matic inverznich, pfi¢emz v pfipadé Minkowského
prostorocasu a prechodi mezi inercidlnimi systémy je tvar téchto matic ddn Lorentzovymi
transformacemi. Vychozi principy specidlni relativity tedy — krétce shrnuto — vyZaduji lo-
rentzovskou invarianci (“tenzorovou povahu”) fyzikalnich zakonid. Aby Slo tuto invarianci
prakticky napliiovat, je tfeba védét, jak se poznd, zda urcitd veli¢ina je tenzorem. Pfipomindme
proto jesté jednou (a v priibéhu dalSich kapitol to budeme délat u konkrétnich veli¢in pribézn¢),
Ze “ne podle index, ale podle transformace slozek poznas tenzor”. (Tedy ne vSe, co md indexy,
musi byt tenzorem. Specidlné tfeba matice Lorentzovy transformace nejsou tenzory. Podobné
se setkime — vlastné jsme se jiZ setkali! — s fadou skalarnich veli¢in, které vic¢i Lorentzové
transformaci nejsou invariantni, napt. délka, Cas, rychlost, hmotnost, hustota, nebo jednotlivé
slozky tenzort.)

3.4.1 Pocitani s tenzory

K obecnym fecem pripojime rtizné praktické, ale i nékteré zasadnéjsi poznamky ke slozkové
préci s tenzory:
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e Skaldrni soucin jsme zapisovali zatim vzdy ve tvaru ), V*W", ale jde ho zapsat i n€kolika

jinymi zpasoby, kdyZ vyuZijeme snizovani a zvySovani indexti pomoci Minkowského
tenzoru:

N VWY =V,W" = VW, =" V,IV, . (3.24)

Specidlné si budeme pamatovat, ze v jakémkoli vyrazu (souinu), v némz se sC¢itd pres
dvojici indexd, je jedno, zda jsou indexy “tak ¢i onak”, totiZ zda je prvni nahofe a druhy
dole, nebo naopak. To samé plati pro kontrakce tenzord, napiiklad

THo" g = 1P T“p”05 — T“p"‘pg = Tpo THoRP,
specidlné pro stopu tenzoru 2. Fadu
T=T%, =0T =T5" =0T, .

Vnitini ndsobeni je komutativni, takZe je jedno, v jakém poradi ndsobené tenzory zapi-
Seme, napf.

N VWY = Vig, W = W*Viny,, = V,W =W"V, apod.,

samoziejmé kromé piipadii, kdy néktery z tenzort je operdtorem (tieba gradientem).

Kdyz uz byl zminén gradient: tento diferencidlni operdtor jsme v transformacnich pred-
pisech (3.4), (3.10) uvedli jako prototyp kovektoru, takZe si budeme pamatovat, Ze “par-
cidlni derivace se chovaji tenzoroveé”, coz bude podstatné pro lorentzovskou kovarianci
diferencidlnich rovnic. K tomu ale vyrazné upozornéni: ve skute¢nosti se (parcidlni) gra-
dient chova jako kovektor jen viici linedrnim transformacim, jak snadno zjistime, kdyZ
pretransformujeme napf. gradient vektoru:

v 9 (0" ) — 0%’ 9xP 0z VY 0P

ox'® — Jx'e (8x” ) 02708 O’ dav daP dx'e
Pouze pokud je prvni ¢len nulovy, vychédzi transformace tenzoru 2. fddu (jednou kon-
travariantniho a jednou kovariantniho). A prvni ¢len je nulovy pro linedrni transformace
(pro které je Jacobiho matice pfechodu nezdvisld na soufadnicich). V tomto kursu budeme
vesmes pracovat v kartézskych inercidlnich soustavach, mezi témi se prechdzi Lorentzo-
vymi transformacemi, a ty jsou linearni, takze pii parcidlnim derivovdni nemusime mit (o
tenzory) obavy — uvedeny gradient Ctyf-vektoru se napfiklad transformuje

oVv'H ov?
— AR AP
ox'™ S

ale uz kdybychom pfesli do kiivocarych soufadnic, parcidlni derivace by se tenzorové
nechovaly! (Samotny operdtor parcidlniho gradientu se tedy transformuje jako kovektor,
ale je také dulezité, na co a v jakych soufadnicich plisobi. Gradient invariantu ® ,, je vZdy
kovektorem, ale na (ko)vektory a vyssi tenzory pasobi gradient tenzorové jen pokud se
transformuji linedrnég.)
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e Rikali jsme, Ze budeme cely semestr nahliZet svét z inercidlnich soustav. Vzhledem k
tomu, Ze na$im svétem bude Minkowského prostorocas, je to zdaleka nejvyhodnéjsi a
nejprirozenéjsi. Jednou bychom ale mohli ukézat, co by se stalo, kdybychom pracovali
napi. ve sférickych nebo cylindrickych soufadnicich. Jak snadno zjistite dosazenim za
dx* z transformacnich vztaht

r=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosf, (t zistavd),

resp. x =pcosp, y=psing, (t, z zustavaji),
prostoroCasovy interval v tom pfipadé vypada

ds? = —2de® + dr? + r2d6% + 1 sin® 6d¢?
ds® L At + dp? + p*de? 4 d2?

to znamena, Ze metricky tenzor nemd Minkowského tvar 1),,,, nybrz

-1 0 0 0 -1 0 0 0
ofér 0 1 0 0 eyl 0 1 0 O
G = 0 0 7,2 0 ) resp. G = 0 0 P2 0
0 0 0 r2sin?6 0 0 0 1

Tyto podoby jsou stile velmi jednoduché, predevsim jsou diagondlni, ale jsou jiZ obecné;jsi
v tom, Ze slozky zdviseji na soufadnicich, g,,, # 0. MlZeme je najit také pifimo z
transformacnich vztaht (“relaci ortogonality’)

, Ox'™ Oz , OxP 0x°

I gar dar 90 T I g g

dosadime-li do nich nas ptipad ¢,, = 7,0, 2" = (ct,z,y,2) a 2’ = (ct,r, 0, ¢), resp.
't = (ct, p, 9, 2).

e U metrického tenzoru se navic daji psatindexy v libovolném pofadi, protoZe je symetricky.
Obecny tenzor vSak zadnou symetrii mit nemusi, takZe je tfeba dbat na poradi indexd,
specidlné u smiSenych tenzorl nepsat indexy pod sebe; toto samoziejmé neplati pro sy-
metrické tenzory 2. fadu, tam je naopak prirozené horizontalni pozici indext nerozliSovat
— viz napf. o*.

K symetriim tenzorl se vdZou nasledujici velmi uzitecnd pravidla. Kazdy tenzor fadu > 2
1ze rozepsat na ¢ast symetrickou a ¢ast antisymetrickou v danych dvou indexech, specidlné
pro tenzor 2. fddu mame identitu

1 1
T;u/ = §(Tuy + Tuu) + §(TMV - TVN) = T(/“’) + T[/“’] (325)

(oblé/hranaté zdvorky znaci symetrizaci/antisymetrizaci v uzavienych indexech). Tento
rozpis je ¢asto vyhodny vzhledem k tomu, Ze stopa vnitiniho soucinu symetrického a
antisymetrického tenzoru je nulovd. Skute¢né, oznacime-li tenzor symetricky v indexech
{p, v} jako S, a tenzor antisymetricky v téchto indexech A,,, mdme jednoduse

S Ay = S Ay, = =S A, = ™A, =0, (3.26)
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kde jsme v prvnim kroku indexy preznacili (i <+ v) a v druhém kroku jsme je prohodili:
preznaceni samoziejm¢é neznamend Zadnou zménu (sCitaci indexy se mohou jmenovat
jakkoli), kdeZto pti prohozeni se symetrickd matice nezmeéni a antisymetrickd se zméni o
minus.

Z téchto vlastnosti plyne diilezity zavér: pokud se né€jaky tenzor vnitiné ndsobi s jinym
v indexech, ve kterych je symetricky/antisymetricky, pak do soucinu pfispéje jen ta Cast
druhého tenzoru, kterd je v danych indexech také symetrickd/antisymetricka (soucin se
zbylou, antisymetrickou/symetrickou ¢asti druhého tenzoru je nulovy).

Z toho také napf. plyne, Ze stopa antisymetrické matice je nulovd, 7,54 = 0. (Je to
ostatné jasné, antisymetrickd matice ma na diagonale samé nuly.) Plati to zjevné i obecnéji:
zGZeni pres dvojici indexl, v nichZ je vyraz antisymetricky, davd nulu. A zdkladnim
invariantem antisymetrického tenzoru A, tak neni jeho stopa, ale jeho “kvadrat” A, A",

K tomuto odstavci jest€¢ dvé poznamky: (i) hovofili jsme v ném sice o “tenzorech”, ale
pro zminéné vlastnosti neni podstatny tenzorovy charakter kterékoliv z veli¢in — jde
o vlastnosti “maticové”; (i) vlastnosti jsme ilustrovali na tenzorech 2. fddu (nebo tedy
maticich), ale ve skutecnosti se mize jednat o multikomponentové vyrazy, které maji

kromé zminénych {y, v} jesté jakékoliv dalsi indexy (ty jsme nevyznacovali).

3.5 Invariance intervalu z vychozich principt

-----

tort)). Dosli jsme k ni takto: (i) uvazili jsme, Ze transformace mezi inercidlnimi systémy musi
byt linearni (aby byl naplnén 1. Newtontiv zdkon, tedy aby se rovhomérné piimocaré pohyby
sklddaly zase na rovnomérné piimocaré); (ii) z vychozich principl a linearity jsme odvodili
(specidlni) Lorentzovu transformaci, (iii) ukdzali jsme, Ze vici této transformaci je prostoro-
Casovy interval (obecné skalarni soucin vektort) invariantni. Lze postupovat i jinak — dojit
k invarianci prostoro¢asového intervalu piimo z vychozich principti a pak z této invariance
odvodit, jaké vlastnosti musi mit transformace. Postup je cenny hlavné v tom, Ze ukaZe, zda pro-
storoCasovy interval neni invariantni i vii¢i néjakym jinym (neZ Lorentzovym) transformacim,
tj. zda vlastnosti, kterymi jsme Lorentzovy transformace vymezili (linearita a ortogonalita), jsou
nejen postacujici, ale také nutné.

Nejdfive si predstavime jednoduchy “experiment’”: v libovolném bod¢ prostoroc¢asu blik-
neme a sledujeme pohyb vzniklych fotonl z hlediska jakychkoliv dvou inercidlnich systémii.
Podle principu invariance rychlosti svétla se museji vyslané fotony $ifit vii¢i obéma systémim
ve vSech smérech rychlosti ¢, takZe v obou museji v jakémkoliv okamziku (¢, resp. t') tvofit
sféru (o poloméru cAt, resp. cAt’). Dle Pythagorovy véty bude tedy po jakémkoliv Case (At,
resp. At') platit

(cAt)® = (Az)*+ (Ay)* + (A2)*,
(cAt)? = (A2)*+(Ay)* + (A7,

.
(As)* =0, (As)*=0. (3.27)

Ve specidlnim pfipadé nulové hodnoty je tedy interval invariantem.
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Nyni zadejme libovoln& dvé udalosti a zapisme zcela obecny vztah mezi veli¢inami (As)?
a (As')?,

(A =F(...;(As)*) + G(...).

Tti teCky zde predstavuji viibec vSechny (dalsi) parametry, které se v situaci vyskytuji — tedy
necarkované a ¢arkované soutradnice obou udélosti, jejich soufadnicové odlehlosti v obou iner-
cidlnich systémech a vzdjemnou rychlost téchto systému; kromé toho mize byt samoziejmé
pritomna univerzalni konstanta c. PoZadujeme-li v§ak v obou inercidlnich systémech homoge-
nitu prostorocasu (v ¢asovém i v prostorovych rozmérech), nesmi vztah zaviset na zZadné ze
souradnic. Dale, mé-li se vztah pro svétlo redukovat na 0 = 0, nesmi zaviset ani na jednotlivych
soufadnicovych pfirdstcich Ax* (pouze na jejich kombinaci As). A pozadujeme-li prostorovou
izotropii, nesmi se ve vztahu vyskytovat ani smér vzdjemné rychlosti. V ivahu tak pfipadd jen
velikost této rychlosti v,

(As')? = F(v; (As)?) + G(v).

Dile, funkce F'(v; (As)?) musi byt v (As)? linedrni, pon&vadZ ¢len s jinou mocninou (As)? by
musel byt z rozmérovych diivodii ndsoben patfi¢nou mocninou néjaké veli¢iny o rozméru délky
a zadna takovd veli¢ina neni k dispozici (mdme jen rychlosti v, c — a z téch vytvofit nejde).
Kromé toho vime, Ze podél svétocar fotond nabyvaji (As)? a (As’)? zdroveri nulovych hodnot,
coz je nyni mozné jedin€ pokud G(v) = 0. Hledany vztah se tak redukuje na

(As)* = f(v)(As)*.

Nakonec méjme 77 rizné inercidlni systémy, intervaly v nich naméfené a spocitané ozna-
¢ime (Asy)?, (Asz)? a (Asz)? Podle posledni verze vztahu musi soucasné platit

(As1)? = f(v12)(As2)?, (As)? = fluas)(As3)®,  (Asy)? = f(v13)(Ass)?,

kde znaceni velikosti vzdjemnych rychlosti je zjevné. Nyni napiiklad posledni z téchto rovnic
porovndme s rovnici vzniklou kombinaci prvnich dvou:

(As1)? = f(v13)(Ass)? <= (As1)® = f(v12) f(va3)(As3);

musi tedy platit

f("U13) = f(1)12)f(U23)-

Zde prava strana z4visi jen na velikostech rychlosti v19, v23, kdeZto leva strana z4visi obecné 1 na
jejich vzdjemném dhlu. Podmince tak Ize obecné vyhovét jen pokud f(v) = 1. Prostoro¢asovy
interval mezi jakymikoli dvéma uddlostmi je tedy ve vSech inercidlnich systémech stejny.

3.5.1 Lorentzova transformace z invariance intervalu

UkaZme, co z invariance prostoro¢asového intervalu plyne pro transformaci mezi inercidlnimi
systémy. (Tj. zde zac¢indme znovu “ab inicio” a o transformaci pfedem viibec nic netvrdime.)
Predevsim je zcela obecné

a0
Oxe OxP

ds” = 1, da"d2" =1, dzda” | ds? = nagdr®*da’
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takZe pokud m4 platit ds?> = ds? pro jakékoli dv& uddlosti (tj. jakékoli odpovidajici soufadnicové
odlehlosti dz®dz?), musi byt spInéna rovnost

ox'™ oz’

v————= =1ag - 3.28
T e 9B~ 18 (3.28)

To jsou ovSem relace ortogonality pro transformac¢ni matici.
Relace zderivujeme podle z” a vysledek pak zapiSeme tfikrat s cyklicky permutovanym
poradim volnych index:

0%x'm Ox'v ox'" 92V

v 0xx0xP OxP + M OHx® OrBOxP = MNap,p = 0 ,
anl,U« ax/l/ ax/’u 82$/V

i ax”axﬁ oxr® + N oxP axaaxﬁ = Tpa,p = 0 )
o0%x' oz’ oxr'" 921"

T Bz He T BP Drrdza 1P T 0.

A nyni (napft.) prvni dvé rovnosti secteme a tu posledni ode¢teme. Budeme pfitom myslet jen na
dvé véci: jednak ze parcidlni derivace jsou zdménné (to je podminka integrability soufadnicové
transformace), a hlavné Ze metricky tenzor je symetricky, takZe je jedno, zda ma Clen s 2.
derivaci nahofe index p a ¢len s 1. derivaci index v, nebo naopak. Vzhledem k témto dvéma
zdménnostem se ve zminéné kombinaci ode¢tou ¢len vpravo dole se ¢lenem vlevo nahoie a
¢len vlevo dole se ¢lenem vpravo uprostied, zatimco zbylé dva ¢leny (vpravo nahote a vlevo
uprostfed) se sectou na vyslednou rovnost

ax/u 82 SL’/V
My oz OxPOxr

Nyni budeme muset trochu pfemyslet. Uvédomme si nejdfive, co fikaji relace ortogonality
(3.28): Ze Ctyfi “sloupcové vektory”

{ e }
(e}
O a=0,1,2,3

(tvorené sloupci Jacobiho matice soufadnicové transformace) tvoii v prostoru ¢tyirozmérnych
sloupcovych vektorl ortonormdlni bazi. TotiZ urcity sloupec skaldrn€ vynasobeny sam se sebou
da +1, zatimco skaldrni soucin riznych sloupcii d4 nulu,

oz’ 0z ox'* 0x'v ox'" 0x'"

—-0. (3.29)

WG g0 L g 0 g gy
Rovnice (3.29) tvrdi, Ze ke vsem témto sloupcovym vektorim (o = 0, 1, 2, 3) maji byt kolmé
dalsi takové Ctverice, totiZ

{ 821’/”
BOHrr '
dxP Oz Bp=00,01,02,03,11,12,13,22,23,33

V ramci daného prostoru (zde prostoru ¢tyfrozmérnych sloupcovych vektorti) vS§ak nemuize byt
néco netrividlniho kolmé k celé jeho bazi. TudiZ musi platit

62 .le/
oxBoxr
Zjistili jsme tedy, Ze invariance prostorocasového intervalu (obecnéji feceno invariance
skalarntho soucinu Ctyf-vektor) je ekvivalentni tomu, Ze transformace mezi inercidlnimi sousta-

vami jsou linedrni a spliiuji relace ortogonality. Takové transformace nazyvdme Lorentzovymi
transformacemi.

0 , neboli transformace musi byt linearni . (3.30)
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3.6 Prostorocasové diagramy, kauzalni struktura

Mnohé z vlastnosti Minkowského prostoroCasu, o nichZ jsme se zminili, jsou pékné vidét na
prostorocasovych diagramech. Tyto diagramy reprezentuji poméry v prostorocasu z hlediska
urcitého inercidlniho systému a nejsou ni¢im novym, oproti IE® se prosté jen jako jedna z os
zakresli Casovd osa ct. Narozdil od uspofddani obvyklého na stiedni Skole a v klasické mechanice
se vSak v relativité kresli ¢asova osa zdsadné svisld, sméfujici (do budoucnosti) nahoru. Tti
prostorové sméry “Ziji” ve vodorovnych rovinidch; samoziejmé se do takovych rovin vSechny
nevejdou, ale to jen zfidkakdy vede k problémuim (zbyly rozmér si prosté predstavime...); k
pochopeni novinek specidlni relativity ostatné vétSinou sta¢i dvourozmérny diagram (ct, z).

Délkové jednotky nastavime stejné podél vSech os (prostorovych i Casové). Udalosti se na
diagramech zobrazuji jako body, svétocary jako kiivky, plochy jako plochy, atd. Dvé udélosti
vi¢i sobé mohou byt v rtiznych pozicich a svétocary, plochy a nadplochy mohou mit rizny
charakter — podle toho, zda “vedou spi$ svisle (v ¢asovém sméru), nebo spi§ vodorovné (v
prostorovych smérech)”. Pokud je dand svétoCdra historii néjakého pohybu, pak sklon te¢ny
ke svétocare odpovida soufadnicové rychlosti pohybu % v piisluSném misté. Je-li rychlost
nulovd, je tena presné svisld, se zvétSujici se rychlosti v daném sméru se odklani od ¢asové
osy k prislusné prostorové ose; pokud by te¢na byla vodorovnd, odpovidalo by to nekone¢né
prostorové rychlosti. Nejvyznamnéjsi hodnotou rychlosti je rychlost svétla ¢ — té odpovidaji
na dvourozmérném diagramu (ct, x) sméry dz = +cdt (tedy diagondlni sméry, sklonéné pod
tihlem 45°), na tifrozmémém diagramu (ct,z,y) sméry povriek kuZelovych ploch c2dt? =
dz? + dy? (ty se jesté daji zakreslit) a “ve skute¢nosti”, na Ctyfrozmérném diagramu, jsou to
povriky tifrozmérnych kuZzelovych nadploch ¢?dt? = da? + dy? + dz?. NejCast&ji se uzivd jen
dvourozmérného diagramu (ct, z), v némz se svételné sméry vyznadi zakreslenim svételného
kuzelu x = +ct do pocatku. Pohyb podsvételnou/nadsvételnou rychlosti tedy na diagramech
probiha ve sméru odklonéném od osy ct 0 méné/vice nez 45°.

Je podobné jednoduché si uvédomit, jak se na prostoro¢asovém diagramu zobrazuji (jako
“Sipky”) rizné typy Ctyi-vektort. Je ziejmé, Ze
N VIV = —(VO2 - (VA2 4+ (V2 (VP2 S0 & [V 2 (VIR + (V22 + (V3)2.
Vektory s 7, V#V" < 0 tudiZ na diagramech miif “spi§ v ¢asovém sméru” (jsou od ¢asového
sméru odklonény o méné nez 45°), proto je nazyviame ¢asupodobnymi; vektory s 7, V*V" > 0
na diagramech mifi “spiS v prostorovém sméru” (jsou od ¢asového sméru odklonény o vice nez
45°), proto je nazyvame prostorupodobnymi; a vektory s 77, V*V"” = 0 na diagramech mii{
presné diagondlné (jsou od ¢asového sméru odklonény pravé o 45°), nazyvame je svételnymi
¢i nulovymi. Obdobné se klasifikuji i plochy (¢asupodobné plochy maji v daném misté aspon
jeden te¢ny smér casupodobny, svételné plochy maji aspoii jeden tecny smér svételny a vSechny
ostatni sméry prostorupodobné, prostorupodobné plochy maji vSechny te¢né sméry prostoru-
podobné) a nadplochy (stejné jako u ploch).? U ploch a nadploch je viak $ikovné&jsi posuzovat
charakter podle charakteru jejich normdlovych vektorovych poli: tam, kde je norméla ¢asupo-
dobn4, je prislusna plocha/nadplocha prostorupodobn4, et vice versa. Norméla ke svételné plose
¢i nadplose je svételna.

3 Snad je zde vhodn4 piileZitost k nésledujici pozndmce. V minulé &4sti jsme soufadnicové odlehlosti znacili
At, Az atd. (coZ je obvyklé u koneénych tseki), zatimco v této ¢asti piSeme vétSinou dt¢, dzx atd. (coZ je obvyklé
u infinitesimalnich dsekd). Pro vyklad to zatim nebylo podstatné. Na obecné urovni je zvykem bavit se spi§ o
infinitesimalné vzdalenych uddlostech, z toho divodu, Ze typickou tlohou na uréeni prostorocasového intervalu je
praveé posouzeni charakteru néjaké svétocary, plochy ¢i nadplochy. Pokud je napf. svétocara urychlend (na diagramu
to neni piimka), nemélo by valného smyslu pocitat interval mezi néjakymi jejimi vzddlenymi body, protoZe tim by

99

se nezjistil pfesny charakter svétocary v uréitém daném misté, ale jen “primérny” charakter na dlouhém useku.
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Specidlnim pripadem ctyf-vektoru je spojovaci vektor (relativni polohovy vektor) mezi
dvéma udélostmi, dz*. Pokud je ¢asupodobny, tedy pokud je prostorocasovy interval mezi
danymi dvéma udalostmi 7, dz#dz” = —c*dt? 4+ da? + dy® + dz? zdporny (Casupodobny),
jsou udalosti vzdaleny “vic v €ase nez v prostoru”, tedy lezi navzdjem uvnitf “svych” svételnych
kuzelt (“druhd” udélost lezi uvniti budouci ¢asti svételného kuzelu “prvni” uddlosti, zatimco
“prvni” leZi uvnitf minulé ¢asti svételného kuzelu “druhé”). Pokud je interval kladny (prosto-
rupodobny), jsou uddlosti naopak vzdileny “vic v prostoru nez v Case”, tedy lezZi navzdjem
vné svych svételnych kuzelti. Kone¢né je-li interval nulovy (svételny), jsou udalosti vzdaleny
“stejné v Case jako v prostoru”, tedy leZi navzdjem na svych svételnych kuZelech. Pokud by
se mezi uddlostmi, které déli casupodobnd/prostorupodobnéd/svételnd hodnota intervalu, néco
pohybovalo, pak by se to pohybovalo podsvételnou/nadsvételnou/svételnou rychlosti, jak je
snadno vidét i z vydéleni predpisu pro interval ds?> = —c2dt? + dz? + dy? + dz? (kladnym
&islem) dt?:

ds? = —2dP2 +dI’S0 = —P 4030 = |v| Se
(% = v’ ma v tom piipad& vyznam t¥i-rychlosti vii¢i danému inercidlnimu systému; kvadrat

i

c . g _—
jejf velikosti je v* = §;;0"07 = @)_

3.6.1 Lorentzova transformace na prostoro€asovych diagramech

Pfi prechodu mezi inercidlnimi soustavami byva v obecnosti i v konkrétnich dlohdch velmi
ucinné a instruktivni nakreslit si, jak se Lorentzova transformace zobrazuje na prostoro¢asovém
diagramu. Podstatné rysy transformace jsou pékné¢ vidét na nejjednodussi, specidlni Lorentzové
transformaci. Vezmeme tradi¢né transformaci “ve sméru 2" a najdeme, jak se na dvourozmér-
ném diagramu (ct, x) zobrazuji ¢arkované osy. Osa ct’ je ddna rovnici ' = 0 a osa 2’ naopak
rovnici ct’ = 0; co tyto rovnice znamenaji v necarkovanych osach, v nichZ je diagram zakreslen,

najdeme snadno z transformacnich rovnic:

osact' : Ozx':v(x:FEct) o a=+lg , (3.31)
c v

osar’ : O=ct' =~ (ct F Y x) o d=+lg. (3.32)
c c

Cérkované osy se tedy (samoziejmé) zobrazuji jako pifmky prochazejici po&atkem, pri¢emz
osa ct’ ma smérnici £¢/v a osa ' md smérnici +v/c. S ristem vzajemné rychlosti inercidlnich
systémi v od nuly po ¢ se tudiZ osy stdle vice (symetricky) priklanéji ke svételnému kuzelu
ct = x; s rustem rychlosti v na druhou stranu (od nuly po —c) se osy naopak symetricky
“odklangji” (rozeviraji) ke svételnému kuzelu ¢t = —z. (Rychlost |v| > ¢ nemd dobry smysl
uvazovat, protoze pro |v| > ¢ by ¢arkované osy byly kvili faktoru ~ imaginarni a pro |[v| = ¢
tento faktor diverguje.)

Na diagramu (ct, z) se zakreslenymi Carkovanymi osami jsou jasné vidét zdkladni da-
sledky Lorentzovy transformace. Relativita soumistnosti je dana tim, Ze v netrividlnim piipadé
v # 0 nenf osa ct’ rovnobézna s osou ct, takZe pfimky predstavujici historie mist s 2’ = konst
jsou stejnym zpisobem naklonéné vici piimkdm = = konst. Novinkou (oproti Galileiho trans-
formaci) je relativita soucasnosti, dand tim, Ze také osa 2’ neni rovnobézna s x, takZe nadplochy
(na naSem 2D diagramu piimky) ct’ = konst (rovnobézné s osou z’) jsou naklonéné vaci
nadplochdm-piimkam ct = konst. Toto skutec¢né podle Galileiho transformace nenastava, pro-
toZe tam je osa x’ ddna ct’ = 0, coZ v8ak znamend ct = 0 (protoZe ¢as je absolutni, ¢’ = t), tedy
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osa 2’ je s osou z totoznd, nenakldni se. (Casové osa se naproti tomu chovi stejné jako podle
Lorentzovy transformace: 0 = 2/ = = Fout & ct = o) MizZeme také zkontrolovat, Ze
svételny kuZel se pfi transformaci neméni: piimky ' = +ct’ skute¢né odpovidaji = = +ct, jak
plyne snadno dosazenim transformacnich vztahd,

o=+ & rFild=ctFlz & z=-+c,
¥ =—ct & r¥Lct=—ctrir <& x=-—ct.

Jesté k relativit€é soumistnosti a soucasnosti: nad prostoroCasovym diagramem se zakres-
lenymi nec¢arkovanymi a ¢arkovanymi osami si 1ze mozna nejlépe uvédomit relativitu prostoru
a Casu, totiZ relativitu pojmu “prostor v daném okamziku” a “historie daného mista”. Hermann
Minkowski to na 80. shromaZzdéni Némeckého spolku piirodovédct a l1ékart (21. zafi 1908 v
Kolin€ nad Rynem) shrnul takto: “Od této hodiny uZ se prostor a ¢as samy o sobé propadaji
do vécného stinu a jen urcitd jednota obou md ndrok na svébytnost.”* Véc se zda byt jasnd, ale
jen do chvile, kdy se v néjaké uvaze vyskytne “v uritém okamziku” néjaky nebodovy d¢j. . . Je
tim poznamendn napf. pojem méfeni, protoZe ten typicky znamend zachyceni polohy néjakych
odlehlych bodu (tfeba konct tyCe) v urcitém (stejném) case — ale to vici riznym IS pravé
znamend néco jiného! Specidlné relativita soucasnosti je “zakomponovédna” skoro v kazdém
relativistickém “paradoxu”. . .

3.6.2 Kauzalni struktura Minkowského prostorocasu

Z chovani os pri Lorentzové transformaci je ziejmé, ze Casové poradi udalosti je relativni. Tedy
spravnéji: Casové poradi nékterych udélosti je relativni. Pfechodem do dostate¢né “rychlého”
IS’ 1ze, jak jsme zjistili, prostorovou osu z’ naklonit na obé strany az ke svételnému kuzelu,
coz znamen4, ze pro kazdou dvojici udélosti, jejichz relativni polohovy vektor dz* je prosto-
rupodobny (7, dz*dz” > 0), 1ze najit takovy IS, v némz se ty udalosti odehrily ve stejny Cas
(). (Existuje nekone¢né IS, v nichz zminéné udalosti probéhnou v poradi “AB”, a stejné tak
nekone¢né jinych IS, kde probéhnou v opa¢ném poradi “BA”.) Osu z’ vSak nelze transformaci
naklonit az nad svételny smér (ostatné ani do svételného sméru), takze poradi udélosti, jejichZ
relativni polohovy vektor je asupodobny (7, dz#dz” > 0), je ve vSech IS stejné — absolutni.
Podle téchto pomért se také nazyvaji ¢asti prostorocasu, vymezené uréitym svételnym kuzelem
(kuZelem majicim vrchol v urcité zvolené udélosti):

e Vnitfek “minulé” ¢asti svételného kuzelu (vcetné jeho povrchu) se nazyva absolutni
minulosti zvolené udalosti, protoZe je tvofen uddlostmi, které se z hlediska vsech IS
staly diive nez dana udélost. Od kterékoliv udalosti v této oblasti 1ze ke zvolené udalosti
ve vrcholu kuZelu vyslat ¢asupodobnou (nebo svételnou) svétocaru. Kterdkoliv udélost
v absolutni minulosti tedy mohla (ale nemusela) danou udélost kauzaln€ ovlivnit, a to
prostfednictvim signédlu pohybujiciho se podsvételnou (nebo svételnou) rychlosti.

e Vnitiek “budouci” ¢asti svételného kuZelu (véetné€ jeho povrchu) se nazyva absolutni
budoucnosti zvolené udalosti, protoZe je tvoren udalostmi, které se z hlediska vsech IS
staly pozd¢ji neZ dand udélost. Ke kterékoliv uddlosti v této oblasti 1ze od udélosti ve
vrcholu kuzelu vyslat ¢asupodobnou (nebo svételnou) svétocarou. Kterdkoliv uddlost v

4 Na Einsteina zprvu novy piistup jeho byvalého profesora moc nezapisobil: “Od té doby, co se teorie relativity
zmocnili matematikové, uZ ji nerozumim.” Einstein se ji pak ale zase naucil — prestal “Ctvrty rozmér” oznacovat
za divadeln{ strasidlo a k matematice ziskal velky respekt. Potfeboval ji, aby mohl svou teorii rozvinout v obecnou

relativitu.
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absolutni budoucnosti tedy muze (ale nemusi) byt uvazovanou udélosti v poc¢atku kauzalné
ovlivnéna, a to prostfednictvim signdlu pohybujiciho se podsvételnou (nebo svételnou)
rychlosti.

e Oblast vné svételného kuZelu se nazyva relativni pritomnosti zvolené udalosti, protoze
je tvorena udélostmi, které se z hlediska nékterych IS odehraly pfed uvazovanou udalosti,
kdezto z hlediska nékterych IS aZ po ni (a specialné existuje IS, v némz se staly soucasné).
Z4dnou z udélosti v této oblasti nejde s uddlosti v po&itku spojit ¢asupodobnou ani
svételnou svétocdrou (ani jejich kombinaci). Pokud se tedy v pfirodé signdly mohou
Sifit nanejvys svételnou rychlosti, pak uddlosti z relativni pfitomnosti nemohou byt s
uvazovanou udalosti viibec v kauzdlnim kontaktu. (K otdzce nadsvételnych rychlosti se
vratime v kapitole 4.5.)

3.6.3 Vlastni (klidovd) vzdalenost, vlastni ¢as

Pro kazdou dvojici udélosti, které jsou vzdaleny “vice v prostoru nez v ¢ase” (mezi nimiz
je prostorupodobny interval), tedy existuje IS, ve kterém jsou soucasné. V takovémto IS se
invariantni interval redukuje na prostorovou vzdalenost, ds?> = d/?, a hodnota této vzdalenosti
se nazyva vlastni vzdalenosti udalosti. Pokud jsou zminénymi uddlostmi napf. polohy koncii
ty¢e v néjakych (dostatecné blizkych) Casech, ma jejich vlastni vzdalenost vyznam délky tyce
v IS, ve kterém se ty¢ nepohybuje; hovoii se pak o klidové délce tyce [y, As? = AI? = (2. Z
tohoto vztahu je jasné, Ze klidova délka je invariantni.

Obdobny vyrok plati symetricky 1 pro ¢asupodobné vzdélené uddlosti a jejich ¢asovou
odlehlost, jak je opét ziejmé z prostorocasového diagramu (zde konkrétné z naklanéni casové osy
pri transformaci). Pro kaZzdou dvojici udalosti, které jsou vzdéleny “vice v ¢ase nez v prostoru”
(mezi nimiZ je ¢asupodobny interval), existuje IS, ve kterém jsou soumistné. V takovémto IS se
invariantni interval redukuje na ¢asovou odlehlost, ds? = dt? = dr? a hodnota této odlehlosti
se nazyva usekem vlastniho ¢asu. Intervalem vlastniho ¢asu mezi dvéma udélostmi je tedy
jejich Casovd odlehlost v IS, ve kterém se obé udélosti odehraly na stejném misté. Podobné jako
vlastni (klidov4) délka je i vlastni ¢as invariantni.

Kontrakce délek a dilatace ¢asu: invariantni hyperboly

Uz jsme dost zdtiraznili, Ze si mate kreslit prostoro¢asové diagramy? Nechceme ale tvrdit, Ze je
na nich vsechno vidét jednoduse. Neni naptiklad bezprostfedné vidét kontrakci délek a dilataci
casu. Tyto efekty nejsou dany pouhymi projekcemi mezi ¢arkovanymi a ne¢arkovanymi osami!
Pti transformaci se totiZ nejen naklanéji osy, ale také se deformuji jednotky podél nich. Lze
se spolehnout jen na invariantni miry. Invariantni délkovou mirou je prostoro¢asovy interval,
takZe sit’ “vrstevnic” ds? = konst vynesend vzhledem k urcité zvolené uddlosti (nachézejici se v
pocatku diagramu) poskytuje soufadnicové nezavislou mapu vzdalenosti (od zvolené udalosti).
Specidlng vrstevnice ds? = 1m? ur¢uji, kam sahd od zvolené uddlosti (v riznych prostorupo-
dobnych smérech — podél rtiznych moznych prostorovych os) délkova jednotka, tedy 1 metr.
Podobné vrstevnice ds?(= —c?d7?) = —1m? ur€uji, kam sahd 1 metr v riiznych asupodob-
nych smérech, tj. podél rtiznych moznych Casovych os. Na dvourozmérném diagramu (ct, x)
tedy lezi uddlosti, které déli od vychozi udalosti (0,0) v riznych systémech stejnd prostorova
vzdalenost 1 metr, na hyperboldch

ds? = —2dt? + dz? = 1m? — dz = £ vV1m?2 + c2de2 . (3.33)
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Po zakresleni téchto hyperbol sta¢i do diagramu vynést osy “Carkovaného” systému — prasec¢ik
prostorové osy s invariantni hyperbolou ukazuje, kam je to podél této osy 1 metr. (Viz obrazek
??)

Zcela obdobné (symetricky) lze na diagramu (ct, ) vyméfit 1 metr v ¢asupodobnych

smérech. Udalosti, které déli od vychozi uddlosti (0,0) v riznych systémech stejnd “Casova”
vzdalenost 1m, leZi na hyperbolach

—2dr? = —Ad? + da® = —1m? — cdt = £vV1m? + da? . (3.34)

Po zakresleni hyperbol opét staci do diagramu vynést osy “Carkovaného” systému — prisecik
casové osy s invariantni hyperbolou ukazuje, kam je to podél této osy 1 metr. (Viz obrazek ??.

KdyZ nyni do takto “vybaveného” diagramu zndzornime historii tyce, kterd je v klidu
viaci IS’ a tvofi napf. prvni metr jeho osy z’, 1ze z porovnani délky tyCe podél os x a z’ zjistit
(a skutecné presné odméfit!) kontrakci. Symetricky vysledek vyjde pro historii tyCe, kterd je
naopak v klidu vici IS podél jeho osy x. Podobné lze z diagramu “odecist” dilataci Casu:
zakreslime jednak pfimku vSech udalosti, které maji v systému IS’ urcitou ¢asovou soufadnici
(napf. pravé ct’ = 1m), a na jejim priseciku s ne¢arkovanou osou ct se ujistime, Ze podél této osy
je to k ni od pocétku bliZ; symetricky vSak zjistime, Ze ptfimka udalosti, které maji necdrkovanou
soufadnici ¢t = 1m, je podél ¢arkované osy od pocatku také bliz. (Viz obrazek??7?.)

3.6.4 No space, no future. .. Svétlo!

Jiz jsme se divili rovnocenosti inercidlnich systémi i invarianci rychlosti svétla. Uloha rychlosti
svétla v nasem fyzikdlnim svété je opravdu centrdlni a jesté to snad z riznych stran uvidime
(hlavné v odstavci o nadsvételnych — ale také podsvételnych a svételnych — rychlostech).
V této kapitole jsme probirali asové a prostorové — vlastné prostorocasové — poméry v
Minkowského svété. NahliZeli jsme ho z riiznych inercidlnich soustav a ptali se, jak se mezi
nimi prechdzi a kdo co méfi. Vidéli jsme, Ze ustfedni roli v prostorocasu hraji svételné kuZzely.
Svételné kuzely predevSim urcuji kauzalni strukturu a vystupuji (vzhledem k tomu) jako limitni
pfipady transformacnich formuli. Zda se, Ze bychom méli vSechny vzorecky projit jesté jednou,
a to zvlast opatrné, pro specidlni, singuldrni pfipad v = c. Je to ale zbyte¢né, nic nového bychom
nezjistili. Svétlo je opravdu zv1astni, je opravdu “z jiného svéta”. Ma nulovou klidovou hmotnost
— ale nejde to vlastné ovéfit, protoze vici vSem se musi pohybovat jediné a piesné rychlosti c.
A nejen to: prostoro¢asovy interval podél svétocary jakéhokoli fotonu je ds?> = —c2dr? = 0.
Svétoc¢dra ma tedy nulovou délku a (konzistentné s tim) také Cas, ktery “si s sebou jakykoliv
foton nese”, stoji. Doslova zméfit to ale zase nejde, protoZe Zddny metr ani hodiny se nemohou
pohybovat spolu se svétlem — klidovy systém fotond viibec neexistuje.

3.7 “Paradoxy” specialni relativity

Pokud se ovSem ze specidlni relativity néco objevi v médiich, jsou to nejspi$ “paradoxy” —
a nejspis Spatné. Ve skuteCnosti se ani nejednd o paradoxy, ale o chyby v tvaze, nejcastéji
opomenuti relativity soucasnosti. Ostatné muzete si sami ovéfit, Ze libovolné dlouhé auto se
opravdu vejde do libovolné kratké gardze! Predpokladejme, Ze v klidu je vaSe auto del$i nez
gardz [3"° >[5 Vy ale vite, 7e pohybujici se auto bude vii&i klidovému systému garize
~-krat zkontrahované, tak se poradné rozjedete — aspon rychlosti, pro kterou bude

garaz
ZO

auto __ garéi _ _
" =137y = v=cy|l a0 ;
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no a jakmile vjedete dovnitf, my za vami (“okamZzité”) zavieme dvefe. Jak bude experiment
vypadat z hlediska vaSeho klidového systému (tj. systému spojeného s autem)? Vzhledem k vdm
bude podélné zkontrahovana naopak gardz, tak vds moZna napadne, Ze jste nezvolili vhodny
postup — zvI14sté, kdyz vite, Ze zadni sténa gardZze je nekonecné pevna. Ale nebojte, specidlni
relativita je spravné a déj nemiiZze v riznych systémech dopadnout rozdilné. Rozdilné (protoze
relativni) je jen Casova ndslednost uddlosti. Pokud jedete pravé vyse zmin€nou rychlosti, pak
z hlediska gardZze jsou uddlosti “predek auta je u zadni stény” a “zadek auta je tésné za vraty”
souCasné, takze za vaimi mizeme zaviit a problém je vyfeSen. Zdélo by se, Ze po zastaveni o
zadni sténu se auto zase “natdhne” na svou klidovou délku a bude mu v garazi tésno, ale neni
tomu tak, jak ukdze pohled ze systému auta: tam zminéné udalosti nejsou soucasné, predek auta
narazi do zadni zdi diive neZ se zadek dostane za prah gardze. Piedek se za¢ne o zed deformovat,
protoZe signdl o ndrazu se autem nesiii nekonecné rychle (nejvyse rychlosti svétla) a ta Cast
auta, kam zatim nedorazil, se dile pohybuje pivodni rychlosti vpfed (material tam zatim nevi,
Ze se ma deformaci branit). Signdl dorazi az na konec auta pravé v okamziku, kdy je auto celé v
gardZi (a jsou zaviena vrata). Ridi¢ m4 tedy i ze svého hlediska celé auto v gardzi. Pravda, auto
mé4 nyni mensi klidovou délku, [3™t0 = [¥47,

Nejlépe je dé&j vidét na prostorocasovém diagramu (viz obr. ??). Je ale snad ziejmé, Ze
uvedeny popis byl prakticky vzato velmi nepfesny. Ve skute¢nosti ani zadni sténa gardze nemiize
byt “nekonecné pevnd”, i ona se (minimaln¢) z ditvodu konec¢né rychlosti signdlu do urcité miry
zdeformuje (“vybouli”). Pfedevsim by vSak bylo tieba viibec néjak popsat fyziku ndrazu auta
na sténu. “V praxi” by ostatné ucastniky experimentu vice nez relativita soucasnosti ovlivnily
jiné efekty, jak je vidét z ndsledujiciho odhadu: pokud bylo auto pivodné napi. o 1% delsi nez
gardz, tj. [3"° = 1.0115*"* musite pfijet s ¥ = 1.01, tedy rychlosti v = SVP-1=01dc
Pfi vjezdu do gardZe tak budete mit kinetickou energii 0.01 mqc?, coZ pii klidové hmotnosti auta
mo = 1100 kg ¢ini 10'® jould. Zhruba takova energie byla uvolnéna pfi legenddrnim vybuchu
sopky Krakatau v r. 1883.

Vzpomenuty “paradox” se vyskytuje v mnoha podobdch. “NejCistsi” je verze s ty¢i po-
hybujici se rovnomérné pfimocafe nad podlozkou, v nizZ je dira. V klidu necht je ty¢ delsi
nez dira. Bude-li se vSak ty¢ vici podloZce pohybovat, bude v systému spojeném s podlozkou
zkontrahovand a od urcité rychlosti tam bude kratsi nez dira. Zatfidime-li to tak, Ze v okamziku,
kdy bude ty¢ prolétavat nad dirou, do ni “zeshora” (a po celé jeji délce souCasné) bouchne
néjaky “buchar”, pak otvorem propadne. A nyni z hlediska systému spojeného s ty¢i. Tam je
sice podélné zkontrahovany naopak otvor, takZe je vici tyci jesté kratsi nez v klidu, ale feseni je
stejné jako u auta a gardZe: z hlediska tyCe nedopadne “buchar” na vSechna mista ty¢e soucasné
— rdz postupuje od “predniho” konce tyce k “zadnimu”, a to nadsvételnou rychlosti, takze ty¢
nemuze v zadné své Casti na uder reagovat (vSechny body tycCe se aZz do okamziku, kdy do
nich buchar udefi, pohybuji rovhomé&rné piimodare “vpred”).® Vysledkem je, Ze se ty¢ do diry
“zalomi”. Zd4lo by se, Ze bude tim pddem odlétat naklonénd (zatimco v systému spojeném s
podloZkou je po celou dobu vodorovnd), ale to je v porddku, protoZe obecny prostorovy smeér
se pti Lorentzové transformaci “nezachovava”. Konkrétnéji, po priichodu otvorem je ty¢ orien-
tovdna ve sméru, ktery je odklonén “doleva” od sméru jejiho pohybu. Pfepocet orientace tyce
do systému podlozky je tak dan kontrakci podélné slozky jeji délky, coZ znamend natoceni tyce

30d té doby nebyl zddny sopecny vybuch tak silny. Srovnatelné mnoZstvi energie bylo uvolnéno jesté pri
koncertu matfyzacké skupiny Deprese na Bednii v r. 1990.
6 Nadsvételn4 rychlost postupu rdzu podél tyce je jasna z toho, Ze v systému podloZky je rdz soucasny po celé

délce tyce. To znamen4, Ze uddlosti, které tento raz predstavuji, jsou navzdjem v relativni pritomnosti (jsou odd€leny
prostorupodobnymi intervaly), a tedy nemohou byt propojeny jinou neZ prostorupodobnou spojnici.
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jesté vice “doleva” (v nasem piipadé€ pravé do vodorovné pozice).

3.7.1 “Paradox hodin”

Nechceme “paradoxy” travit prili§ (prostoro)¢asu, ale jeden z nich pfinasi zajimavou predpovéd
a mél by patfit k obecnému povédomi. Nejednd se opét o paradox, ale o efekt, ktery podle
newtonovské (galileiovské) fyziky nenastiva a zd4 se byt zvlastni: kdyZ nékam odletite (nejlépe
velkou rychlosti a daleko) a pak se vrétite zpatky, budou vaSe hodiny ukazovat méné nez ty,
které jste zanechali doma (“na Zemi”). Chceme-li dé&; probrat jen se znalosti Lorentzovy trans-
formace, musime zajistit, aby v ném nikde nedochdzelo ke zrychleni, tj. slozit jej vyhradné z
rovnomérnych piimocarych pohybi. Mé&jme trojici idealnich hodin, které si mohou “na kratko”
(pres libovolné kritké kontakty nebo elektromagneticky po libovolné kratké draze) predavat
¢asovou informaci — “na Zemi” nechdme hodiny H, které budou po celou dobu méfit “pozem-
sky” €as, jejich klidovy inercidlni systém oznac¢ime IS; hodiny H’ (spojené se systémem IS’) se
budou pohybovat rovnomérné piimocare ve sméru x pozemského IS, pficemz na zacétku se pii
priletu kolem hodin H nastavi na stejny ¢as; po néjaké dobé predaji hodiny H’ sviij ¢as stejnym
zpusobem hodindm H” (spojenym s IS”), se kterymi se minou piesné v protisméru po n¢jakém
Case a které pak doleti rovnomérné piimocare stejnou rychlosti zpét k Zemi, tj. ve sméru —z
vici pozemskému IS; kdyz budou H” prolétavat kolem vychoziho bodu, porovna se jejich Cas
s “pozemskym” ¢asem na hodinach H.

Vzhledem k nekonecnému zrychleni v bodé “otocky” by to byla problematickd mise, ale
ze slohovych divoda si experiment predstavime jako vylet kosmonauta. Jaky vysledek cekaji
na Zemi a co ¢ekd “kosmonaut”? Ozna¢me odlet H* od H jako udélost A, “oto¢ku” H'—H”
jako uddlost B a navrat H” k H jako udalost C.

e Kosmonaut se vi¢i Zemi pohybuje po celou dobu rovhomérné piimocare (otocka je jen
jediny bod) urcitou rychlosti v, takZe jeho hodiny (H’ a posléze H”) jdou vii¢i pozemskym
hodindm H po celou dobu -krat pomaleji. Pii navratu by tudiz jeho hodiny mély ukazovat

n __ tc

799

e Pohled kosmonauta je vici pozemskému “symetricky” — Zemé se vi¢i nému po celou
dobu pohybuje rovnomérné piimocate rychlosti v, takze pozemské hodiny H tikaji vaci
jeho hodindm (H’, posléze H”) po celou dobu ~y-krat pomaleji. Pfi ndvratu by tudiz
pozemské hodiny mély ukazovat tc = % (< t).

e Tyto predpovédi nejsou kompatibilni (proto “paradox”). Vysledek v§ak musi byt jedno-
znacny, tak kterd predpovéd je spravna?

Nejlépe je to opét vidét na prostorocasovém diagramu (viz obr. ??), kdyZ si jen uvédomime,
Ze “soucasnost” definuji v IS vodorovné piimky (rovnobé€zné s osou z), kdezto v IS’ pfimky
rovnob&zné s osou x’ a v IS” pfimky rovnob&zné s z”.

e Pozemsky pozorovatel tedy podél vodorovnych piimek pfifazuje uddlosti na kosmonau-
tove svétocare udalostem na své svétocare, pricemz takto probéhne celou historii svou 1
kosmonauta a vSechny odpovidajici si Casové useky (které vytknou na obou svétocarach
vodorovné piimky ¢ = konst) jsou ve vztahu At' = %, po otocce At” = % . Celkové

tedy pozemskému pozorovateli vyjde t¢, = %C, jak jsme uvedli.

e Kosmonaut pfifazuje v prvni fazi letu useky na svétocafe Zemé dsekiim na své svétocare
podél piimek rovnobéznych s x’ a takto vytknuté odpovidajici si Casové intervaly jsou
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ve vztahu At = ATt/ ; ve druhé f4zi letu pfifazuje udalosti zcela symetricky podél pfimek
rovnob&Zznych s z” a odpovidajici si Casové intervaly jsou ve vztahu At = ATt” . Celkové

1

mu tedy vyjde skutecné tc = %C .

e Pojem kosmonautovy soucasnosti se vSak pfi obriatce skokem zméni (z pfimek rovno-
béznych s 2z’ na piimky rovnobézné s z”), takze kosmonaut pfi pfepocitavani casovych
usekil neprojde celou svétocdru Zemé — v prvni fazi skonéi u (pozemské) udélosti, kterd
je s obratkou soucasnd z hlediska IS’ (ozna¢me ji D), a v druhé fazi za¢ne u (pozemské)
udalosti, kterd je s obratkou soucasna z hlediska IS” (ozna¢me ji E). Kosmonaut tedy
vibec nezapocital ¢as, ktery na Zemi probéhl mezi udalostmi D a E, protoZe z jeho hle-
diska neni Zddnéd pozemska udélost z intervalu mezi D a E sou€asna s néjakou uddlosti
na jeho svétocare — k zZadné uddlosti z intervalu D a E nevede piimkovy “privodic”
reprezentujici jeho pojem soucasnosti.

To ov§em znamend, Ze k Casutc = % , ktery kosmonaut pfedpovédél jako vysledek experimentu,
je tfeba pripocitat isek t pp = tg —tp. Oznacime-li jesté F pozemskou udalost, kterd je soucasna
s obréatkou z hlediska Zemé (IS), pak je ze symetrie jasné (predpokladali jsme, Ze pohyb tam i
zpét probiha stejnou rychlosti), Ze t pp = 2t pp. Hodnotu tohoto opomenutého ¢asového useku
ur¢ime inverzni Lorentzovou transformaci ze systému IS’, pfi¢emz vyuZijeme nejdfive toho, Ze
udélosti F a B jsou z hlediska pozemského Casu ¢ soucasné, a poté toho, Ze udélosti D a B jsou
soucasné z hlediska ¢asu ¢’

. . B ’ v o, . v o, . (% i

V zavéru jsme dosadili 2,5 = % tév — jednd se o vzddlenost, ve které je od kosmonauta Zemé
podél osy z’ v okamziku jeho obritky, tedy kam se podél osy =’ vzdalila za polovinu celkového
kosmonautova Casu t¢,. Pfiteme-li opomenuty ¢as ¢ p ke kosmonautové piivodnimu propoctu

tc = to , dostaneme
Y
" t” 2 t” U2
tc=Cttpp= 24 y—th=-"2 (1+72—2) =ty
Y Y v c

coz je jiz vysledek shodny s propoctem ucinénym ze Zemé. Hodiny H” tedy po ndvratu ukazuji
méné nez hodiny H, tj. kosmonautovi béhem cesty uplynulo méné c¢asu nez zatim uplynulo na
Zemi.

Dodejme, Ze problém lze uvaZovat i jako vylet skute¢ného kosmonauta, tedy se zahrnutim
uvodniho urychleni, brzdéni pred otockou, urychleni zpate¢nim smérem a brzdéni pfi pristini,
ale v této realistiCtéjsi verzi neni kosmonaut inercidlni a popis pomérti z jeho hlediska je trochu
obtiZnéjsi, nez na co jsme zvykli v tomto kursu (zde nahliZime prostoro€as az na vyjimky z
inercidlnich systémi). Vysledek je vSak i v tomto obecnéjsim piipadé kvalitativné stejny jako v
nasi limitni, neurychlené verzi.



KAPITOLA 4

Relativisticka mechanika

Jak jsme zdlraznovali uz v tvodu, specidlni relativita neni teorii néjakého urcitého vyseku
fyzikélni skutecnosti — neni “konstruktivni teorii”’, nybrz principem (relativity), ktery by mély
vSechny fyzikalni teorie spliovat. V tomto kratkém kursu se nebudeme vénovat “vSem fyzikal-
nim teoriim”, ale pouze mechanice a elektrodynamice. Z ivodu si také pamatujeme, Ze specidlni
relativita vzeSla z rozporu mezi chovanim Maxwellovy elektrodynamiky a Newtonovy mecha-
niky pfi pfechodu mezi inercidlnimi systémy a Ze tento rozpor byl Einsteinem rozhodnut ve
prospé&ch elektrodynamiky.! Je proto jasné, Ze elektrodynamika bude z hlediska principu relati-
vity “automaticky spravné”, kdezZto mechaniku bude tfeba “opravit” — tak, aby byla invariantn{
vuci Lorentzovym, nikoliv Galileiovym transformacim. Pokusime se udélat to “minimalnim”
zpiisobem, tedy co nejprirozenéjsi a nejjednodussi tpravou veli¢in a rovnic do podoby, v niZ
budou vyhovovat principu relativity (tj. do tenzorové podoby).

4.1 Svétocara, Ctyi-rychlost, ctyr-zrychleni

Zé4kladnim problémem mechaniky je problém pohybu. Znat pohyb télesa znamend védét, kde se
téleso v kterou chvili nachézi. V klasické mechanice tato znalost odpovida znalosti trajektorie
télesa x; = z;(t), tedy polohy v néjakém soufadnicovém systému v zdvislosti na (absolutnim)
Case. V teorii relativity je konfiguracnim prostorem Ctyirozmérny Minkowského prostorocas,
tedy poloha ma Ctyfi soufadnice a parametrem pohybu je vlastni ¢as: hovoifime o svétocdre télesa
v Minkowského protoro¢asu, z# = x# (7). Pohyb by sice §lo i naddle parametrizovat nékterou
z Casovych sourfadnic (nékterym z inercidlnich Casi t), ale vlastni Cas télesa je privilegovan
tim, Ze je invariantni. Neni zde podstatné “praktickd” stranka véci (Ze je ptfijemné, kdyZ se néco
transformuje jednoduse), nybrZ to, Ze jen derivaci podle invariantu vzniknou z tenzori opét
tenzory. Pochopime to vzapéti na zavedeni ¢tyfrozmérného pojmu rychlosti.

Pokud nebude feceno jinak, budeme v nasledujicich kapitolach (4.1-4.4) uvazovat pohyb
¢astic po casupodobnych svétocarach (tedy pohyb “hmotnych” ¢astic, ne fotont).

I'S citem pro spravedlnost komentuje historii W. Rindler ve své ucebnici [10]: “Je jednou z ironii tohoto
vyvoje, Ze Newtonova teorie, kterd byla vzdy zndma tim, Ze v ramci klasické predstavy prostoru a casu spliluje
princip relativity, nyni vyZadovala Upravu, kdezZto Maxwellova teorie, s jeji zjevnou konceptudlni zavislosti na
preferovaném systému éteru, prosla nedotcend — vlastn€ byla pro specidlni relativitu silnym doporu¢enim.”

43
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4.1.1 Ctyi-rychlost

Rychlost je definovédna jako te¢ny vektor k trajektorii — nyni svétocéare, tedy

dax*
b= —0 4.1
u'= 4.1)
Diferenciél polohy je ¢tyf-vektorem, da* = %;_,: dx® (v ptipadé€ specidlni relativity konkrétné

da™ = A*,dx®), a d7 je invariant, takze Ctyf-rychlost je Ctyf-vektorem,

ox'*
ut = u® = A u .
ox®
2 . 7w . 2 . v . , v 0y R v
Je také hned jasné, Ze tpln4 derivace polohy podle souradnicového Easu %2 neddvd étyt-vektor,
dt

protoZe v jeji transformaci navic vystupuje transformace ¢, totiz cdt’ = A%zdz”.

V minulé kapitole jsme probirali, Ze v disledku ortogonality Lorentzovy transformace
(relaci ortogonality) je “Ctyf-vektorovost” ekvivalentni tomu, Ze skaldrni soucin Ctyf-vektort je
invariantni. Skaldrn{ soucin ¢tyf-rychlosti se sebou samou tedy musi byt invariantem. Skute¢né,
piimo z definice (a diky vztahu mezi prostorocasovym intervalem a pfirGstkem vlastniho ¢asu)
dostavdme

det dz”  ds? 5

MU =Ty = = g = ¢ (42

Tento vysledek (svou zdpornosti) potvrzuje, Ze Ctyf-rychlost je vektorem ¢asupodobnym.
MiiZeme jesté vyjasnit vztah Styf-rychlosti k tifrozmé&mé rychlosti 7 = 4Z :2

de# da* dt  d(ct,7)

ut = _

R T e ARG @

kde jsme si bokem spocitali, Ze g—j je Lorentzlv faktor odpovidajici rychlosti télesa vici danému
inercidlnimu systému (v),

dt dt c c
dr 1 v - v - i j
dr >/ —nwdard \/_nlwdﬂ dav \/—770002 et dad

dt dt — Wijar "ac

c
/€% — 6 vt

(to uz ostatné vime z pfedchozich kapitol — jedna se o vztah pro dilataci ¢asu mezi hodinami
spojenymi s télesem a hodinami daného vztazného systému). Nyni je také jasné, proC je tieba
¢tyf-rychlost znacit jinak neZ tfirozmérnou rychlost: protoZe prostorovou ¢asti Ctyf-rychlosti
neni piimo t¥i-rychlost, u! = v’ # v’.

2 Jak jsme upozoriiovali uz v kapitole o Lorentzové transformaci, v se standardn& zna¢i rychlost vzdjemného
pohybu mezi inercidlnimi systémy, takze pro rychlost pohybu sledovaného objektu vici uréitému inercidlnimu
systému bychom méli zavést néjaky jiny symbol. Nebudeme to vSak dé€lat — totiZ u jsme pravé vyhradili pro
Ctyf-rychlost, takZe by se zfejmé muselo jednat o velké V', dvojité w nebo néco podobné umélého (od mala jsme
ptece zvykli na to, Ze “t€leso se pohybuje rychlosti ¥”. .. ). K nedorozuméni by dojit nemélo, protoze s vyjimkou
odstavce o relativistickych srazkach (a také o vzhledech objektd dale) jiz nebudeme Lorentzovu transformaci
detailné probirat a oba zminéné vyznamy rychlosti se sou¢asné nevyskytnou.
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4.1.2 Ctyi-zrychleni

Zjistény vztah pro normalizaci Etyf-rychlosti, 7, u*u” = —c?, ¥kd nejen to, Ze rychlost je Casu-
podobnym ¢&tyf-vektorem — je vyznamny nejen tim, Ze —c? vpravo je zdporné a invariantni, ale
navic tim, Ze je to konstanta, kterd na nicem nezavisi. PfedevS§im nezévisi na ¢ase. Geometricky
receno, Ctyf-rychlost je podél svétocary porad stejné “dlouha”, takZe ménit se mize jen jeji smer
— neboli zména u* podél svétoary musi byt na u* kolmd. Casovou zménou &tyf-rychlosti je
ovSem Ctyf-zrychleni, takZe v Minkowského prostorocasu je zrychleni vzdy kolmé na rychlost.
Nyni “ve vzoreccich”: Ctyf-zrychleni je definovano “samoziejmé”

a' = du? ; (4.4)

dr

diky invariantnosti 7 (a Ctyf-vektorovosti u*) je zjevné Ctyf-vektorem. Derivaci normalizaéniho

vztahu —c? = ), u*u” podle vlastniho ¢asu dostaneme
0 = nu (v’ +u'a”) = 2, 0"u” |

kde jsme vyuzili jen toho, Ze Minkowského tenzor je symetricky.® Tedy jesté jednou: Ctyi-
zrychlent je v kterémkoliv bodé jakékoliv (Casupodobné) svétocdry kolmé na ctyr-rychlost.

Kratkd poznamka, totiZ vzpominka na odvozovéni Lorentzovy transformace: konstatovali
jsme tam, Ze transformace mezi inercidlnimi systémy musi byt linedrni, aby se rovnomérné
piimocaré pohyby sklddaly zase na rovnomérné piimocaré a 1. Newtonliv zdkon mél smysl.
Pozdé&ji, v odstavci 3.5.1, jsme linearitu “dokézali” jako vlastnost nutné plynouci z invariance
prostorocasového intervalu. Komu vsak plivodné v kapitole 2.1 pfipadalo, Ze jsme to presli
moc rychle, miize si to nyni — se znalosti Ctyf-formalismu a konkrétné Ctyf-zrychleni —
zapsat podrobné: pokud bychom neznali vlastnosti transformace, méli bychom pro transformaci
Ctyf-zrychleni zcela obecné

p_ du®d <8m’“ uo‘) oz D*alr 8

a’ = —

dr dr

a® + uu” .

Oz O0r*0zh

(07
oxr®

Pokud tedy v néjakém (“necarkovaném”) IS plati a“ = 0, bude to platiti v libovolném jiném (IS”)
pravé tehdy, kdyZ druhy ¢len bude nulovy. Musi to platit pro libovolny rovhomérny piimocary
pohyb, tedy libovolnou ¢tyf-rychlost u#, takze pozadavek zni %™ — () — transformace mus{

] Ox9zf
byt linedrni.

4.2 Vlastnosti hmotnosti a ctyr-hybnost

Nyni pfirozené zkusime zavést ¢tyf-hybnost vztahem p* = mu”, kde m je hmotnost, ale hned
se zarazime, protoZe neumime fict, jakd je matematickd povaha takovéto veli¢iny: nevime totiz,
Jjak se transformuje hmotnost. Musime to proto nejdiive zjistit — a u¢inime tak rozborem velmi
jednoduchého ptipadu srazky.

4.2.1 Relativistické srazky a zavislost hmotnosti na rychlosti

M¢éjme dvé stejné elektricky neutrdlni koule a nechme je centrdlné srazit. Predpoklddejme, Ze
na sebe pusobi jen mechanicky pii sraZce a Ze jinak s ni¢im neinteraguji (jejich systém je
izolovany) — nedochdzi napt. k Zddnému vyzarovéani. Pfedpoklddejme dile, Ze v jakémkoliv

3 Uplné “po lopat&”: 1, (a'u” + u'a”) = ny,atu? + n,,u’a = 20,0 uv.
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inercidlnim systému, ze kterého budeme d¢j sledovat, se béhem néj bude zachovavat celkova
hmotnost kouli a také jejich celkova (tfirozmérnd) hybnost. Srdzku posoudime z hlediska dvou
inercidlnich systémi — t&€zistového a néjakého jiného, pohybujiciho se vici t€zistovému (napft.)
v kladném sméru osy z. Jsou-li koule stejné, pak v téZisStovém systému se vici sobé museji
pohybovat stejnou rychlosti (opacné orientace). Hodnoty velicin v téZiStovém systému budeme
znadit dolnim indexem T, hodnoty naméfené vici druhému systému nijak specidlné znacit
nebudeme. Transformacni chovani hmotnosti ziskame z toho, Ze vime, jak se transformuje

(tfirozmérnd) rychlost (a na zdkladé zminénych zdkond zachovani).
(1) (2)

Necht se tedy vici systému ISt pohybuji dvé koule hmotnosti my’ = mrp, my’ = mr
rychlostmi 17(T1 ) = vr = (vr,0,0), 17%2 ) = —vr = (—vT,0,0). Zachovanim celkové hmotnosti

a celkové hybnosti mdme na mysli predpoklady, Ze soucet zicastnénych hmotnosti a soucet
zucastnénych tfi-hybnosti jsou pred sraZkou a v okamziku srazky stejné,

m(Tl) + m(TQ) (=2mt) = My (= M,) ,
m@ o)+ mPA [= m(r - r)] = MeVe=0.

Oznacili jsme Mt celkovou hmotnost kouli v okamZiku srdazky, tj. ve chvili, kdy se v tézisStovém

systému zastavily, V1t = 0 (Mt ma tedy povahu klidové hmotnosti, proto je logické 1 oznaceni

My). Pohyb kouli po srdZce nefeSime — nezabyvame se tim, zda je srdzka pruznd ¢i nepruzna.

29,

Podobu zdkond zachovani v systému ISt jsme zapsali spiSe jen “pro rozcviceni”; specidlné
zachovani hybnosti je v té€ZiStovém systému trividlni — téziStovy systém je prece definovdn
nulovosti celkové hybnosti.

rychlosti v v kladném sméru osy 7. ZapiSeme v ném rovnici pro zachovéni celkové hybnosti
(piSeme jiZ jen netrividlni, z-ovou slozku)

a provedeme v nf tfi dosazent: (i) z poZzadavku zachovani celkové hmotnosti, m™® +m? = M,
dosadime doprava za M; (ii) vpravo ddle dosadime V' = —uv (v okamZiku srazky se koule v
ISt zastavi, takze vici IS se v tu chvili pohybuji rychlosti V' = —v); (iii) vlevo dosadime za
rychlosti podle specidlni Lorentzovy transformace rychlosti (2.5), zde tedy

o= YT Y @_ ~vT—Y
v ’ v .
1-— 2 (% 1 + =z (%N
Po téchto dosazenich zni rovnice pro zachovani hybnosti

m® T @ T () @y
l—c—Q’UT 1—|—C—2UT

tudiz

o) (uH) _® (?}T_ﬂ _U)
1—0%’UT 1—|—C%UT

Po ptfevedeni na spole¢ného jmenovatele vyjdou Citatele stejné, takZe je zkratime a mame

m@ m®

4.5)

v = v :
1—0—2UT 1+C—2@T
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Nyni provedeme cimrmanovsky tikrok stranou a rozepiSeme Lorentzovy faktory () odpovi-
dajici rychlostem koulf vii&i IS v(1:2):

. <U<1’2>)2: . (i”%—%)g (LFgvr)’ - (z2-9)°
( 2

c 1F Sour 1F %or)
2o og (1-3)(1-5)
(1 Zvr) (1F Zvr)
takze
1 v 1 1 v
A1) = = (1ZF—2UT> = (1:F_2UT> Yo ,(4.6)
C C

kde jsme oznacili yr = ~y(vr), v = y(v). Tyto dva Lorentzovy faktory jsou ov§em pro obé
koule stejné, takze kdyZ ze ziskaného vztahu vyjadiime

(1,2)
v
1 F _QUT = i

c Y

a dosadime do rovnosti (4.5) plynouci ze zdkont zachovani, mizeme (yr+y) zkrdtit a zbyva
velmi jednoduchy zavér

O p®
T 4.7)
S0 T 50

Uvédomme si, co tento zdvér znamend. Pfedevs$im zjevné nezdvisi na tom, jak jsme nastavili
parametry vici t€zistové soustavé, takZe se miizeme soustfedit jen na vyslednou rovnost, platnou
v néjakém (libovolném) inercidlnim systému IS. Mame dvé stejnd télesa (télesa stejné klidové
hmotnosti), kterd se viici IS pohybuijf rychlostmi vV, v a majf vii&i IS hmotnosti m®), m(?.
Rychlosti i hmotnosti jsou obecné rizné, ale pomér m(1?) /4(1:2) je stejny. Zjevn& bychom mohli
uvazovat libovolné mnoho téles (dané klidové hmotnosti my), pohybujicich se vici zvolenému
IS nejriznéjsimi rychlostmi v™: hmotnosti téles viici tomuto IS m (™ budou takové, Ze jejich
pomér viiéi pifsluinym Lorentzovym faktortim 7™ bude pro vSechna t&lesa stejny. Situaci vsak
muiZeme nahliZet i opané: mame jedno téleso a fadu inercidlnich systémd, viici kterym se toto
téleso pohybuje nejriznéjsi rychlosti, tedy “ma vic¢i nim” rizné Lorentzovy faktory . Pak
hmotnost télesa vici témto IS je takova, Ze pomér m /7 je ve viech stejny.*

A nyni struéné: zjistili jsme, Ze pomér m/+ je invariantem Lorentzovy transformace.
Tento pomér md vSak vyznam klidové hmotnosti télesa, jak se 1ze snadno presvédcit dosazenim

nulové rychlosti [a tedy v(v = 0) = 1],
m(v) _ m(0)
2(w)  2(0)

Zavér: klidova hmotnost télesa je invariantni (ve vSech IS stejnd), ale relativni hmotnost m

(Casto oznaCovand jako relativistickd hmotnost, popf. prost¢ hmotnost) z4visi na rychlosti —
vzhledem k IS, vii¢i némuz se pohybuje rychlosti v, ma téleso hmotnost

=mg . (4.8)

m=mgyy = ln_oﬁ (> mo) |- 4.9)

4 Poznamenejme, 7e ve srdzkovém myslenkovém experimentu jsme sice uvazovali jen pohyb ve sméru osy x,
ale presto mtizeme vyslovit zavér obecné, protoZe zavislost vlastnosti télesa na sméru jeho pohybu vici danému
IS by byla ve sporu s principem relativity a/i s predpokladem izotropie prostoru.
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Vici svému klidovému systému ma tedy té€leso nejmensi hmotnost; ¢im se pohybuje vii¢i danému
IS rychleji, tim je jeho hmotnost vici tomuto IS vétsi, limitné pro v — ¢ dokonce nekonecna.

Poznamka k proménnosti m,

Uvazujme ted pro snazsi piedstavu, Ze srdzka je dokonale nepruznd, tudiZ Ze koule po srdZzce
zGstanou v ISt stat na misté, a vratme se k prvnimu vztahu m(T1 ) +m(T2 ) (= 2mr) = Mt (= M),
tedy poZadavku rovnosti celkové hmotnosti pfed srdzkou a v okamziku srdzky z hlediska

téziStového systému. Dosadime-li do néj pravé zjisténou skutecnost mr = mgyr, dostdvidme
(Mo =) Mt = 2mr = 2mgyr > 2my . (4.10)

To je prekvapivé: vzali jsme dvé télesa klidové hmotnosti m, hodili je proti sobé a nechali je
srazit — a jejich vyslednd klidovd hmotnost My je (v )-krdt v&tSi nez 2mg. Klidovd hmotnost
téles se v dusledku srazky zvétsila, prestoZe jsme zajistili, Ze systém je uzavieny a nikudy do néj
neni Zddna hmotnost “prisypavana”. Klidova hmotnost se tedy miZe s casem ménit! Na otazku,
pfi jakych fyzikalnich procesech k tomu miize dochdzet, odpovime piesnéji v odstavci 4.4, zde
jen odhadneme, Ze nartst klidové hmotnosti asi souvisi s tim, Ze jsme t€lesim pied srazkou
udélili urcitou kinetickou energii a ta se pfi srdZce pfeménila na jejich vnitini (a deformacni)
energii. Cinime tedy zatim aspoti vagni zavér, Ze klidovd hmotnost télesa se méni tehdy, kdyz
se méni jeho vnitini energie. V dalS§im uvidime, Ze tento odhad je sprdvny a piimo souvisi s
Einsteinovou slavnou formuli pro ekvivalenci hmotnosti a energie.

4.2.2 Ctyi-hybnost

Na zacétku kapitoly jsme odhadli, Ze Ctyf-hybnost bude vhodné zavést vztahem p* = mu*,
ale ted’ vidime, Ze to nebyl spravny odhad, protoze hmotnost m neni invariantem, tudiz takto
definovand veliCina by nebyla ¢tyf-vektorem (v jeji transformaci by kromé Lorentzovy trans-
formace navic vystupoval Lorentziv faktor). Zaroven jsme vsak zjistili, Ze klidovd hmotnost
invariantni je, takze uz vime, jak Ctyi-hybnost definovat spravné:

P =mou” ... =mgyy(c, V) = m(e, T) = (me,p) . (4.11)

Vyuzili jsme definice rovnou i ke zjiSténi vztahu mezi ¢tyf-hybnosti a tffrozmérnou hybnosti;
jak vidime po dosazeni sloZzek Ctyf-rychlosti (4.3), prostorova ¢ast Ctyf-hybnosti je rovna pfimo
tfi-hybnosti, takZe je na misté, Ze jsme ¢tyfrozmérnou veli¢inu oznadili stejnym pismenkem jako
tifrozmérnou. (Je vsak tfeba pamatovat, Ze nyni uzZ ani p neni “klasickou hybnosti”’! Obsahuje
prece hmotnost, ktera je v relativité zavisla na rychlosti vic¢i danému IS.)

4.3 Pohybova rovnice, Ctyi-sila

Je jasné, Ze zjisténd zdvislost “hmotnosti na rychlosti” bude mit pro mechaniku dalekosdhlé
dasledky. (Setrvacnd) hmotnost pfedev§im vystupuje v pohybové rovnici. Jako moznd rela-

tivistickd obdoba Newtonova % = ma' se na levé strané pohybové rovnice nabizeji dva
Ctyf-vektory, % nebo mpa*. Vzhledem k definici Ctyf-hybnosti (4.11) je mezi nimi vztah

dp*  dmyg

- = = UH + m aM

dr dr 0

V odstavci o srazkdch jsme zjistili, Ze existuji fyzikalni procesy, pfi nichZ se prace spotfebovava
(také) na zménu klidové hmotnosti (nastava to, kdyz sila téleso “ohiiva’™), a proto ddme prednost
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prvni moZnosti. O ¢tyf-rozmérné sile té€Zko v obecnosti néco fekneme — tedy samoziejmée kromé
toho, Ze to musi byt Ctyf-vektor, aby pohybova rovnice byla ve shod¢€ s principem relativity. [ v
dalSich zakladnich vlastnostech ¢tyt-sily se tedy spolehneme na pohybovou rovnici,

W _ pul (4.12)

RozepiSeme-li vlevo
dpt dpt dt  dp”
dr — dt dr  dt |

a dosadime slozky p* = (me, p), dochazime k rozpisu

d = d -
F“=<cd—T,vf)=v<cd—T,f>, (4.13)

kde f Je “klasickd” tfirozmérnd sila. (Pro Ctyf-silu pouZivdme jiné oznaceni — velké
pismeno —, protoze F' £ fi, je tam navic v.) _

Prostorova ¢ast relativistické pohybové rovnice tedy vypada “zcela klasicky”, % = f% ale
presto obsahuje podstatnou novinku: v hybnosti p* = mv* je hmotnost zavisld na rychlosti. Pi
urychlovani télesa se bude (vici danému IS) zvétSovat setrvaény odpor télesa (charakterizovany
m), takze bude zfejmé zapotiebi vice prace, nez by odpovidalo &ist€ zméné rychlosti v* pfi
dp’ T = = ma’ bude na levé strané konkrétné

konstantni hmotnosti m. Oproti newtonovskému —-

ar
d_pi _d(meyv') . do? dy Vi dmy v — mai + (m u dmy ¥
At dt a’ T e T 0 “ar )7

kde bylo teba jen zderivovat 7,
dy _d 1 s U-a

dt dt / 7T =7 02
C2

Jen pokud je zdvorka (mw”f + dmo) nulovi, plati i v relativité d” = ma’. Pfikladem takové

situace je pohyb nabité Castice v magnetickém poli: pfi tomto pohybu jev-a =0, av kapitole
o Lorentzové sile uvidime, Ze se pii ném také neméni m.

4.3.1 “Pricnd” a “podélnd” hmotnost

Ve svém slavném c¢lanku K elektrodynamzce pohybujicich se téles ilustruje Einstein vlastnosti
(tffrozmérné) pohybové rovmce f také na jejim rozkladu do sméru pii¢ného a podélného
vzhledem k prostorové rychlosti @' v Po rozepséni

dp  dm i
- = — ma
dt dt

je thned jasné, Ze ke kolmé sloZce rovnice prispiva jen druhy ¢len, takze
mad, = f1 ‘ (4.14)

K podélné slozce prispivaji oba ¢leny. Radi bychom i tuto slozku uvedli do “newtonovského”
tvaru. Umozni ndm to vyjadfeni rychlosti ¥ pomoci podéIné slozky zrychleni:

d(vg(v)) B dv de, L . . dt
dt dt

a

dv
dt

I
|
|
<
e
I
o
+
)
F

v=v ()—U—CLH 5

dv
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kde jsme oznacili €(, jednotkovy vektor ve sméru rychlosti . Na levé strané podéIného priimétu
pohybové rovnice tedy stoji

dm s i = (79 a = (Y ) a
dt = \ar ~ dv = \dw I

MiuzZeme jesté upravit

dm dmyg n dy dmyg n 3 U

—_—= my— = —— moey” — ,

dv dv ! * Qv dv ! 7z
takZe pokud je béhem uvazovaného pohybu % = 0, nabyva zavorka, ktera hraje roli “podélné
hmotnosti”, velmi jednoduché podoby

dm dmy 402 5 U2 Z—j )

d—v+m:—7v+m07—2+m:m7—2+m:m s+ 1| =my".

v dv c c v

Podélny priimét pohybové rovnice tak (v pfipadé neproménné klidové hmotnosti) zni
m2d) = f) . (4.15)

Ve sméru pohybu se tedy téleso branf urychleni v2-krét vice neZ ve sméru kolmém — “podéln4
setrvadna hmotnost je v2-krat vét$f neZ kolmad setrvand hmotnost™.

4.4 (Ne)konstantnost klidové hmotnosti, prace a £ = mc?

V zavéru kapitoly o srdZkdch jsme si uvédomili, Ze pfi (nepruzné) srdzce se meéni klidova
hmotnost téles. Na zdkladé “energetické bilance” jsme usoudili, Ze zména souvisi s tim, Ze
t€lesa se pri srazce zahteji. Presnéjsi odpoveéd na otdzku (ne)konstantnosti my p¥inasi skaldrni

soucin, ktery je “Styfrozmérnou obdobou” vykonu sily d;; f'v7:

, dpt d(mout) dmg , , dut
UWF“U = Nuw ? U = Nuv T U =Ny ? utu” + Nur ™Mo E u =
dmo v dmO
= e + Numoalu” = —c? T (4.16)

Vyuzili jsme pouze pohybové rovnice, definice p*, normalizace Ctyf-rychlosti a kolmosti Ctyi-
zrychleni na Ctyf-rychlost. Klidovd hmotnost se tedy v ¢ase neméni pravé tehdy, kdyz Ctyt-sila
je (v prostorocasovém slova smyslu) kolm4 na ¢tyf-rychlost, et vice versa.’

Ziskany vztah je oc¢ividné invariantni. Poskytuje i dalsi, neinvariantni informace, kdyz do
. p ¥ d r 7).
levé strany dosadime slozky F* = ~ (c G ), ut = (e, v):

o dm dm dm v oz
L neFO A28 it — 2 200 FO lmrne— ) =2 0+ L 7.5 (4.1
yeF" + 476, f'v c & — ~ye 7 c & —l—cf v. (4.17)

3 Ctyf-rychlost je asupodobny vektor, takZe k ni miiZe byt (v prostorolasovém smyslu) kolmy jen prostoru-
podobny Ctyf-vektor (soudin dvou ¢asupodobnych vektort je vZdy nenulovy, specidlné jsou-li oba do budoucna
orientované, pak je vzdy zdporny). Ctyi-sily, které neméni my, tedy museji byt prostorupodobné. Naopak pfi
pusobeni ¢asupodobné Etyi-sily se klidova hmotnost ur€ité méni.
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Jednak ted’ Iépe vidime vyznam F; specialné druhy ¢len piedstavuje vykon tfirozmérné sily f
ndsobeny 7 (tedy vztaZzeny na jednotku vlastniho ¢asu) a déleny c. Vztah m4 vlastné tvar 1. véty
termodynamické (vynasobte § dt),

1 R
czdm:;CQdmo—i—f-dF, (4.18)

pficemz dle o¢ekdvani hraje ¢len dany zménou klidové hmotnosti roli dodané tepelné energie a
druhy clen je prirtistek prace.

4.4.1 Einsteiniiv vztah ekvivalence hmotnosti a energie

V klasické fyzice obvykle celkova energie systému néjak souvisi s jeho setrvacnou hmotnosti
(obvykle linedrné), ale vztah mezi t€émito veli¢inami je pro kazdy fyzikélni systém jiny. Ein-
stein ve svém “dopliiku ke specidlni relativit€”, nazvaném Zdvisi setrvacnost télesa na jeho
energetickém obsahu? a vyslém rovnéz jesté v r. 1905, dospél k prevratnému zdvéru, Ze mezi
setrvacnou hmotnosti a energii je ve skutecnosti universdlni vztah. Lze k nému dospét riznymi
cestami, z nichz vSak Zddna nema povahu “teorému s ditkazem”. Podivejme se napfiklad, jak se
vyviji kineticka energie t€lesa 7', jestlize na té€leso ptsobi sila f a to tak, Ze veSkera jeji prace
se spotiebuje na urychleni télesa (tedy nic nejde na zvySeni klidové hmotnosti — sila téleso
“neohriva”). Ze vztahu (4.18) mame ihned

AT = f - dF = d(mc?),

coZ jest nepochybné integrovati pfes rychlost (nebot’ " se “dle definice”” méni s rychlosti),
T v
Tin Vin

kde m = m(v), mi, = m(vy,). Bude-li téleso urychlovéno (vici danému inercidlnimu systému)
z klidu (vy, = 0, T3, = 0, my, = myg), mame tedy

2 2

T = mc* — moc? neboli (sugestivngji) mc? = moc® + T . (4.19)
Clen moc? je “Cisté klidovy™, ¢len T “&isté pohybovy”. Jak jinak vztah interpretovat ne’ tak, 7e
celkovd energie télesa je souctem jeho klidové a kinetické energie, tedy zZe

E=FEy+T, kde |E=mc], (tudiz) Ey=moc? . (4.20)

To ov§em znamen4, Ze celkovd hmotnost a energie jsou ekvivalentni veli¢iny, imérné pies faktor
2. Mimochodem, tento faktor je obrovsky, takZe v jednom kilogramu ldtky (v klidu!) je skoro
1017 jouli energie; zhruba tolik se uvolnilo napf. pfi vybuchu sopky Mount Pinatubo v r. 1991
— nejvetsim sopecném vybuchu od r. 1912.

Celkov4 energie mc? neni invariantni (protoZe hmotnost m neni invariant), a to zjevné
diky neinvarianci kinetické &ésti energie, protoze klidova ¢dst mgc?® invariantni je. P¥itomnost
tohoto invariantniho ¢lenu mimochodem implikuje, Ze na rozdil od klasické mechaniky ma v
relativité t€leso urcitou energii “uz za to, Ze existuje”, tedy aniz by se viici vztaznému IS muselo
pohybovat, a je to pravda i v piipadé, Ze viibec s ni¢im neinteraguje (a nema tedy ani Zadnou
potencidlni ¢ast energie).
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4.4.2 Vztah energie a hybnosti

V kapitole o Ctyi-hybnosti jsme nepocitali prostorocasovou “normu’ tohoto ¢tyf-vektoru, tak
to zde napravime, a to hned dvéma zpisoby — dosazenim definice p* = myu* a dosazenim
slozek p" = (me, p) = (E/c, p). Porovnanim vysledkt ziskdme vztah mezi energii a hybnosti:

2 UoV . 02,2
v mg N, U U = —mgc
Muwp!'p” = {_fng’; N pQZ_E_f e = [E=dmi ) (4.21)

Tento vztah je velmi diileZity hlavné v &4sticové fyzice.® Kvadrit energie £? a kvadrat t¥i-
hybnosti p? sice nejsou invarianty, ale jejich rozdil Jf—; — p* = mic? tedy invariantem je. Inva-
riantni nadplocha (tffrozmérny hyperboloid), kterou tato formule v Minkowského prostorocasu
definuje, se nazyva hmotnostnim hyperboloidem (anglicky ¢asto mass shell).

Limitn{ pifpady vztahu: je-li kineticky ¢len maly proti klidovému, p? < mZc?, rozvineme

E = c\/m3c + p? = myc? 1—|—£imoc2 1—|—p—2 :mOc2+ﬁ
mac? 2mic? 2my

a poznavame klasicky kineticky ¢len (kromé toho ovSem i klidovy ptispévek, ktery nema
klasickou analogii). Opacnou, “rychlou” limitu pfedstavuje ptipad ¢éstic s mo = 0. Skute¢né,

aby takové ¢astice mohly mit nenulovou energii a hybnost (£ = mgyc?, p’ = mgy¥), museji se
pohybovat rychlosti svétla (v — o0). V jejich pfipadé je celd energie kinetické povahy,

h
E=T=pc (Ve vlnovém jazyce = hv = TC = hw = hck)

(h je Planckova konstanta, h = % , v je frekvence a w = 27 kruhovd frekvence, \ = §

je vlnové délka a k = 27“ vlnocet), a pomoci ni miZzeme definovat “efektivni” (setrva¢nou)
hmotnost ¢astic

L _p

c c

4.4.3 Kovariantni vztah pro energii

Hmotnost-energie je ¢asovou slozkou Ctyf-hybnosti a jak jsme zjistili v odstavci o srdzkéch,
neni to invariantni veli¢ina. Vztah p' = mc = % ale Ize napsat kovariantné. Abychom vymys-
leli jak, staci uvazit, ze “Casova slozka” je primétem na Casovou osu urcitého systému, coz
ovSem znamend prumét na ¢tyf-rychlost jakéhokoliv pozorovatele, ktery vici tomuto systému
stoji. Zobecnéni na libovolného pozorovatele je nasnadé: energie télesa (Castice) vitci urcitému
pozorovateli v daném misté je dana tim, co je pro tohoto pozorovatele Casovou sloZkou p*, to
znamend primétem p* na jeho Ctyi-rychlost u#,

E = —p,0° = meyc? . (4.22)

Oznacili jsme 4 relativni Lorentziiv faktor,

® D4 se napsat i jinym dhlednym zpdsobem, p? = (m? — m32)c2.
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a v* je relativni rychlost ¢astice vici pozorovateli. Tato rychlost pfedstavuje norméalovou slozku
Ctyf-rychlosti ¢astice u# vici pozorovateloveé ¢tyf-rychlosti u*,

ut =A(ut +0*), kde 0,47 =0. (4.23)
Snadno se pfesvéd&ime, Ze “to sedi”: vyndsobenim rozkladu i, vyjde identita —§c* = —4c?,
vyndsobenim 9, vyjde u*9, = 49* a vyndsobenim u,, vyjde —c¢* = —5*c* 4+ Fdtu,,, coZ po

dosazeni u"?, = 40? z pfedchoziho priimétu dava 1 = 42 (1 — Z—j), tedy definici 4.

Vztah £ = —po 17 je zjevné kovariantni, tedy lze vyjadiit “BUNO” v jakychkoli soufad-
nicich (a nejen inercidlnich). Specidlné v systému spojeném s pozorovatelem je 4" = (¢, 0,0, 0),
takze relativni energie pfechazi v “soufadnicovou” hodnotu, souvisejici obvyklym zpisobem s
¢asovou slozkou ¢tyf-hybnosti, E=—pec (= E).

Zatim jsme evidentné hovofili o ¢asticich s my # 0 (aZ na ob¢asné “limitni” zminky tomu
tak bylo v celé této ¢asti), ale vztah E = —p,a° je skutecné zcela obecny — plati 1 pro fotony.
V tom pripadé€ vSak roli ¢tyf-rychlosti (te¢ného vektoru ke svétocare) hraje tzv. vinovy vektor
k" (viz kap. 5.5) a &tyi-hybnost s nim souvisi vztahem p* = hk*. Casovou slozkou vlnového

Styi-vektoru je ¢, takZe skutecnd p® = 22 = " = L = Z jako u “hmotnych” Edstic. Z primétu

c c A c
E = —p,u° pak plyne relativni energie vyjadiend zpisobem obvyklym u fotond, tj. pomoci

relativni frekvence (pfipadné vinové délky).

4.5 Otazka nadsvételnych rychlosti a princip kauzality

Pohyby rychlosti vétsi nez je rychlost svétla ¢ jsme zatim nijak “nezakdzali”, ale na mnoha
mistech bylo ziejmé, Ze piipady v = ¢ a v > ¢ vedou k problémim a Ze je kdyZtak tfeba
je tesit zvlast. Nejviditelnéjsi potiZ je s Lorentzovym faktorem v = (1 — Z—s) 1/2, ktery pro
v — c diverguje a pro v > c je imagindrni. Pokud by se jednalo o «y vystupujici v Lorentzové
transformaci, tedy pokud by v znacilo vzdjemnou rychlost inercidlnich systémil, mezi nimiz
prechdzime, pak “Carkovany” systém by mél podél os imaginarni hodnoty. Z toho divodu se
transformace s nadsvételnou rychlosti neuvazuji (nemaji fyzikdlni vyznam). Podobné nema
(ani matematicky) smysl ani transformace s v = ¢, tj. do systému, jehoZ osy by leZely na plasti
svételného kuzelu. Jinou véci ale je, Ze existuji prostorupodobné svétocary a Ze se miZeme
ptat, co by se stalo, kdyby se po takovych svétocarach néco pohybovalo (kdyby se podél nich
Sitila informace) — aniZ bychom se snazili transformovat do spolu-pohybujicich se systémii.
V této podkapitole ukdzeme, Ze svéty podsvételnych, svételnych a nadsvételnych rychlosti jsou
z nékolika riznych hledisek oddélené, navzdjem nedosazitelné. Nakonec nadsvételné rychlosti
signali odmitneme s poukazem na princip kauzality.

4.5.1 Zvlastnosti nadsvételnych rychlosti

Podivejme se, co by se stalo podle transformac¢niho vztahu pro “obyc¢ejnou” rychlost (2.5), tedy

, Wy — U
Wy = ———— ,
1-— 2 Wy
kdyby se (napt.) vici “nec¢arkovanému” IS néjaky predmét pohyboval nadsvételnou rychlosti w,.
V1ci IS’ by se pohyboval také nadsvételng, ale Zadné problémy by podle této formule nemusely
nutné nastat. Pro jakoukoliv hodnotu w, > c vSak existuje takovy IS” — totizZ IS’ pohybujici se
vici IS rychlosti v = 5]—21 < ¢ —, vuci kterému by se pfedmét pohyboval nekonecnou rychlosti
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w!,. Jest& podivn&jii by byla situace ve viech systémech IS’, pro které by platilo vw, > ¢ a
jmenovatel vztahu klesl pod nulu: z hlediska IS se takové systémy pohybuji v kladném sméru
x rychlosti v < ¢, sledovany predmét je pfedhdni (protoze se pohybuje rychlosti w, > v), ale
pfitom vici IS’ se pohybuje v zdporném sméru osy x’ (Lorentzova transformace dava w!, < 0)!

Objekt pohybujici se nadsvételné ma viici (libovolnému) IS fadu parametrd imaginarnich:
na prvni pohled dr, (a diky tomu) v, u”, také vSak mq (jeho Ctyf-hybnost je prostorupodobna,
takZe mus{ byt n,,p'p” = —m3c* > 0). Zajimavé je, Ze nejdileZitejsi veli¢ina — &tyf-hybnost
— je redlnd, jak je zfejmé piimo z definice p* = mou* = moy(c, v) = (me, p) = (E/c, p). Ryzi
imagindrnost v a myg se v§ak vynésobi v néco zdporného, takze hmotnost-energie nadsvételné se
pohybujiciho predmétu vychazi zaporna (alternativné se d4 fici, Ze Ctyf-hybnost je orientovana
do minulosti — md zdpornou ¢asovou slozku). Nyni jesté pohledme na pohybovou rovnici.
Pokud jeji parametr 7 “preskalujeme” na - (za pfedpokladu, Ze my je konstantni), je rovnice
redlnd a d4 se s ni normdlné pracovat. (Takto se s ni dd pracovat i v podsvételném pripade,
takze Uprava ji nijak nepokazi.) Zda se tedy, Ze aspoinl nékteré Casti specidlni relativity by se s
nadsvételnymi rychlostmi docela snadno vyrovnaly.

4.5.2 Oddélené svéty {v < c}, {c}, {v > ¢}

Trirozmérnd rychlost se pii Lorentzové transformaci obecné méni, avSak — jak je vidét (nej-
lépe na prostoroasovém diagramu ??) z chovani os (¢,x) — Casupodobné sméry zistavaji
c¢asupodobnymi, svételné svételnymi (svételny kuzel je invariantni) a prostorupodobné prosto-
rupodobnymi. Je to jasné z toho, Ze hodnota skaldrniho soucinu 7, V#V", kterd rozhoduje o
prostorocasovém charakteru jakéhokoli vektoru V#, je invariantni. Je-li fe¢ konkrétné o pohybu,
jde o charakter te¢ného vektoru k prislusné svétocare. Vyrok lze snadno vyslovit i pomoci tfi-
rychlosti, jak uz ostatné vime: necht’ se pohyb déje po svétocire, jejiz ur€ity element odpovida
intervalu

d 2
ds? = —2d2 + A2 ... vydélenim d¢? : d—; =~ 412

Hodnota ds? je ovSem invariantni a ¢® také, takZe v jakémkoliv jiném (Cdrkovaném) systému
dostaneme obdobné

Rychlost v je obecné odlisnd od rychlosti v a hodnota levé strany také — ale znaménko levé
strany je stejné, je uréeno (invariantnf) hodnotou ds®. Tim padem je invariantni také to, zda je
rychlost v mensi, vétsi, nebo rovna c. Kdo se chce potrépit trochu vic, miZe pretransformovat
velikost tffrozmérné rychlosti podle vztahti (2.5)—(2.7) specialni Lorentzovy transformace:
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po vydéleni ¢? a tipravé tedy’

11— 12—;2 = <1 (5_2)1);1)2 Z_Q) ... neboli  y(w') = y(w)y(v) (1 - UZ;JI) :

Za piedpokladu v? < ¢? je znaménko 1 — “c’—f stejné jako znaménko 1 — 15—22 )

Svéty podsvételnych, svételnych a nadsvételnych rychlosti jsou tedy oddélené ve smyslu
transformace — neda se mezi nimi piechazet Lorentzovou transformaci (s podsvételnou rych-
losti). Krétce feceno, vyroky w < ¢, w = ¢, w > c¢ jsou absolutni.

Svételna rychlost je oboustrannou bariérou i ve smyslu energetickém, jak je jasné z vyrazu
pro energii (hmotnost) F = mgyyc?: té€leso s mo # 0 se musi pohybovat bud’ podsvételng (je-li
jeho mg redlnd kladnd), nebo nadsvételné (je-1i m( imagindrni), protoZe piiv = c by jeho energie
byla nekonecnd; téleso (Castice) s my = 0 se naopak musi pohybovat rychlosti svétla, protoze
jinak by jeho energie byla nulova. Céstice s redlnou kladnou my tedy nejde urychlit na rychlost
svétla — a Castice s imaginarni my (“tachyony”) naopak nejde na rychlost svétla zbrzdit.

4.5.3 Hyperbolicky pohyb

Kli¢em k mechanickému pochopeni tohoto energetického zavéru je zfejmé zdvislost hmotnosti
na rychlosti: podle relativity je prosté urychleni hmotného télesa obtiznéjs$i nez v klasické
mechanice, protoZe odpor télesa vici urychleni (charakterizovany m(v)) s rychlosti roste a
smérem k rychlosti svétla jde do nekonec¢na. Podivame se, jak se takové urychleni piesné déje.
Predstavme si, Ze urychlujeme po piimce téleso s nenulovou klidovou hmotnosti. Inercidlni
systém, v némz budeme dé&j sledovat, nastavime tak, aby pohyb probihal podél nékteré z os, a
soustfedime se jiZ jen na tuto netrividlni prostorovou slozku pohybové rovnice: % = f. Pro
obecnou silu f bychom rovnici nemuseli umét integrovat ale zde ném jde o ziskani zdkladni
Takovym je urychleni konstantm silou (silou neproménnou v Case). Integrace je v tom prlpade
uplné snadni:
mov ft

dp—f konst = p=ft, tj ——=ft = v=c . 4.24)

dt ’ 1_ % /mgcQ T 2

Integra¢ni konstantu jsme nastavili na nulu, coz odpovida urychlovéni z klidu, v(t = 0) = 0.
Pro ft < mgc vztah prechazi v klasické v = % = at; opacnd limita se vSak znac¢né lisi, totiz
rychlost zUstane vZdy mensi neZ ¢, pouze se k ¢ limitné pfibliZi, lim v = ¢ (podle klasického

v = 4L 1ze dosdhnout libovoln& vysoké rychlosti, roste totiz hnearne s t).
Snadno 1ze provést i druhou integraci a najit svétocaru x(t),

9
2 2 2
P _ mypC £dé moc moc 22
r=c¢ | —2—dt = = V1+E2= 1+—— . 425

0/ /1+f2t2 Frvive  f ‘ f mgc’ 42

Opét jsme zvolili specidlné integracni konstantu — tak, Ze téleso na zac¢atku urychlovani neni v
Y 7 z b4 2 A 7Y M b4 z 7
pocatku, ale v misté z(t = 0) = % . PrepiSeme-1i po umocnéni na druhou vysledek do tvaru

2 4
mgc
2 _ 242 0

2

T

7 Ve skute¢nosti tento vysledek uz zndme z kapitoly o srazkidch — viz vztah (4.6).
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je videét, Ze na prostoroasovém diagramu se jednd o hyperbolu s asymptotami x = +ct. Pohybu
pod ptisobenim konstantni sily v teorii relativity se proto fika hyperbolicky pohyb. Pro srovnani,
v klasické mechanice je vysledkem takového pisobeni “rovnomérné zrychleny” pohyb, ktery,
jak zndmo, se d&je po parabole, x = sat* = % :

Je zajimavé vyjadrit ziskany pohyb v zdvislosti na vlastnim ¢asu. Integraci vztahu

_ f2t? B moc
B m3c2 + f22 \/m2c® + [
dostaneme (opét vyuZijeme neproménnosti sily f)

t t
ﬁ = arcsinhf— f— = sinhﬁ , (4.26)
mopcC mopcC mopcC mopcC

coz muZeme dosadit zpét do rychlosti a polohy,
fr moc?

fr
v = c tanh— | T = cosh
moc f moc

(4.27)

S vlastnim ¢asem tedy rychlost i poloha rostou dost rychle! Kosmicka lod, kterd by vystartovala
z klidu (v=0) z mista z;, = z(7=0) = moc®/f a tahem svych motori udrzovala “vlastni”
zrychleni (zrychleni v okamzitém klidovém systému lodi) f/mg na konstantni hodnoté rovné
gravitanimu zrychleni na povrchu Zem& 9.81 m/s?, by méla za rok svého Casu 7 vic¢i Zemi
rychlost v = 0.775 ¢ (~ v = 1.582) a byla by od ni ve vzdalenosti + — x;, = 0.564 svételného
roku. Po deseti letech vlastniho ¢asu by ovSem uZ rychlost byla blizka c (y = 15430) a dosaZena
vzdalenost x — x;, = 14779 svételnych let. Pokud by se nékdo takto vydal na vylet, 10 let svého
¢asu zrychloval, pak 10 let brzdil, pak zase 10 let zrychloval zpét a nakonec 10 let brzdil pred
pristdnim na Zemi (tj. udrZoval by na lodi po celou dobu tthové podminky jako na Zemi), tak po
ndvratu by zjistil, Ze na Zemi zatim ub&hlo 59119 let! Vztahy se prosté (exponencidlné) rychle
rozbihaji pro velké hodnoty ¢asti — b&hem obdobné cesty, ktera by na lodi trvala ¢tyfi roky, by
na Zemi ub&hlo jen o 3/4 roku vic.

Ani krat§$i — napf. ten ¢tyfroéni — zdjezd s f = konst vSak zatim cestovni agentury
nenabizeji.® Divod je energeticky, jak snadno spocitidme, protoZe sila je v naSem pifpadé
konstantni a ptisobi stale v podélném sméru, takze

E = f - [probéhld dréha]g™ = mqc? <Coshf7-ﬁn — 1)
mocC

pro jeden (ze Ctyf) usekll cesty. Pro zminény Ctyirocni vylet (< 74, = 1rok) s garantovanou
pozemskou hodnotou zrychleni 9.81 m/s? vychdzi celkem zhruba 2.329-krdt klidova energie
kosmické lodi. Tim se ov§em tloha tGplné rozpadd, protoZe pokud si md lod’ vézt palivo s sebou,
musi rozhodné tvorit vétSinu (pocatecni) hmotnosti lodi a ilohu by bylo tfeba fesit jako problém
s proménnou klidovou hmotnosti.’

8 MiiZzete ho viak absolvovat s Ustavem teoretické fyziky, a to dokonce bezplatn&, na strankdch [9] (viz interak-
tivni scénu 11 tohoto kratkého filmu) nebo [5] mych kolegt.

?S takovymto piipadem, kdy je do pohonu télesa nutno investovat ¢dst jeho klidové hmotnosti (“palivo”), se
setkdvame velmi Casto — viz ostatné i “provoz” Zivych organismi. I zde situace odpovidd tomu, Ze pasobici
Ctyt-sila nenf kolma4 ke Ctyf-rychlosti télesa.
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4.5.4 Tachyony a princip kauzality

Existenci tachyond striktné vzato nelze vyloucit a zatim jsme proti ni ani nic nenamitali. Pokud
by vSak takové ¢astice mohly interagovat s “naSim” svétem podsvételnych rychlosti, tj. pokud
by se informace mohly prenédset nadsvételnou rychlosti, byl by to vazny problém. Problém by
vSak neméla ani tak teorie relativity, jako spi§ samotnd myslenka pfi¢innosti (a tim viibec zptsob
uvazovani, na ktery jsme zvykli — tedy alesponi tady na MFF).

V kapitole o zdkladnich vlastnostech Minkowského prostoroc¢asu jsme kladli zv14stni dliraz
na jeho kauzdlni strukturu, ur¢enou pro kazdou udélost “jejim”, mistnim svételnym kuZelem.
Pripomenime, Ze svételny kuZel rozdéluje prostorocCas na tfi oblasti — absolutni minulost,
absolutni budoucnost a relativni pfitomnost uvazované udélosti (ozna¢me ji U). Absolutni
minulost udalosti U, tedy minulou ¢ést jejiho svételného kuzelu vcetné€ vnitrku, tvori udélosti,
které se z hlediska vSech IS staly pfed U; vSechny takové udalosti 1ze s U spojit Casupodobnou
nebo nulovou svétocarou. TotéZ plati i pro absolutni budoucnost, tam je ale casové poradi
opacné. “Relativni pfitomnost” udalosti U tvoii takové udalosti, které se v nékterych IS staly
pred U, v n&kterych naopak po ni a v jednom IS (aZ na volbu po&atku) soucasné s U. Zadnou z
nich nelze s U spojit svétocdrou, kterd by byla v§ude ¢asupodobna nebo nulova.

Zatim jsme o udélostech mluvili jako o nezdvislych, ale nyni se ptejme, co kdyby spolu
v jednotlivych uspordddnich kauzdlné souvisely. Uddlosti v absolutni minulosti U mohly U
ovlivnit prostfednictvim signdlu, ktery cestoval po ¢asupodobné nebo nulové svétocare, tedy
signdlu Sificiho se podsvételnou nebo svételnou rychlosti. Uddlosti v absolutni budoucnosti U
mohly byt naopak udalosti U ovlivnény prostrednictvim podsvételného ¢i svételného signdlu.
Udalosti v relativni pfitomnosti U déli od udélosti U prostorupodobny interval, takZe mohou
s U souviset jen prostfednictvim signdlti pohybujicich se nadsvételnou rychlosti. Pokud by se
tedy informace mohly Sifit nadsvételnou rychlosti, mohly by spolu kauzilné souviset i uddlosti,
jejichz Casové poradi je relativni (zavisi na IS). V nékterych IS by se takové signdly S$itily do
minulosti. To by vSak bylo ve sporu s principem kauzality, ktery Zad4, aby vzhledem ke vSem
systémiim vZdy pii¢ina predchédzela pied nédsledkem.!® Pokud tedy nevylou¢ime samotnou
existenci tachyont, musime aspoi “zakazat”, aby jakkoli interagovaly s “nasim svétem” (coz je
ovSem prakticky totéz).

Opét mizeme uzaviit, Ze svéty {v > c}, ca {v < ¢} jsou oddé€lené — tentokrat kauzalné.
Svét, ve kterém “Zije” svétlo, tvoii neprostupnou “bariéru” mezi podsvételnymi a nadsvételnymi
rychlostmi. Lze to fict i tak, Ze tato bariéra zabrafiuje, aby nékdo mohl prostorovy rozmér vnimat
jako Cas a naopak.

Vv

10 Nejedna se zde tedy o “filosoficky” pojem kauzality, podle néhoZ se “nic ned&je bez pii¢iny”. (Na tomto
kupodivu fyzika tak striktné netrva.)
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KAPITOLA 5

Elektrodynamika ve vakuu

Na rozdil od relativistické mechaniky piSeme zde jen “elektrodynamika”. Elektrodynamika —
myslime Maxwellova elektrodynamika — je totiz relativistickd automaticky. Jisté, jeji studium
prece kdysi vedlo k Michelsonovu-Morleyovu experimentu, k Lorentzové transformaci, a na-
konec ke specidlni relativité. Ukolem této kapitoly tak nebude objevit n&jakou novou fyziku,
ukolem bude prepsat zdkladni rovnice elektrodynamiky do Ctyfrozmérné tenzorové podoby, v
niZ se jejich lorentzovska invariance stane zjevnou. Uvidime, Ze prostorocasové poddni bude
v piipadé elektrodynamiky také obzvlast stru¢né a elegantni. Budeme postupovat tak, Ze si
“tipneme” zdkladni ¢tyf-rozmérné veli¢iny podle toho, jak by se ndm hodily pro zestru¢néni
rovnic, rovnice zapiSeme, a pribézné budeme v rtznych chvilich kontrolovat, zda zavedené
veli¢iny a rovnice maji skute¢né invariantni vyznam.

5.1 Ctyirozmérny proud, potencial a tenzor EM pole

£99

Zacneme na “pravé”, zdrojové strané teorie. Zdroji elektromagnetického pole jsou naboje a
proudy, pfitom hustota elektrického ndboje p je skaldr a hustota elektrického proudu J = pu
vektor (¥ je rychlost pohybu nabité substance), takZe kdyZ vezmeme v tGvahu jejich rozmér, je
vlastné jedind moZnost, jak z nich utvofit ¢tyf-vektor:

J = (pe, J) = (pe, pt) = ple, T) = gfy(c, v) = gu“ = pout* . (5.1)
Zavedenou ¢tyfrozmérnou hustotu proudu (“ctyf-proud”) jsme hned vyjadiili velmi uzite¢-
nym zpisobem pomoci ¢tyf-rychlosti v* a klidové hustoty naboje

p= 4@ _ 4@ p

PTA qdV 4
kde @ je celkovy ndboj télesa. Vztah mezi klidovym a “pohybujicim se” elementem objemu
dVy = ~dV je zfejmy z toho, Ze pfi pohybu dochdzi k relativni kontrakci jeho rozméru v
jednom (“podélném”) sméru faktorem ~y (a klidovy objem je ten nejvétsi). Jest€ ndzornéji si
1ze odpovidajici pfepocet p = vpo zkontrolovat tak, Ze si predstavime, Ze mdme dany element
objemu a méfime, kolik se do n¢j vejde naboje. Pokud se substance nesouci naboj vii¢i elementu
pohybuje, vejde se ji do objemu ~y-krat vic, neZ kdyby byla vii¢i objemu v klidu, protozZe jeji
sloupec bude vici systému elementu ve sméru pohybu ~-krat zkontrahovany. (Klidova hustota
je tedy naopak ze vSech nejmensi.) Podstatné ovSem je, Ze klidovy objem je invariantni, takZe

59
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pokud je invariantni také elektricky naboj, je invariantni i jeho klidova hustota py. Neméame
Zadny divod si myslet, Ze tomu tak neni — ve vSech experimentech jsou naboje nezavislé na
systému.! Budeme proto piedpoklddat, ze ndboj je invariantem Lorentzovy transformace, a
prilezitostné si uvédomime, co s tim souvisi a co by se stalo, kdyby invariantni nebyl. Nyni
tedy vidime, Ze pokud je ndboj invariantni, pak diky tomu, Ze ¢tyf-rychlost je ¢tyf-vektorem, je
Ctyf-vektorem také zavedeny Ctyf-proud J# = pou*. To ovSem znamend, Ze jeho “kvadrat”

—*p* + JJ= N J* I = —c*ph (5.2)

je invariantni.
Popis “levé”, polni strany teorie zaéneme u pojmu ¢tyr-potencialu. Podobné jako u prou-
dové hustoty je vlastné jediny zpusob, jak ho vytvorit ze skalarniho a vektorového potencidlu:

AH = (? ’[f) _ (5.3)

C

Ze je tato &tvefice funkcei soufadnicovou reprezentaci &tyf-vektoru, nelze ovéfit piimodare,
protoZe “‘jak se to transformuje” nevime. Navic to nelze stanovit ani porovnianim méfeni v
ruznych soustavéch, jelikoZ potencidly nejsou méfitelnymi veli¢inami. Méfitelna jsou jen pole,
ktera se z nich ziskaji derivacemi. TakZe pojdme nejdiive k polim a pak se k otdzce vratime.

Zatneme u magnetického pole. To je ddno B = rot A, poslozkdch B = €% A, ;. Tohle ale
na &tyf-rozmérny vektor pifmoCate nerozsiiime, protoZe e#*** A, . nenf vektorem, ale tenzorem
druhého 4du. Souvisi to s tim, ze B je tzv. axidlni vektor. Axidlni vektory se jen tvafi jako
vektory, ale ve skutecnosti jsou to antisymetrické tenzory 2. fadu (tzv. bivektory). Pozname je
podle toho, Ze pfi inverzi soufadnic nezméni znaménko. Typicky vznikaji operaci, kterd ma
dobry vyznam praveé jen v dimenzi 3 — tfirozmérnym vektorovym soucinem “normdlnich” (tzv.
polarnich) vektor. Zminény “dobry vyznam” je umoznén tim, Ze ve 3D ma bivektor 3 nezavislé
slozky — a ty se pravé “vejdou” do 3D vektoru. Ve 4D ma bivektor 6 nezavislych slozek, a to
se do Ctyi-vektoru nevejde. . . Tenzorem asociovanym konkrétné s na$fm axidlnim vektorem B°
je tenzor B, = Ay ; — Aj 1, souviseji spolu vztahy

) 1 ..
7 ijk l
B' = 5 e’ Bjk R Bjk; = Ejle
(snadno dosazenim zjistime, Ze vztahy jsou kompatibilni). Pfirozenym a spravnym tipem je
pokusit se do Ctyf rozméri rozsifit tento asociovany tenzor magnetického pole B ;. Odpovidajici
Ctyf-tenzor oznaCime tradi¢né F),,:

Fo=4A,,—A4,,|. 5.4

Jeho prostoro-prostorové slozky tvoii samoziejmé B, = €, B', ale zajimalo by nds, co je na
Fy; = —F)jo mistech (diagonalni slozky jsou samoziejmé nulové diky antisymetrii):

_loa 1o0 B

Foj = Ajo = Aoy c ot ' coxd ¢’

! Uvatte, e z4vislost ndboje na soustavé by znamenala, 7e jakykoliv pfedmét by se napf. mohl jevit neutrdlnim z
jedné soustavy, zatimco nabitym z jiné. Podobné tfeba nabojova bilance srazkovych experimentti na urychlovacich
by mohla zdviset na soustavé, z jaké se vysledek sleduje.
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kde jsme jen dosadili A, = (—% , E) a vyuzili standardniho vztahu E; = —¢ ; — A;, . V urcité
(ale jakékoliv) inercidlni soustavé tedy reprezentuje veli¢inu F),, matice

0 —E _EB _E 0 BT BV E%
B B _py v | -= 0 B -B,

Fuw = Lo_p o0 g | = & _p. 0 B (53)
E By —B* 0 -£ B, =B, 0

(kontravariantni tvar se ziska normalné zvednutim indexd, F*° = na“nﬁ”Fm,, jsou v ném jen
prohozena znaménka v “Casovém” fddku a sloupci; poznamenejme, Ze rozliSovéani hornich a
dolnich indexi u E a B je v piipad€ kartézskych slozek jen “kosmetické”, ne podstatné). Je
velmi potésitelné, Ze jsme ziskali veli¢inu, kterd obsahuje elektrické i magnetické pole — takze
vektor E uZ do 4D rozgifovat nemusime. Velicing F,,, fikdme tenzor elektromagnetického
pole. Je ale opravdu tenzorem? Je ddna gradientem A, a gradient m4 povahu kovektoru, takze

F,,, je tenzorem, pokud je Ctyf-potencidl A, (ko)vektorem. To nds ovSem stdle cekd ovéfit!

5.2 Maxwellovy rovnice

Maxwellovy rovnice elektromagnetického pole maji na levé strané prvni derivace E a B, takze
ve Ctyfrozmérném tvaru tam budou jisté prvni derivace F'“?. V tivahu ptipad4 bud’ gradient,
nebo divergence. V prvni sérii rovnic vystupuje vpravo proudova hustota, takze v této sérii
bude ziejmé divergence F*# (protoZe ta je vektorem). Skute¢ng, 1. sérii Maxwellovych rovnic
pfedstavuje stru¢ny zapis

FoB 4= pJe|, (5.6)

kde /1 je permeabilita vakua.> Ové&ifme, Ze jeho slozky odpovidaji obvyklé tfirozmérné podobé
rovnic. VyuZijeme pritom Casto pohledu na matice (5.5). Slozka o = 0 dava vlevo

. 1_. 1 -
F% 3 =F%, = -FJ; = ~divE
c c
a vpravo pJ® = ucp, takZze s vyuZitim zndmého vztahu (platného pro vakuum!) euc? = 1
dostdvame po vyndsobeni ec rovnici divD = p. Slozky a = ¢ ddvaji vlevo
, . y 1 . y 1 OF" i
8  __ 10 ij T 1 ijk L
FPy = PO+ P75 = =< B+ By = =+ (votB)
a vpravo u.J', takZe po vydéleni pn — a opét s vyuZitim vztahu ejc® = 1 — dostdvame rovnici
rotH = J+ 92
V druhé sérii Maxwellovych rovnic zdroje viibec nevystupuji. A druhou moZnosti, jak
zderivovat tenzor elektromagnetického pole, je jeho gradient (tedy derivace podle indexu, ktery
se “nevysCita”). Samotny gradient F),, , md piiliS nezavislych sloZek (totiz 6x4=24) na to, aby
predstavoval 4 rovnice, ale to se da zredukovat cyklickou permutaci: spo¢itime tedy (z definice)

F[W,p}cykl = FM%P_’_FP%V—'_FVP# = Avvup_Au,Vp'f'AmpV_ApvuV‘f‘Ap,Vu_AV?pu =0. (5.7

2 Pokud se probira také elektrodynamika v prostiedi, znaéi se permeabilita vakua (tedy tato specidlni hodnota
veli¢iny p) obvykle pg, ale my zde budeme ve vakuu stile, tak to nebudeme indexem zdlraziovat. Stejné tak
permitivitu vakua budeme znacit prosté e. “Intenzity” a “indukce” poli tedy budou vSude ve vztahu D = €F,
B =puH.
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Vyraz vlevo je antisymetricky ve vSech indexech, jak se snadno ovéfi prosté jejich prohozenim
(provedeme to s i1 <+ p, ale je jedno, pro kterou dvojici se to vyzkousi, protoZze diky cyklické
permutaci vystupuji ve vyrazu vSechny tfi indexy zcela rovnocenné):

Flov eyt = Fpvp + Fupw + Fopp = —Fopp — Foup — Frup = —Fluv pleyia -

Vyraz, ktery je ve vSech indexech antisymetricky, m4 ovSem “vSechny diagondly” nulové:
maji-li aspon dva jeho indexy stejnou hodnotu, je prislusna sloZka automaticky nulova. Jako
netrividlni tedy zbyvaji jen moZznosti uvp = 123,012, 013, 023 plus jejich permutace. Permutace
indext vSak nanejvy$ zméni znaménko vyrazu — a rovnice (5.7) maji na pravé strané nulu,
takZe permutace v naSem piipadé Zddnou novou informaci neptinaSeji. Rovnice tak predstavuji
jen 4 nezavislé netrividlni vztahy. Pro uvp = 123 je to

0 = Fhogeyn = Flas + F310 + Fag =
€12iB' 3+ €31:B" 2 + €93;B'1 = B3+ B*3 + B' | = divB
apro uvp = 05k

1 1 1
0 = Flojrjeyxt = Fojx + Froj + Firo = = Eis + p B+ p eiuB s,

coZ po vynasobeni c €% (a diky vztahim —e’*E; ;, = ¢M E; . = €% E). ;, €9%¢;py = 267) ddvé

y y ) 4 . 0B
0= ewk(EkJ —Ejr)+ G”kejlel,t = QGZJkEk’j +2B',, neboli rotk = 5
Shrnuti Maxwellovych rovnic:
L S ab
1. série : F g =pJ — rotH = J + il divD =p , (5.8)
- - 9B . =
2. série : Flovpjeyta = 0 = rotk = T divB =0 . (5.9

Vzpomeneme-li, Ze J* je Ctyf-vektor (a p je invariant), pak ma-li mit prvni série rovnic inva-
riantni vyznam, konkrétn& ma-li to byt vektorova rovnice, musi byt F*? tenzor. Jinak by jeho
divergenci nemohl vzniknout ¢tyf-vektor. Druhd rovnice uz je pak tenzorovd “samoziejmé”,
protoZe gradientem tenzort vznikaji, jak vime, opét tenzory.

5.2.1 Rovnice kontinuity

Diky antisymetrii /' (a zéménnosti parcidlnich derivaci) je F'*? 5, = 0 (ziZeni vyrazu ve dvou
antisymetrickych a dvou symetrickych indexech je ekvivalentni stopé soucinu antisymetrické
a symetrické matice, coZ je nula), takZe divergence prvni sady Maxwellovych rovnic vede k
rovnici kontinuity:

dp
ot
Jak vime, gradient je kovektor, takze vysledkem divergence (zde skaldrniho soucinu gradientu
s vektorem) je invariant. Kdyby ndboj nebyl invariantni, nebyla by invariantni ani rovnice
kontinuity — tedy jeji prava strana by nemusela byt ve vSech soustavach nulova. Tim se kruh
uzavird: rovnice kontinuity fikd, Ze ndboj nemé nikde vznikat nebo zanikat; pokud by naboj
nebyl invariantem, pak by rovnice v nékterych soustavéach neplatila, takZe v téch by ndboj mohl
vzniknout ¢i zaniknout.

J=0, tj. JPo+J,=0 < +div/ =0. (5.10)
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5.2.2 Nejednoznacnost Ctyr-potencialu — kalibracni invariance teorie

Nyni se na Maxwellovy rovnice podivime z druhé strany, jako na pfirodou predloZené fun-

damentélni rovnice. Co s nimi? Jak vime, druha sada je automatlcky splnena pokud se pole
vyjadii pom001 potencidlli znimym zpisobem E = —grad¢ — %? , B = rotA, ¢tyf-rozmérné
zapsdno [, = A, , — A, , . Kdybychom misto ¢tyf-potencidlu A, vzali jiny ¢tyf-potencidl

AM = Au + Xp
kde x, je n€jaka Ctvefice funkci, pak F),, se zméni na
Fo=A,—A =4, — Ay + Xou — Xpw = Flw + Xop — Xpuw

— tedy nezméni se, pokud bude platit

X)u"l/ = XV’/‘L *

Tato podminka je splnéna pravé tehdy, kdyz x,, je gradientem néjaké skalarni funkce (= ),
tedy x, = x,. (diky ziménnosti parcidlnich derivaci).

Shrneme: Ctyf-potencidl neni uréen jednoznacné, na polich (tim pddem na Maxwellovych
rovnicich) se nic nezméni, pokud provedeme “kalibra¢ni transformaci”

A=A+ x4, (5.11)

kde  je libovolny skalar [“elektrodynamika je invariantni vic¢i kalibraéni transformaci (5.11)”].
Tato kalibracni volnost je podstatnym rysem elektrodynamiky. Lze ji také prakticky vyuzit a
zvolit funkci y tak, aby potencidl nabyl podoby, ktera je pro dany problém co nejvyhodnéjsi.

Nejobvyklejsi volbu pfedstavuje Lorenzova kalibraéni podminka’

8 .40 i 1 9¢

A”g:O, t]. A’O—FAJ':O <~ 028 +dVA—0 (5.12)
Je ziejmé, jak se ke Ctyf-potencidlu takovéto vlastnosti da dostat od “obecného” piipadu AP:
vyuZije se kalibra¢ni volnosti, prejde se k A” = AP + -7, po novém potencidlu se poZaduje
AP 5 = 0 aztoho dosazenim vyplyne, Ze kalibra¢n{ transformaci je tfeba provést s y spliiujicim
rovnici

X’Bﬁ =0xy=-4%4.

Ctverecek znadi tzv. d’ Alembertliv operator, totiZ soucet druhych parcidlnich derivaci; jedna se
o roz8iteni Laplaceova operdtoru o ¢asovy ¢len v duchu skalarniho sou¢inu Minkowského,

o 0 3} 3} 02 L0 0 1 92
W (S0 0,0, = 0°0,) =1 ) = SestA.

H= KA TEO PR = i Yo

Dile je zfejmé, ze Ctyi-potencidl neni ani Lorenzovou podminkou uréen jednozna¢né: miZzeme
jej bez poruSeni podminky ménit o gradienty funkci y, které vyhovuji d’ Alembertové rovnici
Uy = 0.

Vyhodnost Lorenzovy kalibra¢ni volby je vidét na vlnové rovnici:

3 Podminka se jmenuje podle ddnského fyzika L. Lorenze, nikoli podle jeho holandského kolegy H. A. Lorentze
(pro nds spojeného predevsim s transformaci).
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5.2.3 VInova rovnice

Druhou sadu Maxwellovych rovnic jsme tedy identicky splnili volbou F,, = A, , — A4, , ale
jesté se musime podrobnéji podivat, co plyne dosazenim tohoto vyjadfeni do prvni sady:

APy — APy = ]

V druhém ¢lenu vidime —[JA®. Prvni ¢len lze diky zdménnosti parcidlnich derivaci vynulovat
volbou ¢&tyf-potencialu, ktery vyhovuje Lorenzové podmince A” 5 = 0,

Aﬁ’ag = Aﬁ,ga = (Aﬁﬂ)’a =0.

Pro ¢tyf-potencidly, které spliiuji Lorenzovu kalibra¢ni podminku, tedy prvni sada Maxwello-
vych rovnic vede k vlnové rovnici

0A° — e (5.13)

Vzpomeneme-li na definice J* = (cp, J ), A = <% ,ff) , snadno tuto ¢tyf-vektorovou rovnici

rozepiSeme na znamé tiirozmérné tvary

-

(=10:) D¢:—§, (a=j:) OA=—pJ.

Na vInové rovnici je konecné piimocaie vidét, Ze Ctyr-potencidl musi byt ¢tyf-vektorem.
Ctyi-proud na pravé strané je totiz étyf-vektorem a d’Alembertiiv operitor vlevo je po alge-
braické strance invariantem (je to skaldrni soucin dvou gradienti a gradient je kovektorem). Kdo
by to chtél dplné presné, at’ si uvédomi kalibra¢ni volnost v potencidlu (5.11): ¢tyf-potencial
vlastn€ nemusi byt ctyf-vektorem, ale musi se od Ctyf-vektoru liSit nejvyse o Clen, ktery se da vy-
jadrit jako gradient skalarni funkce. (Pokud navic poZadujeme Lorenzovu kalibracni podminku
— a u vlnové rovnice tvaru (5.13) jsme ji poZadovali —, pak tato funkce musi navic spliiovat
homogenni vlnovou rovnici Ly = 0.)

Vinova rovnice pro F,,

799

“VInovou rovnici” se v elektrodynamice obvykle mysli konkrétné vinova rovnice pro potencial
A*, o které jsme pravé mluvili. AvSak i samotny tenzor elektromagnetického pole (tedy elektrické
a magnetické pole) spliiuje vlnovou rovnici, jak se snadno presvéd¢ime, kdyZz druhou sadu
Maxwellovych rovnic (5.7) zderivujeme podle jednoho z jiz se vyskytujicich indext — napiiklad
podle z*:

0 = (Fupt Fpuw + Fopp)’ = Fu” + Fpp + Fp ) = (5.14)
= UFu+Fy+Fpy’n=0F0 —pduy + pduy
— OF =t (e — Juy) - (5.15)

Vyuzili jsme (v druhém a tfetim Clenu) jen zdménnosti parcidlnich derivaci a poté 1. sady
Maxwellovych rovnic. Jak vidno, tato vlnova rovnice je dokonce homogenni, pokud ma Ctyf-
proud nulovou ¢tyfrozmérnou rotaci.
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5.3 Dualni tenzor a invarianty elektromagnetického pole

Jak jsme jiZ vzpominali, Einstein uvadél, Ze na jeho cesté k principu specidlni relativity sehral
vyznamnou roli odliSny obraz “magnet-elektrické” indukce z hlediska magnetu a z hlediska
vodivé smycky: bylo zjevné, Ze v soustavé magnetu je jen magnetické pole, zatimco v soustaveé
spojené se smyCkou musi existovat jak magnetické, tak elektrické pole. Einstein tak vytusil,
Ze jen urcité spolecné jednoté elektrického a magnetického pole lze priznat objektivni, na
vztazném systému nezdvislou existenci. Ve Ctyf-rozmérném podéni elektrodynamiky je relativita
elektrického a magnetického pole vyjadiena tim, Ze jako slozky tenzoru elektromagnetického
pole jsou ' a B z4vislé na inercidlni soustavé — jejich hodnoty ve dvou inercidlnich soustavéch
jsou konkrétné svazany Lorentzovou transformaci

Fl,tz/ = AMPAVUFPU ) F'oP = Aa“/Aﬂde .

Casto Ize dokonce pro dané elektromagnetické pole F,,, najit takovou soustavu, v niZ vymizi
elektrické pole, a na druh€ stran€ jinou soustavu, v niz vymizi pole magnetické. Je-li ovSem F),,
tenzorem, md informace v ném obsaZena i urcitou invariantni, na systému nezavislou ¢ast. Tvar
a zpusob ziskani této informace nejsou zavislé na fyzikdlnim obsahu tenzoru, jsou dany Cisté
tim, Ze I}, je bivektorem (antisymetrickym tenzorem 2. fddu).

Z libovolného bivektoru se totiz daji vytvorfit dva nezavisl€ invarianty, F),, """ a F),*"F'*",
kde

1
W a— 3 (S (5.16)

je tenzor dudlni k F'*V. Je to zjevné také bivektor, takZe na diagondle ma rovnéZz nuly. Kdyz
upiesnime, Ze ¢tyfrozmérny Levi-Civitiv tenzor je zcela antisymetricky tenzor uréeny slozkou

1B (= —?) = 1 — €o123 (= €123) = +1

snadno dopocitame i dal$i komponenty dudlniho tenzoru,

1. 1 4 1 . :
*[0j — 5 EOJPUFpO_ _ 5 eojkrlel — _5 ejkzleklmBm — _pi :
i — L ijpo L ijo L ko ijOk ijk L i
FY = € F,, = - €7 Fop + €7 Fio = €7 Fop, = =€V Fy, = — €7V E),
2 2 2 c
tedy zcela explicitné
0 B, B, B, 0 -B* —-BY -—-PB*
\ -B, 0 E _E o B0 B L
F/,w = _By __E* 0 % ) F7 = BY _E: 0 % (517)
B A E B0
Vidime, Ze dualitni transformace vzdjemné prohazuje elektrické a magnetické pole.
Pomoci dudlniho tenzoru se daji zapsat Maxwellovy rovnice v dudlnim tvaru
TP =0, v pleyid = 1T €app - (5.18)

Prvni (tj. vlastné druhd) sada plyne z toho, Ze

F 6,5256 o Frop =€ 77 Flpo gleyia = 0 ;

druhou (tj. prvni) sadu si milizete ovéfit tfeba po slozkach, podobné jako jsme to délali s (5.7).
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Mezi plivodnim a dudlnim bivektorem existuji rizné obecné platné vztahy (hlavnim z nich
je, Ze dudl z dudlu je minus ptivodni tenzor), ale nebudeme zde “vlastnosti hvézdi¢ky” nijak déle
rozvijet, zaméfime se jen na invarianty. Pfedevsim by se mohlo zdét, Ze dalsi invarianty poskytuji
vicendsobné souciny F," F,"F," ... F)\" F.*, ale nenf tomu tak: sou¢iny s lichym poctem ciniteld
jsou nulové, ponévadz souciny se sudym poctem ¢lend a s nevyséitanymi “krajnimi” indexy
jsou v téchto symetrické; a o sudych soucinech se ukdZe, Ze se daji vyjadrit pomoci uvedenych
dvou “kvadratickych” invarianti. Invariantem je také determinant (smiSeného) tenzoru 2. fadu,

vl

ale ani ten nepfindsi v ptipadé bivektoru nic nového — je totiz dan druhym invariantem,

1 2
det(F,”) = det("F,") = — (ZFW*FW) . (5.19)

Nyni jiz ze znalosti slozek (5.5), (5.17) invarianty vyjadiime pomoci elektrického a
magnetického pole:

. g 2 , y 2F?
E,F" = 2F;FY + F;F7 = —5EE + e B’ B = 2B* — . (520
, 2 , 4 4 =
EF" = 25, FY + FF7 = “E;B + - ¢4 B*"E, = - E - B . (5.21)
C c C

5.3.1 Kovariantni vyjadieni elektrického a magnetického pole

Na zacatku kapitoly o elektrodynamice jsme zjistili, Ze snaha o rozsifovani tii-vektort E, B
o Casovou slozku neni dobrou cestou k prostoro-¢asovému elektro-magnetismu (test: pokud
jste dosud Cetli porddné, nevidite v téchto slovech pomlcky; v opaéném piipadé doporucujeme
zacit znovu od zacitku — azZ do té doby. . . ). Teraz, ked mdme tenzory F),, a *F},,, se miZeme
znovu zeptat, zda prece jen nejde s jejich pomoci vyjadrit elektrické a magnetické pole néjak
kovariantné. Vidime, Ze elektrické pole je ddno “Casovymi” slozkami F),,, a magnetické pole
“Casovymi” sloZkami *F},,,. Tento vyrok Ize fici kovariantné: elektrick€ a magnetické pole maji v
systému spojeném s pozorovatelkou charakterizovanou ¢tyf-rychlosti 4* (nemusi byt ani nutné
inercidlni) hodnoty

Eu = ;wﬁya Bu =—=" ;u/&l/ . (5.22)
c
Je thned vidét, ze
Ea* =0, B,i"=0

a 7e kdyz vztahy vycislime specidlné v klidové soustavé pozorovatelky, tedy v soustavé, v niZ
ma (jeji) étyf-rychlost # slozky (¢, 0,0, 0), dostaneme spravné

~

» 1* *
Eu:F#()C:E#, B#:_EF#OC:_ ;LOZB;J,-

Vztahy (5.22) Ize pfepsat i v opacném sméru,

1 /7~ A 1 kT
Fu = (Eyuﬂ - Euu,,> + — "B (5.23)
* 1 g AO'A - ~T 1 TRA N >
F;u/ = 5 el.Ll/po'Fp - @ €uvpo (E uw’ — EPu ) + % Euypo—ep AURBA =
1 nl 1 K S KSA) & D
= g euupa'E uf — E (5M5V — 51/5#) u,{BA =
1

= 5 e’ E +E(B,LuV—ByuM , (5.24)
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kde jsme vyuZili identity
€urpo €T = —2 (5553 - 5552‘) .

Snadno se zkontroluje, Ze prvni, resp. druhé pfifazeni (5.22) plyne ze (5.23), resp. (5.24)
prosté vyndsobenim 4" — staci si k tomu uvédomit, Ze €,,,\0"1" = 0 (Levi-Civitilv tenzor
je antisymetricky ve vSech indexech, takZe jeho vnitini vyndsobeni libovolnym symetrickym
tenzorem davd nulu), a vyuZit normalizace &tyf-rychlosti 4, 4" = —c2.

Kdo chce, miZe si jest¢ dosazenim kovariantnich rozklada (5.23), (5.24) “elegantné

vy(islit invarianty,

V?’

v I J e 1 ~K A 1A1/A 1AAV11/0AA
F,F" = (;E,,uu 2 Wy, + Cﬁuvm\u B )(;E u“_C_QEMu +Eeﬂﬂ upBa) =
1 - nl 1 - 0 1 HUPT AK DAL T
= B BB G B G e W BB, =
2 A n 2 o o AN T
= C—2EuE _2(6[)6 -9 50) B UpBa:
2 a2 2
= S BB - S BB, = — 5 BB 4 2B,
* Y Lo L~ 1 ~ KT ]‘A/\l/ 1AV/\ 1 vpo s T
F,,JF' = (gEuuu_c_gEuuv+E€uvm\“ B’\> EB“u _EB u“—l—ge“p u,,EU) =
1.1 1 o
= —EVB +_E/LB +—3€“V,i)\€u P7ut B upEO':
& C
2 5 0a o o <P ~ T 4~ A
= —E,B"— — (605 —d70%) a,E, = - E,B"
C C

5.4 Lorentzova Ctyr-sila

Zatim jsme se zabyvali vlastnostmi elektromagnetického pole a tim, jak je toto pole buzeno
zdroji. Nyni je jesté tfeba dodat, jak dané pole plisobi na testovaci ndboj. Vime, Ze to je
ddno Lorentzovou silou. Mezi &tyi-silou F* a tfirozmérnou silou f? jsme nalezli obecny vztah
Fr= (... 7 f ) tak budeme Lorentzovu ¢tyf-silu odhadovat podle tvaru jejiho tifrozmérného
protéjSku fL = q(E +7x B ). Veli¢iny, které v fL vystupuji, jsou v Minkowského prostorocasu
obsazeny ve veli¢inach ¢, F'*" a u*. Je zjevné, Ze (aZ na znaménko) existuje jediny rozumny
zpusob, jak z téchto veli¢in sestavit ¢tyf-vektor:

Fl' = qF"y,, | . (5.25)

Porovnanim s (5.22) vidime, Ze se jednd o g-nédsobek elektrického pole v soustavé testovaciho
naboje (dané jeho Etyf-rychlosti u*). Vyjadiime-li F{' v obecném inercidlnim systému, zjistime,
Ze prostorovymi (1 = ) sloZzkami tohoto Ctyf-vektoru jsou skute¢né (i se spravnym znaménkem)

Fy, = qF"u, = ¢(F%uq + Fu;) = g (E' + €7%0;B;,) =g [E +(@x B)| =7f1,
kde jsme jen dosadili u, = y(—c, U). Podivejme se, co vychdzi v asové sloZce:
0 0 1 . 1 - 1 -
F = qF7u; = Efquij = E’qu-v = E*nym :

Vyraz qﬁ - ¢ znamend vykon elektrickych sil a diky tomu, Ze (¢ X é) - U = 0 (magneticka
sila nekond prici, protoZe plisobi kolmo ke sméru pohybu), jednd se zarovenn o vykon celé
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Lorentzovy sily, ffJ -v. Uvazime-li ddle, Ze v = % , je vidét, Ze Casova slozka Lorentzovy Ctyi-
sily ma vyznam vykonu Lorentzovy sily fL vztazeného na jednotku vlastniho Casu testovaci
castice 7 a déleného c.

Dodejme zde, Ze elektromagnetickd interakce je jedinou fundamentédlni makroskopickou
interakci kromé gravitace. Gravitaci ovSem ve specidlni teorii relativity neuvaZzujeme, kromé
toho v obecné teorii relativity je gravitacni interakce “geometrizovana” (popsdna geometrickymi
vlastnostmi prostoro¢asu) a pojem “gravitacni sily” se tam viibec nezavadi. Lorentzova Ctyf-sila
je tak v teorii relativity zdaleka nejvyznamnéjSim piipadem Ctyi-sily.

5.4.1 Lorentzova Ctyi-sila neméni klidovou hmotnost

V kapitole o mechanice jsme odvodili vztah n,,, F'Hu” = —czdd@ , ktery fikd, Ze pokud na téleso
pusobi Ctyf-sila kolma na jeho Ctyf-rychlost, neméni se pii pohybu klidovd hmotnost télesa.

Lorentzova Ctyi-sila md tuto vlastnost, jak snadno uvidime po dosazent,
FM v F;L)\ v Fu)\ =0
N v = 1 qF" uyu” = gF*" uyu, =0,

z toho, Ze tenzor F** je v indexech [u, A] antisymetricky a uyu,, symetricky. Pokud se klidova
hmotnost ¢astice v ¢ase neméni, je Cg'l = mgddiM , takZe pro Lorentzovu Ctyf-silu ma pohybova
. T T
rovnice podobu
dut

mo— = qF"u, . (5.26)
dr

5.4.2 Hustota Lorentzovy cCtyi-sily

Pokud je tfeba popsat plisobeni sily na rozlehlé téleso, hodi se k tomu vice ¢tyf-sila vztaZzena na
jednotku objemu. Ctyf-vektorovy charakter veli¢iny, jak vime, “nepokazi” definovani takovéto
hustoty vzhledem k viastnimu objemu — vysledkem je vlastni hustota ¢tyt-sily &* = ‘é@s . Kon-
krétné v Lorentzové Ctyf-sile je vSak extenzivni veli¢inou (takovou, kterd se méni s objemem)

jen ndboj testovaciho télesa, takZe jeji vlastni hustota ma podobu

dFf"  dq 12 - =
o= —L = L pry, = poF*u, =F"J,=(-E-J, &) , 5.27
L= T u, = poF"u (c L) (5.27)
kde pro ¢asovou slozku plati také
1 - - 1z
O =—P, - J=-0, -0
cp

a hustota tfirozmérné Lorentzovy sily je

l

o
=

oy, 5 =pE+JxB.

<

5.5 Rovinna harmonicka vina. VInovy Ctyr-vektor

UvaZzujme vlnovou rovnici v oblasti bez zdroji (J* = 0), tedy JA® = 0, a pokusme se o jeji
nejjednodussi vinové feSeni — ve tvaru rovinné harmonické viny

A= R {Aa ei’%m”} , (5.28)
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kde A* je amplituda a k* je vinovy &tyF-vektor.* Aby se skutecn& jednalo o feSeni odpovidajici
rovinné harmonické viné, museji byt A® a k* konstantni: jednak “harmonickym” se nazyva
netlumené vinéni typu sinus/cosinus, takze s konstantni amplitudou, jednak “rovinnou” vinou
je takovd, kdy mista stejné faze (tedy 1 stejné hodnoty pole) tvoii v daném okamZiku rovinu. To
znamena pozadavek, aby vztah (k,27);—xonst.—7 = konst, neboli kycT + k;z° = konst, urCoval
rovinu. PoZadavek je splnén, pokud %, je konstantni — pak vztah piechdzi v k;z' = konst, coz
j€ rovnice roviny.

Je tieba zkontrolovat, za jakych okolnosti je vyraz (5.28) skute¢né feSenim bezzdrojové
vlnové rovnice [JA® = 0. Vypocet levé strany vyZaduje znat prvni a druhé derivace A:

~ H o axg
« _ a iksx: _ o o __ o
A%, = A% 1kgaxﬂ =A 1/@,(5“ =ik, A”, (5.29)
AY L, = (A%, = (ik,A%), =ik,AY, = ik,ik, A% = —k,k, A% . (5.30)

Dosazenim tak mame podminku

w 00

Oz Ozv

0=0A"= (77 ) A =AY, = 0"k kA = n"k,k, =0 (5.31)
(trividlni pfipad A® nema smysl uvazovat). Vinovy ctyr-vektor tedy musi byt svételny. To zna-
mend, Ze na prostorocasovém diagramu mifi “pod 45°”, podél nékteré povrsky mistniho svétel-
ného kuZelu. Fyzikdln€ to znamen4, Ze elektromagnetické vinéni se Siri rychlosti svétla.

Je nutné dodat podstatnou okolnost: vinova rovnice ma tvar [JA® = —uJ® jen za pred-
pokladu, Ze ¢tyf-potencidl spliluje Lorenzovu kalibra¢ni podminku A“ , = 0. TudiZ hleda-li se
feSeni vinové rovnice tohoto tvaru, je tieba automaticky zaroven pozadovat, aby vyhovovalo
této kalibra¢ni podmince. Podle toho, co jsme vySe spocitali, to znamena pozadovat

A%, =0 <— ko A =0. (5.32)

Pole rovinné harmonické viny je velmi specidlni, jak se snadno presvéd¢ime dosazenim
do F,, a’F,

ns

E,, =ik, A, —ik,A, PP = Z PR =1 A, (5.33)
= F,k"'=0, ‘F,k"=0, E,F" =0, F,'F* =0 . (5.34)

N

Jak vidime z (5.20) a (5.21), nulovost invariantéi #kd, ze 2B = E2 A E - B = 0.

MEli bychom jeSté poznamenat, Ze k* skuteCné musi byt ¢tyf-vektor. Ma-li totiz byt
kovariantni (konkrétné¢ vektorovou) vlnova rovnice, pak n*"k,k, musi byt invariant, a tedy k*
musi byt vektor. Podobné 1ze argumentovat z toho, Ze faze k,x° musi byt invariantni.

Posledni, ale pro dalsi kapitolu o vzhledu objektii podstatna pozndmka: mé-li se faze k,x?
rovnat obvyklému “klasickému’ vyrazu k-7 — wt, tedy mé-li platit

kyx® = koct + kiz® = —wt + k|

musi mit vinovy étyf-vektor slozky

k= (—%E) R - (%E) . (5.35)

4Pro vétsi prehlednost nebudeme v dal§im upozoriiovat na to, Ze z exponencidly je tfeba vzit redlnou (pfipadng
imagindrn{) ¢ast.
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Nulovou (svételnou) povahu £* 1ze takto “ve slozkdch” vyjadrit

2 2
012 1. w 2 2 _ 2 Y%
0=nuk"'k" = —(k°)" + 6;;k'K = 2 +k = k* = |k|* = i
— Samoziejmé, prostorova Cast (svételného) vektoru musi mit stejnou velikost jako Casova.
Vlnovy ctyi-vektor 1ze tedy také rozepsat
w

w=201¢
C(;(k));

kde €1 je jednotkovy tii-vektor miiici ve sméru k.



KAPITOLA 6

Vzhled objektii

Uz jste asi zjistili, Ze véci nejsou vzdy takové, jak vypadaji! Pfipustite-li konecnou rychlost
svétla, je tomu tak uZ podle Newtonovy teorie; s konecnou rychlosti signdlu se totiZ netrividlné
skldda vzdjemna rychlost zdroje a pozorovatele. Diisledkem je hned nékolik efekti:

e Doppleruv jev: ackoliv rychlost Sifeni svétla, jak vime, na pohybu zdroje ani pozorovatele
nezavisi, ovliviiuje tento pohyb detekované rozloZeni vin (a také jednotlivych diskrétnich
signald): viny (signdly) se jevi “nahusténéjsi”, resp. “zfedénéjsi”, pokud se zdroj a pozo-
rovatel pfiblizuji, resp. vzdaluji. Barva (spektrum) bliZiciho se zdroje je tedy “modiejsi”,
vzdalujictho se zdroje naopak “Cervené;si”.

e Aberace: zdroj je vidét v trochu jiném sméru, nez v jakém se v okamzZiku vyslani svétla
“skute¢n&” nachézel (tj. kde bychom jej vidéli “okamzité na dilku”, prostfednictvim
nekonec¢né rychlého signdlu). Obecnéji feceno, vzhledem k systému pozorovatele jsou
vSechny paprsky zdroje ponékud uchyleny (“aberovdny”) do sméru, v némz se zdroj
pohybuje — cely vyzarovaci diagram zdroje je soustfedén do sméru vzdjemného pohybu.
PtibliZujici se zdroj je tim pddem pozorovan jako jasnéjsi a vzdalujici se zdroj jako méné
jasny (tomuto aspektu se anglicky tika beaming).

e Deformace: zdroj je vidét v podélném sméru (= podél sméru vzdjemného pohybu)
prodlouzeny, pokud se priblizuje, a zkraceny, pokud se vzdaluje. (Nakreslete si to, vtip je
stejny jako u Dopplerova jevu.) Navic je zdroj vidét pootoceny: poleti-li napt. v dalce po
pfimce krychle tak, Ze jedna jeji st€éna bude natocena pfesné€ k ndm a jina pfesné do sméru

pohybu, uvidime navzdory popsané geometrii trochu i jeji “zadni” sténu, ponévadz fotony,
které nds nakonec zasdhnou, mohou vylétat ze “zadni” st€ény mirné€ Sikmo “dozadu”.

Ve specidlni relativité by tyto efekty mély vychézet jinak, ponévadZ se jinak sklddaji rychlosti.
Specidlné tam navic dochazi k dilataci casu a kontrakci délek, a to by mohlo byt zajimavé u
pfibliZujicich se zdroju. TotiZ podle Lorentzovy transformace jdou jakékoliv “pohybujici se”

179 79

hodiny (tedy i ty, které se “pfiblizuji”’) vii¢i “stojici” soustavé pomaleji (dilatace Casu), avSak
klasicky Doppler tikd, Ze pokud se na blizZici se hodiny podivame, uvidime je jit rychleji nez
stojici. Podobné je to s délkou: podle Lorentzovy transformace jsou veskerd “pohybujici se”
télesa (tedy i ta, kterd se “ptiblizuji”) vii¢i “stojici” soustavé v podélném sméru zkracena, avSak
jednoduchd newtonovska tvaha o chodu fotont fikd, Ze blizici se télesa jsou vidét v podélném
sméru delsi.
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“Lokalné odméfit” versus “(na dalku) vidét”

Uvédomte si, pro¢ jsou zdliraznéna slova videér: kdyZ jsme odvozovali napt. vztah pro kontrakci
délek, zajimali jsme se o polohu bodi tyCe v urCité inercidlni soustavé v daném okamZiku
prislusného inercidlniho c¢asu; podobné pii odvozovani vztahu pro dilataci ¢asu jsme okamzity
udaj na “pohybujicich se” hodindch porovnévali vZdy s udajem na “stojicich hodinach” v daném
misté. Tedy kdyZ jsme podle Lorentzovy transformace piepocitdvali mezi soustavami délkové
¢i Casové tseky, nevstupovalo nikde do hry Sifeni svétla. KdyZ se v§ak nyni (poprvé) ptame, jak
vidi néjakou ty¢ nebo hodiny urcity pozorovatel, musime Sifeni svétla vzit také v ivahu, protoze
fotony, které k pozorovateli dojdou v ur¢itém okamziku, obecné cestovaly po riznych drahdch

a startovaly z riznych mist zdroje v riznych ¢asech.

TakzZe jak to vlastn€ dopadne?

6.1 Doppleriv jev a aberace

S jakou frekvenci a z jakého sméru prichédzi k pozorovateli svétlo zdroje? Obg informace jsou
obsazeny ve vlnovém ctyf-vektoru k*. Spojme se zdrojem soustavu IS’ a s pozorovatelem
soustavu IS, pficemz jejich osy = a x’ nato¢ime (bez Gjmy na obecnosti) tak, aby mifily pfesné
ve sméru vzdjemné rychlosti a aby se IS’ vi&i IS pohyboval v kladném smyslu z. Uloha je
dvourozmérnd, protoze vzdjemnd rychlost ¢ a spojujici svételny paprsek (vinovy vektor E)
definuji rovinu. Nastavime proto ddle soustavy tak, aby osy z a z’ byly k této roviné kolmé;
tloha se tak bude odehravat v roviné (x,y), resp. (', y'). Vlnovy vektor je, jak vime, svételny
(Nuwk*k” = 0 < k = w/c), takzZe jeho slozky v soustavach IS a IS’ 1ze zapsat

= Y (1,€m) = d (1,cos6,sin6,0),
C C
/ /

' =—(1,é4) = “ (1,cos6,sinf,0),
c

kde 6 (resp. €') je thel mezi kladnym smérem osy z (resp. =') a smérem, ve kterém miFi
paprsek (tedy vlnovym vektorem), orientovany “proti sméru hodinovych ru¢icek”. Nec¢arkované
a ¢arkované slozky vinového étyf-vektoru jsou svazany Lorentzovou transformaci k'* = A* k",
konkrétné specidlni Lorentzovou transformaci “ve sméru x”.

6.1.1 Doppleriv jev

Dosazenim do asové slozky transformace £ = A%k + A% k!, tedy o’ = yw — 72 wcos b,
dostavame ihned vztah pro Dopplertiv jev,

1 W' . 1 We
w=—————, mneboli ws = — v—m 6.1)
71— Zcost 71— Zcost
(pfipomenime, Ze w' = wen je frekvence zafeni viaci klidové soustavé zdroje a w = W

frekvence vici klidové soustavé pozorovatele). Je vidét, Ze oproti klasickému vzorecku je zde
navic Lorentziiv faktor v. Zkontrolujme specidlni pfipady:

e § =0 = cosf = 1 odpovida tomu, Ze svétlo k pozorovateli prichdzi presné v kladném
sméru osy z, neboli pozorovatel vidi zdroj pfesné v zdporném sméru osy x — tudiz zdroj
se k pozorovateli priblizuje. Vychazi

, (6.2)
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tedy pozorovana frekvence je vyss7 nez vysilana.

e =7 = cosf = —1 odpovidad tomu, Ze svétlo k pozorovateli prichdzi presné v zaporném
sméru osy x, neboli pozorovatel vidi zdroj presné€ v kladném sméru osy x — tudiz zdroj
se od pozorovatele vzdaluje. Vychazi

. Ja-5+y

Wobs = — o — Wem )
vy1+4+2 1+7

c Cc

: (6.3)

tedy pozorovana frekvence je nizZsi nez vysilana.

e 0 =+m/2 = cosf = 0 odpovidd tomu, Ze svétlo k pozorovateli pfichdzi pfesné ve sméru
kolmém na osu x, neboli pozorovatel vidi zdroj presné ve sméru kolmém na smér jejich
vzajemného pohybu — tudiZ v okamziku, kdy se jejich vzdédlenost neménila. Vychazi

Wem
Wobs = )
Y

tedy pozorovand frekvence je niZsi nez vysilana.

“Klasicka ¢ast” Dopplerova jevu, zptisobend “fedénim” / “zahustovanim” vlnoploch v diisledku
vzdalovani / pfibliZovani zdroje, je tedy silnéjSi neZ relativisticky efekt dilatace Casu (ktery
je nezdvisly na sméru vzdjemného pohybu): pokud bychom skute¢né sledovali priblizujici se
hodiny, vidéli bychom je (navzdory relativistické dilataci) jit rychleji nez hodiny stojici. U vzda-
lujicich se hodin maji dilatace i dusledek Sifeni fotonti kone¢nou rychlosti “stejné znaménko”,
hodiny vidime jit pomaleji. Relativistickd dilatace se vSak “neruSené” projevuje v pripadé Cisté
tangencidlniho pohybu — a zptisobuje novy, ¢isté relativisticky, tzv. priény Doppleruayv jev.

6.1.2 Aberace

Nyni jeSt€ uvazime nékterou netrivialni prostorovou slozku transformaéni rovnice k'* = A* kY,
tieba y-ovou (u = 2): k2 = A%k, tedy w'sin ¢’ = wsin 6. Dosazenim w’ = yw (1 — £ cos 6)
z dopplerovského vztahu (6.1) dostdvame

1 siné
in/ = - ——— . 6.4
S 71— %cost ©4)

Podobné bychom dosazenim w’ do x-ové (u = 1) slozky transformacni rovnice,

KL= ALEO £ ALKt W cost = —yow + ywcosh,
&

dostali
cos ) — COSH—_% (6.5)
1—Ycosd ’

coZ se da invertovat snadnéji nez vztah pro sin 6’:

cosf + ¢ 1 sinf¢
0=—""=< — sinfl=—-— ———— 6.6
o8 1+ %cost S v 1+ %cost ©.6)

To jsou tedy formule pro aberaci; oproti klasické podobé se opét navic objevuje Lorentziv
faktor (nikoli vSak ve vztahu pro cos ). Tento faktor (v > 1) sniZuje velikost sin 6, tedy naklani
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k (jesté vice) do sméru osy x — to znamena, Ze relativistickd aberace je vyraznéjsi nez klasicka.
9y v s 2 2 . . 2 v . s v ¥
(“V praxi” ovSem byva faktor % = 4/1 — % jen velmi mdlo odliSny od jednicky, napf. pro

rychlost Zemé ve slunecni soustavé, v = 30km/s, je % = /1 —1078.) Podivame se opét na
specidlni pripady:

e ) =0nebo @ =7 =sinf =0, cosf = +1: pak je také sinf = 0, cos = +1.

o 0/ =47/2=sinf = =+1,cos? = 0: pak sinf = j:%y,cosé’: L.

6.2 Jak dlouhou se jevi letici tyc?

Poslednim zakladnim aspektem vzhledu télesa je pozorovany tvar. Obecné je dan prinikem
okamZitého minulého svételného kuzelu pozorovatele (podél toho k pozorovateli pfichdzeji
svételné informace) s historii zdroje (tedy jeho svétotrubici). Tato historie je ¢tyfrozmérnym,
prostorocasovym tutvarem, a svételny kuZzel je tfirozmérny, takZe jejich prinikem je tfirozmérna
oblast. Pokud je téleso neprihledné, “vidi” pozorovatel prunik svého minulého svételného
kuzelu s historii povrchu télesa (ktera je tffrozmérnd) — pak je vysledek dvourozmérny. My se
vSak v této kapitole nebudeme zabyvat tilohou v takové obecnosti, poloZime si jen jednoduchou
otazku: jak dlouhou vidi pozorovatel ty¢, kterd se vi¢i nému pohybuje v podélném sméru?

Budeme tlohu pocitat v klidové soustavé pozorovatele. Nato¢ime ji tak, aby se ty¢ pohy-
bovala pfesné podél osy = v jejim kladném sméru a pozorovatele posadime do mista (x = 0,
y = yp > 0); osa z je irelevantni, protoZe problém je opét rovinny. Zdkladni tivahou je to,
Ze obraz tyce, ktery pozorovatel v daném okamziku vnima4, je dan fotony, které pravé v tom
okamZiku prileti od ty¢e do jeho oka. Délku ty¢e vymezuji dva specidlni fotony — ten, ktery v
tom okamziku prilétd od “predniho” konce tyce (= B), a ten, ktery ve stejném okamZiku pfilétd
od konce “zadniho” (= A). Pro délku letu téchto dvou fotonti plati

c(tp —tg) cosbp = —xg(tp) , c(tp —tpa)cosOp = —xa(ta) , 6.7)

kde tp je Cas, ve ktery se pozorovatel na ty¢ podivd, tg a t5 jsou casy, v nichZ z konce B,
resp. A startovaly fotony, které pravé v okamziku t¢p pfileti k pozorovateli, zg(tg) a xa(ta)
jsou polohy téchto koncii ve startovnich Casech ¢g, resp. ta, a kone¢né g a 0, jsou dhly, pod
kterymi fotony z konct tyce k pozorovateli leti, méfené od kladného sméru osy x proti sméru
hodinovych ru¢i¢ek — tedy pro néz plati tan 6 = _Z‘z Ik Vydélenim cosiny a vyndsobenim v/c
jesté rovnice upravime na

t t
vtp — vig = L 75(fs) , vtp — vtp = Y za(fa) ) (6.8)
¢ cosOp ¢ cosfy
Nyni druhd dvojice dilezitych rovnic: vztahy pro pohyb konct tyce,
[ l
xg(t) :vt+§ . xa(t) =vt — 7 (6.9)

Zdel = % je délka tyCe vii¢i pozorovateloveé klidové soustavé, tedy délka zkontrahovand oproti
klidové délce . (Cas jsme nastavili tak, Ze v £ = 0 je ty¢€ pravé symetricky kolem pocatku.) Ze
vztaht (6.9) nyni vyjadiime vtg, resp. vta, tedy

{
vt = ZL’B(tB) — 5 s vtp = fL‘A(tA) + 5 ;
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a dosadime je do rovnic (6.8). Snadnymi Upravami najdeme polohy konct ty¢e v okamzZicich,
kdy z nich startovaly fotony,

Utp + L Utp — L
fEB(tB) - 1—1}2 ) xA(tA) - 1—1)2 ) (610)
" Cccosfg " CcosOa
a odsud linedrni délku tyce odpovidajici pozorovanému vjemu,
vip + L vitp — L
lp E(L’B(tB) —{EA(tA) = 1 7)2 - U2 . (611)
- ccos O - ccosfp

Déle podrobnéji vySetiime limitni pfipady — kdyZ je ty¢ velmi daleko pfed pocatkem a velmi
daleko za pocatkem.

o Tyc¢ piiléta z dalky: xp(tg) a za(ta) jsou velké (proti yp) a zdporné, takze cosfp — 1,
cosfp — 1. Vztah (6.11) v tom piipadé dava

U2
l+_vtp+§ vtp—% 1 yl-a 14

S P 1-2 1-¢ 1-2 1—

ol

6.12)

ol

Zjevné plati I} > ly (> [). Navzdory relativistické kontrakei je tedy pribliZujici se ty¢
vidét delsi, nez kdyby se nepohybovala.

e Tyc odlétd do dalky: xp(tg) a xa(ta) jsou velké (proti yp) a kladné, takze cos g — —1,
cosfp — —1. Vztah (6.11) v tom piipadé dava

02
vtp + 1 vtp — % l -z 1-2¢
lp = 2 2 = =1 =1 <. 6.13
S T T (1)

Zjevné plati [y (> 1) > lp — ty€ se jevi jesté kratsi nez podle relativistické kontrakce (jak
ovSem vime, “opticky” efekt je ve skutecnosti silnéjsi, takZe je spiSe na misté fikat, Ze ty¢
se diky kontrakci jevi jeSté o néco kratsi nez “klasicky™).

e V dobé, kdy je ty¢ “okolo” pocitku, je tieba pouZzit piesny vzorec (6.11). Jediné pokud
by byla ty¢ velmi dlouhd proti yp, Slo by i v této fazi ¢asteCné uvazovat limitni piipady,
zde konkrétné zg(tg) > yp > 0 a zdroven xa(ta) < —yp < 0, tudiz cosfp — —1 a
zaroven cos 5 — 1. Vztah pro pozorovanou délku tyce (6.11) v tomto piipadé dava

Utp—{—% Utp—é | —2vtp?
lP: v - v - 2
1+2 1-2 — v

c2

(6.14)

Ty¢ se tedy v tomto pribliZeni postupné zkracuje, a to linedrné s Casem tp. Vztah prechazi v
prvni limitni vysledek [} v Case tp = —;—v a v druhy limitni vysledek [, v Case tp = +2L .
Dosazenim do (6.9) potvrdime, Ze v Case t = _2l_v jexg =0,2zp = —laviaset = +5-
je zg = +I, o = 0, tedy Ze prvni hodnota dle oekdvani odpovidd okamziku, kdy je
predni konec ty€e pravé v pocatku, a druhd hodnota okamzZiku, kdy je tam zadni konec.
(Pravé v téchto fazich ovSem neni zde uvazovana limita platna!)
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e Jesté bychom mohli vyzkouset, kdy pozorovatel vidi “spradvnou’ (zkontrahovanou) délku

[. Jisté to musi byt v “prostiedni” dobé, takZe vyjdeme z rovnosti 1_1%?;% = [. Snadno
Tz
najdeme, Ze ji odpovidd Cas tp = zic Z “pohybovych rovnic” (6.9) bychom mohli

opét zjistit, kde se v tento okamZik nachdzeji konce tyCe, ale zde je spiSe vyznacné
to, kde byly konce tyce, kdyZ z nich startovaly fotony, které doletély k pozorovateli v
okamziku tp = QLC . Na to odpovidaji vyrazy (6.10). Uchylime-li se opét k jejich limitam
cosfp — —1, resp. cos 0 — 1, najdeme dosazenim Casu tp = 2% pozice xg(tg) = —I—é ,
za(ta) = —1L, tedy ty¢ symetricky poloZenou kolem poétku. (Pokud je ty¢ velmi dlouhd
ve srovnani s yp, je tedy pro tento dsudek uvazovand limita pouzitelna!)



KAPITOLA 7

Variacni principy

Na billboardech se tvrdi, Ze (mtj svét) = (moje banka), ale doufame, Ze vy si oblibite jiné
rovnosti. Teoretiéti fyzikové vas naptiklad budou ucit, Ze (muj svét) = (mdj lagrangian). Eugene

£99

Wigner kdysi napsal ¢lanek o tom, jak “nepochopitelné G¢innd” je matematika — nase mate-
matika — pfi pozndvani svéta. Jest€ nepochopitelnéjsi je, jak Gcinnd jsou pii ném “‘estetickd”
vychodiska, pfedevsim predpoklady symetrii. V této kapitole pfipomeneme postupy z podobné
kategorie, které se ptres svij naivni obsah zdaji mit podivuhodné obecnou platnost a pomoci
nichZ se zejména v teoriich pole “rutinné” prochézeji celé tfidy moznosti: variacni principy. V
nerelativistické fyzice se probiraji spiSe pro zajimavost, jako doplnéni “kauzalniho” pohledu
vyjadfeného diferencidlnimi rovnicemi, ale v relativit¢ — ve spojeni s poZadavkem invari-
ance teorie (tedy akce a lagrangianu) vici Lorentzovym transformacim — nabyvaji hlubsiho
fyzikédlniho vyznamu a stavaji se i velmi praktickou metodou hledani moZnych podob zdkond.

Historie varia¢nich principl je pfipomindna od Herona z Alexandrie (10-70), ktery si
v8iml, Ze pii odrazu si svétlo vybird nejkratsi cestu. Persky u¢enec Ibn al-Haytham (latinsky
znamy jako Alhacen; 965-1039) ve svych rozsdhlych pojednanich o optice mj. uzil podobného
pravidla (o “nejsnadnéjSi” cesté) pro pochopeni zdkona o lomu svétla, ktery tehdy objevil
Ibn Sahl (940-1000) z Baghdadu; zakon je dnes zndm spiSe podle leidenského matematika
Willebrorda Snellia (1580-1626). Jeho pfesné vysvétleni poskytl Pierre de Fermat (1607-1665),
na zakladg principu, Ze svétlo se §if{ podél drahy, podél niZ spotiebuje nejméné casu. (Fermativ
princip byl pozdéji jesté dale upiesnén tak, Ze spotfebovany ¢as nabyva podél realizované drahy
staciondrni hodnoty — muze to byt i maximum, jako napf. u gravitacnich ¢ocek.)

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) uvaZoval o tom, Ze sou¢in hmotnosti, rychlosti a
vzdalenosti (mvs), presnéji integrdl z rychlosti podél drahy (tzv. i¢inek), je patrné v pfirodnim
déni extremalizovén. “Varia¢ni” je ostatné i jeho zndmé presvédceni o “nejlepSim z mozZnych
svétd”, vybraném stvoritelem metodou minimalizace zla, které se stalo vlivnou verzi pohledu
typického pro kiestanské myslitele. K “nekone¢né moudrému tvirci” dospél i Pierre-Louis
Moreau de Maupertuis (1698-1759), ale na zakladé vérohodnéjsiho (podle né€j dokonce nej-
siln¢j§tho moZzného) argumentu: svét je zafizen tak, aby k veSkerému déni stacilo co nejméné
usili. Tvrdil, Ze pfi pohybu télesa je ucinek (obvykle uvazoval integrdl z kinetické energie
pres Cas) minimalizovan, avSak nebylo moc jasné, zda pravé takovato moZzZnost je “nejispor-
néjsi” a pro¢ by se viibec méla realizovat. Pocatky variacniho poc¢tu v “techni¢téjsi” podobé
se spojuji se jménem Jakoba Bernoulliho (1654-1705), konkrétné s jeho feSenim problému
brachystochrony, pfedlozeného jeho bratrem Johannem. Pfi feSeni Huygensova problému tau-
tochrony pak ve formulaci variacniho poctu vyrazné pokrocili Leonhard Euler (1707-1783) a

7
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Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).! Pfedev&im spolu nasli nutnou podminku pro minimali-
zaci integrdlu z funkce zavislé na poloze, rychlosti a ¢ase (Eulerovy-Lagrangeovy rovnice této
varia¢ni tlohy) a Lagrange nésledné varia¢ni pocet rozvinul t€méf do moderni podoby. V jedné
préci o extrémech kiivek dodal Euler k “optimalizaci svéta”: “JelikoZ uspotradani VSehomira je
to nejdokonalejsi a pochdzi od nejmoudiejsSiho Stvofitele, nedéje se ve sveté nic, na Cem by se
neprojevovala néjaka vlastnost maxima ¢i minima. NemiZe byti proto nejmensi pochybnosti, Ze
veskeré ucinky ve VSehomiru 1ze dovoditi jak metodou maxim a minim, tak z pasobeni pricin.”

To je ovSem docela hustd kdva, upozoriiovali zvlasté¢ nédsledovnici Reného Descarta,
protoZe misto toho, aby bylo déni v kaZdém okamZiku uréeno dostate¢nymi pficinami, zde jako
by Pfiroda vidéla do budoucnosti a na zdkladé toho si vybirala, jak se zachova ted’. Ve skute¢nosti
do budoucnosti moc vidét nemusi, ponévadz ma-li byt urcitd veli¢ina optimalizovdna podél
néjaké konecné drahy, musi byt optimalizovdna podél kazdého jejiho jakkoli malého useku. Ale
prvek vybéru zde rozhodné je — jako by si napf. ¢astice v kazdém bodé drahy “ohledala” své
prostorové a casové okoli a pak se vydala extremalni cestou. Jak piSe R. Feynman ve svych

v

do toho se tady nebudeme poustét, je k tomu zapotiebi vinovych predstav. Dodejme, Ze pravé
Feynman podal formulaci kvantové mechaniky, v jejimz rdmci Castice spiSe “béZi zdroven
po vSech myslitelnych drahdch”, ale pravdépodobnost jejiho vyskytu ma obvykle velmi ostré
maximum na “klasické trajektorii”.)

V této kapitole pfipomeneme d’Alembertiv princip virtudlnich praci, hlavné vSak uka-
Zeme pouZziti integrdlniho, Hamiltonova principu — pfi hleddni pohybovych rovnic pro hmotnou
Castici, ale také pri odvozeni prvni sady Maxwellovych rovnic. Zdtraznime pfitom roli Lagran-
geovy funkce a poZadavku jeji lorentzovské invariance a ukdZeme moznost, jak tuto funkci hledat

s pomoci d’ Alembertova principu, pokud by sama invariance nebyla dostate¢nym voditkem.

7.1 d’Alembertiiv princip, Lagrangeovy rovnice 1. druhu

V klasické mechanice d’ Alembertiiv variaéni princip zni
dp; ;
- —— )" =0, 7.1
(f T ) T (7.1)

kde f; je vyslednice vtisténych sil a 6z je virtudlni posunuti. Virtudlni posunuti je zavedeno
jako izochronni, tj. (6t = 0), coZ mj. znamend, Ze skutecné posunuti je vzdy jiné neZ posunuti
virtudlni. Je-li systém podroben né&jaké vazbé o(t, ) = 0, pak virtudlni posunuti s ni musi byt
ve shodg, tj. musi platit ;02" = 0 — jinak fedeno virtudlni prace vazbovych sil je nulova.”
Jinak viak miiZe byt 62 libovolné, takZe se¢tenim d’ Alembertova principu a vazbové podminky
(vynasobené Lagrangeovym multiplikdtorem \) obdrZime Lagrangeovy rovnice 1. druhu

dp;
dt

— fi4+ M (72)

! Tautochrona (té% izochrona) je rovinnd k¥ivka vyznacnd tim, 7e hmotné body, které jsou v dany okamZzik
pustény z kteréhokoli jejiho bodu, aby podél ni bez tfeni padaly pod vlivem homogenni tiZze, dobéhnou do jejtho
minima ve stejny okamzik. Brachystochrona m4 jinou vyznacnou vlastnost: body po ni probéhnou uréenou drahu
za nejkratsi dobu. Ukdzalo se, Ze obé vlastnosti ma stejnd kfivka, totiz cykloida.

2 Pravé na tuto skute¢nost — tedy na to, Ze na rozdil od Newtonovy pohybové rovnice neni tieba do f; zde

v zévorce zahrnovat vsechny sily, ale jen ty “opravdové” (“vtisténé”) — upozornil Jean le Rond d’Alembert
(1717-1783). Jinak je tento diferencidlni princip dilem Lagrangeovym.
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Ve specidlni relativité se kromé “samoziejmosti”, totizZ pfechodu do ¢tyfrozmérného pro-
storocasu a od “soufadnicového” (absolutniho) ¢asu ¢ k vlastnimu ¢asu 7, méni vlastné jen to,
Ze virtudlni posunuti dx* neni izochronni. Vzhledem k relativité soucasnosti by totiZ takovou
vlastnost stejné neslo Zadat vici vsem inercidlnim soustavdm. Jinak je vSe obdobné jako v kla-
sické mechanice: vazbu zapiSeme p(2*) = 0, vazbovou silu tedy Ay, a vazbovou podminku

_ dpy

3 0x* = 0 dostaneme
~

@ 02" = 0. Po jejim secteni s d’ Alembertovym principem <Fu
Lagrangeovy rovnice 1. druhu v podobé

dpy

= Fat Ao (7.3)

Pfedstavuji 4 rovnice pro 6 nezndmych (x#, A, mg); navic v§ak mame rovnici p(z") = 0
pro vazbu a normalizaéni podminku u,u* = —c* pro &tyfrychlost. Rovnice jsou evidentn&
kovariantni, protoZe p,, je kovektor, a to 1 po derivaci podle invariantu 7 — a na pravé strané F),
je kovektor, ¢ je invariant, takze ¢ ,, kovektor, a A je invariant.

7.2 Hamiltondv princip, Lagrangeovy rovnice 2. druhu

Po Lagrangeovi dale rozvinul variacni poc¢et William Rowan Hamilton (1805-1865). PfedevSim
jej zobecnil a prevedl do integrdlni podoby, kterd se pozdé€ji ukdzala byt pouZitelnou nejen na
problémy diskrétnich téles a viibec na problémy mechaniky, ale “zazracné” i v teoriich pole.
Hamiltontv princip v klasické mechanice fika, Ze systém sleduje mezi zvolenymi Casy ¢ a to
v konfigura¢nim prostoru (vybaveném néjakymi zobecnénymi soufadnicemi g;, kde ¢ probiha
stupné volnosti systému) takovou trajektorii, podél niZ je variace akce (= u¢inku)

to
t1

nulova (L je lagrangian). Princip plati pro systémy, na které pisobi sily majici potencidl (ten
muzZe zaviset na poloze, rychlosti i ¢ase) a které jsou podrobeny holonomnim vazbam (Ize
zahrnout i nékteré neholonomni vazby, ale nebudeme takovy piipad uvazovat). Pro takovéto
systémy jsou nutnou a postacujici podminkou stacionarity akce (tedy nulovosti jeji variace)
Lagrangeovy rovnice 2. druhu

oL d (OLY 0
d¢; At \og¢)

(v obecnosti se témto rovnicim fikd Eulerovy-Lagrangeovy rovnice dané varia¢ni dlohy).
Ve specidlni relativité je uloha jind ve dvou bodech:

e [agrangidn musi byt invariantem Lorentzovy transformace (jinak by hledané Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice mély rlizny tvar v riznych inercidlnich soustavich). UZ z toho
plyne, Ze nemuZe byt roven “I" — V"’ (nebot kinetickd energie je vi¢i riznym soustavam
riznd — jiz podle svého ndzvu je relativnim pojmem). Budeme nicméné predpokladat,
Ze jako v klasické mechanice je lagrangian funkci polohy, rychlosti a ¢asu — zde budeme
pro jednoduchost uvazovat systém tvoreny jednou ¢astici a pouzijeme nase ‘“‘normdlni”
soufadnice " (v nich tedy jiZ i Cas) a odpovidajici ¢tyf-rychlost u*. A nezapomeneme,
Ze z divodu invariance akce se lagrangidn musi integrovat pres viastni Cas.
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e Geometrickym vyznamem variacni tlohy, jak zndmo, je vybér skute¢né svétocary z “vie-
tena” virtudlnich svétoc€ar. V klasické mechanice jsou vSechny tyto svétoCary paramet-
rizované stejnym casem ¢ (protoZe je absolutni), zatimco v relativité bézi podél kazdé
svétocdry jiny, pro ni specificky vlastni cas, takze pti variaci — tj. prechodu mezi soused-
nimi svétocarami, x* — x** = x* 4 dx* — bychom méli variovat i vlastni ¢as 7, a tim
padem i jeho pfirGstek dr probihany pfi integraci.

Pripravime si tuto variaci (6d7) — a také variaci Ctyf-rychlosti (du*) — rovnou, at’ pak miizeme

postupovat bez pferuseni. Vyjdeme ze vztahu ds? = —c?dr?:
1 1 1
dr* = - V —Nwdrrdr = - (=1 (dz” + ddz*)(da” + doz”)]? =
1
1 , . 2 doa :
= - [dr? — 2n,,dz"déz” + O(6%)]? =dr |1 — = Ny o T o8| =
1
= dr — 3 Nuutdéz” + O(8%) . (7.4)

Vyuzili jsme jen definice x** = x* + dx*, ddle toho, Ze diky symetri¢nosti 7),,,, je 1, dox*dx” =

Nuwdz”ddz, definice Styf-rychlosti w* = 2= arozvoje typu v/1 — 26 = 1 — 0+ O(6?). Variace

je infinitesimalni, takZe ¢leny O(6?) zanedbame a mdme vysledek
— * 1 o v 1 v
odr =dr* —dr = 2 Nwut'ddx” = = u,doz” . (7.5)

Variaci ¢tyf-rychlosti ur¢ime z jeji definice a vyuZitim nalezeného d7*:

da*H dz* 4 ddz# dozH 1 ddoz¥
* = — — I ]_ — Uy —/— 62 —
“ dr* dT(l—c%uydgi") <u * dr ) ( +02u dr )+O( )
dozH 1 doz”
S — 2) =
u + = —|—02uu,, = + O(6%)
1 déz?
= ut+ (51‘,‘ +— u“ul,) v + 0(52) ) (7.6)
c dr

Zde jsme jen pouZili na zdvorku ve jmenovateli rozvoj typu I—LS =1+ 6 + O(6?%). Zjistujeme
tedy, Ze

1 déx”
out = ut —ut = <(55 + - u“u,,) T (7.7)
c dr

Tento vyraz ma jednu podstatnou vlastnost — je kolmy k nevariované ¢tyf-rychlosti u*. MiiZzeme
si fict 1 obecnéjsi fakt, totiZ Ze vyraz v zdvorce je projekeni tenzor, ktery promita na tffrozmérnou
nadplochu (prostor) kolmou k u#. Skutec¢né, protoze promitat staci jednou, poznaji se projektory

podle toho, Ze “(projektor)? = projektor”, a to nas vyraz spliiuje,

1 1 1 1 1
o* + — v, || 0", + = v'u, | =0 + = vtu, + — utu, — — vy, = 0F + — utu,
e o2 Y2 c2 2 o2

(vyuZzilo se jen normalizace Ctyf-rychlosti). Kam vyraz promitd zjistime tak, Ze ho aplikujeme
na u” (nebo u,,),

1 1
<5,‘j—|——2u“uy)u”:u“—u“:0, (65+_2u#uy)u#:ul/_ul/:0'
C C
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A Ze je vyraz tenzorem je jasné, ponévadZ se v ném nevyskytuje nic, co by nebylo tenzorového
typu. Diky tomu, Ze tedy plati 7, u"éu” = 0, je ale

N u*” =, (u+6u") (u” +0u”) = —+2n,,u"du” +0(8%) = —*+0(6%) . (7.8)

A

Tecny vektor k variované svétocare u** je tedy sprdvné normalizovdn, tj. u** ma skutecné podél
variované svétoCary vyznam ctyr-rychlosti.
Nyni mame pfipraveno vSe, co budeme potiebovat k variaci akce

S=[L(zk w)dr|,

T1

kde jsme relativisticky lagrangidn oznacili £. Pfipomeneme z mechaniky, Ze se jednd o nalezeni
stacionarni hodnoty funkciondlu S na té{dé funkei x#(7), které jsou na uvazovaném intervalu
[11, 72| spojité a maji tam aspori po Eastech spojitou derivaci u* [tento stupenl hladkosti je tedy
74ddn od z*(7) i od variace dx*(7)]; lagrangidn musi mit spojité derivace do 2. fadu podle vSech
argumentd. U nds se jednd o “dlohu s pevnymi konci”, ponévadZ hledame vyvoj systému mezi
zadanymi koncovymi stavy [zde polohami x#(71) a x#(73)], takZe pro variaci je pfedepsdno
ozt (1) = 0, dx*(12) = 0. (Pro kazdy dany ¢as 7 md variace dz* vyznam virtudlniho posunuti,
vystupujiciho v diferencidlnich varia¢nich principech.) A nyni jiz

0S = /(6£d7' + L£ddT) = / [(%(M“ + %&L“) dr + £5d7'} =

oL oL 1 déx” 1
— _— H _— H —_— M —_ —_ v —
/{ L’M”ém + S <5V + 2 ul,) = ] dr — L > u,ddz }

T1

T2

B oL oL 1, 1 doz” pp
= /{%5:17“—1— {% <5l’f+§u’uy) —E,CUV:| T } dr =

T1

w [ [OL d [oc L, 1 A\ g
N /{w‘”ﬁ“‘a gur \Ov T @ ) = g L 0 g dT =
L

T2

oL d [0 1 /oL
et —_ — AN O v
/{8$” dr {0u” T2 (814“ " E) u,,]} oz" dr

T1

kde kromé dosazeni za du* a dd7 a rutinnich Gprav prob&hla jen (na vyzna¢eném misté) integrace

per partes druhé Casti integrandu. Vyuzilo se pfi ni toho, Ze “vyintegrovany” ¢len je iumérny

ox”]|™, coz je ovSem nula. Variace dz” je ovSem libovolnou funkci (splfiujici na zadaném
T1

intervalu vySe uvedené podminky), takZe podle “zdkladniho lemmatu variacniho poctu” plati,
Ze 0.5 = 0 (akce nabyva stacionarni hodnoty) podél svétocary dané rovnicemi

aﬁ_i[a‘+i(%uu_ﬁ)uy}:o. (1.9)

Oxv  dr |[Ouwr 2 \ Out

Toto jsou Eulerovy-Lagrangeovy rovnice naseho variacniho problému 0.5 = 0, zde v me-
chanice nazyvané Lagrangeovymi rovnicemi 2. druhu. Jsou zjevné kovariantni, protoze L je
dle predpokladu invariant, jeho derivace podle x” tedy kovektor, podobné derivace podle u”
(ponévadZ u” je vektor), a derivace podle invariantu 7 “nic nepokazi”.
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Poznamenejme, Ze pokud je systém podroben vazbé ¢(x#) = 0 (jak jsme fikali, uvazujeme
jen vazby holonomni), je tfeba rovnici 6.5 = 0 secist se zintegrovanou vazbovou podminkou

T2

/(p,l,&c” dr =0

T1

(vyndsobenou Lagrangeovym multiplikdtorem \). V Eulerovych-Lagrangeovych rovnicich tim
pfibude vlevo ¢len +Ayp , .

7.3 Nalezeni Lagrangeovy funkce

Pro nalezeni relativistického lagrangianu neni k dispozici zadny universalni postup. VétSinou
je ovSem moZny tvar lagrangidnu velmi omezen jiZ tim, Ze musi byt lorentzovsky invariantni,
vybérem proménnych, které jsou pro dany problém relevantni, a také tim, Ze na zékladé obec-
ného tvaru Eulerovych-Lagrangeovych rovnic mizZeme jiz pfedem rozhodnout, které ¢leny v
lagrangidnu nechceme (abychom pak v “pohybovych rovnicich” napt. nedostali vyS$$i nez n-té
derivace urcité veli€iny, a podobné). Pfesto uvedeme moznost, jak se nékdy lagrangian d4 najit
i bez “hadani”, a poté ji ilustrujeme na piipadu nabité ¢astice pohybujici se v elektromagnetic-
kém poli. Napovéda vychazi z kombinace d’ Alembertova a Hamiltonova principu. Zintegrujme

_ dpu
dr

integrovan lagrangian, tedy od 7; do 7, pfi€emz virtualni posunuti necht’ v koncovych bodech
vymizi. Integraci druhého ¢lenu per partes a dosazenim

d’Alemberttv princip < L ) dx* = 0 stejnym zpuisobem, jako je v Hamiltonové principu

pupdoxt = mou,dox’ = —moc?odr

ze vztahu pro ddr, ziskaného v minulé kapitole, snadno upravime

T2 T2 "
R (T (L

T2 T2
= /(Fuém“dT + p,ddzt) = / (FMCS:E“CIT — m0025d7') ) (7.10)

Z porovnani s Hamiltonovym principem

T2 T2

0=05= 5/£d7 = /(5£d7‘+£5d7)
je vid&t, Ze jako lagrangidn volné &astice (F), = 0) lze vzit L = —mqc?. V ostatnich pfipadech

zavisi dalSi postup na tvaru Ctyi-sily F),; kazdopadné snahou je upravit integrél ziskany z
d’Alembertova principu do tvaru o f:f (NECO) dr, protoZe pak srovnani s Hamiltonovym
principem napovida, e NECO by mohlo byt imérné lagrangidnu. Ze to mtize fungovat, ukaZeme
na nasledujicim prikladu.
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7.3.1 Lagrangian nabité Castice v elektromagnetickém poli

Na nabitou Castici, kterd se nachdzi v elektromagnetickém poli, psobi Lorentzova Ctyi-sila,
takze

Fu=qbF v’ =q(A,, — Aup) v’

a prvni ¢len v integrandu (7.10) dava

dA
F " =q (A, — A, u’éxt =q ((5A,, u’ — d—” (595“) ,

T

‘oo oy c dA . : .
ponévadz v prvnim ¢lenu A, ,0x" = 0A, a v druhém A, ,u” = -7+ . Dosadime do integrdlu

(7.10), v druhém clenu provedeme per partes (“vyintegrovany” ¢len vypadne diky pevnym
konctiim) a dosadime doz” = ddz” = §(udr):

T2 T2

[ A
/ (F“(qudT o mOCQ&dT) = / q (5141/ u’ — % 51‘“) dr — m0€25d7'} bp
T
T2 y
p:p / q (6A1/ UV + AM dgx ) dT — m002(5d7':| —
T

T1

= / [q (64, w’dr + A,déz") — moc®odr]| =

T1

= / {q[6A, vdr + A,0(u'dT)] — mec*ddr} =

T1
T2

= /[qé(A,,u”dT) —moc25d7} =

T1
T2

= 5/(qu,u” — moc?) dr .

T1

V poslednim f4dku jsme “samoziejm&” vysli s variaci pfed mqc? a pred ¢, protoZe tyto parametry
tlohy jsou pevné zadané, ty se pfi ni (v rdmci néjakého virtualniho souboru moznosti) nehledaji
— prosté jejich variace je nula. Well, takZze lagrangidnem nabité ¢astice v elektromagnetickém
poli by méla byt funkce

L= —moc®+ qAu” . (7.11)
Ovéiime, zda dosazenim tohoto £ do Lagrangeovych rovnic (7.9) skute¢né dostaneme spravnou
pohybovou rovnici. Takze pozor, za chvilku probéhne
Zkouska lagrangianu!

NapiSeme si Lagrangeovy rovnice 2. druhu jesté jednou,

or _i[@ﬁ —l—i(a—ﬁu“—ﬁ)uy] =0

Oxv dr |[Our 2 \ Out
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a v lagrangidnu preznacime s¢itaci index, at’se neplete: £ = —mgc? + qA,u°. Mame tedy
gﬁ = qAsu’ gfu = qA;0, = qA, <% ut — E) = moc?
{gﬁ +ci2 (%u“ —E) uy} = qA, + mou, = qA, +p, .

Dosazenim do rovnic vyjde opravdu
(iip; = qA;u” — qd(ﬁ” = q(Asy — Ayo) u” = qF,ou’ .

Pravé probéhla zkouska lagrangianu.

7.4 “Klasictéjsi” formulace Hamiltonova principu (sd- = 0)

Pti odvozovani Eulerovych-Lagrangeovych rovnic (7.9) jsme poctivé brali v Gvahu, Ze rizné
virtudlni svétocary jsou parametrizovany rdznymi vlastnimi ¢asy. Variovali jsme proto i dr,
tedy zpisob, jak jsme je pfi integraci probihali. Vyhodou tohoto pfistupu je, Ze podél vsech
virtudlnich svétocar — tedy nejen na skutecné svétoCare — ma 7 vyznam vlastniho Casu a u*
vyznam Ctyf-rychlosti. To napfiklad znamen4, Ze vztahu pro normalizaci Ctyf-rychlosti 1ze vyuZzit
kdykoliv béhem feSeni ulohy, nejen az po dosazeni do vyslednych Eulerovych-Lagrangeovych
rovnic (které uz plati jen podél skutecné svétoCary).

Je ovSem mozno postupovat i “méné poctivé” (ale také spravné, pokud se da pozor),
podobnéji klasickému postupu, kdy jsou vSechny drahy parametrizovany stejnym parametrem
t, v naSem relativistickém ptipadé 7. V tomto pfipadé bude mit ovSem 7 vyznam vlastniho Casu
a vt vyznam Ctyf-rychlosti jen na skutec¢né svétocdre, coZ mimo jiné znamend, Ze normalizace
u,u’ = —c? bude povoleno vyuZit teprve aZ po dosazeni do Eulerovych-Lagrangeovych rovnic.
Skutecné, pokud d7* = dr, je variovana Ctyi-rychlost

dz*# B dz* + dozH i dozH

= - + ’
Y dr dr b dr
takZe
out = utt —ut = dox” )
dr

N u™ = n, U+ 6ut)(u” + du”) = —c + 2, utdu” + O(6%) =

dox”
O(6%) .
dr +0()
Naopak vyhodou tohoto alternativniho postupu je kratsi (totiz “klasicky”) tvar vyslednych
Eulerovych-Lagrangeovych rovnic. Zopakujme tedy variaci mechanické akce S = [ £dr podle
kapitoly 7.2, ale bez variace d7 a s dosazenim Ju#* = 492~ .

= —c+2u,

dr °
7 7roc oL 7oL AL A6z b
— g —_— M —_— = — —_— M —_— =
55 /(5£d7’ /<8x“5$ + 5 )dr /(&Euéx t o >d7

pp oc ., d (oL i _/ oL d (oL i
B / [(‘h“ém dr \ our oa| dr = Jzr  dr \ Qur oxt dr.

T1 T1
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Eulerovy-Lagrangeovy rovnice (— Lagrangeovy rovnice 2. druhu) maji tedy zndmou podobu

oL d oL
9o dr (37) =0. (7.12)

Pfipadnd vazbova podminka ¢ , 02" = 0 opét piida vlevo ¢len +Ap ,, .

7.4.1 ...a odpovidajici lagrangian

Je-1i jind formulace variacni ulohy, bude zfejmé muset byt odliSny i lagrangidn (aby piislusné
Eulerovy-Lagrangeovy rovnice vedly ke sprdvné pohybové rovnici). Nebudeme zde dlouze
diskutovat, jak k nému dospét, a rovnou uvedeme, ze dobrymi tipy jsou naptiklad

1
L= §m0uau" + qAsu’ L = —mocy/—uu’ + qA,u’ . (7.13)
Jako zkuSenf relativisté mate jisté tendenci zestrudnit vyrazy vyuZitim u,u’ = —c? — jenZe to

zde pravé nesmite udélat! “Normalizace Ctyf-rychlosti”, dand tim, Ze parametr 7 m4 vyznam
vlastniho Casu, plati v této formulaci ulohy jen podél skutecné realizované svétocdry, takze ji 1ze
pouZit teprve po dosazeni do Eulerovych-Lagrangeovych rovnic. “Po dosazeni” zde znamena az
po vypoctu derivaci, které v téchto rovnicich vystupuji. Jisté, teprve reseni rovnic odpovida sku-
te¢né svétocare; jejich jednotlivé Cleny se musi spocitat obecné a teprve pak dosadit a poZadovat
rovnost, jinak bychom feSeni piedjimali jeSt€ nezZ bychom ho opravdu urcili. Tato jemnost, u
variaCnich uloh obvykla, by nebyla choulostivd, pokud by v rovnicich nebyly derivace. Derivace
aaTLu jsou ale obecné, nikoli promitnuté do néjakého specidlniho sméru, takze 1 kdybychom je
pocitali a priori na skute¢né svétocére, zdvisela by jejich hodnota na chovéni lagrangianu i v
jejim okoli. Totéz se tykd gradientu % — ten by také nedopadl spradvné, kdybychom naptiklad
do lagrangidnu jiZ pfedem dosadili specidlni pribéh Ctyi-potencidlu A, na vybrané (“skute¢né”)
svétocare. Pfi derivovani podle vlastniho Casu se vsak jiz miiZeme omezit na hledanou skute¢nou
svétocdru, protoZe v rovnicich ma nakonec tato operace vyznam derivace cisté podél ni.

S timto na paméti spocitdme derivace £ a ovéfime, zda Eulerovy-Lagrangeovy rovnice
vedou ke spravné pohybové rovnici:

0L _ W .o L mouy + qAu = pu+ qA,
oxt = ot our mOCJ%+un:m0uu+un:pﬂ+qAﬂ ’

kde vpravo odpovida horni fddek prvnimu a dolni druhému pifedloZenému lagrangianu. V
druhém ¥4dku — po provedeni derivace — jsme jiz vyuZili normaliza¢niho vztahu —u,u’ = c?
(ponévadz vysledek cekd uz jen derivace podle 7, jak jsme pravé probirali) a vidime, Ze pro oba
lagrangidny vyslo totéz, takZe jsou z hlediska na$i variacni dlohy ekvivalentni. Dosazenim do
rovnic jiZ snadno dostaneme

dpy

dr q(Agp — Apo) U7 = qFuu’ .

7.5 Variacni odvozeni Maxwellovych rovnic

Riizné verze Hamiltonova principu se (ve spojeni s poZadavkem lorentzovské invariance, pfi-
padné dalSich symetrif) ukdzaly byt neobycejné plodnou metodou hleddni kandidatek na pfi-
jatelné teorie pole. Misto detailniho rozboru “fyziky” urcitého vyseku skutecnosti se tak da i
zde velmi dspéSné odhadnout lagrangidn a docela jednoduse dospét k navrhu polnich rovnic z
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pozadavku staciondrni hodnoty odpovidajici akce. Ze to “funguje” je jeité podivuhodngjsi nez
v mechanice, ponévadz veliCiny, jejichZ vyznacné chovani se v dané oblasti poZaduje, nemi-
vaji zdaleka tak intuitivni vyznam jako probéhnuta drdha, spotfebovany c¢as nebo “vynalozené
usili”. Teoreti¢ti fyzici maji dnes skute¢né minimum pochybnosti o tom, Ze Euler mél pravdu,
kdyz tikal, Ze “ve svété se ned€je nic, na Cem by se neprojevovala néjakd vlastnost maxima ¢i
minima”.

UkazZeme zde, Ze z Hamiltonova principu se d4 docela snadno odvodit prvni, “netrividlni”
sérii Maxwellovych rovnic. Uloha zde nenf “diskrétni”” jako u mechanického problému &astice,
ale “spojita” (konfiguraci pole budeme hledat v celé néjaké prostoro¢asové oblasti), takZe misto
lagrangidnu pfejdeme k jeho (vlastni) hustoté. Takova veli¢ina ma rozmér hustoty energie a
ma-li byt invariantni, pak z vyrazi sestavenych ze zakladnich “elektromagnetickych” veli¢in
(J*, A,, F,,) ptipadaji v dvahu F**F,5 a J*A,. Spravnou volbou je skute¢ng

1
L= / <_@ FPFos + J“Aa) dv; . (7.14)
Vo

Varia¢ni tloha je formulovéna tak, Ze hleddme polni konfiguraci v néjaké pevné zvolené prosto-
rocasové oblasti (), pficemz na jeji hranici 0f2 je pole pevné zadano (je tam J A, = 0) a pevné
dané jsou (vSude) také zdroje J* (jejich uspotfadani se nehledd). V takovém piipadé€ se hustota
lagrangianu variuje jen vzhledem k potencidlu A, a jeho derivacim. Postup je diky tomu docela
jednoduchy:

58 = 5/£d725//<—4iFaﬂFag+JaAa) dVpdr =
!
1 Vo

T1

1 1
= /5 <——F°‘5Fa5 + JO‘Aa) dQ2 = / (——FO"BCSFaﬁ + JO‘(SAQ) dQ =
4 21
Q Q

- / {_QL F(0Ag0 — 0Aag) + J‘)‘Ma} d0 =
L

— / (1 FP6A05+ JaéAa) dQ / (—1 FoP 56 A, + J“cSAa) dQ =
p p
Q Q

_ /(—1 Fo9 4 Ja) 54, dQ.
1
Q

V druhém fadku jsme pouzili “samoziejmy” fakt
§(FPF,5) = 6FPF,4+ FP§Fo5 = §FayFP + FOP5F,5 = 2F“P5F 5 |
ve ¢tvrtém fadku pak nejdiive to, Ze

F%(6Ag 0 — 0Ans) = F5Ag, — FP5An5 = FP*0Ans — F*P0An5 =
~F§An 5 — F*0A0ps = —2FP5An 5

(podstatn4 je antisymetrie F'*?), a posléze se prvni ¢len integralu upravil “per partes”

/FWMW dQ = /(F@%Aa),ﬁ dQ — /FaﬁﬁaAa dQ = —/Fo‘ﬁﬁéAa dQ ,

Q Q Q Q
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kde se integrél s divergenci prevedl pomoci Gaussovy véty na povrch oblasti a vyuZilo se taméjsi
nulovosti 6 A4,

/ (FO95A,) 5d6 — / (FO95A4,)dS, = 0.
Q o0

Pozadavek stacionarity akce 0.5 = 0 tak pfi obecnosti 0 A, implikuje prvni sadu Maxwellovych
rovnic

PP g = pJ>. (7.15)

Pripomenime jesté, Ze druhou sadu (F[,, gy = 0) neni tieba hledat — plati automaticky
diky definici F),, = A, , — A, (tedy diky zvolenému vyjadieni poli pomoci potencidld).
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KAPITOLA 8§

Tenzor energie a hybnosti

V této kapitole nastinime existenci a nékteré vlastnosti symetrického tenzoru 2. fadu, ktery
je jednim z centrdlnich objektli obecné teorie relativity. Reprezentuje tam zdroje gravitacniho
pole — v geometrickém jazyce zdroje zakfiveni prostoroCasu. Nedéste se (vlastné netéste
se!), zde ve specidlni relativité se nam takovd véc nemiiZe stit, nasim prostoroasem je za
vSech okolnosti Minkowského, “plochy” prostorocas; ale uz zde je zminény tenzor vyznamny
a uzite¢ny. DokaZe totiZ popsat energii a hybnost jakéhokoli fyzikdlniho systému, tim padem se
pomoci n&j velmi elegantn& zapiSou zdkony zachovani téchto veliéin. Re¢ je o tenzoru energie
a hybnosti. Seznamime se s nim na dileZitych piikladech nabitého nekoherentniho prachu a

elektromagnetického pole.!

8.1 Svazany systém nabitého hmotného prachu a EM pole
8.1.1 T'* pro nabity hmotny prach

UvaZzujme elektricky nabité kontinuum bez vnitfni mechanické interakce (tj. s nulovym tlakem)
— nabity nekoherentni prach. Jak vime, kazdy jeho element se pohybuje pod piisobenim
Lorentzovy sily F}' podle rovnice (5.26),

du* ”
m()? :Fff (: qF* u ),
kde my je klidovd hmotnost a g elektricky naboj elementu. Vztdhneme-li pohybovou rovnici na

jednotku vlastniho objemu V), tedy misto m, vezmeme jeji klidovou hustotu pyg = ‘é%g a misto
1
Lorentzovy sily jeji vlastn{ hustotu ®f = % = '], (zrychleni neni extenzivni, na objemu

nezavisi), mdme tvar vhodnéjsi pro spojité prostiedi,

du#
— =P 8.1
Poo ar L (8.1)

!'Tim se ovsem dostiavame do no(ta)énich potiZi, protoZe se soucasné vyskytne hustota hmotnosti i elektrického
naboje a kazdy vi, Ze obé se znaci p. V ucebnicich, které nejsou psany v soustavé SI, se d4 hustota hmotnosti
znacit p, ale u nds ma p zamluveno permeabilita. VyfeSime to takto: na rozdil od kapitoly o elektrodynamice bude
v této kapitole p znacit hustotu hmotnosti — a budeme doufat, Ze hustotu elektrického naboje vibec nebudeme

potfebovat vyslovné zminit.
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Na levé strané miZeme upravit

du#

pOO? = poot” yu” = (pooutu”) , — u(poott”) . = (pooutu”), = (Tﬁ‘rich),y )

kde druhy ¢len vypadl diky rovnici kontinuity (zachovani klidové hmotnosti) (pou”), = 0 a
prvni jsme zapsali pomoci tenzoru energie a hybnosti nekoherentniho prachu

T;‘r’;ch = pooutu”. (8.2)

8.1.2 Fyzikalni vyznam 7"

prach

Fyzikalni obsah T[/:rl;,ch je vidét bezprostiedné na jeho slozkach vici néjakému inercialnimu
systému. RozepiSeme-li ¢étyf-rychlost prachu na slozky u# = ~y(c, v), mame

00 0,0 2 2 2
Tprach = Pool U = poo7y € = pc, (8.3)
0 o y ,
Tpgach = Pooltt u = Poo”Y cv’) = PCUJ, (8.4)
prach poot’w’ = pooy*v'v! = pv'v?, (8.5)
tedy
o T% ., je hustota energie, totiz p = 92 = 20 = VIR = poo

o T;?Zach je tok hustoty energie (délené c), jinak fe¢eno hustota hybnosti (nasobena c)

° Tgfach je tok hustoty hybnosti (spis se to ale fik4 opacné: hustota toku hybnosti), konkrétné
hustota toku i-t€ sloZky hybnosti ve sméru j-té souradnicové osy (jinak feceno jsou to
sloZky tlaku/napéti, nebot tok hybnosti = hybnost za ¢as = sila, a hustota sily odpovida
tlaku).

Nyni je zfejmé, Ze ¢asova sloZka rovnice (Trﬁ;ch),v = ®f ptedstavuje zdkon zachovéni energie

a prostorové slozky zdkon zachovani hybnosti.

8.1.3 T pro elektromagnetické pole

Na pravé strané rovnice (TI’)’;';Ch)J, = ®f vystupuje vn&jsi sila, coZ signalizuje, Ze uvaZovany
systém neni “uzavieny” — neinteraguje jen sam se sebou (pivodce vnéjsi sily neni zahrnut).
Jisté, ve ®f = F*,J" vystupuje elektromagnetické pole F'*,, o kterém se vibec nic nefeklo,
pritom jisté také nese né¢jakou energii a hybnost. Elektromagnetické pole musime uvazovat uz z
diivodu konzistence, protoZe sam (nabity) prach néjaké pole budi. Dopliime systém pravé o “self-
konzistentni” elektromagnetické pole (= pole generované Cisté¢ samotnym nabitym prachem
a indukujici pravé takovou Lorentzovu silu, kterd s prachem “spravné” hybe). U této Casti
problému budeme postupovat opacné — tenzor energie a hybnosti popisujici elektromagnetické
pole prosté napiSeme a ukdzeme, Ze jeho slozky maji stejny vyznam jako u prachu a Ze spliiuje
analogicky zdkon zachovéni. Tenzor vypada takto:

1 1 1
T = — | FMFY, — —gp"FPF,, | = — (FMFY, + *F*"*FY ). 8.6
EM N( 477 p) 2#< + ) (8.6)
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8.1.4 FyzikdIni vyznam T}y,
Pfedevsim vzpomeneme na invariant (5.20), tj. Ze F*°F,, = 2B* — %2 . Ur¢ime slozky Tiyp:

o T2, je hustota energie elektromagnetického pole v daném inercidlnim systému (znac¢iva

se w),
‘ 1 o E? 1 E?\ 1(FE?
IRy = FYE = "B Fy = 5 4 5 (32 - c_z) "2 (? + BQ)
]_ — g — —
= M=y (F-D+d B)=uw 8.7)

° Tg{;4 je hustota toku energie (d€lené c), neboli hustota hybnosti (ndsobend c) — totiz
Poyntingtiv vektor déleny c,

| - 1B 1 1 /= =i 1 .
TV = ZF%pi, = -2 &, B =2, FFH = = (E X H)j =-9 (8.8)
EM
o n c c c c

e prostorova Cast tenzoru energie a hybnosti T]f:]M byva oznacovana jako Maxwellilv tenzor
napéti, md vyznam hustoty toku hybnosti elektromagnetického pole,

N o L 1 . 2E?
/,LTEZJ]M = FZOFJO + FZkFJk — Z (5” (282 — —2> -
C
1 .. . . 1 .. E?
= ——FEF 4B .B"— =67 B>—- = | =
c? 2 c?
1 1 E?
= ——EFE+0'B*-BB —-§(B-— | =
c? 2 c?
1 . o1 .. [ E?
= —— EE -BB 4 -6 (— + B*
c? 2 c2
. TEJM — _E'DI — H'BI 1§y (8.9)

kromé dosazeni jsme vyuZili jen staré zndmé identity e*™ely,, = §96™ — §i 59,

Slozky Ty, maji tedy fyzikdlni vyznam zcela analogicky slozkdm T/ , .
PovSimneme si jesté dvou zajimavych vlastnosti tenzoru energie a hybnosti elektromag-
netického pole. Jednak md nulovou stopu, (TEM)Z = ( — sta¢i uvazit, Ze stopa metrického

tenzoru je 4, totiZ g4, = 0l = o0}, = 4. A za druhé pro n¢j plati

2
70 TEM TooTEM_i_TojTEM:w2_S_2:L E—2+32 —L(EHXB?YZ
EM+ 0Ov EM-+ 00 EM- 05 02 4M2 C2 ,LL2C2
1 [ E? S| 1 /= =2
-~ (ZEip)) - R —(E-B) -
42 (02 + ) 122 + [2c2

- ! B) 4L (B B) = L (B 4 (P
T A +—== : —16“2[(w )"+ (Fuw )],

= N\ 2 L N\ 2
kde jsme vyuzili obecn& platnou vektorovou identitu <E X B) + (E - B) = E?B?. Zjistili

M z 4 7 2 M . M z z 7 A4 v z . M z
jsme tim, Ze vyraz w? — *3—2 je invariantni a nezaporny, pficemz nulovy je jen pokud jsou nulové
oba invarianty elektromagnetického pole.
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8.1.5 Zakony zachovani pro T

Nyni spoéitdme divergenci T}y,
v 1
M(TISM),V = FW,VFVL + FWFVL,V - éanFpU,qua =
1
= FMLJ/FI/L + FMLFVL,V - 5 Fpa?qua =
= FHIR, — FAFY, — L FYHE, =
1

— _F/LL ,UJL + 5 (FuL,V S A/ FVL,,u) Fl/L —
= —p@f — FUIONE, = —pdf (8.10)

V predposlednim fddku jsme pouZili 1. sadu Maxwellovych rovnic, /', = pJ*, a v poslednim
fadku jejich 2. sadu Fldevkl — 0 Spojime-li tento vysledek s odpovidajicim vysledkem
(T;zch),v = ®{ pro samotny prach jakoZto zdroj daného elektromagnetického pole, zjistujeme,
Ze tenzor energie a hybnosti 7" = T/, + Ty, popisujici kompletni, “self-konzistentn{”

systém nabitého hmotného prachu a elektromagnetického pole, spliiuje jednoduché rovnice

T, =0]. 8.11)

)

Tyto rovnice maji vyznam zakoni zachovani — Casova slozka zdkona zachovani energie
2 v s . . ~ % uv v m
a prostorové slozky zachovani hybnosti. Dosazenim slozek 77, a Ty a slozek @7 (5.27)
vychdzi zv1ast pro ¢ast prislusejici prachu

0 L 1 - -

(o) = 3] &= Z7+div(on) = 5 E- T, (8.12)
. ‘ op?) .. . -

() =2 = 200 4o = & .13

a pro Cast piislusejici elektromagnetickému poli

OV O 8’[1) . - — -

(Tey)w = -9, = N +divS =—-FE-J, (8.14)
: . 195 | o -

(Tgi)y = -9, — 2o +divTem = —Pr . (8.15)

Oboustrannd Sipka nad 7' znadi tenzor 2. fadu (pfesnéji dvakrit kontravariantni tenzor). [Jak
vidite, Sipka neni tak pékna jako Sipky vektord vytvorené pomoci \vec, navic pismeno 7" je
pfi jednoduchém pouZiti \stackrel posunuto pod zdkladni droven faddku. Uvitdm elegantni
feSeni tohoto ITXového problému!]

K notaci jesté nostalgickou poznamku: specidlni relativitu jsem kdysi pfevzal po docentu
Kurtu FiSerovi, ktery byl prosluly mj. tim, Ze striktné odmital indexové znaceni. PrednaSku sice
fakticky délal v kartézskych soutadnicich (jak je ve specidlni relativité ptfirozené), ale nechtél,
aby si studenti mysleli, Ze neni moZno pracovat v soufadnicich jinych, popt. Ze veliCiny lze
zapisovat jediné ve slozkéach, nebo dokonce Ze veli¢iny “Ziji” jen prostiednictvim svych sloZek.
Indexovy formalismus odmital i pfesto, Ze teorie relativity matematicky stoji na diferencovatel-
nych varietdch (jejichZ hlavni vlastnosti je, Ze na nich existuje iplny atlas soufadnicovych map),
a i pokud se zduraznilo, Ze se ve skute¢nosti jedna o formalismus tzv. abstraktnich indext, v
némy indexy nepredstavuji nutné slozky. Pokud ovsem chtél zapsat vie INVARIANTNE (toto
slovo vyslovoval s obfadnym dlirazem) — a pfitom tak, aby bylo na kazdé veli¢iné ihned patrno,
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jakého je typu —, musel najit vhodné symboly (misto indexa). Ctyi-vektory proto znaéil “kla-
divkem” (tfi-vektory normdlné Sipkou) a Ctyf-tenzory druhého fadu oboustrannym kladivkem
(jejich tifrozmé&rné prot&jiky oboustrannou Sipkou).? Pan docent uZival difve rozsifeného tzv.
imaginarniho formalismu, v némz jsou ¢asové slozky veli€in ndsobeny imaginédrni jednotkou;
tim se uméle “zafidi” minus u Casové ¢asti vnitinich soucind, aniz by (v kartézskych sourad-
nicich. .. ) bylo tieba zavddét metricky tenzor (jeho tlohu hraje jednotkova matice d,,) nebo
Laméovy koeficienty, specidlné jsou totoZné kontravariantni a kovariantni (kartézské!) slozky
velicin.

Kdyz jsem pak prednasku prevzal, chtél jsem v ni “Minkowského ducha” rozhodné
zachovat, ale mél jsem pocit, Ze diileZitéjsi v tomto sméru je nemaskovat pravou povahu velicin,
totiZ jasné rozlisit vektory a linearni formy (kovektory) atd., tedy pfejit k formalismu redlnému.
Kromé “fyzikalniho” kursu specidlni a obecné relativity zacal tou dobou na katedie paralelné
probihat 1 kurs geometrickych metod (kde se probird matematické podloZi teorie relativity,
pfipadné i dalSich oblasti teoretické fyziky), takze bylo pfirozené a pro studenty pou¢né, aby byla
v obou cténa notace v daném oboru obvykl4, tedy v relativité indexova a v geometrii abstraktni.
Nez se toto vyjasnilo, uvazoval jsem ve snaze o kontinuitu vyuky pfedmétu i o psani znacek pod
pismena v piipadé kovariantnich veli¢in — kladivek u ¢tyf-kovektort a oboustrannych kladivek
u tenzort typu (0,2). To v§ak vypada velmi nepfirozené€ a navic je pak obtizné “nedestruktivné”
oznacit tenzor smiSeny (napf. jednou kontravariantni a jednou kovariantni), pro¢ez kolegové
doporucovali psat oznaCeni tenzori vyhradné nad pismena, ale pro kovariantni verzi pouZit
jiny pracovni ndstroj, napt. sekyrku. Dobfte, Ze pfednost nakonec dostala kontinuita smérem k
navazujicimu kursu obecné relativity, jinak by ted’ problému s I&TzXem bylo vic. . .

8.2 Tenzor energie a hybnosti rovinné elektromagnetické viny

V kapitole 5.5 jsme zjistili, Ze pro specidlni pfipad elektromagnetického pole — rovinnou
harmonickou vinu — ma tenzor F'*¥ velmi specidlni vlastnosti, predev§im oba jeho invarianty
F,,F*, F,,"F* jsou nulové. Pro zajimavost se podivejme, jak vypada pro takové pole tenzor
energie a hybnosti. Dosazenim (redlné ¢asti) F),, = ik, A, —ik, A, z (5.33) mdme

T = = pepr, = L
I I

kde jsme vyuZili jen svételnosti vinového vektoru (k‘k, = 0) a rovnosti k*A, = 0, plynouci
z Lorentzovy kalibra¢ni podminky. Tvar tenzoru je tedy stejny jako u nekoherentniho prachu
(dmérny diadickému soucinu vektorovych poli teCnych ke svéto¢aram), jen misto Ctyf-rychlosti
vystupuje u svétla samoziejmé vlnovy vektor k*. Hustota hybnosti tohoto pole (ndsobend c)
T = £ = a?k"k" a hustota jeho energie Ty = w = a?k%k° spolu souviseji vztahem

(KAY — P AY (B AY — KA = © A A Rk (= %K'K |
W

15| = c®kO)k| = ca?(K°)? = cw |

tedy tok energie odpovidd tomu, Ze veskera energie se pohybuje rychlosti c. O polich zjiSténého
tvaru tenzoru energie a hybnosti se proto hovofti jako o polich nulovych nebo (ryze) zdrivych.

2 Specialnim zazitkem (pro k¥idu Casto fatdlnim) byval zdpis vnitfniho (skaldrniho) soudinu, ktery bylo tfeba
jasné odlisit od soucinu vnéjstho (dyddy). . .
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