KAPITOLA V

MINKOWSKEHO
CTYRROZMERNY
PROSTOR

V pfedchozf kapitole jsme se sezndmili s nejvyznamnéj¥imi fyzikdlnimi disledky Lorentzo-
vy transformace soufadnic a fasu i s nejdileZitéj8imi vztahy relativistické kinematiky. Vidéli
jsme, Ze to jsou vztahy a vzorce znalné sloZitdj8l ne¥ ty, které vyplyvaji z transformace Galileiho.
To budilo v prvnich letech jistou nedfivéru k nové teorii a bylo také citelnou brzdou jejiho rych-
lej§iho rozvoje i praktického uplatngni.

Pro dal¥i systematicky rozvoj Einsteinovy teorie relativity m¥l proto zdsadni diile¥itost
ptehledny matematicky zdpis jejich zdkondl. O rozfe¥eni tohoto problému mé nejvétsi zdsluhu
matematik Minkowski, nebof ukézal, Ze Loréntzovu transformaci 1ze interpretovat geometricky.
Minkowského geometrie prostorofasu umoZnila zavést nové pojmy a vybudovat vhodny mate-
maticky apardt, ktery se stal nedflnou souddsti, ba piimo pétefi Einsteinovy teorie relativity.
Je také jeil nejkrdsnij¥i strdnkou i nejsiln&j¥m teoretickym argumentem.

V této kapitole se sezndmime s Minkowského matematickym apardtem i jeho aplikacemi
v relativistické kinematice a v dal§ich kapitoldch pak s jeho pouiitim pfi formulaci konkrétnich
fyzikdlnich zikont. '

1. GEOMETRICKA INTERPRETACE LORENTZOVY TRANSFORMACE

1,1. MINKOWSKEHO ROVINA

Vyjdéme ze specidlni Lorentzovy transformace (IV 12). Zavedeme-li misto
velidin ¢ a ¢’ veli€iny

x, = ict, xj=ict', 8y
milfeme tuto transformaci zapsat ve tvaru

X1 = p%y + 1Byxg,

Xz = Xg,
x’3 = X3,
Xy = —ifyx, + yx,. (2)

170

Vzhledem k tomu, e plati

P+ (i) =1, 3

miZeme poloZit

y=cosy, ify=siny (4)
a transformaci (2) zapsat takto:

X7 = x,c084 + xgs8in ¢,

xz = xz 2
. X3= X,
Xy = —x,sin gy + x4c08 . (2a)

Inverzni transformaci (2a) odpovidajici (IV 12'), dostaneme zdménou &drkovanyjch
a neddrkovanych veli%in a obrdcenim znaménka ,,Ghlu* .

Transformaci (22) miZeme nyni srovnat napt. s transformaci

X, =x,€080 + x;sin @,

Xpg= —Xy8iD¢Q + x,C05¢,
5‘-3 = X3,
Xs = X4 (5)

vyjadtujici pfechod od systému S k systému S, jeho# osovy trojhran je otofen kolem
osy 3 = 3 o thel ¢ (popt. jeho osovy kfiZ 1 2, je oto¥en viiti osovému kifZi 7, 2
v osové roviné (1, 2) kolem po¥dtku x; = x, = 0 o ihel ®). Na zdkladé formdini
podobnosti transformace (2a) s transformaci (5) miZeme pak transformaci (2a)
interpretovat jako ,,otodent osového kiize v Minkowského osové roviné* (1, 4).

Je jasné, Je ,.body* Minkowského roviny {, 4) jsou vlastné bodové uddlosti
(x4, 0, 0; #). Pfitom bodovou udélosti rozumime, jak jsme uZ difve asto &inili, prosté
bod v prostoru v urditém okamziku. Z ¢isté formdlnich diwodit uivime misto Casu t
pro urdeni bodové uddlosti ryze imagindrni ,soufadnice’ x; = ict. Na podstaté
véel se tim sice nic neméni, nebof velitiny ¢ a x, si vzdjemn¥ jednoznaén& odpovidaji,
ale zato pfemnohé rovnice a vzorce se pii zavedeni veliiny x, misto t zjednodusi
(a ,,zgeometrizuji}.

,,Potdtkem soutadnic* v Minkowského roving (1, 4) je bodovd uddlost x; = 0,
t = 0.,0sa 4* je zfejmé sledem viech (v inercidlnim systému S soumistnjch) bodo-
vych uddlosti (0, 0, 0; £) a ,,0sa I mnoZinou viech (v inercidlnim systému § soudas-
nych) bodovych udélosti (x4, 0, 0; 0). Kdy jsme v pfedchozich kapitoldch mluvili
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o osdch 1, 2, 3 nebo potdtku O inercidlniho systému S a uvaZovali o nich v jejich
»»Vlastnim systému®, nebylo nutno bliZe specifikovat &as (okam#ik), k nému¥ se
vztahovaly. Osa j systému S byla pak formdln& uréena jen rovnicemi x, = 0 (k =+ j)
a jeho poddtek O rovnicemi x,(0) = 0, k = 1, 2, 3. Budeme-}i mit v dal§im vykiadu
na mysk osu j a po&dtek O v tomto smyslu (jen prostorovém, bez uddni &asu), budeme
strun& ¥ikat Lorentzova osa j a Lorentziiv poddtek O, pokud to jasnost vykladu
bude Zddat. Osu j nebo poddtek O soufadnic x, v dase t = 0 pak budeme nazjvat
Minkowského osou j nebo pocdtkem O. V&Sinou to viak nebude nutné, pondvads
vyznam symbolu nebo slova (osa, po¥dtek) bude zfejmy ze souvislosti. MiZeme tedy
napf. fici, ¢ Minkowského rovinou (7, 4) je mnoZina viech bodovych udslosti na
Lorentzoveé ose 1 inercidlniho systému S a osou 4 v té Minkowského roving je mno¥ina
viech bodovych uddlosti v Lorentzov€ poédtku O systému S, Minkowského osy
I a I' ani osy 4 2 4' v Minkowského roving (1, 4) = (7', 4) obecn¥ nesplyyaji. To sou-
visi s relativnosti soudasnosti (a soumistnosti) riiznych bodovych uddlosti.

1,2, PROSTOROCAS A MINKOWSKEHO SYSTEM SOURADNIC

Minkowski upozornil ve své proslulé pfedndSce ,,Prostor a &as* [38], Ze ,,nikdo
nepozoroval néjaké misto jinak neZ v ur&itéim ¥ase a ¢as jinak neZ na uréitém mists*.
Pro &tvefice tidajlt (x,, X3, X £) popk. x, (1 = 1,2, 3, 4), tj. pro ,,bodové udalosti*,
kterymi se zabyval ve svych geometrickych dvahdch, navrhl ndzev ,,svitobody*.
MnoZinu viech svétobodt nazval prosté ,,svétem®, Ndzev svétobod se ujal a budeme
ho také v dalfim vykladu uZivat. Misto ndzvu ,,Minkowského svit™ se viak dnes
radgji fikd ,,Minkowského prostor* a nejlast¥ji pak prostorodas, a toho budeme také
my pouZivat,

Stejné jako Minkowského (osovou) rovinu (7, 4) lze definovat i Minkowského
roviny (2, 4) a (3, 4). TH Minkowského osové roviny (j, 4), j = I, 2, 3 maji spoleénou
osu 4 tvofenou svétobody (0, 0, 0, x,) a spoledny poddtek, sv¥tobod x, = 0. Min-
kowského osy I a 2 (Minkowského rovin (I, 4) a (2, 4)) uréuji také osovou rovinu
(1, 2) v prostorocase. Je tvofena svitobody (xy, X,, 0, 0), tj. pFedstavuje rovinu os 1, 2
inercidintho systému S, ale jen v okamZiku t = 0. Podobn jsou definovdny osové
roviny (2, 3) a (3, 1) v prostorocase. Celkem tedy md Minkowského systém (soutad-
nic v prostorofase) &tyXi osy a fest osovych rovin, coZ odpovidd tomu, ¥e prostoro¥as.
je &tyfrozmErné kontinuum svétobodf. Nikdy se ¥ikd, e prostoroZas je +(3 + 1-
rozmé&rny*, aby se naznadilo, Ze osa 4 m4 n¥které vlastnosti odliZné od vlastnosti os
1, 2, 3. Osovym rovindm (1, 2), (2, 3), (3, 1) v prostorotase nebudeme fikat ,,roviny
Minkowského®, alkoliv i to json osové roviny Minkowského systému scufadnic.
Jejich geometrick€ vlastnosti jsou totiZ shodné s vlastnostmi oby&ejné roviny Euklido-
vy, zatimco roviny ,,Minkowského typu®, napt. (1, 4), maji geometrické vlastnosti
poné&kud jiné, jak si hned ukdZeme. Poznamenejme uZ predem, Ze odli¥nost Minkow-
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ského roviny od roviny euklidovské neni zpiisobena zavedenim imagindrnf soniad-
nice x, misto rzdlného &asu ¢. O pouZivdni redlnych soufadnic v Minkowského pro-
storu viz odst, 6.

1,3, NAZORNE ZOBRAZEN{ MINKOWSKEHO ROVINY DO ROVINY EUKLIDOVY

Vratme se nyni k specidlni transformaci (2a), v niZ polofime x, = x; = 0
(x% = x4 = 0) a k transformaci (5), v niZ poloZime x; = x, = 0 (¥; = %, = 0).
Ukd¥eme si, Ze analogie mezi transformaci otoeni (2a) v Minkowského roving
(1, 4) a transformaci otodeni (5) v Euklidov& roving (1, 2) je sice pouze formdlni, niko-
liv fiplnd ve vech ohledech, ale rozdily nejsou takové, aby jejf vZitetnost mohly zne-
hodnotit. V§imn&me si nejprve nejdileZitgjdich rozdill a jejich disledkit:

V roviné (1, 2) jsou soutadnice x,, x, i %, X, (a také koeficienty transformace
otoleni (5)) vesmés redlnd &isla. Funkce sin ¢ a cos ¢ maji redlné hodnoty (v mezich
—1, 1} a jsou periodickymi funkcemi rediného wihlu ¢ (nebof jenom pro redlné ¢
jsou funkce sin ¢ i cos ¢ obé reélné). Uhel ¢ miZeme proto omezit na hodnoty v me-
zich 0, 25. Osa I (X, = 0) md v soufadnicich x,, x, rovnici

Xy =X 18 ¢,
osa 2 (¥; = 0) pak rovnici
X, = ~x; cotg @ = x, tg (@ + 41).

Osy 7 a 2 tedy sviraji tihel 3w a soudin jejich smérnic je — 1. Jejich rovnice jsou vidy
riizné, nebot rozdil jejich smérnic neni nikdy nulovy. .

V Minkowského roviné (1, 4) jsou rediné pouze soufadnice x, popf. x3, kdeZto x,
pop¥. x', jsou ryze imagindrni. V transformaci {2a} je pouze funkce cos f =y = 1
redlnd, kdeZto sin = ify je vZdy ryze imagindrni. Funkee cos ¢ je redlnd a =1 jen
kdy% = 2nm + iy, kde x je redIné a n redlné celé &islo. PonévadZ funkee sin a cos
komplexni prom&nné maji redlnou periodu 2r, miZeme poloZit n = 0, &ili volit ¥
ryze imagindrni, ¥ = iy. Pro redlné § = v/c v mezich —1 < f§ < 1 pak tedy mdme
cosy =coshy=y=1,a

—o <i"lsiny =sinhy = fy < w0,
—-1 <igy =tghy=p<1,
—w<i™y =yx=amgighf < oo,
Osa I’ (x}, = 0) md po transformaci (2a) v soufadnicich x,, x, rovnici
x4 = iBx; = %18 ¥, |
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osa 4' (x} = 0) pak rovnici
xs = () xy = —x; cotg Y = xq tg (Y + 4n).

MiiZeme tedy TFici, Ze také osy I’ a 4’ ,,sviraji Ghel* 4n. Soudin jejich smérnic je rovnéz
—1, jako v roviné Euklidové. Ale pfi § — 1 (popf. § — —1) se rovnice obou os,
I a 4, bliF k té¥e tovnici x4 = ix, (popE. x, = —ix,), tj. rozdil jejich smérnic se
bl nule.

V roving (7, 2) mé svitobod P = (x,, x5, 0,0), nejsou-li jeho soufadnice
X1, X, ob¥ nulové, od poldtku vzddlenost

P) = (x} + x}ft=(x} + z)* >0,

tj. redlnou kladnou. Vyraz r(P) je invariantni vi¥i transformaci (5). Rovnice
x? + x2 = 0 md jediné piipustné Fefeni x, = x, = 0. Podobn® v Minkowského
roving (1, 4) lze urdit ,,odlehlost* svétobodu 4 o soufadnicich (xy, 0, 0, x,) od potdtku
vyrazem

s(4) = (¢ + x0 = (' + =P,

Obr. 15.

ktery je invariantni v transformaci (2a). Velitina s(4) viak’'maZe byt bud redlnd
kladnd (pfi |x,4] < |x;|, kdy volime s = +|s|) nebo nulovd (pfi x, = Lix,, &li
x; = et), nebo konend ryze imagindrni s = is| (pti [x4] > |x,[). V Minkowského
roving (7, 4) tedy méme sv¥tobody, které spolu nesplyvaji (Ax; % 0, Ax, =% 0), ale
presto je jejich vzdjemnd ,,odleblost* As = [(Ax,)* + (Ax,)*]* nulovd (jeli Ax, =
= FiAx,).
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Uvedené rozdily ve vlastnostech rovin (1, 2} a (1, 4) jasn& ukazuji, ¥e vztahy
platné v roviné Minkowského nelze zcela vérné zndzornit obrdzkem nebo konstruk-
cemi v roviné Euklidové. Minkowski viak pfifel na grafické zobrazeni, které je prak-
ticky vyhodné, i kdy¥ neni zcela vErné: Narysujeme dvé k sob& kolmé piimky a ozna-
time je za osy I a 4 (viz obr. 15). Svétobod A o soufadnicich x,, x, zobrazime tak,
%e na osy 1 a 4 vyneseme rediné euklidovské délky x, a xo = x4fi = ct. Spojnice 04
md v Minkowského roving imagindrni smérnici tg e = x,/x,, v grafu viak redlnou
smérnici

tgoy = Xofx; = —itgu.

Proto také osa I’, kterd md v Minkowského roving sm¥rnici tg = if, m4 na obrdz-
ku smérnici

tg o = —itgy = $.

Obdobng pfimka zobrazujici osu 4' md v grafu smérnici —itg (¥ + im) = g~1.
Uhel os I’, 4" se tedy na obrdzku nejevi pravy.

Kosotihlé soufadnice x| a xj, obrazu svétobodu A je ddle nutno méfit tak, Ze se
za jednotky délky vezmou dseky vymezené na osdch 1’ a4’ mezi poddtkem a zakresle-
nymi hyperbolami, které zobrazuji mnoZiny svétobodli majicick v Minkowského
rovin& od po¥dtku ,,odlehlosti* 1 pop¥. i. Na obrdzku maji tyto tseky (jak se snadno
vypotite) délku

o = [(1 + L — B*)]* = [cos® ¥, — sin® o] 7*. (6)
Proto plati vztahy (zfejmé z obr. 15)
x; = a(x} cos Yo + x4 sin ),
Xo = o(x] sin Yo + x§ cos o) ; (7
obrédtime-li je, dostdvime

x; = U(XI COos II/Q — Xp sin l,[’o) y

xh = o —x; sin Wy + xq €05 ¥q) . (7

PonévadZ plati
ocCosfy, =%, (62)
o sin e = Py, (6b)

1ze rovnice (7) zapsat ve tvaru
¥1 =% — BrXo,
Xo = —fyxs + 1%,
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a po zavedeni velifin x, = ix,, X = ixg a uiti vztahd (4) nakonec ve tvaru

X} = X co8W + x,siny

r

Xp = —x, sinf + xgc089, (3)
ve shod? s (2a).

Stejnpm prdvem miiZeme oviem dvEma kolmymi pfimkami zobrazit osy I’, ¢
a misto obrdzku 15 pouZivat obdobného obrdzku 16, z n€hoZ plynou ihned rovnice
(7). Novy obrdzek zndzorfiuje pfesné tentyZ vzdjemny vztah obou Minkowského

4!

Obr. 16.

systémifl, To znamend, Ze v grafickém zobrazeni jsou vlastng pravouthlé i kosothlé
osy rovnocenné, tak jako ve skuteSném prostorofaseosy 1, 4 a 1', 4. Jetomu tak proto,
¥e délkovd jednotka o v grafu zdvisi na sméru podle (6). Pro svétobod 4 v obr. 15,
napf¥. plati :

s(d) = x} + xf = x} — x§ = (x} + x3)o* (o) »
(o) = (cos® &g ~ sin® ag) ¥, tgay = xof%; .

Svétobody na p¥imkdch x, = +ix, (xo = +x,) maji v Minkowského roving
nulovou ,,odlehlost s od poddtku. To je,,zachovdno™ i v grafu, nebof délky na t&hto
pfimkdch se musi m&fit v jednotkdch ¢ = co. Vidime tedy, Ze obrdzky 15 a 16,
pouZije-li se jich podle udanych pravidel, celkem dobfe vystihuji poméry v Minkow-
ského roving. Praktické pouZiti grafického zndzorn¥ni ukdZeme na nékolika piikla-
dech v odst. 1,3.
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1,4. PROSTOROCASOVY INTERVAL. SVETELNY KUZEL

Nyni si je¥t€ viimnéme, Ze pfimky x, = +ix,, které jsou identické s pffmkami
x4 = +ix}, rozd&luji uvaZovanou Minkowského rovinu na &tyfi invariantnf kvadran-
ty. V téch, jimiZ prochdzeji asové osy 4, 4', leZi svitobody, které maji od poddtku
0O = O imagindrni ,,odlehlost® s, a jsou vil¥i nému bud absolutné minulé (v dolnim
kvadrantu) nebo absolutné budouct (v hornim kvadrantu). Je zfejmé, Ze vZdycky je
moZné piejit transformaci tvaru (8) k takovym osdm 1", 4”, aby libovolny svétobod @
z horniho nebo dolnfho kvadrantu m¥l x%(Q) = 0. Pak mime s(Q) = ilx5(Q)] =
= icltg|.

Obr. 17.

V t¥ch kvadrantech mezi pfimkami x, = +ix,, jimi% prochdzeji osy I, I', lefi
svétobody, které maji redlnou ,,odlehlost™ od poddtku; jsou kvazisoudasné s poédtkem
a vZdycky Ize zvolit osy I, 4’ tak, aby libovolny takovy svétobod P mél x4(P) = 0
a s(P) = |x1(P)].

Misto naseho (prozatimniho) nazvu ,,0dlehlost dvou svétobodit se vSeobecné
uZfvd ndzvu interval (prostorofasovy) mezi svétobody. Naddle ho budeme i my
usivat. Intervaly imagindrni se nazyvaji téZ intervaly dasového charakteru, intervaly
redlné pak intervaly prostorového charakteru. Divod je zfejmy z pFfedchoziho vy-
kladu, Musime si oviem uvédomit, Ze interval je veli¢ina absolutni, nezdvisld na vol-
bé systému soufadnic, kdeto dasové rozdily a prostorové vzddlenosti jsou jen rela-
tivni (zdvislé na volb& systému).

Cerchané pfimky na obr. 15 a 16 zndzoriiujf hodograficky postup svételného
signdlu po Lorentzové ose I (popt. I'). Signdl prochdzi Lorentzovym poddtkem O
(popt. O0') v &ase t = 0 (popf. ¢’ = 0). Pkipomeiime, %¢ oba obrdzky odpovidaji pii-
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padu, kdy Lorentzovy osy I a I' inercidInich systém@ S a §' spljvaji a Lorentz{iv po-
&tek O’ se pohybuje po LorentzovE ose I rychlosti v, a prochdzi potdtkem O v dase
t = 0. (Viz obr. 9.)

Pfipojime-li na obr. 15 je¥t€ i osn 2 = 2° Minkowského prostoro&asového sys-
tému, dostaneme obr. 17. Minkowského osu 3 = 3’ jiZ nelze zakreslit. PoloZime
proto x; = x5 = 0. Na obrdzku vidime krom# dvou trojhranit Minkowského os
1,2, 4al',2, 4 pfedeviim tzv. absolutnf nebo svételny kusel

— 2
=xt+xi+xi=xl+xi~-xl=0,

zndzoriinjici $ifeni svételného signdlu vyslaného z Lorentzova poé:itku' O systému S
v &ase t = O viemi sméry po rovin€ Lorentzovych os 7, 2.

Dile mdme na obrdzku rotaéni hyperboleidy dvojdilny

sf=xt+xi-xt=-1,
a jednodilny

$2=x7 4 xE—-x2= 41,

Rovnice téchto ti ploch maiji v &drkovanych soufadnicich stejny tvar, nebof
vyraz s* je invarianini v&&i transformaci (2a). Vyznam t¥i trojrozmérnych &4sti, na
n&¥ svitelny kuZel rozd¥luje (2 + 1)-rozmérny Minkowského prostor na obr. 17, je
obdobny jako vyznam kvadrantll mezi ferchanymi p¥imkami v Minkowského roving
(1, 4). Na obr. 17 jsou zakresleny t&% pfimky rovnob&Zné s Minkowského osami 1, 2
(popt. I', 2); zndzorAuji mno¥iny udalosti, které nastaly na Lorentzovych osdch I, 2
(popt. I’, 2') v %ase t = konst > 0 (popt. ¢' = konst > 0).

1,5 PRAKTICKE POUZITI MINKOWSKEHO ZOBRAZENI

Nakonec si jeSté ukdZeme poufiti Minkowského zobrazeni k jednoduchému
odvozeni vzorch pro dilataci fasu, kontrakci délek a transformaci prostorovych
vzdalenosti. (Viz obr. 18.)

Velitina #'(H") = ¢™* x{(H') je &asovy tidaj hodin H' postavenych v Lorentzov
potdtku O’ systému §’. Priimét x, délky xq(H’) na osu 4 pak uréuje ptislu¥ny Zasovy
fidaj t = ¢ 'x, soumistnych hodin systému S. Uvd¥ime-li, Ze délka x4(H") je m&fena
v jednotkéch g, plyne z obr. 18, pouZije-li se (62), ihned vztah

Xp = . Xo(H) cosify = y x4(H"),
t.
v(H) =y~

v souhlase s na$im starym vzorcem (IV 31).

178

Dvé& rovnobgZky s osou 4 nakreslené v levé &dsti obr. 18 zndzorfuji tyd, kterd
mé vlastni délku L, a je v klidu na Lorentzové ose / systému S. VeliGina I uddva
vzddlenost soulasnych poloh konch tyfe z hlediska systému 5. UvdZime-li opét, Ze
L je m&fena v jednotkdch o(,), plyne z obr. 18 vztah

Ly = okl cos =9yL, . 4
0 Yo =7 2000k,

¢ili
E = ?—ILD 3

coZ je ndas$ stary vzorec

(Iv 43). Pro odvozeni

vzorenl =y Uy =y~ 1V %D}

(IV 42) a t(H) =y~¢

(IV 32} se obr. 18 ne-

hodi. K tomu je vhod-

néd obrazek, v némi

osy I', 4' jsou ortogo- .

ndlni a osy I, 4 sviraji M/ Lely [x(N} ; = VA /“1

tupy Uhel, jako =na | -

obr, 16. To ponechavdm ( /

Stendfi.
Svétobod D na Obr. 18.

obr. 18 miiZe byt ze své-

tobodu O = O dosaZen svételnym signdlem. Veli¢iny x,(D) a x;(D) jsou tedy radio-

lokaéni vzddlenosti svétobodu D od Lorentzovych po&dtkit obou systémii (srovnej

s (IV 51, 52)). Pon#vadz plati xo(D) = x,(D), x4(D) = x(D), plyne z obr. 18 vztah

x,(D) = o x{(D) cos o + o xj(D) sin ¢y =
= x(D)¥(1 + f) =
= (D) [(1 + BY(L — B)FF,

co% je nd¥ stary vzorec (IV 53).

Koneénd dvE Serchané rovnobi#Zky na obr. 18 zndzoriinji pohyb dvou bodil po
Lorentzoveé ose I systému S rychlosti ¢, Z obrdzku plynou vztahy

oA’ cos g = A + Axy = A + xo(B},
xo(B) = ol sin g,
odkud
A= X(ocos gy — osin ) = A" y(1 — f)
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&ili
A=2[(1 - Bt + B
(Srovnej s UIV 18)
Uvedené piiklady jasng ukazuji praktickou v¥iteénost Minkowského grafického
zndzorndni Lorentzovy transformace (IV 12). Dalekosdhly vyznam jeho geometrické

interpretace Lorentzovy transformace a jeho koncepce prostorodasn pozndme v dal-
§im vykladu.

2. OBECNA LORENTZOVA TRANSFORMACE
A OBECNA LORENTZOVA GRUPA

2,1. OBECNA LORENTZOVA TRASNFORMACE A JEJI ROZKLAD

Transformace (2a) a (5) jsou specidlnimi p¥ipady obecné ortogondlni trans-
formace soufadnic
Xy = byx, . (%)

Recké indexy yu, v nabyvaji hodnot 1, 2, 3, 4 a podle indexu v (vystupujiciho v jednom
&lenu dvakrét) se automaticky séitd od 1 do 4. Ortogondlni transformaci ndm bude
transformace ve tvaru (9), jestliZe jeji koeficienty b, spliiuji vztahy ortogonality

L{e=v),
b, b, =36, = 10a
B pv e {0 (Q + V) . ( )
PouZijeme-1i t&chto vztaht, Ize transformaci (9) obrétit ve tyaru
Xp = byX, - ¢)

Ponévadi i transformace (9') je ortogondlni, plati téZ vztahy
bubue = s - (10b)

Rovnice (10b) plynou z rovnic (10a) a naopak.

Aby transformace (9) mohla mit vjznam transformace Minkowského prostoro-
asovych soufadnic x,, musi oviem koeficienty b,, spliiovat kroms relaci (10a,b) jests
dal§i podminky. Pfedeviim je nutno, aby transformace (9) ptitazovala libovolnym
redlnym soufadnicim x; a ryze imagindrni soufadnici x, opét redlné soufadnice x’.
a ryze imagindrni x}. To Ize obecn€ splnit, jen kdyZ jsou koeficienty by, a by, redlné
a by i by; ryze imagindrni (nejsou-li rovné nule). Mus tedy platit vztahy

b}‘k = bjk ’ 5:4 = b44’ b}it = —Ujs» sz = —b4js (100)

v nichZ Jesticipd hvézdicka znamend komplexni pridruZenf.
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Dal¥f rozbor ndm ukd¥e, md-li transformace (9) piedstavovat pouze obecné
otofeni étyFhranu Minkowského os I',2', 3, 4', Ze musi byt splnény také podminky

b=det(b,) = +1, (10d)
by z 1. (10e)

Z podminek (10a) (nebo 10b)) a (10c) plyne jenom b* = 1, b, = 1.
Ve specidlnich p¥ipadech (2a) a (5) jsou koeficienty by, elementy matic

cos ¢ O O sin i

0 100

0 010
~siny 0 0 cosyf [/,

popi.
cos¢ sing 00
—sing cos 00
0 0 10
0 0 01/,

a podminky (10a aZ e) jsou pro n& splnény. Do podobnych matic bychom mohli
sestavit koeficienty transformaci predstavujicich otodeni osovych kiiZd ve zbyvajicich
&tyfech osovych rovindeh (2, 4), (3, 4), a (2, 3), (3, I) Minkowského systému.

KaZdd z téchto (3esti) specidlnich transformaci zdvisi na jednom parametru
(ﬁh]u otoéeni). Postupnym sloZenim festi takovych transformaci (otoécni v Hesti
riiznych rovindch) bychom mohli sloZit obecnou transformaci (9), nebot ta zdvisi
pravé na Jesti nezdvislych parametrech. Vztahy (103.) totiZ pfedstavuji deset nezdvis-
Iych rovnic pro ¥estndct koeficientd b,,. A obrdcend bychom mohli transformaci (9)
rozloZit na Sest specidlnich (jednoparametrovych) otogeni ,.typu“ (2a) popt. (5),
jeiichZ fyzikdlni obsal uZ zndme.

Pro rozbor fyzikdlniho obsahu koneéné transformace (9) by viak takovy postup
nebyl vhodny. (Pozdé&ji uvidime, Ze je vhodny pouze pro vytvofeni nebo rozklad
obecné transformace infinitezimdIni) PH konené transformaci (9) je udelngj,
fyzikdlng zajimavéjsi (i matematicky jednodussi) urdit predeviim slozky v, rychlosti
v Lorentzova poddtku O inercidlniho systému §' v trojhrann Lorentzovych os iner-
cidlniho systému S. VeliSiny v; (tfi parametry) uréuji jednozna&n¥ Lorentzovu trans-
formaci S —» $* tvaru (IV 64a,b) vedouci k systému $¥, jeho? Lorentziiv po¥dtek O
splyvd s O, ale jeho¥ trojhran Lorentzovych os 1%, 2%, 3% neni viiéi trojhranu Lo-
rentzovych os I, 2, 3 otolen. V prostorodase, tj. z hlediska Minkowského systému,
takovd transformace S — S* zfejm& p¥evddi Zasovou osu z plivodniho sméru 4
piimo do vysledného sméru (4* = ¢'), nebot osa 4* (4') je pravé Lorentziv poddtek
0* (0).
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Viimnéme si proto bliZe geometrickych vlastnosti transformace (IV 64a,b)
v prostorotase. Zapifeme-li ty transformaé&ni rovaice ve tvaru

x3 = a.x,, (11
snadno zjistime, Ze matice koeficientii a,, vypadd takto:

1+nol o, noyvs i(vfe) vy
NUgy 1+ v 7o, i(y/e) v,
o3ty HUat, 1+ nv} i(pfc) v,

~i(ylc) vy —i(yfc)v; —i(y/c)os ¥

Pfitom jsme do (IV 64a,b) dosadili v misto ¥, y = (1 ~ v*/c*)™* misto y,y, a zavedli
kromé x, = ict a xy = ict' jeSt€ symbol # = (y — 1} v~ 2 Snadno se potvrdi, Ze
koeficienty a,, spliiuji opét vztahy tvaru (10a aZ e).

UkaZme si nyni, Ze transformace (11) neobsahuje otodeni v prostoroéasové
roving E totdIné kolmé k roviné os (4,4%). Stadi to ukdzat na roving Z, jdouci po-
&itkem, Svétobody P v ni leZici maji soufadnice x4(P) = x(P) = 0. Aby z rovnice
x4(P) = 0 a ze &vrté z rovaic (11) plynulo x;(P) = 0, musi soufadnice x,(P), j =
= 1,2, 3, spliiovat podminku v; x{P) = 0. Rovina Z, je tedy tvofena svétobody,
jejichZ soufadnice x,(P) spliiuji rovnice

v;%(P) =0, x4P)=0. (12)

Transformace (11) pak pro kaZdy sv&tobod P dévd x (P) = x(P).

JelikoZ se u Zddného svétobodu roviny Eq neméni pFi transformaci (11) sou-
Fadnice, miiZe tato transformace obsahovat pouze ofoceni v roving totdlné kolmé ke
Zo, tj. v roving (4, 47). Abychom uréili ithel i mezi osami 4 a 47, sta&i volit svétobod
0 na ose 4, t]. svétobod o souFadnicich x,(Q) = 0. Ctvrtd z rovnic (11) ddva x; (Q) =
=y x4(Q), takZe cos y = y. '

Volime-li v roving (4, 4") osu I L 4 a osu I* L 4%, miFeme kaZdy svitobod
v té roving urdit soufadnicemi x;, x4, popt. 7, xJ. Pro tyto soufadnice pak musi
platit transformace

yxr + ifyxy ,
—iffyx; + yxy, (13)

kterd je analogickd transformaci (2) popf. (2a) v roving (I, 4). Abychom transfor-
maci (13) odvodili z transformace (11) a zdrovert vyjddtili soufadnici x; popf. x;
pomoci x; popf. x;, utvotime ze soufadnic x; na levych strandch prvnich t¥{ rovnic
(11) vyraz v~ v;x]. Pojednoduché tipravé pravé strany s pouZitim tabulky koeficientd
a,, dostaneme rovnici

+
Xr

i

X

v o) =y o + 1Byx, . (13a)
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Ctvrtou z rovnic (11) je moZno zapsat ve tvaru

3

xq = —ifyo " tox; + pxg (13b)
Porovndnim rovnic (13a,b} s rovnicemi (13) dostdvdme

v.X, (14)

Xp=v -1

<
3
il

=0

xf =0
Soufadnice x; a x; v roving (4, 41) jsou tedy primsty vektord x resp. x* do sméru v.
Tento smér maji splyvajici Lorentzovy osy It = I, které zfejmé pii transformaci (11)
nahrazuji Lorentzovy osy I’ =1 z transformace (2).

Po provedeni transformace (11) mdme uZ ¢asovou osu v konetném sméru
4’ = 4*, Zgroveii jsou uZ ddny tfi z Sesti parametrt obecaé transformace (9) (veli-
giny v;). Zbyvd tedy doplnit transformaci (11) tt{parametrovou ortogondlni trans-
formaci S* — S’ zachovdvajici dasovou osu 4’ = 4*. Takovou transformaci je trans-
formace

X; = Cjkx; s

Xy =x7, (15)
jejichZ devét redlnych koeficientl Cj spliiuje Sest relaci ortogonality

CinCpr = 04y - (16a)

Z odst. 11 vime, 7e transformace (15) pfedstavuje otoéeni trojhranu prostoro-
vych os (bez zrcadleni), je-li

det (Cj) = +1. (16b)

V prostorofase predstavuje transformace (15).otofeni Ctyfhranu os Min-
kowského systému kolem osy 4% = 4'. ZapiSeme-li tuto transformaci ve ,,&tyfroz-
mérném** tvaru

x;; = pﬁ.x: » (F")
m4 matice koeficientli C,, tvar

Cyy Cpz G453 0
C21 C22 C23 0
C31 Ca3 C33 0
¢ 0 0 1

Koeficienty C,, spliiuji, pii platnosti vztahti (16a,b), podminky tvaru (10a aZ e).
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Slo¥enim transformaci (11) a (17) dostdvdme transformaci tvaru (9) s koe-
ficienty

by = Cuzas, 3 (18)
koeficienty b, op¥t spliiuji podminky (10a aZ e). Plati napf.
bubiy = CpoyCpattyy =
= OoaBagfin = Qagliy = Og »
jak ¥4d4 (10a). Pro det (b,,) plyne z (18) vyjddieni
det (b,,) = det (C,;)det (@) = 1.

UZitim tabulek koeficientt: a,, a C,, se snadno potvrdi, Ze koeficienty b,, dané vzorci
(18) splituji i vztahy (10¢) a (10e).
Explicite dostdvdme napf.

by = —i('y/c) v;, baa=y21. (19)

Vzorci (19) a (18) miZeme nyni pouZit k Fe¥eni obrdcené tlohy, tj. ilohy roz-
lo¥it obecnou danou transformaci typu (9) na transformaci S — $* typu (11) a trans-
formaci S* — §' typu (17). Nejprve vypodteme u¥itim (19) velitiny

Dj(O"') = iCb4jlb44 (20)

a z nich pak celou tabulku koeficientd a,,. Tim je urena transformace (1), tj.
§ =+ 87, K ur¥eni koeficientli C,, transformace §* — §' miZeme nyni pouZit vztahd
(18). Ndsobime-li tyto rovnice a,,, dostdvdme

bty = Cualiay@ey = Cu3bzp = Cyy

Tim jsou koeficienty hledangch transformaci (11) a (17) explicite a jednoznatné
uréeny. Ze vzorch (18) je vidét, Ze p¥i skldddni transformaci obecnd zdleZi na pofadi,
nebot C,;a;, % a,;C;,. (Viz t62 U 2.)

Predchozi rozbor transformace (9) jiZ ukazuje, e tyto transformace jsou rela-
tivistickym prot&jikem obecnych Galileiho transformaci (I19). Vskutku v limit¥
¢ — oo nabyvd transformace (11) tvaru

Xg =X — vt
tt =1, (21)
kde#to transformace (17} = (15) ziistdvd beze zm¥ny, resp. znf takto
x;- = Cjkx: s

=1t (22)
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SloZenim téchto transformaci pak dostdvime

x} = Cjk(xk — Ukt) 3

' =t. (23)

Tato transformace tedy uddv4 limitni tvar transformace (9} pfi ¢ —+ co. Porovndme-li
(23) s (1 19), vidime, Ze se shoduji, polo¥ime-li v (I 19) x{(0') = 0. Transformaci (23)
i (119) 1ze ovSem zobecnit na transformaci

xj = Cy{lxe — x(0', to)] — it — o)},
' =t—t. (23a)

Odpovidajici zobecnéni transformace (9) (posunutim Minkowského po&dtku 0’ do
svétobodu o soufadnicich x,(0'} # 0) vede na transformaci

X, = bu,,[x‘, - x,(O’)] . (9a)

Tato transformace se nazyvd obecnou nehomogennf Lorentzovou transformaci. Lze
Ji zapsat ve vyhodné&j¥im tvaru

x, — %(0) = b,.x,. (9b)

Je zfejmé, Ze nehomogenni Lorentzova transformace zdvisi na deseti (6 -+ 4) vzd-
Jjemné nezdvislych parametrech.
Pfi transformacich (9) i (9a) popt. (9b) ziistdvd invariantnim vyraz

siz = [%(B) = x,(4)] [x(B) — x,(4)] =
= [xi(B) — x,(AY] [(B) — x,(4)], (24)

tj. Ctverec intervalu dvou svétobodt 4, B. Na ddkaz stadi dosadit za x){A) a x}(B)
z (9a) a pouZit vztahtl (10a).

Obrdcend z poZadavku, aby pii transformacich tvaru (9} platil pro libovolné
dva svétobody A, B vztah (24), dostdvdme pro koeficienty b,, podminku (10a) a z nf
ihned b* = 1, tj.

b = det (byv) = 1, (ZSa)

K podminkdm (10a) je viak nutno pfipojit podminky (10c) z dtvodti uvedenych jiZ
pii jejich formulaci. Z (10c) a (10a) pfi ¢ = v = 4 pak plyne
bi4 = 1 - bj4bj4 g 1,
t.
b4‘f- % 1 nebO b44 é _1 . (25b)

Parametry x,{0) transformace (9b) jsou libovolné, aZ na to, %e x}(0) musi byt redlné
a x4(0) ryze imagindrni.
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2,2. OBECNA LORENTZOVA GRUPA A JEJI PODGRUPY

Snadno Ize potvrdit, Ze transformace (9b) s koeficienty b, spliiujicimi podminky
(10a,c), a tedy i podminky (25a,b), tvofi grupu L: nazgvd se obecnou (téZ roziifenou
nebo geometrickou) grupou Lorentzovou, nehomogenni nebo homogenni, podle
toho, jsou-li parametry x;(0) volné, nebo nulové. Desetiparametrové grupé trans-
formact (9b) nebo (9a) seéasto Fikd téX grupa Poincarého. Neni to spojitd grupa,
nebof se rozpadd na &tyki disjunktni, nesouvislé &dsti (podmnoZiny transformaci)
charakterizované podminkami

b= 1, by 1, (26¢)
b=~—1, buz 1, (26¢)
= =1, by < ~1, (267)
b= 1, byu< —1. (262)

Prvni podmnoZinu L, zfejm& tvofi transformace, které jsme vySetfovali
v odst. 2,1 (koeficienty b,, spliiujf viecky podminky (10a a% ¢)). Jsou to transformace
predstavujici prostd otoeni &tythranu Minkowského os, doplnénd popfk. posunutim
poddtku do jiného svétobodu. Tyto transformace tvofi opét grupu. Je to nejdileZi-
t&j¥1 podgrupa obecné Lorentzovy grupy a nazyvd se vlastni (t€Z uZii nebo zlizenou)
grupou Lorentzovou. Vlastni Lorentzova grupa je spojitd grupa. K podrobnéjiimu
zkoumdni jejich infinitezimdlnich prvkd se jest& vrdtime. :

Ostatni tfi mnoZiny obecnych Lorentzovych transformaci Lypy, Lexy, Lz, zfejm®
netvo¥i grupy, nebof Zddnd z nich neobsahuje jednotkovy element E, jimZ je v obecné
i vlastni Lorentzove grupé ,,identickd transformace®™

=X, = 0,.,%

x (& vty ¢

B
(Je vidét, e koeficienty by, = 4, této transformace spliinji podminky b == 1, by, =
= 844 = 1, tj. podminky (26g).) MnoZiny Lg, Lery, Lz neobsahuji ani infinitezi-
malni Lorentzovy transformace. P¥itom viak kaZdd z t&ch tii mnoZin je spojitd v tom
smyslu, Ze od libovolné transformace S —+ §' z dané mnoZiny Ize dospét k libovolné
jiné transformaci S — S” z téZe mno¥iny spojitou zménou parametrl vychozi trans-
formace. Patfi-li do uva¥ované mnoZiny transformace $ — 8’ i § — §7, patii do ni
také inverzni transformace $' — S, $” — S, ale nikoliv transformace $' — §” sloZend
z transformaci 8’ — S a S — §”. Ta paifi vidy do vlastni Lorentzovy grupy Lg;.

KaZdou transformaci S —» $' mno¥iny Ly, popt. Ly, pop. Lz, 1ze sloZit z né-
jaké vlastni Lorentzovy transformace S - S a z transformace ,,prostorového zrcad-
leni® P

N —

. =
x;= —Xf, X4=2%4,
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popt. ,,fasového zrcadleni T
X j = iy x:; = —X4
popft. ,,prostorocasového zrcadleni* Z

X, = —X,.

Misto zrcadleni P (v¥ech t¥i prostorovych os Minkowského systému) bychom
mohli pouZit téZ zrcadleni P; pouze jedné z t&h os, nebof zrcadlenf dvou prostorovych
os je identické s ototenim o 180° v jejich roving. Podobng misto zreadleni Z viech
&tyx os bychom mohli pouZit zrcadleni Z,; osy &asové a j-té prostorové osy. UZivdme
viak radéji operaci P a Z, pon&vadZ jsou symetriét&jsi. Je nutno upozornit na to, Ze
transformace Z a Z,;, nelze v Minkowského prostoru nahradit Z4dnym otoenim
osového Etyfhranu, ackoliv maji b = 1 a zrcadli se p¥i nich sudy podet os. To souvisi
s tim, Ze pii otogeni osového kiiZe v Minkowského roving (j, 4) je vidy by, 2 1.

Poznamenejme je§té, Ze rozdéleni transformaci obeené grupy L do &tyf pod-
mnoZin L, ..., Lz, piedstavaje z hlediska teorie grup rozklad grupy L na t¥idy
?fytvofen)’r normdlni podgrupou L g,. Lze se pfesvEdEit (viz U 4), Ze tiidy Lygy, .. ., Lz
jsou samy prvky grupy t¥id (faktorové grupy L/Lg,).

Podgrupa L, je nejobsahlejsi spojitou podgrupou obecné Lorentzovy grupy L.
Neni viak ,,nejvétsi* podgrupou. NejdileZits ,,vE&¥“ podgrupu dostaneme spoje-
nim Ly, a Ly nebo prosté pfipojenim prostorového zreadleni P k vlastni Lorentzové
grup&, Tim vznikne grupa Lorentzovych transformaci, charakterizovand podminkou
(10e), ale misto (10d) méme nyni pouze (25a). Tato grupa se nazyvd tiplnou (16%
ortochronni) Lorentzovou grupou L) Pfipojenim &asového zrcadleni T ke grupé
Ly vznika jiZ celd obecnd grupa L, nebot PT = Z.

Podrobnéj$i rozbor struktury obecné nehomogenni Lorentzovy grupy poddvi
napf. Roman [39].

2,3, INFINITEZIMALNI LORENTZOVY TRANSFORMACE

Nakonec se jesté vratme k vlastni LorentzovE grup€ a viimn&me si jejich infini-
tezimalnich prvkd. Infinitezimdlni transformaci, kterd se nekonedn€ mdlo lisi od iden-
tické transformace E, mliZeme zapsat ve tvaru

Xy = (8 + @)%, + 1, . (27)

VeliCiny I, a w,, jsou infinitezimdlni a jejich souiny zanedbdvdme. V dal$im se omezi-
me na homogenni transformace (I, = 0).
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Aby takova transformace (27) byla Lorentzovou transformaci, musi pfedevsim
platit do &lent linedrnich v w,, vztah

Vychdzi viak

Mi-li byt tento vyraz identicky rovny nule, musi platit
Wy = — Wy, - (27a)

Podminky (10c) pak ddle ¥4daji, aby parametry w3, @31, @12 byly redlné a w;, xyze
imagindrai. (Rejte U 5.) B
Matici b koeficientd b,, = J,, + ®,, transformace (27), tj. matici
1 Wyy —W3g Wyg
—oy; 1 W23 Wag
W3y —@;3 1 @34
— W14 —024 —W34 1 s

Ize zapsat ve tvaru soudtu

b =1 + Yo, Al (28)
v n¥m¥ 1 je &tyftadovd jednotkovd matice a A = — A® jsou hermitovské matice
ACD = 00 00\, ABD =/ 00i 0\, A= /0 —i 00},
00 —-i0 0000 i 000
0i 00 —-i000 ¢ 000
00 00 0000 ¢ 000
A = 000 —i\, A =/000 0\, AB9=/000 0.
000 0 000 —i 000 0
000 0 000 O 009—-1
100 0 0io0 0 00i O

Matice A® se nazyvaji generdtory (vytvitejici operdtory) infinitezimélni ho-
mogenni Lorentzovy transformace. Je zfejmé, Ze &len 1 v maticovém soultu (28) vy-
tva¥ identickou transformaci E (x) = x,) a &len s A¥" vytvdfi nekonetn€ malé oto-
eni v osové roving (g, v). Zavedeme-li oznadeni

M, = A | M, = ABY, M; = AU,
N1 = Al , N, = AGH R Na = AB® . (29)
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zjistime, e matice M ;a N; spliiuji tyto komutadni relace
M, M] =MM, - MM, =i, M,,
[N, N T = iepM, ,
[M;, N, ] = igy N, (30)
Rovnice (30) lze zapsat souhrnn® také ve tvaru
[AU, A = i(5,,AC) + 5, A0 _ 8ue AT — 5, AW, (31)

Komuta¥ni reface (30) popt. (31) jsou charakteristické pro homogenni Lorentzovu
grupu Ly Matice A isou bazi tzv. Lieovy algebry vlastni Lorentzovy grupy.

Velky prakticky vyznam infinitezimdlnich Lorentzovych transformaci je
v tom, Ze k zjiSt¥ni transformaénich vlastnosti fyzikdlnich velidin a zdkond pti obec-
nych Lorentzovych transformacich sta¥i v zdsadé vy3etfit jejich ,,chov4ni* pfi infini-
tezimdlnich Lorentzovych transformacich a p¥i prostorovém a fasovém zrcadleni P
a T. Také s pouZitim rovnic (30) se je§té setkdme (viz odst. 5).

3.  DALSI DULEZITE GEOMETRICKY UTVARY V PROSTOROCASE
3,1 SVETOCARY

V odst. 1 jsme se uZ sezndmili s ngkterymi specidlnimi geometrickymi tvary

v prostorofase. Kromé bezrozmérnych svétobodl to byly hlavng jednorozmérné

(jednoparamctrové) mnoZiny svétobodd, kterym budeme podle ndvrhu Minkowského

fikat svétoddry. Sv&tofdrami (p'ﬁm)’(mi) jsou napf. osy Minkowského systému
a piimky ‘ '

Xy = £ixg, % =0, x;=0; (32)

kiivymi svétotdrami jsou napf. hyperboly
xi'l"xi:i}., x2=0, x:;ﬂo, (33)

zndzornéné graficky na obr. 15.

Piimky typu osy I (I') a také druhd 2z hyperbol (33) se podstatn¥ 1i¥f od p¥imek
typu osy 4 (4') nebo prvni hyperboly (33) tim, Ze libovolnd dvojice svétobodd na
svétotdrach prvniho typu m4d &tverec intervalu As? kladny, na sv&to¥drdch druhého
typu vSak zdporny. Piimky (32), tzv. nulové pfimky, jsou ptikladem na svitoddry
tfetiho typu. Na nich libovolnd dvojice svétobodit md nulovy interval. Samoziejms
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existuji i svéto¥dry (k¥ivé) smifeného typu, na nich% lze nalézt dvojice svétobodit jak
s kladnym, tak se zdpornym (nebo nulovym) As®. ' o

Z fyzikdlniho hlediska nejdidleXitéjsi jsou svétoddry druhého typu: ’kte:rf - JaE
fikd Minkowski — mohou byt ,,obrazem v&ného Zivotniho béhur materidlni Cdstice
{(hmotného bodu). Svéto¥dra hmotného bodu musi byt svétoéz}rou druhého gebo
t¥ettho typu proto, aby hmotny bod nemohl v iédx‘xé’m systému b-yt soucasné na .v§u
riiznych mistech a aby ¥asové pofadi jeho okaxflﬁt'ych po’l.oh {tj. svétobodd na _]; 0
svétotdie) bylo stejné ve viech systémech spowm:ch 'vzaje.mné ortochronnimi Lo-
rentzovymi transformacemi. (Hmotny bod mii¥e pfendSet signdl!) o

Rovnice svétotary hmotného bodu M miZeme zapsat v parametrickém tvaru

x; = 1{1), x4 = ft) =ict, (34)

v ndm?¥ jsme za parametr zvolili &as ¢. Trividloim zobecnénim Posf:upu uv?deného pii
rovaicich (IV 49) lze rovnice (34) prevést do systému soufadnic x,, uréenych obecnou
Lorentzovou transformaci (9b) a zapsat je ve tvarn

x;=ft), xip=f) =i (34)

Ve viech svétobodech nai svitofdry bude ziejm€ u = (u u)E<e, jsou-li' u; =
= dx,/dt slozky rychlosti hmotného bodu. Je-li u < c je oviem také u' < c.

To plyne obecné z invariance vyrazu
ds? = dx, dx, = (u* — F)di* =
= dxidx) = (u'? — F)dr*. (35)

Funkee f}(t") v (34') jsou sice obecn& jiné nez f j(lt) v (3’4),’a_1'c to pouze ﬁlf‘a, iei
nade svitoddra md viid &tyfhranu Minkowského os I', 2°, 3/, 4. Jmou’,,‘pfﬂohu niz
viidi &tythranu os 7, 2, 3, 4. Jeji »geometricky t\.rar“, chara]_stcnzovany’ jejim ,,zakii-
venim* apod., je z hlediska viech systemil stejny. Od vp?Jmu .svétoéar}( h{notné'ho
bodu se oviem musi rozliSovat pojem jehe drdhy, col je pojem Felatwm. Dr.aha
hmotného bodu, tj. prostorovd kfivka, po niZ se hmotny bod pohybuJe, ,md 3 hlcd.lska’t
riiznych inercidlnich systémi nejen riznou polohu, a.Ie obecng 1 riizny 'geometncky
tvar. Rovnice drdhy na§eho hmotného bodu viii tro;hr‘anu Lorentzo’vych os I, 2,.2
soufadnic x; dostaneme prosté tak, Ze z prvnich tif rovvrfn_: (34) vylouéune L Pod];)b(:lx
lze postupovat v &drkovaném systému. MiZeme také Fici, 'ze drdha ]’mlotné'}'lob 0 1;
v systému S (') je projekei jeho svétoldry ve sméru'osy 4(4 ).’Obé drdhy maji o ch)
riizng tvar, ponévadZ jsou to projekee téZe svétoddry v riiznjch smérech. (Viz .

Omezme se nyni na ortochronni Lorentzovy transforms:me (1?44 _2_1) Pak pro
dva sv&tobody nali svétotary s dt Z 0 je také dt' Z 0. Definujme si velifinu

de = (1 — v¥f?)rdt =y dt =
= (1 — u?[A)Fdt = yihdr . (36)
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Ob& odmocniny se berou kladng, tak¥e dr m4d stejné znaménko jako dt nebo dr'.
Zvolme si na svétoddfe pevny svitobod A, jemuZ prislusi as t, popi. t;. Pondévadz

rychlosti u(t) a u'(¢'} jsou zndmé (z rovnic (34) a (34')), mit¥eme rovnice (36) integrovat,
tj. psdt

L [
T ;j (I — u?/e?)*dr =I (1 — w'?fcP)Edr, (36a)
1A t' 4
a obrdcen vyjadrit ¢ a ¢’ jako funkce parametru 1:

t=G(z), ¢ =G). (36b)

Dosadime-li tyto vyrazy do rovnic (34) popt. (34'), dostaneme soutadnice x, = x,(1)
i x, = x,(z) libovolného sv&tobodu na na$i svétoddfe vyjddieny jako funkce téhoZ
rediného parametru 1.

Fyzikdlni vyznam redlné velidiny ¢ snadno urlime porovménim rovnice (36)
s rovnici (IV 31). Veli¢ina dv = Yo Ot uddvd piirtistek tdaje inercidlnich hodin H,
které majf viii trojhranu Lorentzovych os 7, 2, 3 inercidlniho systému S konstantn{
rychlost rovnou rychiosti bodu M v daném ckamziku, a jsou tedy viidi bodu M mo-
mentdIng v klidu. Jinymi slovy, dz je piiristek Gasu v okamZitém klidovém (inercidl-
nim) systému hmotného bedu M, a to piirtstek za dobu dt v systému S. Velidina t

je pak soudet takto definovanych veli&in dt ve viech na sebe navazuiicich dobdch dt
mezi okamziky ¢, a .

Vyznam velidiny 7 je moZno objasnit té% takto: Pfedstavme si, e mame hodiny
H(ary, na které plisobime jistou vn&ji silou f tak, aby se pohybovaly stile s hmotnym
bodem M (byly vii&i nému trvale v klidu). Predpokladejme dale, e hodiny Hg jsou
sestrojeny tak, aby byly ,.necitlivé” na plisobeni sily f. To se projevi prdv¥ tim, Ze
infinitezimdlni pFirGstek dz jejich tidaje (mezi dvéma nekonetn& blizkymi svétobody
na svétotdfe hmotného bodu M) bude stejny jako piisluny pfirtistek dt 1daje
inercidlnich hodin H v té chvili klidnych viiéi bodu M. Je ziejmé, Ze hodiny Hay pak
budou 'méfit ptimo velidinu 7, 2 my ji budeme ¥ikat vlasinf éas hmotného bodu M.
Tato definice vlastniho Casu pfedstavuje vhodné zobecnéni pojmu vlastniho &asu
inercidintho télesa (hmotného bodu) na pripad télesa neinercidintho. (P¥ pokusu
probiraném v odst. II 3,2 ndm za neinercidlni hodiny Hsy sloufilo atomové jddro
v rotujici obrudi. Viz téz U 6.) '

Vztah ds = ic|dz| plynouci z (35) a (36) ukazuje, %e vlastni &as ¢ hmotného
bodu md v Minkowského prostorodase velmi jednoduchy geometricky vyznam:
Je im&rny oblouku svétocdry hmotného bodu. V kap. VI uvidime, ¢ veli¢ina £ je
z fyzikdlniho hlediska velmi dfileZitd a uZiteind p¥i formulaci pohybovych zdkont:
relativistické mechaniky.
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3,2. PLOCHY A NADPLOCHY V PROSTOROCASE. SYETOVE TRUBICE

Nejjednodu$imi dvojrozmérnymi a trojrozmérnymi geometrickymi ttvary
v prostorodase jsou roviny a nadroviny (trojrozmérné linedrni podprostory). P¥ikla-
dem na roviny jsou osové roviny (7, 2), (2, 3), (3, 1) urgitého zvoleného Minkowského
systému. Viechny tyto t¥i roviny jsou ,,vnofeny™ do nadroviny x, = 0, coZ je oby-
geiny prostor v okam¥iku t = 0. Dvojrozm¥rné geometrické Utvary zndzornéné na
obr. 17 jsou vesmds vnofeny do
nadroviny x; = 0, coZ je trojroz-
mérny podprostor tvofeny svéto-
body o soufadnicich (x4, X3, 0,
x4), &ili Lorentzova rovina (1, 2)
4  vevfech Casech t. Svételny kuZel
na obr. 17 pfedstavuje napf.
kruznici

I 24 xi=cM, x3=0,
(37

(tj. kruZnici, kterd leZi v Loren-
tzové rovind (1, 2), a jejiz polom?r se s &asem méni podle vzorce r = cl]) ve viech
fasech —c0 <t < 00,

Graficky zndzornit si viibec mfizeme nejvyse trojrozmérné prostorofasové
titvary vnofené do n&jaké nadroviny. Nejndzorn&j$im trojrozmérnym, ohranitenym
prostoro&asovym itvarem je vnitiek néjakého hmotného télesa v ¢ase t = 0. Hranici
(dvojrozmérnou) této ¥dsti trojrozmérné nadroviny x, = 0 je povrch télesa v Case
t=0

Jingm pfikladem trojrozm&rného prostorofasového. Gtvaru je vaitfek {dvoj)-
kuele, nebo jednodilného hyperboloidu z obr. 17. Jsou to &dsti nadroviny x3 = 0.
Jedté jednodud¥ trojrozmérné ttvary tohoto druhu (trojrozmérné svitové trubice
L Vytiznuté* z nadroviny x3 = 0) jsou zndzornény na obr. 19. Jejich vyznam je z ob-
r4zku z¥ejmy a neni tfeba ho popisovat. Dvojrozmérnym ,,pla¥tsm* t&h (trojroz-
mérnych) trubic je obvod obdélnika popf. kruhu ve viech asech.

Prikladem trojrozm&rné ,,svétové trubice®, kterou jiz nemdZeme graficky znd-
zornit (ponévadZ neni ,Vytiznuta® z nadroviny) je povich hmotného télesa ve v§ec§
&asech ¢, napf. kulovd plocha

Qbr. 19.

x2 4 x2 + x% =r* = konst., ‘ : (38)

ve viech Zasech t (x, libovolné). Rovnice (38) je rovnici vdlcové nadplochy s osou
v ose 4.

192

Podobnym velmi ditleZitym pifkladem trojrozmérné svétové trubice je svitelny
nebo absolutni nadkuzel uréeny rovnici

x.x, =0, (39)
.
(%3 + x5 + x3)F = clt. (392)

P¥i struéném vyjadiovdni se obvykleitrojrozmérné prostorotasové nadplofe (39) popi.
(3%9a) tikd prost® svételnp kuZel. Je to zfejmé povrch obydejné koule se stiedem
v Lorentzovg potdtku O (prostorovych soufadnic x;), jejiZ polomér se nejprve rych-
losti ¢ zmen3uje aZ na nulu (pro ¢ = O) a pak zase roste rychlosti ¢ do nekonedna
jako vInoplocha svételného signdlu — srovnej s (IV 13).

Vnitiek této koule ve viech &asech ¢ (vnitfek sv&telného nadkuZele), stejn jako
vnitfek pevné koule (38) ve viech &asech ¢ (vnitfek nadvdlce s osou 4), predstavuiji
oviem {tyfrozmérné prostorocasové obory. Jsou to specidlni étyFrozmérné svétové
trubice. Trojrozm¥mé svétové trubice (39a) pop¥. (38) jsou jejich pld¥tEm.

DilleZiton svéfovou trubici pfedstavuje vnitfek libovolné se pohybuiiciho
hmotného télesa ve viech ¢asech t. Budeme-li naddle mluvit prostg o spétové trubici
hmoiného télesa, budeme tim minit vZdy prdv# uvedeny étyfrozmérny obor v prosto-
rofase. Trojrozmémmné svétové trubici, kterou predstavuje povrch télesa ve viech
dasech, budeme Fikat pldsf svétové trubice toho télesa.

Z nekonedné svétové trubice hmotného télesa si miiZeme vymezit konefnou
dst, napk, &dst leZict mezi nadrovinami x, = ict; a x, = icty, t, < t,. ,,Rezy* t&h
rovnob¥Znych nadrovin s trubici jsou ,,zdkladnami® vymezené &dsti trubice. ,,Dolni*
popt. ,,horni* zdkladnou je tedy (trojrozm&rny) vnitfek hmotného tdlesa v Zase
t =t, popl. t = f, a pld¥t¥m vymezené &dsti trubice je povrch t¥lesa v dob¥ od t,
do ‘3- :

MuZeme-i hmotné t&leso (¥dstict) poklddat prakticky za hmotny bod, prejde
oviem svitovd trubice t&lesa (i jeji pldit) na jednorozmérnou svétotdru hmotného
bodu.

4. VEKTORY A TENZORY V PROSTOROCASE
4,1. DEFINICE A ZAKLADNI VLASTNOSTI PROSTOROCASOVYCH TENZORYS

Obecné nehomogenni Lorentzovy transformace jsou formdIng zcela podobné
transformacim (II 49). JestliZe tedy o veliindch dx; transformujicich se pfi (II 49)
podle vzorchk h :

dx_; = Cjk dxk
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fikdme, Ze tvori obydejny (prastorauﬁ) vektor, miZeme obdobng o velifindch dx,,
které se pfi (92) popt. (9b) transformuji podle vzorcl

dx, = b,, dx,,

fikat, Ze tvoFi prostoredasovy vektor, nebo struénéji ctyfvektor. Obecné, jsou-li F,
velitiny definované v systému soufadnic x, a F, velifiny definované v systému sou-
fadnic x}, a plati-li mezi F, a F, vztahy

F, = b,F,, (40)

v nichZ b,, = 8x,/8x, jsou koeficienty transformace soufadnic, fikdme, Ze F, popt. F,
jsou sloZkami &tyfvektoru. Pojem &tyfvektoru ize snadno zobecnit na pojem prostoro-
¢asového tenzoru libovolného fadu. Tenzor T,,,,... n-t€ho ¥ddu md obecn® 4" sloZek,
které se ze systému S do $' transformuji podle vzorcii

Ttive vnb uﬂv (41)
Tento tenzor miiZe, ale nemusi byt vdzdn na uréity svétobod (x) Fyzikdlni veli¢iny
tvofici takovy tenzor se ve viech systémech vztahuji k témuZ fyzikdlnimu (materidlni-
mu} objektu nebo popisuji tutéZ fyzikdlni skute€nost a také oviem jsou ve viech sys-
témech definovdny stejnym zplsobem (maji stejny fyzikdlni vyznam). Piikladi ta-
kovych fyzikdlnich fenzorit pozndme jesté celou fadu.

Tenzorovy pofet zalozcny na pO_][llu prostorocasoveho tenzoru _]e pro teorii
vy podet operujici s vektory a tenzory v obygejném (trojrozmérném) prostoru: Umoz-
fiuje totiz prehicdnou formulaci konkrétnich fyzikdlnich zdkonl ve tvaru rovnic
(tenzorovych), jejichZ invariance viici Lorentzovpm transformacim, zapsanym v Min-
kowského geometrickém tvaru (9a), je pfimo evidentni. (P¥ipomeiime, Ze obycejny
vektorovy nebo tenzorovf( tvar rovnic pfedrelativistické fyziky nezarucoval jesté
automaticky jejich invarianci viiéi Galileiho transformacim, nybrz Jenom viiéi
transformacim typu (I 49).)

Obecnd pravidla tenzorového pogtu, tj. pravidla o tvofeni tenzort vy$§iho fddu
ndsobenim tenzorl nebo jejich derivacemi podle soufadnic a o tvofeni tenzord niZ-
$iho ¥ddu tifenim, nezdvisi na potu dimenzi prostoru a jsou tedy pro prostorota-
sové tenzory stejnd jako pro tenzory v obyCeiném prostoru. (Doporucujeme Stend¥i,
aby si zopakoval odst. I 3 a IT 4.) Jiny potet rozmérfi, a také geometrické vlastnosti,
jimiZ se Minkowského prostoro€as 1i§i od oby&ejného prostoru i od &tyfrozmérného
euklidovského prostoru, se oviem projevuji ve vlastnostech ka¥dého prostoro¥asové-
ho tenzoru.

Viimnéme si nejprve, jak je tomu s redlnosti sloZek tenzoru. Vyjdeme z piikladu
Stytvektorn dx,l, jehoZ slozky ,,odpowda_]l“ Styfem redlnym fyzikdlnim velidindm
dx,, dx,, dx, a dt = (ic)™* dx,. Cty¥vektor dx, budeme definitoricky poklddat za
,redlny &tyfvektor®. Také kaZdy jiny ctyrvektor F,, ktery md sloZky F; redIné a F,
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ryze imagindrni, bude ndm redinym &tyfvektorem. Konetné toto pravidlo zobecni-
me pro prostoroasové tenzory libovolného fddu tim zplisobem, Ze za rediny budeme
pokiddat tenzor, jeho? slo¥ky se sudym (lichym) poctem indexit 4 jsou redIné (ryze
imagindrni). Z transformatnich formuli (41) a z vlastnostf (10c) koeficienttt b,, je
vidit, ¥e redlnost tenzoru je vlastnost nezdvisld na volbé systému soufadnic. V daldim
vykladu se budeme setkdvat tém&f vyhradné s redlnymi fyzikdlnimi tenzory., Kom-
plexnich prostorotasovych tenzorl se pouZivd napf. v teorii n&kterych druhid elemen-~
tdrnich &dstic.

Invariant F F, = F,F, nddvd Stverec velikosti &tyfvektoru F,. Velikost Styi-
vektoru je tedy prostorofasovy skaldr. Je-li F, redlny &tyfvektor a F . F, < 0, fikdme,
Ze F, je &tyfvektor ¢asového charakteru, a v opatném piipad€ tyfvektor prostoro-
vého charakteru. Existuji také &tyfvektory, jejichZ sloZky nejsou nulové, ale jejichZ
velikost je nulovd {Styfvektor nulové velikosti). Je-li F, &tyfvektor prostorového
(Zasového) charakteru, lze vidy nalézt systém soufadnic x,, v némzZ je Fy = 0 (popf.
F;=0,j=12 3). Zddnou ortochronni Lorentzovou transformaci nelze docilit, aby
se u &tvrté slozky &iyivektorn Sasového charaktern zmnilo znaménko. Je to viak
moiné u étyfvektoru prostorového charakteru.

Pfi transformacich
xj = Culx, = x(0),
x4 = x4 — %407, (42)
které tvoii podgrupu obecné Lorentzovy grﬁpy (9a), se slozky dtyPvektoru transfor-
muji podle vzorcit
F _; = ij k>
Fi=F,. (422)
Pront tFi slosky kaZdého étyFvektoru se tedy pii transformacich (42) (v podstatd
identickych s (IL 49)) transformuji jako slozky obyéejného vektoru a Ctortd slotka
je obylejny skaldr. Obrdcené pravidlo viak obecné neplati, Trojici fyzikdlnich
veli&in, které tvoii obylejny vektor, nelze vZdy (obecng) doplnit &tvrtou velitinou

tak, aby vznikl étyfvektor. Pfikladem jsou tfi sloZky rychlosti u; = dx;/dt nebo zrych-
leni a; = du;/dt hmotného bodu. $ jinymi takovymi pfiklady se setkdme pozdgji.

42, CTYRRYCHLOST A CTYRZRYCHLENI

Mdme-li pohyb hmotného bodu popsdn rovnicemi jeho sv¥toddry x, = x,(7),
miZeme vypoditat veli¢iny

U, = dx,fdr, (43)
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které ziejm# tvoii redlny &tyfvektor, nebot dx, je takovy Styfvektor a redlnd velidina
dr = yg; df je na systému soufadnic nezavisld (skaldr). U, je velmi dileZity dty¥-
vektor a nazyvd se &tyFrychlost.

Dosadime-li za dr, piejdou sloZky &tyfrychlosti na tvar
Us=1vwtty, Us=icyw, (432)

a vidime, Ze trojici velilin yg,u; (na rozdil od u j) uZ lze doplnit na Styfvektor. Jak u,,
tak i U; tvoii obydejny (tj. prostorovy) vektor, nebof vyraz u® = u,u; a tedy i vyraz
Yy J& pFi transformacich (42) invariantni. (Faktor y,, je obyejny skaldr, stejng
jako dt.)

Z vyjddteni (43) i (43a) plyne snadno rovnice
UaUa = —¢? 3 (44)

z niZ vidime, Ze U, je ctyFvektor Casového charakteru (md smir te¥ny ke svéto¥de)
a konstantn{ velikosti. V okamZitém klidovém systému S, uvaZovaného hmotného
bodu md sloZky Uy; = 0, Upys = ic.

Velitiny
A, = dU, jdz (45)

tvofi rovnZ redlny &tyfvektor, tzv. ¢tyrfzrychleni. Dosadime-li opét za dt =
= y) dt a za U, podle (43a), dostaneme sloZky &tykzrychleni v podob¥

Ay = yina; + ¢ U a)uy,
Ay = (ifc) pyu . a. (452)
Invariantni Stverec velikosti Styfzrychleni lze pak vyjdd¥it vztahem
AIIA'J! = ?Et)[az + c™? ??u)(u . a)z:l =
= 7l + viBiycos? 9]a? 2 a* 2 0, | (46)

z nthoZ vidime, Ze A, je étyfvektor prostorového charakteru. V okamZitém klidovém
systému md tyfzrychlent sloZky do; = agy, Aos = 0. Z rovnice (46) je také vidét, e
oby&ejné zrychbleni je v okamZitém klidovém systému maximdlni, jak jsme tvrdili
v odst. IV 6,2.

Z rovnice (44) plyne derivaci podle t dilleZity vztah
U4, =0, o . (47)
Rikdme, e Styfvektor 4, je kolmy k U, a tedy ke svétodd¥e v uvaZovaném svétobodg,
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4,3. SPECIALNI TENZORY VYSSICH RADU

Prostorogasovy tenzor druhého fddu T,, md obecné 16 nezdvislych sloZek.
Fyzikdlné vyznamné prostorodasové tenzory druhého fddu jsou viak pievdZng bud
symetrické nebo antisymetrické. Symetricky tenzor 2. fddu S, = S,, md obecné jen
10 nezdvislych sloZek, a spliluje-li je3t& invariantni podminku §,, = 0 (md nulovou
stopu), pak miiZe mit jen 9 nezdvislych sloZek. Nejjednodu¥sim symetrickym tenzo-
rem je opEt tenzor Kroneckerliv 8,,, jehoZ slozky majf ve v¥ech Minkowského systé-
mech tytéZ hodnoty.

' 1(u="1)
5'V_bbva’5¢=bb =6v= ?
H He Q HeT Ve # {0 (ﬂ :}: V) .

Antisymetricky tenzor 2. . F,, = —F,, md obecné 6 nezdvislych sloZek. Je-li
redlny, pak sloZky Fj = —Fy; jsou redlné a F;, = —F,; jsou imagindrni. Zavedme
si oznadeni

F,3=H,, F3=H,, Fy;=H;, (483-)
F41 = iEl a F42 = iEzl, F43 = iEa (48b)

{a podobné v &rkovaném systému) a zkoumejme, jak se velidiny E; a H ; transformuji
pii specidinich transformacich (42). Rozepsdnim obecnych vzorch

F.:w = bnebvaFaa (49)

v ptipadg transformace (42) dostaneme pro velidiny zavedené v (48a,b) transformatni
yzorce '
E} = C 'kEk 2 (498)

J

H; b ijk = C . .Cijk » (49b)

v nichZ €, oznadi doplngk (minor) piisluiny k prvku C;, vdeterminantu C = det (C ).
Vztah C;. = CCj, plyne ze srovndni obecnych vztahil CiC; = C. 6y, platnych
pro minory pfidruZené k prvku libovolného determinantu (Laplaceova véta), se
vztahy ortogonality (16a).
Ze vzorci (49a,b) vidime, Ze velitiny E; tvoif obylejny vektor a H; tvofi oby-

geiny pseudovektor. _ ‘

~ Z prostoroSasovych tenzord 3. popt. 4. ¥ddu- (majicich obecn& 64 pop. 256 ne-
zdvislych sloZek) se ve fyzikdInich aplikacich zase vyskytuji jen takové, které vykazuji
zvl4§tni symetrie a maji proto pfim&fen® men$i polet nezdvislych sloZek. Setkdme se
napt. s tenzorem 3. fddu Xuve 20tisymetrickym v prvaich dvou indexech (24 nezdvis-
1ych sloZek) a s tenzorem 1, Giplnd antisymetrickym (ve vSech tfech indexech), ktery
md jen &tyii nezdvislé sloZKy Wos4, W3 14> Wi24r ¥iz3. DlleZity je Uplnd antisymetricky
tenzor 4. ¥ddu y,,,,,, ktery md jen jednu nezdvislou slozku ; ,54. Ostatn{ se bud rov-
naji nule, nebo ¥ 234 '
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Netteba snad ani pfipominat, ¥e operace 8, = 9/8x, je z hlediska transformad-
ntho zdkona rovnocennd ndsobeni Styfvektorem, takZe napf. ¢, = 8,(x) je Ctyi-
vektor, je-li ¢ skaldr, tj. plati-li ¢¥'(x") = ¥(x). Symbol (x} = (%, x5, X3, X4) znali
svétobod a (x') = (x1, X}, x5, x3) uruje oviem tentyZ sv&tobod. Podobn# velidiny
F,, = 8,0, ~ 8,p, tvoii antisymetricky tenzor, je-li ¢ (x) &tyfvektor (Styfvektorovd
funkce svétobodu (x)). V podobném smyslu operace [1 = 3,9, = A — ¢~* &*/or?
je ekvivalentni ndsobeni prostorodasovym skaldrem, takZe napf. velidiny J, = Ce,
tvofi opét Styfvektor (je-li p, Styfvektorem). To znamend, Ze plati J, = [J'o,(x") =
= b,,J, = b,, [0 ¢,{x). Operdtor [ se nazyvé d’Alembertiv operdtor. Je to obdoba
Laplaceova operdtoru A = 8,9; z oby&ejného vektorového nebo tenzorového pottu
v trojrozmérném prostoru.

4,4. PROSTOROCASOVE PSEUDOTENZORY

Kromé tenzort lze v prostorofase definovat téZ pseudotenzory. Vzhledem
k tomu, Ze v prostorofase mdme tfi rliznd zrcadleni os Minkowského systému
(P, T,Z — viz odst. 2,2} je dokonce moZné zavést t¥i riizné druhy pseudotenzord,
uvasujeme-li obecnou Lorentzovu grupu. Zde se viak omezime (a vlastng jsme se jiZ
omezili) na ortochronni Lorentzovu grupu obsahujici jen zrcadleni P a proto vysta-
&me jen s jednim druhem pseudotenzord, totiZ s pseudotenzory, které se transformuji
podle obecného vzorce

H;xve.;. = bb,uabvﬁbar wellgpy... - .(503‘)

Ptitom b = det (b,,) = +1. Zbyvajici dva druhy pseudotenzori, transformujici se
podle vzorcit

@;’wa... - (b44/|b44l) . b,uabvﬁbav e @«ﬂy... (501))
popf.
S =1b. (b44/]b44|) buobypbey - Eugy... s (500)

se pii transformacich ortochronni grupy nelisi od tenzori (41) popf. pseudotenzorit
(SOa). Maji vSak znaény vyznam v teorii elementdrnich &dstic, v niZ se musi uvaZovat
jtransformace zrcadleni T a Z.

~ Na transformace s baq = 1 jsme se omezili, uZ kdyZ jsme prohldsili vlastni &as,
popk. jeho pfirdistek dz definovany rovnicemi (36), za skaldr a v diisledku toho pak
&tytrychlost U, za étyfvektor. Obecng je dr pseudoskaldr druhu (50b) a U, je pseudo-
vektor téhoZ drubu, nebof podle (36) méni dv znaménko pfi ¢asovém zreadleni T,
kdeZto skutedny skaldr se nemdni. Pfi transformacich vlastni Lorentzovy grupy nenf

oviem mezi tenzory a pseudotenzory Zddny rozdil.
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DileZitym pseudotenzorem je iplng antisymetricky pseudotenzor Levi-Civitlv
E,vqe Jeho sloZky maji ve viech ortogondlnich (Minkowského) systémech tytéZ hod-
noty, a to
1, tvofi-li indexy sudou permutaci /, 2, 3, 4,
Euvge = | — 1, tvofi-li indexy lichou permutaci 1, 2, 3, 4,
0, ve viech ostatnich pfipadech.

Dikaz, ¥e takto definované velidiny e,,,, tvofl pseudotenzor, jehoZ sloZky se pfi
transformacich (50a) reprodukuji, Ize provést jednoduse timto zpiisobem: Vzhledem
k tomu, Ze symetrie tenzord a pseudotenzori se pii jejich transformacich zachovdvaji,
sta&i vypoditat sloZku £} ,54; podle (50a) dostdvdme pro ni vyjddient

1234 = b(blab2ﬂb37b4aaaﬂra) .
Ale vyraz v zdvorce je pravé determinant b, takZe

El234 = br =1 =¢34
Plati tedy obecng
s;n," = bbpubvﬂberbaﬂeaﬂyﬁ -

Snadno se potvrdi také obecny vzorec
b = (1/4!) sﬂ\'Qﬂ'aﬂﬂ?ﬁbﬂdb\’ﬁbﬂTbﬂa .
Velidiny &,,,, spliluji vztahy

8pvqa'aﬂ'ﬂ‘yr} = 5pa 6## 6#? 5}"1 = (Pq-(éru)m?-—(;ﬂ?n)) aﬂaa"ﬂam’aﬂl ¥ (513')

z nich# postupnym tZenim plyne ddle

Buestapre = (p+§ﬂr)_ P-%ﬁr)) Suebusdr (516)
Euvaabaper = Auadvp — 5»@1@) , (51¢)
anvacaavqc = 3! 6p¢ L] (Sld)

Euvgabpvoe ™ 4t (516)

Pfitom P,(...) znati sudé (liché) permutace indexd uvedenych v zdvorce.

Utitim Levi-Civitova pseudotenzoru lze antisymetrickému tenzoru i, popf.
Wyve DOPE. Wyyps PEifadit dudln (dudlng sdruZeny) pseudotenzor ¥, popf. pseudo-
vektor l].\lu popf. pseudoskaldr { rovnicemi

@#v = %ayvgc!pqc H
'a[/,u _(11’3!) Syvqs'abvgrr ’
‘I; = (1/4!) apqurlnbyvqc . (52)
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PouZitim piistuSnych relact (51) Ize vztahy (52) snadno ,,obrdtit*:

ial’aﬂ = %aaﬁpwl[luv ]
Vapy = Eapyilu »

Vapyy = apyn + Y (52&)

Aby naopak lfl,“, byl tenzor, ![7” vektor a ¥ skaldr, musi byt Vivs Wve & W puee PSeudo-
tenzory. Praktické pouZiti dudiné sdruZenych veli¥in p¥i zdpisu invariantnich rovnic
si hned ukdZeme.

4,5. TENZOROVE INTEGRALY

Elementem orientované sv&to&dry I' je redlny &tyfvektor dx,. Je-li ¢,(x) &tyt-
vektor, pak vyraz ¢, dx, i kfivkovy integrdl

f b %, (5)
r
jsou invariantni, . plati
¢ x)dx, = $y(x") dx;,,
' f ¢,(x) dx, =I dy(x") dx; .
r r
Pifeme-li
dx, = T |ds|, ds = (dx, dx,)*, (54)
je T, Ctyfvektor spliujici podminku
T,T, = +1. (54a)

Rikdme mu teény Jednotkovy ¢tyfvektor. V nafem piipadé md smér teény ke svito-
Céte I' ve svétobodg (x), z néhoZ vychdzi element dx,. Je ztejmé, Ze T, je redlny Sty¥-
vektor. K¥ivkovy integrdl Styfvektoru ¢, je pak moZno psdt ve tvaru

: JA (;baTa ldSI . . . . . (538.)

Je-li I' svétoddrou hmotného bodu, miiZzeme kiivko~y integrl (53) zapsat ve fyzikdng
ndzorném tvaru

J ¢.U, dz. (53b)
r

Element dvojrozmérné plochy o v prostoroZase je urfen dv&ma infinitezimélnimi
étylvektory dx, a 8x, vychdzejicimi ze svétobodu (x) na ploe ¢ a v ni leZicimi, Slozky
redlného antisymetrického tenzoru

do,, = | dx, 3x,

| dx, 8%,

= dx, 8x, — dx, bx, (55)

uddvaji ziejm& obsahy primé#td uvaZovaného plo¥ného elementu (kosodélnika) do
osovych rovin (g, v), a skaldr

do = (3 do,; do,,)t (56)

uddva jeho plny plo$ny obsah. Ve specidlnim, nizorném piipad plochy ¢ vnofené
do nadroviny x, = konst méme dx, = &x, = 0, doj, = —doy; = 0, do,, = déy,
d0'31 = daz, dalz = das, a tcdy

de = (i‘ do’ﬂ‘ dajk)* = (d&j d&j)* .
(Srovaej s (I 58).)
Je-li F,(x) tenzor, pak vyraz F,, do,, i plosny integrdl

J.HFW(x) do,y, (57)

jsou invariantni. Pon&vadZ pro symetricky tenzor 1., = T, jeinvariant T, do,, = 0,
miZeme se omezit na integrdly typu (57) s antisymetrickymi tenzory, Takovy integral
vystupuje napf. ve StokesovE v&t¥ zobecnéné pro étyfrozmérny prostor. Budiz oy
&st plochy ¢ ohranidend uza¥enou svitotsrou I leict v té plofe. BudiZ ddle ¢,(x)
Ctyfvektor dany jako funkee svétobodu (x), se viemi potfebnymi derivacemi podle
soufadnic. Pak plati (za obvyklych predpoklad o o a I') invariantni vztah

f b, dx, = % (@ube — 3u8,) dor, - (s8)

Je-li plocha o vnofena do nadroviny x, = konst, ptejde (58) v systému soufadnic X,
na obyéejnou Stokesovu formuli

1
J $ydx; ==t (3¢ — Oiy) doyy (58a)
roo 2 e _

platnou v urtitém Case ¢ = konst. (Srovnej s U I19.) Rovnice (58a) je ov¥em inva-
tiantni jen vigi transformacim (42) zachovdvajicim smér osy 4 (a tim i souSasnost
svétobodi s £ = konst).

K tenzoru do,, miZeme sestrojit dudlni pseudotenzor

48,y = 38,05 dyg = 2,05 A, 3%, (59)
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o ném¥ lze uZitim (51c) snadno dokdzat, Ze spliiuje vztahy

3dé,, d8,, = } o,y do,y = do?

dé,, dx, = dé,, 0x, = 0, dé,pdo, = 0.

Rikdme, 7e psendotenzor dé,, je totdln€ kolmy k tenzoru da,,, popf. k plo¥nému
elementu urdenému &tyfvektory dx, a 8x,. Pseudotenzor dé,, umoZiluje utvofit
s antisymetrickym tenzorem Fuv(x‘) plo¥ny integral

J' F,,dé,,, (60}

ktery je oviem pseudoskaldrem. Jeho poutZiti si ihned ukdZeme.

Nejprve si viak zavedeme pojem elementu trojrozm&rné nadplochy Z. Ten je
urden tfemi infinitezimalnimi Etyfvektory dx,, 8x,, Ax, vychdzejicimi ze svétobodu
(x) v X a leZicimi v té nadploSe (ale nikoliv v jedné rovin&). Utvofme z nich pln& anti-
symetricky tenzor 3. ¥ddu

dZ,,, = |dx, 8x, Ax, (61)
1dx, &x, Ax,
dx, 8x, Ax,
a k n¥mu dodlnf pseudovektor
df, = —(1/31) guupy dZupy « (62)

Z (61) a (62) snadno plynou vztahy
g, dx, = df,8x, = df, Ax, = 0.

Pseudovektor d£, je tedy kolmy ke kaZdému Styfvektoru leZicimu v uvaZovaném

elementu nadplochy Z. -
StoZky pseudovektoru df, uddvaji objemy priméti uvaZovaného elementu

(trojrozmérného rovnobéinosténu) do nadrovin x, = konst a skalr
ar = (d£, d2)* = [(1/31) dZ,4, dZ,p, ) (63)

uddv4 jeho plny objem.

Budi¥ nyni X4, st nadplochy Z ohraniSend uzavienou plochou ¢ (leZici v té
nadplode) a budiz F(x) antisymetricky tenzor dany jako funkce svétobodu (x), se
viemi potfebnymi derivacemi podle soutadnic. Potom za obvykiych pfedpokladiio o
a X a pHi sprdvné volb vzdjemné orientace vektord dx, a 3x, v ploSe ¢ plati inva-
riantni vztah

a

%I Fod,, = — ‘[ 3,F.q d5, . (64)
o)
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v nézorné\l‘n specidlnim p¥ipadg, kdy je nadplocha X identickd s nadrovinou
Xy = konst, miZe napf. Z,, pfedstavovat vnitfek ¥ hmotného t&lesa (a plocha ¢
jeho povrch) v daném okamZiku. Pseudovektor df, md pak nenulovou jen slozku

A2, = dZ, 53 = dVy,, = dP

(srovnej s (IIVGO)), a pscudotenzor dé,, jen slozky dé,, = do,, = 48, atd. (cykl.
1, 2, 3). Oznatime-li ddle slozky F, jako v (48b), dostane (64) tvar obylejné Gaussovy
formule (II 62a)

J‘EJ da’j =[ akEkd?.

L v

To je rovnice invariantni pouze v transformacim (42), kde¥to jeji ,,tyfrozm&rné*
zobecnéni (64) je invariantni vi&i libovolnym Lorentzovjm transformacim (ob#
strany (64) jsou pseudoskaldry, je-li F,, tenzor).

Zbyva definovat také velikost elementu ¥tyfrozm¥rné prostorofasové oblasti
. Méjme Ctyfi infinitezimdlnf &tyfvektory dx,, 8x,, Dx,, Ax, vychézejici ze svto-
bodu (x) a neleZici v jedné nadroving, tak¥e urluji skutedn &tyfrozmdrny ,,rovno-
b&Znost&n®, Z nich lze utvolit plné antisymetricky tenzor 4. ¥ddu ’

dQ,,,. = |dx, 0x, Dx, Ax, (65)

dx, 8x, Dx, Ax,
dx, 6x, Dx, Ax,
dx, 8x, Dx, Ax,

a k n¥mu dudlni pseudoskaldr
dg - (1/4!) sam," dQ"BT’I = d91234 - (66)
Volime-li specidlng
dx, = (dx,0,0,0), &x, = (0, 8x,,0,0),

Dx,u = (0, 0, Dxa: 0) s Axﬂ = (0, 0, 0, Ax4) . (67)
dostaneme

dQ = dx, 8x, Dx, Ax, , (68)
a vidime, Ze pseudoskaldr dQ nebo skaldr
dQ = Idﬁl = |dx; 8x, Dx, c|At] = dV. ¢]Aq|

uddvd velikost elementu &tyfrozmg&rné prostorofasové oblasti Q.

-Je-li Styfrozmérnd oblast Q ohranidena trojrozmérnou uzavfenou nadplochou
;, a je-li T, ,, tenzor dany jako funkce svétobodu, se v¥emi potfebnymi derivacemi
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podle soufadnic, pak pii sprdvné volbé vektor, z nichZ jsou podle (61), (62) utvo-
feny slozky pseudovektoru dg,, plati invariantni vztah

j 0,T, ,,d0 = + j T, a5, . (69)
2 z

V gem zdle spravnost volby pseudovektora dZ£,, Ize objasnit taktoi Pfedpc.)-klédejme,
¥e étyfvektory, z nichZ je podle (65), (66) utvoren psendoskaldr €2, jsou jiZ zvoleny
tak, Ze plati

40 = +ildQ| = +id@. . . (68a)
V systému soufadnic, kter{y vznikne transformact obsahujici zreadleni P, pak oviem
mdme 4O = —ijd@] = —i dQ. PiSme ddle
| ds, = iN,ldz] . (70)

Pondvads velidiny dZ; jsou ryze imagindrni a d£, redlnd, jsou 'zfejm;cl ve;mi:lmy 1\1:,
redlné a N, ryze imagindrni. Pfitom plati N“N"v: vi 1, a také vzta 31r u f:fag.
=N, b8x, = N Ax, = 0, jsou-li dx,, 8x, a Ax, Styfvektory uvré}ljx? € em:,_nSlOiEk
piocﬁy Z. Je nyni tdelné, piisoudit velidindm N, tfa?sfPrmacm vlast:nli)s Ilemenm
étyfvektoru, tj. poklddat N (%) za (redlny) jedrxotkavy ctvyrx:ektor Icodn;y k'ezdr i
nadplochy X ve svétobodg (x). PongvadZ dg, je pseudoc’tyrvekto’r a iz s ‘:for;nl; ati
rovnice (70) pouze v systémech, které vzniknou ze zvoleného systému > tran

mi vlastnf Lorentzovy grupy. Po transformaci obsahujici zrcadleni P plati misto (70} -

rovnice df) = —iN;|dZ|. Spravnd volba d2,, kterou vyZaduje platn?st vztabu (69),
zdle#i v tOI;l, %e &tyfvektor N, ma mit smér vnéj3i normdly k nadploSe 2. o

Dosadime-li vyrazy (682) a (70) do (69), nabudou tyto vztahy obvyklejsiho
Gaussova tvaru :

j 8., d9 = j T, . NJdz]. (699)

Vztahy (69) popt. (69a) jsou formdnd zcela a_ne%logic'ké v.zt'c}hﬁml (II 6;2-;:::;;
(11 63). Je zfejmé, Ze rovnice (69) i (69a) jsou invariantni vii libovolnym Lorentzc
vym transformacim. Ob& strany v (69) jsou pseudotenzory a v (69a) pak tenzory
fadu n — 1, jeli T, tenzor n-tého fadu, ‘

46. VETA O INTEGRALECH PO NADPLOCHACH PROSTOROVE POVAHY
Matematické véty (58), (64) a (69) popt. (69a) lze dokdzat vhodnou tpravou

a zobecndnim postupll, jimiZ se dokazuji podobné vety (St(tkesova avGausspvcai)
v trojrozmérném prostoru. My si misto toho z obecnych vztahil (69) popf. (69a) od-
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vodime nékolik specidlnich disledkd, které maji ,,praktické pouZiti* a jsou dille¥ité
v relativistické fyzice, jak uvidime v dalgich kapitoldch.

Nejprve si definujme dilleZity pojem nadplochy ,,prostorové povahy“ nebo
nadplochy ,,podobné prostoru®, (Strudné ji budeme fikat té% ,,prostorovd nadplo-
cha*.) Je to obecné k¥ivd nadplocha X v prostorotase, v jejichZ elementech maji &ty¥-
vektory N, uréené vztahy (70) vesmés Easovy charakter. Ke kaZdému jejimu elementu
Ize tedy udat Minkowského systém soufadnic x;, v n8m¥ Sty¥vektor N » toho elementu
mé slozky N} = 0a N = +i, a tedy d£} = 0, |[d£},| = dV’. UvaZovany element, je
pak identicky s jednim elementem te&né nadroviny x;, = konst, tj. s elementem oby-

-Eejného prostoru v ase t' = konst. Tim je ddn i ndzorny fyzikdlni vyznam skaldrni
veli¢iny |dZ|, nebot

ja2] = |4z = [asy] = ¥

Viecky svétobody v takové nadplode jsou kvazisoudasné a k libovolnE zvolenym
Etyfem z nich lze vidy nalézt systém, v ndmZ se jevi soudasnymi. Je-li dand nadplocha
(prostorové povahy) sama nadrovinou, lze ji vidy celou ztotoZnit s oby€ejnym pro-
storem v jistém okamZiku v jistém inercidlnim systému.

Vratme se nyni k vztahiim (69a). Necht za prvé tenzor T, ,.(x) spliivje in-
variantni podminky

avﬁ...#v* =0 (71)

a necht za druhé jeho slozky T, ,, jsou od nuly riizné pouze uvmtf jisté svétové tru-
bice, napf. svétové trubice n¥jakého hmotného t&lesa, Vymezme z té trubice &4st Q

dvéma nadrovinemi Z(;, (x4 = ict;) 2 B (x4 = ict;), t;, < t,. Rovnice (692) pak
davaji

f T, NJdZ| + j T, . N,JdZ| = 0, (72)
Iy 2y

nebot uvnitf 2 plati (71) a na plditi trubice je T, ,, = 0. Integraly v (72) se vztahuji
na zékladny vymezené Cdsti trubice; mohou se viak roziifit i na celé nadroviny Z,,
a Z(3), je-li vn& trubice v¥ude T, ,, = 0.

V zdkladn€ X;) mdme N; =0, N, = —i a v Iy, pak N; = 0, N, = +i,
nebot vektor N, musi mifit ven z . Dostdvdme tedy rovnice

j T (X, 1)) dV = f T, alx, 1) V. (722)
¥y Fi2y

Pfitom ¥, (popft. Vi2)) znadi vnitfek t8lesa, nebo cely oby¥einy prostor, v Zase t
(popt. t,). Ponévad? okam¥iky ¢, a 1, jsou libovolné, dochdzime k dileZitému vysled-
ku, Ze za uvedenych podminek stanovenych pro tenzor T, _,, jsou integrdly

0...0) = j Tl ), (73)
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vzta¥ené na vnitiek t€lesa nebo na cely prostor v okamZiku ¢ fakticky nezdvislé na

&ase t, &ili plati pro n& zdkony zachovdni. ’
Predchozi tivahu lze snadno zobecnit tim, ¥e nadroviny Zy Z(2) na.hradlr’r;e

libovolnymi nadplochami prostorové povahy. Dojdeme tak k vysledku, 7e integrdly

0P, = mij T, ,, Ndz] (74)
¥

jsou za danych predpokladiio T, . fakticky nezéviflé na volbf”:. prostorové nadplochy
¥, pokud oviem ziistdvd stejng orientovdna®, napf. Ny = -5—1]N.4[. .

Integrdly (74) sice nemaji takovy nazorny fyzikei.ini vjznam jako (73), a .nejsotg-l 5
splnény podminky (71), obecn se jejich hodno’ty ani nerovaaji ho.dnotzfn \1'n.tcgér o
(73), ale zato majf vpznamnou vlastnost Sformdlnt: Z ]ejlc.h’ tv’aru ]:: totilzdzr‘;:{m ;en_
pii dané prostorové padplose I tvoii tenzor, a t.o bez specidlnich pfedpo ladit g éé_r_
zoru T, _,, (Stati, aby integraly (74) viibec existovaly.) Vskutku, definujeme-

kované veli¢iny vzorci

0, = -i_{ 1INz (74)

z
(které se formdlng shoduji se vzorci (74), nebot dZ = d2"), a uvdzime-li, % plati

T:...;WN':' = baq .- b,uchQ...ava ]

dostdvdme vztahy y
: z
Qatriz = brze are b}.mQEz..).a' > ( )

co? je transformatni zdkon tenzor. _ o o
Spliuje-li tenzor Ty, podminky (71), a jsou-li tedy velidiny (74) a tim i (74)
nezdvislé na X, miyeme oviem na pravé stran€ v (75) dosadit za Q vyraz (73) a na levé

stran& vyraz

T2, X, 1) 4V, (73)

.. () = j

v

ktery vznikne ze (74’), volime-li za ¥ nadrc_)vi{lu X4 = konst. Tim jsme-ztmatzmalt\izl;:
vity (69a) odvodili dalsi diileZity vysledek, e za pfedpokladu (71) integrdly

tvoii tenzor Q. .- - . . SRR '
R S piiklady integ#ré.lﬁ typu (73) jsme se setkdvali iZ v odst: 11 1 a yratime s k nll.J’fk
v kap. VI. Je proto wfiteéné znat jejich formdini w:la-stnosfl a védét,vkdy ~Jet{§2§5
7 vyrazis (73) a (73") samotnych totiz neni vﬁln.ef: ziejmé, Ze jsou ’sl;)zkam (té
tenzoru (a obecng to ani neni pravda). Jiné pouiti véty (692) vizv U 7.
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5. REPREZENTACE LORENTZOVY GRUPY
51. JEDNOZNACNE REPREZENTACE KONECNEHO STUPNE

U tenzoril a pseudotenzorf jsme bez poviimnuti pfedli jednu podstatnon for-
malni vlastnost jejich transformaci urenych vzorci (41) popt. (50). Pongvad? je to
viastnost velmi diileZitd i z hlediska fyzikdiniho, musime s ni nyni bli¥e sezndmit.

Z uvedenych vzorcil je predeviim vidét, Ze kaZdé Lorentzové transformaci
(x) = (") je vZdy jednozna¥n¥ p¥ifadéna urditd (homogenni, linedrni) transformace
(T) - (T") sloZek uvafovaného tenzoru. Prifadéni md tyto vlastnosti: Identické
transformaci x, = x, prostorofasovych soufadnic je sice vZdy piitadéna identickd
transformace T,, = T,  sloZek libovolného tenzoru, ale transformace piifadéné
riznym Lorentzovym transformacim obecné nejsou vZdy rdzné. Vidime napf., Fe
vzorce {41) a (50a,b,c) piifaduji identickou transformaci sloZek tenzoru celé grupé
prostorotasovych posunuti

X, =X, 1,

kterd je (komutativm') normdlni podgrupou obecné, nehomogenni Lorentzovy grupy.
Z toho je ziejmé, Ze se pii ivahdch o vlastnostech tenzorovych a pseudotenzorovych
transformaci miiZeme omezit na homegenni Lorentzovu grupu. V dal§im vy-
kladu se navic omezime jen na homogenni vlastni grupu L, (nebo ortochronni
grupu L,). Ani pH takovém omezeni viak obecnd nejsou riiznym Lorentzovym
transformacim pfifadény riizné transformace tenzoril. Je-li napf. ¥ skaldr (tenzor
nultého fddu), je celé grupg L, plifad¥na identickd transformace § — ¢' = .
Je-i y pseudoskaldr, je celé grupé Lz, kterd je normdlni podgrupou grupy Ly,
plifadéna identickd transformace y — y' = x a celé t¥id¥ transformaci (26;) je pfi-
fadZna jedind transformace y — 3" = —y.

Daile je snadné ukdzat, e Lorentzovd transformaci (x) ~ (x”) sloZené z trans-
formaci (x) — (x) a (x) ~ (x") je podle vzorct (41) nebo (50a,b,c} vidy ptifadina
transformace (T) — (T") sloZend z transformaci (T) — (T*) a (T") - (T") ptifadénych
k (x) = (x') popf. (x) = (x"). Z toho jiZ vyplyvd, Ze transformace sloZek uréitého
tenzoru nebo psendotenzoru, pififadéné podle uvedenych vzorctt transformacim Los
rentzovy grupy, tvoff sumy také grupu, kterd je homomorfnim zobrazenim grupy
Lorentzovy a nazyvd se jeji reprezentaci. Polet nezdvislych sloZek tenzoru (pseudo-
tenzoru) uddvd tzv. stupeti (nebo dimenzi) reprezentace.

Je ztejme, Ze pii vlastni Lorentzov& grupé Lz, neni rozdilu mezi tenzorovymi
a pseudotenzorovymi reprezentacemi. Pro ortochronnf grupu Ly, viak pseudotenzory
uddvaji reprezentace odli¥né od tenzorovych. Lze dokdzat, Ze tenzorové reprezentace
jsou jedingmi jednozna¥nymi reprezentacemi koneného stupné grupy Ly, (a tenzo-
rové i pseudotenzorové pak jedinymi fakovymi reprezentacemi grupy L), Dile
uvidime, %e grupy L, a Ly, maji krom& jednozna&nych také dvojznadné (spinorové)
reprezentace konedného stupné&, Existuji také je¥t® nekonedn& dimenziondlni repre-
zentace homogenni (i nehomo genni) Lorentzovy grupy, ale témi se zabyvat nebudeme.
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52. EKVIVALENCE A IREDUCIBILITA REPREZENTACI

Nejjednodusii reprezentace homo gennich grup Lig, a Ly, ddvaji skaldr i a &tyt-
vektor F,. ,,Skaldrni* reprezentace (1. stupng) zobrazuje celé grupy Lz, i Ly, iden-
tickou transformaci ¥ — ¥' = ¥ a ,&tyfvektorovd®™ reprezentace (4. stupng) zobrazuje
grupy Lig, a Ly, jimi samymi. SloZit&jsi je uZ reprezentace zprostiedkovand obecnym
tenzorem 2. Fadu T, kterd je 16. stupné (16-ti dimenziondlnf). Viimn¥me si bliZe
jejich vlastnosti, UvaZovany tenzor ize urdit bud pfimo uddnim jeho ¥estndcti sloZek
T,,» nebo uddnim jistych Sestndcti nezdvisljch linedrnich kombinaci T4 A4=1,..
..., 16) sloZek T,,. Utvotime-§i stejné linedrni kombinace Ty, i ze sloZek T, pak
z transformaci

Ty = bugbvaTio (76)

plynou jednozna¢n® transformace
16
Ty = Bzik(A)(B)T(B) . (762)

Transformace (76a) tvoli také grupu, kterd je také reprezentaci grupy Lorentzovych
transformaci x. = b,,x,. Reprezentaci (76a) viak nepoklddime za podstatnd odlis-
nou od (76) a fikéme, Ze ob# tyto reprezentace jsou vzdjemng ekviva lentni.

Ze sloZek T,, Ize napt. utvorit linedrni kombinace

Sy = ’}(Tuv + Tvn)
a
Fu = '}(Tm - th) .

Téch prvnich, symetrickych S,,, je jen deset rlznych a nczzivisl;'fch.a téch drﬁh)?ch,
antisymetrickych F,,, jen Sest. Pfitom. plati

T = Sp + Fi -

Utvotime-li stejné symetrické a antisymetrické kombinace s, a F, i ze sloZek T},
snadno zjistime, Ze z transformace (76) plynou transformace

S;w = b.ugbv;rsee H : (77)
a
Fpy = bubusFoas (78)

z nich? je vidé, Ze jak veliéiny S,,, tak F,, samy tvofi také tenzory. Rikdme té%, Ze
jsme obecny (nesymct_ricky’) tenzor T, rozdélili na symetrickou a antisymetrickou
¢4st. Tyto 4sti jsou samostatnymi tenzory a transformuji se oddgleng.

Zavedeme-li si pro deset nezdvislyeh sloZek S,,, (v libovolném potfadi) oznateni
Tays -+ Tgroy @ pro Best sloZek F,, oznafeni Tiyyy, ..o Trre) miiZeme transformace
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(77) a (78) zapsat souhrnn¥ ve tvaru (76a). Tato reprezentace se viak nyni rozpadd
na dv& samostatné reprezentace 10. a 6. stupng. Rikdme proto, %e reprezentace dand
grupou tenzorovych transformaci (76) je reducibilni, Vhodnou volbou velitin T4,
ji lze redukovat na reprezentace niz¥tho stupné (16 = 10 + 6). Naproti tomu repre-
zentaci, kterou nelze Z4dnym zplsobem redukovat, nazyvidme ireducibilni. Piiklady
(trividlnimi) takovych reprezentaci jsou reprezentace skaldrnf a Styfvektorovd.

Vznik4 samozfejmé otdzka, zda jsou reprezentace (77} a (78) jiZ ireducibilni,
nebo zda je lze ddle redukovat. Je ihned viddt, Ze reprezentace (77) neboli

10
T;A) ﬁnglk(‘”‘a):r(n) a A = 1, vy 10 3 (773.)

je jekt® reducibilni. Z deseti slo¥ek S, lze utvofit deset nezdvisiych linedrnich kombi-
naci Sy, (4 ‘='1, ..-s 10) nap¥. tak, Ze za Sy, volime invariant S, (stopu tenzoru
S,,) 2 za veliiny Sy, ..., S10) libovolné vzdjemn¥ nezdvislé linedrni kombinace
velidin

SSA? = Sy — $0uSee »

tvoticich symetricky tenzor s nulovou stopon S'% = 0. (Proto je pouze 9 slo¥ek
S nezdvisljch.) Pak se z¥ejm& reprezentace dand grupou transformact

10
Sw =B§1k€?)(n)sw) s (77v)

jednoznaéné urlenych transformacemi (77), rozpadd, a to na reprezentaci 1. stupné
(skaldrni) danou identickou transformaci Sy, = S(y), @ na reprezentaci 9. stupné
danou grupou transformaci

10
Sea) =322kg)xmsm’ 4=23,..,10, (79)

kterd je ekvivalentni tenzorové reprezentaci dané grupou transformaci sloZek tenzorn
S (symetrického s nulovou stopou). O této reprezentaci 9. stupnt Ize dok4zat, Ze u¥
jeireducibilni i jako reprezentace vlastni Lorentzovy grupy Lyg,.

Reprezentace 6. stupné dand grupou transformaci (78) neboli
16
TZA) =B§IIk(A)(B)'T(B) » A= 11, ery 16 ’ (788.)

je ireducibilni pouze jako#to reprezentace tiplné (ortochronni) grupy Ly,. JakoZto
reprezentaci viastni grupy X, Ize ji je3té redukovat timto postupem: Sestrojime si
k tenzoru F,, dudini pseudotenzor

By = $oungeF oo
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a utvofime veliCiny

(p,‘u%’ = F;n' i F—,u\' " (80)
Pak mdme
1(13:) = Egp\'aa(pzf) = ifpﬁl (8])
a .
CFa =30 + 0l (82)

Proto tikdme, e jsme antisymetricky tenzor F, rozdélili na dudlné samodruZnou
a na dudlné pseudo-samodruZnou &dst.

Pii Giplné grupé Ly, netvofi veliciny ¢f;? ani veli¢iny ', tenzor ani pseudo-
tenzor a netransformuji se oddélend. Vyjadiime-li tyto veli¢iny veli¢inami H; a E,.
definovanymi v (48a,b), dostaneme vzorce

ol = ¢\ = H, TiE, = F{, cykl 1,2,3. (80a)

7 nich je zfejmé, e napf. prostorovému zrcadleni P je pritad&na transformace

t ) )
‘{’L‘v )= olF, FEY = F{®), (83)
nebotf pfi ném je H; = Hjale E; = —E;. Naproti tomu pfi transformacich z viastni

Lorentzovy grupy se stozky pseudotenzoru P, transformuji stejné jako slozky tenzoru

F . Proto pii grupé Lig, tvofi i veliCiny 08 i ¢l antisymetricky tenzor a velitiny
F&, = H; — iE; se transformuji odd€lent od veligin F{;)) = H; + iE;. To znamend,
e kdyZ.misto esti sloZek tenzoru F,, zavedeme gest jejich nezdvislych linedrnich
kombinaci F Ef)), reprezentace 6. stupné grupy Lyg), dand grupou transformaci (78)
nebo (78a), se rozpadne na dvé reprezentace 3. stupné dané grupami transformaci

£V T ) Rl _ z
Fis —i;ku)(nF o - o (84%)

Jejich koeficienty k() 1ze uZitim rovnic (78), (80) a (80a) vyjadrit jistymi kvadratic-
kymi formami veli¢in b,,. Transformace (84%) jsou vhodnym zobecn&nim transfor-
maci (49a,b), na piipad obecné vlastni Lorentzovy transformace. (PF pouhém
prostorovém ototent plati k{3l = kijln = Ci.) o ) .

Jak jesté uvidime, reprezentace (84*) vlastni homogenni Lorentzovy grupy jsou
u? ireducibilni. Jiny piiklad reprezentaci ¢1_<v_ivalentnich_j_e_nzoro(vy’rm reprezentacim
vizv G 8. '

53. MATICOVY ZAPIS TRANSFORMACI INFINITEZIMALNI TRANSFORMACE
7 DANE REPREZENTACE .. - _ . N o

P¥i zkoumani vlastnosti reprezentaci Lorentzovy grupy je vhodné zapisovat
transformace a substituce v maticovém tvaru. Homogenni Lorentzovu transformaci
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(9) zapiseme takto:
x = bx. (85)

Symbol x popf. X’ nyni znafi sloupcovou Ctyifddkovou matici s elementy x, popf.
x, (#=1,23, 4) a b &vercovou matici koeficientt b,,. Oznalime-li symbolem
b~! matici inverzni k b (splitujici vzéahy b™*b = bb™! = 1, v nichZ 1 znad&i &tyf-
fadovou jednotkovou matici), miZeme obrdceni transformace (85) vyjadiit rovnici

¥ = b“le . ‘ (851)

Ze vztahil ortogonality (10a,b), které l1ze uZitim transponované matice b zapsat ve

tvaru bb = bb = 1 viak vidime, ¢ b = b~*. Transformace (85") je tedy shodnd

s transformaci x = bx' ptedstavujici maticovy zdpis transformace (9°). Ortogondini

transformace (85) je charakterizovdna prdvé tim, Ze k ni kontragredientnd pfidruZe-

nd transformace X’ = b~'x (nebo struéné kontragredienini) je shodnd s piwodni.
Transformaci (76a) zapiSeme nyni ve tvarn

T = kT. (86)

Zavedeme-li misto veli€in T, jejich linedrni kombinace T((f}, zapi$eme to maticovou
rovnici
T = RT. (87)

Matice R musi mit od nuly rizny determinant, aby existovala inverzni matice R™!
a vztahy (87) se mohly obrdtit ve tvaru

T = RVIT®, (87"

Z definice T'™ = RT'a z transformace (86) pak plynou ihned transformatni vzorce
pro veliginy T{4y:

TR = RKT = RKR™'RT = k{OTE,

Ekvivalenci dvou reprezentaci lze tedy vyjddrit vztahem k® = RkR™'.

Pii fefeni nejdileZit&jsich uloh teorie reprezentaci Lorentzovy grupy se zkou-
maji pousze infinitezimdini transformace jejich reprezentaci. Obecny tvar matice b
koeficienttt infinitezimdlni Lorentzovy transformace jsme jiZ udali (viz (28)). Ve
stejném obecném tvaru, pouze s jinymi generdtory AL, 1ze zapsat matice koeficientst
infinitezimdlni transformace libovolné reprezentace grupy Lig.

Jako ptiklad udejme generdtory infinitezimalnich transformaci (84%). Tyto
rovnice si ngjprve zapiSeme v maticovém tvaru takto:

F(E) — k(BIEE) (88*)

Veliginy o3 se pfi transformacich z vlastni Lorentzovy grupy transformujf stejné
jako velitiny F,,. PouZijeme-li na {3’ transformagnich vzorch (78) s koeficienty
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By = c‘},,‘.t—i- W, A zavederﬁne—]i pak veliciny F{3) podle (80a), snadno najdeme, Ze
matice k'*? kocficientdi k{3;},, infinitezimdlnich transformaci (88*) maji obecny tvar

k) = 1 Wiy £ oy ~{03 = W)
—(wu + w34)~ 1, Uy koW
w3y g, —(wza * wy). 1 =
=1+ diw,AlY) . (89*)
Generitory A{Y) = — Al79, popt. M® a NI (viz (29)) Ize nyni vyjddtit takto:
M — 3, NGO < 4, (90%)
M=[00 0\, 2=/ 00i\, 2,= /0 —i 0\. (o1}
00 —~i 000 i 00
0i 0 -1 00 ¢ 00

Jsou to opét hcrmitoyské (hermitpvsky samodruZné) matice, nebot matice 2; zfejmé
splituji vztahy 2} = A7 = &,

Lze snadno ové&Fit, Ze jak matice M), NG* tak i matice M{™2, N{™ splituji vzta-
hy (30), nebot matice X; spliuji relace

[;"J" )“k] = isjkﬁu: .

Vztahy (30) popf. (31) plati obecné pro generdtory infinitezimélnich transformaci
ve vSech reprezentacich viastni grupy Lig, a jsou charakteristické prdvé pro repre-
zentace téte grupy. Uddnim generdtord infinitezimalnich transformact je reprezentace
grupy jiZz v podstaté urena a nalezneme-li viechna ireducibilnf FeSeni komutadnich
relact (30}, miZeme udat viecky ireducibilni reprezentace grupy Lz,

Na prikladg reprezentaci uréenych generitory (90%) si nyni ukdzeme, juk zna-
lost téchto operdtor usnadiiuje zkoumidni viastnosti téch reprezentaci. Piedeviim si
miZeme snadno ovéfit, Ze neexistuje matice R s nenulovym determinantem spliujici
vztahy RM{TDR™! = M{™), RNIR™H = N Reprezentace (887%) a (887) jsou
tedy neckvivalentni. Obé jsou jiZ také ireducibilni, nebot kromé ndsobku jednotkové
matice neexistuje Zidnd matice s nenulovym determinantem, kterd by komutovala
se viemi tfemi maticemi 4. (Takovi matice by musela existovat, kdyby reprezentace
byly reducibilni — viz té U 9.) Viimngme si joité, 7e matice (89%) spliiuji vztahy
k(w) = k(—w) = k™ Y{w), takZe kk = 1, a transformace (88%) jsou tedy ortogonilni.
Kromé toho plati k'’ = k!™*; transformace (88%) a (887) jsou tedy vzdjemné
komplexné sdruZené.
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54, DVOJZNACNE REPREZENTACE. SPINORY

A% do tiicdtych let tohoto stoleti mEly v relativistické teoretické fyzice pouZiti
pouze tenzory, popf. veliiny transformujici se podle reprezentact ekvivalentnich ten-
zorovym teprezentacim grupy Lig). Teprve v Diracové teorii elektronu, popf. v teorii
Diracova vinového pole z 1. 1928 nalezly pouZiti netenzorové veliliny, tj. veliiny,
jejichZ transformace nejsou ani ekvivalentni transformacim tenzorovym, ackoliv také
tvofi reprezentaci Lorentzovy grupy Lig,. Tyto veli€iny se dnes nazyvaii spinory.

Spinor & (prvniho ¥ddu) md dv& sloZky &), &2, které se pii infinitezimdini Lo-
rentzové transformaci (28) transformuji podie rovnic

g =T¢ =1+ $iw, A" E. (92)
Zde jsou nové generdtory A¥" nebo M;a N, dvoufadovymi hermitovskymi maticemi
M;=N;=1s;; - (93)

pfitom o; jsou Pauliko matice

B e e O A

Generdtory (93) spliiuji op&t komutadni relace (30), nebof matice o splituji vztahy
[0, 8] = 2ig;0:, (95)
6,0, + 6,0; = 25, . 1,
ti. 07 = 6% = o3 = 1, 0,6, = —0,06, = is; a cyklicky 1,2, 3.
Rozepideme-li si matici I infinitezimdlni transformace (92) vidime, Ze m4d tvar
= 1+iz p+ivy;
—p+iv 1—in
veli€iny 7, g, v souvisi s parametry w,,; vztahy

r = Hw,; + 034), #=Hwsy + 0024) y V= '}(0323 + 014)

a jsou to tedy tii vzdjemnd nezdvisld, infinitezimdlni, komplexni &isla. Determinant

matice T’ md (a% na veli®iny 2. ¥ddu) hodnotu 1. Tuto charakteristickou vlastnost,
detI" = 1, si oviem zachovdvajl i matice kone¥nych inorovych transformaci pfi-

fazenych libovolnym konednym transformacim Lorentzovy grupy L. Matici T’

konecéné spinorové transformace lze psdt ve tvaru

I'= I+ip m+in\,
—m+in I —1ip

(96)
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kde I, p, m, n jsou obeené komplexni &isla vdzand podminkou
detI' =P +m?> +n+p*=1.

Matice (96) tedy zdvisi na trech komplexnich, tj. na Sesti redlnych parametrech, prévé
tak jako matice b obecné transformace Lorentzovy.

Abychom nalezli vztahy mezi koeficienty b,, kone&né Lorentzovy transformace
a koeficienty ji pfifazené koneéné spinorové transformace, zavedeme &tvrtou matici

o, = —0oL=i1=/i 0\, (94a)
0
a definujeme &tyfi velidiny

J.=Elof =Erk, up=1,2,34, (97)
Pro &drkované veliCiny J, pak mdme vyjdd¥eni
J. =€t = £, TE .
P¥i infinitezimdlni transformaci (92) viak snadno zjistime, Ze plati
Io, T = (1 — 3iwfA®) o,(1 + fio,ACP) = (0p + @) o,
{do veli€in 1. fddu v parametrech ca#,). Je tedy
= (5111' + ww*) Jys

takZe velidiny J, twoFi étyFvektor, Tuto v]astnost si veli€iny J, zachovdvaji i pr1 ko-
netnych transformamch kdy plati

I =b,J,
a tedy
e, = b,e,. (98)

Z tohoto obecného vztahu vidime, Ze koeficienty spinorové transformace piitazené
k dané transformaci Lorentzov€ jsou urceny obecné dvojznacné. Kromé matice I'
vyhovuje rovnicim (98) i matice —T.

Grupa spmorovych transformact

g_rg detT=1, . '(99)

tj. specidlni (unimoduldrni} grupa komplexnich linedrnich transformaci dvou pro-
ménnych &y, &), se v literatufe nazyvd grupou SL (2, C). Je dvojznaénou repre-
zentaci vlastni Lorentzovy grupy L(E) a obrdcen® grupa L je jednoznaénou
reprezentaci grupy SL (2, C). (Viz té2 U 11, 12.)
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Vedle spinoril transformujicich se podle (99) se zavddéji i spinory &, 1, % trans-
formujici se podle transformaci komplexné sdruZenych (¢ = I'*(), nebo kontra-
gredientnich (n' = I~ 1n), nebo komplexné sdruZenych s kontragredientnimi (y' =
= (TN~ y). (Viz U 10.)

Poznamenejme; Ze grupou transformaci (99) nelze reprezentovat celou orto-
chronni grupu Ly,. Spinorovou ireducibilni reprezentaci celé grupy Ly, lze viak
sestrojit pouZitim dvou spinorg & a ¥, (viz U 17).

Podobn# jako pfi tenzorech je moZno definovat i spinory vysSich Fddi a vy-
vodit soustavu pofetnich pravidel pro spinory, tzv. spinorovy podet, Lze ukdzat, Ze
grupy transformaci spinori sudého Fadu, které jsou jednoznacnymi reprezentacemi
grupy Lig,, jsou ekvivalentn{ jistym tenzorovym reprezentacim. Q teorii reprezentaci
Lorentzovy grupy i o spinorovém podtu existuje rozsdhld specidlni literatura. Knihy
nejvhodn&j$i k prvnimu studiu uvddime v seznamu literatury [39].

6. REALNE SOURADNICE V PROSTOROCASE

6,1. ZAVEDENI REALNYCH SOURADNIC, METRICKE KOEFICIENTY

V pfedchozich odstavcich této kapitoly jsme k uréeni svétobodu pouiiva]i
vyhody, kieré to pfineslo:

[T er

a) Lore Wtzovy transformace maji vn&j$i tvar ortogondlnich transformaci kar-
tézskych sou. wdnic v Styfrozmérném prostoru; jejich koeficienty b, spliiuji formdIné
relace ortogonality. '

b) Ctverec invariantniho intervalu dvou svétobodil je vyjadfen souctem Ctvercit
rozdili jejich sou¥adnic, podobns jako &tverec vzddlenosti v euklidovském prostoru.

¢) Bylo mo#no formulovat pravidla tenzorového poltu (pro tenzory v &tyl-
rozmérném prostorodase) nejjednodulsim zobecnénim pravidel pro tenzory v oby-
Sejném trojrozmérném euklidovském prostoru.

Na druhé strand jsme viak vidgli, Ze ani zavedeni soufadnice x, neodstranilo
podstatnou odli$nost geometrickych vlastnosti Minkowského prostoru od vlastnosti
tyfrozmérného euklidovského prostoru a Lorentzovych transformaci od redinych

‘ortogondlnich transformaci. Odli¥nosti byly sice zastfeny pfi formdlnich operacich

povahy po vytce algebraické, ale projevovaly se jasn& pii iivahdch &ist& geometrickych,
Pfi hlub$im zkoumdni geometrickpech vlastnosti prostorolasu je proto zavddéni
imagindrni soufadnice x, nejenom zbyteZné, ale bylo by vyslovené nevyhodné. To
plati zejména o tivahdch pdt‘r"‘a_bn)’rch v obecné teorii relativity a Einsteinové teorii
gravitace. Nyni si ukdZeme, Z¢ misto ryze imagindrni soufadnice x, je moZno uZivat
redlné sou¥adnice x, = ct i pfi formulaci pravidel tenzorového poétu ve specidlni
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teorii relativity. Uvidime, Ze to sice zpilisobi urgité formdlni komplikace, ale ty budou
i zde uZ do jisté miry vyvd¥eny nékierymi vyhodami.

Pii uZivdni redlnpch soufadnic v prostorofase je obvyklé psdt jejich indexy
zdsadné nahofe. Zavedeme si tedy pro veliiny x;, x, = et, kterych jsme uZ diive
pfileZitostn pouZivali, nové oznadeni x* (u = 1,2, 3, 4). Ctverec intervalu dvou
svétobodit o soufadnicich x* a x* + dx* pak dostane tvar

ds® = (@) + (@) + (@) — (@x°F, (100)

ktery explicite ukazuje, jak se mira ,,vzddlenosti v Minkowského prostoru Ii%i od
miry euklidovské. Rikdme, ¥e metrika prostorodasu neni euklidovskd, nybrz pseudo-
euklidovskd. Rediné souradnice x* 1ze pak oznaéit za pseudokartézské.

Abychom vyraz (100) mohli zapsat v krat§im tvaru, zavedeme si konstantni
metrické koeficienty n,, = n,, (1, v = 1, 2, 3, 4) takto:

My =t =tfaz=1, =1, n,=0, (). (101)
Vzorec (100) lze pak psdt strugng
ds? = n,, dx* dx", (100a)

ptijmerne-li imluvu, Ze podle Feckého indexu se automaticky séitd od 1 do 4, vy-
skytuie-li se v jednom dlenu dvakrdt, a to jednou v poloze dolni a jednou v horn.
Toto nové ,séitaci pravidlo™ nahrazuje ve formalismu s redlnymi soufadnicemi
pravidle dosud pouiivané.

6,2. TRANSFORMACE REALNYCH SOURADNIC

Obecnou homogenni transformaci Lorentzovu, kterou dostaneme z (9) zave-
denim redlnych soufadnic x* a x'*, zapifeme nyni takto:

W= B (102)

Je ziejmé, Je rediné koeficienty B souvisi s koeficienty b,, v rovnicich (9) vztahy
Bi=1by, BY=ib,,

BY = —iby;, B = by (103)

Dosazenim z t&chto vztahll do podminek ortogonality (10a) nebo (10b) dostali by-
chom odpoyidajici podminky pro rediné koeficienty B'%. Snadnégji a také hez&im zpit-
sobem je dostaneme pifimo z poZadavku invariance vyrazu (100a). Dosadime-li ze
(102) do levé strany rovnice

Ay dX'* dx™ = n, dxdx®, (104)
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zjistime ihned, Ze musi platit podminky ,,pseudoortogonality*
NuB'4B's = g (1052)

Vidime, Ze jsou pon&kud sloZit¥j$i neZ podminky (10a) pro b,,.

UZitl starych podminek ortogonality (10a) dovolilo transformaci (9) snadno
obrdtit na tvar (9'). ,,Psendoortogondlni* transformaci (102) tak jednoduse obratit
nelze, UZ na piiklad€ specidlnich transformaci (7) a (7') je vidét, Ze matice koeficientit
inverznj transformace (7') neni prost¥ jen transponovanou maticf koeficienti plivodni
transformace (7). Obecn® proto transformaci inverznf k (102) zapieme ve tvaru

x¢ = B&x'*, (102)

Koeficient B, ve (102") se nerovnd koeficientu B2 ze (102). Je to vyznadeno tim, Ze
1 jednoho koeficientu je &drka pYed hornim, u druhého pfed dolnim indexem.

Srovadnim transformace (102°) a (9') je zase mo¥no vyjddtit koeficienty B,2
pomoci starych koeficienttt b,,:

B =by, BjJ = —iby,, (103%)
Bi=iby, Bf=bau.
Spojeni s rovnicemi (103) ddvd pak vztahy
Bi=B1, Bj=-¥],
Bji=—B%, Bi=DB%.

Nyni si toto vyjadfeni koeficientii inverzni transformace (102') pomoci koefi-
cientd piimé transformace (102) odvodime obecn&j¥im a obratnéjsim zplsobem ve
strudném tvaru. Nejprve poznamenejme, Ze dosazeni z rovnic (102) do pravé strany
rovnice {104) ukazuje, ¥e i pro koeficienty B,2 musi platit podminky pseudoorto-

. gonality

naaB ,EB,; = ’?up * (105b)

Implicitnf vztahy mezi koeficienty transformaci (102) a (102) ziskdme dosazenim ze
(102") do (102). Dostaneme tak rovnice

HoL. RIER 0
X _BQBmx »

které must byt identitami, takZe z nich plynou podminky

BUBS = & = {1 (x=p), (106)
0 (x=+4).
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Ndsobime-li tyto rovnice initelem 7,4, dostdvime
TfupB";Bff = 1,506 = Hup - (1{)7)
Z porovnani (107) a (105b) pak plynou linedrni vztahy
B’ = NeeBg - (108)

Abychom rovnice (108) rozieSili podle jednoho nebo druhého druhu
koeficientl B, zavedeme si jesté koeficienty #*? uréené vztahy

1M, = 85 (109)
UvdZime-li hodnoty, jichZ nabyvaji 1,5 a 53, snadno zjistime, Ze #*® maji tyto hodnoty:
M= =P =1, gt =-1, ¥ =0 (@+§). (110)

Tedy n*f = 5P* a &iselné hodnoty t&chto koeficientl souhlasi s hodnotami koefi-
cientit 7.

Nyni miZeme z rovnic {108) snadno vypogitat napf. B'y: Ndsobime-li tyto rov-
nice &initelem #* a uZijeme vztahu (109), dostdvime

83B™ = B'S = n™n,,B5. (111a)
QObrdceng zfejme plati
B, = n,"B". (111b)

Poznamenejme jeitE, Ze podobnd jako jsme odvedili vztahy (106), mizeme do-
sazenim ze (102) do (102') ziskat vztahy

| BUBL=8, (1062)
&l h
NesBeBE = n,,. (107a)

Jejich-porovndni s rovnicemi (105a) pak opét ddvd linedrni rovnice (108).
Nakonec jests uvedme, Ze koeficienty B, infinitezimdlIni transformace je moZno
vyjadfit vzorei '
B = % 4 &, , (102a)
v nichZ ¢*, jsou redlné infinitezimdlni parametry spliujici podminky 1,,8%, = —#,,£%,
Pro &tendfe bude nepochybné uZitetné sdileni, e misto B’g‘, Tesp. B;g se koeficienty
transformaci (102), resp. (102"} asto oznalujt B¥ , resp. B.2. Toto oznateni je pro specidlnf teori

relativity stejn® vhodné (ne-li vhodngji) neZ zde zavedené, kieré bylo zvoleno pro lep¥ névaz-
nost na symboliku pouZivanou v knize Kuchafovd.
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6,3. KONTRAVARIANTNI A KOVARIANTNI SLOZKY CTYRVEXKTORL.
TENZORY A JEJICH DERIVACE PODLE SOURADNIC

Necht je v systému S psendokartézskych, redlnyeh prostorodasovych soutadnic
x* n&jaky fyzikdlni fakt popsdn uddnim &ty¥ veli€in F* a v systému S’ soufadnic zase
uddnim veliCin F'*, Plati-li ddle mezi veli¢inami F* a F'* stejné vztahy jako mezi dife-
rencemi soufadnic dx* a dx'* dvou svétobod, tj. plati-li transformaéni rovnice

F* = B¢, (112)

fikdme, Ze veliciny F* (popt. F'*) tvoFi étyfvektor a ten Ze je uréen svymi kontravariant-
ninti sloZkami F* v systému S (popk. F'* v systému $'). SloZky redlného étyfvektoru
jsou oviem nyni vesmés rediné.

Definujme si ddle v systému S veli€iny F, a v systému §’ veliiny F, vztahy

F, =n,F', F,=n,F" (113a)
Nidsobime-li tyto rovnice &initelem 4™, dostdvdme ihned obrdcené vztahy
T]“ﬂFu = 5:Fv — Fa, nzyF;( = F'%. (113b)

Veli€iny F, popf. F, nazyvdme kovariantnimi slo¥kami naseho Styfvektoru. Uvd-
Zime-li specidlni hodnoty (101) nebo (110), jichZ nabyvaji metrické koeficienty 1,,
nebo #*” v nadich pseudokartézskych systémech, vidime, Ze (113a) i (113b) ddv4

Fj=F, Fo= —F* (j=1,2,3).

Operace (113a) se nazyvd snifovdnf indexu a operace (113b) zveddnf indexu slozky
&tyFeektoru.

 Snadno nalezneme transformagni vzorce pro kovariantni slozky F,. Dosadime-li
do Cdrkovaného vztahu (113a) z rovnic (112), dostdvdme ihned

Fy = 0B GF* = 5, B F,,
&li
F!, = BSF,. (114)

Pii postupnych dpravich jsme pouZili nedrkovaného vztahu (113b) a vztahu (111b).
Porovndme-li transformaci (114) s transformaci inversni ke (112), tj. s

F¥ = BF" (112)

vidime, Ze e kovariantni sloZky transformuji kontragredientné k sloZkdm kontra-
variantnim. (Matice transformace {114) je transponovanou matici k matici
transformace (112").)

- Invariantni &tverec velikosti Styfvektoru lze nyni psdt bud ve tvaru y, F*F"
nebo ve tvaru F F, nebo konetné ve tvaru #*"F F,.
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Pojem &tyfvektoru lze opét snadno zobecnit na pojem prostorocasového ten-
zoru libovolného Fddu. Nap¥. tenzor druhého fddu s kontravariantnimi sloZkami 7+
se transformuje podle rovnic

T'* = BB, T". (115a)

Misto kontravariantnich slofek lze oviem zavést a pouZivat i sloZky smiSené, napt.
T = 0T,

které se transformuji podle vzorc

T, =BLB.TS, (115b)
nebo stozky kovariantni

T = 15T = Mty T

pro néZ plati

T, = B BT, . (115c)

Zapi¥eme-li rovnice (105b) ve tvaru
fap = BizBiglee = Mg

a porovrame je se (115c), vidime, Ze velidiny n,, miZeme pokldat za kovariantni
sloZky specidiniho tenzoru, ktery md tu vlastnost, Ze pii transformaci (115c¢) se hod-
noty jeho sloZek reprodukuji. Metrické koeficienty 1, definované rovoicemi (101}
tedy tvofi izotropni tenzor, ktery nazjvdme metrickym tenzorem prostorocasi.

Poznamenejme je¥t, %e se pii sniZovdni nebo zveddni indexit nesymetrického
tenzoru musi zachovat jejich pofadi. U symetrického tenzoru je mo#no u smifenych
sloZek psdt indexy pfimo nad sebe. Pro metricky tenzor dostdvdme podle (109) smi-
Sené sloZky

1 = 1 = 55
Z rovnic (115b) a (106) pak plyne
N = BpB'ong =4,

Podobns lze ukdzat, Ze velifiny 4% = 5% jsou kontravariantnimi slozkami izotrop-
niho tenzoru. (Viz U 18.)

U#eni tenzoru je moZné jenom podle jednoho horniho a jednoho dolniho in-
dexu. Napf. ziZenim tenzoru Q,*° v indexech y, ¢ vznikd Gtyfvektor Q7 = Q%
zifenim v indexech p, v pak obecng jiny &tyfvektor Q¢ = Q,*?. Abychom mohli
zO%it v indexech v, o, musime napfed jeden z nich sni¥it; dostaneme pak treti &tyi-

vektor q, = anﬂV(’ o thvv = Q,uvv' .
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Invariantni stopu tenzoru T** musime tedy tvofit podle vzorce
T=n,T"=T =T\

) BudteZ nakonec ddny slozky n&jakého tenzoru jako funkce svitobodu, tedy
napt. slozky T%'(x). V systému §' pak vyjadtujeme T"* jako funkce soutadnic x'#
takto:

T*(x") = BBTY(x(x")).

Pritom funkee x(x") jsou urdeny transformatnimi vzorei (102'). Utvo¥me nyni deri-
vace sloZek T"*" podle soufadnic. Pak zfejmé plati

IT™™[ox'"® = B'B'2 Y(9T*[ox") ax*/ox" =

a
= B'B'IB,% 8T%[dx" .

Ve vjr_azu &(...)/0x* budeme vypsany index a poklddat za dolnf index. Vidime pak,
Ze derivovdnim slofek tenzoru podle soufadnic vznikaji opét slozky tenzoru (s jednim
dolnim indexem navic). Symbolicky miZeme psdt

a0
ox? o’

‘Operdtory J, = 9/dx" (sloZky Styfgradientu) se tedy transformuji jako kovariantni

sloZky étyFvektoru. Operdtor
O=9#"38,0,=A~c28n*

{d’Alemberttiv operdtor) je invariantni, nebot pro libovolnou velitinu F(x) plati
0 F(x) = CVF(x(x).

X dalSimu rozvoji formalismu tenzorového pottu v redlnych prostorodasovych
soufadnicich vedly zejména velké matematické ndroky obecné teorie relativity.

ULOHY

1.. Osovy kiiZ (I', 4) je otolen vitdi (7, 4) o Gihel ¥ (tg ¥ = iv/c) a osovy ki
(1", 47) je otofen Vi (', 4’} o ¥ihel ¥ (tg ' = iu'[c), takze (I”, 4") je otogen viréi
(LA oy + ¥ (g (¥ + ¥') = iufc). Ukate, Je z toho plyne adiéni teorém rychlosti
(v 22).

2. RozloZte danou transformaci x; = b,,x, (bss > 1) na transformaci , =
= (",:,,x, typu (17) a na transformaci x;, = 4,,%, typu (11). Udejte slozky rychlosti
5,0") Lorentzova po¥dtku O’ vit&i § a koeficienty C,, transformace prostorového
otodeni (x) — (%).
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3. Pouzijte invariance As? a mkaZte obecng, Ze vzddlenost (asovd diference)
dvou svétobodd s As* = 0 je nejmensi v tom systému, v némz jsou ty svétobody sou-

gasné (soumistné).

4. Sestavte ,,multiplikaéni tabulku* Syt prvki faktorové grupy L/L, a po-
rovnejte ji s grupou symetrif obdélnika (tzv. Kleinovou grupou).

5. Udejte inverzni transformaci k infinitezimdlni Lorentzové transformaci
xp = (B + @) Xoe

6. Hmotny bod M se v inercidlnim systému S pohybuje podle rovnic

X, = rcost, Xx,=rsinwt, x3=0.

Systém S’ je urden transformaci
X=Xy, Xp=Xp, X3= Poxs ~ vf), ¢ =1yt~ vx,3fc?) .

Vyjddiete v obou systémech vlastni %as v bodu M (méfeny od okamiiku t = 0).
Udejte soufadnice X, a x, svétobodil na svétotdte hmotného bodu M jako funkcer.
Udejte t& rovnice drédhy bodu M v obou systémech.

4. M&jme dva systémy S a 8 spojené libovolnou Lorentzovou transformact a
pevné hmotné téleso, které je v klidu v systému S. Téleso md v S konstantni objem 14

a konstantni Styfrychlost U, = (0,0,0, ic). Pouzijte na Cdst jeho svétové trubice

ohranidenou nadrovinami x, = KV 2 xj = K® v&tu (69a) se tyfvektorem J, =
= %U, misto tenzoru T, _,,. Konstanta x je skaldr, ktery md hodnotu 1 uvnitf a hod-
notu 0 na povrchu a va& sviétové trubice. Vypoltéte objem V' daného télesa v systé-
mu 5. o _ : e _ :
8. Ukaite, %e velitiny F, komplexn& sdruZené k slozkém F, libovolného &tyi-
vektoru (i komplexniho) se transformuif podle reprezentace Lorentzovy grupy ekvi-
valentni repreventaci &tyfvektoroveé., {(Udejte linedrni kombinace velidin F:‘, které se
transformuj: stejnd jako F,. Zobecnéte to pravidlo pro libovolny tenzor. )

9. Doka’te vétu: Je-li grupa linedrnich transformaci T’ = kT reducibilni, existuje
nesinguldrni matice D, kterd nenf nésobkem jednotkové matice a piesto komutuje
se véemi maticemi k (a tedy i se viemi generdtory té grupy). SRS

10. Udejte generdtory transformaci a)_ komplexné sdruZenych s transformacemi
(92), b) kontragredientnich k transformacim (92), ¢) komplexné& sdruZenych s kontra-
gredientnimi. Které z nich jsou ekvivalentni plivodnim? ' E '

11. Ukalte, Ze vztahy (98) mezi koeficienty Lorentzovy transformace a koefi-
cienty pfifazené spinorové transformace jsou v souhlase s poZadavkem skldddni od-
povidajicich si transformaci (obsazenym v definici pojmu reprezentace grupy).

12. Utijte vztahu (98) a ukate, e spinorové transformace odpovidajici pros-
tym otodenim trojhranu prostorovych os jsou unitdrni, tj. plati pro né It=r".
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13. K matici

I'=s aﬁ , detI‘zl,
y

udeijte E:'{p}icite matice I'"!, I'"* a provéte vztah ekvivalence transformaci £ =T¢
a =TI"q.
. 14. IéJkazte: Ze rovnife fr,ta,‘g = 0 pro spinor &(x) jsou invariantni vi&i viastni
forentzov' grupTe _IIJ(E) a Ze jejich levd strana je spinor y transformujici se podle
Zrn}ule xgr (gg % Ukaite ddle, Ze vyraz I = E'o, 9,€ je invariant, Ze velidi-
ny T,, = &'o, 0,§ tvofi tenzor a veliiny J, = &' £ tvoii &tyf (ot
formacich z vlastni Lorenizovy grupy). ’ . pivektor (pi trans
15. Matice &, (1 = 1, 2, 3, 4) budteZ d4 o G
. 52,3, udteZ ddny vztahy o, = ¢, 6, = — i
! ‘ ; » 04 = —0, a spinor
x(x) _f1ec1_1t se transformuje podle formule y'(x") = (I'7)~? xj(x) Ukait; Eeprov
— . - . e g ’ ? )
;nge ? 6,‘7,"—-’0 Jjsou invariantni viréi gr_upé Ly a Ze jejich levd strana je spinor &
vra?s orm§31c1' se podie fgf_muie &' = T&. UkaZte ddle, Ze velidiny J = rlo.x tvok
ctyrvektovr_, vyraz I =y 6,3,y je invariant a veliiny T, = = %o 6nx tvofi
tenzor (pti transformacich z grupy, L) g "
16. Z rovnic 0, 3,€ = 0 a &, d,x = 0 odvodte rovnice [JE = 0, [Jx = 0.
17. Definujme &tyffadové (Diracovy) matice

Vo = (0 G,
¢, 0

@)

ktery i =
ery se pii transformacich x, = b,.x, z grupy Ly, transformuje podle vzorce

T )

& pii prostorovém zrcadleni x! = — P =
dleni x} xp x4 = x4 (x, = b%x,) podle vzorce

a &tyfslozkovy (Diracilv) spinor

¥() = Ay W(x) = 1, ¥(x) = ("i x(x)) .
1&(x)

Provéite, Ze matice vy, jsou hermitovské a spliiuji relace
Yy + ¥y = 25#\’ 1.
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Dile potvrdte, Ze transformaéni matice A a Ap, splfiuji vztahy
AT A = bty

ApTbe = DSy

Aly, =AY,
AIP)'“- = 'Y4A(—p)1 -

Poutijte téchto vztahi a ukaZte, Ze rovnice (Diracovy)
(1,8, + %) ¥(x) = 0, x = konst.,

jsou invariantni viii celé ortochronni Lorentzové grupé. Odvodte z nich také rovnice
(O +#)¥=0.

Udejte transformadni vzorec pro ptidrufeny Dirachv spinor ¥ = W'y,
a ukaZie, Ze

1. vjrazy ¥¥a ‘F-y,, 2,¥ jsou invariantni, takZe veli¢iny jimi urfené jsou prosto-
rolasové skaldry; '

2. velitiny urlené vyrazy ?7,,‘1’, g = 1,2, 3, 4, tvofi étyfvektor a obecn veli-
Ciny ‘?y“;yv ... ¥ tvofi tenzor;

3. velitina ¥ys¥ s Y5 = T1Y2Ya¥4 je pseudoskaldr, a velidiny ‘F’y,,y,‘l’, p=
=12, 3, 4 tvoii pseudovektor. Odvodte téZ invariantni Diracovy rovnice pro spi-
nor ¥.

18. Ukajte, e neexistuje nenulovy &tyfvektor, ktery by byl pti Lorentzovych
transformacich izotropni, kdeZ#to kaZdy izotropni kontravariantni tenzor druhého
¥4du je prostym ndsobkem izotropatho tenzoru »*”.
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KAPITOLA VI

RELATIVISTICKA
ELEKTRODYNAMIKA
A MECHANIKA
HMOTNYCH CASTIC

Matematického aparatu rozvinutého v pfedchozi kapitole (tenzorového pottu specidlni
teorie relativity) nyni pouZijeme k formélné invariantnimu vyjéddfeni (refativistickému tenzoro-
vému zapisu) zékladnich zékoni elektrodynamiky 4 mechaniky. Uvedeme priklady praktického
pouZiti transformatnich vzorcl pro rizné fyzikdini velitiny a odvodime tadé fadu konkrétnich
disledki z obecnych zédkladnich rovnic. Podrobng si objasnime zejména dileZity Einsteinfiv
zékon o ekvivalenci setrvainé hmoty a energie.

$ vyjimkoun posledniho odstayce budeme v této kapitole pouZivat imagindrni &tvrté sou-
Fadnice x, = ict a pravidel tenzorového pottu z odst. V 4.

1. RELATIVISTICKY TENZOROVY ZAPIS
MAXWELLOVYCH-LORENTZOVYCH ROVNIC

Lorentz, Poincaré a Einstein dokazovali piivodns invarianci zdkladnich rovnic
elektromagnetického pole viigi Lorentzovym transformacim dosti pracnymi a ne-
pFehlednymi vypodty. Zde si ji dokdZeme prosté tak, Ze ty rovnice zapi¥eme v relati-
vistickém tenzorovém tvaru. X tomu cili musime velidiny vystupujici v Maxwellovych-
Lorentzovych rovnicich identifikovat se sloZkami jistych tenzorit v Minkowského
&yFrozmérném prostoru a ukdzat, Ze rovnice tim piejdou na rovnice tenzorové.

Zatneme s Lorentz ovou podminkou pro elektromagnetické potencidly, kterd
je obzv1ait jednoduchd. Zavedeme-}i oznadeni

g;=4; (1=123), ea=io, 1)
mit¥eme rovnici (II 7) (popt. (I1 7) z odst. II 4,3) zapsat ve tvaru
8,0, =0. )

Z pofadavku invariance této rovnice viEi Lorentzové grupé Ly, a z toho, Ze veli€iny
A; tvoii obyZejny prostorovy vektor a Ze @ je oby&ejny skaldr, jednozna&n plyne, Ze
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