KAPITOLA VII

VARIACNI
PRINCIPY

Vyvrcholenim teoretického rozvoje Newtonovy mechaniky a Maxwellovy-Lorentzovy
elektrodynamiky bylo vyjidfeni jejich zdkladnich zdkont ve form& variaéniho principu d'Alem-
bertova, pop¥. Hamiltonova. V této kapitole ukdZeme, fe v relativisticke mechanice hmotnych
S4stic a v teotii pole majf analogické formulace jejich zékladnich zdkoni jedté jasn&j¥ smysl
teoreticky a hlubdi vyznam fyzikdlni i podstatnd v&t3[ cenu praktickou. Uvidime, Ze ve spojeni
$ poradavkem invariance viifi Lorentzovym transformacim se tyio principy stdvaji daleZitou
pomickou metodicko-heuristickou, kterd velmi usnadiiuje hleddnt moinych forem nezndmych
zékonil skute®nych, konkrétnich fyzikélnich jevh.

1.  VAZBOVE SILY. RELATIVISTICKA FORMULACE #ALEMBERTOVA
PRINCIPU A LAGRANGEOVYCH ROVNIC 1. DRUHU

Mgjme Minkowského systém S prostorotasovych soufadnic x, = {x, ict).
Hmotnd &dstice nechf je v daném &ase ¢t v urditém misté x, md klidovou hmotu
my(x) aje pod vlivem vtisténé Minkowského Styksily F (x) odvozené z daného vndj-
$itho pole. Cdstice nechf je ddle vdzdna na uréitou, s asem se ménici plochu o, jejiz
rovnice znf

G(x, x,) = G(x) = 0. (1)

Ptitom G je dand skaldrnf funkce souradnic x,, takZe v systému S’ soufadnic x, md
rovnice plochy o tvar G'(x') = G(x(x’)) = 0.V prostoro&ase oviem rovnice (1) uréuje
n&jakou trojrozmérnou nadplochu Z, v ni% leZi svétoddra I' nadi &dstice. Soufadnice
x,(t) svétobodd na sv&toddte I' spliuji rovnici (1) a proto posuv dx, = (dx;, ic df)
po svétoddie I" spliiuje rovnici

8, G(x)dx, = 0. (1a)

Prostorodasovy posuv dx, budeme nazyvat skutecnym posuvem, ponévadZ od-
povidd skutetné nastalému pohybu &dstice z mista x v ¢ase ¢ do mista x + dx v Case
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t + dt. Podminka (la) omezuje posuv dx,, ale sama jej jednoznaln€ neurduje.
V newtonovské mechanice se zavadsji tzv. izochronni (bezdasové) virtudlni posuvy

8x; (8t = 0), které spliiuji podminku

3_,-(3(3{, t) ng =0. (E)
Skute&ny pohyb &dstice, popf. &asovd zm&na jeji hybnosti p; = dp;/dt pii jejim sku-
teéném pohybu je pak urena podminkou, aby vektor p; — f; byl kolmy ke viem
virtudlnim posuviim ox 5» 1. rovnici

(B; — f7) 8x; = 0. @)
Rovnice (3) vyjadfuje zndmy d’dlembertiiv princip newtonovské mechaniky hmotné
Cdstice.

Pro teorii relativity se tato formulace d’Alembertova principu nehodi, protoZe
podminka 8¢ = 0 a tedy ani podminky (Z)a (3) nejsou invariantni vi&i Lorentzovym
transformacim. Abychom dospéli k relativisticky invariantni formulaci d’ Alembertova
principu, musime nejprve zobecnit klasicky pojem virtudlniho posuvu. Virtudinim
posuvem dx, budeme rozumét libovolny prostorodasovy posuv sluitelny s vazbovou
podminkou (1), tj. spliiujici podminku

8, G(x) 8x, = 0. ()

Relativisticky invariantni zobecn&ni zobecnéni d’ Alembertovy rovnice (3) je nyni na-
snadg:

(dP,fdv — F,)8x, = 0. (3

Srovndnim podminky (2) s (1a) vidime, Ze skutec¢ny posuv dx, je nyni jednim
z virtudlnich posuvit 8x,. Za virtudlni posuv dx, miZeme oviem zvolit také bezgasovy
posuv 6x, = (5x;, 0). V tom piipadé dostdvdme z rovnice (3} rovnice (3), nebot

dP;/dt = yab;s Fi;=vwl;»

a 74 * 0. Rovaice (2) se pti 8x, = dx, redukuje na rovnici (2). Rovnice (Z) a (3)
tedy predstavuji specidlni, neinvariantnf tvar relativistickych rovnic (2) a (3).

Je zndmo, Ze z rovnic (3) neplynou obecné pohybové rovnice p; = fj ponévadZ
vzhledem k podmince (2) sloZky 5x ; nejsou vzdjemné nezdvisié. Pii odvozeni sprav-
nych pohybovych rovnic se postupuje tak, Ze rovnici (Z) ndsobime libovolnym para-
metrem 7 a piidteme k (3). V rovnici

nyni uréime 7 tak, aby vyraz v jedné ze (ti) zdvorek vymizel. Ve zbylych dvou Elenech

rovnice jsou pak uZ 5x; nezdvislé, a proto musi i ob¥ zbyvajici wzavorky'* vymizet,
Mdme tedy celkem rovnice

py=1—18;Glx, 1} (j=123), ®)
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zndmé to Lagrangeovy rovnice 1. druhu. Druhé &eny na pravych strandch jsou
sloZky vazbové sily.
Zeela podobnd postupujeme pfi odvozeni relativistickych pohybovych rovnic
z rovnic (2) a (3). Rovnici (2) ndsobime libovolnym parametrem 1 a ptitteme k (3).
V rovnici
(@P,fdr — F, + 19,G) dx, = 0 4)

uréime A tak, aby bylo napf.
dP,fdt — F, + 18,G = 0. (52)
PonévadZ sloZky 8x; jsou uZ nezdvislé, musi platit i rovnice
dP;/dt — F; + 28,G=0. (5b)
Rovnice (5a, b) Ize zapsat souhrnn ve tvaru
drP/dr = F, — 23,G (6)

piedstavujicim relativistické, invariantni zobecnéni rovnic (5). Nésobime-li rovnice
(5) faktorem y,,), dostaneme roynice (5b) s 1 = Jy,,,. Rovnice (5) jsou tedy k rovnicim
(6) v tomtéZ poméru jako Lorentzovy pohybové rovnice (VI 66) k Minkowského rov-
nicim (VI 68). Druhé &leny na pravych strandch rovnic (6) jsou slozky vazbové
tyisily. Vzhledem k podmince (2) je vazbovd &ty¥sila ortogondini ke viem virtu-
dlnim posuviim: :

18, G(x) 8%, = 0. (7)

Pti bezCasovém posuvu gxy 74d4 podminka (7) totéZ co nerelativistickd podminka
pro vazbovou siluy, 4.

.IajG(x,t)ng=0. (7)

Podminka (7) je tedy pfirozenym zobecndnim podminky (7).

FyzikdIn{ smysl podminky (7) Ize objasnit takto: Pongvad? skutetny posuv je
nyni jednim z virtudlnich posuvi, plati podminka (7) (na rozdil od (7)) i pro skutetny
posuv. To znamend, Ze vazbovd Ctyisila je ortogondlni i ke Styfrychlosti U, =
= dx,/dr skuteného pohybu Edstice a tedy nepfispivd ke zm&n& klidové hmoty Mg.
V tom ohledu se tedy podoba LorentzovE &tyfsile. Lorentzova &tyisila je viak orto-
gondlni jenom ke skutefnému posuvu dx,, nikoliv ke ka¥dému virtudlnfmu posuvu
0%,

Dosadime-li do rovnic (6) P, = m,U,, vidime, ¥¢ pii dangch vyrazech G(x)
a F,(x,U) poskytuji jen &yfi podminky pro Sest hledanjch funkef x(z), moft)
a A(z). K rovaicim (6) oviem pistupuje jeSt& podminka (1) 2 podminka

UU, = —¢. (8)

Mdme tedy celkem prévé sprdvny poget rovnic (Sest).
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Zavérem je zajisté moZno komstatovat, Ze vyjddfeni d’Alembertova principu
ve tvaru relativisticky invariantnich rovnic (3) a (2) je form4iné jednotngjsf a pfiroze-

ng€jéi neZ v Newtonové mechanice pouZivané vyjddieni (rovnicemi (3) a (2)), nebot
neni nutné vdzdno na dosti uméle vytvofeny pojem bezfasového virtudlniho posuvu.

2.  HAMILTONUV PRINCIP V RELATIVISTICKE MECHANICE
HMOTNE CASTICE

2,1. SKUTECNA A VARIOVANA SVETOCARA. OBECNE VYJADRENE
HAMILTONOVA PRINCIPU

Pfi d’Alembertové principu jsme uvaZovali pouze o virtudlnich posuvech x,
a skutetném posuvu dx, z jediného (sice libovolng, ale pevnd zvoleného) svétobodu
(x) na svétotdte &dstice. Predstavme si nyni svétoSdru I” zndzoriiujici skuteny pohyb
&dstice mezi svétobodem (I) o soufadnicich x{? = x,(t;) a svétobodem (II} o soutad-
nicich x{Y = x,(vy), 71 < . V kaZdém jejim svétobod# (x (7)), 7; £ © £ Ty, je de-
finovdn skuteny posuv dx,(r) ptislusny k pfiristkn vlastniho &asu dr. Kroms toho
si v kaZdém sv&tobodg (x(z)) zvolime virtudlni posuv 8x,(z).

Virtudini posuv je sice aZ na piipadnou vazbovou podminku ve tvaru (2) libo-
volny, ale volime jej tak, aby velitiny 8x,(z} byly spojitymi funkcemi parametru 7
se viemi potfebnymi derivacemi a aby bylo 8x,(r,} = 8x,(z;;) = 0. Svétobody o sou-
fadnicich x7(z) = x,(z) + 8x,(<) pak vypliiuji novou spojitou svétodru I'* (vario-
vanou), kterd prochdzi pevné zvolenymi svétobody (1), (IL), tak jako svdtotdra
»skuteéného pohybu®,

Skuteénému posuvu

dx,(v) = x,(z + dz) — x,(1) = U (r) dz %)
odpovidd na variované svétoldfe posuv
dxi(c) = xi(z + dz) — x¥(7) =
= x,(t + dr) + dx,(v + dr} —
= (x(r) + 8x,(v)) - (10)
Tento vyraz je moZno uspofddat dvojim zplisobem: Za prvé lze psdt
dxi(z) = [x(z + d7) — x,()] +
+ 3[x,(r + dr) — x,(v)] = dx,(r) + 8dx (7). (10a)
Ale ponévadi také plati
Bx,(t + dv) — 8x,(7) = dbx, (1),
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mit¥eme, za druhé, psdt rovnéZ
dx(c) = dx,(z) + dbx,(7) . (10b)
Porovndnim (10b) s (10a) ziskdme obvykly vztah
3dx,(1) = ddx,(7) . (11)

Prirdstku vlastniho &asu dz = ¢™*(—dx, dx,)* na sviioldfe skutegného po-
hybu odpovidd na variované svétoldfe velidina

dt* = ¢~ —dx¥ dx?).
UZitim (10b) dostdvdme pro dt* (aZ na malé velidiny vy$3iho fidu) vyjédfeni

de* = defl — (cdr)"?dx, d8x,], (12)
takie
Sdv = dv* — dv = —c2U, dbx, . (13)

Vzorec (13) Ize odvodit téZ piimo ze vzorce pro dz*, nebot plati
8(dr?) = 2dt 8dr = —c~? §(dx, dx,) = —2¢7* dx, &dx, ,
a tedy opét, s pouZitim vztahu (11),
ddt = —c~?U, 8dx, = —c2U, ddx, .

Volime-li tf = 7;, dostdvdme z rovnice (12) integraci
o=+ '[ [1 — =2 U,{) dbx,(e)/de] de = ).
I

Vypoéteme-li odtud obrdcen® © = t(c*), miZeme vyjadfit soufadnice x; svétobodii na
variované svéto&dfe i jako funkce ,,vlastniho fasu“ t*, ddle definovat sloZky &tyi-
rychlosti U¥ = dx¥/dt* ve svétobodech x*(z*), atp. PouZitim (10b) a (12) dostévdme
vyjadieni
U% = U, + ddx,/dr + ¢7*UU, déx,/dz,
takZe
8U (v} = UX(r*) — Ufz) = (8, + ¢~2U,U,) dbx,fdz. (14)

Plati tedy U, 38U, = 0, jak je tfeba, aby i pro U} = U, + U, byla do velitin 1. fddu
splnéna podminka UUy = U, U, = —c¢* Formuli (14) lze ziskat téZ piimo variaci
U,, nebot méme

8U, = 8(dx,Jdr) = Bdx,fdr -+ dx, 5(1/dr) =
= ddx,/dz —~ (d7)"? dx, &dr ; (14a)
po dosazeni z (13) plyne jiZ opét (14).
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V daldim vykladu si ukdZeme, Z¢ skutedny pohyb &dstice mezi svétobody (I)
a (II) je charakterizovdn tim, Ze jisty integrdl, ktery md obecng tvar

n
P =J" A(x, U) dr (15)
(I

je staciondrni pfi popsanych variacich svétofdry I, tj. plati rovnice

an an an
3Fm = SJ Alx, U)dr = J A(x*, U*) de* ~ J. Alx, U)dr =
) n [49]

(11)
- .[ (5A dc + A 8de) = 0. (16)
n

Pritom A(x, U) je jisty invariantni vyraz utvofeny ze sloZek &tyfrychlosti U,(r) a z ve-
litin charakterizujicich vn&jsi pole ve svitobodech x(z).

Rovnice (16) vyjadtuje relativisticky invariantni Hamiltomiv princip a vyraz
A je invariantni Lagrangeova funkce. Konkrétni tvar Lagrangeovy funkce zdvisi na
tvaru vyrazii definujicich slozky Minkowského &tyfsily F,. V dileZitych specidlnich
ptipadech jej explicite uréime. Nyni si z varia®niho principu (16} je$t odvodime
Lagrangeovy pohybové rovnice 2. druhu pro soufadnice x,(z).

Variaci A(x, U) v poslednim integrdlu v (16) je moZno vyjddtit posuvy 8x,
a variacemi 8U, takto:

SA = (0A/0x,) 5x, + (9AJAU,) SU, .
Dosadime-li je$t& za 8U, a 8dt vyrazy (14) a (13), nabude rovnice (16) tvaru

(1)
.[ {aA 5x, + [—‘?’—"- (3 + 20U, ~ c“zAU,,] @ﬁ} dt=0.
m 9%, au, dr

Druhy &len ve svorce integrujeme per partes. Pon¥vadZ 8x,(t;) = 8x,(ry) = 0, do-

stdvdme
an
oA _af8h | 22y _A\u,[lex,ar=0.  (160)
o 9x, dr Lau, v,

~ Nejsou-li pfedepsdny Zddné vazby, jsou variace 8x,(z) libovolné a nezdvislé
funkce T, a proto must vyrazy ve svorkdch v integrdlu na levé stran® (16a) vymizet
(pro viecka 7). Z variaéniho principu (16) tedy plynou rovaice

oA —i[aA +c“2(-q{-\-Uﬂ-—-A)Uv}=0. (17)

ox, -dr |oU, ou,

m

Pfi invariantni Lagrangeové funkei A jsou i rovnice (17) invariantni viiéi Lorentzo-
vym transformacim (jejich levé strany tvoii Etyfvektor).
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Je-li pro &x,(z) predepsdna omezujici vazbovd podminka (2), tj. rovnice
8, G(x(r)) 8x,(r) = 0, (18)

platnd pro viecka 1 {t; £ T £ 7y), postupujeme pii odvozovdni Lagrangeovych rov-
nic takto: Vazbovou rovnici (18) ndsobime A(t) dr, integrujeme od (I) do (IL) a rovnici

(11)
'[ A(8,G) 8x,dr = 0
n

seSteme s (16a). Misto (16a) tak dostaneme rovnici

(I1)
J ({%_...}+A§§~(-’-‘-)-)axvdz=o.
@ \L9%, ix,

Lagrangetiy soudinitel A(t) urdime tak, aby napf. faktor (...) u 8x,(z) vymizel. Zbyva-
jici variace 8x (t) jsou uZ potom nezdvislé a faktory u nich stojici musi také vymizet.
Dostaneme tedy misto (17) rovnice odlidné pouze pfidavnym &lenem 4 8G/ox, k levé
stran&. Pon&vadZ zapotteni vlivu vazbovych podminek v rovnicich (17) je, jak jsme
pravé vidéli, jednoduché, omezime se v daldich pfikladech jen na pohyb bez vazeb.

22. LAGRANGEOVY FUNKCE A POHYBOVE ROVNICE PRO DULEZITE
SPECIALNI PRIPADY CASTICE VE VNEJSIM POLI

Abychom explicite urgili vyrazy pro Lagrangeovu funkci A v dileZitych piikla-
dech vngj¥ich poli plisobicich na hmotnon &dstici, vyjdeme z d’ Alembertova principu
(3). Tuto rovnici, kterd oviem plati v ka?dém sv&tobodg x,(), 7y < t < 17y, ndsobime

(—d<) a integrujeme podle © od svétobodu (I) do (II):

(1)

[F, x, — (dP,/d7) 8x,] dz = 0. (19)
(1

Druhy &len integrujeme per partes. S ohledem na 8x,(t;) = 0, dx,(ty) =0a P, =
= mgyU, dostaneme rovnici

(1)
(moU, dx,fdt + F,8x,)dt =0, (19a)
n
kterou pievedeme pouZitim vztahu (13) déle na tvar

(1)
(—moc? 8dr + F, 8x,d7) = 0. (19b)
m
Posledni ipravu, na konedny tvar (16), budeme jiZ provddét jen ve specidlnich p¥ipa-
dech &étyfsily F,.
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a) Viimnéme si nejprve nejjednodusiitho pikladu Gpln& volné ddstice, kdy
F, = 0. Potom je pii skutetném pohybu m, = konst, U, = konst a sv&todra zni-
zorfiujici skutedny pohyb &dstice je piimka. P¥i variace této svitodry mezi zvolenymi
pevnymi svétobody (T) a (II) se &tyfrychlost U, nutné méni, nebot variace 8U, je podle
(14) kinematicky podminéna a urena variaci svéto&4ry. Naproti tomu variace m, neni
kinematicky podmin€na variaci svétofdry a proto budeme m, poklddat p¥i variaci
za konstantni, tj. pfedepifeme 8m, = 0. Rovnici (19b) s F, = 0 je pak moZno zapsat
ve tvaru

(ir) {31}
J (=mee?)8dr =8| (—mee?)dr =0, (20)
(n 1)
takZe v tomto specidlnim pfipadé miZeme volit A(x, U) = —myc* = konst.
Invariantni Lagrangeova funkce A(x, U) neni oviem rovnici (20) uréena jedno-
znacne. K uvedenému vyrazn milZeme napf. piidat funkci o(x, U) sestrojenou z libo-
volné funkcee x(x) takto:

ofx, U) = U, 3,2() = = 2:(9)

Vzhledem k podmince 8x,(ty} = 8x,(t;;) = 0 nepfispivd funkee w(x, U) k variaci
integralu (15), nebot k nému priddvd pouze &leny y(x™) — x(x"V). Nepfispivd ani
k levé stran¥ rovnic (17). MiZeme tedy volit ® = 0, a A = —myc?. V pohybovych
rovnicich (17) pak zbyvé jediny &len:

-—C_z—(—i-(AU\.) = p— i(N‘IQU'.P) = "'"de/dT.' = 0.
de dt

Hamiltoniiv variagni princip (20) 1ze v daném systému S zapsat také ve tvaru
obvyklém v Newtonovd mechanice. Dosadime dr = y;,; df a variace 8x, omezime
na izochronni variace 8x, = (8x (), dx, = ic 8¢ = 0). Rovnice (20) tim nabude tvaru

— {1
3 J' (—moc?yey ) dt = 0. (21)
m
Symbol & pred integrdlem znamend, e mdme provést izochronni variaci s 8t = 0,
3dt = 0,
Vyraz

L = Mg = —meelyy) = —mee?(l — u¥fe?)E (22)
uddvd obyédejnou Lagrangeovu funkci volné ddstice v relativistické mechanice.
Funkce & sice neni invariantni vitéi Lorentzovym transformacim, ale je relativistickd
v tom smyslu, ¥ vyraz & dt = &’ dt' je invariantni, nebof ;) df = Py ' = dz.
V systému S, v némZ je u <€ ¢, mame pfibliZné

£ = —moc®(1 — $u?c®) = tmgu® — mye?,
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tedy aZ na aditivai konstantu, kterd nepfispivd k variaci integrdlu v rovaici (21),

Lagrangeovu funkci ™ = &0 volné &dstice v Newtonové mechanice,

Z varia@niho principu

o (i
SJ Px,u,f)dt =0 (23)
[}
plynou, jak zndmo, Lagrangeovy rovnice 2. druhu ve tvaru
22 _4(02) 04
6xj dt 3uj

Poutijeme-li v t&chto rovnicich za % vyrazu (22), dostdvdme

a z (24) tedy plyne obylejnd vektorovd pohybovd rovnice dp/dt = 0. K ni nutno
oviem dodat podminku dmg/dt = 0, zatimco &tyfvektorovd rovnice dP,/dr = 0
takovy dodatek nepotiebuje.

Sestrojme si jeSt¥ obydejnou Hamiltonovu funkei Jf(x, p) pfislusnou k La-
grangeové funkci (22). Podle zndmého piedpisu je

# = (3L[ou)u; — L = meyu® + mocygy =
= moc®y)(u?/c? + ) = Moty = & .
Dostdvame tedy podle (VI 77)
H(x, p) = c(p? + mac?)t. (26)

Hamiltonovy pohybové rovnice pak ddvaji

| dx;ldt = u; = 8#[dp; = *p)/6 = m™'p;,

dp;fdt = —8:#[6x; =0,
a z nich plyne rovnice energie
dé&fdt = dof)dt = (85¢)0x;) u; + (0o[8p;}dp,fdt = 0.

b) Ptistupme nyni k dileZitému piipadu elektricky nabité cdstice ve vnéjSim
elekiromagnetickém poli. Pro slozky &tyisily F, plati vzorce

F,=ec 'F,U, = e U 0,0, — 0,9,).

Sloky &tyfpotencidlu ¢, vn&i¥iho pole jsou oviem funkcemi pouze soufadnic x,(z)
svétobodu na svétoddfe nasi Edstice (nezdvisi explicite na tyfrychlosti U,(t)). Vyraz
F, 8x, 1ze tedy upravit na tvar

F, 3x, = ec™![U, 8¢, — (do,[dr) 8x,]
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a integrdl z tohoto vyrazu moZno upravit takto:

(11} {E1}
J. F,8x,dt = ec™t J (U, 80, + ¢, ddx,/dr) dz .
(1) {n

(V prynim &lenu jsme séitaci index u pfejmenovali na v, v druhém &lenu jsme integro-
vali per partes.) Podle (14a) vak plati

ddx,fdt = 8U, + (d7)”* U, 8dr, (27)
a miZeme tedy psdt (se samoziejmou podminkou de = 0)
(1) (i) (11}
j F,8x,dt =ec™* | [8(pU,)dt + U, 8dt] = SJ ec”toU,dr.
n [¢)] (4]
Pfi pohybu &dstice pod vlivem elektromagnetické &tyfsily je klidovd hmo-

ta my konstantni jako u volné &dstice. Budeme ji op8t poklddat za konstantni i pii
variaci svéto&dry a rovnici (19b) zapi¥eme takto:

()
SJ. (=moc® + ec™'p,U,)dr = 0. (28)
4}

Vyraz .
Alx, U) = —moc® + ec™1U, @,(x) (29)

je tedy invariantni Lagrangeovou funkci pro pohyb elektricky nabité &dstice ve vnéj-
$im elektromagnetickém poli popsaném &tyfpotencidlem ¢, (x) = (A(x), ip(x)).
Dosadme nyni (29) do (17). Plati zfejmé

95 _ o

— 3,9, = ec” U, 8,0, ,
ax, aqo” Pu 2 0Py
oA -1 d /A -1
=ec @, —— =ec U, 0,0,,
v, LS (aU,,) u Ouy
4
94 U, — A =my?.
au,

Rovnice (17) tedy ddvaji
ec™ (8,0 — 8,0,) U, — d(moU,)/dz = 0,
tj.
dP,jdt = e¢c"'F, U, = F,.
To jsou vskutku sprdvné Minkowského pohybové rovnice pro elektricky nabitou

¢dstici.

293



Pro obydejnou Lagrangeovu funkei Z(x, u, t) = Ay(',',)l dostavame nyni vyraz

= —moc?ys +ec A .u—ep. (30)

Snadno se presvédéime, ¥e Lagrangeovy rovnice (24) s Lagrangeovou funkei (30)

vedou vskutku na Lorentzovy pohybové rovnice

d(mu))/dt = €(E; + ¢ 'Fuu) = f;. (31)

Ponékud sloZité§i je vyjddieni Hamiltonovy funkce 5. Podle obydejného
piedpisu dostaneme sice s Lagrangeovou funkei (30) vyraz

H = (0Lou)u; — & = mpyuyc® + ep =
=& + ep = c(p* + mpc?)t + ep, (32)

ale to neni konedny tvar. Hamiltonovu funkei musime vyjddfit jako funkei ,,hyb-
nostf* kanonicky sdrufenpch se souradnicemi x;, tj. velifin

n; = 0L 0u; = mu; + ec Ay = p; + ecT4;. (33)
Kone&ny vyraz pro funkci 3¢ tedy zni
H#(x, 7, 1) = c[(n — ec™ AP + mic*TF + ep. (32a)

Zdvislost ¢ na x a explicitni zdvislost na ¢ je obsaZena v potencidlech A(x, () a

o(x, 1).
Chceme-li z Hamiltonovy funkce (32a) odvodit Lorentzovy pohybové rovnice
(31), musime postupovat takto: Z prvni série- Hamiltonovych rovnic dostdvdme

dx;fdt = u; = 8 [0n; = H(H — ep)™" (m; — ec™*4;).
Odtud mime
Yoy = (1 - w22 = moc(# — ep)™t,
Gili
H — ep = moety,, = me* =&,
v souhlase s (32). MitZeme tedy psdt, Ze

u; =m n; — ec™t4}),
a odtud plyne
m; = mu; + ec”'A; = p; + ec™t4;,
v souhlase s (33).
Druhd série Hamiltonovych rovnic pak ddvd

%:d_pj..i_ecul(%uk_}.%):u%:ec"l %_ea@

Uy )
dr dt 8% at 9x; ax; ax;

tj. opét rovnici (31).
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Nerelativistickd aproximace #®™ Hamiltonovy funkce (32a), pouZitelnd pfi
p* € mic?, je uréena vyrazem

A0 = = ot = Qo) (m— e AR ep. . (34)

Tato funkce je velmi ditle¥itd pro atomovou fyziku (nerelativistickou kvantovou me-
chaniku elektronu).
Ze vzorch (32) a (33) je vidét, Ze velitiny (=, (ifc) #°) tvoti Etyfvektor

o,=P,+e g, (35)

tzv. kanonickou &tyfhybnost elektricky nabité hmotné &dstice v elektromagnetickém
poli. Na zdkladg vztahu P,P, = —mc” spliiuje étyivektor IT, rovnici

(I, — ec™ )T, — ec” ) + rﬁ%cz =0,

z ni¥ se vychdzelo pfi prvnich pokusech o formulaci relativistické kvantové teorie
elekiricky nabitych elementdrnich &dstic v elektromagnetickém poli.

Jak uZ vime, nejsou potencidly Aa ¢ jednoznatné uréeny intenzitami pole E, H,
a proto to nejsou pfimo mé¥itelné fyzikdlni veliCiny. TotéZ plati i o velifindch A, &,
# an; definovanych vzorci (29), (30), (32a) a (33). Jsou to obecné jen pomocné mate-
matické veliiny, jejich¥ zavedeni a pouZivdni je vyhodné z divodi formdinich.
Velitindm 5# a x; Ize ddt ndzornou fyzikdlni interpretaci pouze pfi specidlni volb&
elektromagnetickych potencidld (pfi tzv. coulombovské nebo radiadni kalibraci).
O t¥chto vEcech, diileZitych pro kvantovou teorii atomd a zdfeni, se¢ podrobn&jsi
poudeni najde nap¥. v udebnicich [43, 44]. Je viak nutno poznamenat, Ze Lagrangeova
funkce A dand vyrazem (29) zdvisi na volb¥ kalibrace &tyfpotencidlu ¢, jen zcela ne-
podstatné. Pfi substituci ¢, —» @, = @, + 8,x(x) se totiZ zménf jen o &len

ofx, U) = ec™'U, d,x = ec™! dy/dr,

ktery nepfispiva k variaci (16) integralu (15), a proto ani nikterak nezméni Minkow-
ského pohybové rovnice. Integrdl (15) se totiz zm¥ni jen o &leny ec™*[x(x™) —
— 2(x")], jejich¥ variace je nulovd v disledku podminky 8x,(t;) = 8x,(zyy) = 0. Na
levé strang rovnic (17) se piispévky od @(x, U) rusi. Lagrangeova funkce (29) je tedy
,,prakticky* invariantni vi&i kalibraéni transformaci &ty¥potencidlu @,(x).

¢) Jako posledni pfiklad uvedme Lagrangeovu funkci pro pohyb nukleonu
v daném skaldrnim mezickém poli, ktery jsme zkoumali v odst. VI 7,2. Nalezli jsme,
Ze pti pohybu pod vlivem &ty¥sily (VI 120) je klidovd hmota &dstice m, funkci sv¥to-
bodu x(t) — viz (VI 121). Dosadime-li z (VI 120) a (VI121) do (19b), dostaneme
rovnici

L= (e + ¢ W(x)) 8dr — 5{g w(x))de] = 0.
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Velitina 7, je p¥i pohybu &dstice konstantni a proto ji budeme poklddat za konstantni
i pti variaci svéto&dry. S podminkou 87, = 0 je viak posledni rovnice ekvivalentni

rovnici
(1

I
81 [—(mgc® + g¥)]dr=0. (36)
th
Za Lagrangeovu funkci A miZeme tedy volit vyraz
A= ~(Mac + g ¥(x).- ()
PongvadZ nyni plati '
dAJOU, =0, B8Ajox, = —g oy,

dostévame dosazenim do Lagrangeovych rovnic (17) pohybové rovnice

—g d¥ — die™*(oc® + g¥) U,)/dz =0,

g

cili
d{moU)fdt = —g o (38)

v souhlase s pfedpokiadem (VI 120). Pfitom jsme podle (VI 121) zavedli opét hmotu
mg = My + ¢ gy ‘

2,3. HEURISTICKY POSTUP PRI SESTROJENI LAGRANGEOVY FUNKCE

V uvedenych prikladech jsme p¥i hleddni Lagrangeovy funkce A(x, U) vychdzeli

z rovnice (19b) plynouci z d’ Alembertova principu (3) popt. z rovnice (19). PoZadavek, .

aby se zdkon pohybu hmotné &dstice v daném silovém poli mohl zapsat ve tvaru
Hamiltonova principu

{11}
s'[ Alx, U)de = 0
N

a aby ptitom Lagrangeova funkce A byla invariantnim vyrazem utvofenym ze sloZek
étyFrychlosti U, a veliéin popisujicich dané vnéjsi pole, omezuje moZné tvary funkce
A tak silng, ¥e v mnoha p¥ipadech lze tento vyraz uréit pfimo, bez pouZiti rovnice
(19b). UkaZme si to na p¥ikladech probranych v odst. 2,2.

Pii volné Zdstici, charakterizované konstantni klidovou hmotou m,, milZe
oviem funkce A zdviset pouze na &tyfrychlosti U,, nebof nemdme vnéj3i pole ani
velitiny zdvislé explicite na soufadnicich svétobodu x,(z). Jediny invariant, ktery se
dd utvofit ze &tyfrychlosti U, je jeji kvadrdt U,U,. Ten viak md konstantni hodnotu
—¢2. Funkee A tedy musi byt konstantou. Jeji hodnotu — mgc? Ize pak uréit z poZa-
davku, aby platil vztah

3.‘?/3% = a(A'}’(-;)l)/auj = p.i = mo'}‘(u) uJ- .
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Jako druhy piiklad vezméme &dstici charakterizovanou konstantni klidovou
hmotou m; a elektrickym ndbojem e ve vn&j¥im elektromagnetickém poli popsaném
&tytpotencidlem ¢,(x). Vymizi-li tenzor intenzit pole F,, = 3,¢, — 8,0, tj., je-li
@, = 0 nebo ¢, = 8, y(x), musi se funkce A(x, U) redukovat ,,prakticky” na kon-
stantu —myc”. (Obecng se v tom piipadd miiZe A it od —mec? jen o funkei ox, U)
ve tvaru dy(x)/dz, kterd nepfispivd k variaci integrélu & yy,.) Je tedy pirozené hle-
dat vyraz A ve tvaru souttu konstanty —mgc® a invariantniho vyrazu utvofeného
ze Ctyfrychlosti U, a veli€in ¢, popf. F,,. Vyraz A musi byt ,,prakticky* invariantni
vidi zmEndm kalibrace Etyfpotencidlu ¢,. Kromé toho je moZno poZadovat, aby pro
Ety¥silu platil obeené princip superpozice. Hledany vyraz pak musi byt linedrni ve
veli¢indch popisnjicich pole. Za téchto podminek p¥ichdzi v ivahu jeding invariant
Ke,U,, nebot druhé invarianty spliiujici uvedené podminky, totiz F,, U, U,a U, 8,F,,,
jsou nulové (prvni v disledku antisymetrie F,,, druhy proto, Ze va&jii pole v okoli
svitoddry na¥i Cdstice spliiuje Maxwellovy rovnice 8,F,, = 0). Po odvozeni pohy-
bovych rovnic z Lagrangeovy funkce

A= —myc® + Ko, U,
se zjisti, e konstanta K rad vyznam efc.

Podobné je moZno postupovat p¥i konstrukei Lagrangeovy funkce A pro hmot-
nou &dstici v poli popsaném skaldrnim potencidlem (x). Md-1i &dstice pfi ¢ = 0
klidovou hmotu 7y, a hleddme-1i funkci A opét ve tvaru A = — fi,e? plus invariant
linedrni ve veli¢indch ¥ a 9,3, nalezneme, Ze jediny mo¥ny vyraz je

A= “'(ﬁfocz - glnb)s

nebof invariant

U, 8, ¥(x(x)) = dyjdr

nepiispivd k variaci integrdlu & 1y,.

Vidime tedy, Ze v teorii relativity se Hamiltonfiv princip stdvd uZitednym
heuristickym principem, ti. zdsadou usnadiiujici hleddni moZnych forem konkrétnich
fyzikdlnich zdkond, Tato vlastnost Hamiltonova principu se jet& vyrazn&ji projevuje
v teorii pole.

Pozndmka

NeZ pfistoupime k dalSim variadnim principim relativistické fyziky, bude u¥i-
tefné upozornit na to, Ze velitiny definované na svétoddte I hmotného bodu mii¥eme
Pii jejt variaci (mezi pevaymi svEtobody (I) a (I1)) variovat i jinak ne¥ zpiisobem za-
vedenym v odst. 2,1. Lze napf. postupovat tak, Ze soufadnice x¥(z) = x,(z) + 8x,(7)
svétobodli na variované svéto&dfe I'* ponechdme vyjddieny jako funkce parametru z
a Ctyfvektor Uy definujeme vzorcem Uy = dx}/dt. Parametr © a étyFvektor U
sice obecn& nemaji na I'* stejny fyzikdini nebo geometricky vpznam, jaky majil
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a U, na svétoédre I' (odpovidajici skuteShému pohybu), ale zato nyni mitZeme pfi
variaci nahradit formule (13) a (14) jednodu¥¥imi vztahy

sdv =0, (13 A)
8U, = 8(dx,fdr) = dx,fdz . (14 A)

Pii takto definované variaci 8U,, se oviem veli¢ina U, U, nezachovdvad, nebol obecné
U, 8U, * 0. Spinéni podminky U, U, = —c? &lidr = ¢~ (—dx,dx, )t pozadujeme
nyn{ pouze na svétocdre I' skutecného pohybu hmotného bodu.

Variaci integrdlu (15) nyni definujeme a potitdme takto

i T LAA oA
8F oy = f SA(x, U) dr =f (—a-;— éx, + T aUv) dr.

X I v ¥

Dosadime-li za U, podle (14 A) a integrujeme per partes, dostaneme podminku

8F g, = 0 ve tvaru
‘oA -i(a/‘)]ax,dz=0, (16 A)
o LOX, dTt\oU,

a pohybové rovnice tedy ve tvaru

8A 4 (3N _ . (17 A)
ax, dr\dU,

Abychom z rovnic (17 A) dostali v konkrétnich ptipadech spravné pohyvaé
rovnice (stejné jako d¥ive z rovaic (17)), musime oviem Lagrangeovu funkei A
v (17 A) zvolit jinak neZ v (17). Pro volny hmotny bod miZeme za A volit bud vyraz

Ay = —moc(~U,U,)*
nebo
A(OZ) = %IHOUFU# .
V obou piipadech je dA,/0x, = 0, ale

dA1y/U, = meeU(—U,U,) ¥,
kdeito
BA(OZ)IaU\, = mOUV .

Pi dosazeni do rovnice (17 A) (kterd uZ plati jen pro skuteény pohyb) kiade{ne
UU, = —c?, takie ob¥ Lagrangeovy funkce A,y i A2, vedou nakonec ke stejné
pohybové rovnici

d(moU,)/dt = dP,fdz = 0.
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Pro elektricky nabity hmotny bod ve vnéjsim elektromagnetickém poli je A
ddno vyrazem '

Ay = Ay + ec”'U, ¢,(x}),

v némi A(o) = A(OI) nebo A(OZ)'
Konetné pro hmotnou &dstici s mezickym ndbojem g ve vnéjdim skaldrnim
poli (s potencidlem ¥(x)) je moZno za A volit napt. vyraz

Ay = —(Foc® + gib) (UU,Jc*)t,
nebo

Az = mUU, ~ Jgy(1 — UU,[c?).

Velitiny i, a g jsou opét konstanty. .
V literatufe se pouZivd jak variaéni metody z odst. 2,1 a Lagrangeovych funkei
z odst. 2,2 popt. 2,3, tak i varia¥ni metody a Lagrangeovych funkci uvedenych v této
pozndmee. V nékterych ucebnicich se dokonce najdou nepfilis dasiedné kombina-
ce obou metod. (Viz nap¥. [45].) V dalsich odstavcich této kapitoly se disledng ome-

zime na metodu z odst. 2.1. Druhé metody (s 8dt = 0) pouZijeme aZ v zdvéredné
kapitole 1X.

3. HAMILTONUV PRINCIP V RELATIVISTICKE TEORII POLE
3,l.  VARIACNI PRINCIP PRO ELEKTROMAGNETICKE POLE
Z teorie elektromagnetického pole je zndmo, Ze také Maxwellovy rovnice
rot H — ¢ ' E[dt = 4nc™Y], divE = 4mp l (39)

lze odvodit z Hamiltonova variagniho principu
(3] ‘
89’58:[ ZLdt=0, (40)
t
volime-li za Lagrangeovu funkei % objemovy integral

g=| wav, (41)
Y1)

za tzv. Lagrangeovu hustotu % vyraz
F=Bn)" (E*—H) +c"'].A—go, (42)

a rozumime-li variaci 8% zménu &tyfrozm¥rného integrdlu zplisobenou tim, ¥e elek-
tromagnetické potencidly A(x, 1} a @(x, ) zménime na A(x, f) + 3A(x, £) a ¢(x, £) +
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+ B¢(x, 1). Ptitom 5A(x, 1) a Sp(x, t) jsou libovolné (inﬁnitezim'élni) funkce, které
maji viecky potfebné derivace podle x;1ta vymizi na uzaviené plose o(f) ohranidujici
prostorovy obor V(f) ve viech Easech ¢ (t; £ t < 1); krom? toho v Sasech 1 2
vymizi i uvnitt V. O hustot® proudu J(x, 1)  hustoté ndboje o(x, 7) se predpoklddd, Ze
jsou dany a pii zminéné variaci potencidlii A, @ se neméni. Samozfejmé se také
predpoklddd, Ze intenzity pole E(x, f) a H(x, 7) jsou vyjdd¥eny potencidly Aag
vztahy (I 5,6), takZe druhd série Maxwellovjch rovnic je uZ spln€na identicky.
Podrobné odvozeni rovnic (39) z variagniho principu (40) je poddno papf. v [6]

Ukd¥eme nejprve, Ze princip (40) lze zapsat ve tvaru evidentn# invariantnim
viidi Lorentzovym transformacim a Ze je tedy platny i v teorii relativity. Viimnéme si
vyrazu (42). Vyjadfime-i slozky intenzit E, H slozkami tenzoru F,, podle vziahit
(VI 6a,b), zavedeme-li misto potencidli A, ¢ tyfpotencidl ¢, = (A, i) a misto veli&in
J, o Etyiproud J, = (J, icg), snadno zistime, Ze vjraz (42) nabude tvaru

= _(16“)“1 FyFyy + C_IJH(PF . (429‘)
Je tedy invariantni vidi Lorentzovym transformacim.
Variatni princip (40) miiZeme nyni zapsat ve zfejmé invariantnim tvaru

sygasjgd9=0, (40a)
4

v ném? skalir dQ uddvd velikost elementu prostorodasové ocblasti (viz def.
(V 68, 68a)). Oblast 2 je Tdsti dtyfrozmdrné svitové trubice vytvofené prostorovym
oborem V(1) ve viech Zasech f. Trojrozmérnou hranici X oblasti € tvoii jednak
uzavfend kiiva plocha o(f) v Sasech 7 (f; S ¢ < t;1), jednak trojrozmérné prostorové

obory V(t;) a V(ty), které jsou Edstmi nadrovin x, = ict; a x4 = icty (Fezy téchto.

nadrovin se &tyfrozmérnou svétovou trubict). Integradni oblast Q integrdlu v rovnici
(40a) v8ak nemusi bpt ohranicena prdavé udanym specidlnim zpiisobem. Jeji hranici 2
miZe byt libovolnd uzaviend trojrozmérnd nadplocha ohranidujici konegnou, &tyi-
rozmérnou, prostorofasovou oblast €. Obecnt dokonce miiZe byt oblast £ i ne-
konetnd — miZe napf. byt roziifena na cely Minkowského prostor. Pro jednodu-
chost viak budeme pfedpoklddat, Ze 2 je konegnd a jednoduse souvisld oblast v pro-
storoCase.

Ptistupme nyni k vypodtu zmény 8 integrdlu &g zplisobené variaci S¢,(x)
Styfpotencidlu ¢ ,(x), kterd vymizi na nadploSe Z. Ziejmé plati

sfydg=jsgd9,
[ [#]

nebot oblast £ se pti variaci neméni. Vyraz (42a) ddvd
dBE = “(sn)—l Fuv(aa,ufpv - aayfp,,)-+ Cul.f'u Srpn =
= (4n)"1 F,, 82,0, + ¢”'J, 80,
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Portadi operaci 8 a 8, lze viak zaménit, nebot

33,¢, = d(0, + 8¢,) — 8,9, = 8, 3, .
MiiZeme tedy psat

F,, 80,0, = F,, 8, 8¢, = 8(F,, 8¢,) — (8,F,,) 5o, .

Integrdl z 84 tim dostdvdme v podob&
J 9559 dQ = L[-(zm)-l a,F,, + ¢~11,] 8¢, d2 + 41:“1 0,(F,, 80,}dQ .
EH
Upravime-li posledni integrdl jeité podle (V 69a), vidime, Ze plati
Lav(Fm 8p,)dQ = JF"" 8¢ N,|dZ| =0,
I

nebof na hranici X je 8¢, = 0. V pfedposledni rovnici tedy na pravé strand zbyvd jen

prvn% integrdl, a i ten md byt nulovy pii libovolné variaci 8¢ ,(x). Musi tedy platit
rovnice

—(@n)"t,F,, + ¢, =0,
& to v libovolné prostorotasové oblasti Q. Plati tedy v¥ude a ve viech dobdch rovnice
8,F,, = 4nc™*J,, .(43)

<oz jsou pravé Maxwellovy rovnice (VI 7). K nim je oviem nutno pfidat definiéni
rovhice tenzoru F

va = au(Pv - avqo;.: . (44)

Neni viak obtiZné upravit Lagran i i
‘ geovu hustotu (42a) tak, aby i rovnice (44
z variaéniho principu (viz U 1). 42 ’ (44) pymly

K poli uréenému rovnicemi (43), (44) piisluii tenzor energi i
K pol . ) gie a hybnosti (VI 33
ktery splituje rovnice (VI 32) (a je-li J,(x) = 0, rovnice (VI 32a)). ( )

3,2, VARIACNI PRINCIP PRO SKALARNI MEZICKE POLE

Zcela podobné jako rovnice (43), lze z variaéntho Flamiltonova principu obec-
ného tvaru (40a) odvodit i rovnici (VI 119), tj. rovnici

8,0 — %™ = dmno (45)

pro sk’alzimi m_ezické pole popsané potencidlem y/(x). Rovnice (45) vlastn® odpovidd
vilnovym rovnicim (VI 3a} pro elektromagneticky &ty¥potencidl ¢@,. Chceme-li mijt
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soustavu rovnic analogickou soustavé rovnic (44) a (43), stadi viak definovat pomocny
&tytvektor ¥, rovnicemi

W, =00, (46)

a zapsat rovnici (45) ve tvaru
a;.:‘abn — leab = 47[”0 . (47)

Funkee no(x) uréuje klidovou hustotu mezického f:fiboje (v misté x v &ase #).
Budeme ji nyni poklddat za danou a p¥i variacich potencidlu za neprc.oménnou (po-
dobné v predchozim funkce J,(x)). Abychom mohli fieﬁnovat pojem k}ld?vé: hl‘lsto’t){
%o, predstavujeme si, Ze mezicky ndboj, podobng jako elektrlckvy ndboj, je jakdsi
substance, nebo e je ,,nesen® n&jakou materidlni sut?stanc_:i rozlozenou P? pr.ost?ru
a pohybuijici se v misté x v &ase ¢ rychlosti u(x, £) vchkostt u < e ’Pak existuje vidy
inercidini systém So, v némi je rychlost té substance v urlitém mistd a dase (s?rétc.a-
bodé P) nulovd. Klidovd hustota no(P) a oby¥ejnd hustota n(P) mezického nal;o_]t?
(v pohybu) jsou urleny rovnicemi no dVy = ndV = dg, které jsou zcela obdobné
rovaicim pro go, ¢ a de (viz konec odst. VI 2}, . _

Snadno se presvédtime, e pii definici (46) a dané funkci 174(x) plyne rovnice

(47) z varia&niho principu (41) s Lagrangeovou hustotou
£ = —(8n)"* (b, + 5*Y*) — mo¥ - (48)
Potom toti# variace Si(x)} ddvd
8L = —(dm)y™ (Y, B, + ™ S) — no O .
Ale By, = 80,0 = 8, 8, takre
85 = (4m)~ 1 (B, — ™ — dmno) SY — (4n)~ 1 8,04, 8) . (49)

Na hranici X oblasti 2 volime opét 8 = 0. Posledni &len ve vyraze (49) proto nepfi-
spéje k integrélu z 3.2 po oblasti Q. Uvnitt @ je () libovolné a podminka (40a)
tedy nyni vyZaduje, aby bylo
B, —x*p — dmny = 0,
tj. aby platila rovnice (47). Nenf obtiZné upravit Lagrangeovu hustotu (48) tak, aby
i rovaice (46) plynuly z varia¢niho principu (viz U 2). . o o
Podobné jako elektromagnetickému poli prislusf i mezickému poli uréenému

rovnicemi (46), (47) (pop¥. rovici (45)) tenzor energie 2 hybnosti TED. Musi to bjt
symetricky tenzor, ktery pfi 5, = 0 spliiuje rovnice

3T =0 (50a)
analogické rovnicim (VI 32a). Takovym tenzorem je vyraz

TE = (4m)™" [y — $8u((Ybe + W7} (1)
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jehoZ struktura je zcela analogickd jako u elektromagnetického tenzorn (VI 33). Na
zdklad¥ rovnic (46) a (47) spliiuje tenzor (51) rovnice

0T = oy, = — o™, (50)

které se pfinp = 0 redukuji na Zddané rovnice (50a).
Rovnice (50) jsou obdobou rovnic (VI 32); &tytvektor

¢ = —nol, (52)

se tedy musi interpretovat jako mezickd obdoba vlastni hustoty Lorentzovy &tyfsily
¢ (viz (VI 21) a (VI 32)). Za zcela obdobngch podminek a stejnym postupem, jim#
jsme na konci odstavce VI 3,1 odvodili z Lorentzovy hustoty ¢ vn&jsi Lorentzovu
Styfsilu F&, miZeme i z hustoty (52) odvodit Minkowského (mezickou Ety¥silu FOM
B B
jiZ na mezicky ndboj g ndjaké hmotné &dstice pilisobi vn&jSi skaldrni mezické pole.
Dostaneme

o= o0av = [ mav = -, 53
Vo ¥o
v souhlase se vzorcem (VI 120).

Nakonec uvedme je§t& vyrazy, které plynou z tenzoru Tf,’,” pro hustotu energie
a hybnosti skaldrniho mezického pole. Identifikujeme-li slozky tenzoru TO podle
pfedpisu obdobného (VI 34), mdme

B = —TD = (8m)™* [c™2(ay/a1)* + (grad y)* + xwip?],
Wi = (i)™ TED = —(4nc?)™ . w61 . (54)

Vidime, Ze hustota energie pole je pozitivné definitni a hustota hybnosti vymizi ve
statickém poli.

4. INTERAKCE ROZPTYLENE NABITE HMOTNE SUBSTANCE A POLE
41 UPLNA LAGRANGEOVA FUNKCE A VARIACNI PRINCIP

Dosud jsme probirali odd¥len® jednak varia&ni principy urujici pohybové rov-
nice nabité hmotné &dstice v daném elektromagnetickém nebo skaldrnim mezickém
poli, jednak variaéni principy ur8ujici rovnice elektromagnetického nebo mezického
pole pti danych ,zdrojich®, tj. daném elektrickém &tyfproudu J,(x) nebo klidové
hustoté mezického ndboje no(x). Nyni ukdZeme, jak lze viecky tyto Sty¥i specidini
piipady spojit v jediny variadni princip obsahujici zdkony vzdjemného phisobeni mezi
nabitou hmotnou substanci a polem, tj. urdujici jak rovnice poli, tak rovnice pohybu
nabité substance.
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Nejprve spojime rovnice (28) a (36) v jeden varia€ni princip, ktery uréuje pohyb
gastice mesouci elektricky i mezicky ndboj v daném vn&jsim elekiromagnetickém
a mezickém poli. Je ztejmé, Ze klidovou hmotu m, vystupujici ve formuli (29) musime
v takovém piipadd identifikovat s velifinou my = o + ¢~ 2gyr vystupujici v rovnici
(38). Hiedany varia¢ni princip tim nabyvi tvaru (16) s Lagrangeovou funkci

A = —Fge? — g + ec” Yo, U, . (55)
Rovnice (17) s funkei (55) pak vedou na pohybové rovnice
d(moU,)/dt = ec™'F, .U, ~— g¥, . (56)

Provedeme-li derivaci naznadenou na levé stran (56) a rovnici pak zndsobime
Zinitelem U,, dostaneme

dmgldt = ¢ gy, U, = ¢3¢ dy/dz,
éili
difiyfdr = 0, M, = konst.

Pti ¥ = 0 nebo g = 0 piejdou rovnice (56) na Minkowského pohybové rovnice pro
elektricky nabitou &4stici s klidovou hmotou m, = 7ty = konst v elektromagnetic-
kém poli. P¥i F,, = Oneboe =0 pak dostdvdme znovu rovnici (38) pro pohyb Edstice
s mezickym nabojem g ve skaldrnim mezickém poli. Rovaice (56) a formule (55)
spojuji oba specidlni piipady a plati i pro &4stici nesouci niboj eig.

Funkee ¢,(x) a y(x) oviem popisuji jen on&ji pole, tak¥e na pravé strang (56)
mime pouze vnédjsi &tyFsilu. To sice neznamend, Ze se k vlivam vlastniho pole éastice
viibec nepFihliZi, nebof konstanta g ud4vd plnou ,,experimentdlni* klidovou hmotu
volné &istice, a ta je nuind urlena, alespofl z asti, i energil &Y = £P(e?) +
+ &M(g?) jejiho viastniho pole elektrickébo i mezického; ale znamena to, Ze se
k nim pFihli%f pouze aproximativné, nebof tim je z vlastnf étyFsily zapoltena jen ta
&dst, kterd md povahu sily inercidlni, a je ddna vyrazem

F‘(’vl) — -—vd(c_zx?gﬂ)U‘,)Id‘E .

Nepiihlizi se k té &dsti viastni Etyfsily, jiZ je &istice podrobena pii emisi zdfeni. Rov-
nice (56) proto plati, jak jiz vime, jen pro tzv. kvazistaciondrni pohyb, jehoZ zrychleni
je tak malé a tak mdlo proménlivé, ¥e k emisi zd¥eni prakticky viibec nedochdzi.
"Rovnice (56) a Lagrangeova funkce (55) jsou tedy pouze pfibliZné. Naproti
tomu rovnice poli (43) a (47), pop¥. vzorce (422) a (48) pro Lagrangeovy hustoty
i ptisluiné variaéni principy tvaru (40a), jsou presné. Chceme-li varia¢ni principy pole
i pohybu nébojfi spojit v jediny, musime ptedeviim vyraz (55) i rovnice (56) ,,udglat
presnymi. Jak jesté uvidime, je X tomu vhodny tento formdin{ postup: Misto skuteéné
&istice s konednymi ndboji e a g 1 hmotou i, budeme nejprve uvaZovat ,,édstici’
s libovelné malymi ndboji Ae a Ag i hmotou Am,: Pongvad? prispévky vlastniho
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polevééstice k Lagrangeové funkci (55) i viecky &dsti viastni sily jsou am&rné ptinej-
mendim {tverciim ndbojii Ae popf. Ag, miZeme je ploym prdavem zanedbat. Vyraz

A= —c?Amy — W Ag + ¢ lp U, Ae, (552)

v né€mZ  a @, pfislusi ,onéjfimu poli” a v némZ Am, uddvd pouze pFipadnou
.nepelni klidovou setrvacnou hmotu volné Edstice, je pak libovolng pfesnou La-
grangeovou funkei. Také variaéni princip

(11}
SJ Adr = 0 57
N (57)

a z n¢ho plynouci pohybové rovaice na$i ,,infinitezim4lni Sdstice™
d(Amy . U)fdt = c™t Ae.F, U, - Ag.y¥, (56a)

(s Amqy = Ay - ¢~ Ag . ) se stdvaji libovoln& pfesnymi zdkony.

2(g) =%

ct

Obr. 20

o I:Jaéf', swinfinitezimani ¢dstice® necht md ddle v kaZdém vlastnim Sase t infinite-
Elmaln‘z klidovy objem AVy(t). Potom mid¥eme velitiny Ae, Ag, Ay, Am, vyjddfit je-
jich klidovymi hustotami takto:

Ae = g AV, Ag = no AV,, Amy = fiy, AV,
Plati taks 0 o &Fy ¢ = Hoo B¥g - (58)

Amg = (figo + ¢ ) AV = pigo AV, . (59)

Cdstice pii svém pohybu (tj. ve v3ech vlastnich ¥asech t nebo &asech £} vyplni
v pfostoroc‘iase »nekonedng tizkon svétovou trubici, kterd md obecn# promépny
prifez AVy(7). (Klidovy objem &dstice AV,(r) uddvd velikost fezu jeji svitové trubice
s ?ro_]rozmérnou nadrovinou proloZenou svétobodem (x(r)) kolmo ke svétotdte I'
(viz obr. 20).)
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Dosadime-li nyni virazy (58) do (55a), miiZeme variatni princip (57) zapsat
v novém tvaru

sfsedsz:o, (572)
T

s Lagrangeovou hustotou |
g = _czﬁOO(x) - ’Io(x) lll(JC) + 6“1 Qﬂ(x) Ua(x) (pa(x) ==
= —c*igo — oW + ¢ (60)

asdQ = AV, . cdr. Integrdlv (57a) se vztahuje na c‘dsf Tsvvétové tir'ubi,ce fla..ﬁ ;asft;:e
mezi privezy AVY = AVq(z) a AVGY = AVy(ty). Ty si miiZzeme preflst?l"!ft ja otor;
trubice s n¥jakou trojrozmérnou uzavienou na_dpl’o.chou E ohramcf.u-ucx pr'()zsména
gasovou oblast @, v niZ le# T' — viz obr. 20. Var{am m{.zegralu se gyn1 roizm.m e
yyvoland infinitezimdlni deformaci tdsti svétové tru‘t'ucc’:“T 1vne%1’ pc}nyml .preiz )_r
AV a AVEP, Piitom se miiZe ménit nejen tvar ,centralni® sv8tofdry ! (rxtez}iépménjgt
mi svétobody x® a x™), ale i priifezy trubice AVo(r)_. PaEc se oviem bu vou e; o ot
hustoty fioos o» fo» a to tak, aby velidiny Ae, Ag, Arzqo' ,zus’saly beze 21’11rfny. Hode
zovani pohybovych rovnic Sdstice je proto vhodné pfejit od novf{lo za-pm:u ‘:11 adoiho
principu (57a) nejprve zpét k plvodnimu tvaru (57) Tﬁarn se _1175 ;rolew i
soutadnic 8x,(7) a s nimi nevyhnuteln® spojené variace 3U(t)a r.d S

Vyznam nového zdpisu variaéniho pnncxpti jev tom, ze :sevho ah ez p o
tpravy pouZit také pro soustavu libovolného ?octu (f nelfon?cnc mnoha) ,,1nﬁCkého
mdlnich &dstic”, které na sebe vzdjemng plisobi prostr’edm'ctvxm elektromagmf )
a mezického pole. Takovd ,,nekoneéné jemné" rozptylend substance (hjllf)t‘:‘lyv-l); oh)
zaujimd v daném d&ase ¢ konedny objem V(1) a: v prostorodase ,,vvypl;:uJBVt sgro o
svétovou trubici (viz obr. 20). Uvnitt téFo tnv1blcc pak budou ve viec s:ekcé} oot
definovany hustoty oo(x), @o(¥)s no{) i Etyfrychlost proudéni U,(x) a také p
o ll’S(:gt:éz:gx)i)opf. nekone&ng nzké svétové trubice elementii hmotného p.rac,hu
maji v kaZdém s’vétobocié Smer étyfrychlqsti U,-(x)- Cas?vzi k?qstantgosftclzkz?gkicg
ndbojii Ae jednotlivych elementd prachu je ekvwalenvtm' rovnici kontifu.}l.y“ ;1 ;ébo.ﬁ
pro elektricky &tyfproud J ) = gy(x) [fTa(x). I.’od:obne zdkony zachovdni jejic ]
Ag a hmot A, lze vyjddiit rovnicemi kontinuity

3J9 =0, 2JF =0 (61)

pro &tyfproudy noU, 8 foolUew Ponévad¥ pro velidinu Am, neplati :fa'.Lion zacho;rfn},
neplati ani rovnice kontinuity pro Stykproud J& = 40U, Tento &tyfproud spliuje
rovnici

0 = T, = — Y, @

kterd plyne snadno ze vztahu oo = flgo + ¢~ 2o a z rovnic (61).
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Abychom dospéli k variaénimu principu, z ného# vyplynou rovnice popisujici
pohyb naseho hmotného prachu, stadi, jak ukd¥eme, roz&ifit v rovnici (57a) integragni

obor T'na libovolnou ohranidenou prostoroasovou oblast Q (viz obr. 20) a nahradit
(57a) rovnici '

89955J‘£€d9=0. {(57b)
f

Pro element dQ = AV, cdr oblasti Q lze nyni pouZit i vyjddieni dQ = dV. edt
(AV = ygy AVy, df = yy, d7), take integral v rovnici (57b) m4 stejny vn&jsi tvar jako
v rovnici (40a). Srovndme-li také Lagrangeovy hustoty (42a), (48) a (60), vidime, e je
miZeme sjednotit v jedinou éplnou Lagrangeovou hustotu

& = —(16m)™* FuF oy — (8m) il + ®*W?) ~ oo + "W 0, — nolr (63)

v niZ jsou shrnuty viecky éleny vystupujici ve vyrazech (42a), (48) a (60).

4,2. ODVOZENI ROVNIC POLE I ROVNIC POHYBU HMOTNEHO PRACHU
Z JEDINEHO VARIACNIHO PRINCIPU

Integrdl &, z dplné Lagrangeovy hustoty (63) po libovolné pevné zvolené
prostorotasové oblasti 2 nyni musi byt staciondrni viidi

a) variaci 8¢,(x) &typotencidln @.(x) definované v odst. 3,1, pii nezménénjch
funkeich J,(x), y(x), no(X) 2 Hoo(x);

b) variaci 8y(x) potencidlu y(x) definované v odst. 3.2, pii nezmé&n&nych funk-
cich @,(x), J.(x), 7o(x), Foo(%); .
c) jisté variaci pohybu nabitého prachu p#i nezménénych potencidlech @, (x)

ig(x).

- PoZadavek a) vede samozfejm& opét k rovnicim (43) a pozadavek b) k rovnici
(47). Pripustnd variace pohybu prachu odpovidd infinitezimalni spojité deformaci
svétovyich trubic viech elementi prachu uvnit¥ oblasti Q. Potdtedni a koncové pritfezy
trubic, tj. jejich fezy s madplochou X ztstanou pfitom beze zmé&ny. Niboje Ae, Ag

a hmoty Am, clementt prachu zdstanou pii deformaci jejich sv&tovych trubic také
beze zmény.

Abychom z varia&niho principu 8%, = 0 ziskali pohybové rovnice hmotného
prachu, postupujeme takto: Vzhledem k tomu, Ze pfi popsané variaci pohybu ziistdvd
Jak integradni oblast Q v integrdlu &g, tak 1 prvai dva Eleny Lagrangeovy hustoty
(63) beze zmény, nepfisp&ji tyto Eleny k veliting 85,. Pro vypodet piispévki posled-
nich tf &lent, které se p¥i uvaZované variaci pohybu prachu méni, si nejprve integra&ni
oblast Q rozd&lime na nekonedné tzké svétové trubice T elementii prachu a trubice
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rozdilime na infinitezimdlni dseky velikosti dQ = AVy(r) cdr_. Zménu integrdlu
&, vyvolanou variaci pohybu prachu pak miifeme vyjadfit rozpisem

8Fp = E‘I ("Czﬁoo + ¢ tgep U, — ’To‘tb) AV, edt =
')

=J.(-—c:3 AmO)SJdT+IABSj ¢,U¢drﬂIcAgﬁj.wdt, (64)
r r I

nebot velidiny Afmg, Ae, Ag jsou podél kaZdé svétové trubice konstantni a pfi jeji

variaci se neméni. o o )

Meze integrdli podle © jsou uréeny svEiobody (), (IT), v nichZ se pXislusné své-
tové trubice T nebo svétodary I' protinaji s nadplochou 2 (viz obr. 20). Pro variace
téchto integrdlil plynou z obecné formule (16a) vyrazy

) fdt = jc"z(dU,[dt) dx, dr = J‘c’ng 8,U, 8x,dz,
] J‘Un,qo(z dr = '[FWUE dx,dr,

3 J-l,b dt = I[x/lv + ¢72U,8,(yU,)] 8x, dt.

Po dosazeni téchto vyrazd do (64) a opétném zavedeni hustot 2o, o 2 Hoo podle (58)
dostdvime
3F g = JA Y, 6x, dQ2, (64a)

Yv = —(ﬁOO + CHZ'IO'I/) Ua azUv - Cﬁzﬂo‘l’.anUv + C_lgonzU« e ﬂo‘.(fv . (65)
Ponévady variace 5x, jsou uvnitf  libovolné, plynou z pozadavku 8%, = 0 rovnice

Y, =0, (66)

co jsou hledané pohybové rovaice hmotného prachu.

Tyto rovnice si je§té upravime. Do prvniho &lenu vyrazu 7, .zavedeme huitotu
too = Hoo + ¢ “Ho¥, a pro Upravu druhého &lenu pou¥ijeme rovnice (62). Oba Eleny
je pak mo#no spojit v jediny, nebot jejich soudet ddvd

"P'OOUz aaUv - Uv aa(ﬂOOUet) = "au(HDOUvUn:) .
Rovnice (66) tim nabudou pfehledného tvaru
BttooUU) = &P + &M, (66a)
v némi# ¢ = ¢~ goF,,U, je vlastni hustota Lorentzovy Stytsily a o™ = —nol, je
vlastni hustota mezické Stytsily.
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4,3, KINETICKY TENZOR ENERGIE A HYBNOSTI HMOTNEHO PRACHU

Rovnice (66a) nabizeji zavedeni nového symetrického tenzoru

T3 = pooU,U, , (67)
ktery spliiuje rovnice
5T = ¢° + ¢, (66b)
analogické zndmym rovnicim
T = — ¢ (68)
a
0T = ~ ¢ (65)

pro tenzory energie.a hybnosti elektromagnetického a mezického pole (viz (VI 32)
a (50)). Z (66b), (68) a (69) pak plynou pro #plny tenzor

T,= TS + 7O + T8 (70)
rovnice
aaTva =0, (71)

které jsou charakteristické prdv& pro #plny tenzor energie a hybnosti uzaviené ma-
teridlni soustavy. Nade soustava je sloZena z elektricky i mezicky nabitého a ,,neko-
neéné jemné&“ rozptyleného hmotného prachu a elektromagnetického i mezického
pole. Ndboje nesené hmotnym prachem budi pole a to zp&tné ovliviiuje jeho pohyb.

Tenzor TE se nazyvd kinetickym tenzorem energie a hybnosti, nebo tenzorem
energie a hybnosti hmotného prachu. Zavedeme-li misto sloZek &yfrychlosti slozky
obyCejn¢ rychlosti proudéni zndmymi vztahy U; = y.u;, U, = icy,,, dostaneme
sloZky kinetického tenzoru vyjadfeny takto:

TR = (TE'E) Tfeli)) = (,uu Ly, depu j)

TSP T2/ \dews, —pc? (67a)

Velitina y je definovdna vztahem u = pooy?,. Jeji fyzikdlni viznam i vyznam
Hoo snadno vysvétlime. Hustotu gy, 1ze podle (59) vyjadit vzorcem poq = AmgfAV,,.
Tato veli¢ina tedy uddvd klidovou (vlastni) hustotu klidoné hmoty hmotného prachu
v daném svétobodg. Je to prostorofasovy skaldr, velifina nezdvisld na systému sou-
fadnic: pog(x") = poo(x(x)) = poolx). Ze vzorce (67) plyne ziZenim vztah T =
= ~ 2o, tak¥e pro poo dostdvame invariantni vyraz

Hoo = -C—zTa(:E)
obdobny vyrazu (VI 19a) pro g,. Vzorec pro velidinu g mbiZeme upravit takto:

p= 72 Amo/AV, = y Amof(y~* AV,) = Am/AV . (72)
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Vidime, Ze pu(x) uddv4 relativni hustotu relativni hmoty hmotného prachu nebo prosté
hustotu hmoty z hlediska systému S, viidi némuz se hmotny prach v daném misté&
a Gase (sviétobods (x)) pohybuje rychlosti u(x). Tato velitina neni invariantni prostoro-
Zasovy skaldr, nebot podle (67a) mdme

p=—c T .
Kromé oo a p je nékdy vhodné zavést i velidinu p1, definovanou vztahy
Ho = Voo = ¥~ 1 = Amo/AV = Am[AV, (73)

a uddvajici tedy relativni hustotu klidové hmoty (nebo klidovou hustotu relativai
hmoty). Prvni interpretace je pfirozengjsi. )
Vrafme se nyni k fyzikdlnimu vyznamu sloZek kinetického tenzoru T

Velidiny
(ic) 1T = pu; = wih (74)

jsou zfejmé sloZky hustoty hybnosti a
—~TH = pc* = p® (75)

je hustota energie hmotného prachu v systému S v souhlase s Einsteinovym zdkonem
o ekvivalenci hmoty a energie. Také zbyvajici slozky tenzoru maji prostou fyzikdlni
interpretaci. Velidina
o T = pu e, = wiPu,

je k-t4 sloZka hustoty proudu j-té slofky hybnosti a
—ieTE = p®y, = S = 2wV

je k-td slo¥ka hustoty proudu energie hmotného prachu.

44, RUZNE DALSI UPRAVY POHYBOVYCH ROVNIC HMOTNEHO PRACHU

Viimnéme si jest¥ ngkolika dalSich zajimavych a uZite€nych Gprav rovnic (66a).
Jejich levou stranu upravime nejprve takto:

a«(ﬂOOUan) = aa:(nuOOUv) Ua + “ODUv aaUa -
= d(FOOUv)/dT + JuOOUv aaUa . (76)

Vyraz
3U, = 8j(yu;) + (ic)™" dicy)/or =

=y du; + ¢33 (u, 0uy + ua;)
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je invariantni. Chceme-li zndt jeho ndzorny vyznam, sta¥l tedy uréit jej v klidovém
systému So, v n¥m# je (v daném misté a daném &ase) rychlost pohybu prachového
elementu u, = 0 (y,, = 1), @ podle pfedchozi formule tedy

3,U, = 8°U° = divy u,. (77)

Abychom nalezli ndzorny vyznam vyrazu div, u,, sledujme nejprve v libo-
volném systému S prachovou hmotnou substanci zaujimajici v daném okamZiku ¢
objem V(z) ohrani¥eny uzavienou plochou o(f). P¥i proudové rychlosti u(x, 1} se za
dobu dt objem zvét¥i o pfirdistek dV dany vyrazem

dv ij.ﬂdtda’: dtf N.ude = dtj divu dv.
a a(t) ¥(r)

rur

Vektor N je jednotkovy vektor mifici ve sm¥ru vn&j¥i normdly k plo¥nému elementu
do plochy o, 2 d¥ = dx; dx, dx,, je element objemu V(). Je-li objem ¥ sdm velmi
maly (V = AV), miZeme psat prost&

dAV = dt div uI dV = AV dtdivu,

AV
takZe
divu = (AV)"1 dAV/dr . (78)
V okamZitém klidovém systému S, pak oviem plati vztah
diVD uO — (AVo)Hl dAVO/dtO = (A‘Vo)—'l dAVoldT. (79)
Dosazenim ze (79) do (77) plyne invariantaf vztah
U, = (AVg)™* dAV,/dr , (30)

ktery poddvd hledany ndzorny vyznam invariantu 3,U,.
Dosadime-li z (80) do (76) a odtud do rovnic (66a) ndsobenych AV, ziskime
rovnice

AVO d(ﬂOOUV)/dT + #OOUV d(AVo)/dT =

= d(ﬂoo AVOU‘,)/dt =c" g AVGF U, — 1o AVod, . (31)
PouZijeme-li nyni definic (58), (59), miiZeme rovnice (81) zapsat ve tvaru
d(AmoU)/dt = ¢~ * AeF,, U, — Agyp, . (81a)

To jsou pohybové rovnice (libovolného) elementu nafeho hmotného prachu a jsou
oviem shodné s pohybovymi rovnicemi (56a) ,,infinitezimAlni nabité hmotné &dstice.
Levou stranu rovnic (66a) lze rozepsat je¥té timto zpiisobem:

a«(AuUOUan) = Uv aa(nuOOUz) + #DUUE aaUv =
= Uv aa(ﬂOOUe:) + Hoo de/dT *

311



Nésobime-li je potom U,, dostaneme rovnici
aa(nu'DDUa) = C_z’IOvav E] (82)

kterd souhlasi s rovnici (62). Fyzikdlni vjznam veli¢in na obou strandch rovnice (82)
objasni jeji dalii Uprava. Nasobime-li tuto rovnici AV,, provedeme paznadenou de-
rivaci na levé strané a uZijeme vztahu (80), miZeme levou stranu upravit takto:

AVo{U, Bitoo + Hoo 9.Us) = AV, ditoo/dT + Hoo dAV,fdt =
= d(ggo AV)fdv = dAm,/dr .
Na pravé strané pak dostaneme
¢~y AV, dipfdt = ¢~% Ag dyfdr,
takze rovnice (82) je ekvivalentni rovnici
dAmgfdr = ¢™* Ag dy/dr, (83)

kterd oviem plyne piimo i z (81a). Rovnice (83} je analogickd té, kterou jsme v odst.
VI 7,2 odvodili pro zménu celkové klidové hmoty fdstice (nukleonu) ve vn&jim ska-
1drnim poli.

Invarianini vjraz 3{peoU,) na levé strand (82) tedy uddvd pifristek klidové
himoty hmotného prachu v jednotce klidového objemu za jednotku vlastniho Casu
a veliina

go = No¥yU, = 1o d¥/ds (84)
je analogickd muoiZstvi tepla dodaného z hlediska okamZitého klidového systému
objemoné jednotce hmotného prachu za jednotiu casu. (Srovnej s (VI 117).)

Dosadime-li do rovnice (82) U, = (yu;,icy) a 8, = (3, (ic)* 8/af), mlZeme

ji po zavedenti veli¢in (73) a (84) zapsat ve tvaru

div (pott) + Bpoldt = ¢ g0 (85)
nebo ve tvaru
po div u 4 dpofdt = ¢"%¢q, (85a)

v ném¥ je pouZito uplné fasové derivace
dpofdt = dpofot + u . grad o . (86)

Nakonec si jeité rozepiSeme rovnice (66b) zavedenim hustot wi” a h® defino-
vanych vztahy (74) a (75). Dostaneme tak rovnice

awiPidt + 8,(wiPuy) = P + o8, (87)
Kot + B(H W) = —ie(dP + ¢8%) = 6Py + o opfer. (88
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Posledni. &len na pravé strand (88) je mo#no ddle upravit zavedenim veli€iny g,, pro
ni% plati podle (84) toto vyjédieni:

o = ﬂﬂll’jUj + HoWals = Y(“‘i’_(iM)uj + Hodifar) .
Rovnici {88) Ize tedy psdt ve tvaru

(o1 + div (1Pu) = (¢® + 6™) . u + g, (882)
v némZ
g = qoy=t = n, dy/dt . (89)

Vidime, ¥e g je ke go v tomtéZ vztahu, jako je podle (VI 118) dQ k dQ,. Z (88a)
vskutku také plyne rovnice tvaru (VI 116), totiZ

d(h® AV} = (¢® + ¢} AV. udt + g AVdr.

Snadno se odvodi, pouzije-li se vzorei (78) a (86).

5.  POKUSY O RESENI PROBLEMU KLASICKE TEORIE ELEKTRONU

Teorie interakce ,nekonednd jemné“ rozptylené, nabité hmotné substance
s polem nemfiZe vysvétlit existenci diskrétnich &dstic s konecnymi hodnotami nabojit
a hmot. Z pohybovych rovnic (66a) a z rovnic kontinuity (61) (a rovaice kontinuity
pro elektricky &ty¥proud, kterd plyne z rovnic elektromagnetického pole) nelze v da-
ném Lase ¢ urdit funkce 7(x), 0o(X), too(X). Ani neni zndmo Zddné viude spojité Feseni
téchto rovnic a rovnic poli (43), (44), (45), v n¥mZ by hustoty g, fe, Hoo mEly nenulové
hodnoty pouze uvnitf odd&lenych, tizkych svétovych trubic, tj. fedeni, které by popi-
sovalo pohyb stabilnich édstic s koneénymi hmotami a ndboji. Stueckelberg [46]
viak v roce 1941 ukdzal, Ze miife existovat stabilni &dstice (elektron nebo nuklcon)
s konecnpm, presné bodovpm elektrickym i mezickym ndbojem, aniZ pfi tom vznikne
zndmd potiZ s nekone&nd velikou energii jejtho vlastnibo pole.

Ovéfme si to na nejjednodu¥¥im piikladé volné bodové &dstice, kterd je v klidu
v poédtku inercidlniho systému S. V takovém systému Z4dnd velifina charakterizujici
E4stici nezdvisi na ¥ase 1 a hustotyge, 7o, Hoo jSOU Vyjddeny rovnicemi

2o(x) = ed(x),

no(x) =g .8x),

Boo(X) = (0) . 8(x) , (90)
v nichZ &(x) je trojrozmérnd funkce Diracova. Konstanty g a #io(0) jsou zatim libo-

volné, ale ddle je vhodng uréime nebo volime. Krom# toho nynf oviem mime
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0 = 00,1 = 1o afi = fio = figg» nebOL 4 = 0 (y, = 1). Ctyfrychlost U, md slozky
(0, 0, 0, ic). Viastni elektrické a mezické pole &dstice je popsdno potencidly

A=0, o(x)=er!, (¢1)
Y(x) = —gr~* exp (—uxr) (92)

spliinjicimi rovnice
Ap = —4ng, Ay — %y = 4nn, . (93)

Celkovd energie &astice je ddna integrdlem

& =8 = j(—T44(X)) v, (94)

v ném podle (70)
""'T44 = ‘ucz + h(E) + h{M) .

B= oo = figg + ¢~ ok,
B® = (8n) ' E2 = (8x) "' ;0 0,00,
RO = (3m)™t [0, 8,00 + %22 .
JestliZe v integrdlu (94) Sleny 9,0 9,0 a 9 3 integrujeme per partes a pouZijeme

rovnic (93) i vzorct (90), dostaneme

8o = [[ne — (6m)" o Ag — (80)2 y (a0 — x2y)] ¥ =

L

= 1[foec® + 300 + ney]dV =

= {170 ¢ + $eg + 9] 8(x) aV.

Nyni dosadime feSeni (91), (92) a poloZime g = e:

ep + gl = [r7t — "l —wr +..)] =e'x— ...
Cleny s kladnymi mocninami r nepfispivaji k integrilu &,, nebot

J}'(r) 5(x) d¥ = £(0) .

Mame tedy
50 = ?—ﬁo(o) Cz + ‘}%92 s

a pro pozorovatelnou klidovou hmotu volné &dstice dostdvdme vyraz
f-ﬁo = C_zgo = ﬁi‘o(O) + %C—zezx . (95)
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Vidime, Ze pro fiktivni &dstici s pfesn§ nulovymi ndboji ¢ = g = 0 (volnou
a ,holou®) je iy = iy(0). Pro ,,infinitezimdlni® &dstici, nebo ,,element hmotného
prachu® s infinitezimdlnimi néboji Ae a Ag je také moZno psdt misto Am,(0) prosts
Ay, jak jsme &inili v pfedchozim odstavci. Pro &dstici sice volnou (bez vnéjsibo
pole), ale ,,oble¥enou’ do svého vlastniho pole (tj. s konednymi, nenulovymi ndboji
e = g) je klidovd hmota m, 4 M(0), ziistdvd viak konecnd. Rozdil i, — Fiy(0) je
prdvé klidovd hmota pochdzejici od vlastniho pole &dstice, kdeZto y(0) je klidovd
hmota ,nepolniho piivodu®.

Pro elektron, ktery md ze viech zndmych nabitych hmotnych Sdstic nejmeni
klidovou hmotu, je moZno volit my(0) = 0 a urdit konstantu x tak, aby se &islo

My = Ye*u?/c®

rovnalo experimentdlni klidové hmoté volného elektronu: m, = m, = 1077 g. PHi
e = 5,107 abs, j. elst, vychézi pro velidinu %™, kterd podle (92) urduje ,,dosah*
mezickych sil, jimiZ na sebe piisobi dva klidné elektrony, hodnota »™* = 10™*3 em.
Tato hodnota se FddovE shoduje s polom&rem r, Lorentzova kulového elektronu (vy-
pottenym za pfedpokladu, e setrvatnd hmota elekironu je urdena pouze jeho elektro-
statickou energii £3”). Experimentdlng nebyl polomér elektronu ani dosah neelektro-
magnetickych sil mezi elektrony dosud uren, pongvadZ se zatim je§t& nepodafilo
plivést elektrony pii jejich vzdjemnych srdZkdch dostateén# blizko k sob#. Proto
dosud ani nevime, zdali neelektromagnetické sily pfedpoklddané uvedenou Stueckel-
bergovou teorif elektronu vibec existuit.

U protonu, ktery ma stejné velky elektricky ndboj jako elektron, ale klidovou
hmotu tém& 2000krdte vEtsi, by oviem ve Stueckelbergovi teorii bylo nutno pfi
stejném s pFedpoklddat my(0) > 0. (Téme¥ celd klidovd hmota by byla ,,nepolniho
pivodu*.) Hodnota % = 10'% cm™! je sprdvnd i pro mezické pole protonu, nebof
z experimentli je zndmo, Ze dosah mezickych sil mezi nukleony je skuteéng Fidu
107*3 ¢m. Na neutronu, jeho? elektricky ndboj je nulovy, ale mezicky ndboj g ne-
nulovy, Stueckelbergova teorie selbdvd. Jeji aspéch je tedy jen Sdstedny.

U Stueckelbergova elektronu nebo protonu v klidu jsou sloiky T;, = Ty; = 0.
Predchozi vypodet sloZky T4 je oviem moZno zobecnit na vypolet tenzoru T4 i pro
&dstici v pohybu popsaném kiivou sv8totdrou I'. Tenzor T,4(x) spliiuje rovnice

8, T,e = 0 (96)

pouze ve svétobodech mimo svétoddru I'. Na samotné svétoddfe Sdstice je totiZ
&tytvektor 8,7, singuldrni. Ale je moZno docilit, aby alespoii integraly

ZV(T) = 31'1',.1 dVD
Vo()
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po prifezu Vy(r) libovolné tzké svétové trubice ;,obalujici® sv€toldru I' vymizely.
Podminky Z, = 0 vedou pak na pohybové rovnice

d(moU )fdv = F$® + F + FP, (97)

v nich# F® je vnéjsi Lorentzova Sty¥sila a F® je ondjsf mezickd Styfsila, jako v rov-

nici (56). Také hmota mq je ddna stejnym vyrazem jako v rovnici (56), tj. m, =
= Ty + ¢~ 2gi. Pfitom 7, je ddno vzorcem (95), ¥ = y(x(r)) je potencidl vnéjsiho
mezického pole, a oviem g = e. Koneéné &tyfvektor F'? obsahuje tu &dst viasini
sily, kterd nemd vlastnosti setrvacnostniho odporu a neni proto zapodtena v setr-
vacné hmoté ddsticey pochdzi z toho, Ze &dstice pii zrychleném pohybu emituje zd-
feni a tim se brzdi. PHi kvazistaciondrnim pohybu se miZe zanedbat. Vyraz pro F®
je slo¥ity a uvedeme jenom jeho nejdiileZit¥si, totiZ elektromagnetickou Cdst:

2 2
FEo = 22 (__u-d Uy _ ooy, e ﬂ). (98)

¥ 3¢3 \ d7? Ydr de

Vzorec (98) predstavuje relativistické zobecn&ni Lorentzova vzorce (II 48). Pfi zane-
dbatelné rychlosti 4 mdme vskutku

2¢* da

(Bz) — .,—1p(Ez) ..
i =7 F = .
! Y T

(99)

Byla navrZena jet& fada jinych tvarh klasické teorie elektronu. Nap¥. Taylor
[47] r. 1955 ukdzal, Ze je moZno formulovat teorii bodového elektronu i bez pouZiti
skaldrnfho pole i, tj. pfi ¢ = 0, musi se oviem vhodné zvolit hustota pyg, popi. tenzor
T® (singuldrni na svétoddte I'), aby jeho piispEvek prav€ vyvdZil (zrudil) diver-
gentni &dst StyFhybnosti vlastnibo elektromagnetického pole bodového ndboje e
i jeho vlastni sily.

Podrobnéji se touto teorii, ani jinymi éetnymi pokusy o klasickou teorii elektro-
nu zabyvat nebudeme. Pouleni o nich se najde v plivodni literatufe nebo specidlnich
monografiich vénovanych ,.klasické* relativistické teorii pole [48].

Finak neZ klasickd relativistickd teorie pfistupuje k problému elementdrnich
Gastic kvantovd teorie poli. Tato ieorie predeviim zavedla do relativistické fyziky
novd pole, popsand obecné komplexnimi funkcemi i 4(x), které se pii Lorentzovych
iransformacich transformuji jako sloZky tenzori nebo spinori a spliinji nové inva-
riantni rovnice pole. Z komplexnich funkci /4, lze sestrojit nejenom redlné tenzory
energie a hybnostipole, alei redlné StyFproudy, které spliiuji rovnice kontinuity na zdkia-
d&rovnic platnych pro funkce ¥ 4,. Takové pole tedy md obecn& nejen energii a hybnost,
ale i ndboje (elektricky, mezicky apod.) a nahrazuje nabitou hmotnou substanci.
Rovnice pole pak nahrazoji pohybové rovaice hmotné substance.

Rovnice novych polf viak majf opét tvar vinovych rovnic a jejich fedeni popisuji
vlny podobné vindm elektromagnetickym. V nové teorii tedy ziejme nejde o vyplnéni
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starého programu ,.klasické* teorie elektronu. Neni to ani tfeba, ponévadZ skutené
clementdrni édstice nemaji vSecky viastnosti hmotnych &dstic podle klasickych pied-
stav. Kvantovd teorie poli popisuje elementdrni &dstice jako ,kvantované excitace®
vlnovych poli, coZ je v mnoha ohledech popis vystiZngjdi neZ ten, kiery poddvd, nebo
méla podat kilasickd teorie. Zde se kvantovdnim poli zabyvat nebudeme. V nisledu-
jicim odstavci se sezndmime pouze s formulaci obecného variagniho principu a od-
vodime z n€ho ebecny tvar rovnic pole a vyrazil pro tenzor energie a hybnosti i ttyi-
proudu,

6. TEORIE POLf A JEJICH INTERAKCE
6,1. ROVNICE NEINTERAGUJICICH, VOLNYCH POLI

Pole daného druhu je popsdno soustavou obecné komplexnich velidin 4,
A =1,2,..., N, které jsou funkcemi soufadnic x, (svétobodu (x)), transformuji se
pii Lorentzovych transformacich t&€chto soufadnic podle néjaké reprezentace Lo-
rentzovy grupy a splfiuji invariantni rovnice pole. Zatim jsme se setkali jen s piikladem
pole (mezického), pro n&Z se celd soustava veli¢in ,, redukovala na jedinou redinou,
skaldrni funkei ¥, a s pfikladem pole (elektromagnetického) popsaného &tyfmi funk-
cemi ¥4y = @, tvokicimi redlny étyfoekipr.

Jinym ‘dileZitym piikladem je pole popsané jednou komplexni velidinou y(x),
kterd je pseudoskaldrem. P¥i zanedbéni interakce spiuje funkce x (podobng jako )
invariantni vlnovou rovnici Schridingerovu-Gordonovu

(O —»*) a(x) = 0. (100)
Také komplexné sdruZend veliéina x* splfiuje tu rovnici,
(0~ ) 2(x) = 0, (100%)

nebot operdtor [] — %* je redlny.
Rovnice druhého Fadu (100), popt. (100*) je moZno nahradit soustavami rovaic
prvoiho fadu :

Xz = OuX (1002)
B, — %2y =0, (100b)
popt.
Xa = 8ax*, (100*a)
b — iyt = 0. (100%b)

Jsou-li y a y* pseudoskaldry, jsou oviem x, a xa = (7, — x¥) pseudoétyivektory.
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Jako dal§i priklad zde uvedme jesté tzv. Procove pole popsané komplexnim
étyFvektorem f(x), ktery (p¥i zanedbdni interakef) sphiuje Procovy rovnice

Joa = 0,1, — 8.1, (1013)
Oufre + %, = 0. (101b)

Rovnice komplexné sdruZené k (101a,b) je vhodno psdt ve tvaru

Joe = 0ufc = 0fT, (101%a)
Buf% + W35 = 0. (101*b)

Velitiny f;' = f; a fi = —f% tvoti opét &yfvektor f,, tj. transfromuji se stejn¥
jako f, (viz U V 8). o

Z rovnic (101b) popi. (101*b)} plyne aplikaci d, pfi » + 0 automaticky ,,Lo-
rentzova podminka®

a.f, =0, (102)

popt.
Ay =0, (102%)

Dosazenim ze (101a} do (101b) pak dostdvdme pro viecky slo¥ky f, opét rovnice
2. fddu Schrédingerova-Gordonova typu

80,1, — #*f, = (O — %) f, = 0, (103)
& podobng
(O - ")y =0. (103%)

Pii % — 0 a f) = f, pfejdou (101a,b) v rovnice tvaru Maxwellovych rovnic pro
elektromagnetické pole ve vakuu, Potom oviem podminka (102) uZ neni désledkem
rovnic (101b).

Existuje celd Fada jinych poli popsanych redlnymi nebo komplexnimi veliéinami
¥ () tvoticimi tenzory, pseudotenozry i spinory. (Viz napf. U V 14—17 a udebnice
[49, 50].) Rovnice viech téchto (volnych) poli jsou rovnicemi vlnovymi. Maji napf.
specidini fefent

Vea(® k) = a0, k) exp (ik.x,) , (104)

které popisuje rovinnou, harmonickou vinu. Jejich obecné feSeni Ize sloZit (linedrni
kombinact) ze specidlnich Fefeni (104). :
Viimn¥me si podrobn&ji vlastnosti viny (104). Jeji vinovy tyfvektor k, spliiuje
invariantnf rovnici
Kok, = —u* . (105)
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(To je podminka plynouci z rovaic ([J — #*) ¥ (%, k) = 0.) Pi %% > 0 je tedy k,
ttyfvektorem Casového charakteru. PoloZime-li

k, = (k, ky) = (@W™'N,ic™ o), (106)
mizeme fazi vIny (104) zapsat ve tvaru
F(x, k) = ikx, = —ioft — WIN.x), (107)

z ného? je patné, Ze W je fdzovd rychlost viny. Z podminky (105) pak dostdvdme
cyklickou frekvenci @ = 2nv vyjadfenu vztahem

o = o(k? + %7t (108)
a fdzovou rychlost W vztahem
W=ok|™ = c[1 ~ (xc/w)*]*. (109)

Ze vzorce (109) vidime, Ze phi % =+ 0 je fazov4 rychlost viny (104) zdvisl4 na jeji
frekvenci. Kromé toho je rychlost W redlnd jenom pii @ > xc (volime-li x i o kladn&)
a vzoree (109) pak ddvd hodnoty W > c. Ke ka#dé ving (104), popt. ke kazdému
redlnému vinovému Etykvektoru k,, ktery spliiuje podminku (105), Ize dokonce nalézt
systém soufadnic §', v némZ jsou sloZky k; = 0 a ki = —(w'/c)* = —x2 V tomto
systému tedy mdme o' = wy;, = xc a W’ — ool

Na prvni pohled se zdd, Ze témito svymi disledky jsou zmingné teorie vInovych
poli fyzikdiné znehodnoceny a nutn¥ vyfazeny. Ale neni tomu tak. Relativistickd
fyzika nevylutuje zdsadn® nadsvételné rychlosti; jenom poZaduje, aby se nemohly
rychlosti # > ¢ posilat signdly. A tato zdsada, jak ihned uvidime, nen! v uvaZovanych
teoriich pole porufena.

Fdzovd rychlost W vlny (104) nent signdlovou rychlosti, ponévadz po takové
viné nelze Z4dné zprdvy posilat. K tomu je tfeba mit vinu (modulovanou), jejiZ lokdlni
vlastnosti (napf. amplituda nebo frekvence) nejsou v celém prostoru stejné. Nejjedno-
du¥sim pfipadem modulované viny je zase vinové klubko, které Ize matematicky po-
psat jako sloZeni viny (104) se v¥emi podobnymi vlnami, jejich¥ vlnové vektory jsou
(co do sméru i velikosti) blizké vinovému vektoru k vloy (104). Slozky k; vinovych
vektord té&chto rovinnych vin le# v jistych malych intervalech k; + 4 Ak; a jejich
frekvence & v malém intervalu

o + 3 Ao = (k? + %)t + }{ow/ok;) Ak, . (110)

Také jejich (konstantni) amplitudy jsou zhruba stejné. Amplituda vysledné viny
(klubka) je potom mistng velmi prom&nlivd, nebot vng jisté svétové trubice se vinéni
interferenci prakticky rusi (viz U 3).

Neni ani tfeba, abychom zde odvozovali explicite vyraz, ktery by ukazoval
zdvislost amplitudy vInového klubka na mist& a &ase. (Viz U 3.) Nés zajimd pouze
misto (,.st¥ed klubka®), v ném¥ m4 amplituda maximdlni hodnotu. A to je zfejmé

319




tam, kde co nejvice rovinnych vln sklddajicich se na klubko souhlasf ve fazi. Sou-
fadnice X; stiedu klubka jsou tedy uréeny rovnicemi

OF _ % (k. X~ oK){] = X, - td0fok, = 0,
ok, ok,
¢ili
X (1) = (Bofok;)t = Vit (111)
Velidiny
V; = da(k)/dk; = o™k, = (HW) N, (112)

uddvaji slozky rychlosti postupného pohybu celého vinového klubka. Tato rychlost,
nazyvand té# skupinovou rychlosti vin, je hledanou, prakticky pouZitelnou (dosazi-
telnou) rychlosti signdlu prendSeného uvaZovanym polem ,,na frekvenci w®. Jeji
velikost

V| = W = e[1 — (xc/w)*]* (113)

je tedy pfi % > O men3i ne% ¢ (a bliZi se k této hodnot pfi » — 0 nebo w — o).
Podrobn&j$i a obecnéj$i rozbor problému signdlové rychlosti (rychlosti postupu
,,vInové fronty*) v relativistické teorii pole podal Blochincev [51].

Konstanty x jsou oviem rdzné podle ,,druhu’ pole. V kvantové teorii pole
konstanta x souvisi s klidovou hmotou a vlnové &tyfvektory k, vin (104) se &tythyb-
nostmi P, ,.kvantovanych excitaci® uvaZovaného pole; tyto ,,excitace® se interpretuji
jako ,,clementdrni &dstice* piisluiného ,,drubu®. Vztah mezi P, a k, je velmi jedno-

duchy:
P, = hk,. (114)
PongvadZ
P, = (p,ic &), & = c(p* + mic?)*,
a podobné
k.= (k,ic7'ow), o =c(k* + x*),

jsou v rovnicich (114) obsaZeny rovnice _
p="rhk, &="ho, m,=hc, (1142)
popi. obrdcené vztahy
k=ph, o=8HR, x=mylh, (114b)

kterym se ¥ikd vztahy de Broglieho. Jsou zcela analogické Planckovym-Einsteinovym
vztahim (VI 64a,b) pro foton, ale byly objeveny teprve o téméf dvacet leF pozdéji.
{Planckovy-Einsteinovy vztahy jsou specidlnim ptipadem vztaht de Broglieho, kdy
x = 0 popf. my = 0.)
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Poznamenejme jesté, Ze vzoree (112) pro signdlovou rychlost Ize ufitim (114a)
zapsat ve tvarn ¥ = c?p/ &, kiery je ndm dobie zndm z relativistické mechaniky hmotné
Edstice (vzorec (VI 76)). Podrobné&j§i rozbor a fyzikdlni interpretaci tichto vztahit
mezi ,,vlnami a &dsticemi* poddvaji uebnice kvantové mechaniky a kvantové teorie
pole.

6,2. VARIACN{ PRINCIP A ROVNICE POLE, KANONICKY TENZOR ENERGIE
A HYBNOSTI A {TYRPROUD

Rovnice volného pole popsaného vlnovymi funkcemi Yy j& moZno odvodit
z variaénfho principu

8J££’d£)=j8$ds’2=0. (115)
1 1
Lagrangeova hustota .#(x) je redlny, invariantni, algebraicky vyraz

L), Y+(x), (%), ayr(x)) (116)

utvoreny z funkci o q, Wiy, a jejich pronich parcidlnich derivact B cay, B Gy podle
soufadnic x,. Jsou-li veli€iny yr 4, sloZkami tenzortl, misto velitin ¥y, ufivdme velitin
Wy (viz pfiklad Procova pole).

Aby variaéni princip (115) vedl na linedrn{ rovnice pole, musi byt vyraz (116)
druhého stupné. Rovnice pole pak dostaneme nezdvislymi infinitezimalnimi varia-
cemi velidin Yy 1 iy (Nezdvislé variace obou téchto soustav vlnovych funkci
odpovidaji nezdvislym variacim redlnjch i imagindrnich ddsti velidin ¥ay) Variace
Jjsou libovelné uvnit¥ oblasti Q, ale vymizi na jejf hranici Z.

Invariance Lagrangeovy hustoty zaruduje invarianci rovnic pole a jeji redlnost
zaruCuje, Ze rovnice ziskané variact funkeci 4, nebudou ve sporu s rovnicemi, které
dostaneme variaci funkei ffy,. (Ob¥ soustavy budou vzdjemng komplexné sdruZené.)
Nutno viak poznamenat, Ze vyraz (116) reni pfi danych rovnicich pole urden jedno-
znacné. MiZe se k nému pfidat invariant ve tvaru Ctyfdivergence 8,G, (i, ¥*), jeho¥
integrdl po oblasti Q se pfevddi na integrél po hranici I a proto nepfispivd k variaci
integrdlu v rovnici (115). Pon&vad tato Sty¥divergence miiZe byt komplexni, nemusi
byt Lagrangeova hustota (116) nutn® redInd; stadi, kdy? je ,,prakticky redind®, tj. a%
na jistou aditivni étyfdivergenci. (Pfiklad Diracova pole v U 10.)

Sestrojeni Lagrangeovych hustot pro specidlni pole uréend jednoduchymi rov-
nicemi (100a,b), (101a,b) i podobnymi jinymi je snadné a nebudeme je zde uvadat.
(Viz U6az 10.) Odvodime si pouze obecny tvar rovnic pole piislugnych k Lagrangeo-
v& hustotg (116). Pro jeji variaci plati

oL o 0F 8F
sg=z{ Sy + o Sy + —2F o +—-_-aav.,y*}.
@lovw Wy o) Aoty P
(117)
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V poslednich dvou &lenech ve svorce zaménime pofadi operaci § a d,. Po dosazeni
do (115) integrujeme tyto &leny per partes a dostaneme tak rovaici

0% _ 5,22 |5 +[—‘2§5—— 8,22 ]&p* }dg 0.
I @ (ZA) {[3#’(/1) & 6(64&(4,)] Vea Wiy FERTA ) R

PongvadZ variace Sifr 4, @ 8y, jsou libovolné a nezdvislé, musi platit rovnice pole
oLty — (0180 (y)) = 0. (118%)

Plistupme nyni ke konstrukei tzv. kanonického tenzoru energie a hybnosti
pole. V mechanice hmotné ¥dstice jsme sestrojovali Hamiltonovu funkei 5, kterd
pro volnou &stici ud4v4 jeji plnou relativistickou energii &, podle vzorce

H = (0L [ou)u; — &L

V teorii pole odpovidd funkci % integrdl [ dV. Proto z Lagrangeovy hustoty (116)
tvofime Hamiltonovu kanonickou hustotu energie ¢ podle formédln€ podobného

VZOorce

0% 0L . 15
# =3 | +_¢(A))-$E' (119)
(% (a‘ﬁu) “@ Wty

Velitindm x{t) a u; = %; = dx;/dt ,,odpovidaji* v teorii pole veli¢iny r .(x, 1)

a Y, ) = & /0t Vzorec (119) miZeme zapsat také ve tvaru

0.7
= ——— O t+
(AZ) {3(54‘1’<4))

z n&ho je zteimé, Ze velilina — # je slozkou ©,, tenzoru

o .
—_— 34‘.[’(.4)} — 844%
G R

i 4 0F * 120)
O, =—2, «——= 0 +——-6!]I(A)}+5W9P. (
g é:) {a(av;bw) DT sowty) "

To je hledany kanonicky tenzor energie a hybnosti uvaZovaného po_le. Snadno se
ovEHi, e na zdklad¥ rovnic pole (118), (118*) sphiuje tenzor (120) rovnice

8,0, =0, (121)

které oviem vyjadfuji v diferencidlni form¥ zdkony zachovdni energie a hybnosti.

PFi redlnyeh funkcich 4, odpadne ve vzorci (120) druhy &len ve svorce, nfzbcit'
jeho piispévek bude uZ obsaZen v prvnim ¢lenu, Je-li L?grangeova husi:ota .,:? redlnd,
je také @, rediny tenzor, ale obecné neni symelricky. Na lionkrétmch pnklafiech
poli (v tlohdch ke cviteni) viak uvidime, Ze tenzor @, lze vidy snadno upravit na
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redlny a symetricky tenzor T,, pfiddnim jistych &end, které sice méni rozloZeni
energie a hybnosti pole v prostoru, ale nemé&ni (ihrnnou energii a hybnost pole. Rov-
nice (121} ziistdvaji oviem v platnosti i pro symetrisovany tenzor T, (j. splituji je
i ptidavné &leny k 6,,,).

Pro vjpocet sihrnné energie a hybnosti pole neni tedy nutno uZfvat symetric-
kého tenzoru T,,. Stadi k tomu kanonicky tenzor 0., ktery byva jednoduisi. Symet-
ricky tenzor je vSak nezbytny pro vypocet ihrnného momenty hybnosii pole, nebof
pro moment hybnosti vypodteny podle vzorch (VI 137) z kanonického tenzoru e,,
neplati obecné zdkon zachovdni. Tento moment hybnosti pole odpovidd fyzikdlnim
vyznamem orbitdlnimu momentu hybnosti v mechanice hmotnych &stic. Piispévek
rozdilu 8, = T, — ©,, k Ghrnnému momentu hybnosti pole je analogicky spinu
hmotnych &dstic. Podrobngjii rozbor se najde v uéebnicich teorie pole [48-—50].
Obecné pravidlo pro symetrizaci kanonického tenzoru energie a hybnosti libovolného
pole nalezl Belinfante [52].

Obecny vyraz pro kanonicky tenzor energie a hybnosti, ktery jsme zde nalezli
»heuristickym* postupem vychdzejicim od vzorce (119), je mo¥no odvodit t6% piisné
deduktivnim postupem zaloZenym na matematickém feorému Noetherové o variad-
nich principech invariantnich vii¢i grupdm transformaci. Tenzor ®,, i upiny tenzor
IT,,, hustoty momentu hybnosti se odvozuje na zdkladg invariance Lagrangeovy
hustoty viii infinitezimdlnim nehomogennim Lorentzovym transformacim. Je to
viak postup dosti zdlouhavy a pou¥ivd se ho jen v obsghlej§ich udebnicich teorie pole,
napf. [50]. Zde si ukd¥eme podobny postup na jednodusdim piikladé, toti% na odvo-
zeni vyrazu pro &tyiproud J,.

Lagrangeovy hustoty (116) volnych poli popsanych komplexnimi vinovymi
funkcemi 4, maji krom& dosud uvedenych vlastnosti jedté jednu velmi vyznamnou
formdini viastnost. Jsou toti¥ invariantnf vadi tzv. fizové substituci

Yoo = Yoy exp (i), ¥y — Wiy exp (~ie) , (122)

v 1iZ o je libovolnd redind konstanta. Substituci (122) se podle Pauliho ¥ikd Zasto také
kalibraéni{ transformate proniho druhu.

UkdZeme si nyni, jak je mo¥né této viastnosti Lagrangeovy hustoty (116} pouZit
k sestrojeni Styfvektoru J,, ktery na zdklads rovnic pole (118), (118*) spliiuje rovnici
kontinuity 8,7, = 0.

Substituce (122) s infinitezimdlnim o zm&ni velidiny 4, aZ na &leny vy$§iho
fddu, takto:

Yoo = Yol + i) = ey + 8y, Sy = fotfr gy .
Stejnym zptisobem dostaneme
5',02:1) = '—ial,b:fd) N SauW(A) = i aﬂl,b(A) ’ Saylif?;_} = —iOE apllb?:l) .
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Téchto specidlnich variaci nyni pouZijeme v obecném vzorci (117). Dosadime-li
jedtd za O.L(0Y 4y a L[y, z rovnic (118) a (118*), dostaneme, Ze

83F = —ad,J,, (123)
kde

iy 0% 8% . 124
= lg')(w(d) 80MTn)  bw) '1’(4)) (129

Z invariance & viiéi substituci (122) viak plyne 8% = 0, a tedy rovnice kon-
tinuit

’ 8, J, =0 (125)
pro &tyfvektor (124).

Tento &ytvektor, ktery je pih redlném & redlny, moZno fyzikdlo® interpretovat
jako &tytproud pfislugny k danému komplexnimu poli. Takové pole md tedy lfromé
energie a hybnosti i ndboj. Ctyfproud J, oviem nemusi byt vidy jen elektrickym
Styfproudem. Pole mit¥e mit i jiné ndboje. Jde-li o pole ,,elektricky nabité®, dostaneme
piisluiny elektricky &tyfproud ndsobenim &tyfvektoru (124) jistou universdlni kon-
stantou vhodného fyzikdlnfho rozméru. Vzhledem k tomu, Ze podle (119) md £ roz-
mér hustoty energie [erg . cm™>], md &tyfvektor definovany vzorcem (124) rozmér
[erg . cm™2]. Elektricky &tyfproud viak musi mit rozmér jako gu, tj. [e.om™® .cm.
.$71] = [ecm™2.s7']. Konstanta, jiZ musime ndsobit Sty¥vektor (124), abychom
dostali veliginu, kterd md rozmér elektrického &tyfproudu, musi proto mit rozmér
[e.erg™t.s™1] = [eh~']. V teorii elementdrnich Sdstic se veli€iny Y4, popisujici
kvantovand elektricky nabitd pole definuji tak, aby zminénd konstanta byla pfimo
rovnd ek~ L. Pritom e je absolutni hodnota elektrického ndboje elektronu (elementdrni
elektricky ndboj) a # je Planckova konstanta délend 2m.

6,3. INTERAKCE POLf

Soustava neinteragujicich (vzdjemns na sebe neptisobicich) poli je charakteri-
zovdna vzdjemn¥ oddilenymi (nesvdzanymi) soustavami rovnic jednotlivych druhf
pole. Viecky tyto soustavy rovnic (pro rizné druhy poli) Ize odvodit z jediného va-
riaéniho principu (115), vezmeme-li za Lagrangeovu hustotu & soudet Lagrangeo-
vych hustot jednotlivych poll.

Ve skutetnosti oviem viecka pole {pfimo nebo neptimo) interaguji, tj. vzdjernnd
ovliviiuji sviyj Sasovy vyvoj. Pt popisu interakce poli postupujeme v zdsad podobné
jako v teorii interakee pole a nabité hmotné substance. Pro kaZdy druh pole sestavime
rovnice, které se od linedrnich, homogennich vlnovych rovnic volného pole lifi pii~
davnymi nelinedrnimi ,,interak¥nimi Sleny* obsahujicimi i vinové funkee jingch poli.
Soustavy rovnic popisujici skupinu poli v interakci musf bjt ovem opét invariant-
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ni vii€i Lorentzovym transformacim (alespoii vii&i nehomogenni viastni grup¥), ddle
se musi vzdjemn€ sndSet a byt v souhlase se viemi empiricky zjifténymi zdkony za-
chovani.

Kdybychom takové soustavy rovnic pro tenzorovd a spinorovd pole méli
sestavovat pfimo, byl by to kol velmi obtiZny. Proto heuristicky vychdzime opét
z variaéniho principu Hamiltonova. Dany tkol se tim v podstat redukuje na sestaveni
jediného invariantniho vyrazu, tzv. Lagrangeovy hustoty interagujicich poli. Tato
veli¢ina se od invariantni Lagrangeovy hustoty volnych poli také Lii pouze ptidav-
nymi ,.interakénimi &leny*, coZ jsou oviem nyni vhodné redlné invariantni vyrazy
sestavené obvykle ze soudind vlnovych funkei riznych poli.

Invarianti pouZitelnych a potiebnych pro %, (interakéni éleny v Lagrangeovs
hustot&) neni mnoho, zvi4§tE ptijmeme-li zdsadu maximalni jednoduchosti. Omezujici
poZadavek redlnosti a invariance vyrazu %, zaruduje invarianci a kompatibilitu
soustavy rovnic a platnost zdkoni zachovdni energie, hybnosti a momentu hybnosti
i pro soustavu interagujicich poli. K daliim podstatnym omezenim moZnosti vybéru
glenti £, vedou zdkony zachovani rozli¢nych ndboji (spoleénych Yadg poli). Platnost
takovych zdkonii vyZaduje totiZ invarianci tiplné Lagrangeovy hustoty vadi jistym
fdzovym nebo kalibra¢nim transformacim vinovych funkei. Tak napt. zdkon zacho-
vdni thrnného elektrického ndboje interagujicich poli vede k poZadavku invariance

uplné Lagrangeovy hustoty vi&i kalibra&ni transformaci elektromagnetického &ty¥-
potencidlu

Pu — 0y + 8,x(x), (125a)

doprovizené fizovou transformaci

Yeay = Yia exp [e(hie) ™" 1(x)] (125b)

spoleCnou pro vinové funkce viech ,.elektricky nabitych poli®. Substituci (125a,b)

Pauli nazval kalibra&ni transformact 2. druhu. P¥ y = konst pfechdzi na identickou

substituci ¢, — ¢, 2 fdzovou substituci tvaru (122) (kalibragni transformace 1. druhu).
Snadno se potvrdi, Ze se vyrazy

. [0 cay — ie(Fic) ™ @ ar) (126)
popf.

[0.¥Cay + de(Rc) ™ @] (126%)

pii substitucich (125a,b) transformuji stejné jako funkce W4y POpL. l,ll?:i) samotné,
Odtud plyne, Ze nejjednodusdi Lagrangeove hustotu invariantni vitéi substitucim
(125a,b) dostaneme tak, ¥e v Lagrangeové hustots volnych poli derivace 8, 4y POpI.
8,1, (komplexnich vinovych funkei elektricky nabitych poli) nahradime vjrazy
(126) popt. (126*). Tim se do Lagrangeovy hustoty zavedou potfebné interakénf
Cleny vyjadiujici tzv. minimdlni elektromagnetickou interakei.
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Je samoziejmé, Ze rovnice interagujicich poli Ize pak opét zapsat v obecném
tvaru (118) a (118*). Také vzorec (120) pro kanonicky tenzor energie a hybnosti
zhistdvd form4lng beze zmény, jen soudet podle (4) je oviem nutno roziitit na v¥echny
vlnové funkce viech poli. Elektricky &yfproud je nyni ddn opét vyrazem (124) ndso-
benym efh.

Podrobngj$i informace o konstrukei interakénich ¢lenli Lagrangeovy hustoty
soustavy zndmych poli a o systematice rozlidnych typi jejich interakce poddvaji udeb-
nice kvantové teorie poli a teorie elementdrnich &dstic, napf. [53]. Tam se najde
i pou¥eni o metod¥ kvantovéni poli, o metoddch FeSeni rovnic interagujicich poli
a o fyzikdlni interpretaci celé teorie, popf. jejim praktickém pouZitf pfi vykladu jevi
pozorovanych pfi experimentech s elementdrnimi &dsticemi.

ULOHY

1. Upravte Lagrangeovu hustotu (42a) tak, aby z variadniho principu (40a)
plynuly jak rovnice (44), tak i (43) nezdvislymi variacemi sloZek tenzoru F, i sloZek
étyipotencidlu ¢,

2. Upravte Lagrangeovu hustotu (48) skaldrniho pole tak, aby z variatntho
principu (40a) plynuly jak rovnice (46), tak i (47) nezdvisljmi variacemi Styfvektoru
W, iskaldru .

3. Udeijte explicitni vyraz pro amplitudu vlnového klubka vytvofeného super-
pozici rovinnych vin (104), s vlnovymi vektory k blizkymi k vektoru k (k — 3 Ak <
< &k £ k + 1 Ak). Urgete pohyb stfedu klubka.

4. Z Lagrangeovy hustoty & = —(16n)~* F,F,, volného elektromagnetického
pole ve vakuu vypodtte kanonicky tenzor energie a hybnosti a srovnejte jej se symet-
rickym tenzorem (VI 33). UkaZie, %e oba tenzory ddvaji tutéZ nhrnnou energii a hyb-
nost pole. Srovnejte téZ momenty hybnosti pole urfené ob&ma tenzory.

5, Omezime-li , fyzikdln& p¥ipustnd® feSeni d’Alembertovych vinovych rovnic
O¢, = 0 dodatetnou Lorentzovou podminkou d,¢, = 0, jsou tyto vlnové rovnice
ekvivalentni Maxwellovym rovnicim 8,F,, = 0. UkaZte, Ze uvedené d’Alembertovy
vlnové rovaice plynou ze zjednodufené Lagrangeovy hustoty

P= —(8n) ,0,.0,0,.

Ukaste ddle, ¥e invariant & je ,,prakticky nezdvisly* na kalibraci &tyfpoten-

cidlu @, — @, + 0,x, jestliZe x spliuje rovnici [y = 0. Odvodte z & kanonic-
k¥ tenzor energie a hybnosti ©,, a srovnejte jej s tenzorem (VI 33), tak jako v pfed-
chozi tloze. :
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- 6. Udejte Lagrangeovu hustotu pseudoskaldrniho komplexniho pole urleného
rovnicemi (100), (L00%), popf. (100a,b), (100*a,b). Vypoltéte z ni kanonicky tenzor
energie a hybnosti i étyfproud.

7. Udejte Lagrangeovu hustotu %, kanonicky i symetricky tenzor energie
a hybnosti a étyfproud Procova pole urdeného rovnicemi pole (101a,b), (101*a,b).

8. Teorii Pro’cova pole lze formulovat téZ zplisobem pouZitym pro elektro-
magnetické pole v U 5. Za rovnice pole vezmeme vinové rovnice (103), (103*) a pod-
minky (102), (102*) pfipojime teprve dodatetn$ jako omezeni pro vyber fyzikélng
pﬁpustnii:h_‘fﬁeni. Lagrangeovu hustotu & lze pak volit jednodu¥i ne% v G 7.
Udejte &£, ©,,a J,.

9. Udejte Lagrangeovu hugtotu, kanonicky i symetricky tenzor energie a hyb-

nosti, spinovy’moment a Sty¥proud pifsluiné spinorovému poli urdenému rovnicemi
¢,0=0zU0V 14,

10. Ses:crojte tytéZ veli€iny jako v pfedchozi dloze pro Diracovo pole urdené
rovoicemi z UV 17,
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