Kapitola 3

Analyticka mechanika

3-ANAL.tex; 10. pracovni verze, 2010-05-15. Uvitam vSechny kritické pripominky. J.O.

3.1 Plan; pojem principu

3.1.1 Co, pro¢ a jak

Cilem analytické mechaniky je vytvofit jiny, obecnéjsi ptistup k reseni fyzikalnich problémi, nez
poskytuje ,syntetickd“ newtonovska! mechanika. Ta postupovala od hmotnych bodf (,,od toho
nejmensiho®), z nichz sestavila slozité&jsi soustavy. My nyni chceme pohlizet na fyzikélni soustavu
jako na celek a fesit ulohy z obecnéjsiho pohledu, na zakladé vhodnych principt, které nastoupi
namisto pohybovych rovnic. Doufame mj., ze takovy princip, dostateéné obecné formulovany, bude
jednoduseji pouzitelny ve slozitéjSich pripadech, pfipadné i za hranicemi klasické mechaniky. Z té
ovSem vyjdeme, protoze ndm skyté spolehlivy zaklad pro vystavbu jakékoli obecnéjsi konstrukce.

3.1.2 Priiklad z optiky

Spoleény problém Svétlo ma ve vakuu svételnou rychlost cy, v latce (= hmotném prostiedi)
rychlost ¢, kde n je materiadlova konstanta (index lomu). Jak se pohybuje svétlo mezi body A a B?

Popis newtonovsky (geometrickou optikou) Zavedeme ,foton“? coby ,¢astecku svétla“,
takze svételny paprsek bude jeho trajektorii. Pohyb tohoto ,fotonu“ popiseme podobné jako pohyb
hmotného bodu z Newtonovych rovnic, tedy:

e V homogennim izotropnim prostiedi leti ,foton* rovnomérné primocare.
e Na rozhrani dvou prostfedi se néktery ,foton“ odrazi, néktery vnikne dovniti prostiedi.
e Pro odrazeny ,foton“ plati o) = ay.

e Pro ,foton“ vnikajici do prostfedi plati ni sina; = no sin as.

Popis principem Z optiky znamy Fermattv princip ik ve své zjednodusené formé toto:

Fermatuv princip: Svétlo se pohybuje mezi dvéma dangmi body A, B tak, aby celkovd doba,
kterou na tento pohyb potrebuje, byla minimdlni.

Tento princip tedy bere trajektorii svétla jako celek a vypovida o ni jako o celku. Snadno z néj
vyplyne napf. piimocaré siteni svétla v homogennim prostiedi, stejné jako pravidla lomu a odrazu

! Je na misté rozlisit Newtonovu mechaniku, tj. skuteéné, historicky vérné Newtonovy formulace a ideje, a newto-
novskou mechaniku, tj. pojeti, které se z téchto ideji vyvinulo jistym smérem v dalsim rozvoji.
2Ten je zcela klasicky a nem4 v sobé& samoziejmé nic kvantového. Pro odligeni ho proto piseme v uvozovkach.
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svétla. Je ale uréité ndzornéjsi pro uréeni ohybu trajektorie svétla v nehomogennim prostiedi (napf.
ve vzduchu s proménnou hustotou) nez geometricka optika.

3.1.3 Troska filosofie

Jak Fermattv princip, tak geometrickéd optika vedou (rtznymi cestami) ke stejnym vysledktim; pfi-
slusny dtkaz vsak nyni neni podstatny. Podstatné je uvédomit si rozdilnost obou pristupi. Rozdil je
i filosoficky: popis podle geometrické optiky je plné kauzalni (pfi¢inny), zatimco popis Fermatovym
principem je teleologicky (tcelovy).

V geometrické optice se ,foton“ v kazdém okamziku mize poradit s vySe uvedenymi ¢tyfmi
pravidly, jak a kam se ma pohybovat v dalsim okamziku. Nepotiebuje planovat, nepotiebuje mit
pamét: jeho bezprostiedni budoucnost je uréena pritomnym stavem jednak ,fotonu“, jednak jeho
bezprostifedniho okoli. ,Foton“ je soucasnymi okolnostmi donucen jednat tak, jak jedné,

Naproti tomu podle Fermatova principu se ,foton“ pohybuje tak, aby koneckonci splnil jisty
globélni pozadavek, tcel, cil: mit co nejmensi celkovou dobu letu za dodrzeni podminky v = ¢o/n
v kazdém okamziku a misté letu. Jak zakon pfimocarého letu v homogennim prostiedi, tak i za-
kon odrazu a zdkon lomu na rozhrani uz z Fermatova principu) vyplynou. Pfipomenme, Ze tce-
lovy, teleologicky popis a zdtvodnéni je bézny tieba v biologii: zvife planuje a jedna globalné tak,
aby. .. (ukojilo hlad, uniklo nebezpeéi apod.)

Tyto filosofické rozdily nas sice nebudou moc zajimat, je ale dobfe o nich védét. V klasické fyzice
s jeji plnou uréenosti (determinismem) nevedou ke sporu; objekttim klasické fyziky nepfisuzujeme
svobodnou vili (resp. nezkoumame pojem ,vtle“ metodami fyziky).

3.1.4 Proc¢ tedy tuto novotu?
1. Pomoci principi se nékteré tlohy fesi nadzornéji.
2. V pripadé potireby mtzeme fesit tlohy kvalitativné a nejen kvantitativné.

3. Muzeme hledat pfiblizné feSeni, tedy FeSeni na jisté (jednoduché) t¥idé funkci, do niz presné
feSeni eventualné nepatii.

Ilustrace Uvazme situaci s indexem lomu vzduchu zavislym na nadmoiské vysce.

Ad 2) Mate ur¢it tvar cesty v nehomogennim prostfedi. Z Fermatova principu je (kvalitativné)
ihned jasné, zZe z fidsiho vzduchu ve vysce do houstnouciho vzduchu nize se svétlo (i zvuk) budou
pohybovat po trajektorii konvexni (a), nikoli konkavni (b) ¢i pfimé (c). Dukaz tohoto odhadu

vvvvvv

Ad 3) Mame k tomu dodat ilustrativni obrazek do knizky, kde vSak jednoduchy graficky program
umi kreslit jen kruhové oblouky. Na této tridé najdeme Fermatovym principem oblouk minimali-
zujici danou veli¢inu (dobu). Naproti dosazovani do rovnic geometrické optiky by nds nanejvys
presvédéilo o tom, ze zadny oblouk neni pfesnym FeSenim tlohy (coZ jsme védéli uz predem taky).

3.2 Rekapitulace vektorové mechaniky

Vsude budeme predpokladat analytické funkce s potfebnym poctem derivaci.

3.2.1 Zakladni pojmy ve vektorové mechanice

Ve vektorové mechanice (zvané téZ newtonovskd) jsme sledovali v ¢ase ¢ nejprve jedinou ¢astici
(hmotny bod, HB) s ¢asové neproménnou hmotnosti m a s ¢asové proménnou polohou

(0 =r(t) = {a(t), y(t), ()} (3.1)

zadanou kartézskymi soufadnicemi x, y,z v inercidlni vztazné soustavé (1. NZ). Pokud se ¢astice
nachazela pod vlivem vnéjsich? sil s vyslednici F, pak jeji pohyb byl popsin pohybovou rovnici

(2. NZ)

=

mir = F . (3.2)

3U ¢&astice samoziejmé nepiichazeji v tvahu vnitini sily; z hlediska &astice jsou viechny sily vnéjsi. P¥ipomindme
to vSak vzhledem k nésledujicimu zobecnéni na soustavu ¢éstic.
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Ta predstavuje pro jedinou c¢astici systém tii obycejnych diferencidlnich rovnic 2. fadu pro tii
neznamé funkce 7(t) = (x,y, z) s pocateénimi podminkami (poc¢ateénim stavem) — znamou polohou
7o a rychlosti ¢y v ¢ase t = 0.

Pro pocatecni hodnotu se uzivaji zapisy napft.

=10 =1r0) =r{t=0) = rl= aj

Konfigurace jediné Castice v daném okamziku ¢ je urcena jeji polohou 7(t), tedy napt.
trojici z,y, z v tomto okamziku.

& Nazorné feceno: konfigurace je to, co pozname z fotografie.

Stav dastice v daném okamziku ¢ je urcen jeji polohou a rychlosti, tedy {r(t), 'f‘(t)}.

& Stav uréuje vic nez jen konfigurace. Nazorné feceno: uréuje napf. vie, co potfebuji jako po&ateéni podminku
k jednoznac¢nému vyteseni pohybovych rovnic.

Od jedné ¢astice jsme presli k soustavé éastic a k télesu (tuhému ¢i deformovatelnému). Sily
pusobici mezi jednotlivymi ¢asticemi se stanou vnitinimi silami z hlediska soustavy; predpokladédme
pro né zakon akce a reakce (3. NZ). Na pohyb soustavy jako celku (napf. na pohyb tuhého télesa)
maji vliv jen vnéjsi sily.

Konfigurace soustavy N &astic v daném okamziku ¢ je uréena souborem {z;, y;, z; }i=1..N
poloh vsech jejich ¢astic v tomto okamziku.

Stav soustavy N &astic v daném okamziku ¢ je uréen souborem {z;,y;, zi, Zi, Ui, Zi, }i=1..N
poloh a rychlosti vSech jejich ¢astic v tomto okamziku.

3.2.2 Analogické pojmy v analytické mechanice
V analytické mechanice vyjdeme také z ¢astic. Jejich polohu vsak popiSeme vyhodnéji.

Zobecnéné sourfadnice jsou proménné g; libovolného druhu (nap¥. polarni soufadnice) vhodné
pro popis konfigurace soustavy. Pohyb soustavy (¢asovou zménu konfigurace, chcete-li) pak budeme

zjistovat pomoci vhodného principu. Princip budeme hledét formulovat natolik obecné, aby ndm
umoznil zjistit ¢asovy vyvoj nejen jediné castice, ale co nejobecnéjsi fyzikalni soustavy, napf.:

e soustavy castic podrobené dalsim podminkdm — vazbam,

e slozitého pakového mechanismu (v ném zobecnénymi soufadnicemi budou nap¥. thly svirané
pakami),

e ale tfeba i elektromagnetického pole.

Pocet n stupnu volnosti (nékdy F' z ném. Freiheitsgraden) je pocet spojité proménnych
parametri nutnych a postacujicich k popisu polohy soustavy (tj. vSech jejich ¢asti).

Konfigurace soustavy v daném okamziku ¢ bude uréena souborem {¢;};—1. ., téchto para-
metri, tedy zobecnénych soufadnic (poloh).

Stav soustavy bude uréen souborem {g;,q;}i=1..n zobecnénych soufadnic a zobecnénych
rychlosti anebo ekvivalentnimi idaji (napf. souborem {g;,p;}i=1..n zobecnénych soutradnic a zo-
becnénych hybnosti).
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Konfigura¢ni prostor Uvazujme N stejnych ¢astic, k = 1... N. VSechny maji stejnou hmot-
nost m a k-t4 castice ma soutadnice

Xk i=1, 2, 3; k=1,...,N. (3.3)

Precislujeme postupné soutadnice N bodt ve 3-D prostoru na soufadnice jediného bodu v 3N-D
prostoru, tzv. konfiguracnim prostoru.

Pak tuto soustavu N ¢astic popiSeme jedinym bodem ve 3N-rozmérném konfiguracnim prostoru.
Pohybové rovnice zistavaji formalné stejné:

Fy = mi;, (34)

jen ¢ probihd do 1 do 3NV.

<— Definici konfigura¢niho prostoru pozdéji, v 3.3.4, zobecnime pro pfipad soustavy s vazbami. Konfiguracni prostor
bude mit vzdy pravé tolik rozméra, kolik ma soustava stupnt volnosti.

& Napiste explicitné tvar transformace rov. (3.3).

Resen: T; = Xf, j=3k-1)+1.

3.3 Vazby, zobecnéné souradnice

3.3.1 Vazba

’ Vazba popisuje omezeni kladené na polohu nebo pohyb cdstic.

Priklad 1: Dva body lezici oba na povrchu koule o poloméru R a soucasné si zachovavajici
od sebe vzdalenost a. Soustava je popsana tfemi vazbami:

i+l ai-R? = 0 (3.5)
i+l -R? = 0 (3.6)
(1 — 24)® + (29 — 25)% + (23 — 26)? —a® = 0. (3.7)

Vazby jsme zapsali ve tvaru ¢y (z;) = 0. Kazda z nich definuje podprostor dimenze N — 1 (nadplo-
chu). Bod uréujici v konfigura¢nim prostoru konfiguraci systému se tedy pohybuje jen po priiseénici
nadploch zobrazujicich jednotlivé vazby.

Priklad 2: Pohyb v roving, kdy rychlost ve sméru x je vzdy dvojnasobek rychlosti ve sméru y:

v = 2uy neboli
de—2dy = 0 (3.8)

Priklad 3: K smrti vydésend mys bézici kamkoliv maximélni moznou rychlosti v(t):

(dz)? 4 (dy)? — (v(t)dt)> =0 (3.9)

3.3.2 Typy vazeb
Vazby klasifikujeme z rtznych hledisek:

e rovnost X nerovnost
Vazba oboustrannd, napft.:
¢ =0, (3.10)
Bod je vazan na nadplochu, ,nemize z ni ven“.

Vazba jednostrannd, napt.:
w >0, resp. ¢ <0, (3.11)

Bod se muze pohybovat po jisté plose a nad ni, nikoli vSak pod ni (anebo obraceng).
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e zivislost na ¢ase

Vazba skleronomni nezavisi explicite na case, napf.:

o(z;) =0. (3.12)
Skleronomni vazba neméni energii ¢astice v ¢asové nezavislych silovych polich.
Vazba reonomni obsahuje explicitni zavislost na case, napft.:

o(xi,t) =0 (3.13)

Vazba se s ¢asem méni (nabi. bod na nafukovaném mi¢i). Muze proto ménit energii i v ¢asové
nezavislych silovych polich.

e zivislost na soufadnicich x na diferencialech soufadnic (a ¢asu)
Vazba holonomni obsahuje jenom souradnice, napi.

(x4, t) = 0. (3.14)

Omezuje polohu ¢astice.
Vazba neholonomni obsahuje i diferencidly souradnic, tedy obecné

o(xi,dxj,t,dt) = 0. (3.15)
Omezuje tedy explicite nikoli polohu, ale smér pohybu (dz/dy) nebo jeho rychlost (dx/dt).
(Nesnizuje proto pocet stupiii volnosti.)
Smysl maji jen vazby pfeveditelné na homogenni formu (fadu L) v diferencidlech. Obsahuje-li
vazba dt, pak jejim vydélenim (dt)” ziskdme vazbu obsahujici slozky rychlosti xf namisto

diferencialii; neobsahuje-li, pak podobnym zptsobem dostaneme vazbu omezujici jen smér
pohybu (tj. dx;/dx) v daném bodé.

Pripomerime, Ze linearni forma v diferencidlech se nazyva Pfaffova forma:
n
dF = Z apdzry , kde ay jsou funkcemi obecné vSech x1 ... x,. (3.16)
k=1

Pro rozliSeni od totalniho diferencialu se znac¢i preskrtnutym @, napf. v termodynamice

dQ =dU +pdv (3.17)

Vnitini energie U a objem V jsou zde nezavislé stavové proménné, tlak p (U, V) je stavovou
funkei téchto proménnych. Neexistuje vsak stavova veli¢ina @, jejimz totalnim diferencidlem
by byl vyraz (3.17). Existuje jen déjova veli¢ina

Q= [a0= [(@U +pav) (3.18)

jehoz hodnota vSak zavisi na integra¢ni draze (kiivce) I' v prostoru proménnych U, V. Fyzi-
kalné feceno, teplo @ je proto déjova veli¢ina (dand dé&jem), nikoli stavova (dand stavem).

Neholonomni vazby probereme podrobnéji v nésledujicim odstavci.

3.3.3 <~ Neholonomni vazby integrabilni a neintegrabilni

Tento odstavec preskocte pfi prvnim ¢teni.
Kazdou holonomni vazbu mtiZeme snadno prevést na neholonomni, konkrétné na anulovanou
Pfaffovu formu tim, ze vytvorime jeji diferencial: nap¥. z holonomni vazby

f(xg) =0 (3.19)
tim vznikne vazba

> <8f> doy =) Apday, =0. (3.20)
k Zi k

8$k



6 KAPITOLA 3. ANALYTICKA MECHANIKA

Je to trividlni, protoze omezime-li pohyb na plochu, omezime tim i mozné sméry pohybu (na sméry
tecné k této plose).

N 4

vazbé

flzg) =C

s libovolnou na xj nezéavisici konstantou C' na pravé strané. Proto se vazbé tohoto typu fika neho-
lonomni vazba integrabilni nebo také pseudoholonomni.

Obraceny postup je vSak mozny jen nékdy: ne kazda vazba popsand anulovanou Pfaffovou
formou je integrabilni, tj. pfeveditelna na holonomni s vhodnou integra¢ni konstantou. Zavisi pfitom
podstatné na poc¢tu proménnych:

1. V pripadé jediné proménné je jedinad moznost: neholonomni vazba je vzdy diferencidlem, tedy
pro kazdou f(x) existuje takova F(z), ze plati

f(z)dz = dF(x).
(F(x) je primitivni funkce k f(z).)

2. V ptipadé dvou proménnych jsou dvé moznosti. Neholonomni vazba
2a) bud je totalnim diferencidlem (jako u jedné proménné), tedy pro ni plati

f(z,y)dz + g(x,y) dy = dF (z,y), (3.21)

¢ili existuje funkce F'(z,y) takova, ze

fay) = 20 (3.22)
g(z,y) = af‘j(‘(?z,y) (3.23)

2b) anebo ma vazba integracni faktor )\, tj. existuje funkce \(x,y) takova, Ze vazba

f(@,y)dz + g(z,y)dy = 0 (3.24)
sice nema tvar dF'(z,y) = 0, ale ziskd ho po vynasobeni \:
Az, y) - f(z,y)dz + Ma,y) - g(z,y) dy = dF(z,y), (3.25)
neboli existuji funkce F'(x,y), A(z,y) takové, ze
OF (xz,y
Mey) - fey) = Y (3.26)
x
OF (x,y
Ny glo) = T, (3.27)

Vsechny az doposud popsané vazby nazyvame integrabilni.

3. V pripadé tfech a vice proménnych existuje vedle uvedenych typt navic moznost, ze vazba
neni integrabilni, tj. neexistuji funkce F'(x,y, 2) a A(z,y, z) takové, aby

OF(z,y, z
/\(xay7 Z) ' f(wvyvz) = (ny)’ (328)
OF (x,y, z
)‘(xaya Z) ‘g(xuyaz) = (8)’ (329)
Yy
OF
0z
Prototyp neintegrabilni vazby ve 3 proménnych z,y, z je
rdy+dz=0 (3.31)

a naopak na tento tvar lze vhodnou volbou novych proménnych lokalné prevést libovolnou
neintegrabilni neholonomni vazbu ve 3 proménnych.
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Obecné plati, Ze pro n proménnych lze libovolnou anulovanou Pfaffovu formu pfevést vhodnou
transformaci z; — y;, tj. y; = y;(z1, ..., xn) na tvar

y1dys +ysdys + - +yn_1dy, = 0 pro sudé n, (3.32)
y1dys +yzdys +--- + dy, = 0 pro liché n. (3.33)

Pro n > 3 je tato forma neintegrabilni.

3.3.4 Zobecnéné souradnice

Zobecnéné souradnice jsou libovolné spojité parametry ¢; popisujici polohu bodu v konfigura¢nim
prostoru. Zpravidla je vybereme tak, aby posledni z nich (s indexy i = n + 1,...,3N) identicky
spliiovaly vazby a pocitdme pak jen s ostatnimi, tj. s prvnimi n soutadnicemi.

Priklad: Uvazujme 2 body vazané na povrch koule jako v odst.3.3.1; zfejmeé plati N =2 a
n =2%3—3 =3 (jsou 3 vazby pro 6 proménnych). Zvolime sférické soufadnice r;,0;,p;; i =1,2.
Oznacime potom napf.

=01, g2=102, 3=1, =12, s =11 — R, g6 =712 — R.
Diky vazbam rov. (3.5), (3.6) bude identicky

a zbyva jesté vazba rov. (3.7) vedouci na vztah
sin ¢ sin gz cos(qs — q4) + cosqi cosqe + K =0, (3.36)

kde zna¢ime a?/2R? — 1 = K; vhodnou volbou jiného tvaru zobecnénych soufadnic g3, qs by ho
rovnéz $lo splnit automaticky formou g4 = 0, ¢imz by zbyly tfi nezavislé zobecnéné soutradnice
q1,92,493.

<— Neni cilem zde dofesit tuto tlohu a formulovat tuto zavislost; staci, kdyz ¢tenaf nahlédne, jak by to §lo dofesit.
Pfirovname-li oba body ke dvéma lodim na ocednu, pak q;, g2 uréuji polohu prvni lodi; je-li kdekoli kromé severniho
a jizniho pdlu, lze polohu druhé lodi vzdalené o a jednoznac¢né urcit napf. orientovanym thlem 12 od severniho
sméru ke druhé lodi. Tento thel mize slouzit jako posledni zobecnéna soutradnice gs.

3.3.5 Zobecnéné rychlosti
Zobecnéné rychlosti definujeme predpisem

dg;

i = —. 3.37
G =5 (3.37)

Zobecnéné hybnosti p; definujeme nikoli jako mg;, ale slozitéji, viz odst. 3.6.6.

3.3.6 Oznaceni prostoru

Uvazujme soustavu N ¢astic podrobenych V holonomnim vazbam a majici tedy n stupnt volnosti.
Zavedeme nékolik oznaceni:

konfiguraéni prostor je n-rozmérny prostor M(g;) vSech zobecnénych soutadnic ¢;. Konfiguraci
soustavy s n stupni volnosti lze popsat bodem v tomto prostoru;

rychlostnim prostorem zde nazyvame n-rozmérny prostor M(q;) vSech zobecnénych rychlosti ¢;;

hybnostnim prostorem zde nazyvame n-rozmérny prostor M p;) vSech zobecnénych hybnosti p;.
Zobecnénou hybnost zavedeme az v odst. 3.6.6;

stavovy prostor (téz rychlostni fazovy prostor) je 2n-rozmérny prostor M(q;,q;), ktery je
pHimym soucinem konfigura¢niho a rychlostniho prostoru. Stav systému lze popsat bodem
v tomto prostoru. (Na stavovém prostoru je napf. definovan lagranzidn z kap.3.6.4);
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fazovy prostor (téz hybnostni fazovy prostor) je 2n-rozmérny prostor M(q;,p;), ktery je
pfimym sou¢inem konfigura¢niho prostoru a hybnostniho prostoru (odst. 3.6.6). Stav systému
lze rovnéz popsat bodem v tomto prostoru. Tento prostor mé hlubsi vyznam nez stavovy pro-
stor a lépe vystihuje rtizné symetrie a zakony zachovani (napf. tzv. Liouvillav teorém, podle
néhoz se skupina bodi ve fazovém prostoru pohybuje jako nestlacitelna kapalina). Na tomto
prostoru je napt. definovan hamiltonian z kap.3.6.7.

3.3.7 Zahrnuti vazeb do mechaniky

Uvazujme soustavu N c¢astic s V holonomnimi vazbami, majici tedy n = 3N — V stupni volnosti.
Vazby lze vystihnout

e tzv. vazbovymi silami (pohyb je pak popsin 3N + V rovnicemi, totiz 3N Lagrangeovymi
rovnicemi 1. druhu a V rovnicemi vazeb);

e pouzitim zobecnénych souradnic ¢;, vystihujicich vazbu automaticky (pohyb je pak popsan n
Lagrangeovymi rovnicemi 2. druhu). Vazby jsou dény V' vztahy ¢,+; =0proi=1,...,V

3.4 Lagrangeovy rovnice 1. druhu

Chceme-li vystihnout vazbu ,newtonovsky“, tedy silou (vazbovd sila), pak tato sila
e musi udrzet ¢astici v souladu s vazbovou podminkou

e nesmi konat praci (urychlovat nebo brzdit ¢astici).

Reseni: ma-li vazba tvar f(z;) = 0, musi byt vazbové sila F() (xj) kolmé k vazbou definované
nadplose (pak nekoné praci), tedy mit smér gradientu: F(¥) = X grad f. Funkci A(z;) vypoéteme
dodatecné tak, aby opravdu ¢éstice na vazbé f(x;) = 0 zistala.

Napt. pro 1 bod v 3D prostoru a 1 vazbu (3 — 1 = 2 stupné volnosti) mame 3 + 1 = 4 nezndmé:
1, T2, T3, A a pro né 4 rovnice:

mi; = F1+F1(V):F1+)\§Tfl
miy = F2+F2(V):F2+)\8%

miy = Fy+FY) =P+
f(.’L‘l,.’EQ,fL'g) = 0

(Nézorné: otec usmériiuje neposedného synka na cesti¢ce v parku.)

3.5 Princip virtualni prace

Pro volnou ¢astici bylo podminkou rovnovahy F' = 0. To lze tici tak, ze pfi libovolném wvirtudlnim
posunuti ér je vykonand virtudlni price §W rovna nule:

oW =F-0x=0.

Takto formulujeme princip virtudlni prace (zvany téz princip virtudlnich posunuti) i pfi vézané
éastici, kde jiz dr nejsou libovolna, ale vyhovuji vazbovym podminkdm. Je-1i napt. 1 &astice v 3D
podrobena 2 vazbam f, g, plati:

Foxy 4+ Fydxy + F3éxs = 0
ﬂéa:l + ﬁ(;xg + ﬁéxg =0
0

%a?l %$2 88553
99 99 99 —
oy 51’1 + Oxa (5552 + ors (5%3 -

Jak ukazeme ekvivalenci téchto rovnic Lagrangeovym rovnicim 1. druhu? MiuZeme napf. ,dfevo-
rubecky“ z posledni rovnice vyjadrit dx3 pomoci dxo a dx1, dosadit do prvni a druhé rovnice, pak
z posledni rovnice vyjadrit dxe pomoci §x; a dosadit do prvni rovnice. Pfi trose smilly vSak muze
nahodny vybér rovnic a eliminovanych proménnych dz; selhat (napf. zde, pokud by v tfeti rovnici
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nahodou bylo a—g = 0). Obecnéjsi je proto symetricky postup uzivajici Lagrangeovych multiplika-
tord: druhou rovnici vynasobime zatim neznamym A, tfeti p a secteme:
of dg af dg ) of dg )
4+ A== 1) Fo+ A ) F5+A— oxs = 0.
<1+ 61+M8x1> 961-1—(2-1— 82+M3$2 $2+(3+ 92 + 890 r3 =

Nyni naopak ponechame libovolna dx; a uré¢ime A, u tak, aby vSechny t¥i zavorky vymizely.
P1i postupu uzitim principu virtudlni prace se prosté zabyvame jen takovym virtudlnim posu-
nutim, které respektuje vazby. Sestaveni rovnic je pak mnohem snadnéjsi a prehlednéjsi.
Priklady: Rovnovaha na péace. Clovék v kleci na kladce.

3.6 Lagrangeovy rovnice 2. druhu. Hamiltonovy rovnice

3.6.1 Zakon zachovani energie

Piedpokladejme, Ze sila ptisobici v soustavé ¢astic ma potencial a lze tedy najit skalarni funkei U (z;)
tak, ze sila je jejim zaporné vzatym gradientem: F' = — grad U, resp. slozkové F; = —0U(z;)/0x;.
Potom z pohybovych rovnic v kartézskych soufadnicich 1ze po skalarnim vynasobeni rychlosti
dr/dt = v odvodit zakon zachovani (mechanické) energie Ey:

d?r
My = = grad U (tedy 2. NZ) (3.38)
d%r dr
d /1
T <2mv v+ U) =0 (3.40)
T+U = const=Ey, (3.41)

kde T' = %mv Sv = %mv2 je kinetickd a U potencidlni energie systému.

3.6.2 Lagrangeovy rovnice 2. druhu v kartézskych souradnicich

Zavedme Lagrangeovu funkci (lagranzidn) L =T — U, resp. L(x;,v;) = T(v;) — U(x;). Pak plati

OL/0v; = 0OT/0v; = my; (3.42)
8L/8xl = —aU/axz = —E (3.43)

a Newtoniv zdkon rov. (3.38) lze zapsat ve tvaru Lagrangeovych rovnic 2. druhu v kartézskych

souradnicich 4 /6L 5L
4 <) - ( ) 0 . (3.44)
dt Ovi T Uk 8{[}@ T Uk

3.6.3 Lagrangeovy rovnice 2. druhu v zobecnénych souradnicich

Rov. (3.44) zachovévaji sviyj tvar, i kdyz od kartézskych souradnic x; a rychlosti v; = &; = da;/dt
pfejdeme k zobecnénym soufadnicim ¢; = ¢;(x;) a zobecnénym rychlostem ¢; = dg;/dt. Abychom
to dokézali, vyjadiime nejprve

a = qi(xi), G = q;(&i, 7;)

a explicite rozepiseme

dq] Oq; dz; aqj
Z 8952 dt - Z
odtud plyne ,kraceni teckou“
9q; _ 04
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Zapiseme znovu Lagrangeovu rovnici rov. (3.44) s tim, Ze novy lagranzian £ bude funkci zobec-
nénych soufadnic g; a rychlosti ¢; a jenom jejich prostfednictvim funkei kartézskych souradnic z;
a rychlosti v;. Bude tedy £ = L(qx, gx), pri¢emz plati

Lz, &) = E( qe(wi) e, <5) )

Derivacemi L jako slozené funkce odvodime (toto si prosim opravdu zkuste a piste, nejen ¢téte!):

d /0L\ 0L
0= @ (avi) " O (3.45)
- i LG\ N~ 0Ly -~ OL Dy
OL Og; oL 94; dL dgj
T oLeqt B vl v 4
Z d¢ <8q Oz; ) ; dq; Oz; - dq; O, (3.47)
- T () pled () w2y ot
_ i % 6% iﬁ% oL aq] L By,
_ L\ dg;
- ( (3(1;) 0%) ox; (3.50)

odkud plyne vysledek ve tvaru Lagrangeovich rovnic 2. druhu

d (0L oL

Tyto rovnice jsou tedy pohybovymi rovnicemi vhodnymi pro praci v zobecnénych soufadnicich.

3.6.4 Lagranzian

Lagranzian* £ = T — U je funkci zobecnénych soufadnic ¢; a rychlosti ¢;; mtize byt piipadné
i explicite funkci ¢asu ¢ (napf. pro ¢asové proménnd pole):

L = L(gi,di,t)-

Dosazenim konkrétniho pohybu ¢ = ¢(t) a ¢ = ¢(t) by se lagranzidn stal funkei £’ samotného ¢asu:

=Lt = L(qi(t), ai(t), t) (3.51)

Obvykle ovSem nerozlisujeme typograficky L, £ a L'; lagranzidn znac¢ime prosté L, at je funkci
jakychkoliv proménnych. Je-li to potieba, vyplyne typ proménnych z kontextu.

3.6.5 Hamiltonuv princip, princip minimalni akce

V matematice (varia¢ni pocet) se dokazuje nasledujici tvrzeni:
Necht je déan funkciondl

to

1
Zadame-1i konkrétni funkce ¢;(t), popisujici pohyb ¢éstic s ¢asem, spocteme-li jejich derivace ¢;(t)
a dosadime-li je do rov. (3.52), dostaneme konkrétni ¢islo. Mezi v8emi funkcemi g(¢) nabyvajicich

4nékdy se pise lagrangian



3.6. LAGRANGEOVY ROVNICE 2. DRUHU. HAMILTONOVY ROVNICE 11

téze hodnoty @ v Case t; a hodnoty Q4 v Case ty nabyva integral A minimalni hodnotu pro tu

funkci g(t), pro niz plati rovnice
d oL\ oL _,
dt a(jj 8(]]‘ o

Obréacené tedy: skuteény pohyb se déje tak, aby integral A byl miniméalni. Tento integral [ Ldt ma
ve fyzice vyznam akce, odtud nazev ,princip minimalni akce“.

3.6.6 Zobecnéné hybnosti. Fazovy prostor
Definitoricky zavadime zobecnénou hybnost p; vztahem

= —— resp. ;= —— = 353
bi EX P D: dd; ( )

(tedy nikoli jako mdq'i). Snadno se presvédCéime, Ze prechazi v ,,obycejnou* hybnost, ma-li kineticka
energie tvar T = 2'm 3" G?). Takto definované hybnosti by byly funkci zobecnénych soufadnic a zo-
becnénych rychlosti. Mtzeme vSak také postupovat obricené; od dvojic nezav1slych veli¢in g;, ¢;
a funkcim p; = p;qr, i prejit ke dvojici nezavislych veli¢in g;, p; a funkcim ¢; = ¢;qx, Pk.-

Analogicky vyraz % nazyvame k-tou slozkou zobecnéné sily. (Rozmyslete si znaménko!)

2n-rozmérny prostor {¢;, p;} proi = 1...n nazyvame, jak jiz vime z (3.3.6), fazovym prostorem.
Napr. 10 c¢astic bez vazeb je popsano jednim bodem v 60-rozmérném fazovém prostoru; 10 ¢astic
s 1 vazbou je popsano jednim bodem v 58-rozmérném fazovém prostoru.

3.6.7 Hamiltonovy rovnice

Pohybové rovnice ziskaji symetrictéjsi tvar, vyjadiime-li je nikoli v zobecnénych soutadnicich g;
a zobecnénych rychlostech ¢;, ale v zobecnénych soutadnicich ¢; a zobecnénych hybnostech p;.
Pii pfechodu k novym proménnym pouzijeme tzv. Legendreovu duélni transformaci: misto funkce
L(g;, qj) zavedeme novou funkci — hamiltonidn H(g;,p;) vztahem

H(q:,p;) = prdr — L(a:, 45),

kde na pravé strané dosadime systematmky Gm = dm(qi, p]) tak, aby i prava strana byla funkci jen
proménnych p;, ¢; a nikoli ¢;; pies index j se s¢ita. Pro nazornost — Uplné rozepsano:

H(qip;) = > pedi(air p;) — L(G, 4m (6, p5))
k

Uréime nyni 0H/0q; a OH/0p; s vyuzitim Lagrangeovych rovnic, definiéniho vztahu 0L/0¢, =
pi a relace Op;/0p; = d;j

OH 000 OLOG OLOG 04 OL_ 0 OL__d(0Ly_ dn
0 04" P 0q " 0q; 09,  0dr 0q; " 0q;  0qi F0q;  Oqi o)~ at
OH _ Op, dq;  OL dqy 04; O, . _ dg
o~ op P TP oy " agpop U T Pigy, T PRgy, T E gy

Soustava 2n diferencidlnich rovnic 1. fadu
OH B dp; . oOH B dg;

dg; At 7 9p  dt

se nazyva Hamiltonovy rovnice a predstavuje pohybové rovnice v 2n-rozmérném fazovém prostoru,
tvofeném n soufadnicemi ¢; a n soufadnicemi p; (tj. zobecnénymi soufadnicemi a jim prFislu$nymi
zobecnénymi hybnostmi).

3.6.8 Nazorny vyznam hamiltonianu

H(p,q) = Xipidi —T+U = oL 956 —T+U= S IT 95:4i — T + U; pokud je kinetickd energie T'
homogenni kvadratickou funkci rychlosti a potencialni energie U na rychlostech nezavisi, je suma
rovna 27 a plati, ze hamiltonidan H = T + U je roven celkové mechanické energii soustavy.
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3.6.9 Priednosti analytického pristupu
Reseni tlohy metodami analytické mechaniky mtize mit specifické vyhody.

e Popis pomoci zobecnénych soufadnic Ize jednoduse pouzit na mnohem vétsi tfidu tloh nez
zobecnéni soustavy ¢astic resenych vektorovou mechanikou.

e Varia¢ni principy umoziuji nejen nalezeni (skuteéného) feseni, ale také nalezeni nejlepsi apro-
ximace feseni na tfidé funkci, a to i takové, v niz skutecné reseni nelezi. Mame-li napt. Sikmy
vrh (po parabole) aproximovat obloukem kruznice, mtize nas vektorovd mechanika jen ujistit,
ze z4dny nas navrh neni feSenim pohybovych rovnic (coz vime taky, jen nevime, ktery z nasich
navrhi je Spatny a ktery jesté horsi). Naproti tomu varia¢ni princip hledajici nap¥. minimum
akce ukaze, kterd z uvazovanych funkeci ¢(t) je onen jednooky mezi slepymi.

e Vychézime-li ze znamé jednoduché tlohy a chceme-li ji zobecnit tak, aby postihla i nas,
sil; ovSem sila je vektor (a zde v 3N-rozmérném prostoru) a zobecnéni jedné slozky mtze
vyzadovat jisté zmény i ostatnich slozek z divodi vnitini konzistence, symetrii apod. Naproti
tomu zobecnéni skalarniho lagranzidnu ¢i hamiltonidnu je podstatné jednodussi mj. pravé tim,
se toto nebezpeci nehrozi: zobectiujeme jedinou funkci.



