
Sylabus TEF01 2019/2020

1. Historický úvod, přehled prob́ıraných témat, 2.N.Z. a vektorové pole, značeńı vektor̊u, Newton̊uv absolutńı
prostor a čas, Afinńı prostor, dimenze afinńıho prostoru, souřadnice vektoru, afinńı souřadnice bodu,
transformace souřadnic afinńıho prostoru, křivočaré souřadnice

2. Klasifikace veličin vzhledem k jejich transformačńım vlastnostem (skaláry, vektory, tenzory, hustoty), inva-
riantńı tenzor, definice a transformace skalárńıho a vektorového pole, Euklidovský afinńı prostor, kartézská
soustava souřadnic ortogonálńı transformace

3. Orientace, pravotočivá levotočivá soustava, pseudoveličny, Vztažná soustava, přechody mezi vztažnými
soustavami, trajektorie, polohový vektor, rychlost zrychleńı, 1.N.Z, inerciálńı vztažná soustava, Galieleiho
transformace a princip relativity, 2.N.Z. v neinerciálńı soustavě, vektor úhlové rychlosti, setrvačné śıly

4. Gravitačńı a elastická śıla, třet́ı Newton̊uv zákon, Mechanika soustav částic, prvńı věta impulsová, soustava
hmotného středu, druhá věta impulsová, věta o energii, Königova věta (pro kinetickou energii), Izolovaná
soustava, Věta o viriálu, časová středńı hodnota, Eulerova věta pro homogenńı funkce

5. Mechanika tuhého tělesa, vztažné soustavy (laboratorńı, HMS a tělesová) a přechody mezi nima, úhlová
rychlost rotace, kinetická energie a tenzor momentu setrvačnosti, pohyb tuhého tělesa, 1. a 2. věta impul-
sová, eulerovy setrvačńıkové rovnice, diagonalizace tenzoru momentu setrvačnosti, hlavńı osy setrvačnosti

6. Eulerovy úhly a jejich vztah k úhlové rychlosti, rotace, precese, nutace, Setrvačńıky, volný kulový a volný
symetrický setrvačńık, Země jako volný a těžký setrvačńık, Analytická mechanika - Lagrangeova formu-
lace mechaniky, počet stupň̊u volnosti, konfiguračńı prostor poprvé (bez vazeb), klasifikace vazeb, skrytě
holonomńı vazby, Holonomńı soustava, vazbové śıly holonomńıch vazeb, Lagrange̊uv multiplikátor

7. Lagrangeovy rovnice prvńıho druhu pro holonomńı soustavu, operátor totálńı (úplné) časové derivace,
druhy vtǐstěných sil - potenciálńı śıly, potenciály homogenńı t́ıhové pole, elastické pole, gravitačńı pole,
zobecněný potenciál pro Lorentzovu śılu, Lagrangeova funkce v kartézských souřadnićıch

8. Nejednoznačnost Lagrangeovy funkce, křivočaré souřadnice, Newtonovy rovnice v křivočarých souřadnićıch
Konfiguračńı prostor (podruhé), nezávislost vazeb, obecné souřadnice, obecné rychlosti, Lagrangeovy rov-
nice druhého druhu (odvozeńı z LR1D)

9. Lagrangeovy rovnice druhého druhu (odvozeńı z LR1D), Lagrangeova funkce v obecných souřadnićıch,
Pozorovatelné veličiny, kinetická energie v obecných souřadnićıch , obecná śıla, obecná hybnost a rozd́ıl
oproti klasické hybnosti, obecná energie a vztah k celkové energii, Integrály pohybu, integrál obecná
energie, cyklické souřadnice

10. Teorém Noetherové, d̊ukaz a infinitesimálńı formulace, diferenciálńı principy mechaniky, princip virtuálńı
práce, statická rovnováha soustavy hmotných bod̊u volných/ podrobených holonomńım skleronomńım
vazbám

11. virtuálńı, možná a skutečná posunut́ı, virtuálńı a skutečná práce, (ideálńı vazby), odvozeńı Lagrangeových
rovnic 2. druhu z d’Alembertova principu, d’Alembert̊uv princip, pohybové rovnice pro př́ıpad neholo-
nomńıch vazeb lineárně závislých na rychlostech

12. Integrálńı principy mechaniky, Fermat̊uv princip, ústředńı rovnice Lagrangeova, Hamilton̊uv princip, va-
riace křivky s pevnými konci, variace funkcionálu, Euler–Lagrangeovy rovnice

13. Routhova funkce, vyloučeńı cyklické souřadnice, Jacobiho princip, Řešitelné modely mechaniky: omezeńı
plynoućı na śıly mezi částicemi plynoućı z Galileovské invariance, centrálńı izotropńı śıla je potenciálńı,
úloha dvou těles

(nestihlo se: pohyb částice ve sféricky symetrickém poli, Keplerova úloha, jednorozměrný konzervativńı
systém)



























Alternativní formulace klasické mechaniky, základní veličiny jsou skalární funkce 

Analytická Mechanika

výhody - eliminace síly, snadné zobecnění mimo oblast mechaniky (teorie pole, kvantová mechanika)
     - efektivita pro složité úlohy, elegance, možnost užití vyšší matematiky

 (Joseph Louis Lagrange 1788)

Počet stupňů volnosti počet navzájem nezávislých pohybů, které může mechanická soustava konat

pro soustavu

Lagrangeova formulace mechaniky

hmotnost   1. bodu
    2. bodu

hmotnosti

souřadnice    tj.

v 3N rozměrném euklidovském prostoru tzv. Konfigurační prostor 

volných částic (hmotných bodů)

Př.

Vzaby

holonomní - vazby které lze vyjádřit podmínkami tvaru
neholonomní - všechny ostatní (např. 

skleronomní (stacionární) - nezávislé na čase (např. 
rheonomní (nestacionární) - závislé na čase (např. 

ideální - nedochází k disipaci mechanické energie (Virtuální práce vazebných sil je nula)
neideální - dochází k disipaci energie (např. tření)

jakékoliv podmínky omezující pohyb hm. bodů nebo těles tvořících mechanickou soustavu

Matematické kyvadlo s proměnlivou délkou závěsu

udržující (oboustranné) - vyjádřené pomocí rovností 
neudržující (jednostranné) - vyjádřené pomocí nerovností 

ideální - nedochází k disipaci mechanické energie (Virtuální práce vazebných sil je nula)
neideální - dochází k disipaci energie (např. tření)

holonomní, skleronomní, udržující,ideální

holonomní, rheonomní, udržující,ideální

Pozn. Holonomní vazba je vždy udržující.

(semiholonomní)
Skrytě holonomní vazby - vazby lineární v rychlostech, které lze nahradit holonomními vazbami

pokud existuje

tak, že platí

je vazba skrytě holonomí

Vazba je skrytě holonomní pokud          
(integrační faktor                  ) a platí podmínky:

Př. 

vazby:

konfiguraci soustavy (polohu všech jejích bodů) budeme reprezentovat jediným bodem 

Snižují počet
stupňů volnosti



Př. Valení válce bez prokluzování

(vzájemná rychlost bodů 
  dotyku je nulová)

Př. Valení kotouče po rovině bez prokluzování a naklánění

normálová 
složka

tečná 
složka

pro jednu vazbu

Lagrangeův multiplikátor

určuje velikost vazbové síly

je holonomní

Vazbové síly holonomních vazeb (Reakční síly) - nejsou známé předem (narozdíl od akčních sil)

holonomní vazba

Př. izotropní vlečné tření

pro             hladkých holonomních vazeb                   platí

hladká   (ideální)
drsná   (tření, neideální)

Pozn. Nebude-li řečeno jinak, tak holonomní vazbu považujeme vždy za hladkou.

Př. Dva hmotné body vázané na sféru 

vazby: stupně volnosti

Př. vazby:

Holonomní soustava - soustava, která je podrobena pouze holonomním a semiholonomním vazbám
    - dále budeme v analytické mechanice pracovat pouze s holonomními soustavami 

a zapisovat všechny jejich vazby jako holonomní

vazebné síly:

Lagrangeovy rovnice 1.druhu (1775) pro soustavu N hmotných bodů s holonomními vazbami
v inerciální vztažné soustavě (kartézské souřadnice)

obyčejné diferenciální rovnice II. řádu pro
neznámých funkcí



Operátor úplné časové derivace

pro

parciální derivace podle času

funkce času

úplná derivace podle času

nezávislé proměnnénezávislé proměnné

upravíme levou stranu LR1D

Síly vtištěné (akční) na pravé staně LR1D nahradíme potenciály

(tj. bez sumace přes i)

kde                                je kinetická energie soustavy

Lagrangeovy rovnice 1.druhu

Pozn. práce konzervativních sil
    nezávisí na dráze

Př. homogenní tíhové pole

centrální gravitační pole

harmonický ocilátor (elastické pole)

Lorentzova síla (E.M. pole)

LR1D

Lagrangeova funkce(v kartézských)

Pozn. v podmínka     je potenciální 

1) konzervativní     pokud   potenciální energie tak, že

2)potenciální      pokud  potenciál tak, že

Silové pole (síla)      se nazývá: 

3)zobecněná potenciální  pokud       tak, že
        zobecněný potenciál 



nejednoznačnost Lagrangeovy funkce

Křivočaré souřadnice

kartézské slžky
polohového vektoru

souřadnice, n-tice čísel
nejsou složky vektoru

regulární

Báze

Př.polární souřadnice (nenormalizované)

Newtonovy rovnice v křivočarých souřadnicích (pro jednu částici s hmotností       v prostoru      )

polynom 2. stupně v rychlostech Galileiho transformace je lineární funkcí souřadnic a času

Př. 

Jacobián

Př. polární souřadnice (nenormalizované)

a     vedou na stejné LR1D

a

v afinním euklidovském prostoru     dimenze tečný vektor

tvořená tečnými vektory k souřadnicovým křivkám



(pro holonomní soustavy)Lagrangeovy rovnice 2. druhu

 soustava        hm. bodů s              (nezávislými) holonomními vazbami     (fce. třídy      )  

Konfigurační prostor

Pokud je                                              lineárně nezávislý soubor vektorů, pak jsou vazby

nezávislé a platí (počet stupňů volnosti). 

dimenze M(t) = dimenze tečného prostoru k M(t)

Vazby jsou nezávislé, pokud nelze žádnou z nich vynechat, aniž by se změnil konfigurační prostor. 

Jsou-li vazby závislé, pak přebytečné vazby vypustíme a zbylých 
      nezávislých vazbeb zapíšeme v takovém tvaru, aby jejich
gradienty tvořily lineárně nezávislý soubor tj. aby hodnost matice

"obecné rovnice"
  konf. prostoru

(varieta)...množina všech možných konfigurací (poloh všech bodů) soustavy

Obecné (zobecněné) souřadnice

nadplocha

funkce třídy       zvolené tak, aby splnily vazby:

tečný vektor k j-té souřadnicové
křivce ležicí v nadploše

skalární součin

normálový vektor k nadploše 

Př.

Pozn. závislost na čase je dána vývojem vazby, v případě 
    skleronomních vazeb bude 

parametrické rovnice konf. prostoru (z věty o implicitní funkci)

Př. 1) jeden bod v

rovina s normálou

obecné souřadnice
torus 

obecné souřadnice

kružnice s osou z a středem v počátku jsou LZ pro

jsou LN na
popíšeme M pomocí funkcí s LN gradienty

3) bod na povrchu koule a válece

2) dvojité matematické kyvadlo v rovině 

vhodně zvolené parametry, které jednoznačně popisují
možné konfigurace soustavy 
(lokální souřadnice na konfigurační varietě)



Lagrangeovy rovnice 1. druhu
převedeme do obecných souřadnic

Zbylých        diferenciálních rovnic vezmeme jako sloupcový vektor a přenásobíme maticí  

je regulární matice řádukde

báze tečného a normálového prostoru k

dalších r rovnic

je LN soubor

prvky Gramovy matice souboru  

Tím je těchto r rovnic vyřešeno. Dále upravíme levou stranu prvních s rovnic. K tomu využijeme:

obecné souřadnice a rychlosti jsou navzájem nezávislé

"pravidlo krácení teček"

Lagrangeovy rovnice 2. druhu

jejich tvar nezávisí na konkrétní volbě obecných souřadnic
neobsahují vazbové síly

rovnice pro proměnné             dosazením                              
dostaneme obyčejné difr. 2. řádu

Obecná nepotenciální síla Lagrangeova funkce (v obecných) není určena jednoznačně

při            plně charakterizuje holonomní soustavu s ideálníma vazbama

obecné souřadnicevazby:Př. 

prvních s rovnic

Př.

tím splníme      vazebných podmínek 



Pozorovatelné veličiny (polohy, rychlosti, hybnosti, momenty, síly, energie ...)

tečný bandl

jsou funkce          proměnných              na tzv. 
rozšířeném rychlostním fázovém prostoru                  kde

tečný prostor k M
v bodě b

Kinetická energie v obecných souřadnicích

pokud jsou všechny vazby skleronomní pak                                        je homogenní stupně 2 v rychlostech

Př.

(má rozměr energie)

Integrály pohybu

Pozn. LR2D :

(zákony zachování)-jsou 1.integrály pohyb.rovnic, fce.konstantní podél trajektorie

Obecná síla Obecná (kanonická) hybnost

(nemusí mít rozměr hybnosti)

je celková mechanická energie soustavy.

(všecny vazby jsou skleronomní) a                       pak

Pokud je     homogenní fce. 2.stupně v rychlostech

Funkce                je integrálem pohybu pro systém popsaný pohybovými rovnicemi                           pokud

pro každé jejich řešení               (tzv. trajektorii)                tak, že

Funkce                       je I.P.

Dále budeme předpokládat, že na soustavu nepůsobí žádné nepotenciální síly tj.                    pak lze 
některé integrály pohybu nalézt na základě chybějících proměnných v předpisu Lagrangeovy funkce:

obecná energietj. je I.P.1) čas

Pozn.Obecná energie holonomní soustavy se skleronomními vazbami a konzervativními silami je konstatní. 

LR2D
výkon sil 
nepotenciálních

ověřit, že F je I.P. znamená řešit LR2D
jako lineární algebraické rovnice pro      a  toto řešení dosadit do

Obecná energie



Pozn. 3) nenastává

tj. obeacná hybnost je I.P.

Teorém Noetherové "Ke každé jednoparametrické grupě tranosformací konfiguračního prostoru

Jednoparametrická grupa transformací        je spojitý homomorfizmus grup 

2) cyklická souřadnice       

je souřadnice, na které
Lagr. fce .       nezávisí

Transformace (aktivní) Invariance Lagrangeovy funkce

fce. třídy

Důkaz: invariance

je I.P.Veličina

Pozn.

Transformace (aktivní)                   je zde bijekce                     taková, že      a         jsou třídy  

Znění, které dokážeme:

Infinitesimální verze teorému:

Invariance      do 1.řádu v 

je I.P.Veličina
vektorové pole tzv.
generátor transformace

Př. rotace kolem osy Infinitesimálně

Pokud
Pozn.původní transformace

(pro infinitesimalní do 1.řádu v    )

Transfromace (Taylorův rozvoj do 1.řádu v     )

kde

které ponechávají Lagrangeovu funkci invariantní (symetrie Lagr.fce.) existuje integrál pohybu."

zeslabíme požadavky z 
na          a dosadíme z LR2D

(1915)



-jiné matematicky ekvivalentní formulace zákonů mechanikyZákladní principy mechaniky
Diferenciální principy-určují chování mechanické soustavy (trajektorii) lokálně v okolí daného bodu

Princip virtuální práce

 uvažujeme pouze síly nezávislé na čase

volných
Vektor je (virtuální) posunutí 

z rovnovážné polohy 
do bodu výslednice sil

nemusí být exaktní

(stačilo by pro lib.bázi     )
stačí libovolně malé-infinitezimální

Virtuální práce

je rovnovážná konfigurace

Jsou-li všechny síly konzervativní

a rovnovážné polohy      jsou stacionární 
body                   potenciální energie. 

Typ polohy

stabilní

labilní

indiferentní ostatní

minimum

maximum

pak

Princip virtuální práce:

je práce sil při virtuálních posunutích

musí být malé (infinitezimální)

např.

Pozn. práce                     je integrál z diferenciální formy                             po křivce      (kdy                   )

Rozložíme posunutí a
síly do směru tečného
a normálového ke konf.
pr. M v bodě

vázaných - podrobených holonomním skleronomním vazbám

(LR1D)

vazbové síly
(reakční )

vtištěné síly
(akční )

zvolíme         jako složky     v bázi 
normálového prostoru k M v bodě

Princip virtuální práce
Soustava částic je v rovnovážné konfiguraci                 
virtuální práce vtištěných sil je rovna nule         
práce vtištěných sil při virtuálních posunutích ve shodě s vazbami 
je nulová. 

Pozn. uvažovali jsme pouze udržující vazby a jim odpovídající vatná posunutí
          pro neudržující vazby a nevratná posunutí je třeba princip modifikovat 

(Bernoulli 1708-1717)-statická rovnováha systému     částic:             

Statická rovnováha (rovnovážná konfigurace) soustavy částic nastává pokud 
jsou souřadnice všech částic konstantní.

Pozn. Variace funkce
(izochronní          )



malé posunutí
(infinitezimální)

Virtuální posunutí - myšlené okamžité 
infinitezimánlní posunutí ve shodě s vazbou

Posunutí ve shodě s vazbou

možné (reálné)

virtuální

skutečné lze získat z možného posunutí 
dosazením trajektorie

Př. Virtuální posunutí a vitruální práce

Možné posunutí a práce virtuální práce
vazebných sil

skutečná práce

d Alembertův princip

(LR1D)

-dynamická rovnováha soustavy částic podrobených vazbám

Zavedení setrvačné síly                umožňuje 
zobecnit princip virtuální práce ze statiky.

setrvačné síly

podmínka
rovnováhy sil

Rovnici opět přenásobíme
kde  

d Alembertův princip (1743)
Pohyb mechanické soustavy se děje v dynamické rovnováze 
efektivních sil t.j. tak, že virtuální práce efektivních sil 
je v každém okamžiku rovna nule

volbouefektivní síly

Virtuální práce efektivních sil

vtištěné síly
(akční )

vazbové síly
(reakční )

Infinitezimální posunutí holonomní soustavy s rheonomními vazbami

t.j.

Jsou-li všechny vtištěné síly konzervativní                    pak
a úloha se redukuje na hledání vázaného extrému funkce        vzhledem k varietě 

stabilní

indiferentní
labilní

Př. pro je rovnovážná poloha výkon vazebné síly

Pozn: výhoda-není třeba pracovat se silama ideálních holonomních vazeb např.držících pohromadě tuhé 
těleso složené z N hm.bodů: posunutí jsou pouze translace a rotace   

jsou nezávislé

"potenciální energie
          vazebných sil"



d Alembertův princip

Místo vyjadření závislých posunutí složek 
       pomocí          nezávislých z podmínek (2) 
a jejich dosazení do rovnice (1) přenásobíme 
rovnice (2) Lagrangeovými multiplikátory 
a přičteme k rovnici (1) a nastavíme 
tak abychom vynulovali koeficienty u závislých 

Metoda Lagrangeových multiplikátorů:

matice typu

nastavíme tak 
aby

matice hodnosti

nejsou nezávislé jsou nezávislé vynulujeme volbou a

Pohybové rovnice:

Věta o energii:

Jourdainův princip

Gaussův princip

Jourdainovy variace

zvolíme

zvolíme

Odvození LR2D pro holonomní soustavu:

Pozn: Záměnnost variace a derivace platí i pro funkce

jsou nezávislé

Gaussovy variace

funkce

vazby: r-holonomních (nezávislých) p-neholonomních (nezávislých)

Pohybové rovnice (LR1D) pro neholonomní soustavu s vazbami lineárně závislými na rychlostech

BÚNO: regulární matice typu 

pro konzervativní síly



 virtuální práce akčních sil

Pozn: diferenciální počet

přírůstek funkce lineární část přírůstku = diferenciál funkceFunkce derivace

Funkcionál

Funkcionál je zobrazení z prostoru (např. vektorového) do reálných čísel.

pokud existuje spojitý lineární funkcionálFunkcionál

tj.

Funkcionál

Pozn: existuje-li variace, lze ji najít takto

má na křivce maximum (minimum)pokud

Variační počet

(třídy      tj.má spojité derivace do řádu    ).

Buď                       pak pro lib. nazýváme variací křivky s pevnými konci.
s volnými konci.

mn.všech křivek třídy     tvoří vektorový prostor dim
  s normu který označíme

je spojitý na křivce      pokud

stacionární hodnota

pro

pro

body      křivky

pokud existuje, pak

funkce      funkcionály

lineární část přírustku

Ústřední rovnice Lagrangeova - jiný tvar d'Alembertova principu

v obecných souřadnicích:

Křivka (třídy         ) je spojité zobrazení 

mn.křivek z A do B

normovaný afinní prostor

(nazývaný variace    na křivce    značený           )tak, že platí

je diferencovatelný na křivce

stacionární hodnotu (    je extremálou   ) pokud



Základní lemma variačního počtu: Buď pokud platí pak

Dk. sporem

Buď třídy pak funkcionál je diferencovatelný na

Křivka                     je extremálou funkcionálu

Integrální principy

-jdou zobecnit na nemechanické úlohy (elmag. pole, kvantová mechanika)

Fermatův pricnip (1662) - světlo se z bodu A do bodu B šíří po "časově" nejkratší dráze tj. po dráze

která extremalizuje funkcionál

-jsou globální vyšetřují trajektorii v intervalu <t1,t2> jako celek

Zobecnění:

index lomu rychlost světla

Brachistochrona (Johann Bernouli 1696)

 ODR 2.řádu s okrajovými podmínkami

Eulerova rovnice pro funkcionál

Dále speciální případ funkcionálu:

Je-li     minimála (maximála) funkcionálu                 pak                           a matice                je PSD (NSD)

Maupertuis (1744) hypotéza: Každý děj v přírodě probíhá tak, že určitá veličina (tzv.akce) je minimální.

 - Lagrange (1760) pro konzervativní soustavy

- Hamilton (1834) pro nekonzervativní soustavy

s pevnými konci

tedy variace křivky

Akce je funkcionál

Princip 
nejmenší 
akce

budeme předpokládat, že virtuální posunutí jsou diferencovatelné funkce času tvoří

Z ústřední rce.Lagrangeovy odvodíme Hamiltonův princip

Pohyb holonomní soustavy  s potenciálními silami v

nabývá stacionární hodnoty vzhledem k (izochronním           ) variacím s pevnými konci

Hamiltonův princip:

časovém intervalu              se děje po křivce (trajektorii) na které akce 

Hamiltonův princip nezávisí na volbě obecných souřadnic        LR2D mají stejný tvar ve všech obecných s.

Lze zobecnit mimo mechaniku - potřeba najít příslušnou Lagrangeovu funkci (pomocí principů symetrie)

Nejednoznačnost Lagrangeiánu

Eulerovy-Lagrangeovy rce.pro funkcionál

a neboť               je PD, je trajektorie zpravidla její minimála.

řádu pro
s okrajovými podmínkami



Routhova funkce -vyloučení cyklické souřadnice

nechť rovnice pro 

do zbylých     rovnic dosadíme za lze získat tyto rovnice pro neznámé

(někdy z Routhovy funkce

Jacobiho princip - pro konzervativní soustavy (skleronomní holonomní vazby a konzervativní síly)

"nový" variační princip pro
křivek s funkcí

kde čas 

je cyklickou souřadnicí, kterou

vyloučíme pomocí Routhovy funkce

která převezme roli Lagrangeovy funkce pro nový systém o    stupních volnosti

je kvadratická forma v 

substituce:změna parametrizace

element délky          v konf.pr.
s metrickým tenzorem 

Konzervativní soustava se mezi konfiguracemi           pohybuje po křivce na kteréJacobiho princip:

nabývá stacionární hodnoty vzhledem

 k variacím s pevnými konci

Pozn. z Eulerových rovnic získáme pouze tvar trajektorie (   není čas)

časovou parametrizaci trajektorie lze získat 
pomocí integrálu pohybu

Př.tvar trajektorie šikmého vrhu

Eulerova rce. protože

parametrizace
tj.

konst.

přejde na

zkrácená akce



Rešitelné modely mechaniky

Galileiho transformace

Pohybové rovnice

Symetrie vůči 
Galileiho transformaci

a) Translace v čase

Přejdeme k novým souřadnicím

velikost síly tedy nezávisí na směru        ale pouze na velikosti 

označme matici rotace o úhel      kolem osy           pak

rozložíme sílu      do směru        a směru kolmého na        pak 

b) Translace v prostoru

c) Rotace

je izotropní (nezávisí na směru) a
centrální (míří ve směru spojnice) 

3. Newtonův zákon

Centrální izotropní síly                        jsou potenciální

1) Problém dvou těles izolovaná soustava dvou hmotných bodů
Budeme-li předpokládat, že síly kterými na sebe tyto body působí nezávisí na jejich rychlostech, pak 

Galileiho princip relativity-vyžaduje invarianci pohybových rovnic vzhledem k grupě Galieliho transforací.

z omezení daných Galieiho principem relativity plyne, že tyto síly jsou konzervativní.

Invariance - rovnice se při transformaci nemá měnit

Protože síly nezávisí na rychlostech stačí vzít

(pouze přibydou vlnky u proměnných)

Pozn.Pro jednočásticový systém plyne z Galileovské invariance pohybových rovnic nulovost síly.
          Pohybové rovnice musí být invariantní vůči Galieliho transformacem pouze pokud popisují
          izolovanou mechanickou soustavu.          



Integrály pohybu

Přejdeme k souřadnicím 
rovnoměrný přímočarý pohyb
hmotného středu

symetrie
Teorém
Noetherové

Izolovanou soustavu dvou těles jejchž vzájemné silové působení nezávisí na rychlostech a splňuje 3.NZ 
můžeme popsat Lagrangeovou funkcí:

Celkem 10 nezávislých integrálů pohybu

redukovaná hmotnost

Routhova funkce

Cyklické souřadnice

2) Pohyb částice ve sféricky symetrickém potenciálovém poli

Routhova funkce Efektivní potenciál

Cyklická souřadnice

Integrály pohybu

pohyb probíhá v rovině 
jdoucí počátkem a kolmé k

Pohybové rovnice

Konstanta (lze vypustit)

přejdeme k sférickým souřadnicím pro které
osa z míří ve směru       pak

3) Pohyb konzervativní soustavy s jedním stupněm volnosti

Integrál pohybu

Finitní pohyb Infinitní pohyb

potenciálová 
     jáma

pot. 
val

Počáteční podmínky

znaménko určuje směr pohybu

Pohyb je možný pouze tam, kde

Body obratu

řešení zapsané pomocí integrálu
tzv. řešení v kvadraturách 

Pozn. řešení původního problému dvou těles závisí celkem na 12 integračních konstantách, které jsme 
            použili v tomto pořadí


