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10.

11.

12.

13.

Historicky tivod, prehled probiranych témat, 2.N.Z. a vektorové pole, znac¢eni vektori, Newtontuv absolutni
prostor a ¢as, Afinni prostor, dimenze afinniho prostoru, souradnice vektoru, afinni souradnice bodu,
transformace soutadnic afinniho prostoru, kiivocaré souradnice

Klasifikace veli¢in vzhledem k jejich transformacénim vlastnostem (skaldry, vektory, tenzory, hustoty), inva-
riantni tenzor, definice a transformace skalarniho a vektorového pole, Euklidovsky afinni prostor, kartézska
soustava soutradnic ortogonalni transformace

Orientace, pravotociva levotociva soustava, pseudovelicny, Vztazna soustava, prechody mezi vztaznymi
soustavami, trajektorie, polohovy vektor, rychlost zrychleni, 1.N.Z, inercidlni vztazna soustava, Galieleiho
transformace a princip relativity, 2.N.Z. v neinercidlni soustaveé, vektor iihlové rychlosti, setrvacné sily

Gravitacni a elasticka sila, tfeti Newtonuv zakon, Mechanika soustav ¢astic, prvni véta impulsova, soustava
hmotného stredu, druhd véta impulsova, véta o energii, Kénigova véta (pro kinetickou energii), Izolovand
soustava, Véta o viridlu, ¢asova sttedni hodnota, Eulerova véta pro homogenni funkce

Mechanika tuhého télesa, vztazné soustavy (laboratorni, HMS a télesovd) a prechody mezi nima, ihlova
rychlost rotace, kinetickd energie a tenzor momentu setrvacnosti, pohyb tuhého télesa, 1. a 2. véta impul-
sova, eulerovy setrva¢nikové rovnice, diagonalizace tenzoru momentu setrvacnosti, hlavni osy setrvacnosti

Eulerovy uhly a jejich vztah k thlové rychlosti, rotace, precese, nutace, Setrvacniky, volny kulovy a volny
symetricky setrvacnik, Zemé jako volny a tézky setrvacnik, Analytickd mechanika - Lagrangeova formu-
lace mechaniky, pocet stupnu volnosti, konfigura¢ni prostor poprvé (bez vazeb), klasifikace vazeb, skryté
holonomni vazby, Holonomni soustava, vazbové sily holonomnich vazeb, Lagrangeuv multiplikator

Lagrangeovy rovnice prvniho druhu pro holonomni soustavu, operator totélni (iplné) c¢asové derivace,
druhy vtisténych sil - potencidlni sily, potencidly homogenni tihové pole, elastické pole, gravita¢ni pole,
zobecnény potencial pro Lorentzovu silu, Lagrangeova funkce v kartézskych soutradnicich

Nejednoznacnost Lagrangeovy funkce, kiivocaré souradnice, Newtonovy rovnice v kiivocarych soutradnicich
Konfigura¢ni prostor (podruhé), nezavislost vazeb, obecné soufadnice, obecné rychlosti, Lagrangeovy rov-
nice druhého druhu (odvozeni z LR1D)

Lagrangeovy rovnice druhého druhu (odvozeni z LR1D), Lagrangeova funkce v obecnych soufadnicich,
Pozorovatelné veliciny, kinetickd energie v obecnych soutradnicich , obecna sila, obecna hybnost a rozdil
oproti klasické hybnosti, obecna energie a vztah k celkové energii, Integraly pohybu, integral obecna
energie, cyklické soutradnice

Teorém Noetherové, ditkkaz a infinitesimalni formulace, diferencidlni principy mechaniky, princip virtualni
préce, statickd rovnovaha soustavy hmotnych bodu volnych/ podrobenych holonomnim skleronomnim
vazbam

virtudlni, moznd a skuteénd posunuti, virtudlni a skuteénd préce, (ideélni vazby), odvozeni Lagrangeovych
rovnic 2. druhu z d’Alembertova principu, d’Alembertuv princip, pohybové rovnice pro piipad neholo-
nomnich vazeb linedrné zavislych na rychlostech

Integralni principy mechaniky, Fermatuv princip, tstfedni rovnice Lagrangeova, Hamiltonuv princip, va-
riace kiivky s pevnymi konci, variace funkcionalu, Euler-Lagrangeovy rovnice

Routhova funkce, vylouceni cyklické souradnice, Jacobiho princip, Resitelné modely mechaniky: omezeni
plynouci na sily mezi casticemi plynouci z Galileovské invariance, centralni izotropni sila je potencidlni,
uloha dvou téles

(nestihlo se: pohyb castice ve sféricky symetrickém poli, Keplerova tloha, jednorozmérny konzervativni
systém)
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Analyticka Mechanika

Alternativai formulace klasické mechaniky, zakladni veliding jsou skalarni funkce
vihody — eliminace sily, snadné zobecnéni mimo oblast mechaniky (feorie pole, kvantova mechanika)

— efekfivita pro slozité ulohy, elegance, moinost uziti vyssi mafematiky

Lagrangeova formulace mechaniky (Joseph Louis Lagrange 178%)

Podet stupiti volnosti A = pocet navzajem nezavislych pohybii, které mize mechanickd soustava konat

. pro soustavu Ne N volngoh éastic (hmotngch bodi) A=3N

S
«konfiguraci sousTavy (polohu viech jejich bodit) budeme reprezentovat jedingm bodem X € R
v 3N rozmérném euklidovskem prostoru Tzv. Konfiguraéni prostor

-~ . .
K= (;‘)u---.iﬂ = Xm XSN\ x (X4, Xey)  SOWadnice ). Ko = X(“‘J-UNH'Q

pozddii budene Psgt malé
“hmotnosti m, = m, =m, hmotnost 1. bodu (X, X, %) =X, ax,
My = s = g 2. bodu (X, XaX) =, IXgT e Oxgy

) (.5
e 2 o .
Pr. Ns2 fdig o R _'_"“:_,FZ_,F_.L = A bk 15 R M X = (x4 %)
X | X

%, kot 1
Vzaby - jakékoliv podminky omezujici pohyb hm. bodii nebo féles tvoricich mechanickou soustavu
Dge; <ho\omommi — vazby kferé lze vyjadvit poolmimkami fvaru 41{(2)/1\ =0, Yheht
neholonomni — véechny ostatni (map?.%(?(,i,/iko, Xlzk) stupiii volnosti

skleronomni (stacionarni) — nezavislé na case (napr. ¥(2) =0, Xy -L=0)
<vheomomm (nestacionarni) — zavislé na case (napr. %(x,g,/t) =JL/AA'-/L+F3,Lm1=o

<uo|véujici (oboustranné) — vyjadrené pomoci rovnosti =
neudriujici (jednostranné) — vyjadiené pomoci nerovnosti> , =

<iolea’\mi — nedochazi k disipaci mechanické energie (Virtualni prace vazebngeh sil je nula)
neidealni — dochazi k disipaci energie (napv. Treni)

i
Pr. Matematické kyvadlo s proménlivou délkou zavésu
4 X
@i 1= ) vazby: 4("] =m=0 holonomni, skleronomni, udriujici,idealni
{1{)( Y D=st-Ln=0  holonomni, rheonomni, udriujici,idealni
g’ ™ V3 ’Z

Pozn. Holonomni vazba je vidy udriujici.

Skryfe holonomni vazby — vazby linearni v rychlostech, které lze nahradit holonomnimi vazbami

(segmiho\omom'\ni) /\——K pokud existuje =!{Z1)
‘};oq(?.mxf/&&,u =( / /> ZQ()( A dx; +/&x1 JdA =0 44, 30 plati =L

A=A &,V_J
%ol = o, Q{{ A Qf =" e vazba skryté holonomi

Vazba je skryté holonomni pokuolglu = ulX, %0 Aua) _ dfuap __(&L i)

N
() €3N
(integracni faktor u(181=df ) a plati podminky: X} dX, D%y Vige



P7. Valeni valce bez prokluzovani - kmRe =0 [§a (ias-SRodl-o
(vzajemna rychlost bodu ¢~ dxg-Rd¢ =0 TS W

dotyku je nulova) | g X £(x59)= Ls+ %~ RY =0 | je holonomni

Pr. Valeni kotoude po roviné bez prokluzovani a naklanéni N, = I9-RY =0

) ) )L ] = )":._H'al
23 fup =0t f‘”‘iﬁv% VT -RG =0
df: éldx+ %w %dcrﬁﬁdy - 2,1; z L=RGeay = REpm

-(RCAAA]M—&"’PNM”AJ —£)d€f+@£d,\,ﬁ 0 AvL.A(f,d,Y‘ d.x =Rcoa df ddv?:}?puhl‘j/\elﬂf'

~— \\—\\ (‘V"‘m/\ (4, s nwmd™) LN noobeat
~o A o O o

Holonomni soustava — soustava, ktera je podrobena pouze holonomnim a semiholonomnim vazbam
= dale budeme v analyfické mechanice pracovat pouze s holonomnimi soustavami
a zapisovat véechny jejich vazby jako holonomni

Vazbové sily holonomnich vazeb (Reakéni sily) — nejsou znameé predem (narozdil od akénich sil)

F(M Jﬁ TN QTR pro jednu vazbu g(;/ﬁ): 0 V{ | N: 2 V{,
0 |
tecna normalova 3
sloska sloska 4[)-:'1):0 NA =N a‘% V,Lzzf,...,SN

hadka T =0 (idealni)
drsna T +0 (treni, neidealni)

holonomni vazba <
. ol NE T
Pr. izotropni vledné treni T, Km}‘ Z(cw)z T

Lagrangeuv mulfiplikator
VS 27\(2;&/1):
urcuje velikost vazbove sily

pro ste|N hladkgch holonomnich vazeb fh(?,/i\=o plati F¥® = <> nlééf‘

Pozn. Nebude—li receno jinak, Tak holonomni vazbu povaiujeme vidy za hladkou.

v , , , , " zx
P7. Dvahmotné body vazané na sféru s e -R2= o e am
" 'ﬁ I:-(\I VJ ﬂ )_KS
— PN 14
o X ( x“‘ x(’z\) ¢4\ g'w‘ #MJ i) ,éw 17?3) (x“ Xz,X3 .xu,Xs Xé\ ,
R " vazebné sily: g
[W\ =!W\A: L:{W\3 /W\ =N“4-="V‘5=N'\,g
’j O }MQ\MJ
v . e
vazby: {(;) = ekt -R =0 sTupné volnosti "’a*’_ 71\74 o
x ® e -023-2=4 ’
41(23 = Xyt Xs* % "R =0 A=z - 2% i doohons
Kg EML‘QNFS
Lagrangeovy rovnice 1. druhu  (1775) - pro soustavu N hmotngch bodi s holonomnimi vazbami

v inercialni vetainé soustavé (karfézské souradnice)

A3
¥ = FRRA) + Zﬂ& :’5{& *2TH - obyéeine diferencialni rovnice 11. Fadu pro3N+ i

Se=q ) e
JEn=0 Hhet icH G nenamich funkel x(y=? iV Aglh=2 feft =z
VaZer: 4(”\"' =0 n‘ni‘—O*?\r—{" +’l 2 -O O+ 22,% k‘gikk%:hxﬁf
{Jx,g\——xﬂ B~ =0 i = g, +7\‘5%§ %% =g+ O 1Ay

2 m&=0+l4%£+7\1g1_=0+7\4-\-9 =7=0 .

= 0 = 2% N‘/\)&

D _ 2 = C VD _ - ‘ = 2= 2%

F N;ﬁ m(g) K ﬂN{L 1’(20"6) m{; o

P(\"-',Qwap ZQQ?.‘*‘/QZL;'*%QAlMCf:O => CF'—"??//L



hah=0 et

Lagrangeovy rovnice 1. druhu Mm% = F(RRA) + Zﬂ,, JL*ZTA”" Yie3N
°o
2 . , v 4 R /N
A. Opeva’for up\ne ¢asové derivace % :Cm(mK.Aﬂ) ¢ (m(KwﬁAﬂ) Q_Qf_/‘_ Fe. ? —-»(k\l) s F(x X‘ ..,?(k".)/f)
pro F:R™=R F=Fwd) .
| e dF _BEy omg aE ERGRRA
¥, X A nezavisle proménne A SO @2 nezavislé proménné X=5, X=
2. parcialni derivace podle dasu  3F _ FRx,A+&D - FR 2,A) N
dL  A>O AL . j—‘f .
FRRL) ——— FXXRA
3. uplna derivace podle asu CE s . lz__fm 230
o2 = P [ _ e + 2L
X= K Foh = F(&w, X 4y F=371 = %,«(A >< w ) . . .
& 2 & . ) o a'L(Ym,m,AJ F o, X, A) %& EGu m,xm A)
% = X funkce Sasu ~Fu ak ‘f/i)
s upravime levou stranu LRID  Nie3N (t). bez sumace pres i)
N \ A A A . A
¥ = d g :i )= (4 d 4 . —_CJ_‘§_ A '-%>:$§A4ﬂ .
my ;= m, S = Gm %) = §r(Emizk) = g7 % Tmi243) = $3 (% 2™ o8 ) T al a&(?%”“a“f)
e
T

:i-\\_(‘aT>

e 2 L .
dA \a%k kde ‘(X)Z%Z, /méxj-'
i

je kineticka energie soustavy

» Sily vtigténe (akéni) na pravé stané LR1D nahradime potencidly = silové pole (sila) F se nazgva

F=F®) pokud 30U =)

1) konzervativni F

2)potencialni

3)z0becnéna potencialni ]?= ]?(x

_e
Pozn. prace konzervativnich sil \X/=S FR)-d
g3

nezavisi na draze

Pozn. vR® podminka rel F=0 = FGu)

Pr. —homogenni Tihové pole U(?\=—M% X

je potencialni

pofencialni energie tak, fe E(M: -

F=F@ pokud JU=0I%4 potencial fak, Ze F Ay

_>)3‘(a|/f) pokud JU = URXA) tak, 3e
z0becnéng potencial

UR .
5—5(;‘(‘ Vbﬁfs\
_ URAD A
T Fiea
e 3L . d COA
l‘;(x,i,/i) ax) d/f.<3 ) SVLQQA
=S4o\ SNU(M) UG - U gL #H
> ¢

gﬂfa\

—Lorventzovassila (E.M. pole)

Uz 2 4) = 9 (G0,4) - X B A

-centralni gravitacni pole UX) = 5‘? Moo N N -
‘ y %_ E = \VLF - = B =V« A\
_ . . - A== —’Z—Q, > - 5 D
harmonicky ocilator (elastické pole) URI=3 K( X -0, . Cf/(E+ Z.3)
“LRD & (FT) _ ep _oT_(aU S T=T(@ i a7 _
d\A{BSL*J N E A. ) IK; 7\}3)&' \S RN 0
g_ oT-U)\ _ a(T-v) (hep) 3 Lagrangeova funkce (v kartézskich)
oL ('ag. ) i 7‘*5%& L =T-U
o~ & (oL _aL FeP L 2 (%,1)=0 xR Ay=1 s & = UIZ XA
¥i e3N dA_<9§Li) 2% —l& ‘ fﬂxﬁm L( )= Z e




/N
e nejednoznaénost Lagrangeovy funkce |’ = + ﬁﬁ(f,,{) A=) e (™ Q‘—& xa g&

ax;
N ’~ /\
d (sL)_al _d (aL)\_aL Q_&) d ﬂ 3 R ak, _ 9k
d/i( > A% d/L( > A% d—I(ax 3% kA (Q\fl>_ﬁg—a_ka;~ax;
~I%/T —\-@1'R Z’Q‘ 5( _azy\ =LS = Lal_\veolou na stejné LR1D
axax X3 QAN axax 3 IX AL y
~ _d (2. 3 L\ oL & /=
i G Y J(axB caT‘JT( mil-0=mi =22
] U = -mg-X = -om &Ly oL &,
% ¥y H(@}.}) 35 = T (mi)=mg = mif-mg =20y
Z/ o L=T-V=4m x+q -+ (i 2
z i L) =>&+r2(1 ~Lih=0
Krivodaré souradnice v afinnim euklidovskem prostoru E dimenze m e N tedny vektor
§’=>“<<W> X=Rilg g tieh KR SR griay O reqularni g Akt
kav’fézskéﬁ souradnice, n—tice cisel Tacobian J= M(ax‘ ‘%‘—'—) ~ - <
2 'a £(A+AL\

polohového vektoru  nejsou slosky vektoru

>

Baze B=X=(Z,....2) a B-Y= ( ?) fvorena Tecngmi vektory k souradnicovgm kvivkam fgb >X(9 4)
i oy _ % %_f»_@__ai@_:c& PR R (ax . gx,)
4 'ﬁi‘g& ('Qa')e - B > L= 6»&? dpaxt a:aaa*' Sa'i*' 3= (a’ﬂ* ayf Y
~ ~ A A
o B e o o R P 9 _ 93 _Wwx /e B |2 <§£g )
ke S )a’ (ﬂfi)ﬁ:% K A= 9 =50 2 3*3‘:ax5®i”<s)éﬂz 52(5&;) 3 _a%"
Pv. polarni souradnice (nenormalizované) . y
A 2

k=K oo, 4e(orm) Sz(z_x{g{mrgx -gmmw *5«=W Sg(%_\:ﬁm

XL: }3( A{MLa,_ g)_e(O\T“') Alm la,_ IJ4 Coal-a,_ 'c)v\&

=X
= aycdg [ % y i S X4
s (YL) GoxE T

Newfonovy rovnice v kirivodarich souradnicich (pro jednu Sastici s hmotnosti m, v prostoru R™)

el _ T i Q> dX( /h aX aXA N
mid = FU(XXA K= i b Pég )= ! BW oL Yiefh
-)—sﬁ a ax" A< 4 9;\(‘ a"é' K }: v + 'a)k\
’A’Al’asi (a;—a};k& ) %&F& ?) 5@ B,:Sg 1 * aia‘é&,a F(SKB,L% aA* =
8%‘ Ig y aix-': thverzZhi
- a,aka,g 33% alakla 2 a,{_a,ax ’a alr A& ?( X4 thre\nsfcrmace
2 A ok . ’1’\ e TN
QX 3Rk L X ey 14 9X ] FAR R\A) /s)’p:a@&‘ ch _’é, 5
[araka»g ?5 [ 8'3*% 2 aiapa '3 o4 ( PO A avaa a)au
m RITX_ g i +) SRS Ch e +m »—’M’ (RX, ) = ﬁp(é HA)  ¥lem
A ara'“?))g la % a/ié)pair 'a a4* 'a 3.’};
polynom 2. stupné v rychlostech 2o = Galileiho transformace je linearni funkei souradnic a casu

Pr. po\évmi souradnice (nenormalizované)
Cds"ai M

o (-l st Gmrls ) @33

ﬂn(“‘“‘ B e AR R ek B L

I

pr i TR



Lagrangeovy rovhice 2. druhu (pro holonomni soustavy)

»soustava N hm. bodis weN, (nezavislymi) holonomnimi vazbami £k(§2‘A)=o Vheh (Fee. tridy C?)

Konfiguradni prostor (varieta). .. mnotina viech mozngch konfiguraci (poloh véech bodit) soustavy
ML) = { XeR" | &(T.APO YheRt ¢R™ dimenze M(1) = dimenze Teéného prostoru k M(T)

Vazby jsou nezavislé, pokud nelze 3adnou 2 nich vynechat, aniz by se zménil konfiguraéni prostor.

Pokud je ("&4"""]{3"’ ¥ieMih), ¥4 linearné nezavisly soubor vektort, pak jsou vazby /Lk(;z,AJ:o Yhe Rt
_— , . o . ——
nezavislé a plati  dmM(D=3N-n =A (podet stupit volnosti).

*obecné rovnice"

% % konf. prostoru
Tsou—li vazby zavislé, pak prebyteéné vazby vypustime a zbylych 5%, 3%
re hezavisljch vazbeb zapiseme v Takovém tvaru, aby jejich : =5U ¥ReMID YA
gradienty tvorily linearné nezavisly soubor 1). aby hodnost matice . 8.

@7\4 BX_gN
Obecné (zobecnéné) souradnice % 35}3 vhodné zvolené parametry, kferé jednoznadné popisuji

moiné konfigurace soustavy
(lokalni souradnice na konfiguraéni varieté)

i=§(¢,m 2R

=X GG d) <3N parametrické rovnice konf. prostoru (z véty o implicitni funkei) k (Zt;}%
f b
funkee tridy C* zvolene tak, aby splnily vazby:

A R Pr. R v4 '%%
&@,n =L h =0 ¥G¥L MR -1
f_\ skalarni soucin Z;Z
J_ ;& By = 4} — teény vektor k j—1¢é souradnicové nadplochs
a% % BC[,& a%\/kﬁvce letici v nadploge {(?,AP 0
L,I\_v:ovma|ovq vekfor k nadplose /Lk(?,/lho
Pozn. zavislosT na Sase je dana vgvojem vazby, v pripadé %
skleronomnich vazeb bude y =%, @) ¥iesN
Pr. 1) jeden bod v IR’ 2) dvojité mafematické kyvadlo v roviné
= vovina s normalou Y =(4> !
M 4? A A {J&.@.&.!@ (1= XY + (M- Q@a -4 =0
obecné souradnice ¢, 3 4 g
%= AL M=T"= 84S, torus @ '
1
%129 obecné souradnice ¢, S,
X3=Ci'9"—?‘ %y =y bin, 21\4 K- %)
= bt 4, - V=20
3) bod na povrchu koule a valece £, = A aim @+ §, pimg 2(\'9‘_3\
> P 1™
K(x)_—_\/\ + Ke%-R*= 0 Ha = Jcon®p + J, e, ° 2 (4040

{( %)= Xr+ X -R=0

M = kruinice s osou z a stredem v podatku V{ (ﬂ) V£ <2x4) s0U LZ pro %=
2%

popiéeme M pomoci funkei s LN gradienty

{@ri\—jﬁb X =0 &> 4?(2\ =%3=0 f“‘“(°>vi (%) isou LN na M




<B_L)_BL TV VI j’yz(;‘,{y:o heR

%

2P

Lagrangeovy rovnice 1. druhu
prevedeme do obecnich souradnic

K= RGA) eI fimsplnime 1 vazelongoh podminek g1y = RGN =0 YheR Y3V
Zbyljch 3N diferencialnich rovnic vezmeme jako sloupcovy vektor a prenasobime matici &

vde g - (ax ok ,V » ’VJ} je regularni matice vadu 3Nx3N -

\._Y_, PR Vi ; Elhep)

baze tecného a movma\oveho prostoruk M(4) 2%
. . a f
) ax [ d (BL)_QL] &x FneP) - & g ax prvnich s VOVQ‘LC j
09; A,/ dY a?a ; % 3%‘ Véel’g z ExS
O(heP) Vd A=A {&‘A\'—'O a?’

3 X

J

%[%(%&) gx] 24} (nePL}. 47l —iL dalgich v vovnic feR Z / (6"_4)11«-\

d ¥
vVl =6 prvky Gramovy matice SOMbOVUWL.MV{n)
th {1 %4 dof &= ded(Cgy) FO &> ¢ je LN soubor

_JI"“<3X [di )ax] %I_E(hepj ZMG"" Zﬂ*a]‘"“ ENRL /?N

IX

Tim je Téchfo r rovnic vyredeno. Dale upravime levou stranu prvnich s vovmic K fomu vyuiijeme:

% 29.&-: —% R~ '-;\ &A 87\4 .,_-_;\"’:"A
a%& 5&& 89,* a?& 0= a?-& XA- = Xj (%; A) Xz = —[ (i, + XA xi(?l?) )
obecné souradnice a rychlosti jsou mavzéjem nezavislé
o A

4y OX; -0 2 8x ax 34, % 3, - A% . : e
= +0= = S2% pravidlo kraceni teek
34 94y — 39 94 5g; ¢ 7
3 _@_(9_&): 7% G 8% _a (ax G, +§.’>§;>_8 (cﬂ) o%
Loyl Bgop™ "aldg oy \og ™ok T ege\eh | g
@L—[ﬁ_@k_)_@ﬂ - _&_(a_L)_ _ AL ok _ ol(@gaj_;) _aL L(éﬁj_ét_’c&_
aq; Ld4\d%/ oy A agy M 39y JANAK g/ 9% dhlag;) BN A
:&‘_(mj_a)-aea_& _avak & (aL ok
JANDX; 8,/ %09 B Aq;  dA\3j;) g
Lagrangeovy rovnice 2. druhu - neobsahuji vazbové sily

- jejich Tvar nezavisi na konkrétni volbé obecnych souradnic

aL ) 'C)L _ Q(neP) . .
9= i VAGA -yovmcepvopvomémméq,;,?i,ijidosazemim%:?“.m) 5;‘.{7‘4.{,1),2}'4.:%"‘.{4)

ﬂ( 89

9%
dostaneme obyéejné difv. 2. vadu
Obecna nepotencialni sila Lagrangeova funkee(v obecnjch) - neniuréena jeolmozmaémé
o= B LA = LEGH, XG4 L-C+%hGH

pri Q;"i’o plné charakterizuje holonomni soustavu s |olea\vnma vazbama

Pr. u vazby: !4011 =H=0 obecné souradniceP

fixp=rieg-Lin=0 =4l pimep L =4 (38 st 725) + gy

YN NEN

; Iz,Q(,i) =II(L) . % e
VI (i S RPN N Y
% m P ~ A A 2
LRLD _ ﬁx_r(%_\a_ g_(l-; - ff(”” mg«a) ( mcaﬂmmcp\ = 2w Dy +mQ(L\“€+mgﬂ(A\Awt{



Pozorovatelné veliding (polohy, rychlosti, hybnosti, momenty, sily, energie ... )
jsou funkce 28+4 proménngch ?(}’,A na fzv.
rozsivenem rychlostnim fazovem prostoru TMxR kde TM =T, M

Teému} band| feény prostor k M /? :

v bodé b %
Kineticka energie v obecnich sou?admcich Tu§h
a S g & ¥ oK, X aX; o%;
T(Qr@,/h= TIR( .C},/ﬁ) = _2'42 =7 Z/M (9% /N a,1>( 39, G 6/1) 7 Z my 8?/* 3y %Ch
. R, Qg A 3N o%, %, 1 N K, a"& _ 4
T 7 4m; 5, ad I "7 M 57 ag,ﬂl "7 LML Bk " 2 Tep GGG, *P DG, + o (§h)
“ —_— “ R v\,—-—/ \_/_\/v/’
3k G4 B34 (g, A) P.D.
- pokud jsou véechny vazby skleronomni pak :f\‘(rf,.c;}) = %EP@\%% je homogenni stupné 2 v rychlostech
Obecnasila Q= ol g Obecna (kanonicka) hybnost = = 7,3.4)
ecnasila Ly 2g, 8 4oNnosT 4y ‘4‘3(%‘7' )= 7
(nemusi mit rozmér hybnosti)
4 (3L \ _ nen, 3L ) 1
Pozn. LR2D : fﬁ(g@a) & 39 & ’fa Q Pr. L= gmiG -2(P-%N) #i = 23 = X oAy #Fmk
, . . 8ot .~
Obecni energie E=EG54) :324 5%% T Pokud JeThomoqevml fee. 2. sTupme v rychlostech g, 7

(marozmér energie)

at s o ﬁ-.qg ~(-0) =5+0
- 3 - S B -0 -1-0

(véecny vazby jsou skleronomni) a =0 ¥igh pak E

je celkova mechanicka energie sous’favug

Integraly pohybu (zakony zachovani) —jsou 1. infeqgraly pohyb. rovnic, fce. konstantni podél frajektorie

Funkee F (g, 3.0 Je infegralem pohybu pro systém popsang pohybovimi rovnicemi R 3, fm,, 0, pokud
pro kaideé jejich reseni f (;,,ﬁ (tav. trajekforii) JeeR Tak, 3e Fhy= F@L\th =C WL.

Funkce F=F@g4) je1.P. &= 0=31 (ac; G+ 34, ‘?} 3A>

RG4.5,0=0 R=0
T J
ovérit, 2e F je 1.P. znamena vesit LR2D he 3:=6@.9 % .
jako linearni algebraické rovnice pro 6(’ a Toto reseni dosadit do 37? =0
(nep)
Dale budeme predpokladat, ie na soustavu nepisobi 2adné nepotencialnisily 1. QW 0, paklze

nékteré integraly pohybu nalézt na zakladé chybéjicich proménnich v predpisu Lagrangeovy funkee:

1) 8as A /L\.=/L\(5;.é}\ 1). %%=0 ——  obecni emevqie E=E(6{’)5],A.)=J)1M. je 1.P.
AE _ & (algs 1)=& (oE : oy ol ol _sgmenal .
f5-4(§-0)4 )54
v cu.(a%% cx,i(a%) 3,% [ % 3%% %LL(&»?\) 3 | ak %a aA.O
vgkon 51\
LR2D \\Qghe“ nepotencialnich

Pozn. Obecna energie holonomni soustavy se skleronomnimi vazbami a konzervativnimi silami je konstatni.



2) oyklicka souradnice q,, k5 1. —; =0 — obeacna hybnost fy, = (7, i72/1\ = ok, je I.P.
je souvaolmce na ktere

a aL)_ N TP VI .G
Lagr. fee. L_ nezavisi Z,\I(a% 8%‘ Q > Vi O 1. =
v a't rep) 4’* \O
Pozn. 3) % =0 ——=O; =0 nenasfava
DG O

Teorém Noetherové (1415) "Ke kaidé jednoparamefrické grupé tranostormaci konfiguracnino prostoru
které ponechavaji Lagrangeovu funkci invariantni (symetrie Lagr. fce. ) existuje infegral pohybu. *

Tednoparametricka grupa transtormaci M je spojity homomorfizmus grup &:(R+) —>(Dif(M),?)
b1t $=1d & = odf (&)= ¢

Transtormace (akfivni) &epif(M) Je 2zde bijekce df:M->M Takova, e & a (&F)" jsou Tridy ¢

Znéni, které dokaleme:

Transformace (aktivni) \ Invariance Lagrangeovy funkce ’V‘Ef; VL;’Z/ Y4 Ve
Y2 0 (3 f) = e v Cm %4‘-0 LN S o2
%= 458 =@ oo tridy € ool a%) L3348=LEGs,9650.4 = L(§.g.4)
%GO=%  Vged ST v
C;I; - %(C-l‘;)é;li) = ¢§J( ’ _0_\%; = __% ?#. V€\|C|Wa :[ iff, z N ( a&)£=° Je I.P.

a?*

Dikaz: invariance | &= ¥eV3Yg v/

\

- _oL| 3¢ L aL| 83| _9L3¢ . oL d (ag)_aL g, & (e ag)_d (aL)\ag _
0= ~a ’ = + =77 = Co 5%~ 7\ 36, BF =
% (ﬁ’m % g lgo ;s 2% Ginl€ lggo 2% °% CM(E’& 99; ot d*(a% ou( 3 5t

3 :i(c’l ) _ g,(éz %) - 2_2(99%*\% _3_ (91) G = &_(%%) j :[%‘%z(%ﬂ

ime po3 ol| _[ob _& (L]l 2 S_QL_a‘-):a
zeslabime pozaol/avkl{, z ¥¢ = = [ - H(a%ﬂ 5% + MK s E)E,\M i —&_Z(I) i
naf=0 adosadime 2 LR2D o Tlggh e R=0 R=0
12 REGEEM=0 > S-M=0 ¥ied QED
Poan. L(G4A8) = LG540+ 3] &+ 06 0=25 g = L ited| LG40 - LG
. ‘%‘f’» { QY\C;'I ) ¢ £=0 ¢ £=0 - ‘%‘% ) C}’n )
Infinitesimalni verze teorému:
Transfromace (Tayloriv rozvo) do 1. vaduv € ) Invariance L dot.vaduve Mg Vt‘VV‘A
‘- o\ . Y= 0. . = y)f =Y. (a §—L = —aL —_— =
% = %@, B +O() = g r e Y& A % @) 36y 59: & 35};\{; ‘ 0
&g e e R
) kde Y. _* vektorové pole tav. . NN _ oL .
afa % Y € Y C;, genevator transformace Velic¢ina I(c;,q,,/ﬂ = Z,d a%Y}& e 1.P.
P¥. votace kolem osy o Infinitesimalné
XA
%, = Xy CAE = X Mg, =(§)€ o= PRninE - Syent)y SN X =X kg A
X\2=XIM£+XL%E (@_x‘v.) X‘Q=X1_+X.(£ 41-£ 0 o-40
X, = X Y, =52 Jyuo™ ucort = suping), = X4 Xy = %g (?. A OXX /EX*E'(A 0 oj
Pokud %= % g0 Pozn. pivodni Tvamsfovmacei’=M(E/AW(
..n—». -~ A'@L - - —_ + & E 9_ -‘/54’ z O
LR =LY = TS0 b A bobno oty e F 80 200)

(pro infinitesimalni do 1. vadu vg ) o o A4



Z4kladni principy mechaniky —Jjiné matematicky ekvivalentni formulace zakont mechaniky

«Diferencialni principy —urduii chovani mechanické soustavy (trajektorii) lokalné v okoli daného bodu

4, Princip virtualni prace (Bernoulli 1108—1117) —staticka rovnovaha systému N Castic:

Ko
Staticka rovinovaha (rovnovaina konfigurace) soustavy Sastic nastava pokud  Xb)=XUy)=X,= ( >

jsou souradnice véech castic konstantni. YL Rowek \Xew
5 2 W= , AF oo ) . s reaivicls s &
= JN=0,X)=0 ¥1 = |F(X 0N=0¥L|=> =i =0 = uvaiujeme pouze sily nezavislé na case
T 2 5 & or: 5\~
& X=X xm 0, MUy =F(%,0=0 Hie3N > miihy=S- ix)—z:a—'?(x,.o)x.u,\+i.ﬁ(x,.o>x-(/1,\=o
Vi " I ¥ dxy s
. /L‘ =0 =0
(A\ X(M*'X LA§+2X(A0(AL\+..= X
0y volnich . . . L o
aN2) 0 =F(,0) < 0=FF,0)dX Y IXeR Vekfor 8X=X-X, je (virfualni) posunuti
V,S\;lmce Gl (stadilo by py'o lib. bazi B 2 vovmovéfmé polohy X,
‘ stadi libovolné male—infinitezimalni do bodu X

nemusi byt exaktni

Pozn. prace A= SF{x) d% je integral z diferencialni formy &AR) = Fioy- éc)& po kiivee g (kdy dx=¢10d4 )

musi byt malé (infinitezimalni)

Virtualni prace 5A %= F®o-O% =ZE<§XA- Princip virfualni prace:
je prace sil p¥i virtualnich posunutich X, Je rovnovazna konfigurace &> SAG) =F( X0 8X =0
VX

Pozn. Variace funkce ,g kai !(;u—ax, ﬁi A+ —g—éx +—— 5\%5? M Sx Y., —{ XA+ 84(xm+2§z CHATI
(izochronni di=0 )

54 Limadron Eoad [{(xﬂSx M- /{(x L\-_\ 4‘ = éai

Tsou—li véechny sily konzervativni Typ polohy UIR) napv. v U 13
- AUR) k
FX)=-VUR) =-3% ve - stabilni minimum — 3'Y(X) >0 \./

= . "'_____.@_.:;.5"__.___ 80 §X V)
BA = FSX ax Z O%L *labilni maximum  SUXK) 40 [\ /!\ 17
a vovnovainé polohy X, jsou stacionarni o , iy -
body SUty=0 potenciln erergie. sindiferentni  ostatni (8'v=0) — . 3

X X

Xy vazangch — podrobengceh holonomnim skleronomnim vazbam 4*{)?) =0 ¥heR  rozlozime posunutia
sily do sméru tedného
(LR'D) 0=F(R,0* ?xc‘o =F+ ;h},V& &> 0=(F+ ZMV{} - 3% V‘é)(ER a normalového ke konf.
viisténe 51\\ vazbové sily

pr. Mv bodé X,
(akent) (reakeni ) (f“m 0 VA é{ﬂ(xo) =0 VheR SK=8TT+3R" F-fT.P

e S R \/’:’_’_j ‘7‘5?"6 IR&N
?rj‘(i',,ho ¥ Aeft F © - ° - VLG =0 YRR
zvolime -y jako slozky FYV bazi (V{M...N&J ax {“ ° €

normalového prostoruk M v bodé %,

=> 0 T+ ;:N F%V{ 3% +5x~) T+F’n).5;r+§4ﬂﬁvé)*. SXT+ ?T. SR+ (ﬁhzﬂj"v *). S = l?(i.\o)-éif
- ———

Princip virtualni prace

S A1 ~F(1.0)-7 o Soustava astic je v rovnovainé konfiguraci LeMcR" &

ARR) =F(%,0)8K =0 ¥SXeR virtualni prace viigténych sil je rovna nule  §AR)=0 &>

{L(z,w 0 Yher 65(’-%(2’,#0 prace viigténich sil pri virtualnich posunutich ve shodé s vazbami
je nulova.

Pozn. uvaiovali jsme pouze udriujici vazby a jim odpovidajici vatna posunuti (38X ':\ SX) >
F5X40 _/ i \

pro neudriujici vazby a nevratna posunuti je Treba princip modifikovat SA=F




Posunuti ve shodé s vazbou /£m=o {(i}éi): (X, H—B%L ‘dxX +O’(l§3<’|‘)

”’M
T %o { \\T' 7 a0 20 o
. . ’ v 4, vl . + :
Virtualni posunuti — myslené okamiite E”iamlfi;ii:i”r:;;m) M 2, \
infinitezimanlni posunuti ve shodé s vazbou s

Tsou—li véechny viisténé sily konzervativni Fy=-vumr pak 0= 8A=(-vu+A,v L) 8X =-3(u —7\4,) =-3§0
a uloha se redukuje na hledani vazaného extrému funkece Uiy vzhledem k varieté M
f.5. s0my=0 {0 ¥hR  FD@l 3ol

"pofencialni energie

< © labilpi vazebnich sil*

=0 mdnpevem’mi

Infinitezimalni posunuti holonomni soustavy s rheonomnimi vazbami L{i‘/i =0 ¥hek SZ’=§(§,A)
-mozné (redlne) 0=d —i d.%, +~§Adﬁ dx; = gcl}fd% *dL ({,wlx A+dh) = ,f(x AR %'d?«»g%&h
(]
- virfualyi 0= Ej =—J“—8x. 3%, = %’%5% J-83,4) = v+ L83
J o~
v S o [ O lze ziskat 2 moiného posunuti
-skufeéné 0= d4 ( —3’)&/{' d)&‘- = (55{&%' M SA)CM' dosazenim trajekforie X, =X.(4), % =%(/{)
pr. | M) X, g(xhxz,)&) =R+2-Lih=0 Virtualni posunuti a vitrualni prace
/CP S VR L - o) 0=8=ndn i, o _’(Wf ) 1oF
/I\\_@ N %= fhicantp L 3A= F+7lV£\v§x F-a% +7lV£ IX = 0:9x,+ m% \Sx,
] //:\\ ¥ Moine POSMV]M‘“ a prace o o STUSY vivtualn prace
1Y . U= AU azebnich sil
\. ¥ W 0= df = 2xdxsDucn, -200d & dX = ( )Id%( ?)Jzu e W;C%e s
X, IA=(Feavhdz=F dxmv{ 4R = 0-dx, emgdiy + 200, - DA Kgdky = g, + A2

PY. pro £=Aewl. 0=3A=mgdx, = -mg Min®d¢ = ¢=0T je rovnovazna poloha vikon vazebne sily= m—&
=0

2y d'Alembertiv princip—dynamicka rovnovaha soustavy éastic podrobenich vazbam &&’.LF O heft

(Lgp) MK = FR2A) +REXA) = ()?,?,/iﬁiﬂ*vgj Zavedeni sefrvacne sily T=-MX umosiuje
Aot zobecnit princip virtualni prace ze statiky.

M= Q)JO%(M\M-...N\%N) g*@:,ﬁ\= 0 VheR

F()?,i’,/i)*iﬂ*vg IMX —0 < podmirka Rovnici opét prenasobime §3 = JRT+3%¥
R=A rovnovahy sil kde 53{1’,71* =0 ¥heR Bine MW“R(V/Q V,{ )
viisténe sily  vazbové sily se’ﬂrvacwe sily NTRR
(akeni ) (reakcni )
(F-MR)-o%" +Z7(*Vg 0% + (F-MRY-sz +[(F MRY' +Z7(*V4 ] S¥™=0 Virfualni prace efekfivnich sil
e~ \0 w\o -V-JXT' g ST ( YA Y- )5
efekfivni sily =0 volbou A, AR XA ={FR, M) SX

d'Alembertiv princip (1743)
= ) e Pohyb mechanické soustavy se déje v dynamické rovnovaze
- - o). = > 3N
5A" =(F-MX)- 8K =0 ¥aReR efektivnichsil 1. ). fak, Ze virtualni prace efekfivnich sil

&(f,/i) =0 VR 5§’V¥xz =0 je v kaidém okamiiku rovna nule 5/\4()«(}.\ R, x(;.\ =0

Pozn: vghoda—neni Treba pracovat se silama idealnich holonomnich vazeb napr. dricich pohromadé Tuhé
téleso slozené 2 N hm. bodit: posumu’fi jsou pouze translace a rotace Xo= R*Ta ekl §X, =87 +3PxTs

S
8Ay =2 ZF - Xo)dX, ~§7(F m,.X,) (8- 8Fx L) = [Z‘F mxﬂ] 5n+IZRx(F mxm)la(? =0

Jsou nezavislé

Yo = N, - Y - N o N LN “Y 2>
O=2"-mX=F-B 0= X(E- . X) - Rl 25 -m, ,):EX,,)\—F;‘( =‘wam\wxw)=N'L



Pohybové rovnice (LR1D) pro neholonomni soustavu s vazbami lineérné zavislgmi na rychlostech

vazby: v—holonomnich (nezavislgch) p—neholonomnich (nezavislgch)
&(X,AHO YReRt X(Vi«,---,ﬁfﬂhn Ea,, K%+ LG =0 ¥2f  A=lag) matice typu fxaN
N S

o=51=%§ﬁ.=vj.gg LN. ¥leMib AR Ladr=0 fdb R(AGEY=4 ¥XeMi YL
k OX; 4 4 PR . - / R -
I Alembertiy orinc AFHAK+LEHAL=0 < 3>:,dk=dx dA=0% d¥~dXK
Hemoertuv prinele AGAHSR=0 2 a,&hdx =0 Hef
By = 2(F-mmf)-8x = (F-MR)}S%=0 w) :

. ~ o ) /’VSXG}M(AMKM/A(M) =Ko REA)
LG =0 Vﬁem}(3V5xe[R V{yéxzok B m e (esnan odnoch non

. . - R - P = /\_,_/\,___——\
A(X,M?*—L(x,i\ O Aéx 0 b:aN—-ﬂ BUNMT@@ Typu (R-y./}.\x(m-f‘)
, SRTUT o o, ol w
Metoda Laqvamqeowch mulfiplikatoru: w) 5{: .”5%13-4*4 : §£N /6)(4 2
Misto vqjagl?emi 2évus\t’4§h posunudi s\géek nastavime tak aé 8? 8? : ;
<§x§ Qomoon A—/fql \nezéws\gch 2 podminek (jL) aby 'a'éf ..._é{a_w..,g{én SXy- 20
a jejich dosazeni do rovnice (1) prenasobime - VAWERT-VEN | P
. L, e, . . _\g_
vovvhice (2) Laqv;hqeoku mu\TIP\IkaTOYbﬁt Ny  Gpadit G . 2
a pricteme k vovnici (1) a nastavime 7\,;,[*3' S~ funkce XXX A) = ] ‘ \6x N
. .. L, | an
tak abychom vynulovali koeticienty u zavisljch 3x; (—F}‘ » .,—F,:{,f,q, .. ;"Er:i)
3N n A-h n
. 9
0 =§(E-M;XL +Z’71,ﬁ§££ * Z’ f“z 1;) 24( Z 45%}“ Z’ f“z )5)& :g(i MAXA +Z71,ﬁ§££ f‘yaj; )5)&
— +vv_,_,_/——\_J
%4,k NEJSOU \nezavns\e 07 é= 8x,,-,8Xyy JSOU mezavus\e 07 vynulujeme volbou7y a
3N ~
Pohybové rovnice: mi; —F+Z7m&—£4 2 0, Yie3N {(i,AhO kel E%(R‘,A\XVXAX,(K,A\:O YAe 4
Véta o energii: //Xi /‘Z‘ _h J&XA éf pro komevvahvm sily Ek;"ag’;"’ %= s\_Uﬂzl
) =R 4 . 0 5. __ n
m K, = X, +Z71@{Lx‘ 12=4 0% %I = FX F 71* % ey = =-Z 71,,‘ i ﬁ by
. . Ao E)X
odvozeni LR2D pro holonomni soustavu: X, =X, (@.4)  Sx, =% = 3%5%
_ oK, ¥ N ax ‘ L
0=58A= Z(F mX) I%; = 2_”24[,. cLA_(’O’* ﬂa% &, = *"a [Aa? Al 3,( 3%]5?/ jsou mezaws)\i
v 8 @_@ aT ok ) LT & 3“ 3 ‘aT&_X_;. 4 9T(3% 3T\ .. 3T 50.
‘Eazl[ <99, J(afga%) DX, d/i(a%ﬂ [01, Y axﬂa%) ax(a%ﬂ&l’ Z[ a dL(aq)+®9}}§?h
CL oT 6)'? he he®) a ax = M{ren_ ’c)U bX,. N BUBX aU &_ B_I)ZA' =
dA(a%) Q V €A Q 0( Q‘POts Q{ [ X oM ax ﬂ 6—7‘: O( DX, 3g; d/LQBX :99;1 8% M( a%\
N-r A
A ~ ~ e O(hm 2V 3XA U ok (BX\ 6\\ QGUBX ) O(hm 30 d\ (B_U_\
& (L) 2 g “Tirg axag xaklag) aL\aRA) Ty Togad 8y
dA\agyl g
Pozn: Zaménnost variace a derivace iL(Ei) = ‘-“1(5‘(’-?)= P-X=68% = é(%}%) platii pro funkece %_Aéf = 8%
Tourdainiv princip a an 3 s L T ix, | Tourdainovy varizce
O= d—li3A¥ = ‘Z((%I{E_M;X‘)in +§(E_M;X;) B-XA ZA(E e, X) é'x" - O 54A_ = 0 54)(1=0
2volime \
GaUSSUV PViVICiP =3_N, i_ R 3N . . Gaussovy variace .
0=2 S5 m,x‘,\c\.x 52 FEomddd | ZEmMEITK=0| 3120 dy,=0 8470
zZvolime




Ustredni rovnice Lagrangeova — jing fvar d* Alembertova principu

0-Bhy = = 2(E-mf)K = 3§ 3t~ Zmikx= EA—M(zmxax\w(zmx) 3A-dL(3x3x\)+§T
e T <
A vaua\m prace akénich sil 3% T
X 8%, = (x 3%;) X, (éx) (%, Bx\-k-éx:a—(x ) -3 3% §T+8A=—°1~(§—T-5x.)
L0 A4 dA A PAEAL T JAMGEIAS T 2T FVACT A

. . - Ao A aji; A N L T iy
v obecnich souradnicich: X, =Xi(o,,/1) Sx; =%, = af’-j&% T(§,9,4) =T (XG4.4)

- o ST+8R= %{zﬁ_é?;)

T 9T axk T ax
= 3y, = q/a% @;39,= KIN

Akt Dk, 39, %= % 8% 5= c;, 3%

5A-Q)"dg; +0;" 3 o=0 75, S tvi (5@) a?y) 9=Q;" g+ g“(aq, )~ a%é?} 67 Q)"+ AA(%T,-J i)-30
)

SA=F 3x=F

) hep) I N
8730 +0;"8; = ((To;,-u ) [t +0}"s = &x(55)

Pozn: diferencialni pocet

Funkce prirtistek funkce linearni Gast priviistku = diferencial funkce  derivace stacionarni hodnota

={( - =A (%, AX)- d A v ) —éi=A(x\ ’\[—o
{:m—»ﬂl Ai K+AX) ap(x)— o0 AX+ GO, AX)FAX { ALOAx = 4(x X i(x\—dx 4{,&0)-
&pvo[sxeo &(x\-x AX=AX X
%)= AGY € L[R"R) (X, _
¥;IR“—>1R AJ=¥(§+AX\ {(XX 2A(x)Ax+u(x AX)-\aX| 4 =AWAX = ?; ®) ldigg éf al 3% 0
WVO laki»0 Ywy-dX o Aé‘i“axfaa‘{’;f; ¥jeh

k k
pokud existuie, pa d£ 4(“&“

EtQ

Variaéni podet  body — kiivky funkce — funkcionaly
Kiivka (Tridy nelN,) je spojité zobrazeni @:(a,dscR >R (teidy € 1. ma spojite derivace do vadur ).

C"%aky mn. viech krivek tridy r Tvoii vekforovy prostor dim+e A=~ B e =Fx1-Px

= { ) )™ kt e \ :
s normu <l renouf (< LIFool, .. ™| ¥ kTerd oznacime C"Zob> IM, - P lxrd- 00

WA G = Pd
: . . i o d
;((6‘?3-5(3%)

?::m(ﬂ,l'> {¢e(a L7le>(«\ A AP =RY . kiivek 2 A do B A

(L8] . : . : N . .
(C(Avm(o,x:;, C(,,,\<o.1,>) normovany afinni prostor Y x;dx M

Bud (e Cunod> pak pro lib.PeCyco > nazjvame 8¢ =-¢ eC( ool > variaci kiivky ¢ s pevigmi konei.
00 C(“\ A s volngmi konci.
Funkcional je zobrazeni z prostoru (napv. vektorového) do realnich Sisel.

Funkcional 1:C"2a%> =R je spojity na kiivee P pokud ¥&>0 23>0 ¥&e C by 1F-1<s = 11@)-16) <6

Funkcional T:C%,%> =R je diferencovatelng na kiivee % pokud existuje spojity linearni funkcional

3 (™%, =R (nazgvang variace 1 na krivoe § znadeny OX(®) )tak, ze plati fowe I(C?‘LS”Z?"IM Ba¢]_ 0.
I3%i=0

1. AL =T+ 8¢\ -1(¢) = P [3%]+ 0o(%,5¢)- USPI
——
linearni ast privustku ST(@)[8F] L Ro 13F11>0 56

Pozn: existuje—li variace, \zeJl\AaM TakTofzeC‘“ax,L) i(£3=I(‘f+E’2) YéeR 51(‘(’)[6‘?]‘

= Lo A(164£7) -169) = fm‘ @Le7]+ woleeqlienl) = fm(ém+Agn(e)m(<ee7)-n7u)=<§m=8Imm

£=0 £->=0

di‘.

Funkcional T:C%, &> =R ma na kiivee ¢ =maximum (minimum ) pokud ¥3e(Tw k> T = TG) (Tl < T3
—sfacionarni hodnotu (¢ je extremaloul ) pokud 31()=0



’_\—

)
Zakladni lemma variacniho poétu: Bud ge Cakr pokud YheCppda by plati S%(x).ﬂm dx =0 pak gm=0 Yxea b
G

/ﬁ—-> %lx\to

O» )L

Bud F: > R tridy CmPak funkcional J: "% > >R | (@

Dk. sporem

-
=

Dale specialni pripad funkcionalu:

£
)i= SF PPN dx je diferencovatelng naC*%. 4>

SIE) 8¢ = ] Tt = § 5| Fueaspsheds)du = § SEownser5e E 293¢ dx =
& &
= 3
6§r—‘dx =§5F’dx -§ OF 56+ %(55\5?) dx(-a—g) ? dx S[acf %_ W\ﬂaffdx + ‘Bﬂa
Kiivka ¢e C,(:;go,ﬂs) je extremalou funkcionalu J " X,<—> 5 (x Px),PY) -—-—( B‘Z” »?(ﬂ,‘f’(x))) =0 |¥xea by
Cuaie >
2 obecnéni: " Eulerova rovnice pro funkcional I gpray=A

C?:(a,ﬂ)ClR—”RAE " Frey-R =B

A
) =S Fix %00 Fx)dx

25 ¢4

F:RSReC® 3

Te—1i @ minimala (maximala) funkcionalu 3

SIE)=0 A 8%er=0=8%®R) & Vel

ODR 2. vadu s okrajovimi podminkami (&) =1

3—‘3}’ -%(%TFP,)’O ¥xelo by
) je PSD (NSD)

Kk 3'3@ =20 (40 tice (BE
(e L)Pa ( )ama ce( 27 5%

« Integralni principy —jsou globalni vysetiuii Trajektorii v infervalu <f1,12> jako celek

— jdou zobecnit na nemechanické ulohy (elmag. pole, kvantova mechanika)

Fermatitv pricnip (1662) — svéflo se 2 bodu A do bodu B &ivi po *Sasové® nejkratéi draze 1). po draze

ktera extremalizuje funkcional 8 Y a0 %
A b _ 4 \
. molex ‘OYYII/( m__:m().z) Y%OMOST svéﬂa c 34 = SAd/i ‘SA S EXAM(X dl Sm(@(xﬂ "X(X)‘ dx
¥ & %
L Brachistochrona (Tohann Bernouli 1696) +a =B =B al 0 13w)d A+
o dx p T SAM SA 5" &L’W S _’Lam dx

Mauperfuis (1744) hypotéza: Kaidy dé) v privode probiha Tak, fe urdita velidina (Tzv. akee) je mimmé\m
Princip

— Lagrange (1760) pro konzervativni soustavy E T °’HU("\ 5= SZ’M-

nejmensi

3- 3& RLICER RN :‘
akce — Hamiltfon (1834) pro nekonzervafivni soustavy /— qA, _‘Gq'i\}’ 5. S:FUAL

, , o ST sy WG, ,

Z ustredni rce. Lagrangeovy odvodime Hamilfondv princip QA % ¥ 9 .

budeme predpokladat, ze virtualni posunuti jsou diferencovatelné funkce casu 55;=55}3(/i\ ¢ Canhud Tvori

tedy variace kiivky b eC"UALAY

¢ hep) hep) dl= aL 5 “=O
s pevnymi konci 59,(,1‘ :0:54}(42) 3§L°‘“ Sd 5%‘“' S 5" d \d’i go(/i(a? 67&) [ ]

Hamiltoniv princip: Pohyb holonomni soustavy s potencialnimi silami v
¢asovem intervalu {A,A> se déje po krivee (Trajektorii) nakteré akce

SEFM1 =S LGmGm,AdA
Ay

nabyva stacionarni hodnoty vzhledem k (izochronnim §A=0) variacim s pevngmi konci 3q(h)=0= 34,
oL
9

» Akce je funkcional St C(Q.Q\(A o> >R a nebot (

Eulerovy—Lagrangeovy rce. pro funkcional§
0.D.R.2. Fadu pro gid) =
s okrajovgmi podminkami

=0

YieA

3SL§]=0 A éc’"(,i)h = 0 © [.§~_
- (Go,Geb, 4

ik
dAlog .
=0, FAD=Q,

bqaq) je PD, je frajekforie zpravidla jeji minimala.
()
«Hamilfontv princip nezavisi na volbé obecnich sowaolmc = LRlD maj)i stejng Tvar ve véech obecngch s,

+ Nejednoznadnost Lagrangeianu | = L+$§_\_%.‘=- Q= §Ld~i SL‘M*D\%“A) y‘(?u\m =Q+K > 83=38

« Lze zobecnit mimo mechaniku — potreba najit prislugnou Lagva\nqeovu funkei (pomoci principt symetrie)



Routhova funkce —vylouceni cyklicke souradnice Q [L, 5+, §.0]>[R,A.§]

necht L=L(3,,3},Qi g%=0 = P'%?*.Qzﬂ =fod (rovnice proQ) = 0=6(§,£?,):}/1)

d al‘ _a-k = PN { ~ A : . L= 2 5 .
do zbylgch & rovnic M(a%\ 55, 0 ¥ied dosadime za Q aQ Tyto rovnice pro neznamég,3,§ lze ziskat

2 Routhovy funkee R(§,§,R4) = L-pPQ = L(34,Q 0(335,PA)0) - -PQ! 3.§,R4)  (nékdyR= Pﬁ{)

ktera prevezme roli Lagrangeovy funkce pro novi systém o a stupnich volnosti

d28)-2- 4L pod)-(5 2L )4y BBk ped)- (R Bl sl (S5

Jacobiho princip — pro konzervativni soustavy (skleronomni holonomni vazby a konzervativni sily)

—=)=§ﬁi@)qﬁ% ~U@) T jePD kvadraficka forma vé”v -g'i =0=>E= 40/,‘ L =T+U=fod

4 gy [ B g “novy* variadni princippro Ae 4
S =£ LGw,guw) dd = / /iA'“;‘dt Z{ﬂ ¥ Am/i / = § L(§, %) Ldx kPivek G, Aw) s F) unkof
¥ ‘ E;B,‘JA‘) = L(c‘},“%)‘_‘ kde ¢as 4
/- a’ia(,li.‘m gl,ﬁ fon) %,("%)4”"5 _ 5_}%”_: -pudrL=-E je cyklickou souradnici, kterou

vyloudime pomoci Routhovy funkce

R=LA"4A-A’=(L—4M§ (L%&.‘ LA = 4kcyk/{ (L+ EW = (T-0+T=0)A =T

T, k3 6“ 2,
5= Ret = JAgudar =) 4'“*%:& aThar = [T A - S\r E-0G) V@44, Ldx =
o %
& @
SFE‘U(‘}'D_\I (0(1(?"/1’?/1‘6:{' S\i—(E-U(C‘,\)‘\I ("r“’( % dr = SFE'U(?D'\I (‘ﬂ CLO(‘d%
T:g‘?') qd'cqu element délky dﬂ v konf. pr.

s mefrickgm tenzorem le(a;)

Jacobiho princip: KomzevvaTivmi soustava se mezi konfiguracemi §,8, pohybuje po kiivee na ktere

zkracena akce + nhabyva stacionarni hodnoty vzhledem
‘L?EU(WOUZ - T
k variacim s pevngmi koncl 6?,{2-“):0.

0}

S, [3x1] -S\r(E—U(O,)\I T4, 4% =

;Q.LL/:

d
Pozn. 2 Eulerovigch rovnic g;‘ Sl3 ‘}) 0 ¥jed = §-§@ ziskame pouze fvar trajekforie (T nenicas)

A [
casovou paramelrizaci trajektorie lze ziskat A Teed . ~ T@)3.a

i , =T+ = :\i av ' - 40(,L=S AN dL"S 5999 gz
pomoci infegralu pohybu E=T+U > 4=\ 260 .S N FTERTE) 2E-UG)

P¥. Tvar trajekiorie ikmého vvhuL=%m\(X‘+ij‘)° MCK?S U=man T= -;— ki,"g)("; ‘:“ (;’) E=T+U=fot
)azva(xh?

k A/\ 5 ° S«iz(e mapa) Tm () +m(dy® —S«iz(e mag) Yo (A+ ) dx = WMH;%‘ Leidx
b x k ' (;i(avzme’f)vuzace W= dy= Hdx Torst Fligot)
‘A L J X
Eulerova rce. %% :}X(b’&) 0 protoie 3%:=0 prejde na
F E
G=F-H4an K=mg , £, 0F wOF [, 3F .,
XY L ‘ (F 3§F) gra'a' grg'ﬁ ax (’a e '&dx ag) '3[2‘: jx o
(= g @WL = ” R
a —g 4 i +H4"
) W S > & =i e > eaf =40 1)



kesitelné modely mechaniky

1) Problém dvou téles-~ izolovana soustava dvou hmotngeh bodi

Budeme—li predpokladat, e sily ktergmi na sebe Tyto body pusobi nezavisi na jejich rychlostech, pak
2 omezeni dangch Galieiho principem relativity plyne, ze Tyto sily jsou konzervativni.

Galileiho princip relativity—vyzaduje invarianci pohybovich rovnic vzhledem k grupé Galielino fransforaci.

Galileiho transformace f,eR VX.€ R HeSOB dx + @ O o4 =
i RVXeR Be30 O =L (5% Uy =§L 475 by
AzA-A, A=A+, 13 2 T
2 v > 2 o é—— = C_&_%_
X=8(X-VA-X) X=8X +VA+X, -V ar
Pohybové rovnice
ﬂh,,,szw" Eg(zp;Yp)A-) U"‘A="|2 - "“«, i; = $EP (i,ik,x> / $T
mX= B EAD = BESl) > FEE LA = B, (SRR, SEAUR), A4
A o IR R
Invariance — rovnice se pii transtformaci nema ménit Symetrie vuci VEesowm ¥VX<R ¥AeR
(pouze pribydou vinky u proménnich) Galileiho transformaci
Profoie sily nezavisi na rychlostech stadi vait ¥=0
a) Translace v Gase . . .. > .
$=4 %=0 Fa(Ko X ) = Ba(Xo X A+A) YA eR = F =B (LK)
b) Translace v prostoru EP(;(’MS(B\ = F‘;F(Z;Yo,?ﬁ-f(:) ¥X,eR® Prejdeme k novim souradnicim
51 Wos® Xor Xa ! 0 .
1 =’i,,+'ig (:(J-l‘,.ﬁ,}l\ G(ﬂ,mﬂ- 2.X ) ¥X, eR = G G(Ryp) > Fw,s E.p( Map) = E.;s(?\d.-—}/s)
c) Rotace
%=0 FhalRe) =F R ¥8eS0® R R = 1SRN = IEA(SFL ¥8e50R)
velikost sily Tedy nezavisi na sméru 7, ale pouze na velikosti Rea IF @l = %A(\ﬁ“\)
oznadme $(¢)€S6(3) matici rotace o uhel ¢ kolem osy Ryp pak S(OITup=Tlug = Sp)Tap Yo
vozlozime silu E; do sméru Rus a sméru kolmého na i, pak %A £
..... y lopt
0,5t 43 = F(Rup) = SO (S0 = SeBalun) =08 up + LBOF = 0Teprh 810 & T

AU-SN=0 ¥¢ = k=0 = G @p =afly = (,.,s(m@m

je izoTropni (nezavisi na sméru) a

ip Ny s v .
centralni (miri ve sméru spojnice)

Cenfralni izotropni sily FG) =£(n\'ﬁ' jsou potencialni

(o FiD) =E54 a;_("’ ‘Jaéﬁl’—"* £in -ol‘a"f’xu{(uxéaﬂ =€ ((’(u\}‘gx& +£{n)§a;)=0 = 3U=Uln)

> 2 oo 0(m _ .

F(i) = - ged V) = - QUx) R =32 = - Y W = U & S U ()= 7 LR,
- A (1%,) 0\ M ) N, 30,5 (Tu)
(%) = — —2 2= - (oz) o8 (1) R = — OV lun)

F"p ~R ) Rap op a Tap op n*'ﬂ) DX, b-i,,

3. Newfoniv zakon -s
(R‘“\_ F (nm,\ = d%(nap\ = M,(nadv‘ = U&p(“&p"-‘unm(nﬁ!\

Pozn. Pro jednodasticovy system plyne 2 Galileovské invariance pohybovich rovnic nulovost sily.
Pohybové rovnice musi byt invariantni viaéi Galielino Transformacem pouze pokud popisuji
izolovanou mechanickou soustavu.



Izolovanou soustavu dvou téles jejchi vzajemné silové plsobeni nezavisi na rychlostech a spliuje 3. NZ
miuzeme popsat Lagrangeovou funkei:
LXK X, %) = %m,?(}z + 4 omy %, — UURX,-X,)) Integraly pohybu

aL

— . > _ = — // >2 2_v
P=( Y+M\,$(‘2)=MR 0= E= ’m xl 2”“1X1+U(|X4 Xz‘)
- s s - - > = - 2
S etie 3568 = Pemfemi,
sy Teorém f=42
= = , - > - — D> e d
P Noetherove X! = S®X, = | oo X=X, x X,

R=T =¥eud [§dd > R=FU+R, 4
R,= ,‘,{(rm,i'p- m,X,~ BL)

Prejdeme k souradnicim X, X, = R,R o
- K rovnomerng primocary pohyb
R m, X +m Xz - 7 myiT y
R= _,y_n;"/y}':— =R+ M ™2 f’ hmotného stredu
7 =X,-X 3, -B- m&ﬁ Celkem 10 nezavislgeh infegralt pohybu

LRAERD = £m(BemR) oL R-T0) - UGR) = 4 ME"+ 3 T8 77 - UGRD  Pohybové rovnice

redukovana hmotnost g MR = oau
o =2 dL_ = ==
Cyklické souradnice B P=a23 MR Konstanta (lze vypustit) t o
Routhova funkce ©~ _ ¢ _ 88 - AP . 4,22 B /_P.z
UIovaTUREeE T =) - RP = TR+ - - g ="Mt 4 - (i)

2) Pohyb 8astice ve sféricky symetrickém potencislovém poli
LR R) = P‘ﬁ - U(I%1) Integraly pohybu al‘-o > E——gx)"i + U(I%1)
prejdeme k stérickgm souradnicim pro kieré = 3(2\’1 > L= thln = Kanad

osa 2 mivi ve smévu L pak @=3 §=0 Tesom RL =l =0

A . ohyb probiha v roviné
_ 4 Y Tt S A (o2l aeay_ ponyo p -
L= Ték(n +100 + AN ¢7) - W) 7 (2= 6%) = U jdouci pocatkem a kolmé k L

Cyklicka souradnice ¥ oL_, >4?——_(mce =], =f=Korad = 7_8& Gy = jtmmm ¢

3y
Routhova funkce Efekfivni potencial
N 2 2 Q_ 2
T=)-6¢; =4 ). A4 2_ _ )
L=L cf’,fu, _IP(RI*“'L(M')-U(R) we —PLR 26"‘1— Ulw) = (LR U;{(Tl) U,XOI\-U(X\*' 2655
3) Pohyb konzervativni soustavy s jednim stupném volnosti

L(“y,‘?/\ = %T{@@} -U(g) Integral pohybu %li=0 = E=T+U= —- («pf‘, +U(9) = Kenod
g UE-UYY) g = T HE Ug) PP Potlo je moing pouze fam, kde Ulg) € E

T /L T , Pocatesni podminky 4, E
*/ Tor S ZWaMéWkO Urcuje smer pohybu e Finitni pomb/ Infinitni pohyb
2=-Te ¢ |{4 CEIN SN\

Q(E-U($\)$ po’(emcua\ova P opot.

Jama val

« ) = (T® reseni zapsané pomoci infegralu q' N ? 9
= jq%E-U(‘;\\ dq,-\-A, f2v. vedeni v kvadraturach / ’

,%oo[q, obratu U(?ﬂ =E

Pozn. veseni puvodnino probléemu dvou téles zavisi celkem na 12 infegradnich konstantach, které jsme
poutili v tomto poradi B R, T (8,6,0),%,; E, A,



