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1 Kroneckerovo delta, Levi-Civit·v symbol

Kronecker·v symbol je de�nován následovn¥:

δij :=

{
0 pro i 6= j

1 pro i = j.

Levi-Civit·v symbol je de�nován jako

εijk :=


1, kdyº (i, j, k) je rovno (1, 2, 3), nebo (2, 3, 1), nebo (3, 1, 2)

−1, kdyº (i, j, k) je rovno (1, 3, 2), nebo (3, 2, 1), nebo (2, 1, 3)

0, kdyº jsou si alespo¬ dva indexy rovny.

Standardní skalární sou£in vektor· ~a, ~b ∈ R3:

~a ·~b = δijaibj = aibi.

Vektorový sou£in dvou vektor· ~a, ~b ∈ R3 v pravoto£ivé a ortonormální
bázi:

(~a×~b)i = εijkajbk.

Determinant matice A ∈ R3,3 pomocí Levi-Civitova symbolu:

detA = εijkA1iA2jA3k.

D·leºité:

εijkεlmk = δilδjm − δimδjl / · δjm
εijkεljk = 2δil / · δil
εijkεijk = 3!

2 Diferenciální po£et

Parciální derivace sloºené funkce. Nech´ f(g(~x)), kde ~x ∈ Rm, je zobra-

zení dané p°edpisem f ◦ g : Rm g7−→ Rn f7−→ R. Pro vnit°ní funkci g platí:

g(~x) =

g1(~x)
...

gn(~x)

 =

y1...
yn

 .
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Derivace zobrazení g je reprezentována tzv. Jacobiho maticí

J~x(g) =


∂g1(~x)

∂x1
. . .

∂g1(~x)

∂xm... . . . ...
∂gn(~x)

∂x1
. . .

∂gn(~x)

∂xm


a derivace sloºeného zobrazení f(g(x)) je pak dána sou£inem matic Jg(~x)(f)
a J~x(g) :

J~x(f(g(x))) = Jg(~x)(f) · J~x(g)

=

(
∂f(g(~x))

∂y1
. . .

∂f(g(~x))

∂yn

)
·


∂g1(~x)

∂x1
. . .

∂g1(~x)

∂xm... . . . ...
∂gn(~x)

∂x1
. . .

∂gn(~x)

∂xm


=

(
∂f

∂yk

∂gk
∂x1

. . .
∂f

∂yk

∂gk
∂xm

)
,

p°i£emº v posledním kroku dle Einsteinovy suma£ní konvence s£ítáme p°es
index k.1 Obecn¥ se derivace sloºené funkce podle i-té prom¥nné dá zapsat
jako

∂f(g(~x))

∂xi
=

n∑
k=1

∂f(g(~x))

∂yk

∂gk
∂xi

.

Operátor nabla

∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
,

po sloºkách jako

∇i =
∂

∂xi
.

Pomocí nably de�nujeme následující diferenciální operátory:

Gradient

Nech´ ϕ(x, y, z) a ψ(x, y, z) jsou skalární pole. Pak jejich gradient v kartéz-
ských sou°adnicích de�nujeme jako

gradϕ = ∇ϕ,
1Matice derivace funkce f má jen jeden °ádek, protoºe prostor, do n¥hoº f(g(x)) zob-

razuje, je R1. Kdyby ²lo o funkci f ◦ g : Rm g7→ Rn f7→ Rs, m¥la by matice Jg(~x)(f) práv¥ s
°ádk·.
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po sloºkách

(gradϕ)i =
∂ϕ

∂xi
.

Pro dv¥ skalární pole ϕ(x, y, z), ψ(x, y, z) a vektová pole platí následující
identity:

grad(ϕ+ ψ) = gradϕ+ gradψ

grad(ϕψ) = ψ gradϕ+ ϕ gradψ

Je-li ~r = xi polohový vektor a |~r| = r =
√∑3

i=1 x
2
i jeho velikost, pak

grad r =
~r

r
,

obecn¥
grad rα = αrα−2~r.

Operátor ~A grad

Pomocí Einsteinovy suma£ní konvence de�nujeme tento operátor následují-
cím vztahem:

~A grad = ~A∇ = Ai
∂

∂xi
.

P°i aplikaci na skalární pole ϕ máme

( ~A grad)ϕ = Ai
∂f

∂xi
.

Zap·sobením na vektorové pole ~F pí²eme po sloºkách:[
( ~A grad)~F

]
i

= Aj
∂Fi
∂xj

.

Divergence

Nech´ ~A a ~B jsou vektorová pole. Pak jejich divergenci v kartézských sou-
°adnicích de�nujeme jako

divA = ∇ · ~A,

vypsáno po sloºkách

(div ~A)i =
∂Ai
∂xi

.
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Pro divergenci platí následující identity:

div( ~A+ ~B) = div ~A+ div ~B

div(ϕ ~A) = ϕ div ~A+ ~A · gradϕ

div( ~A× ~B) = ~B · rot ~A− ~A · rot ~B

div ~r = 3.

Rotace

Rotaci dvou vektorových polí ~A a ~B de�nujeme jako

rot ~A = ∇× ~A,

po sloºkách:

(rot ~A)i = εijk
∂

∂xj
Ak.

Platí tyto identity:

rot( ~A+ ~B) = rot ~A+ rot ~B

rot(ϕ ~A) = ϕ rot ~A− ~A× gradϕ

rot( ~A× ~B) = ~A div ~B − ~B div ~A+ ( ~B grad) ~A− ( ~A grad) ~B

rot~r = 0.

Laplace·v operátor

4 ≡ ∇2 = div grad =
3∑

k=1

∂2

∂x2k
.

Aplikací na skalární pole ϕ, resp. vektorové pole ~A dostáváme

∇2ϕ =
3∑

k=1

∂2ϕ

∂x2k
,

resp.

∇2 ~A =

∇2A1

∇2A2

∇2A3

 .

Za zmínku stojí p°edev²ím tento vzorec:

∇2(ϕψ) = ϕ∇2 ψ + 2 gradϕ · gradψ + ψ∇2 ϕ.
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Skládání diferenciálních operátor·

rot gradϕ = ~0

div rot ~A = 0

rot rot ~A = grad div ~A−∇2 ~A

3 Transformace fyzikálních veli£in

M¥jme báze B = (~e1, . . . , ~en) a B̃ = (~̃e1, . . . , ~̃en), coº jsou báze p°idruºeného
vektorového prostoru Vn. P°echod od báze B k B̃ je dán vztahem

~̃ej = ~eiS
i
j, (3.1)

kde Sij jsou sloºky tzv. matice p°echodu od nevlnkované báze k vlnkované,
známé z LAL jako B̃IB £i jako BPB̃..

3.1 Transformace skalár·

Budiº s ∈ R skalár £ili £íslo. P°i zm¥n¥ báze se skalár nem¥ní, tj. platí

s̃ = s.

3.2 Transformace vektor·

Podle toho, zda se vektory2 p°i zm¥n¥ báze (tj. oto£ení) transformují opa£-
ným, resp. stejným zp·sobem jako bazické vektory (tzn. podle (3.1)), rozli-
²ujeme tzv. kontravariantní, resp. kovariantní vektory.
Kontravariantní vektory se do báze B̃ transformují vztahem

ṽj = (S−1)jiv
i,

psáno bez sloºek
~̃v = S−1~v.

V porovnání s (3.1) se tedy kontravariantní vektory transformují pomocí
matice inverzní k S!

2V tomto textu pro jednoduchost zna£íme �vektor x� symbolem ~x. Dr. Novotný na
cvi£ení rozli²uje mezi abstraktním vektorem a jeho sou°adnicemi tak, ºe nad x jakoºto
abstraktní vektor pí²e skobu a symbolem ~x myslí podle LAL (~x)X . O zna£ení prof. Hla-
vatého ani nemluv¥: Ten abstraktní vektory vytu£¬uje jako e a na tabuli je podtrhává.
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Oproti tomu kovariantní vektory se transformují ve stejném duchu jako
bazické vektory. Kovariantním vektorem m·ºe být t°eba sou°adnicový funk-
cionál ϕ ∈ V # (prostor duální k V ). Je tedy

ϕ̃j = ϕiS
i
j.

3.3 Transformace tenzor·

Op¥t rozli²ujeme ko- a kontravariantní tenzory.
Nech´ T̃ i1i2...ip je kontravariantní tenzor °ádu p.3 Na jeho transformaci se
dá nahlíºet tak, ºe se kaºdý index im transformuje pomocí jedné matice S−1

(matic tedy bude práv¥ p).

T̃ i1i2...ip = (S−1)i1j1(S
−1)i2j2 · · · (S

−1)
ip
jp
T j1j2...jp

Kovariantní tenzor °ádu q se transformuje následovn¥:

T̃i1i2...iq = Tj1j2...jqS
j1
i1
Sj2i2 · · ·S

jq
iq
.

3.4 Transformace sou°adnic

Chceme-li vyjád°it sou°adnice bodu b pomocí vlnkovaných sou°adnic, platí
pro i-tou sloºku sou°adnic bodu b p°echodní vztah

xi(b) = Sij
[
x̃j(b)− x̃j(o)

]
,

coº lze £íst jako: �Napo£ítej sou°adnice bodu b v bázi B̃ a pomocí matice S je
oto£ p°íslu²ným sm¥rem.� �len x̃j(o) je sou°adnice po£átku o ve vlnkované
bázi.

Dosadíme-li do vztahu vý²e b := õ, dostaneme

xi(õ) = −Sijx̃j(o)

a pomocí této znalosti odvodíme inverzní vztah, tj. pro výpo£et vlnkovaných
sou°adnic bodu b pomocí nevlkovaných:

x̃i(b) = (S−1)ij
[
xj(b)− xj(õ)

]
. (3.2)

3.5 Transformace skalárního pole

Skalární (nap°. potenciálové U) pole se transformuje jako skalár:

Ũ(x̃i(b)) = U(xi(b)),

ale nemusí mít v r·zných bázích stejnou hodnotu � kaºdopádn¥ k p°echodu
není pot°eba ºádná matice S.

3Má np sloºek.
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3.6 Transformace vektorového pole

Jednou kontravariantní vektorové pole transformujeme následovn¥:

F̃ i(~̃x) = (S−1)ijF
j(~x)

4 Newtonova mechanika

4.1 Galileovy transformace

Aby byla soustava (õ(t), (~̃ei)
n
i=1), jeº se v·£i soustav¥ (o, (~ei)

n
i=1) pohybuje,

inerciální, musí se po£átek vlnkované soustavy pohybovat rovnom¥rn¥ p°í-
mo£a°e, tj. musí platit

~x(õ(t)) = ~x0 + ~V t+ o,

kde ~x0 je poloha po£átku õ v £ase t = 0 a ~V je jeho rychlost. Dosadíme-li tuto
skute£nost do vzorce (3.2) a budeme-li uvaºovat pouze ortogonální matici

S ∈ O(n, R) = {S ∈ Rn,n | S−1 = ST},

dostaneme tzv. Galileovy transformace

x̃i(b) = Sji
[
xj(b)− Vjt− x 0

j

]
t̃ = t− t0.

4.2 V¥ty impulsové

První v¥ta impulsová. �asová derivace celkové hybnosti soustavy hmot-
ných bod· je rovna výslednici vn¥j²ích sil p·sobících na soustavu.

d~P

dt
= ~F (e).

Druhá v¥ta impulsová. �asová derivace celkového momentu hybnosti sou-
stavy hmotných bod· je rovna výslednému momentu vn¥j²ích sil p·sobících
na soustavu.

d~L

dt
= ~N (e).

4.3 Sloºky zrychlení v neinerciální soustav¥

P°ejdeme od soustavy (o, (~ei)
n
i=1) k neineriální soustav¥ (õ(t), (~̃ei(t))

n
i=1), po-

mocí matice

S ∈ SO(n, R) = {S ∈ Rn,n | S−1 = ST ∧ detS = 1},
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a zárove¬ S = S(t), õ = õ(t). Dostaneme sloºky zrychlení v neinerciální
soustav¥:

¨̃xi(b(t)) = Sji

[
ẍj(b(t))− 2Ṡjk ˙̃xj(b(t))− S̈jkx̃j(b(t))− ¨̃xj(õ(t))

]
,

symbolicky psáno:

¨̃
~x = ST

[
~̈x− 2Ṡ~̇x− S̈~x− ~̈x(õ)

]
.

De�nujme ω̃ := −(ST Ṡ) jako matici úhlové rychlosti otá£ení báze (~̃ei)
n
i=1 v·£i

bázi (~ei)
n
i=1.

ω̃ =

 0 Ω̃3 Ω̃2

−Ω̃3 0 Ω̃1

−Ω̃2 −Ω̃1 0

 .

Bez odvození4 napí²eme, ºe platí:

ω̃ij = εijkΩ̃k

Ω̃i =
1

2
εijkω̃jk.

4.4 Sloºky rychlosti a zrychlení v k°ivo£arých sou°ad-

nicích

4.4.1 Polární sou°adnice.

x = r cosϕ

y = r sinϕ,

kde r ∈ (0, +∞), ϕ ∈ (0, 2π). Sloºky rychlosti, resp. zrychlení v polárních
sou°adnicích, dostaneme sestrojením sou°adnicových k°ivek a k nim te£ných
vektor·, následným znormováním a vynásobením maticí p°echodu od báze
Bx k bázi B̃ON

pol (pro odvození v plné parád¥ viz cvi£ení dr. Novotného).

SON =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
.

Dostáváme tedy sloºky rychlosti, resp. zrychlení v polárních sou°adnicích:

~̃v ON =

(
vr
vϕ

)
= (S ON)T · ~v =

(
ṙ
rϕ̇

)
~̃aON =

(
ar
aϕ

)
= (S ON)T · ~a =

(
rϕ̈+ 2ṙϕ̇
r̈ − rϕ̇2

)
.

4Viz se²it TEF.
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4.4.2 Sférické sou°adnice

x = r sin θ sinϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ,

kde r ∈ (0, +∞), ϕ ∈ (0, 2π), θ ∈ (0, π). Podobným zp·sobem dostaneme
sloºky rychlosti ve sférických sou°adnicích:

~̃v ON =

vrvϕ
vθ

 =

 ṙ
rϕ̇ sin θ

rθ̇

 .

4.5 Eulerovy setrva£níkové rovnice

Ĩil
˙̃Ωl + εijkΩ̃j ĨkmΩ̃m = Ñi

(e)

4.6 Momenty setrva£nosti základních útvar·

Hmotnost homogenního t¥lesa nech´ je m. Pak moment setrva£nosti

� ty£e délky l vzhledem k ose kolmo procházející t¥ºi²t¥m je

I =
1

12
ml2,

� ty£e délky l vzhledem k ose kolmo procházející jedním z jejích konc·
je

I =
1

3
ml2,

� válce o polom¥ru r vzhledem k ose soum¥rnosti je

I =
1

2
mr2,

� koule o polom¥ru r vzhledem k ose procházející t¥ºi²t¥m je

I =
2

5
mr2,

� tenké obru£e o polom¥ru r vzhledem k ose soum¥rnosti je

I = mr2.
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5 Lagrangeova mechanika

Zabýváme se systémy N £ástic v R3.

5.1 Typy sil

• Síla ~F je konzervativní ⇐⇒ (∃U = U(~x))

(
Fi =

∂U(~x)

∂xi

)
.

Funkci U(~x) °íkáme potenciální energie.

• Síla ~F je potenciální ⇐⇒ (∃U = U(~x, t))

(
Fi =

∂U(~x, t)

∂xi

)
.

Funkci U(~x, t) °íkáme potenciál.

• Síla ~F je zobecn¥n¥ potenciální ⇐⇒

⇐⇒
(
∃U∗ = U∗(~x, ~̇x, t)

)(
Fi = −∂U

∗

∂xi
+

d

dt

(
∂U∗

∂ẋi

))
. Takové funkci

U∗(~x, ~̇x, t) pak °íkáme zobecn¥ný potenciál.

5.2 Vazby

Vazby jsou v²e, co n¥jakým zp·sobem svazuje sou°adnice, £as a rychlosti,
aby se sníºil po£et stup¬· volnosti daný vztahem s = 3N − p, kde N je
po£et £ástí systému a p je po£et vazeb. Vazby m·ºeme d¥lit následujícím
zp·sobem:

1. Podle toho, zda váºou £i neváºou rychlost ~̇x.

(a) Holonomní vazba je vºdy tvaru

fk(~x, t) = 0,

kde k ∈ p̂. Z holonomních vazeb ur£íme vazebnou sílu

F
(vaz)
i = λk

∂fk
∂xi

.

S£ítá se p°es index k a reálné konstanty λk nazýváme Lagrangeo-
vými multiplikátory.

(b) Neholonomní jsou vazby typu

gk(~x, ~̇x, t) = 0,

tedy svazují i rychlosti. (Zde se jimi nezabýváme.)
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2. Podle závislosti na £ase.

(a) Skleronomní vazby nezávisí na t.

(b) Rheonomní vazby závisí na t.

3. Podle toho, zda jsou vyjád°eny rovností £i nerovností.

(a) Udrºující vazby jsou vyjád°eny rovností, nap°. vazba tuhým zá-
v¥sem u matematického kyvadla

f(x, y) = x2 + y2 − l2 !
= 0. (5.1)

(b) Neudrºovací vazby se objeví, kdybychom m¥li místo tuhého zá-
v¥su pruºnou nit. Pak v podmínce (5.1) nastane nerovnost.

4. Podle toho, jestli dochází disipaci energie.

(a) Ideální vazba je charakterizována nulovou disipací energie.

(b) Neideální, nap°. t°ení. (Nezabýváme se jimi.)

5.3 Lagrangeova kucha°ka na sestavování pohybových

rovnic

1. Zave¤ inerciální kartézskou soustavu s chyt°e zvoleným po£átkem.

2. Ur£i po£et stup¬· volnosti s = 3N−p, kde N je po£et hmotných bod·,
p je po£et vazeb.

3. Sestav Lagrangeovu funkci

L(xi, ẋi, t) := T − U∗ =
∑
i

1

2
miẋ

2
i − U∗,

kde U∗ je zobecn¥ný potenciál. Jist¥ platí, ºe U∗ ⊃ U.

4. Ur£i vazby (v p°íkladech výhradn¥ holonomní, udrºovací a ideální)
fk(~x, t) = 0 tak, aby byly nezávislé, a ur£i kon�gura£ní prostor M,
coº je mnoºina v²ech bod· prostoru, které plní vazebné podmínky, tj.

M =
{
~x ∈ R3N

∣∣ (∀ k ∈ p̂)(fk(~x, t) = 0)
}
.

Po£et stup¬· volnosti je tedy s = dimM = 3N − p.
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5. Zave¤ obecné sou°adnice qj, kde j ∈ ŝ, coº jsou vlastn¥ parametrické
sou°adnice mnoºiny M. Tzn. vyjád°i kartézské xi jako

xi = x̂i(q1, . . . , qs, t).

Pozor! xi je pouze kartézská sou°adnice, kdeºto x̂i je funkce s + 1
prom¥nných! Obecné sou°adnice zvol tak, aby (∀ qj, j ∈ ŝ)(∀ t) platilo

fk(x̂i(qj, t), t) = f̂k(qj, t)
!

= 0.

Nap°. u matematického kyvadla v rovin¥ je s = 2 ·1−1, a tedy q1 ≡ ϕ.

6. Napo£ítej ˙̂xi jako derivaci sloºené funkce.

˙̂xi = 5 d̂

dt
x̂i(qj, t) =

∂x̂i
∂qj

q̇j +
∂x̂i
∂t

= ˙̂xi(qj, q̇j, t).

Tzn., ºe �operátor totální derivace� d̂
dt
ud¥lal z funkce s+1 prom¥nných

funkci ˙̂xi, coº je funkce 2s+ 1 prom¥nných!

7. Nyní napi² Lagrangeovu funkci v obecných sou°adnicích:

L̂(qj, q̇j, t) = L(x̂i(qj, t), ˙̂xi(qj, q̇j, t), t)

8. A sestav Eulerovy�Lagrangeovy rovnice 2. druhu:

d̂

dt

(
∂L̂
∂q̇j

)
− ∂L̂
∂t

= F
(nep.)
i

∂x̂i
∂q̇j︸ ︷︷ ︸

ozn. Q
(nep.)
j

+F
(vaz.)
i

∂x̂i
∂qj

X
= 0.

Levou stranu E�L rovnic m·ºeme poloºit rovnu nule (X), jen kdyº
máme systém bez nepotenciálních sil a neideálních vazeb, takºe v na-
²ich p°íkladech skoro vºdy. St°í²ky p°i po£ítání vynecháváme.

5.4 Lorentzova síla

Lorentzovu sílu ~FL = q
(
~E(~x, t) + ~v × ~B(~x, t)

)
lze také zahrnout do Lagran-

geovy funkce, nebo´ je to síla zobecn¥n¥ potenciální. Její potenciál je

U∗(~x, ~̇x, t) = q
(
ϕ(~x, t)− ~v · ~A(~x, t)

)
5Za qj se zde pro kaºdé j musí dosadit q̃j(t) jako funkce £asu, aby bylo moºné provést

totální derivaci. Detailn¥ viz skripta � v p°íkladech není pot°eba nad tím tak p°emý²let a
je to jednodu²²í, neº to vypadá.
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a pro elektromagnetické potenciály ϕ(~x, t) a ~A(~x, t) platí

~E = − gradϕ− ∂ ~A

∂t
~B = rot ~A.

Lagrangián £ástice v EM poli:

L =
1

2
mv2 − q

(
ϕ− ~v · ~A

)
.

5.5 Zobecn¥né veli£iny

Obecnou hybnost de�nujeme vztahem

pk =
∂L̂
∂q̇k

.

Obecná energie. (S£ítá se p°es k aº do s.)

E6 =
∂L̂
∂q̇k

q̇k − L̂.

Obecná síla.

Qk =
∂L̂
∂qk

.

5.6 Integrály pohybu

Existují funkce 2s + 1 prom¥nných, I(q, q̇j, t), které se p°i pohybu soustavy
zachovávají konstantní hodnoty v £ase. �íkáme jim integrály pohybu �
matematicky vyjad°ují zákony zachování. Znamená to, ºe kdyº je funkce £asu
I(t) = I(q̃j(t), ˙̃q(t), t) konstantní, je zaru£eno, ºe I je integrálem pohybu,
neboli

d I(t)

dt
= 0⇐⇒ I je integrál pohybu.

Abychom ov¥°ili, ºe se n¥jaká veli£ina I zachovává, nemusíme °e²it pohy-
bové rovnice pro q̃(t)! Sta£í, kdyº algebraicky z pohybových rovnic vyjád°íme
q̈(t), dosadíme ho do totáln¥ £asov¥ zderivované podez°elé veli£iny I a ov¥-
°íme, ºe vyjde nula: (

d̂

dt
I(qj, q̇j, t)

)∣∣∣∣∣
q̈(t)

!
= 0.

6Obecná energie se také n¥kdy zna£í h. Pozor! Ne vºdy má zobecn¥ná energie tvar
E = T + U ! To platí jen tehdy, kdyº jsou síly konzervativní a vazby holonomní a zárove¬
skleronomní � pak m·ºeme °íct, ºe E = T + U = const.
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V¥ta 5.1 (O cyklických sou°adnicích).

(∃ k ∈ ŝ)
(
∂L
∂qk

= 0

)
=⇒ ∂L

∂q̇k
je integrál pohybu.

Slovy: �Najdu-li zobecn¥nou sou°adnici qk, která se v lagrangiánu nevyskytuje,

je veli£ina
∂L
∂q̇k

integrálem pohybu.�

V¥ta 5.2 (O zachování obecné energie). Jestliºe L není funkcí £asu, pak
je zobecn¥ná energie

h(q, q̇, t) :=
∂L
∂q̇j

q̇j − L

integrálem pohybu.

Ov¥°it, zda je n¥jaká funkce I integrálem pohybu, je jednoduché. Hor²í
je to s hledáním takové veli£iny. Její existenci nám za spln¥ní jistých p°ed-
poklad· zaru£uje v¥ta Noetherové.

V¥ta 5.3 (Emmy Noether, 1918). Nech´ jsou pravé strany ELRII nulové,
tj. (∀j ∈ ŝ)(Oj ≡ 0). Pak ke kaºdé grup¥ transformací q′j = ϕ(q, t, α) závise-
jících spojit¥ na α ∈ R a jeº ponechávají lagrangián invariantní, tj. L = L′,
existuje nekonstantní integrál pohybu, a to

I(q, q̇, t) =
s∑
j=1

∂L(q, q̇, t)

∂qj
Yj(q, t),

kde sloºky vektorového pole Yj(q, t)7 jsou de�novány vztahem

Yj(q, t) =

(
∂ϕj(q, t, α)

∂α

)∣∣∣∣
α=0

.

Yj(q, t) navíc plní parciální diferenciální rovnici

s∑
j=1


∂L

∂qj
Yj +

∂L

∂q̇j

(
s∑

k=1

∂Yj
∂qk

q̇k +
∂Yj
∂t

)
︸ ︷︷ ︸

Ẏj

 = 0.

7P°esn¥ji: Yj(q, t) jsou sloºky vektorového pole generující p°íslu²nou jednoparametrickou

grupu transformací. To zní velmi u£en¥ (a sloºit¥), ale v¥°te, ºe krásu tohoto tvrzení oceníte
asi aº v TEF2.
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Noetherová °íká, ºe kdykoli má lagrangián �spojitou symetrii�8, odpovídá
jí n¥jaký zákon zachování. Protoºe je prostor homogenní (invariantní v·£i
translaci), lze ukázat zákon zachování hybnosti. Ze skute£nosti, ºe je pro-
stor navíc izotropní (invariantní v·£i rotaci), plyne, ºe se v takovém p°ípad¥
zachovává moment hybnosti.

5.7 Kucha°ka malých kmit·

1. Sestav lagrangián ve zobecn¥ných sou°adnicích: L = T − U. Pozor na
znaménko u U !

2. Sestroj matici kinetické a potenciální energie. Nezapome¬ vy£íslit ve
stabilní rovnováºné poloze! Nutná podmínka správnosti: Má²-li matice
správn¥, pak jsou pozitivn¥ de�nitní a symetrické.

Tij =
∂2T

∂q̇i∂q̇j

∣∣∣∣
SRP

Uij =
∂2U

∂qi∂qj

∣∣∣∣
SRP

3. Vy°e² sekulární rovnici pro ω2
i (tj. najdi vlastní £ísla):

det
(
U− ω2T

) !
= 0.

4. Spo£ti p°íslu²né vlastní vektory ~ai ∈ ker (U− ω2T)

5. �e²ením je superpozice ~q =
∑

iCi~ai cos(ωit+ϕi), kde Ci a ϕi najde² z
po£áte£ních podmínek.

5.8 Kucha°ka na po£ítání úloh s tuhým t¥lesem

1. Ur£i po£et stup¬· volnosti. V R2 má jedno tuhé t¥leso 3 stupn¥ volnosti:
2 transla£ní (nahor· a dol·) a 1 rota£ní v rovin¥ nákresny. Obecn¥ pro
N tuhých t¥les a p vazeb:

s = 3N − p.
8�Symetrií� se myslí práv¥ transformace, které ponechávají L invariantní. �Spojitostí�

se myslí transformace se spojitým konstantním parametrem ε, který vyjad°uje, jak daleko
jsme od identické transformace.
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2. Sestav lagrangián v kartézských sou°adnicích:

L =
1

2
m(ẋ2T + ẏ2T ) +

1

2
IT ϕ̇

2 − U,

kde xT , yT jsou kartézské sou°adnice t¥ºi²t¥, ϕ zvol tak, aby charakte-
rizoval otá£ení t¥lesa. IT je moment setrva£nosti v·£i ose procházející
t¥ºi²t¥m. Pozor! Nepokou²ej se o Steinerovu v¥tu, je to zbyte£né!

3. Vhodn¥ zvol obecné sou°adnice a dál pokra£uj jako v Lagrangeov¥ ku-
cha°ce 5.3.

6 Základní principy mechaniky

6.1 Princip virtuální práce

Systém N bod· je ve statické rovnováze, práv¥ kdyº se jeho sou°adnice ne-
m¥ní v £ase, tj.

(∀ t)
(
~̃X(t) = ~̃X(t0) := ~X0

)
V¥ta 6.1. M¥jme systém s holonomními skleronomními vazbami

(∀ k ∈ p̂)(fk( ~X) = 0).

Pak virtuální práce

δA( ~X) :=
3N∑
i=1

Fi( ~X)δxi,

kterou by systém vykonal p°i libovolném in�nitezimálním posunutí z bodu sta-
tické rovnováhy, je nulová, tj.

δA( ~X0) =
3N∑
i=1

Fi( ~X,~0)δxi = 0.

6.2 D'Alembert·v a Hamilton·v princip

Princip virtuální práce lze pouºít i na v £ase se vyvíjející systémy � uplatním
ho v kaºdém okamºiku.

V¥ta 6.2 (d'Alembert). Pohyb soustavy se d¥je v dynamické rovnováze
efektivních sil, tj.

δAef( ~X, ~̇X, ~̈X, t) :=
3N∑
i=1

(Fi( ~X, ~̇X, t)−miẌi)δxi = 0.

Dynamická rovnováha je takový stav, p°i n¥mº je δAef = 0.

18



V¥ta 6.3 (Hamilton). Funkce q̃(t), která minimalizuje nebo stacionarizuje
funkcionál akce

S[q] :=

ˆ t2

t1

L(q̃(t), ˙̃q(t), t) dt,

je práv¥ funkce, jeº re²í Eulerovy�Lagrangeovy rovnice II. druhu. Jinak: �Po-
hyb systému v intervalu 〈t1, t2〉 se d¥je tak, ºe variace akce δS = 0.�

De�ni£ním oborem funcionálu S je mnoºina funkcí

C =
{
q : 〈t1, t2〉 7→ Rs | (∀j ∈ ŝ)(qj, q̇j ∈ C1 ∧ qj(t1) = Q1, qj(t) = Q2)

}
.
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