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6 Kapitola 7: speciálńı teorie relativity 87
Priklad 7.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
Priklad 7.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
Priklad 7.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
Priklad 7.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
Priklad 7.6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
Priklad 7.10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
Priklad 7.15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
Priklad 7.17 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
Priklad 7.18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
Priklad 7.26 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
Priklad 7.27 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
Priklad 7.28 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4



1 Kapitola 1: Newtonova mechanika

Př́ıklad 1.1

Dokažte, že poloha hmotného středu, definovaného vztahem

~R=
∑
αmα~rα∑
αmα

,

nezáviśı na volbě počátku.
Řešeńı: Transformujme souřadnice vztahy ~r = ~r′+~a a ~R = ~R′+~a a po dosazeńı dostaneme

~R =

∑
αmα~rα∑
αmα

=

∑
αmα~r

′
α + ~a

∑
αmα∑

αmα

=

∑
αmα~r

′
α∑

αmα

+ ~a.

Porovnáńım s ~R = ~R′ + ~a dostáváme

~R′ + ~a =

∑
αmα~r

′
α∑

αmα

+ ~a

a po odečteńı ~a od obou stran dostaneme opět

~R′ =

∑
αmα~r

′
α∑

αmα

.

Př́ıklad 1.1 �

Př́ıklad 1.2

Pohybové rovnice bezsilového hmotného bodu v kartézkském systému S ′, který
se libovolně pohybuje v̊uči inerciálńımu systému S, má tvar

m~̈r = m~̈r′ +m~̇ω × ~r′ + 2m~ω × ~̇r′ +m~ω × (~ω × ~r′) +m~̈r(0′) = 0,

kde ~ω je vektor okamžité úhlové rychlosti otáčeńı S’, který se vzhledem k S
otáč́ı kolem osy z konstantńı úhlovou rychlost́ı ω0 (~r(0′) = 0), se tato pohybová
rovnice zjednoduš́ı na ẍ′ − 2ω0ẏ

′ − ω2
0x
′ = 0, ÿ′ + 2ω0ẋ

′ − ω2
0y
′ = 0, z̈′ = 0.

Řešeńı: Vyjdeme z rovnosti

m~̈r = m~̈r′ +m~̇ω × ~r′ + 2m~ω × ~̇r′ +m~ω × (~ω × ~r′) +m~̈r(0′) = 0,

kde ~ω = (0, 0, ω0) a ~̇ω = (0, 0, 0), takže rozepsáno po složkách dostaneme maticově

~̈r = ~̈r′ +

 0 −2ω0 0
2ω0 0 0
0 0 0

 ~̇r′ +

 −ω2
0 0 0

0 −ω2
0 0

0 0 0

~r′ = 0,

což je hledaná soustava diferenciálńıch rovnic.
Př́ıklad 1.2 �
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Př́ıklad 1.3

Určtete: (a) Obecné řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic z př́ıkladu 1.2; (b)
Parametrické rovnice trajektorie bezsilového bodu vypuštěného v čase t = 0 s
nulovou počátečńı rychlost́ı z bodu x′ = a, y′ = z′ = 0.
Řešeńı: (a) Řešeńı diferenciálńı rovnice z př́ıkladu 1.2 zjednodušené vynecháńım z-ové
složky

~̈η + 2ω0

(
0 −1
1 0

)
~̇η − ω2

0~η = 0

budeme hledat ve tvaru

~η =

(
x′

y′

)
=

(
X
Y

)
eλt.

Dosad’me toto řešeńı do diferenciálńı rovnice(
λ2 − ω2

0 −2ω0λ
2ω0λ λ2 − ω2

0

)(
X
Y

)
eλt = 0.

Dostáváme podmı́nku, že ∣∣∣∣ λ2 − ω2
0 −2ω0λ

2ω0λ λ2 − ω2
0

∣∣∣∣ = 0,

tj. (
λ2 − ω2

0

)2
+ 4ω2

0λ
2 =

(
λ2 + ω2

0

)2
= 0,

s řešeńım λ = ±iω0, které nám odhaĺı obecné řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic

~η =

(
X1

Y1

)
eiω0t +

(
X2

Y2

)
e−iω0t

nebo též

~η =

(
x′

y′

)
=

(
(X1 +X2) cosω0t+ i(X2 −X1) sinω0t
(Y1 + Y2) cosω0t+ i(Y2 − Y1) sinω0t

)
.

(b) Počátečńı podmı́nky jsou

~η(0) =

(
x′

y′

)
=

(
a
0

)
, ~̇η(0) =

(
0
0

)
tj.

~η(0) =

(
X1 +X2

Y1 + Y2

)
=

(
a
0

)
,

~̇η(0) =

(
iω0(X2 −X1)
iω0(Y2 − Y1)

)
=

(
0
0

)
,

které splňuj́ı
X1 = X2 = a

2
,

Y1 = Y2 = 0.
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Řešeńı je tedy tvaru
x′(t) = a cosω0t
y′(t) = 0
z′(t) = 0

Př́ıklad 1.3 �

Př́ıklad 1.4

Vypočtěte celkový moment hybnosti ~LQ soustavy hmotných bod̊u v systému S,
ale vzhledem k bodu Q 6≡ 0, který má v S pevnou polohu (tj. ~̇r(Q) = 0). Udejte,

pro které body Q je ~LQ = ~L. Ukažte, že ~LQ = ~L′, kde ~L′ je moment hybnosti v
soustavě S ′ vzhledem k počátku O′ ≡ Q, jestliže se S ′ neotáč́ı v̊uči S.
Řešeńı: Použijme vztah

~L = ~LQ + ~r(Q)× ~P + ~r(Q)×M~̇r(Q) + t~̇r(Q)× ~P − ~̇r(Q)×M ~R,

do kterého dosad́ıme předpoklady a vyjádř́ıme z něj

~LQ = ~L− ~r(Q)× ~P .

Rovnost ~L = ~LQ nastává právě když jsou vektory ~P a ~r(Q) kolineárńı.
Př́ıklad 1.4 �
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2 Kapitola 2: Lagrange̊uv formalismus

Př́ıklad 2.1

Napǐste Lagrangeovu funkci volného bezsilového hmotného bodu (a) v kartézských
souřadnićıch, (b) ve sférických souřadnićıch, (c) v cylindrických souřadnićıch.
Řešeńı: (a)

L =
1

2
m(ẋ2

1 + ẋ2
2 + ẋ2

3)

(b) transformace (a) pomoćı

x1 = r cosϕ sin θ
x2 = r sinϕ sin θ
x3 = r cos θ

L =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2 sin2 θ + r2θ̇2)

(c) transformace (a) pomoćı

x1 = r cosϕ
x2 = r sinϕ
x3 = x3

L =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2 + ẋ2

3)

Př́ıklad 2.1 �

Př́ıklad 2.2

Napǐste Lagrangeovu funkci volného hmotného bodu, na který p̊usob́ı homo-
genńı gravitačńı pole a elastická centrálńı izotropńı śıla.
Řešeńı:

L =
1

2
m(ẋ2

1 + ẋ2
2 + ẋ2

3)−mgx3 −
1

2
k(x2

1 + x2
2 + x2

3)

Př́ıklad 2.2 �

Př́ıklad 2.3

Napǐste Lagrangeovu funkci volné nabité částice v elektrostatickém poli.
Řešeńı:

L = T − U =
1

2
m(ẋ2

1 + ẋ2
2 + ẋ2

3)− q(ϕ−
3∑
i=1

Aiẋi)

Př́ıklad 2.3 �
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Př́ıklad 2.4

Najděte výraz pro obecnou hybnost a energii nabité částice v elektromagne-
tickém poli z Lagrangeovy funkce L =1

2
mv2 − q(ϕ− ~v · ~A).

Řešeńı: Obecná hybnost:

pj =
∂L

∂ẋj
= mẋj + qAj

~p = m~v + q ~A

Obecná energie:

E =
∑
j

∂L

∂ẋj
ẋj − L =

∑
j

1

2
mẋ2

j + qϕ

Př́ıklad 2.4 �

Př́ıklad 2.5

Přesvědčete se, že vazba určená Pfaffovou formou[
x2(x1 − x2)2 − x1x

3
2

]
dx1 +

[
x3

1x2 − x1(x1 − x2)2
]
dx2 − x1x2(x1 − x2)2dx3 = 0

je ekvivalentńı holonomńı vazbě x3 = ln
∣∣∣x1

x2

∣∣∣+ x1x2

x1−x2
+ C.

Řešeńı: Označ́ıme-li pro přehlednost funkce u diferenciál̊u Pfaffovy formy a1dx1 +a2dx2 +
a3dx3 = 0, můžeme podmı́nku ekvivalence vazeb zachytit jako

0 = ∂x3

∂x1
+ a1

a3

0 = ∂x3

∂x2
+ a2

a3

.

Uprav́ıme výrazy a dostaneme

∂

∂x1

(
ln

∣∣∣∣x1

x2

∣∣∣∣+
x1x2

x1 − x2

+ C

)
− x2(x1 − x2)2 − x1x

3
2

x1x2(x1 − x2)2
=

=
x2

x1x2

+
x2(x1 − x2)− x1x2

(x1 − x2)2
− 1

x1

+
x2

2

(x1 − x2)2
= 0.

a

∂

∂x2

(
ln

∣∣∣∣x1

x2

∣∣∣∣+
x1x2

x1 − x2

+ C

)
+
x1(x1 − x2)2 − x3

1x2

x1x2(x1 − x2)2
=,

= −x2x1

x1x2
2

+
x1(x1 − x2) + x1x2

(x1 − x2)2
+

1

x2

− x2
1

(x1 − x2)2
= 0,

což bylo dokázati.
Př́ıklad 2.5 �
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Př́ıklad 2.6

Napǐste Lagrangeovu funkci matematického kyvadla.
Řešeńı: Použijeme polárńı souřadnice

L = T − U =
1

2
mr2ϕ̇2 +mgr cosϕ

Př́ıklad 2.6 �

Př́ıklad 2.7

Odvod’te pohybové rovnice matematického kyvadla s pružným závěsem tuhosti
k a s rovnovážnou délkou r0 (bez zat́ıžeńı). Zkoumejte limitu k/m → ∞ jako
přechod k ideálńı vazbě (pozn. osy voĺıme tak, že t́ıhové pole p̊usob́ı ve směru
osy y).
Řešeńı: Pomoćı

x = r(t) cosϕ(t)
y = r(t) sinϕ(t)
z = 0

transformujeme Lagrangeovu funkci

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +mgy − 1

2
k (r − r0)2

na

L =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2) +mgr cosϕ− 1

2
k (r − r0)2 .

Lagrangeovy pohybové rovnice

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
−∂L
∂r

=
d

dt
(mṙ)−mrϕ̇2−mg cosϕ+k(r−r0) = mr̈−mrϕ̇2−mg cosϕ+k(r−r0) = 0

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
− ∂L

∂ϕ
=

d

dt

(
mr2ϕ̇

)
−mgr sinϕ = 2mrṙϕ̇+mr2ϕ̈−mgr sinϕ = 0

č́ımž jsme dostali soustavu diferenciálńıch rovnic

m

k
(r̈ − rϕ̇2 − g cosϕ) + r − r0 = 0

ϕ̈+ 2
ṙ

r
ϕ̇− g

r
sinϕ = 0

10



a při limitě k
m
→ ∞, tj. m

k
→ 0, dostaneme z prvńı rovnice r = r0 a druhá rovnice

potom popisuje pohyb matematického kyvadla s pevným závěsem.
Př́ıklad 2.7 �

Př́ıklad 2.8

Odvod’te pohybovou rovnici matematického kyvadla, jehož délka roste lineárně
s časem r = r0(1+kt), kde r0 a k jsou konstanty. (pozn. osy voĺıme tak, že t́ıhové
pole p̊usob́ı ve směru osy y)
Řešeńı: Pomoćı

x = r0(1 + kt) sinϕ(t)
y = r0(1 + kt) cosϕ(t)
z = 0

transformujeme Lagrangeovu funkci

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +mgy

na

L =
1

2
m(r2

0k
2 + r2

0(1 + kt)2ϕ̇2) +mgr0(1 + kt) cosϕ

a zjednoduš́ıme vypuštěńım konstant

L =
1

2
mr2

0(1 + kt)2ϕ̇2 +mgr0(1 + kt) cosϕ.

Lagrangeovy pohybové rovnice

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
− ∂L

∂ϕ
= 0

d

dt

(
mr2

0(1 + kt)2ϕ̇
)
+mgr0(1+kt) sinϕ = mr2

02k(1+kt)ϕ̇+mr2
0(1+kt)2ϕ̈+mgr0(1+kt) sinϕ = 0

č́ımž jsme dostali diferenciálńı rovnici

(1 + kt)ϕ̈+ 2kϕ̇+
g

r0

sinϕ = 0.

(pozn.: Pro přehlednost je lepš́ı pracovat obecně, tj. použ́ıt r(t) jako v př. 2.7 a dosazovat
až nakonec.)

Př́ıklad 2.8 �
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Př́ıklad 2.9

Napǐste Lagrangeovu funkci matematického kyvadla, jehož bod závěsu se pohy-
buje předepsaným zp̊usobem v rovině kyv̊u (rheonomńı vazba) (a) konstantńı
rychlost́ı po vodorovné př́ımce (b) s konstantńım zrychleńım po vodorovné
př́ımce (c) kmitavým pohybem podle zákona a cosωt po vodorovné př́ımce (d)
kmitavým pohybem a sinωt po svislé př́ımce (e) s konstantńı úhlovou rychlost́ı
ω po svislé kružnici.
Řešeńı: V inerciálńı soustavě má Lagrangeova funkce tvar L = 1

2
m~v2 − U(~r)

Po transformaci do obecně neinerciálńı soustavy vztahem ~v = ~v′ + ~V (t), kde ~V (t) je
rychlost, kterou se soustava pohybuje, a po vypuštěńı úplných časových derivaćı (viz teorie)
dostaneme

L′ =
1

2
m~v′2 −m~r′ ~̇V − U(~r′).

Poznamenejme ještě transformačńı vztahy do polárńıch souřadnic:

x = r sinϕ(t)

y = r cosϕ(t)

~v = ~̇r = (ẋ, ẏ, 0)

~v2 = r2ϕ̇2

.

(a) ~̇V (t) = d
dt

(V, 0, 0) = ~0

L′ =
1

2
m~v′2 −m~r′ ~̇V − U(~r′) =

1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2) +mgr cosϕ

(b) ~̇V (t) = d
dt

(at, 0, 0) = (a, 0, 0)

L′ =
1

2
m~v′2 −m~r′ ~̇V − U(~r′) =

1

2
m(r2ϕ̇2)−mar sinϕ+mgr cosϕ

(c) ~̇V (t) = d
dt

(
d
dt

(a cosωt), 0, 0
)

= (−ω2a cosωt, 0, 0)

L′ =
1

2
m~v′2 −m~r′ ~̇V − U(~r′) =

1

2
m(r2ϕ̇2) + ω2mr cosωt sinϕ+mgr cosϕ

(d) ~̇V (t) = d
dt

(
0, d

dt
(a sinωt), 0

)
= (0,−ω2a sinωt, 0)

L′ =
1

2
m~v′2 −m~r′ ~̇V − U(~r′) =

1

2
m(r2ϕ̇2) + ω2mr sinωt cosϕ+mgr cosϕ

(e) ~̇V (t) = d
dt

(
d
dt

(a cosωt), d
dt

(a sinωt), 0
)

= (−ω2a cosωt,−ω2a sinωt, 0)

L′ =
1

2
m~v′2 −m~r′ ~̇V − U(~r′) =

1

2
m(r2ϕ̇2) + ω2mr sin(ωt+ ϕ) +mgr cosϕ

12



Př́ıklad 2.9 �

Př́ıklad 2.11

Hmotný bod se pohybuje p̊usobeńım t́ıže po svislé kružnici poloměru a. Byl
vypuštěn s nulovou počátečńı rychlost́ı z nejvyšš́ıho bodu kružnice. Určete po-
lohu hmotného bodu v libovolném okamžiku, tj. určete ϕ = ϕ(t).
Řešeńı: Počátek kartézského souřadného systému umı́st́ıme do středu kružnice, kladný
směr osy y voĺıme proti směru t́ıhového pole a vzhledem k vazbě na kružnici voĺıme trans-
formaci

x = a sinϕ

y = a cosϕ

z = 0.

Sestav́ıme Lagrangeovu funkci

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)−mgy =

1

2
ma2ϕ̇2 −mga cosϕ.

Z obecné energie

E =
∂L

∂ϕ̇
ϕ̇− L =

1

2
ma2ϕ̇2 +mga cosϕ

zjist́ıme E, neb v́ıme, že v čase t = 0, kterému odpov́ıdá ϕ = 0, bylo těleso vypuštěno
s nulovou počátečńı rychlost́ı, tedy

E = 0 +mga cos 0 = mga.

Pomoćı zákona zachováńı energie odvod́ıme pohybovou rovnici

mga =
1

2
ma2ϕ̇2 +mga cosϕ

2
g

a
(1− cosϕ) = ϕ̇2

2
g

a
(1− cos2 ϕ

2
+ sin2 ϕ

2
) = ϕ̇2

2

√
g

a
sin

ϕ

2
= ϕ̇

a tuto rovnici budeme integrovat.

13



2

√
g

a
t+ 2δ =

∫
dϕ

sin ϕ/2
=

∫
sin ϕ/2

sin2 ϕ/2
dϕ =

{
z = cos

ϕ

2

}
=

= −2

∫
dz

1− z2
= −2 argtgh(z),

a tedy výsledek můžeme napsat jako

tanh

(√
g

a
t+ δ

)
= − cos

ϕ

2
.

Poznámka k výsledku ve skriptu: volbou úhlu θ
2

= π
2
− ϕ

2
dostaneme

− cos
ϕ

2
= − cos

(
−π

2
− θ

2

)
= − cos

(π
2

)
cos

(
θ

2

)
+ sin

(
−π

2

)
sin

(
−θ

2

)
=

= sin

(
θ

2

)
= tgh

(√
g

a
t+ δ

)
.

Př́ıklad 2.11 �

Př́ıklad 2.12

Ve vodorovné rovině může klouzat bez třeńı těleso hmotnosti m1. Je spojeno
nehmotnou tyč́ı délky r s tělesem hmotnosti m2, které koná p̊usobeńım t́ıže
kmitavý pohyb ve svislé rovině. Dokažte, že těleso m2 se pohybuje po elipse, a
vypoč́ıtejte dobu kmitu T tohoto eliptického kyvadla pro malé amplitudy.
Řešeńı: Kartézský souřadný systém zvoĺıme tak, že kladný směr osy y je ve směru t́ıhového
pole vazby:

z1 = z2 = y1 = 0

(x2 − x1)2 + y2
2 = r2

Zvoĺıme nezávislé souřadnice podle vztah̊u

y2 = r cosϕ
x2 = x1 + r sinϕ

ẏ2 = −r sinϕϕ̇
ẋ2 = ẋ1 − r cosϕϕ̇

.

Potom Lagrangeova funkce

14



L =
1

2
m1ẋ

2
1 +

1

2
m2(ẋ2

2 + ẏ2
2) +m2gy2

bude mı́t v těchto nových souřadnićıch tvar

L =
1

2
ẋ2

1(m1 +m2) +m2ẋ1r cosϕϕ̇+
1

2
m2r

2ϕ̇2 +m2gr cosϕ

Abychom mohli při malých výchylkách určit periodu kmit̊u, aproximujeme Lagrangeovu
funkci

cosϕ ≈ 1− ϕ2

2
≈ 1

L̃ =
1

2
ẋ2

1(m1 +m2) +m2ẋ1rϕ̇+
1

2
m2r

2ϕ̇2 − 1

2
m2grϕ

2.

Potom budou mı́t Lagrangeovy rovnice mı́t tvar

d

dt

(
∂L̃

∂ϕ̇

)
− ∂L̃

∂ϕ
=

d

dt

(
m2rẋ1 +m2r

2ϕ̇
)

+m2grϕ = m2rẍ1 +m2r
2ϕ̈+m2grϕ = 0

d

dt

(
∂L̃

∂ẋ

)
− ∂L̃

∂ϕ
=

d

dt
((m1 +m2)ẋ1 +m2rϕ̇) = (m1 +m2)ẍ1 +m2rϕ̈ = 0

a dostali jsme soustavu diferenciálńıch rovnic

ẍ1 + rϕ̈+ gϕ = 0

ẍ1 +
m2

m1 +m2

rϕ̈ = 0

odkud po úpravě dostaneme rovnici

ϕ̈+
g

r

m1 +m2

m1

ϕ = 0

která představuje rovnici harmonického ϕ̈ + ω2ϕ = 0oscilátoru s úhlovou frekvenćı

ω =
√

g
r
m1+m2

m1
a protože ω = 2πν = 2π

T
dostaneme

T = 2π

√
r

g

m1

m1 +m2

nyńı ještě stač́ı dokázat, že se m2 pohybuje po elipse – zde je výhodné se vrátit k
neaproximované Lagrangeově funkci a využ́ıt, že

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂ϕ
=

d

dt
((m1 +m2)ẋ1 +m2r cosϕ+ ϕ̇) = 0

15



je integrál pohybu a tedy

(m1 +m2)

∫
dx1 +m2r

∫
cosϕdϕ = C1

∫
dt+ C2

(m1 +m2)x1 +m2r sinϕ = C1t+ C2

a protože chceme trajektorii hmotného bodu m2, dosad́ıme za x1 = x2 − r sinϕ

(m1 +m2)x2 −m1r sinϕ = C1t+ C2

nyńı eliminujeme ϕ – za t́ım účelem si vhodně vyjádř́ıme předchoźı rovnice

(m1 +m2)x2 − C1t− C2

m1r
= sinϕ

y2

r
= cosϕ

které umocńıme na druhou a sečteme, č́ımž dostaneme hledanou rovnici elipsy

y2
2

r2
+

((m1 +m2)x2 − C1t− C2)2

m2
1r

2
= 1

Př́ıklad 2.12 �

Př́ıklad 2.17

Přesvědčete se, že funkce F1(x, ẋ, t) = ẋ + gta F2(x, ẋ, t) = ẋ2 + 2gx jsou prvńı
integrály rovnice ẍ+g = 0, kde g je konstanta. Vypoč́ıtejte pomoćı nich x = x(t).
Řešeńı: F je integrál rovnice ẍ+ g = 0 právě když plat́ı d

dt
F = 0 a to použijeme:

d

dt
F1(x, ẋ, t) = ẍ+ g = 0

d

dt
F2(x, ẋ, t) = 2ẋẍ+ 2gẋ = 2ẋ(ẍ+ g) = 0,

což bylo dokázati.
x = x(t) vypoč́ıtáme pomoćı těchto integrál̊u tak, že z prvńı funkce vyjádř́ıme ẋ =

F1− gt a dosad́ıme do druhé F2 = (F1− gt)2 + 2gx a z této jednoduché rovnice nám vyjde,
že

x(t) =
F2 − (F1 − gt)2

2g
= −1

2
gt2 + F1t+

F2 − F1

2g

Př́ıklad 2.17 �
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Př́ıklad 2.18

Přesvědčete se, že funkce F1(x, ẋ, t) = −ωt+ arctan
(
ωx
ẋ

)
a F2(x, ẋ, t) = ẋ2

ω2 + x2 jsou
prvńı integrály rovnice ẍ+ ω2x = 0, kde ω je kladná konstanta.
Řešeńı: Vypoč́ıtejte pomoćı nich x = x(t)

d

dt
F1 = −ω +

ẋ2

ẋ2 + ω2x2

ẋ2 − xẍ
ẋ2

ω = ω
−(ẋ2 + ω2x2) + ẋ2 − xẍ

ẋ2 + ω2x2
= −ωx ẍ+ ω2x

ẋ2 + ω2x2
= 0

d

dt
F2 =

2ẋẍ

ω2
+ 2xẋ = 2ẋ

ẍ+ ω2x

ω2
= 0

což bylo dokázati
a nyńı odvod́ıme x = x(t) tak, že z prvńı funkce vyjádř́ıme

ẋ

ω
=

x

tg(F1 + ωt)

a dosad́ıme do druhé

F2 =
x2

tg2(F1 + ωt)
+ x2 = x2 1 + tg2(F1 + ωt)

tg2(F1 + ωt)
= x2 1

sin2(F1 + ωt)

č́ımž po úpravě dostaneme

x(t) =
√
F2 sin(F1 + ωt)

Př́ıklad 2.18 �

Př́ıklad 2.22

Vypočtěte složky vektor̊u dostředivého, Eulerova a Coriolisova zrychleńı v
neinerciálńı soustavě S’, která se otáč́ı kolem osy z’ s předepsanou časovou
závislost́ı úhlu otočeńı ϕ = ϕ(t).
Řešeńı: Vektor otáčeńı okolo osy z :

~Ω = (0, 0, ϕ̇(t))

~̇Ω = (0, 0, ϕ̈(t))

dostředivé zrychleńı ~ad = −~Ω× (~r′ × ~Ω) = (−ϕ̇2x′, − ϕ̇2y′, 0)

Eulerovo zdrchleńı ~aE = −~r′ × ~̇Ω = (−ϕ̈y′, − ϕ̈x′, 0)

Coriolisovo zrychleńı ~aC = −2~̇r′ × ~Ω = (−2ϕ̇ẏ′, − 2ϕ̇ẋ′, 0)
Př́ıklad 2.22 �
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Př́ıklad 2.23

Hmotný bod je vázán na polopř́ımku vycházej́ıćı z počátku O inerciálńıho
systému S souřadnic x1, x2, x3. Polopř́ımka lež́ı v roviněx1, x2a otáč́ı se v̊uči S s
konstantńı úhlovou rychlost́ı Ω. Hmotný bod o hmotnosti m je po př́ımce volně
pohyblivý a nep̊usob́ı na něj žádná skutečná śıla. Pomoćı Lagrangeovy funkce
odvod’te jeho pohybovou rovnici a integrujte ji.
Řešeńı: Vazby a následné transformace tedy jsou

ϕ = Ωt+ ϕ0

x1 = r cosϕ
x2 = r sinϕ
x3 = 0

sestav́ıme Lagrangeovu funkci

L =
1

2
m(ẋ2

1 + ẋ2
2) =

1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇) =

1

2
m(ṙ2 + r2Ω2)

a řeš́ıme Lagrangeovu rovnici

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
− ∂L

∂r
=

d

dt
(mṙ)−mΩ2r = mr̈ −mΩ2r = 0

dostali jsme diferenciálńı rovnici

r̈ − Ω2r = 0

jej́ımž řešeńı je

r(t) = A cosh(Ωt+ ϕ0)

Př́ıklad 2.23 �

Př́ıklad 2.24

Odvod’te rovnici pohybu hmotného bodu po kružnici poloměru R, která se
otáč́ı konstantńı úhlovou rychlost́ı Ω kolem svislé osy, lež́ıćı v rovině kružnice.
Vzdálenost středu kružnice od osy otáčeńı je a. Soustava je v homogenńım
t́ıhovém poli. Při a = 0 diskutujte rovnovážné polohy bodu v závislosti na Ω.
Řešeńı: Počátek naš́ı inerciálńı soustavy souřadné umı́st́ıme tak, že osa z je totožná s osou
otáčeńı a kladný směr směřuje proti t́ıhovému poli, a zbylé dvě osy tvoř́ı rovinu, ve které
lež́ı otáčej́ıćı se střed kružnicenapǐsme Lagrangeovu funkci této soustavy

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)−mgz

18



a vazby, kterým se soustava podřizuje

(x− a)2 + z2 = R2

vzhledem k těmto vazbám i ke konstantńı rychlosti otáčeńı kolem svislé osy zaved’me
nové obecné souřadnice

x = (a+R sinϕ) cos Ωt
y = (a+R sinϕ) sin Ωt
z = R cosϕ

č́ımž Lagrangeova funkce dostane novou podobu

L =
1

2
m(R2ϕ̇2 + 2Ω2aR sinϕ+ Ω2R2 sin2 ϕ)−mgR cosϕ

a přistouṕıme k napsáńı Lagrangeových rovnic II. druhu

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
− ∂L

∂ϕ
= mR2ϕ̈−mΩ2aR cosϕ− Ω2R2 sinϕ cosϕ−mgR sinϕ = 0

ϕ̈− Ω2 sinϕ cosϕ− g

R
sinϕ− Ω2a

R
cosϕ = 0

a nyńı položme a = 0 a hledejme rovnovážné body z podmı́nky ϕ̈ = 0

−Ω2 sinϕ cosϕ− g

R
sinϕ = 0

sinϕ
(

cosϕ+
g

RΩ2

)
= 0

odkud dostáváme rovnovážné body jako

ϕ ∈
{
π · Z, − g

RΩ2

}
Př́ıklad 2.24 �
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3 Kapitola 3: Základńı úlohy mechaniky

Př́ıklad 3.1

Řešte rovnici ẍ = k sinωt, kde k a ω jsou kladné konstanty s počátečńımi
podmı́nkami x(t0) = x0 = − k

ω2 sinωt0 a ẋ(t0) = v0 = − k
ω

cosωt0. (Vynucené kmity)

Řešeńı: Rovnici

ẍ = k sinωt

dvojnásobně separujeme a integrujeme na

x(t) = k

∫∫
sinωt dtdt = − k

ω2
sinωt+ v0t+ x0.

Z počátečńıch podmı́nek dostaneme x0 = 0 a v0 = 0 a tedy výsledkem je

x(t) = − k

ω2
sinωt.

Př́ıklad 3.1 �

Př́ıklad 3.2

Řešte rovnici ẍ = −kẋ, kde k je kladná konstanta, s počátečńımi podmı́nkami
x(0) = x0, ẋ(0) = v0. (Pohyb s odporem úměrným rychlosti) Znázorněte závislost
x = x(t) graficky !
Řešeńı: V prvńım kroku separaćı vyřeš́ıme diferenciálńı rovnici v ẋ

ẍ

ẋ
= −k ∼

∫
1

ẋ
dẋ = −kt ∼ ẋ = C1e

−kt

a po aplikaci počátečńıch podmı́nek

ẋ(0) = C1e
0 = C1 = v0

dostaneme
ẋ(t) = v0e

−kt.

V druhém kroku tento výraz separujeme na

dx(t) = v0e
−ktdt

a integrujeme obě strany, č́ımž dostaneme

x(t) = −v0

k
e−kt + C2.
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Obdobně jako v prvńım kroku aplikujeme počátečńı podmı́nky

x(0) = −v0

k
e−k0 + C2 = x0,

odkud C2 = x0 + v0

k
.

Výsledek je

x(t) =
v0

k
(1− e−kt) + x0.

Př́ıklad 3.2 �

Př́ıklad 3.3

Řešte rovnici ẍ = −ω2x, kde ω je kladná konstanta (harmonický pohyb).
Vyjádřete amplitudu A a počátečńı fázi β kmit̊u pomoćı počátečńıch hodnot
x(t0) = x0 a ẋ(t0) = v0.
Řešeńı: Řešeńı rovnice ẍ+ ω2x = 0 hledáme ve tvaru

x(t) = A cos(ωt− ωt0 + β)

ẋ(t) = −ωA sin(ωt− ωt0 + β)

ẍ(t) = −ω2A cos(ωt− ωt0 + β) = −ω2x(t)

po dosazeńı do ẍ+ω2x = 0 dostaneme −ω2x(t)+ω2x(t) = 0 č́ımž jsme našli obecné řešeńı.
Z počátečńıch podmı́nek

x(t0) = x0 = A cos(ωt0 − ωt0 + β) = A cos β

v(t0) = v0 = −ωA sin(ωt0 − ωt0 + β) = −ωA sin β

obdrž́ıme soustavu dvou rovnic pro A a β, z které źıskáme A tak, že prvńı z rovnic
vynásob́ıme ω, obě pak umocńıme na druhou a sečteme

ω2x2
0+v2

0=ω2A2

A =

√
x2

0 +
v2

0

ω2
.

Neznámou β dostaneme tak, že zkoumáme poměr −ωx0

v0

−ωx0

v0

=
A cos β

A sin β
= cot g β

β = arctg(− v0

ωx0

)

Př́ıklad 3.3 �
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Př́ıklad 3.4

Najděte obecné řešeńı rovnice ẍ = −ω2
0x− 2δẋ, kde ω0, δ jsou kladné konstanty

(tlumený harmonický oscilátor)
Řešeńı: Z charakteristické rovnice diferenciálńı rovnice ẍ + 2δẋ+ ω2

0x = 0

λ2 + 2δλ+ ω2
0 = 0

vypočteme

λ1,2 =
−2δ ±

√
4δ2 − ω2

0

2
= −δ ±

√
δ2 − ω2

0

a tud́ıž řešeńı pro tlumený harmonický oscilátor je

x(t) = C1e
(−δ+
√
δ2−ω2

0)t + C2e
(−δ−
√
δ2−ω2

0)t.

Př́ıklad 3.4 �

Př́ıklad 3.5

Najděte obecné řešeńı rovnice ẍ = −ω2
0x − 2δẋ + B sin Ωt, kde ω0, δ jsou kladné

konstanty (tlumený harmonický oscilátor)
Řešeńı: Vzhledem k výsledku př́ıkladu 3.4 předpokládáme řešeńı rovnice z̈+ 2δż+ω2

0z =
B sin Ωt ve tvaru

z(t) = x(t) + ξ(t),

kde x(t) = C1e
(−δ+
√
δ2−ω2

0)t + C2e
(−δ−
√
δ2−ω2

0)t je obecné řešeńı diferenciálńı rovnice bez
pravé strany ξ(t)je nějaké řešeńı diferenciálńı rovnice s pravou stranou (partikulárńı řešeńı).
Po dosazeńı z(t) do z̈ + 2δż + ω2

0z −B sin Ωt = 0 dostaneme

ẍ+ 2δẋ+ ω2
0x+ ξ̈ + 2δξ̇ + ω2

0ξ −B sin Ωt = 0.

Protože x(t) je řešeńım rovniceẍ + 2δẋ + ω2
0x = 0 , dostaneme opět stejnou diferenciálńı

rovnici
ξ̈ + 2δξ̇ + ω2

0ξ −B sin Ωt = 0.

Hledáme řešeńı ve tvaru
ξ(t) = A1 cos Ωt + A2 sin Ωt

ξ̇(t) = −ΩA1 sin Ωt + ΩA2 cos Ωt

ξ̈(t) = −Ω2ξ(t)

Po dosazeńı upravujeme
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(ω2
0 − Ω2)(A1 cos Ωt+ A2 sin Ωt)− 2δA1Ω sin Ω + 2δA2Ω cos Ωt−B sin Ωt = 0

[(ω2
0 − Ω2)A1 + 2δA2Ω] cos Ωt+ [(ω2

0 − Ω2)A2 − 2δA1Ω−B] sin Ωt = 0

odkud źıskáme cennou soustavu rovnic

(ω2
0 − Ω2)A1 + 2δA2Ω = 0

(ω2
0 − Ω2)A2 − 2δA1Ω−B = 0

,

odkud

A1 = − 2δΩ
(Ω2−ω2

0)2+(2δΩ)2B

A2 = − Ω2−ω2
0

(Ω2−ω2
0)2+(2δΩ)2B

.

Řešeńım je tedy

z(t) = C1e
(−δ+
√
δ2−ω2

0)t+C2e
(−δ−
√
δ2−ω2

0)t− B

(Ω2 − ω2
0)2 + (2δΩ)2

(2δΩ cos Ωt+(Ω2−ω2
0) sin Ωt)

Př́ıklad 3.5 �

Př́ıklad 3.6

Napǐste Lagrangeovu funkci hmotného bodu vázaného na kružnici o poloměru
R a integrujte pohybovou rovnici.
Řešeńı: Vazby:

x2 + y2 = R2

x(t) = R cosϕ
y(t) = R sinϕ
z(t) = 0

derivace

ẋ(t) = −ϕ̇R sinϕ
ẏ(t) = ϕ̇R cosϕ
ż(t) = 0

Lagrangeova funkce

L = T−U =
1

2
m(ẋ2+ẏ2+ż2) =

1

2
mR2ϕ̇2L = T−U =

1

2
m(ẋ2+ẏ2+ż2) =

1

2
mR2ϕ̇2L = T−U =

1

2
m(Ṙ2+R2ϕ̇2) =

1

2
mR2ϕ̇2
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z Lagrangeovy pohybové rovnice dostaneme

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇
L

)
− ∂L

∂ϕ
L =

d

dt

(
mR2ϕ̇

)
= 0

a máme integrál pohybu, který nám rovnou umožńı vyjádřit si

ϕ̇ =
C1

mR2

odkud integraćı

ϕ(t) =
C1

mR2
t+ C2 = ωt+ ϕ0

Př́ıklad 3.6 �

Př́ıklad 3.7

Řešte pohybovou rovnici volného pádu s odporem vzduchu úměrným rych-
losti.
Řešeńı: mẍ + 2δẋ = mg , kde δ > 0, uprav́ıme na tvar diferenciálńı rovnice ẍ + kẋ = g,
kde k = 2δ

m

Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice bez pravé strany ẍ+ kẋ = 0 (viz př́ıklad 3.2) je

x(t) = K1e
−kt +K2

řešeńı diferenciálńı rovnice s pravou stranou ẍ+kẋ = g (partikulárńı řešeńı) nalezneme
metodou variace konstant

ẋ(t) = −kK1e
−kt + K̇1e

−kt + K̇2 = −kK1e
−kt

kde klademe

K̇1e
−kt + K̇2 = 0

dále pak

ẍ(t) = k2K1e
−kt − K̇1ke

−kt

dosad́ıme do ẍ+ kẋ = g

k2K1e
−kt − K̇1ke

−kt − k2K1e
−kt = −K̇1ke

−kt = g

odkud spoč́ıtáme

K1 = −g
k

∫
ektdt+ C1 = − g

k2
ekt + C1
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a z prvńı rovnice K̇1e
−kt + K̇2 = 0 dopoč́ıtáme

K2 = −
∫
K̇1e

−ktdt+ C2=
g

k
t+ C2

řešeńı je tedy

x(t) = K1e
−kt +K2 = − g

k2
+ C1e

−kt +
g

k
t+ C2

budeme-li ovšem nárokovat počátečńı podmı́nky x(??) = x0 et ẋ(??) = v0 dostaneme

x(0) = − g
k2 + C1 + C2 = x0

ẋ(0) = −kC1 + g
k

= v0

odkud

C1 = g
k2 − v0

k

C2 = x0 + g
k2 − g

k2 + v0

k
= x0 + v0

k

.

Celkem dostaneme řešeńı

x(t) = (
g

k2
− v0

k
)e−kt +

g

k
t+ x0 +

v0

k
− g

k2

a dosad́ıme ještě k = 2δ
m

x(t) = (
gm2

4δ2
− mv0

2δ
)e−

2δ
m
t +

mg

2δ
t+ x0 +

mv0

2δ
− m2g

4δ2

Př́ıklad 3.7 �

Př́ıklad 3.8

Hmotný bod m pod vlivem t́ıže, zavěšený na pružině tuhosti k, je vázán na
parabolu z = x2

4a
, v jej́ımž ohnisku x = 0, z = a je pružina uchycena. Zaved’te

obecnou souřadnici, sestavte Lagrangeovu funkci a řešte Lagrangeovy rovnice.
Řešeńı: 1. Sestaveńı Lagrangeovy funkce

Lagrangeova funkce

L =
1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)−mgz − 1

2
k(r − r0)2

vazby jsou

z =
x2

4a
, y = 0, r2 = (z − a)2 + x2

voĺıme obecné souřadnice takto
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x = r sinϕ
z = a− r cosϕ

a použijeme vazby k eliminaci r

z =
x2

4a
= a− r cosϕ =

(r sinϕ)2

4a

převedeme rovnici kvadratickou v r

sin2(ϕ) r2 + 4a cos(ϕ) r − 4a2 = 0

kterou lehce vyřeš́ıme a z kořen̊u

r1,2 =
−2a cosϕ± 2a

sin2 ϕ
= ±2a

1∓ cosϕ

1− cos2 ϕ
= ±2a

1

1± cosϕ

zvoĺıme ten kladný

r = 2a
1

1 + cosϕ

vyč́ısĺıme nyńı souřadnice x a z pouze pomoćı ϕ

x = 2a sinϕ
1+cosϕ

z = 4a2

4a
sin2 ϕ

(1+cosϕ)2 = a1−cosϕ
1+cosϕ

jejichž časové derivace jsou

ẋ = 2a cosϕ(1+cosϕ)+sin2 ϕ
(1+cosϕ)2 ϕ̇ = 2a 1

1+cosϕ
ϕ̇

ż = x
2a
ẋ

provedeme transformaci Lagrangeovy funkce na jedinou souřadnici ϕ

L = 1
2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)−mgz − 1

2
k(r − r0)2 = 1

2
mẋ2

(
1 + x2

4a2

)
−mgz − 1

2
k(r − r0)2 =

= 1
2
mϕ̇24a2 1

(1+cosϕ)2

(
1 + sin2 ϕ

(1+cosϕ)2

)
−mga sin2 ϕ

(1+cosϕ)2 − 1
2
k
(

2a
1+cosϕ

− r0

)2

a po úpravách goniometrických funkćı

L =
1

2
mϕ̇28a2 1

(1 + cosϕ)3
−mga1− cosϕ

1 + cosϕ
− 1

2
k

(2a− r0)2 − 2(2a− r0)r0 cosϕ+ r2
0 cos2 ϕ

(1 + cosϕ)2

2. Řešeńı Lagrangeových rovnic
kv̊uli řešitelnosti je potřeba provést aproximaci malých kmit̊u
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1
1+cosϕ

≈ 1
2

cosϕ ≈ 1− ϕ2

2!

cos2 ϕ ≈ 1− ϕ2

potom Lagrangeova funkce, kde při úpravách vypust́ıme přebytečné konstanty, má mno-
hem jednodušš́ı tvar

L =
1

2
ma2ϕ̇2 −mgaϕ

2

4
− 1

2
k

(2a− r0)r0ϕ
2 − r2

0ϕ
2

4
=

1

2
mϕ̇2a2 − mga− k(ar0 − r2

0)

4
ϕ2

Lagrangeova pohybová rovnice druhého druhu

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
− ∂L

∂ϕ
= ma2ϕ̈+

mga− k(ar0 − r2
0)

2
ϕ = 0

ϕ̈+
mga− k(ar0 − r2

0)

2ma2
ϕ = 0

což je rovnice harmonického oscilátoru ϕ̈+ ω2ϕ = 0, kde ω2 =
mga−k(ar0−r2

0)

2ma2

aproximovaným řešeńım této pohybové rovnice je tedy

ϕ(t) = A cos(
mga− k(ar0 − r2

0)

2ma2
t) +B sin(

mga− k(ar0 − r2
0)

2ma2
t)

Př́ıklad 3.8 �

Př́ıklad 3.9

Určete periodu kmit̊u v závislosti na energii, T=T(E), při jednorozměrném po-
hybu částice hmotnosti m v poĺıch s potenciálńımi energiemi: a) U(x) = A |x|nb)
U(x) = − U0

cosh2 αx
, − U0 < E < 0c) U(x) = U0tg

2αx

Řešeńı: Nejprve si připomeneme odvozeńı obecného vyjádřeńı periody T=T(E), kdy vy-
jdeme od zákona zachováńı energie

E = T + U =
1

2
ẋ2 + U(x) = konst

odkud vyjádř́ıme

ẋ =
dx

dt
=

√
2

m
(E − U)

a vynásob́ıme-li tuto rovnici diferenciálem dt ,vyděĺıme pravou stranou a zintegrujeme,
dostaneme
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t =

√
m

2

∫
dx√
E − U

+ t0

pro určeńı periody je nutné znát tzv. body obratu, které źıskáme z podmı́nky nulovosti
kinetické energie

ẋ2 =
2

m
(E − U) = 0

a tedy vyšetřujeme, pro jaká x nastává E = U
požadovanou periodu v závislosti na E dostaneme jako dvojnásobek určitého integrálu

času mezi body obratu x1, x2:

T = T (E) =
√

2m

∫ x2

x1

(E − U)−
1/2dx

př́ıpad za a)
potenciál jeU(x) = A |x|n
body obratu źıskáme z rovnice E = U = A |x|n

x1,2 = ± n

√
E

A

poč́ıtáme tedy určitý integrál

T (E) =
√

2m

∫ x2

x1

(E−A |x|n)−
1/2dx = 2

√
2m

∫ n
√
E/A

0

(E−A |x|n)−
1/2dx =

{
y =

A

E
xn
}

=
2

n

√
2m

E
n

√
E

A

∫ 1

0

y
1
n
−1(1−y)−

1
2dyT (E) =

2

n

√
2mπ

E
n

√
E

A

Γ
(

1
n

)
Γ
(

1
n

+ 1
2

)
př́ıpad za b)
potenciál jeU(x) = − U0

cosh2 αx
kde −U0 < E < 0

body obratu źıskáme z rovnice E = U = − U0

cosh2 αx

sinh2 αx = cosh2 α− 1 = −U0

E
− 1 = −U0 + E

E

sinhαx1,2 = ±
√
−U0 + E

E

poznamenejme jen, že vhledem k podmı́nce −U0 < E < 0má výše uvedený výraz smysl
a d̊uvod, proč ho ponecháváme právě v tomto vyjádřeńı vyplyne z následuj́ıćıho výpočtu
určitého integrálu

T (E) =
√

2m
∫ x2

x1

coshαx√
E cosh2 αx+U0

dx =
√

2m
U0+E

∫ x2

x1

coshαx√
E/E+U0 sinh2 αx+1

dx =
{
y =

√
−E
E+U0

sinhα
}

=

=
√

2m
α
√
−E

∫ 1

−1
dy√
1−y2

=
√

2m
α
√
−E [arcsin y

1

]
−1

= π
α

√
2m
−E
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T (E) =
π

α

√
2m

−E
př́ıpad za c)
potenciál jeU(x) = U0tg

2αx
body obratu źıskáme z rovnice E = U = U0tg

2αx

tgαx1,2 = ±
√
E

U0

výpočet určitého integrálu

T (E) =
√

2m
∫ x2

x1

1√
E−U0tg2αx

dx =
√

2m
E

∫ x2

x1

cosαx√
1−(E+U0)/E sin2 αx

dx =
{
y =

√
E+U0

E
sinαx

}
=

= 1
α

√
2m

E+U0

∫ 1

−1
dy√
1−y2

= 1
α

√
2m

E+U0
[arcsin y

1

]
−1

= π
α

√
2m

E+U0

T (E) =
π

α

√
2m

E + U0

Př́ıklad 3.9 �

Př́ıklad 3.10

Odvod’te jednorozměrný pohyb částice v poli U(x) = A(e−2αx−2e−αx), A > 0, α >
0:1) určete body obratu v závislosti na E2) určete x = x(t)
Řešeńı: 1) body obratu

body obratu zjist́ıme z rovnice E = U = A(e−2αx − 2e−αx), neb T = 0, tj. vyřeš́ıme
rovnici kvadratickou v e−αx:

e−αx1,2 =
2A±

√
4A2 + 4AE

2A
= 1±

√
1 +

E

A

pro daľśı vývoj bádáńı je nutné si položit otázku, kdy má tato rovnice dvě r̊uzná řešeńı

- je to právě když E > −A, aby byl diskriminant kladný a když 1±
√

1 + E
A
> 0

odsud a ze zadáńı př́ıkladu dostaneme celkem podmı́nky na A a E

−A < E < 0 < A

body obratu jsou

2) x = x(t)x1,2 = − 1
α

ln
(

1±
√

1 + E
A

)
vyjdeme ze zákona zachováńı energie
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E = T + U =
1

2
ẋ2 + U(x) = konst

odkud vyjádř́ıme

ẋ =
dx

dt
=

√
2

m
(E − U)

a vynásob́ıme-li tuto rovnici diferenciálem dt ,vyděĺıme pravou stranou a zintegrujeme,
dostaneme

t =

√
m

2

∫
dx√
E − U

+ t0

t−t0 =

√
m

2

∫
dx√

E − Ae−2αx + 2Ae−αx
=

{
y =

E√
AE + A2

(
eαx +

A

E

)}
=

1

α

√
m

−2E

∫
dy√

1− y2
=

=
1

α

√
m

−2E
arcsin y =

1

α

√
m

−2E
arcsin

E√
AE + A2

(
eαx +

A

E

)
a po úpravách vedoućıch k vyjádřeńı x dostaneme

x(t) =
1

α
ln

(
−A
E
−
√
AE + A2

E
sinα

√
−2E

m
(t− t0)

)

Př́ıklad 3.10 �

Př́ıklad 3.11

Na ose x inerciálńıho systému S se pohybuj́ı dva hmotné body m1, x1 ; m2, x2,
pod účinkem konzervativńı śıly vzájemného p̊usobeńı s potenciálńı energíı U(x),
kde x = x1−x2. Zaved’te souřadnice x1

′ , x′2 vzhledem k těžǐsti, vyjádřete kinetic-
kou energii v těžǐst’ové soustavě pomoćı x = x1

′−x2
′ = x1−x2 a napǐste Lagran-

geovou funkci L. Jak souviśı obecná hybnost p = ∂L
∂ẋ

s hybnostmi p1 = m1ẋ1, p2 =
m2ẋ2?
Řešeńı: Označme souřadnice těžǐstě

R =
m1x1 +m2x2

m1 +m2

zaved’me tedy čárkované souřadnice vzhledem k těžǐsti

x′1 = x1 −R
x′2 = x2 −R

pro těžǐst’ovou soustavu plat́ı
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m1x
′
1 +m2x

′
2 = 0

a zavedeme ještě

x = x1
′−x2

′ = x1−x2

můžeme tedy vyjádřit souřadnice v těžǐst’ové soustavě pomoćı jedné souřadnice x takto

x′1 = m2

m1+m2
x

x′2 = − m1

m1+m2
x

kinetická energie vyjádřená v těžǐst’ové soustavě

T = m1ẋ′
2

1 +m2ẋ′
2

2 =
1

2

m1m2

m1 +m2

ẋ2

přičemž Lagrangeova funkce bude mı́t tvar

L = T − U =
1

2

m1m2

m1 +m2

ẋ2 − U(x)

a hybnost

p =
∂L

∂ẋ
L =

m1m2

m1 +m2

ẋ =
m1m2

m1 +m2

(ẋ1 − ẋ2)

p =
m2

m1 +m2

p1 −
m1

m1 +m2

p2

Př́ıklad 3.11 �

Př́ıklad 3.12

Soustava se skládá z jedné částice hmotnosti M a n částic o stejných hmot-
nostech m. Vyloučeńım pohybu hmotného středu zredukujte úlohu na problém
pohybu n těles.
Řešeńı: ~R je polohový vektor částice o hmotnosti M , ~Ri jsou polohové vektory n částic
o hmotnosti m

zavedeme nové proměnné ~ri = ~Ri − ~Ra počátek umı́st́ıme do hmotného středu tak, že
plat́ı

M ~R +m
n∑
i=1

~Ri = 0

nyńı si vyjádř́ıme ”staré”proměnné pomoćı ”nových”
po úpravách a dosazeńı nových proměnných plat́ı, že
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~R = −m
M

n∑
i=1

~Ri = −m
M

n∑
i=1

(~ri + ~R) =
m

M

n∑
i=1

~ri − n
m

M
~R

odkud snadno dostaneme

~R = − m

M + nm

n∑
i=1

~ri

~̇R = − m

M + nm

n∑
i=1

~̇ri

zbývaj́ıćı staré souřadnice vyjádř́ıme takto (rovnou jejich derivace)

~̇Rk = ~̇rk + ~̇R = ~̇rk −
m

M + nm

n∑
i=1

~̇ri

Lagrangeovu funkci L = 1
2
M ~̇R2 + 1

2
m
∑n

k=1
~R2
k −U nyńı přetransformujeme do nových

souřadnic

L =
1

2
M

(
− m

M + nm

n∑
i=1

~̇ri

)2

+
1

2
m

n∑
k=1

(
~̇rk −

m

M + nm

n∑
i=1

~̇ri

)2

− U =

=
1

2

Mm2

(M + nm)2

(
n∑
i=1

~̇ri

)2

+
1

2
m

n∑
k=1

~̇r2
k − 2

m

M + nm
~̇rk

n∑
i=1

~̇ri +
m2

(M + nm)2

(
n∑
i=1

~̇ri

)2
−U =

=
1

2

Mm2 + nm3

(M + nm)2

(
n∑
i=1

~̇ri

)2

+
1

2
m

n∑
k=1

~̇r2
k −

m2

M + nm

(
n∑
k=1

~̇rk

)(
n∑
i=1

~̇ri

)
− U =

= L =
1

2
m

n∑
k=1

~̇r2
k −

1

2

m2

M + nm

(
n∑
i=1

~̇ri

)2

− U

Př́ıklad 3.12 �

Př́ıklad 3.13

Odvod’te Newton̊uv zákon gravitačńı z Keplerových zákon̊u.
Řešeńı: Z rovnic r = p

1+e cosϕ
a r2ϕ̇ = A vypoč́ıtáme aϕ = 1

r
d
dt

(r2ϕ̇)a ar = r̈ − rϕ̇2

aϕ =
1

r

d

dt
(r2ϕ̇) =

1 + e cosϕ

p

d

dt
A = 0
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ar = r̈−rϕ̇2 =
d2

dt2

(
p

1 + e cosϕ

)
−A

2

r3
=

d

dt

(
pe sinϕ

(1 + e cosϕ)2
ϕ̇

)
−A

2

r3
=

d

dt

(
A

r2

per2 sinϕ

p2

)
−A

2

r3
=

=
d

dt

(
Ae

p
sinϕ

)
−A

2

r3
=
Ae

p
cosϕϕ̇−A

2

r3
=
A2

r2

(
e

p
cosϕ− 1

r

)
=
A2

r2

(
e cosϕ

p
− 1 + e cosϕ

p

)
= −A

2

pr2

poznamenejme jen pro přehlednost, že jsme v předchoźıch kroćıch použili ϕ̇ = A
r2

výsledek opravdu odpov́ıdá Newtonovu gravitačńımu zákonu

aϕ = 0 et ar = − A

pr2

Př́ıklad 3.13 �

Př́ıklad 3.14

Ze vzdálenosti R (s nulovou počátečńı rychlost́ı) padá těleso malé hmotnosti
m1 (meteor) k tělesu hmotnosti m2 � m1 (Země). Zapǐste a řešte pohybovou
rovnici meteoru ve vhodném inerciálńım systému. Určete dobu pádu t(h), kde

h = R− ra ukažte, že t(h) ≈
√

2h
g

je-li h� R.

Řešeńı: Za souřadný inerciálńı systém zvoĺıme systém spojený s tělesem hmotnosti m1 a
za počátek zvoĺıme přirozeně jeho střed

vyjádř́ıme zákon zachováńı energie druhého tělesa (meteoru) v gravitačńım poli tělesa
prvńıho

E =
1

2
m1ṙ

2 − γm1m2

r

kde r je vzdálenost mezi středy oněch těles a ještě urč́ıme z počátečńıch podmı́nek
celkovou energii soustavy - totiž, že v času t = 0 padá těleso s nulovou počátečńı rychlost́ı
v výšky R

E = −γm1m2

R

a tak nás rovnice

E = −γm1m2

R
=

1

2
m1ṙ

2 − γm1m2

r

přivád́ı k možnosti vyjádřit pohybovou rovnici

ṙ = −

√
2γ
m1m2

m1

(
1

r
− 1

R

)
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odkud po separaci dostaneme výraz elementu času dt, který zintegrujeme a dostaneme
rešeńı pohybové rovnice

t−t0 = −
∫

dr√
2γm2

(
1
r
− 1

R

) =

{
ξ =

√
r

R

}
= − 2R

√
R√

2γm2

∫
ξ2dξ√
1− ξ2

= − 2R
√
R√

2γm2

[
−1

2
ξ
√

1− ξ2 +
1

2
arcsin(ξ)

]

č́ımž dostaneme

t− t0 = −
√
R√

2γm2

[
−
√
r

R

√
1− r

R
+R arcsin

(√
r

R

)]
pro zjǐstěńı doby pádu z výšky R (počátečńı r = R prot0 = 0) do nějaké výšky r = R−h

t(h) = − R
√
R√

2γm2

[
−
√
R− h
R

√
1− (R− h)

R
+ arcsin

(√
R− h
R

)
+

√
R

R

√
1− R

R
− arcsin

(√
R

R

)]
t(h) =

√
R√

2γm2

[√
h(R− h)−R arcsin

(√
R− h
R

)
+R

π

2

]

Př́ıklad 3.14 �

Př́ıklad 3.17

Nakreslete si graf efektivńıho potenciálu pro izotropńı prostorový oscilátor
U = 1

2
kr2, k > 0. Diskutujte kruhovou dráhu částice: určete poloměr dráhy,

rychlost a energii částice při dané hodnotě momentu hybnosti l.
Řešeńı: (pozn. kreslit v této verzi př́ıručky nebudeme)

efektivńı potenciál je

Uef (r) = U(r) +
l2

2mr2
=

1

2
kr2 +

l2

2mr2

kruhová dráha částice v tomto poli nastává právě když E0 = (Uef )min = Uef (r0),
takže nám nezbývá než naj́ıt minimum funkce Uef (r), přičemž si rovnou všimneme, že
funkce Uef (r)je pro kladná r spojitá a zdola omezená (např. 0) a shora omezená neńı
( lim
r→∞

Uef (r) =∞), takže minimum existuje

U
′

ef (r) = kr − l2

mr3

U
′

ef (r0) = 0 = kr0 −
l2

mr3
0

r2
0 =

l√
km

energie
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E0 = (Uef )min = Uef (r0) =

√
k

m
l

rychlost zjist́ıme ze zákona zachováńı energie

E0 = T + U =
1

2
mv2

0 +
1

2
mr2

0 =
1

2
mv2

0 +
1

2

l√
km

=

√
k

m
l

v2
0 =

√
km

m2
l

Př́ıklad 3.17 �

Př́ıklad 3.19

Ukažte, že orbita je v bodech obratu k centru vydutá, je-li tam skutečná śıla
přitažlivá, a je vypuklá, je-li tam skutečná śıla odpudivá.
Řešeńı: Budeme zkoumat vztah

mar = m(r̈ − rϕ̇2) = −U ′(r)

v bodech obratu plat́ı, že r̈ = 0 a tedy

mar = −mrϕ̇2 = −U ′(r)

a odtud rovnou vid́ıme, že je-li v tomto mı́stě skutečná śıla přitažlivá, tj. je −U ′(r) < 0
a tud́ıž i mar < 0 a obráceně.

Př́ıklad 3.19 �

Př́ıklad 3.20

Ukažte, že při pohybu částice v poli U(r) = α
r
, kde α má libovolné znameńı,

existuje vektorový integrál pohybu ~A = ~v × ~L + α~r
r

(Runge-Lentz̊uv vektor)
specifický právě pro toto pole.
Řešeńı: ~A = ~v × ~L+ α~r

r
je integrálem pohybu ⇔ d

dt
~A = ~0

Zkoumejme tedy

d

dt
~A =

d

dt

(
~v × ~L

)
+ α

d

dt

(
~r

r

)
= ~̈r × ~L+ ~̇r × ~̇L+ α

~̇rr − ~rṙ
r2

zde je dobré si uvědomit několik vztah̊u:

m~̈r = −∇U = −∇α
r

=
α

r3
~r
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~r × ~r = ~0

~a× (~b× ~c) = ~b(~a~c)− ~c(~a~b) (věta ”bac-cab”)
na jejichž základě rovnou dostaneme, že

~̇r × ~̇L = ~̇r × (~r ×m~̈r + ~̇r ×m~̇r) = ~̇r × (~r × α

r3
~r +m~̇r × ~̇r) = ~̇r × (~0 +~0) = ~0

a zbude nám

d

dt
~A = ~̈r × ~L+ ~̇r × ~̇L+ α

~̇rr − ~rṙ
r2

= ~̈r × (~r ×m~̇r) + α
~̇rr − ~rṙ
r2

= α
~̇r

r3
× (~r × ~̇r) + α

~̇rr − ~rṙ
r2

kde jsme použili m~̈r = α
r3~r.

nyńı opět aplikujeme větu ”bac-cab”na vektorový součin

d

dt
~A = α

~̇r

r3
× (~r × ~̇r) + α

~̇rr − ~rṙ
r2

=
α

r3
(~r(~̇r~r)− ~̇r(~r~r) + ~̇rr2 − ~rṙr)

a ze znalosti že~r ~̇r = r ṙ rovnou plyne, že

d

dt
~A =

α

r3
(~r(ṙr)− ~̇rr2 + ~̇rr2 − ~rṙr) = 0

Př́ıklad 3.20 �

Př́ıklad 3.22

Určete rovnici dráhy v potenciálu U(r) = − α
r2 pro ty hodnoty l, při nichž nastane

pád na centrum.
Řešeńı: Efektivńı potenciál je

Uef = U(r) +
l2

2mr2

podmı́nka pádu na centrum zńı:

r2U(r) +
l2

2mr2
< 0

a odtud snadno přeformulujeme tuto podmı́nku na

l2

2mr2
< α

a nyńı pro tyto hodnoty urč́ıme rovnici dráhy - vyjdeme ze zákona zachováńı energie
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E =
1

2
mṙ2 + Uef =

1

2
mṙ2 +

1

r2

(
l2

2m
− α

)
který separujeme na rovnici

2

m
(E +B

1

r2
) = ṙ2

kde jsme označili B =
(
α− l2

2m

)
a z podmı́nky pro pád na centrum l2

2mr2 < α vid́ıme,

že B > 0
potom

dt = − rdr√
2
m

(Er2 +B)

vyjádřili jsme si tak diferenciál času, který budeme dosazovat do rovnice

ϕ̇ =
l

mr2

kterou ovšem za t́ım účelem muśıme separovat

dϕ =
l

mr2
dt = − l

mr2

rdr√
2
m

(Er2 +B)

a tuto rovnici budeme integrovat

ϕ + ϕ0 = − l√
2Bm

∫
dr

r
√

E
B
r2 + 1

=

{
ξ =

√
|E|
B

1

r

}
=

l√
2Bm

∫
ξdξ

ξ2
√

E
|E|

1
ξ2 + 1

=
l√

2Bm

∫
dξ√
E
|E| + ξ2

uvědomme si, že integrál ∫
dξ√
−1+ξ2

= arccosh(ξ)∫
dξ√
1+ξ2

= arcsinh(ξ)

dostaneme tedy dvě r̊uzná řešeńı v závislosti na znaménku energie
1
r

=
√

2m|E|
2mα−l2 cosh

(√
2mα
l2
− 1(ϕ+ ϕ0)

)
pro E ≤ 0

1
r

=
√

2m|E|
2mα−l2 sinh

(√
2mα
l2
− 1(ϕ+ ϕ0)

)
pro E ≥ 0

Př́ıklad 3.22 �
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Př́ıklad 3.23

Při jakých hodnotách lje možný finitńı pohyb v poĺıch(a) U(r) = − α 1
r
e−κr

(α > 0)(b) U(r) = − V e−κ2r2
(V > 0)

Řešeńı: Finitńı pohyb nastává v př́ıpadě, jen když Uefmá minimum
budeme předpokládat pouze kladná r
(a) U(r) = −α e−κr

r

efektivńı energie je

Uef (r) = −αe
−κr

r
+

l2

2mr2

zaj́ımá nás, jestli a pro jaké hodnoty lnabývá efektivńı energie minimum - z toho d̊uvodu
budeme zkoumat jej́ı prvńı derivaci podle r

U ′ef = α
e−κr

r2
+ ακ

e−κr

r
− l2

mr3

a budeme hledat, za jakých podmı́nek je tato funkce rovna nule

α

r3

(
re−κr + κr2e−κr − l2

αm

)
= 0

rovnou je vidět, že tato podmı́nka bude splněna, pokud (použijeme-li pro přehlednost
následuj́ıćı označeńı)

g(r) = e−κr(r + κr2)− l2

αm
= 0

vlastnosti funkce g(r):
limita v krajńıch bodech definičńıho oboru

lim
r→∞

g(r) = lim
r→0+

g(r) = − l2

αm
< 0

pro zjǐstěńı znaménka funkce potřebujeme

g′(r) = e−κr(1 + κr − κ2r2)

nyńı přicháźı nejd̊uležitěǰśı úvaha celého př́ıkladu - protože potřebujeme vědět, kdy
funkce Uef (r) nabývá minima, je nezbytné zjistit, za jakých podmı́nek je jej́ı prvńı derivace
podle r nulová

tento problém ovšem přeneseme na hledáńı nulového bodu funkce g(r) a protože známe
limity této funkce na okraj́ıch definičńıho oboru a tato funkce je spojitá na tomto definičńım
oboru, stač́ı když najdeme bod r0 takový, že g′(r0) = 0 ( křivka g(r) se v tomto bodě láme)
a g(r0) ≥ 0 ( křivka g(r) má v okraj́ıch svého definičńıho oboru záporné limity a proto
nalezneme-li touto podmı́nkou taková l, pro která bude d́ıky spojitosti zaručena existence
alespoň jednoho nulového bodu, máme vyhráno)

hledejme tedy
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g′(r0) = e−κr0(1 + κr0 − κ2r2
0) = 0

neboli

1 + κr0 − κ2r2
0 = 0

a tuto kvadratickou rovnici vyřeš́ıme a protože hledáme pouze nezáporná řešeńı, dosta-
neme

r0 =
1 +
√

5

2κ

z podmı́nky g(r0) ≥ 0 dostaneme podmı́nku

g(r0) = e−κr0(r0 + κr2
0)− l2

αm
≥ 0

l2 ≤ αme−κr0(r0 + κr2
0)

takže po dosazeńı za r0 výše zmı́něný výraz dostaneme, že finitńı pohyb v tomto po-
tenciálńım poli nastává pro hodnoty

l2 ≤ αm

κ
e−

1+
√

5
2 (2 +

√
5)

(b) U(r) = −V e−κ2r2

budeme postupovat obdobně jako v př́ıpadě (a), tentokráte ovšem stručněji

Uef (r) = −V e−κ2r2

+
l2

2mr2

prvńı derivace podle r

U ′ef = 2V κ2re−κ
2r2 − l2

mr3

a budeme hledat, za jakých podmı́nek je tato funkce rovna nule, tedy

2V κ2re−κ
2r2 − l2

mr3
= 0

a tuto rovnici přeformulujeme pro kladná r takto (přičemž opět provedeme pro přehlednost
následuj́ıćı označeńı)

g(r) = r4e−κ
2r2 − l2

2V κ2m
= 0

vlastnosti funkce g(r):
limita v krajńıch bodech definičńıho oboru

39



lim
r→∞

g(r) = lim
r→0+

g(r) = − l2

2V κ2m
< 0

pro zajǐstěńı existence nulového bodu funkce g(r) potřebujeme vědět, kdy

g′(r) = e−κ
2r2

(4r3 − 2κ2r5) = 0

neboli

4− 2κ2r2 = 0

r2
0 =

2

κ2

a protože nás zaj́ımaj́ı pouze kladné body

r0 =

√
2

κ

v tomto bodě tedy funkce g(r) nabývá stacionárńı hodnoty a vzhledem k jej́ı spojitosti
a kladným limitám v krajńıch bodech svého definičńıho oboru nyńı stač́ı určit, při jakých
hodnotách lje g(r0) ≥ 0

g(r0) = r4
0e
−κ2r2

0 − l2

2V κ2m
=

4

κ4
e−2 − l2

2V κ2m
≥ 0

l2 ≤ V m
8

κ2
e−2

3.24 Najděte trajektorie a zákon pohybu částice v poli sférické potenciálové jámy U ={
−U0 , r < R
0, r > R

při r̊uzných hodnotách l, E.

pro r < R vyjádř́ıme ze zákona zachováńı energie ( kde při úpravě použijeme ϕ̇ = l
mr2 )

E =
1

2
mṙ2 +

1

2
mr2ϕ̇2 + U =

1

2
mṙ2 +

l2

2mr2
− U0

diferenciál dt takto

ṙ2 =
2

m
(E + U0)− l2

m2r2

dt =
dr√

2
m

(E + U0)− l2

m2r2

z již zmı́něného vztahu ϕ̇ = l
mr2 vyjádř́ıme
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dϕ =
l

mr2
dt =

l

mr2

dr√
2
m

(E + U0)− l2

m2r2

=
ldr

r2

√
2m(E + U0)− l2

r2

zintegrujeme tento vztah a dostaneme

ϕ =

∫
ldr

r2

√
2m(E + U0)− l2

r2

=
l√

2m(E + U0)

∫
dr

r2

√
1− l2

2m(E+U0)r2

=

{
y =

l

r
√

2m(E + U0)

}
= −

∫
dy√

1− y2
= arccos(y) cos(ϕ+ϕ0) =

l√
2m(E + U0)

1

r

rovnice trajektorie je

r(ϕ) =
l

cos(ϕ+ ϕ0)
√

2m(E + U0)

Př́ıklad 3.23 �

Př́ıklad 3.27

Při jakém poměru hmotnost́ı částic κ = m1

m2
je energie předaná při jejich pružné

srážce maximálńı ?
Řešeńı: budeme diskutovat čelńı ráz

E′2
E1

= 4m1m2

(m1+m2)2 kdy chceme, aby poměr energíı byl co
největš́ı při daných hmotnostech

označ́ıme si tedy tento poměr jako funkci f(κ)

f(κ) =
E ′2
E1

=
4m1m2

(m1 +m2)2
= 2

(m1 +m2)2

(m1 +m2)2
− 2

m2
1 +m2

2

(m1 +m2)2
= 2− 2

κ2 + 1

(κ+ 1)2

a hledejme extrém této funkce

f ′(κ) = −2
2κ(κ+ 1)2 − 2(κ+ 1)(κ2 + 1)

(κ+ 1)4
= −2

2κ(κ+ 1)− 2(κ2 + 1)

(κ+ 1)3
= −2

2κ− 2

(κ+ 1)3
= 0

κ0 = 1

odkud plyne, že energie předaná při pružné srážce je maximálńı pro m1 = m2.
Př́ıklad 3.27 �

41



Př́ıklad 3.28

Dokažte zákon odrazu (rovnost úhlu odrazu a úhlu dopadu) pro pružný odraz
částice m na pevné stěně (M →∞).
Řešeńı: Vyjdeme ze vztahu pro pružné srážky dvou hmotných bod̊u hmotnost́ı m a M,
kdy těleso hmotnosti M je v klidu a těleso hmotnosti m na něj nalétává pod úhlem θ1 a
úhel rozptylu částic se znač́ı χ

ona rovnice zńı

tg θ1 =
M sinχ

m+M cosχ
=

sinχ

κ+ cosχ

kde κznač́ı poměr κ = m
M

při M →∞jde κ→ 0 a vztah mezi úhly přecháźı v

tg θ1 =
sinχ

cosχ
= tg χ

Př́ıklad 3.28 �

Př́ıklad 3.37

Soustava podle obr. 3.38 (skriptum str. 112) se otáč́ı kolem svislé osy s kon-
stantńı úhlovou rychlost́ı ϕ̇ = Ω; bod m2 se může volně pohybovat podél osy.(??)

Napǐste Lagrangeovu funkci soustavy.(??) Při m1 = m2 = ma Ω > Ω0 =
√

2g
a

určete úhlovou frekvenci ωmalých kmit̊u soustavy kolem rovnovážné polohy.
Řešeńı: (??) Lagrangeovu funkci soustavy

L =
1

2
m1(ẋ2

1 + ẋ2
3 + ẏ2

1 + ẏ2
3 + ż2

1 + ż2
3) +

1

2
m2(ẋ2

2 + ẏ2
2 + ż2

2) +m1g(y1 + y3) +m2gy2

vyjádř́ıme v obecné souřadnici θ(viz obrázek) a k tomu použijeme vazby

x2
1 + (y2 − y1)2 = a2

x2
3 + (y3 − y1)2 = a2

y1 = y3

a vzhledem k otáčeńı soustavy kolem osy y úhlovou rychlost́ı ϕ = Ωt zavedeme nové
polárńı souřadnice vztahy :
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x1 = a sin θ cos Ωt
x2 = 0
x3 = −a sin θ cos Ωt
y1 = a cos θ
y2 = 2a cos θ
y3 = a cos θ
z1 = a sin θ sin Ωt
z2 = 0
z3 = −a sin θ sin Ωt

a tak tedy dostaneme Lagrangeovu funkci

L = m1a
2(θ̇2 + Ω2 sin2 θ) + 2a2m2 sin2 θθ̇2 + 2ga(m1 +m2) cos θ

(??) nyńı je potřeba odvodit úhlovou frekvenci malých kmit̊u kolem rovnovážné polohy
(viz teorie) při m1 = m2 = ma pro tento účel vyjdeme z upravené Lagrangeovy funkce

L = ma2(θ̇2 + Ω2 sin2 θ + 2 sin2 θθ̇2 + 2Ω2
0 cos θ)

odvod́ıme Lagrangeovy pohybové rovnice

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
−∂L
∂θ

= ma2 d

dt

(
2θ̇ + 4 sin2 θθ̇

)
−ma2(2Ω2 sin θ cos θ+4 sin θ cos θθ̇2−2Ω2

0 sin θ) = 0

θ̈ + 2 sin2 θθ̈ − Ω2 sin θ cos θ + 2 sin θ cos θθ̇2 + Ω2
0 sin θ = 0

rovnovážnou polohu dostaneme z podmı́nky
[
θ̇
]
θ=θ0

= 0, pak se předchoźı vztah zjed-

noduš́ı na

−Ω2 sin θ0 cos θ0 + Ω2
0 sin θ0 = 0

a rovnováha nastává pro úhel

cos θ0 =
Ω2

0

Ω2

urč́ıme úhlovou frekvenci malých kmit̊u kolem rovnovážné polohy tak, že pomoćı Tay-
lorovy věty rozvineme U a T v bodě θ0, kdy nás bude zejména zaj́ımat (opět viz teorie)

γ =
(
∂2U
∂θ2

)
θ=θ0

a µ =
(
∂2T
∂θ2

)
θ=θ0

a potom podmı́nka ∣∣γ − ω2µ
∣∣ = 0

nám konečně nab́ıdne hledanou frekvenci
z potenciálńı energie
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U = −ma2(Ω2 sin2 θ + 2Ω2
0 cos θ)

γ = −ma2 1

2!

(
−2Ω2 + 4Ω2 Ω4

0

Ω4
− 2Ω2

0

Ω2
0

Ω2

)
= ma2 Ω4 − Ω4

0

Ω2

z kinetické energie

T = ma2θ̇2(1 + 2 sin2 θ)

µ = ma2

(
3− 2

Ω4
0

Ω4

)
= ma2 3Ω4 − 2Ω4

0

Ω4

rovnice |γ − ω2µ| = 0 se převede na

ma2 Ω4 − Ω4
0

Ω2
− ω2ma2 3Ω4 − 2Ω4

0

Ω4
= 0

odkud snadno dostaneme výsledek

ω2 =
Ω4 − Ω4

0

Ω2

Ω4

3Ω4 − 2Ω4
0

= Ω2 Ω4 − Ω4
0

3Ω4 − 2Ω4
0

Př́ıklad 3.37 �

Př́ıklad 3.38

Určete normálńı kmity dvojitého kyvadla (viz skripta U 2.4) při malých am-
plitudách. Zkoumejte zvláště př́ıpad l1 = l2, m1 � m2 , v němž jsou vlastńı
frekvence téměř stejné. Ukažte, že po malém vychýleńı horńı hmoty se ampli-
tudy obou hmot budou stř́ıdavě zvětšovat a zmenšovat (”rázy”).
Řešeńı: V tomto př́ıkladě volně navážeme na řešený př́ıklad U2.4 na straně 44 a tedy
přepǐsme Lagrangeovu funkci v polárńıch souřadnićıch

L =
1

2
(m1+m2)l21ϕ̇

2
1+

1

2
m2l

2
2ϕ̇

2
2+m2l1l2ϕ̇1ϕ̇2 cos(ϕ1−ϕ2)+(m1+m2)gl1 cosϕ1+m2gl2 cosϕ2

najděme ( pomoćı teorie ) vlastńı frekvence těchto kmit̊u kolem rovnovážné polohy
(ϕ1 = ϕ2 = 0)při malých výchylkách

vyjádř́ıme si potenciálńı energii

U = −(m1 +m2)gl1 cosϕ1 −m2gl2 cosϕ2

a najdeme matici charakterizuj́ıćı aproximaci potenciálńı energie do druhého řádu
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γi,k =

(
1

2

∂2U

∂ϕi∂ϕk

)
=

1

2

(
(m1 +m2)gl1 0

0 m2gl2

)
vyjádř́ıme si kinetickou energii

T =
1

2
(m1 +m2)l21ϕ̇

2
1 +

1

2
m2l

2
2ϕ̇

2
2 +m2l1l2ϕ̇1ϕ̇2 cos(ϕ1 − ϕ2)

a najdeme matici charakterizuj́ıćı aproximaci kinetické energie do druhého řádu

µi,k =

(
1

2

∂2T

∂ϕ̇i∂ϕ̇k

)
=

1

2

(
(m1 +m2)l21 m2l1l2

m2l1l2 m2l
2
2

)
vlastńı frekvence dostaneme z rovnice (opět viz teorie)∣∣γi,k − ω2µi,k

∣∣ = 0

č́ımž dostaneme∣∣∣∣ (m1 +m2)gl1 − ω2(m1 +m2)l21 −ω2m2l1l2
−ω2m2l1l2 m2gl2 − ω2m2l

2
2

∣∣∣∣ = 0

[(m1 +m2)gl1 − ω2(m1 +m2)l21][m2gl2 − ω2m2l
2
2]− ω4m2

2l
2
1l

2
2 = 0

(m1 +m2)g2m2l2l1−ω2(m1 +m2)m2gl2l
2
1−ω2(m1 +m2)gm2l

2
2l1 +ω4(m1 +m2)m2l

2
2l

2
1−

ω4m2
2l

2
1l

2
2 = 0a zjednoduš́ıme na

(m1 +m2)g2 − ω2g(m1 +m2)(l1 + l2) + ω4m1l2l1 = 0

což je kvadratická rovnice v ω2, kterou snadno vyřeš́ıme a dostaneme

ω2
1,2 =

g

2m1l1l2

(
(m1 +m2)(l1 + l2)±

√
(m1 +m2)2(l1 + l2)2 − 4m1(m1 +m2)l1l2

)
Př́ıklad 3.38 �

Př́ıklad 3.39

Určete kmity soustavy dvou harmonických oscilátor̊u se slabou bilineárńı vaz-
bou, L = 1

2
(ẋ2 + ẏ2)− 1

2
ω2

0(x2 + y2) + αxy, α� ω2
0.

Řešeńı: př́ıslušné Lagrangeovy rovnice II. druhu źıskáme

d
dt

(
∂L
∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= ẍ+ ω2

0x− αy = 0
d
dt

(
∂L
∂ẏ

)
− ∂L

∂y
= ÿ + ω2

0y − αx = 0
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dostaneme tak soustavu dvou diferenciálńıch rovnic, z které sečteńım a také odečteńım
dostaneme nové dvě rovnice

d2

dt2
(x− y) + ω2

0(x− y) + α(x− y) = 0
d2

dt2
(x+ y) + ω2

0(x+ y)− α(x+ y) = 0

zavedeme nové souřadnice q1, q2 vztahy

q1 = x− y, q2 = x+ y

a soustava rovnic přejde na

q̈1 + (ω2
0 + α)q1 = 0

q̈2 + (ω2
0 − α)q2 = 0

odkud lehce zjist́ıme normálńı kmity soustavy jako

ω2
1,2 = ω2

0 ± α

(poznámka: k nalezeńı těchto frekvenćı lze také použ́ıt obdobnou metodiku jako v
př́ıkladě 3.28)

Př́ıklad 3.39 �

Př́ıklad 3.41

Padostroj. Přes volně otáčivý válec poloměru R a momentem setrvačnosti I
je nataženo nehmotné vlákno délky l, na němž jsou zavěšena tělesa hmotnost́ı
m1,m2. Sestavte a řešte Lagrangeovu rovnici.
Řešeńı: počátek soustavy souřadné umı́st́ıme do středu válce, kladný směr osy z směřuje
proti směru t́ıhového pole, úhel ϕ určuje pootočeńı válce

vazby jsou

x1 = −x2 = R
y1 = y2 = 0
z1 + z2 + πR = l

z1 = ϕR + z
(0)
1

Lagrangeovu funkci

L =
1

2
m1ż

2
1 +

1

2
m2ż

2
2 +

1

2
Iϕ̇2 +m1gz1 +m2gz2

pomoćı těchto vazeb přetransformujeme (s vypuštěńım konstantńıch člen̊u) na

L =
1

2

(
m1 +m2 +

I

R2

)
ż2

1 + (m1 −m2)gz1

řešme nyńı Lagrangeovu rovnici II. druhu
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d

dt

(
∂L

∂ż1

)
− ∂L

∂z1

=

(
m1 +m2 +

I

R2

)
z̈1 − (m1 −m2)g = 0

kterou řeš́ı s ohledem na neznámé počátečńı podmı́nky

z1(t) = 1
2

(m1−m2)R2

(m1+m2)R2+I
gt2 + ż

(0)
1 t+ z

(0)
1

z2(t) = −1
2

(m1−m2)R2

(m1+m2)R2+I
gt2 + ż

(0)
2 t+ z

(0)
2

Př́ıklad 3.41 �

Př́ıklad 3.42

Dvojitý padostroj. Na soustavu podle obr. 3.39 (skriptum strana 113) p̊usob́ı
śıla t́ıže. Horńı otáčivá kladka (moment setrvačnosti I1, poloměr r1) je pevně
zavěšena, dolńı otáčivá kladka (hmotnost m2, poloměr r2, moment setrvačnosti
I2) je pohyblivá ve svislém směru. Vlákno spojuj́ıćı tělesa m1,m2 má délku l1,
vlákno spojuj́ıćı tělesa m3,m4 má délku l2. Sestavte a řešte Lagrangeovy rovnice.
Řešeńı: napǐsme nejprve vazby

z1 + z2 + πr1 = l1

z3 − z2 + z4 − z2 + πr2 = l2

z1 = ϕ1r1 + z
(0)
1

z3 = ϕ2r2 + z
(0)
3

ze kterých vyjádř́ıme

z2 = l1 − πr1 − z1

z4 = l2 − πr2 + 2l1 − 2πr1 − 2z1 − z3

ϕ1 =
z1 − z(0)

1

r1

ϕ2 =
z3 − z(0)

3

r2

a dosad́ıme do této Lagrangeova funkce
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L =
1

2

4∑
i=1

miż
2
i +

1

2

2∑
i=1

Iiϕ̇
2
i +

4∑
i=1

migzi

č́ımž po úpravách dostaneme

L =
(m1 +m2 + 4m4)r2

1 + I1

2r2
1︸ ︷︷ ︸

A

ż2
1+

(m3 +m4)r2
2 + I2

2r2
2︸ ︷︷ ︸

B

ż2
3+2m4︸︷︷︸

C

ż1ż3+(m1 −m2 − 2m4)g︸ ︷︷ ︸
D

z1+

(m3 −m4)g︸ ︷︷ ︸
E

z3a pro přehlednost daľśıch krok̊u jsme si jednotlivé členy označili ṕısmenky

L = Aż2
1 +Bż2

3 + Cż1ż3 +Dz1 + Ez3

sestavme Lagrangeovy rovnice II. druhu

d

dt

(
∂L

∂ż1

)
− ∂L

∂z1

= 2Az̈1 + Cz̈3 −D = 0

d

dt

(
∂L

∂ż3

)
− ∂L

∂z3

= 2Bz̈3 + Cz̈1 − E = 0

které nás dovedou na soustavu diferenciálńıch rovnic, maticově zapsanou jako

~z =

(
z1

z3

)
(

2A C
C 2B

)
~̈z+ =

(
D
E

)
kterou vyřeš́ıme tak, že najdeme inverzńı matici

1

4AB − C2

(
2B −C
−C 2A

)
a celou rovnost zprava touto matićı vynásob́ıme a dostaneme tak

~̈z =

(
2BD − CE
2AE − CD

)
a tedy řešeńım je

~z = 1
2

(
2BD − CE
2AE − CD

)
t2 + ~̇z(??)t+ ~z(??)

Př́ıklad 3.42 �
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4 Kapitola 4: Základńı principy mechaniky

Př́ıklad 4.2

Přes hřeben střechy (vrcholový úhel2α) je nataženo nehmotné vlákno délky
lzat́ıžené na konćıch hmotnostmi m1,m2. Kdy nastane rovnováha ?
Řešeńı: označme souřadnice obou těles: m1 : [x1, z1] resp. m2 : [x2, z2] a zvolme počátek
ve vrcholu střechy přičemž kladný směr osy z mı́̌ŕı proti t́ıhovému zrychleńı

nejprve si zaṕı̌seme vazby, které tato tělesa podstupuj́ı

ϕ1 ≡ x1 − z1tgα1 = 0
ϕ2 ≡ x2 + z2tgα2 = 0

ϕ3 ≡
√
x2

1 + z2
1 +

√
x2

2 + z2
2 − l = 0

a skutečné śıly, které na tělesa p̊usob́ı

~F1 = (0, 0,−m1g)
~F2 = (0, 0,−m2g)

problém statické rovnováhy budeme řešit metodou Lagrangeových multiplikátor̊u (viz
teorie), která nás v tomto př́ıpadě přivede na soustavu rovnic:

λ1 + λ3
x1√
x2

1+z2
1

= 0

−m1g − λ1tg α1 + λ3
z1√
x2

1+z2
1

= 0

λ2 + λ3
x2√
x2

2+z2
2

= 0

−m2g + λ2tg α2 + λ3
z2√
x2

2+z2
2

= 0

x1 − z1tg α1 = 0
x2 + z2tg α2 = 0√
x2

1 + z2
1 +

√
x2

2 + z2
2 − l = 0

z této soustavy si vyjádř́ıme

x1 = z1tgα1

x2 = −z2tgα2

odkud plyne (z předpokladu pohybu pouze po střeše, tj. že souřadnice z jsou záporné),
že z prvńı a třet́ı rovnice dostaneme

λ1 = −λ3
z1tg α1√
z2
1(1+tg2α1)

= −λ3
z1
|z1| sinα1 = λ3 sinα1

λ2 = λ3
z2tg α2√
z2
2(1+tg2α2)

= λ3
z2
|z2| sinα2 = −λ3 sinα2

a druhá a čtvrtá na tvar

−m1g − λ1tg α1 − λ3 cosα1 = 0
−m2g + λ2tg α2 − λ3 cosα2 = 0
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kde ještě provedeme dosazeńı za λ1 a λ2

−m1g − λ3 sinα1 tgα1 − λ3 cosα1 = 0
−m2g − λ3 sinα2 tgα2 − λ3 cosα2 = 0

č́ımž po vyjádřeńı λ3 z každé rovnice dostaneme podmı́nku statické rovnováhy (pro
libovolné souřadnice obou hmotných bod̊u svázaných pouze vazebńımi podminkami)

λ3 = −m1g cosα1

λ3 = −m2g cosα2

m1

m2

=
cosα2

cosα1

Př́ıklad 4.2 �

Př́ıklad 4.3

Dva hmotné body m1,m2kloužou bez třeńı po parabole z = −x2

2p
a jsou spojeny

nehmotným vláknem délky r, které procháźı ohniskem paraboly [0, 0,−p
2
]. Která

poloha hmotných bod̊u je rovnovážná ?
Řešeńı: poznamenejme, že t́ıhové pole má směr jako obvykle, totiž p̊usob́ı proti směru osy
z.

tuto úlohu opět budeme řešit metodou Lagrangeových multiplikátor̊u (hledáńı extrémů
na varietách)

śıly p̊usob́ıćı na hmotné body jsou

~F1 = (0, 0,−m1g)
~F2 = (0, 0,−m2g)

napǐsme vazby, podle kterých se pohyb může uskutečnit

ϕ1 ≡
√
x2

1 + (z1 + p
2
)2 +

√
x2

2 + (z2 + p
2
)2 − r = 0

ϕ2 ≡ z1 +
x2

1

2p
= 0

ϕ3 ≡ z2 +
x2

2

2p
= 0

pro jednoduchost daľśıch výpočt̊u aplikaćı vazeb ϕ2 a ϕ3na vazbu prvńı dostaneme

ϕ1 ≡ −z1 − z2 + p− r = 0

ϕ2 ≡ z1 +
x2

1

2p
= 0

ϕ3 ≡ z2 +
x2

2

2p
= 0

již zmiňovanou metodou Lagrangeových multiplikátor̊u dostaneme rovnice

50



λ2
x1

p
= 0

λ3
x2

p
= 0

−m1g + λ1 + λ2 = 0
−m2g + λ1 + λ3 = 0

a k této soustavě patř́ı ještě již zmiňované vazby

−z1 − z2 + p− r = 0

z1 +
x2

1

2p
= 0

z2 +
x2

2

2p
= 0

ze kterých dostaneme př́ıpustná řešeńı
x1 z1 x2 z2 λ1 λ2 λ3

0 0 ±
√

2p(r − p)p− r m2 g(m1 −
m2)

0

±
√

2p(r − p)p− r 0 0 0 g(m2 −
m1)

m1

poznámka: povšimněme si, že kromě velikosti vazbových sil (udané Lagrangeovými
multiplikátory) nezáviśı rovnovážná poloha na hmotnostech.

Př́ıklad 4.3 �

Př́ıklad 4.4

Nehmotné vlákno délky l je položeno přes vrcholek paraboly z = −x2

2p
. Jeho

konce jsou zat́ıženy hmotnostmi m1, m2. Ve které poloze vlákna nastane rov-
nováha ?
Řešeńı: poznámka: k řešeńı tohoto př́ıkladu, ostatně jako k mnoha daľśım lze použ́ıt
r̊uzné př́ıstupy, znalosti a podobně - avšak i tentokrát použijeme do jisté mı́ry (s ohledem
na řešitelnost rovnic) univerzálńı Lagrange̊uv formalismus

začněme tedy tak, že poṕı̌seme vazby, kterými se tělesa při svém pohybu ř́ıd́ı

ϕ1 ≡ z1 +
x2

1

2p
= 0

ϕ2 ≡ z2 +
x2

2

2p
= 0

ϕ3 ≡
∫ x2

x1

√
1 + z′2dx− l = 0

povšimněme si na vysvětlenou vazby ϕ3 - tato vazba vyjadřuje spojeńı obou hmotných
bod̊u nehmotným vláknem délky l, která se docela snadno odvod́ı přes Pythagorovu větu
aplikovanou na infinitesimálńı př́ır̊ustky (dl)2 = (dx)2+ (dz)2 - zbytek už si laskavý čtenář
jistě domysĺı sám

tuto vazbu si samozřejmě zjednoduš́ıme a to následovně : ze vztah̊u
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z = −x
2

2p
, z′ = −x

p

po dosazeńı do vazby ϕ3 dostaneme

ϕ3 ≡
∫ x2

x1

√
1 + x2

p2 dx− l = 0

nyńı se pust́ıme do hledáńı bod̊u statické rovnováhy - budeme postupovat obdobně jako
v předchoźım př́ıkladě, a to metodou Lagrangeových multiplikátor̊u, č́ımž dostaneme tyto
čtyři rovnice

λ1
x1

p
− λ3

√
1 +

x2
1

p2 = 0

−m1g + λ1 = 0

λ2
x2

p
+ λ3

√
1 +

x2
2

p2 = 0

−m2g + λ2 = 0

matematická poznámka:
∫ x2

x1
f ′(x)dx = f(x2) − f(x1) a proto jsme při odvozováńı

předchoźıch rovnic mohli použ́ıt ∂
∂x1

(∫ x2

x1

√
1 + x2

p2 dx
)

= −
√

1 +
x2

1

p2 et ∂
∂x2

(∫ x2

x1

√
1 + x2

p2 dx
)

=√
1 +

x2
2

p2

z těchto čtyř rovnic si vyjádř́ıme

λ1 = m1g
λ2 = m2g

a po dosazeńı do zbylých dvou rovnic máme

m1g
x1

p
− λ3

√
1 +

x2
1

p2 = 0

m2g
x2

p
+ λ3

√
1 +

x2
2

p2 = 0

odkud nakonec eliminaćı λ3 vyplyne rovnice

m1x1√
1 +

x2
1

p2

+
m2x2√
1 +

x2
2

p2

= 0

to je ovšem jen jedna rovnice pro dvě neznámé - tu druhou nám zajist́ı dosud nepoužitá
vazba

ϕ3 ≡
∫ x2

x1

√
1 + x2

p2 dx− l = 0

spočtěme integrál∫ x2

x1

√
1 + x2

p2 dx =

{
x

p
= sinh ξ

}
=

∫ ξ2

ξ1

p cosh2(ξ)dξ =
p

4
[2ξ + sinh 2ξ]ξ2ξ1
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ξ = arcsinh
x

p

druhá rovnice tedy bude

p

4

[
2arcsinh

x2

p
+ sinh

(
2arcsinh

x2

p

)
ξ − 2arcsinh

x1

p
− sinh

(
2arcsinh

x1

p

)
ξ

]
= l

kterou lze ještě nepatrně zjednodušit na

p

2

arcsinhx2

p
+
x2

p

√
1 +

x2
2

p2
− arcsinhx1

p
− x1

p

√
1 +

x2
1

p2

 = l

a tedy rovnovážné hodnoty souřadnic x1, x2 jsou řešeńım těchto dvou zarámovaných
rovnic.

Př́ıklad 4.4 �

Př́ıklad 4.5

Hmotný bod m je vázán na elipsu ve svislé rovině s poloosami a (vodorovná),
b (svislá), a < b. Kromě t́ıže g p̊usob́ı na bod pružina o tuhosti k uchycená ve
středu elipsy, jej́ıž rovnovážná délka a0 < a. Určete rovnovážné polohy bodu.
Řešeńı: souřadný systém zvoĺıme, jako obvykle, tak, střed souřadného systému umı́st́ıme
přirozeně do středu elipsy a kladný směr osy y bude opět směřovat proti směru p̊usobeńı
t́ıhového pole

vazbu v takovéto soustavě potom zachycuje rovnice

ϕ ≡ x2

a2
+
y2

b2
− 1 = 0 ≡ b2x2 + a2y2 − a2b2 = 0

k nalezeńı rovnovážných poloh použijeme opět Lagrange̊uv formalismus, tj. metodu
hledáńı extrému funkce na varietě - stacionárńı bod potenciálu U

vyjádřeme si potenciálńı energii jako

U = mgy +
1

2
k(
√
x2 + y2 − a0)2

hledejme tedy stacionárńı body této funkce dvou proměnných na varietě ϕ (pomoćı
Lagrangeových multiplikátor̊u - viz matematická analýza)

∂U

∂x
− λ∂ϕ

∂x
= k

x√
x2 + y2

(
√
x2 + y2 − a0)− 2b2xλ = 0

∂U

∂y
− λ∂ϕ

∂y
= mg + k

y√
x2 + y2

(
√
x2 + y2 − a0)− 2a2yλ = 0
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celkem se tedy dostáváme soustavu rovnic

x

(
1− 2b2λ− a0√

x2 + y2

)
= 0

y

(
1− 2a2λ− a0√

x2 + y2

)
=
mg

k

b2x2 + a2y2 − a2b2 = 0

tuto soustavu řeš́ı následuj́ıćı dva stacionárńı body:

x = 0, y = ±b

a body, které jsou řešeńım této soustavy rovnic

x2 = a2 − a2

b2
y2, kde x 6= 0

y

1− a0√
a2 − a2

b2
y2 + y2

 =
mg

k

2b2

b2 − a2

poznámka: z posledńı rovnice je vidět, že při m
k
→ 0je daľśım přibližným stacionárńım

bodem x = ±b, y = 0
Př́ıklad 4.5 �

Př́ıklad 4.6

Na př́ımce jsou dány tři ekvidistantńı elektricky nabité hmotné body s náboji
e1, e2, e3. Určete náboje tak, aby soustava byla v udané konfiguraci v rovnováze
a ukažte, že tato rovnováha neńı stabilńı.
Řešeńı: statická rovnováha pro ekvidistantńı náboje znamená, že podle principu virtuálńı
práce (virtuálńıho posunut́ı) muśı platit∑

i

Fiδxi = 0

protože naš́ım úkolem bude zjistit, je-li tato konfigurace v takové rovnováze stabilńı či
nikoliv, vyč́ısleme nejdř́ıve potenciál této soustavy

U(x1, x2, x3) =
e1e2

x2 − x1

+
e1e3

x3 − x1

+
e2e3

x3 − x2

potom śıly p̊usob́ıćı v této soustavě se vyjádř́ı
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Fi = −∂U
∂xi

a podmı́nka statické rovnováhy je pak

−
∑
i

∂U

∂xi
δxi = 0

a protože δxi můžou být obecně lineárně nezávislá je tato podmı́nka splněna právě když

−∂U
∂xi

= 0

což nás dovede v ekvidistantńıch bodech x2 − x1 = x3 − x2 = a ; x3 − x1 = 2a na
soustavu rovnic

−e1e2

a2
− e1e3

4a2
= 0

e1e2

a2
− e2e3

a2
= 0

e1e3

4a2
+
e2e3

a2
= 0

odtud dostaneme podmı́nku pro rovnováhu

e1 = e3 = e
e2 = −1

4
e1 = −1

4
e

abychom mohli nyńı rozhodnout, zda-li je tato rovnováha stabilńı, je nutné zjistit, jestli
v bodech stability potenciál U nabývá minimum.

pro přehlednost nyńı zvolme nové souřadnice yi = xi − x2 , i ∈ 3̂, tj. spoj́ıme novou
soustavu souřadnou pevně s prostředńım nábojem

potenciál má nyńı tvar

U(y1, y3) =
1

4
e2

(
+

1

y1

+ 4
1

y3 − y1

− 1

y3

)
=

1

4
e2 (y1 + y3)2

y1y2(y3 − y1)

a budeme zkoumat extrém této funkce dvou reálných proměnných v bodě [y1 = −a, y3 =
a]

U ′(y1, y3) =
1

4
e2

(
− 1
y2
1

+ 4
(y3−y1)2

1
y2
3
− 4

(y3−y1)2

)
a budeme zkoumat definitnost druhé derivace potenciálu (podrobnosti vyšetřováńı

reálných funkćı v́ıce proměnných se dozv́ıte v matematické analýze)
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U ′′(y1, y3) =
1

2
e2

(
1
y3
1

+ 4
(y3−y1)3 − 4

(y3−y1)3

− 4
(y3−y1)3 − 1

y3
3

+ 4
(y3−y1)3

)

U ′′(−a, a) =
1

2

e2

a3

(
−1

2
−1

2

−1
2
−1

2

)
tato matice je indefinitńı a tud́ıž potenciál nemá v této konfiguraci minimum a rov-

nováha je proto nestabilńı
Př́ıklad 4.6 �

Př́ıklad 4.9

Na hmotný bod vázaný na kulové ploše ϕ ≡ x2
1+x2

2+x2
3−r2 = 0 p̊usob́ı konstantńı

gravitačńı śıla ~F = (0, 0,−mg). Určete rovnovážné polohy (xoi )a složky reakčńı
śıly Ro

i v (xoi ).
Řešeńı:

opět použijeme metodu Lagrangeových multiplikátor̊u a tak dostaneme podmı́nky sta-
tické rovnováhy jako

x2
1 + x2

2 + x2
3 − r2 = 0

0 + 2λx1 = 0

0 + 2λx2 = 0

−mg + 2λx3 = 0

odkud dostaneme řešeńı

~xo = (0, 0,±r)

a reakčńı śıla v těchto bodech je

~Ro = (0, 0,mg)

Př́ıklad 4.9 �

56



Př́ıklad 4.10

Hmotný bod, na který p̊usob́ı konstantńı gravitačńı śıla ~F = (0, 0,−mg) je vázán
na dvě válcové plochy ϕ1 ≡ x2

1 +x2
3− a2 = 0 a ϕ2 ≡ x2

1 +x2
2− b2 = 0, kde a2 > b2 > 0.

Určete rovnovážné polohy (xoi ) a složky reakčńı śıly Ro
i v (xoi ). Které rovnovážné

polohy jsou stabilńı ?
Řešeńı: protože budeme na konci rozhodovat o stabilitě, použijeme v tomto př́ıkladě
metodu hledáńı extrému funkce v́ıce proměnné na varietách z matematické analýzy - zkou-
maná funkce bude potenciál U a budou nás zaj́ımat (a) stacionárńı body této funkce
vzhledem k varietám(b) v kterých bodech má tato funkce minimum vzhledem k varietám
(v takových bodech je potom rovnováha stabilńı).

(a) stacionárńı body
sestavme funkci

Λ = U − λ1ϕ1 − λ2ϕ2

po dosazeńı

Λ = mgx3 − λ1(x2
1 + x2

3 − a2)− λ2(x2
1 + x2

2 − b2)

a hledejme jej́ı stacionárńı body (tj. ∂Λ
∂xi

= 0)

∂Λ

∂x1

= −2λ1x1 − 2λ2x1 = 0

∂Λ

∂x2

= −2λ2x2 = 0

∂Λ

∂x3

= mg − 2λ1x3 = 0

a nezapomeňme ještě na vazbové podmı́nky

Φ ≡
{
ϕ1 ≡ x2

1 + x2
3 − a2 = 0

ϕ2 ≡ x2
1 + x2

2 − b2 = 0

takovouto soustavu rovnic potom řeš́ı (pro přehlednost liché indexy řešeńı odpov́ıdaj́ı
bod̊um maj́ıćım kladnou složku odpov́ıdaj́ıćı souřadnici x3 a sudé opačně - tj. body s lichými
indexy jsou ”nahoře”a body se sudými ”dole”, budeme-li se orientovat podle p̊usobeńı
t́ıhového pole)

indexy
řešeńı

x1 x2 x3 λ1 λ2
~R

0 ±b a mg
2a

0 (0, 0,mg)
0 ±b -a -mg

2a
0 (0, 0,mg)

±b 0
√
a2 − b2 mg

2
√
a2−b2 - mg

2
√
a2−b2 (0, 0,mg)

±b 0 -
√
a2 − b2 - mg

2
√
a2−b2

mg

2
√
a2−b2 (0, 0,mg)
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kde jsme použili ~R = (2x1λ1 + 2x1λ2, 2λ2x2, 2λ1x3)
(b) otázka minima ve stacionárńıch bodech
prvńı derivaci funkce Λ lze obecně zapsat (viz předchoźı rovnice)

Λ′ =

 −2λ1x1 − 2λ2x1

−2λ2x2

mg − 2λ1x3


druhá derivace bude

Λ′′ =

 −2λ1 − 2λ2 0 0
0 −2λ2 0
0 0 −2λ1


zkoumejme nyńı definitnost v jednotlivých stacionárńıch bodech a to tak, že zúž́ıme

druhou derivaci na tečný prostor (podrobnosti viz matematická analýza)

protože Φ′ =

(
2x1 0 2x3

2x1 2x2 0

)
, dostaneme v konkrétńıch př́ıpadech
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Φ′ Λ′′ př́ıslušná kvadratická forma(
0 0 2a

0 ±2b 0

)
mg
a

 −1 0 0
0 0 0
0 0 −1

Q(h) =

mg
a

(h, 0, 0)

 −1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 h
0
0

 =

−mg
a
h2

lokálńı maximum ⇒nestabilńı rov-
novážná poloha(

0 0 −2a
0 ±2b 0

)
mg
a

 1 0 0
0 0 0
0 0 1

 Q(h) =

mg
a

(h, 0, 0)

 1 0 0
0 0 0
0 0 1

 h
0
0

 =

mg
a
h2

lokálńı minimum ⇒stabilńı rov-
novážná poloha(

±2b
±2b

0
0

2
√
a2 − b2

0

)
mg√
a2−b2

 0 0 0
0 1 0
0 0 −1

Q(h) =

mg√
a2−b2 (0, h, 0)

 0 0 0
0 1 0
0 0 −1

 0
h
0

 =

mg√
a2−b2h

2

lokálńı minimum ⇒stabilńı rov-
novážná poloha(

±2b
±2b

0
0

−2
√
a2 − b2

0

)
mg√
a2−b2

 0 0 0
0 −1 0
0 0 1

Q(h) =

mg√
a2−b2 (0, h, 0)

 0 0 0
0 −1 0
0 0 1

 0
h
0

 =

− mg√
a2−b2h

2

lokálńı maximum ⇒nestabilńı rov-
novážná poloha

poznámka k řešeńı: postup užitý v tomto př́ıkladě neńı jediný možný, je však názorný
z hlediska aplikace poznatk̊u matematické analýzy

Př́ıklad 4.10 �

Př́ıklad 4.11

Pomoćı d’Alembertova principu odvod’te pohybovou rovnici matematického
kyvadla.
Řešeńı:
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zavedeme úhel ϕ jako obecnou souřadnici a pomoćı něj vyjádř́ıme všechny veličiny
vystupuj́ıćı v d’Alembertově principu

d’Alembert̊uv princip v kartézských souřadnićıch je (kde osa y směřuje ve směru t́ıhového
zrychleńı)

(−mẍ)δx+ (mg −mÿ)δy = 0

a použijeme vzhledem k povaze matematického kyvadla transformace

x = r sinϕ
y = r cosϕ

kde

ẍ = −rϕ̇2 sinϕ+ rϕ̈ cosϕ
ÿ = −rϕ̇2 cosϕ− rϕ̈ sinϕ

a

δx = r cosϕ δϕ
δy = −r sinϕ δϕ

transformujme d’Alembert̊uv princip na

(mrϕ̇2 sinϕ−mrϕ̈ cosϕ)r cosϕ δϕ− (mg +mrϕ̇2 cosϕ+mrϕ̈ sinϕ)r sinϕ δϕ = 0

mr2(−ϕ̈− g

r
sinϕ) δϕ = 0

a má-li být tato rovnost splněna pro libovolné δϕ, dostáváme pohybovou rovnici ma-
tematického kyvadla

ϕ̈+
g

r
sinϕ = 0

Př́ıklad 4.11 �

Př́ıklad 4.13

Dvě tělesa hmotnost́ı m1,m2 jsou spojena nehmotným vláknem délky l klouzaj́ıćım
bez třeńı po pevném válci o poloměru R. Určete pohyb soustavy pod vlivem
t́ıže s použit́ım d’Alembertova principu. Vypočtěte śılu naṕınaj́ıćı vlákno.
Řešeńı: necht’ kladný směr osy z směřuje ve směru p̊usobeńı t́ıhového zrychleńı

zapǐsme vazbu mezi tělesy jako

z1 + z2 = l − πR
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odkud plyne

z̈2 = −z̈2

zapǐsme d’Alember̊uv princip

(m1g − T −m1z̈1)δz1 + (m2g − T −m2z̈2)δz2 = 0

z kterého, má-li být tato rovnost splněna pro libovolné δzi, obdrž́ıme soustavu rovnic
(po použit́ı vazby)

m1g − T −m1z̈1 = 0

m2g − T +m2z̈1 = 0

snadno z této soustavy rovnic vyjádř́ıme

T = 2
m1m2

m1 +m2

g

a

z̈1 =
m1 −m2

m1 +m2

g

odkud integraćı dostáváme

z1(t) =
1

2

m1 −m2

m1 +m2

gt2 + żo1t+ zo1

z2(t) = −1

2

m1 −m2

m1 +m2

gt2 − żo1t− zo1 + l − πR

4.14 Těžńı klec. Lano nesoućı klec o hmotnosti M je vedeno přes kolo poloměru R a
je taženo silou F=F(t). Pomoćı d’Alembertova principu odvod’te pohybovou rovnici klece.
Moment setrvačnosti kola hmotnosti m vyjádřete pomoćı gyračńıho poloměru Rg, I =
mR2

g.
d’Alembert̊uv princip pro tuto situaci zńı

(F −Mg −Mz̈)δz + (−Iϕ̈)δϕ = 0

s použit́ım vztah̊u

ϕ̈ =
z̈

R

δz = Rδϕ

dostáváme
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(F −Mg −Mz̈)δz + (−m
R2
g

R
z̈)
δz

R
= 0

a tedy

(F −Mg −Mz̈ −m
R2
g

R2
z̈)δz = 0

odkud pohybová rovnice (
M +m

R2
g

R2

)
z̈ = F −Mg

Př́ıklad 4.13 �

Př́ıklad 4.15

Pomoćı d’Alembertova principu odvod’te pohybovou rovnici rotačńıho tělesa
( hmotnost m, poloměr R, gyračńı poloměr Rg), které se vaĺı bez klouzáńı po
rovině nakloněné pod úhlem α.
Řešeńı: d’Alembert̊uv princip v této situaci je

(mg sinα−ms̈)δs+ (−Iϕ̈)δϕ = 0

transformujeme pomoćı vztah̊u

δϕ =
δs

R

ϕ̈ =
s̈

R

I = mR2
g

na

(mg sinα−ms̈)δs+ (−mR2
g

s̈

R
)
δs

R
= 0

a po úpravě dostaneme

m

[
g sinα− s̈

(
1 +

R2
g

R2

)]
δs = 0

odkud obdrž́ıme pohybovou rovnici

s̈ =
g sinα

1 +
R2
g

R2
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Př́ıklad 4.15 �

Př́ıklad 4.18

Přesvědčete se př́ımým výpočtem, že změna vázanosti Z(ẍi) při změně zrych-
leńı o δẍi je rovna Z(ẍi+δẍi)−Z(ẍi) =

∑
i(miẍi−Fi)δẍi+ 1

2

∑
imi(δẍi)

2 a tedy podle
Gaussova principu

∑
i Fi −miẍi)δẍi = 0, (δxi = δẋi = 0)Z nabývá při skutečném

pohybu svého minima.
Řešeńı: veličina vázanost (nutkáńı) představuje

Z(ẍi) =
1

2

∑
i

mi

(
ẍi −

Fi
mi

)2

zkoumejme tedy

Z(ẍi + δẍi)− Z(ẍi) =
1

2

∑
i

{
mi

[
(ẍi + δẍi)

2 − ẍ2
i

]
− 2Fi [ẍi + δẍi − ẍi] +

F 2
i

mi

− F 2
i

mi

}

Z(ẍi+δẍi)−Z(ẍi) =
1

2

∑
i

mi

[
2ẍiδẍi + (δẍi)

2
]
−2Fiδẍi =

∑
i

(miẍi − Fi) δẍi+
1

2

∑
i

mi(δẍi)
2

což bylo dokázati
Př́ıklad 4.18 �

Př́ıklad 4.20

Vypočtěte hodnotu akce S =
∫ T

0
L dtpro(a) skutečný pohyb při volném pádu

hmotného bodu hmotnosti m, za(t) = 1
2
gt2(b) variovaný pohyb zb(t) = ct, kde c je

určeno podmı́nkou pevných konc̊u zb(T ) = za(T )(c) variovaný pohybzc(t) = at3,
kde a je určeno podmı́nkou pevných konc̊u zc(T ) = za(T ).Ukažte, že hodnota S
je v př́ıpadě (a) menš́ı než v př́ıpadech (b), (c).
Řešeńı: Lagrangeova funkce popisuj́ıćı volný pád je

L =
1

2
mż2 +mgz

nejprve urč́ıme z podmı́nek pevných konc̊u konstantu c

zb(T ) = cT = za(T ) =
1

2
gT 2

c =
1

2
gT
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a konstantu a

zc(T ) = aT 3 = za(T ) =
1

2
gT 2

a =
1

2

g

T

dosazujme tedy za z(t) postupně z (a),(b) a (c) a spoč́ıtejme hodnotu akce

Sa =

∫ T

0

Ldt =

∫ T

0

1

2
mg2t2 +

1

2
mg2t2dt =

1

3
mg2T 3

Sb =

∫ T

0

Ldt =

∫ T

0

1

8
mg2T 2 +

1

2
mg2Tt dt =

3

8
mg2T 3

Sc =

∫ T

0

Ldt =

∫ T

0

9

8

mg2

T 2
t4 +

1

2

mg2

T
t3 dt =

7

20
mg2T 3

je tedy zřejmé, že skutečnému pohybu skutečně odpov́ıdá nejmenš́ı akce
což bylo dokázati a spoč́ıtati

Př́ıklad 4.20 �

Př́ıklad 4.21

Bylo zjǐstěno, že hmotný bod při volném pádu s nulovou počátečńı rychlost́ı

uraźı dráhu z0 za dobu t0 =
√

2z0
g

. Předpokládejme, že pro z 6= z0doba pádu neńı

známa a že v́ıme jen to, že z(t) záviśı na t podle vztahu z(t) = at+ bt2. Ukažte,
že když konstanty a, b zvoĺıte tak, aby doba pádu z výšky z0 byla t0, pak akce
S =

∫ t0
0
L dtbude mı́t extrém jen při a = 0, b = 1

2
g.

Řešeńı: Lagrangeova funkce popisuj́ıćı volný pád je

L =
1

2
mż2 +mgz

kde ovšem

z(t) = at+ bt2

spoč́ıtejme akci

S(a, b) =

∫ t0

0

1

2
m(a2+2abt+b2t2)+mgat+mgbt2 dt =

1

6
m
[
3a2t0 + 6abt20 + 4b2t30 + 3agt20 + 2bgt30

]
zvolme nyńı konstanty a, b tak, aby

64



z(t0) = z0 = at0 + bt20

kde

t0 =

√
2z0

g

odkud zřejmě

z0 =
1

2
gt20

celkem jsme dostali rovnici

1

2
gt20 = at0 + bt20

odkud si vyjádř́ıme

a =
1

2
(g − 2b)t0

nyńı si můžeme pomoćı tohoto vztahu vyjádřit akci už jen jako funkci jedné proměnné
b

S(b) =
1

6
m
[
3
(
g
2
− b
)2
t30 + 6

(
g
2
− b
)
bt30 + 4b2t30 + 3

(
g
2
− b
)
gt30 + 2bgt30

]
= mt30

[
3

8
g2 − 1

6
gb+

1

6
b2

]
abychom našli extrém této funkce, muśıme znát stacionárńı bod jej́ı derivace

S ′(b0) =
1

6
mt30 [−g + 2b0] = 0

b0 =
g

2

a dopoč́ıtáme ještě

a0 =
1

2
(g − 2b0)t0 = 0

což bylo dokázati
Př́ıklad 4.21 �
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Př́ıklad 4.22

Vypočtěte akci S = 1
2

∫ 1

0
ẋ2 − x2 dt pro jednoparametrický systém trajektoríı

x = xε(t) = sin t+εt
sin 1+ε

a vyneste závislost S = S(ε) do grafu.

Řešeńı: nejprve si tedy spočtěme prvńı derivaci (respektive kvadrát derivace) trajektorie

ẋε(t) =
cos t+ ε

sin 1 + ε

ẋ2
ε =

cos2 t+ 2ε cos t+ ε2

(sin 1 + ε)2

x2
ε =

sin2 t+ 2εt sin t+ ε2t2

(sin 1 + ε)2

spočtěme tedy akci

S =
1

2(sin 1 + ε)2

∫ 1

0

cos2 t+ 2ε cos t+ ε2 − sin2 t− 2εt sin t− ε2t2dt

jemně ještě zjednoduš́ıme

S =
1

2(sin 1 + ε)2

∫ 1

0

cos 2t+ 2ε cos t+ ε2 − 2εt sin t− ε2t2dt

a ze znalost́ı integrál̊u, zvláštěpak∫ 1

0

t sin tdt = − cos 1 +

∫ 1

0

cos tdt = sin 1− cos 1

dostaneme

S =
1

2(sin 1 + ε)2

(
1

2
sin 2 + 2ε sin 1 + ε2 − 2ε sin 1 + 2ε cos 1− 1

3
ε2

)

S =
3 sin 1 cos 1 + 6ε cos 1 + 2ε2

6(sin 1 + ε)2

graf akce v závislosti na ε
Př́ıklad 4.22 �

Př́ıklad 4.24

Zapǐste Lagrangeovu funkci a pohybové rovnice částice v poli U(x), jestliže
zavedeme ”mı́stńı čas”τ = t− λx.
Řešeńı: Lagrangeova funkce se při přechodu k novým obecným souřadnićım a ”času”transformuje
takto
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L′ (x, dx
dτ
, τ) = L (x, dx

dt
, t)

dt

dτ

Lagrangeova funkce v tomto př́ıpadě je

L (x, dx
dt
, t) =

1

2
m
(
dx
dt

)2 − U(x)

a pomoćı vztah̊u

t = τ + λx

ji transformujme

L′ (x, dx
dτ
, τ) = L (x, dx

dt
, t) dt

dτ
=
[

1
2
m
(
dx
dt

dt
dτ

dτ
dt

)2 − U(x)
] (

1 + λdx
dτ

)
= 1

2
m
(
dx
dτ

)2 1

1+λ
dx
dτ

−(
1 + λdx

dτ

)
U(x)a tedy zkráceně můžeme psát

L′ (x, ẋ, τ) =
1

2
m

ẋ2

1 + λẋ
− (1 + λẋ)U(x)

Př́ıklad 4.24 �

Př́ıklad 4.25

Jak se transformuje Lagrangeova funkce L = −
√

1−
(
dx
dt

)2
při přechodu k souřadnićım

q a ”času”τ podle vztah̊u x = q coshλ+ τ sinhλ, t = q sinhλ+ τ coshλ (Lorentzova
transformace) ?
Řešeńı: pomoćı vztah̊u

dx = coshλdq + sinhλdτ
dt = sinhλdq + coshλdτ

přetransformujme Lagrangeovu funkci

L′ = L
dt

dτ
= −

(
sinhλ

dq

dτ
+ coshλ

dτ

dτ

)√
1−

(
coshλdq + sinhλdτ

sinhλdq + coshλdτ

)2

=

= −

√
(sinhλdq + coshλdτ)2

(dτ)2

(sinhλdq + coshλdτ)2 − (coshλdq + sinhλdτ)2

(sinhλdq + coshλdτ)2 =

= −

√
sh2λ (dq)2 + 2shλchλ dq dτ + ch2λ (dτ)2 − ch2λ (dq)2 − 2shλchλ dq dτ − sh2λ (dτ)2

(dτ)2 == −

√
sinh2 λ (dq)2 + 2 sinhλ coshλ dq dτ + cosh2 λ (dτ)2 − cosh2 λ (dq)2 − 2 sinhλ coshλ dq dτ − sinh2 λ (dτ)2

(dτ)2 == −

√
sh2λ (dq)2 + 2shλchλ dq dτ + ch2λ (dτ)2 − ch2λ (dq)2 − 2shλchλ dq dτ − sh2λ (dτ)2

(dτ)2 == −

√
(dτ)2 − (dq)2

(dτ)2

a tedy konečný výsledek
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L′ = −
√

1−
(
dq
dτ

)2

Př́ıklad 4.25 �
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5 Kapitola 5: Hamilton̊uv formalismus

Př́ıklad 5.2

Napǐste Hamiltonovu funkci volného hmotného bodu v kartézských, sférických
a cylindrických souřadnićıch.
Řešeńı: Hamiltonova funkce v obecných souřadnićıch je definovaná takto

H(pj, qj, t) =
∑
j

pj q̇j−L(qj,q̇j, t)

kde v našem př́ıpadě plat́ı

pj=
∂L

∂q̇j

(a) kartézské souřadnice

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− U(x, y, z)

odkud

px=mẋ
py=mẏ
pz=mż

a zpětně si vyjádř́ıme časové derivace souřadnice

ẋ = 1
m
px

ẏ = 1
m
py

ż = 1
m
pz

takže Hamiltonova funkce dostane tvar

H =
1

m

∑
j ∈ {x,y,z}

p2
j−

1

2
m( 1

m
pj)

2 + U(x, y, z) =
1

2m

∑
j ∈ {x,y,z}

p2
j + U(x, y, z)

(b) polárńı souřadnice

L =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2 sin2 θ + r2θ̇2)− U(r, ϕ, θ)

odkud

pr=
∂L

∂ṙ
= mṙ

pϕ=
∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇ sin2 θ
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pθ=
∂L

∂θ̇
= mr2θ̇

a zpětně

ṙ = 1
m
pr

ϕ̇=
1

mr2 sin2 θ
pϕ

θ̇ =
1

mr2
pθ

Hamiltonova funkce poté dostane tvar

H =
1

2m

(
p2
r +

p2
ϕ

r2
+

p2
θ

r2 sin2 θ

)
+ U(r, ϕ, θ)

(c) cylindrické souřadnice

L =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2 + ż2)− U(r, ϕ, z)

odkud dostaneme

pr=
∂L

∂ṙ
= mṙ

pϕ=
∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇

pz=
∂L

∂ż
= mż

zpětně si vyjádř́ıme

ṙ =
1

m
pr

ϕ̇ =
1

mr2
pϕ

ż =
1

m
pz

a Hamiltonova funkce dostává tvar

H =
1

2m

(
p2
r +

p2
ϕ

r2
+ p2

z

)
+ U(r, ϕ, z)

Př́ıklad 5.2 �
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Př́ıklad 5.3

Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu v poli kon-
zervativńıch sil (v kartézských souřadnićıch) a ukažte, že źıskané rovnice jsou
ekvivalentńı s rovnicemi Newtonovými.
Řešeńı: Hamiltonovy rovnice jsou dány vztahy

q̇j =
∂H

∂pj

ṗj = −∂H
∂qj

uplatńıme tedy znalost Hamiltonovy funkce v kartézských souřadnićıch (viz předchoźı
př́ıklad)

H =
1

2m
(p2

1 + p2
2 + p2

3) + U(x1, x2, x3)

a po dosazeńı do výše zmı́něných rovnic dostaneme, že pro j ∈ 3̂ plat́ı

ẋj =
∂H

∂pj
=

1

m
pj

což se dalo očekávat neb se jedná o hybnost a z druhé rovnosti dostaneme při použit́ı
prvńıho výsledku

ṗj = mẍj = −∂H
∂xj

= − ∂U
∂xj

a zaṕı̌seme-li tuto rovnici vektorově, dostáváme výsledek

~̇p = −∇U

Př́ıklad 5.3 �

Př́ıklad 5.4

Napǐste Hamiltonovu funkci harmonického oscilátoru.
Řešeńı: Lagrangeova funkce harmonického oscilátoru má tvar

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2

Hamiltonovu funkci dostaneme použit́ım

H =
∂L

∂ẋ
ẋ− L =

1

2
mẋ2 +

1

2
kx2
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a po dosazeńı výrazu

ẋ =
1

m
p

obdrž́ıme Hamiltonovu funkci

H(x, p) =
1

2m
p2 +

1

2
kx2

Př́ıklad 5.4 �

Př́ıklad 5.5

Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu pod vlivem
centrálńı śıly s potenciálem U(r) ve sférických souřadnićıch. Určete integrály
pohybu.
Řešeńı: Hamiltonova funkce v sférických souřadnićıch má tvar

H =
1

2m

(
p2
r +

p2
ϕ

r2
+

p2
θ

r2 sin2 θ

)
+ U(r)

Hamiltonovy rovnice

ṙ =
∂H

∂pr
=
pr
m

ϕ̇ =
∂H

∂pϕ
=

pϕ
mr2

θ̇ =
∂H

∂pθ
=

pθ
mr2 sin2 θ

ṗr = −∂H
∂r

=
p2
ϕ

mr3
+

p2
θ

mr3 sin2 θ
− ∂U

∂r

ṗϕ = −∂H
∂ϕ

= 0 integrál pohybu

ṗθ = −∂H
∂θ

=
p2
θ

mr2

cos θ

sin3 θ

Př́ıklad 5.5 �
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Př́ıklad 5.6

Hmotný bod m je vázán na válcovou plochu x2 + y2 = R2 a pohybuje se pod
vlivem centrálńı elastické śıly ~F = −k~̇r . Určete Hamiltonovu funkci, sestavte
Hamiltonovy rovnice a řešte je (v cylindrických souřadnićıch).
Řešeńı: Hamiltonova funkce volného hmotného bodu v cylindrických souřadnićıch (viz
př́ıklad 5.2) je dána vztahem

H =
1

2m

(
p2
r +

p2
ϕ

r2
+ p2

z

)
+ U(r, ϕ, z)

kde ovšem r = R = konst a U(r, ϕ, z) = U(z) = 1
2
k(x2 + y2︸ ︷︷ ︸

R2

+z2) = 1
2
k(R2 + z2)

mějme tedy tuto Hamiltonovu funkci s přesnost́ı na konstantu

H =
1

2m

(
p2
ϕ

R2
+ p2

z

)
+

1

2
kz2

Hamiltonovy pohybové rovnice maj́ı tvar
ṗϕ = −∂H

∂ϕ
= 0 integrál pohybu

ṗz = −∂H
∂z

= −kz

ż =
∂H

∂pz
=

1

m
pz odkud pz = mż

ϕ̇ =
∂H

∂pϕ
=

1

mR2
pϕ odkud pϕ = mR2ϕ̇

takže máme tuto soustavu diferenciálńıch rovnic a po dosazeńı dostaneme rovnice

ṗz = mz̈ = −kz

ṗϕ = mR2ϕ̈ = 0

kterou řeš́ı

z(t) = A cos(
√

k
m
t+ δ)

ϕ(t) = vϕ0t+ ϕ0

Př́ıklad 5.6 �
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Př́ıklad 5.7

Napǐste Hamiltonovu funkci částice s nábojem e a hmotnost́ı m v daném
vněǰśım elektromagnetickém poli s potenciály ϕ(~r, t), ~A(~r, t).
Řešeńı: napǐsme nejprve Lagrangeovu funkci a drobě si ji upravme

L =
1

2
m~̇r2 − e(ϕ− ~̇r ~A) =

1

2
m~̇r2 + e~̇r ~A− eϕ

pomoćı obecné hybnosti

~p =
∂L

∂~̇r
= m~̇r + e ~A

odvod́ıme, že

~̇r =
1

m
(~p− e ~A)

nyńı na základě Lagrangeovy funkce sestav́ıme Hamiltonovu funkci tak, že za ~̇r do-
sad́ıme z předešlého vztahu

H = ~p~̇r − L =
1

m
~p(~p− e ~A)− 1

2
m

1

m2
(~p− e ~A)2 − 1

m
(~p− e ~A)e ~A+ eϕ

H =
1

2m
~p2 − e

m
~p ~A+

1

2m
e2 ~A2 + eϕ

H =
1

2m
(~p− e ~A)2 + eϕ

Př́ıklad 5.7 �

Př́ıklad 5.8

Napǐste Hamiltonovu funkci částice v neinerciálńı soustavě souřadné rotuj́ıćı
s konstantńı úhlovou rychlost́ı ~Ω.
Řešeńı: vyjdeme ze vztahu pro energii v neinerciálńı soustavě

H = E =
1

2
m~v2 + U − ~p× ~r · ~Ω

a dosad́ıme do něj z výrazu pro hybnost

~v =
1

m
~p

č́ımž obdrž́ıme

H =
1

2m
~p2 + U − ~p× ~r · ~Ω
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Př́ıklad 5.8 �

Př́ıklad 5.9

Najděte Routhovu funkci symetrického setrvačńıku ve vněǰśım poli U(ϕ, θ),
vylouč́ı-li se cyklická souřadnice ψ.
Řešeńı: vyjdeme z Lagrangeovy funkce

L =
I1

2
(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ) +

I3

2
(ψ̇ + ϕ̇ cos θ)2 − U(ϕ, θ)

obecnou hybnost ve směru ψspoč́ıtáme z

p ψ =
∂L

∂ψ̇
= I3(ψ̇ + ϕ̇ cos θ)

a zpětně dostaneme, že

ψ̇ =
1

I3

p ψ − ϕ̇ cos θ

vylouč́ıme ψ , tj. Routhovu funkci budeme poč́ıtat jako

R = pψψ̇−L =
1

I3

p 2
ψ−pψϕ̇ cos θ− I1

2
(θ̇2+ϕ̇2 sin2 θ)− I3

2
(

1

I3

p ψ−ϕ̇ cos θ+ϕ̇ cos θ)2+U(ϕ, θ)

R =
1

2I3

p 2
ψ − pψϕ̇ cos θ − I1

2
(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ) + U(ϕ, θ)

Př́ıklad 5.9 �

Př́ıklad 5.10

Odvod’te Hamiltonovu funkci, zvoĺıte-li za Lagrangeovu funkci výraz
Řešeńı:

L =

[
1

2
m(ẋ+ ax)2 − 1

2
m(b2 − a2)x2

]
e2at

Ukažte, že Hamiltonovy rovnice jsou ekvivalentńı rovnici ẍ+2aẋ+b2x = 0 pro tlumený
harmonický oscilátor.

vyjádřeme nejprve obecnou hybnost

p =
∂L

∂ẋ
= m(ẋ+ ax)e2at
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odkud zřejmě

ẋ =
e−2at

m
p− ax

sestavme Hamiltonovu funkci

H =
∂L

∂ẋ
ẋ− L =

[
m(ẋ+ ax)ẋ− 1

2
m(ẋ+ ax)2 +

1

2
m(b2 − a2)x2

]
e2at

H =
1

2
m
[
ẋ2 − 2a2x2 + b2x2

]
e2at

a dosad’me sem za ẋ

H =
1

2
m

[
(
e−2at

m
p− ax)2 − 2a2x2 + b2x2

]
e2at

H =
1

2
m

[
e−4at

m2
p2 − 2

e−2at

m
pax+ a2x2 − 2a2x2 + b2x2

]
e2at

H =
e−2at

2m
p2 − pax+

1

2
m(b2 − a2)x2e2at

Hamiltonovy rovnice

ẋ =
∂H

∂p
=
e−2at

m
p− ax

ṗ = −∂H
∂x

= pa−m(b2 − a2)xe2at

a když za p dosad́ıme z prvńı rovnice do druhé dostáváme po provedeńı operace derivace

m(ẍ+ aẋ)e2at + 2am(ẋ+ ax)e2at = am(ẋ+ ax)e2at −m(b2 − a2)xe2at

tuto rovnici vyděĺıme me2at a dostaneme tak

ẍ+ 2aẋ+ b2x = 0

Př́ıklad 5.10 �
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Př́ıklad 5.11

Napǐste pohybové rovnice částice, jej́ıž Hamiltonova funkce je H(~r,~k) = c
|~k|

n(~r,~k)
(světelný

paprsek s vlnovým vektorem ~k).
Řešeńı: nejprve si uvědomı́me, že ∣∣∣~k∣∣∣ =

√
~k~k = k

a tedy Hamiltonovy rovnice budou

~̇r =
∂H

∂~k
=
c~k

nk
− c~k

n2

∂n

∂~k

~̇k = −∂H
∂~r

=
ck

n2

∂n

∂~r

Př́ıklad 5.11 �

Př́ıklad 5.12

Vypočtěte
{
eαq, eβp

}
.

Řešeńı: {
eαq, eβp

}
=
∂eαq

∂q

∂eβp

∂p
− ∂eαq

∂p

∂eβp

∂q
= αβeαq+βp

Př́ıklad 5.12 �

Př́ıklad 5.15

Dokažte, že plat́ı: jsou-li L1, L2 integrály pohybu, je i L3integrálem pohybu.
Řešeńı: vzhledem k výsledku př́ıkladu 5.13 snadno urč́ıme, že

{L1, L2} =
∑
k

ε12kLk = L3

a tedy zkoumáńı, je-li L3 integrálem pohybu, tj. zda

{L3, H}
?
= 0

převedeme na problém

{{L1, L2} , H}
?
= 0

zde ovšem aplikaćı Poissonovy věty : ”Poissonova závorka dvou integrál̊u pohybu je opět
integrálem pohybu.”dostáváme, že předchoźı rovnost skutečně plat́ı a otazńıček můžeme
smazat.
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což bylo dokázati.
Př́ıklad 5.15 �

Př́ıklad 5.17

Pomoćı Poissonovy věty odvod’te daľśı integrál Hamiltonových rovnic v př́ıpadě
hmotného bodu pod vlivem centrálńı śıly v otáčej́ıćı se soustavě, znáte-li prvńı

integrály v =
∑

i ∈ 3̂
p2
i

2m
+ U(r)a u =

∑
i ∈ 3̂

p2
i

2m
− Ω(x1p2 − x2p1) + U(r).

Řešeńı: spoč́ıtáme tedy nějakou novou funkci (označ́ıme ji w) jako Poissonovu závorku z
již známých prvńıch integrál̊u pohybu (Poissonova věta)

w = {u, v} = 0 =
∑
i ∈ 3̂

∂u

∂xi

∂v

∂pi
− ∂u

∂pi

∂v

∂xi
=

=

(
−Ωp2 +

∂U

∂x1

)
p1

m
−
(p1

m
+ Ωx2

) ∂U
∂x1

+

(
Ωp1 +

∂U

∂x2

)
p2

m
−
(p2

m
− Ωx1

) ∂U
∂x2

+
∂U

∂x3

p3

m
−p3

m

∂U

∂x3

=

= −Ωx2
∂U

∂x1

+ Ωx1
∂U

∂x2

= 0

dostali jsme tak daľśı integrál pohybu

w = −Ωx2
∂U

∂x1

+ Ωx1
∂U

∂x2

= 0

Př́ıklad 5.17 �

Př́ıklad 5.19

Ukažte, že transformace Qj = pj , Pj = −qj je kanonická.
Řešeńı: budeme zkoumat, zda-li existuje taková funkce F, která splňuje rovnici∑

j

PjdQj − pjdqj = dF

to jest po dosazeńı ∑
j

−qjdpj − pjdqj = dF

odkud je rovnou vidět, že

−d

(∑
j

qjpj

)
= dF
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−2
∑
j

qjpj= F

takže se nám to ukázat podařilo.
Př́ıklad 5.19 �

Př́ıklad 5.20

Ukažte, že kanonická transformace (x1, x2, x3, p1, p2, p3)→ (R,ϕ, z, PR, Pϕ, Pz) s vy-

tvořuj́ıćı funkćı F2 =
√
x2

1 + x2
2PR+(arctg x2

x1
)Pϕ+x3Pz převád́ı souřadnice kartézské

na cylindrické.
Řešeńı: ze vztah̊u

pi =
∂F2

∂xi
kde i ∈ 3̂

Pi = −∂F2

∂i
kde i ∈ {R,ϕ, z}

dostaneme po dosazeńı za F2soustavu vztah̊u

p1 =
∂F2

∂x1

=
x1√
x2

1 + x2
2

PR −
x2√
x2

1 + x2
2

Pϕ

p2 =
∂F2

∂x2

=
x1√
x2

1 + x2
2

PR +
x1√
x2

1 + x2
2

Pϕ

p3 =
∂F2

∂x3

=Pz

R =
∂F2

∂PR
=
√
x2

1 + x2
2

ϕ =
∂F2

∂Pϕ
= arctg

x2

x1

z =
∂F2

∂Pz
= x3

pomoćı nich můžeme též lehce vyjádřit

x1 = R cosϕ
x2 = R sinϕ
x3 = z

a dosadit do výraz̊u pro hybnosti, č́ımž dostaneme
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p1 = PRcosϕ− Pϕ
sinϕ

R

p2 = PRsinϕ+ Pϕ
cosϕ

R

p3=Pz

Př́ıklad 5.20 �

Př́ıklad 5.21

Ukažte, že transformace Q = arctg
(√

km q
p

)
, P = 1

2

(√
kmq2 + 1√

km
p2
)
je kanonická.

Užijte ji k řešeńı pohybových rovnice harmonického oscilátoru H = 1
2m
p2 + k

2
q2.

Řešeńı: nejprve vyjádř́ıme souřadnice q,p v závislosti na Q,P

q =

√
2P√
km

sinQ

p =

√
2P
√
km cosQ

pro ověřeńı, zda jsou takovéto transformace kanonické se pokuśıme nalézt takovou
funkci F, která splňuje rovnost

dF = PdQ− pdq

budeme tedy za p a q dosazovat výše napsané vztahy

dF
?
=PdQ−

√
2P
√
km cosQ

(√
2P√
km

cosQdQ+

√
1

2P
√
km

sinQdP

)

dF
?
=P

(
1− 2 cos2Q

)
dQ− 1

2
sin 2QdP

použijeme vztahu 2 cos2Q = 1 + cos 2Q

dF
?
=−P cos 2QdQ− 1

2
sin 2QdP

dF = d

(
−1

2
P sin 2Q

)
našli jsme tak hledanou funkci, proto je takováto transformace kanonická
přetransformujeme ještě Hamiltonovu funkci
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H ′ = 1
2m
p2 + k

2
q2 =

√
k

m
P

Hamiltonovy rovnice v nových souřadnićıch tedy budou

Q̇ =
∂H

∂P
=

√
k

m

Ṗ = −∂H
∂Q

= 0

a tedy

Q =

√
k

m
t+ CQ

P = CP

Př́ıklad 5.21 �

Př́ıklad 5.22

Ukažte, že transformace q = −
√

2Q√
km

sinP , p =

√
2Q
√
km cosP je kanonická.

Řešeńı: opět budeme hledat nějakou funkci F, která vyhovuje rovnici

dF = PdQ− pdq
tedy

dF
?
=PdQ−

√
2Q
√
km cosP

(
−
√

2

2Q
√
km

sinP −

√
2Q√
km

cosPdP

)

dF
?
=PdQ+ sinP cosPdQ+ 2Q cos2 PdP

dF
?
=

(
P +

1

2
sin 2P

)
dQ+ 2Q

(
1 + cos 2P

2

)
dP

dF
?
=

(
P +

1

2
sin 2P

)
dQ+Q (1 + cos 2P ) dP

dF = d

(
PQ+

1

2
Q sin 2P

)
podařilo se nám naj́ıt takovou funkci a proto je transformace kanonická.

Př́ıklad 5.22 �
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Př́ıklad 5.23

Jaké kanonické transformace určuj́ı vytvořuj́ıćı funkce F1 = 1
2

√
kmq2 cot gQ, resp.

F3 = − p2tgQ

2
√
km

? Lze je použ́ıt k řešeńı pohybových rovnic harmonického oscilátoru
?
Řešeńı:

prvńı funkce určuje kanonické transformace dané vztahy

p =
∂F1

∂q
=
√
kmq cot gQ

P = −∂F1

∂Q
=

1

2

√
kmq2 1

sin2Q
=

1

2

√
kmq2(1 + cot g2Q)

odkud dostaneme závislosti

tgQ =
√
km

q

p
⇒ Q = arctg

(√
km

q

p

)

P =
1

2

√
kmq2

(
1 +

p2

q2km

)
=

1

2

(√
kmq2 1√

km
p2

)
které jsou identické s kanonickými transformacemi z př́ıkladu 5.21 a lze je tedy použ́ıt

k řešeńı pohybových rovnic harmonického oscilátoru
druhá funkce určuje kanonické transformace

q = −∂F3

∂p
= p

1√
km

tgQ

P = −∂F1

∂Q
=

p2

2
√
km

1

cos2Q
=

p2

2
√
km

(
tg2Q+ 1

)
odkud dostaneme závislosti

tgQ =
q

p

√
km ⇒ Q = arctg

(
q

p

√
km

)

P =
p2

2
√
km

(
q2

p2
km+ 1

)
=

1

2

(
q2
√
km+ p2 1√

km

)
které jsou identické s kanonickými transformacemi z prvńı části tohoto př́ıkladu a tedy

i př́ıkladu 5.21 a lze je tedy použ́ıt k řešeńı pohybových rovnic harmonického oscilátoru
Př́ıklad 5.23 �
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Př́ıklad 5.24

Uvažujte transformaci (q, p) → (Q,P ), Q = qα cos βp, P = qα sin βp. Reálné kon-
stanty α, β je třeba určit tak, aby transformace byla kanonická. Odvod’te též
vytvořuj́ıćı funkci F.
Řešeńı: budeme požadovat, aby pro nějakou funkci F platilo

dF = PdQ− pdq

dosad’me tedy do tohoto výrazu za Q a P

dF = αq2α−1 sin(βp) cos(βp)dq − pdq − q2αβ sin2(βp)dp

použijeme trigonometrické vzorce a tento vztah uprav́ıme na

dF =
(α

2
q2α−1 sin(2βp)− p

)
dq +

(
β

2
q2α cos(2βp)− β

2
q2α

)
dp

abychom mohli napsat

dF = d(uv) = udv + vdu

je třeba, aby se rovnaly intergrály∫
α

2
q2α−1 sin(2βp)− p dq =

∫
β

2
q2α cos(2βp)− β

2
q2αdp

α

2

1

2α
q2α sin(2βp)− pq =

β

2

1

2β
q2α sin(2βp)− β

2
pq2α

tedy krátce

pq =
β

2
pq2α

odkud plyne, že hledaná reálná č́ısla jsou

α = 1
2

β = 2

a tedy

dF =

(
1

4
sin(4p)− p

)
dq + (q cos(4p)− q) dp

dF = d
[q

4
(sin(4p)− 4p)

]
a hledanou vytvořuj́ıćı funkci tak můžeme zapsat jako

F =
q

4
(sin(4p)− 4p)
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Př́ıklad 5.24 �

Př́ıklad 5.25

Ukažte, že tyto transformace jsou kanonické(a) Q =
√

2q
K

cos p, P =
√

2qK sin p(b)

Q = ln
(

sin p
q

)
, P = q cotg p(c) Q = ln

(
1 +
√
q cos p

)
, P = 2(1 +

√
q cos p)

√
q sin p

Řešeńı: v každém ze tř́ı př́ıpad̊u se budeme snažit nalézt nějakou funkci F takovou, že
splňuje rovnici

dF = PdQ− pdq
př́ıpad (a)

dF = PdQ− pdq =
√

2Kq sin p

(
1

2

√
2

Kq
cos p dq −

√
2q

K
sin p dp

)
− pdq

dF =

(
1

2
sin 2p− p

)
dq + q(cos 2p− 1)dp = d

(
1

2
q sin 2p− qp

)
F =

1

2
q sin 2p− qp

př́ıpad (b)

dF = PdQ− pdq = q cot g(p)

(
cot g(p) dp− 1

q
dq

)
− pdq

dF = q cot g2(p) dp− cot g(p)dq − pdq

dF = −d [q(cot g(p) + 1)]

F = −q(cot g(p) + 1)

př́ıpad (c)

dF = PdQ− pdq =
2(1 +

√
q cos p)

√
q sin p

1 +
√
q cos p

[
1

2
√
q

cos p dq −√q sin p dp

]
− pdq

dF =

(
1

2
sin 2p− p

)
dq + (q cos 2p− q) dp

dF = d

(
1

2
q sin 2p− qp

)
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F =
1

2
q sin 2p− qp

Př́ıklad 5.25 �

Př́ıklad 5.55

Najděte proměnné akce – úhel v př́ıpadě harmonického oscilátoru,

H =
1

2
(p2 + ω2q2).

Řešeńı:
Máme soustavu s jedńım stupněm volnosti, s = 1. Pro integraci nám tedy postač́ı

jeden integrál pohybu, za nějž zvoĺıme obecnou energii (Hamiltonián). Ve smyslu rovnice
U 5.11.11 tedy definujeme

P1 = H, α1 = E = const.

Harmonický oscilátor zřejmě vykonává finitńı pohyb, jak je vidět z rovnice

H = E
1

2
(p2 + ω2q2) = E

p2

2E
+
w2q2

2E
= 1,

varieta vytčená ve fázovém prostoru vztahem H = E pro libovolnou hodnotu energie

E je totiž elipsa o poloosách
√

2E a
√

2E
ω

. Je nav́ıc okamžitě zřejmé, že ve smyslu topologie
se jedná o torus T 1.

Zaved’me dle rovnice U 5.11.12 jednu akčńı proměnnou

I(E) := I1(α1) =
1

2π

∮
M

pdq.

Integrace přitom prob́ıhá po elipse M (triviálně jediné kružnici na dané varietě) paramet-
rizované rovnicemi

p(φ) =
√

2E cosφ,

q(φ) =
√

2E
ω

sinφ,

φ ∈< 0, 2π),

je tedy

pdq =
√

2E cosφ ·
√

2E

ω
cosφdφ =

2E

ω
cos2 φdφ
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a odsud již

I(E) =

∫ 2π

0

2E

ω
cos2 φdφ =

2E

ω
· 1

2
=
E

ω
. (1)

Dále podle návodu je nyńı třeba vztah (1) zinvertovat na tvar E = ωI, dosadit do
rovnice variety

1

2
(p2 + ω2q2) = E = ωI

a vyjádřit p pomoćı q a I:
p = ±

√
2ωI − ω2q2. (2)

Nyńı máme vše připraveno k nalezeńı vytvořuj́ıćı funkce

S0(q, I) =

∫ q

0

p(q̃, I)dq̃ = ±
∫ q

0

√
2ωI − ω2q̃2dq̃ = ±2I

∫ √ω2Iq

0

√
1− z2dz.

Bude třeba si připravit integrál

A =
∫ √

1− z2dz = z
√

1− z2 +
∫

z2
√

1−z2dz = z
√

1− z2 +
∫ 1−(1−z2)√

1−z2 dz

= z
√

1− z2 + arcsin z − A = 1
2
(z
√

1− z2 + arcsin z).

S výsledkem tohoto pomocného výpočtu již snadno vyjádř́ıme

S0(q, I) = ±I(

√
ω

2I
q ·
√

1− ω q
2

2I
+ arcsin

√
ω

2I
q) = ±(

q

2

√
2ωI − ω2q2 + I arcsin

√
ω2Iq).

V tento okamžik tedy máme už jednu z nových kanonických souřadnic, I, vyjádřenou
formálně pomoćı rovnice (1), druhou źıskáme z funkce S0, která má význam vytvořuj́ıćı
funkce F2 v proměnných ”stará souřadnice, nová hybnost”. Plat́ı tedy

θ =
∂S0

∂I
= . . . = ± arcsin

√
ω

2I
q. (3)

Rovnicemi (2) a (3) je již zcela určen přechod mezi proměnnými (p, q) a (I, θ). Pro
úplnost ještě můžeme z těchto vztah̊u se smı́̌senými proměnnými vyjádřit např́ıklad ”nové”souřadnice
pomoćı ”starých”:

I =
p2 + ω2q2

2ω
,

θ = ± arcsinωq
√
p2 + ω2q2.

Př́ıklad 5.55 �
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6 Kapitola 7: speciálńı teorie relativity

Př́ıklad 7.1

Transformačńı matice A = (αµν ) má prvky α0
0 = γ, α0

k = αk0 = −βγnk, αjk =
αkj = (γ − 1)njnk + δjk, kde β, γ = 1√

1−β2
, n1, n2, n3 jsou parametry a ~n2 = n2

1 +

n2
2 + n2

3 = 1.Ukažte, že1) matice A splňuje podmı́nku ATGA = G Lorentzovy

transformace2) systém S’ se pohybuje vzhladem k S konstantńı rychlost́ı ~V =
cβ~n3) pro pohyb ve směru x1(tj. ~nT = (1, 0, 0)) dostaneme matici (7.2.11 str.
244)
Řešeńı: zadanou matici A přeṕı̌seme do přehledněǰśıho tvaru

A =

(
γ −βγ~nT
−βγ~n I + (γ − 1)~n~nT

)
1) vyšetř́ıme platnost vztahu ATGA = G
poznamenejme, že matice A je symetrická -proto A = AT

ATGA =

(
γ −βγ~nT
−βγ~n I + (γ − 1)~n~nT

)(
1 0
0 −I

)(
γ −βγ~nT
−βγ~n I + (γ − 1)~n~nT

)

ATGA =

(
γ βγ~nT

−βγ~n −I − (γ − 1)~n~nT

)(
γ −βγ~nT
−βγ~n I + (γ − 1)~n~nT

)

ATGA =

(
γ2 − β2γ2~nT~n

(
−βγ2 + βγ + βγ(γ − 1)~nT~n

)
~nT(

−βγ2 + βγ + βγ(γ − 1)~nT~n
)
~nT β2γ2~n~nT −

(
I + (γ − 1)~n~nT

)2

)
v daľśım kroku použijeme ~nT~n = ~n2 = 1

ATGA =

(
γ2 − β2γ2 (−βγ2 + βγ + βγ2 − βγ)~nT

(−βγ2 + βγ + βγ2 − βγ)~nT β2γ2~n~nT − I − 2(γ − 1)~n~nT − (γ − 1)2~n~nT~n~nT

)
použijeme též γ = 1√

1−β2
a rovnou dostaneme

ATGA =

(
1 0
0 −I

)
= G

2) vzájemný pohyb systémů

vezměme čtyřvektor počátku soustavy S‘ v soustavě S ~x =

(
ct
~r

)
, který se má pohy-

bovat rychlost́ı ~V , tj.

~x =

(
ct
~V t

)
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dále známe polohu tohoto počátku v soustavě S’

~x′ =

(
ct′

~0

)
pomoćı transformačńıch vztah̊u

~x′ = A~x

odkud

~x = A−1~x′

snadno urč́ıme hledanou rychlost a to použit́ım výše ověřené identity

ATGA = G

totiž

ATG = GA−1

a tak nám stač́ı zleva vynásobit zkoumaný výraz matićı G

G~x = GA−1~x′

neboli po dosazeńı(
1 0
0 −I

)(
ct
~V t

)
=

(
γ −βγ~nT
−βγ~n I + (γ − 1)~n~nT

)(
ct′

~0

)
odkud (

ct

−~V t

)
=

(
γct′

−βγ~nct′
)

a konečně vyjádř́ıme-li si t′ = 1
γ
t, dostáváme po menš́ıch kráceńıch hledaný výraz

~V = cβ~n

3) posledńı část př́ıkladu

obyčejným dosazeńım do výše uvedené matice Avektoru ~n =

 1
0
0

 źıskáme hledanou

matici
Př́ıklad 7.1 �
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Př́ıklad 7.2

Přesvědčete se, že Lorentzovy transformace je možno zapsat v kompaktńı

vektorové podobě ~r′ = ~r +
(
γ−1
V 2

~V · ~r − γt
)
~V , t′ = γ

(
t− ~V ·~r

c2

)
.

Řešeńı: rozlož́ıme radius vektor na dvě složky – ~r‖ rovnoběžnou s ~V a~r⊥ kolmou k ~V

~r = ~r‖ + ~r⊥

kde ~r‖ lze vyjádřit ve tvaru

~r‖ =
~V · ~r
V 2

~V

a proto též

~r⊥ = ~r −
~V · ~r
V 2

~V

Lorentzovou transformaćı ~r⊥z̊ustává nezměněné a~r‖ se transformuje jako

~r′‖ =
~r‖ − ~V t√

1− V 2

c2

= γ
(
~r‖ − ~V t

)
dostaneme tedy

~r′ = ~r⊥ + γ~r‖ − γ~V t

po dosazeńı výše vyjádřených složek obdrž́ıme

~r′ = ~r −
~V · ~r
V 2

~V + γ
~V · ~r
V 2

~V − γ~V t

a po úpravách

~r′ = ~r +

(
(γ − 1)

~V · ~r
V 2
− γt

)
~V

čas se transformuje jako

t′ = γ

(
t−

~V ~r

c2

)

Př́ıklad 7.2 �
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Př́ıklad 7.4

Odvod’te zákon skládáńı rychlost́ı pro libovolnou vzájemnou orientaci obou
rychlost́ı. Jak se zjednoduš́ı pro V � c? Jaká bude velikost výsledné rychlosti
?
Řešeńı: budeme zkoumat d~r

dt
(viz 7.2) přičemž vezmeme v úvahu časovou konstantnost

rychlosti ~V
inverzńı transformace k výsledku z př́ıkladu 7.2 jsou až na znaménko u ~V identické

~r = ~r′ −

(
−(γ − 1)

~V · ~r′

V 2
− γt′

)
~V

t = γ

(
t′ +

~V ~r′

c2

)
tedy

d~r

dt
=
d~r′ −

(
−(γ − 1)

~V ·d~r′
V 2 − γdt′

)
~V

γ
(
dt′ +

~V d~r′

c2

) =

d~r′

dt′
−
(
−(γ − 1)

~V
V 2

d~r′

dt′
− γ
)
~V

γ
(

1 +
~V
c2
d~r′

dt′

)
což lze také zapsat

~̇r =

[
~̇r′

γ
+
γ − 1

γ

~V ~̇r′

V 2
~V + ~V

](
1 +

~V ~̇r′

c2

)−1

=

[
~̇r′
√

1− β2 + (1−
√

1− β2)
~V ~̇r′

V 2
~V + ~V

](
1 +

~V ~̇r′

c2

)−1

při aproximaci V � c se tento vztah zjednoduš́ı na

~̇r =
(
~̇r′ + ~V

)(
1 +

~V ~̇r′

c2

)−1

pomoćı binomické věty dostaneme při zanedbáńı vyšš́ıch řád̊u v V
c

vztah

~̇r = ~̇r′ + ~V −
~V ~̇r′

c2
~̇r′

velikost výsledné rychlosti dostaneme př́ımým výpočtem normy

~̇r2 =

[
~̇r′
√

1− β2 + (1−
√

1− β2)
~V ~̇r′

V 2
~V + ~V

]2(
1 +

~V ~̇r′

c2

)−2

~̇r2 =

[(
~̇r′ + ~V

)
+ (1−

√
1− β2)

(
~V ~̇r′

V 2
~V − ~̇r′

)]2(
1 +

~V ~̇r′

c2

)−2
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... po zdlouhavých úpravách ...

~̇r2 =

[(
~̇r′ + ~V

)2

+ β2
~V ~̇r′~V ~̇r′

V 2
− β2~̇r′2

](
1 +

~V ~̇r′

c2

)−2

~̇r2 =

[(
~̇r′ + ~V

)2

+
1

c2

(
~V ~̇r′~V ~̇r′ − V 2~̇r′2

)](
1 +

~V ~̇r′

c2

)−2

což lze též zapsat jako

~̇r2 =

(
~̇r′ + ~V

)2

− 1
c2

(
~̇r′ × ~V

)2

(
1 +

~V ~̇r′

c2

)2

Př́ıklad 7.4 �

Př́ıklad 7.5

Relativńı rychlost dvou částic je definována jako rychlost jedné z nich v sou-
stavě, v ńıž je druhá v klidu. Určete kvadrát v2

rel, jestliže v některé inerciálńı
soustavě částice maj́ı rychlost ~v1, ~v2.
Řešeńı: do výsledku předchoźıho př́ıkladu dosad́ıme za ~̇r = ~vrel, ~̇r

′ = ~v1, ~V = −~v2 a
dostaneme tak

~v2
rel =

(~v1 − ~v2)2 − 1
c2

(~v1 × ~v2)2(
1− ~v1~v2

c2

)2

Př́ıklad 7.5 �

Př́ıklad 7.6

Rapidita µ je definována pomoćı vztahu tghµ = V
c
. Ukažte, že coshµ = γ, sinhµ =

βγ. Ze vzorce př. 7.5 pro relativńı rychlost odvoĎte ”kosinovou větu”pro rela-
tivńı rapiditu.
Řešeńı: vztah

tghµ =
V

c
= β =

sinhµ

coshµ

umocńıme na druhou

β2 = tgh2µ =
sinh2 µ

cosh2 µ
= 1− 1

cosh2 µ
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a tedy

coshµ =
1√

1− β2
= γ

obdobně

sinhµ = coshµ tghµ = γβ

vzorec z př́ıkladu 7.5

~v2
rel =

[
(~v1 − ~v2)2 +

1

c2

(
~v1~v2~v1~v2 − ~v2

1~v
2
2

)](
1− ~v1~v2

c2

)−2

nejprve vhodně uprav́ıme na tvar
(

1− v2
rel

c2

)
=
(

1− v2
1

c2

)(
1− v2

2

c2

) (
1− ~v1~v2

c2

)−1

1− ~v2
rel

c2
=

1− 2~v1~v2

c2
+ ~v1~v2~v1~v2

c4
− (~v1−~v2)2

c2
− ~v1~v2~v1~v2−~v2

1~v
2
2

c4(
1− ~v1~v2

c2

)2

1− ~v2
rel

c2
=

1− 2~v1~v2

c2
− ~v2

1−2~v1~v2+~v2
2

c2
− ~v2

1~v
2
2

c4(
1− ~v1~v2

c2

)2

1− ~v2
rel

c2
=

1− ~v2
1+~v2

2

c2
− ~v2

1~v
2
2

c4(
1− ~v1~v2

c2

)2 =

(
1− ~v2

1

c2

)(
1− ~v2

2

c2

)
(
1− ~v1~v2

c2

)2

pužijeme zavedené substituce

1− ~v2

c2
= 1− tgh2µ =

cosh2 µ− sinh2 µ

cosh2 µ
=

1

cosh2 µ

dostaneme

1

cosh2 µrel
=

1

cosh2 µ1 cosh2 µ2

(
1− ~v1~v2

c2

)2

a jelikož výraz(
1− ~v1~v2

c2

)2

=

(
1− ~v1~v2

c2

v1v2

v1v2

)2

= (1− tghµ1 tghµ2 cosχ)2 ,

kde χ znač́ı úhel sv́ıraj́ıćı vektory rychlost́ı ~v1, ~v2 – tj. cosχ = ~v1~v2

v1v2
dostaneme po

převráceńı nakonec

coshµrel = coshµ1 coshµ2 − sinhµ1 sinhµ2 cosχ.

Př́ıklad 7.6 �
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Př́ıklad 7.10

Světelný rok je vzdálenost, kterou světlo uraźı za jeden rok. Vyjádřete zrych-
leńı volného pádu g v jednotkách světelný rok/rok2. Čemu se rovná rychlost
světla v těchto jednotkách? (1 rok = 3.15 · 107s)
Řešeńı: převedeme si sekundy a metry do nových jednotek

1 s =
1

3, 15 · 107 rok

1 m =
1

c · 3, 15 · 107
sv.rok

potom již snadně převedeme

g = 9, 81 m/s2 =
9.81 · 3, 15 · 107

3 · 108
sv.rok/rok2= 1, 03 sv.rok/rok2

c = 3 · 108 m/s =
3 · 108 · 3, 15 · 107

3 · 108 · 3, 15 · 107
sv.rok/rok = 1 sv.rok/rok

7.11 Kosmická lod’ se pohybuje s takovým zrachleńım, že jej́ı posádka ćıt́ı konstantńı
śılu rovnou zemské t́ıži. Z hlediska pozorovatele na Zemi, odkud lod’ odstartovala, tento
jej́ı pohyb trvá 5 let. Jak daleko lod’ za tuto dobu ulet́ı a jaké rychlosti dosáhne ?

vyjdeme ze vztahu pro śılu

F =
m0c

2

b
= m0g

odkud

b =
c2

g
= 9, 17 · 1015m = 0, 97 sv.rok

rychlost bude

v =
c2t√

b2 + c2t2
= {t = 5 let} = 0, 98 sv.rok/rok = 0, 98 c

uletěná vzdálenost

x =
(√

b2 + c2t2 − b2
)

= {t = 5 let} = 4, 15 sv.rok

Př́ıklad 7.10 �
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Př́ıklad 7.15

Fizeaůuv pokus (??). Fizeau měřil pomoćı interferometru rychlost světla v v ka-
palinách tekoućıch po i proti směru š́ı̌reńı světla (rychlost́ı ±V ) a zjistil závislost
v = c

n
±V

(
1− 1

n2

)
, kde n je index lomu kapaliny. Odvod’te tento empirický vztah

pomoćı zákona skládáńı rychlost́ı.
Řešeńı: do výsledku př́ıkladu 7.4 dosad́ıme za ~̇r′ = c

n
a vzhledem k tomu, že jsme v tomto

př́ıkladě v konečném výsledku zanedbali všechny členy binomického rozvoje vyšš́ıho řádu
než V

c
, okamžitě dostáváme výsledek

v =
c

n
± V ∓ V

c2

c2

n2
=
c

n
± V

(
1− 1

n2

)
Př́ıklad 7.15 �

Př́ıklad 7.17

Rychlost ~v(v soustavě S) lež́ı v rovině xy a sv́ırá s osou x úhel θ; podobně je
definován úhel θ’ pro rychlost ~v′v soustavě S’. Odvod’te vztah mezi θ a θ’ při
speciálńı Lorentzově transformaci S → S ′ (viz skripta 7.1.3).
Řešeńı: opět použijeme výsledku př́ıkladu 7.4 kde dosad́ıme za

~̇r′T = (v′ cos θ′, v′ sin θ′, 0)

~V T = (V, 0, 0)

a dostaneme tak

vx =
v′ cos θ′

√
1−β2+(1−

√
1−β2)V v

′
V 2 cos θ′V+V

1+V v′
c2

cos θ′
= v′ cos θ′+V

1+V v′
c2

cos θ′

vy =
v′ sin θ′

√
1−β2

1+V v′
c2

cos θ′

vz = 0

zaj́ımá nás ovšem velikost úhlu θ

tgθ =
vy
vx

=
v′ sin θ′

√
1− β2

v′ cos θ′ + V

Př́ıklad 7.17 �
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Př́ıklad 7.18

Odvod’te transformačńı vztahy pro úhly θ , θ’ za podmı́nek př. 7.17, jestliže
v = v′ = c. Vypočtěte ∆θ = θ′ − θ při V � c.
Řešeńı: dosad́ıme tyto hodnoty do předchoźıho výrazu

tgθ =
c sin θ′

√
1− β2

c cos θ′ + V
=

sin θ′
√

1− β2

cos θ′ + β

v daľśım budeme potřebovat mit vyjádřeno

cos θ = cos θ′+β
1+β cos θ′

sin θ =
sin θ′
√

1−β2

1+β cos θ′

abychom přibližně vyjádřili ∆θ, budeme za t́ımto účelem zkoumat

sin ∆θ = sin(θ′ − θ) = sin θ′ cos θ − sin θ cos θ′

a dosad́ıme za sinθ a cosθ předešlých vzorc̊u

sin ∆θ = sin θ′
cos θ′ + β

1 + β cos θ′
− sin θ′

√
1− β2

1 + β cos θ′
cos θ′

sin ∆θ =
β sin θ′

1 + β cos θ′
+

sin θ′ cos θ′
(

1−
√

1− β2
)

1 + β cos θ′

při aproximaci β � 1 zanedbáme pravý člen a jmenovatel prvńıho zlomku nahrad́ıme
jedničkou

sin ∆θ ≈ β sin θ′

pro malá ∆θ proto můžeme aproximovat sin ∆θ ≈ ∆θ a psát, že

∆θ
.
=
V

c
sin θ′

7.24 Vypočtěte rychlosti částic v těchto př́ıpadech:a) elektrony ve výbojce E = 300 eV b)
elektrony v synchrotronu E = 300 MeV c) protony v synchrocyklotronu E = 680 MeV d)
protony v synchrofázotronu E = 10 GeV (mec

2 = 0, 511 MeV, mpc
2 = 938, 2 MeV )

ve všech př́ıpadech plat́ı vztah

E +m0c
2 = mc2 =

m0c
2√

1− v2

c2

vyjádř́ıme si rychlost
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v =

√
1−

(
m0c2

E +m0c2

)2

c

budeme postupně dosazovat
a) E = 300 eV

v =

√
1−

(
mec2

E +mec2

)2

c = 0, 0342511 c

b) E = 300 MeV

v =

√
1−

(
mec2

E +mec2

)2

c = 0, 9999986 c

c) E = 680 MeV

v =

√
1−

(
mpc2

E +mpc2

)2

c = 0, 8147731 c

d) E = 10 GeV

v =

√
1−

(
mpc2

E +mpc2

)2

c = 0, 9963147 c

Př́ıklad 7.18 �

Př́ıklad 7.26

V kosmickém zářeńı se vyskytuj́ı protony s energíı řádu 1010 GeV . Necht’ dráha
tohoto protonu prot́ıná naši Galaxii podél pr̊uměru 1010světelných let. Srov-
nejte čas potřebný k pr̊uletu v systému spojeném se Zemı́ a v klidové soustavě
protonu.
Řešeńı: rychlost protonu o takovéto řádové energii je

v =

√
1−

(
0, 9382 GeV

1010 GeV

)2

c
.
= c

a tedy doba pr̊uletu pozorovaná v soustavě spjaté se Zemı́ bude

t = 105 let

a v klidové soustavě protonu bude tento čas přibližně (m0c
2 ≈ 1 GeV )
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τ =
m0c

2

E
t =

1

1010
· 105 · 365 · 24 · 3600 s

.
= 315 s

Př́ıklad 7.26 �

Př́ıklad 7.27

Mezon π0s klidovou hmotnost́ı m0 pohybuj́ıćı se rychlost́ı v se rizpadá na dvě
stejná kvanta zářeńı gama (fotony). Určete úhel ϕ, který budou sv́ırat směry
pohybu foton̊u.
Řešeńı: použijeme zákon zachováńı energie – hybnosti

po rozpadu muśı platit, že

E = E1 + E2

a zároveň

~p = ~p1 + ~p2,

kde se budeme zřejmě zaj́ımat pouze o složky p1 cos ϕ
2

= p2 cos ϕ
2

a pomoćı těchto tř́ı
vztah̊u sestav́ıme rovnice

E = mc2 =
m0c

2√
1− v2

c2

= 2m1c
2 = 2E1 = 2E2

p = mv =
m0v√
1− v2

c2

= p1 cos
ϕ

2
+ p2 cos

ϕ

2
= 2m1c cos

ϕ

2

odkud dosazeńım za 2m1 z rovnosti energíı

m0v√
1− v2

c2

=
m0√
1− v2

c2

c cos
ϕ

2

dostáváme

ϕ = 2 arccos
v

c
.

Př́ıklad 7.27 �
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Př́ıklad 7.28

Dokažte, že v nepř́ıtomnosti vněǰśıho pole se foton nemůže změnit v pár
elektron-pozitron.
Řešeńı: Uvažujme, co by se stalo, kdyby se foton o hybnosti (pµ) změnil v pár elektron [o
hybnosti (pµ−)] pozitron [o hybnosti (pµ+)]

zákon zachováńı hybnosti-energie zńı

pµ = pµ− + pµ+

protože má foton nulovou klidovou hmotnost, plat́ı

pµp
µ = p−µp

µ
− + 2p−µp

µ
+ + p+µp

µ
+ = 0

v těžǐst’ové soustavě plat́ı (hmotnost elektronu je táž jako pozitronu)

(pµ−) =

(
E

c
, ~p−

)

(pµ+) =

(
E

c
, ~p+

)
=

(
E

c
,−~p−

)
proto zřejmě

p−µp
µ
+ = gµνp

ν
−p

µ
+ =

E2

c2︸︷︷︸
>0

+ ~p2
1︸︷︷︸

>0

p−,µp
µ
− = p+,µp

µ
+ = m2

±c
2︸ ︷︷ ︸

>0

,

celkem tedy

pµp
µ = p−µp

µ
− + 2p−µp

µ
+ + p+µp

µ
+ > 0,

což je spor s předpokladem nulové klidové hmotnosti fotonu.
Př́ıklad 7.28 �
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