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Dulezité informace
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1 Kapitola 1: Newtonova mechanika

Priklad 1.1

Dokazte, ze poloha hmotného stredu, definovaného vztahem

—
_ Za maﬁ’
R= SN

nezavisi na volbé pocatku.
Resend: Transformujme souradnice vztahy ¥ =" +d a R = R'4+d a po dosazeni dostaneme

fo SaMala _ NaMale 435, Ma _ NoMalh |

B ZO( mOé o mO& ZOC mOZ

Porovndnim s R = R’ + @ dostdvame

_,,
R +d= 2o MaTa +a
Zama

a po odec¢teni @ od obou stran dostaneme opét

R’/ o Za ma,’ﬂa

B Zama .

Piiklad 1.1 O

Priklad 1.2

Pohybové rovnice bezsilového hmotného bodu v kartézkském systému S’, ktery
se libovolné pohybuje viaéi inercialnimu systému S, ma tvar

M= mi 4+ mi X 7 4 2m@ X 7+ m x (@ x 7) + miA0') =0,

kde & je vektor okamzité tihlové rychlosti otaceni S’, ktery se vzhledem k S
otaci kolem osy z konstantni tihlovou rychlosti wy (#(0') = 0), se tato pohybova
rovnice zjednodusi na i’ — 2wy — wir' =0, §' + 2w’ — wiy' =0, 2 = 0.

Resend: Vyjdeme z rovnosti

mrF=mr +md X 7 +2ma X 7+ md x (& x 7) + mr(0') = 0,

kde & = (0,0,wp) a & = (0,0,0), takze rozepséno po slozkdch dostaneme maticové

o 0 —2w 0 —wi 0 0
r=r 4+ 2w 0 0|7+ 0 —wi 0]7=0,
0 0 0 0 0 0

coz je hledana soustava diferencidlnich rovnic.

Piiklad 1.2 O




Priklad 1.3

Urctete: (a) Obecné feSeni soustavy diferencidlnich rovnic z ptikladu 1.2; (b)
Parametrické rovnice trajektorie bezsilového bodu vypusténého v ¢aset = 0 s
nulovou pocatecni rychlosti z bodu 2/ =a, ¢y =2 =0.

Resent: (a) Reseni diferencidlni rovnice z pifkladu 1.2 zjednodusené vynechdnim z-ové
slozky

- 0 -1 - R
77+2w0(1 0 )n—w%n:O

()= ()

Dosad'me toto feseni do diferencidlni rovnice

AN — w2 —2wpA X\ x
2w A2 —w? y )¢ =%

Dostavame podminku, ze

budeme hledat ve tvaru

=0,

A2 — w2 —2woA
2woX A —w?

t.
(A2 —w?)” + 42X = (N + )’ =0,

s TeSenim A\ = +iwy, které nam odhali obecné teseni soustavy diferencialnich rovnic

— Xl iwot X2 —iwot
”‘(Yl ) +(y2 >

L (7 [ (Xi+ Xy)coswpt + i( X2 — X7) sinwt
" v ) (Y1 4+ Y5) coswot +i(Ya — Y7) sinwpt :

(b) Poc¢atecni podminky jsou

nebo téz

t].

které splnuji



Resen{ je tedy tvaru

2'(t) = acos wyt
y'(t) =0
2Z'(t) =0

Piiklad 1.3 O

Priklad 1.4

Vypoctéte celkovy moment hybnosti L@ soustavy hmotnych bodi v systému 5,
ale vzhledem k bodu @ # 0, ktery ma v S pevnou polohu (tj. F(Q) = 0). Udejte,
pro které body Q je L9 = L. Ukazte, ze L? = I, kde L' je moment hybnosti v
soustavé S’ vzhledem k pocatku O’ = (), jestlize se S’ neotaci vuéi S.

Resent: Pouzijme vztah

L=L%+7Q) x P+7Q) x MFA(Q) +t7(Q) x P —#(Q) x MR,
do kterého dosadime ptredpoklady a vyjadiime z néj

[P =L —7Q)xP.

Rovnost L = L? nastava pravé kdyz jsou vektory P a 7(Q) kolinedrni.

Piiklad 1.4 O




2 Kapitola 2: Lagrangetv formalismus

Priklad 2.1

Napiste Lagrangeovu funkci volného bezsilového hmotného bodu (a) v kartézskych
soufadnicich, (b) ve sférickych soufadnicich, (c) v cylindrickych soufadnicich.
Reseni: (a)
1
L= 5m(:icf + @5 + 43)
(b) transformace (a) pomoci

x1 = rcossinf
Ty = rsinsinf
T3 = rcosb

1 :
L= §m(7'"2 + 2% sin? 0 + r°6°)
(c) transformace (a) pomoci
T1 = TCOSp
Ty =TSN

T3 = XT3

1
L= §m(7'°2 + r?Q? + 03)

Piiklad 2.1 O

Priklad 2.2

Napiste Lagrangeovu funkci volného hmotného bodu, na ktery ptisobi homo-
genni gravitacni pole a elasticka centralni izotropni sila.
Resent: 1 4

L= am(x% + @5+ 03) — mgxs — ék:(xf + 25 + 23)

Piiklad 2.2 O

Priklad 2.3

Napiste Lagrangeovu funkci volné nabité castice v elektrostatickém poli.
Resent:

3
1
L=T-U= 5m(ﬁ+j:§ +a3) —qlo— ) Asiy)
=1

Priklad 2.3 O




Priklad 2.4

Najdéte vyraz pro obecnou hybnost a energu nabl é
tickém poli z Lagrangeovy funkce L —mv
Obecnéa hybnost:

Resent:

Obecna energie:

—q(p — )-

astice v elektromagne-

Priklad 2.4 O

Priklad 2.5

Presvédcete se, ze vazba urcena Pfaffovou formou

[xg(xl — 19)? — zlxg} drq + [x:fmg —x1(x — x2)2] dzy — 1129(21 — 29)%dz3 = 0

je ekvivalentni holonomni vazbé z3 = In |7t| + 2 + C.

T1—T2

Reseni:
azdrs = 0, muzeme podminku ekvivalence vazeb zachytit jako

— Oz3 | ;1
O_gz1+a3
— 9T3 az -
0_812+a3

Upravime vyrazy a dostaneme

Oznacime-li pro prehlednost funkce u diferencialu Pfaffovy formy aidz + asdxs +

3

i I %L 1 T1T9 Lo To(xy — 19)% — 173 _
8951 T 1 — T2 leg(l’l — I2)2
T To(x1 — T9) — T2 1 x5
= 5 =0
1T (171 — 1'2) X1 (lL‘l — ZEQ)
a
O ([n], om0 e e
81'2 i) Tr1 — X2 .1'15172(.1'1 — 1’2)2
Tl x1(z1 — x2) + T122 1 z? 0
123 (11 — 9)? Ty (11— X9)? ’

coz bylo dokazati.

Priklad 2.5 O




Priklad 2.6

Napiste Lagrangeovu funkci matematického kyvadla.
Reseni: Pouzijeme polarni souradnice

1
L=T-U= EmTngz—l—mgrcosgo

Piiklad 2.6 O

Priklad 2.7

Odvod’te pohybové rovnice matematického kyvadla s pruznym zavésem tuhosti
k a s rovnovaznou délkou r, (bez zatizeni). Zkoumejte limitu k/m — oo jako
prechod k idedlni vazbé (pozn. osy volime tak, ze tithové pole pusobi ve sméru

osy y).
Reseni: Pomoci

x =r(t)cosp(t)

y = r(t)sino(t)
z=10

transformujeme Lagrangeovu funkci

1 1
L:im@?+f+d%+nwy—§kﬁ—rwz
na
_1 -2 2.2 1 2
L_ém(r + 1o )+mgrcos<p—§k(r—ro) .

Lagrangeovy pohybové rovnice

d (0L oL d
7 (E) o T % (mf’)—mrng—mg cos p+k(r—rg) = mi—mr@*—mg cos o+k(r—rg) =0

i 0_L —8—L—i(mr2')—m rsin p = 2mrigp 4+ mr?¢ — mgrsin g = 0
AGE Do di 2 g Y= 2 2 g Y=
¢imz jsme dostali soustavu diferencidlnich rovnic

%(i‘—r@Q—gcosap)—i—r—ro:O

5+2 0~ Lsing =0
T T

10



a pri limité % — 00, tj. ¥ — 0, dostaneme z prvni rovnice r = 19 a druha rovnice

potom popisuje pohyb matematického kyvadla s pevnym zavésem.

Piiklad 2.7 O

Priklad 2.8

Odvod’te pohybovou rovnici matematického kyvadla, jehoz délka roste linearné
s casem r = ro(1+kt), kde ry a k jsou konstanty. (pozn. osy volime tak, ze tihové
pole pusobi ve sméru osy y)

Resent: Pomoci

r =ro(l+ kt)sinp(t)
y = ro(1+ kt) cos p(t)
z2=10

transformujeme Lagrangeovu funkci

1
L= §m(x2 + 9% 4+ %) + mgy
na
1
L= im(rgk‘z +1ro(1 4 kt)2p%) + mgro(1 + kt) cos

a zjednodusime vypusténim konstant

1
L= §mrg(1 + kt)2p* + mgro(1 + kt) cos .

Lagrangeovy pohybové rovnice
d (0L oL 0
dt \ 0¢ op

d
pr (mrg(1 + kt)*@)+mgro(1+kt) sin g = mrg2k(1+kt)p+mrg (14+-kt)* G+mgro(1+kt) sin g = 0

¢imz jsme dostali diferencialni rovnici
(14 kt)p + 2k + isingp =0.
To

(pozn.: Pro prehlednost je lepsi pracovat obecné, tj. pouzit r(t) jako v pt. 2.7 a dosazovat
az nakonec.)

Piiklad 2.8 O
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Priklad 2.9

Napiste Lagrangeovu funkci matematického kyvadla, jehoz bod zavésu se pohy-
buje predepsanym zpuasobem v roviné kyva (rheonomni vazba) (a) konstantni
rychlosti po vodorovné piimce (b) s konstantnim zrychlenim po vodorovné
primce (c) kmitavym pohybem podle zdkona acoswt po vodorovné piimce (d)
kmitavym pohybem asinwt po svislé primce (e) s konstantni tihlovou rychlosti
w po svislé kruznici.
Resent: V inercialni soustavé mé Lagrangeova funkce tvar [ = %mf;’z —U(7)

Po transformaci do obecné neinercidln{ soustavy vztahem @ = @ + V (¢), kde V() je
rychlost, kterou se soustava pohybuje, a po vypusténi iplnych ¢asovych derivaci (viz teorie)
dostaneme

1 5
U:§mW—nﬁV—UW)

Poznamenejme jesté transformacni vztahy do polarnich soutradnic:

x =rsinp(t)
y = rcos ()
7=7r=(&,9,0)
P# = r2p?

(a) V(1) = §(V,0,0)=0

/ 1 2 17 =4 1 -2 2.2
L = 5mu —er—U(r)zém(r +7r7¢%) + mgrcos ¢
(b) V() = &(at,0,0) = (a,0,0)
/ 1 2 0 —y 1 2.9 .
L' = 5™y —mr'V = U(7") = im(r $”) — marsin g + mgr cos ¢

(c) \7(25) =4 (d(gcoswt),0,0) = (—w?acoswt,0,0)

at \a
L' = zmd? — mi'V — U(r') = %m(rngZ) + w?mr cos wt sin ¢ + mgr cos
(d) V(t) =4 (0,4 (asinwt),0) = (0, —w?asinwt, 0)

L'=-mi? —mi'V - U(7) = %m(r2gb2) + w?mr sin wt cos ¢ + mgr cos

() V(t)=4 (4 (acoswt), L(asinwt),0) = (—w?acoswt, —w?asinwt, 0)

1
L'=-mi” —mr'V -U() = §m(r2gb2) + w?mrsin(wt + @) + mgr cos

12



Piiklad 2.9 O

Priklad 2.11

Hmotny bod se pohybuje ptisobenim tize po svislé kruznici poloméru a. Byl
vypustén s nulovou pocatecni rychlosti z nejvyssiho bodu kruznice. Urcete po-
lohu hmotného bodu v libovolném okamziku, tj. urcete ¢ = p(t).

Resent: Pocatek kartézského soufadného systému umistime do stiedu kruznice, kladny
smér osy y volime proti sméru tthového pole a vzhledem k vazbé na kruznici volime trans-
formaci

T = asinp
Y = acos p
z=0.

Sestavime Lagrangeovu funkci

1 1
L= §m(x2 + %) —mgy = §ma2<,b2 — Myga cos Y.

7, obecné energie

oL 1
= ¢ — L=—-ma*p? + mgacos ¢
op 2
zjistime F, neb vime, ze v case t = 0, kterému odpovida ¢ = 0, bylo téleso vypusténo
s nulovou pocateéni rychlosti, tedy

E

E =0+ mgacos0 = mga.
Pomoci zékona zachovani energie odvodime pohybovou rovnici

Lo
mga = SIma P + mga cos ¢

2g(1 —cosp) = ¢?
a

Y ow2? 22
1 —cos’ = 2y =
(1 —cos 2+sm 2) @

g . @ .
2./ < RS
\/7 S11 2

a tuto rovnici budeme integrovat.

99d
a

13



g dip sin ¥/ p
2/t 126 = - dip = { - —} -
\/; + / sin /5 / sin? ¥/ ? S 2

d
— _2/ S argtgh(z),

1 — 22

a tedy vysledek muzeme napsat jako

tanh (\/gt + 5) = —cosf.
a 2

Poznédmka k vysledku ve skriptu: volbou thlu g = § — & dostaneme

N (_g - g) — —cos (1) cos ( ) tsin (=7 sin <_g) _
_ sin (g) _igh (ft ; 5) |

| D

Piiklad 2.11 O

Priklad 2.12

Ve vodorovné roviné muze klouzat bez tieni téleso hmotnosti m;. Je spojeno
nehmotnou tyc¢i délky r s télesem hmotnosti m,, které kona pisobenim tize
kmitavy pohyb ve svislé roviné. Dokazte, ze téleso m, se pohybuje po elipse, a
vypocitejte dobu kmitu 7T tohoto eliptického kyvadla pro malé amplitudy.
Resent: Kartézsky souradny systém zvolime tak, ze kladny smér osy y je ve sméru tihového
pole vazby:

21222=y1:0

(22— 11)* + 4 =7

Zvolime nezavislé souradnice podle vztahu

Yo = T COS P
To =T +rsingp

Yo = —7 SIN Y
Tog =21 —TrCcosQY

Potom Lagrangeova funkce

14



1 ) 1 . .
L= Emﬂﬁ =+ 57712(373 + 93) + magys

bude mit v téchto novych soutadnicich tvar

1.5 . . 252
L= §x1(m1 + ma) + modqr cos PP + Emgr O° 4 magr cos p
Abychom mohli pfi malych vychylkach uréit periodu kmitu, aproximujeme Lagrangeovu

funkei

2

2
~1l—-——~1
Ccos 5
~ ) o1 ) 1
L= Exf(ml + mg) + mad T + §m27’2g02 — §m2grg02.

Potom budou mit Lagrangeovy rovnice mit tvar

d (0L 8L d , . . ..
at\op) dp  dt (mardn +mar?@) +magre = morii + mar*@ + magre =0

d (0L\ oL d , . ) ;
a\ar |~ % =7 (M1 +ma)dy +maerg) = (my + mao)dy +merg = 0
a dostali jsme soustavu diferencidlnich rovnic

Z1+rp+gp=0

o mo 50
T+ ——rp=
' my + my 4
odkud po tupravé dostaneme rovnici
; mi;+m
r mq

kterd pfedstavuje rovnici harmonického ¢ + w?p = Ooscilatoru s tihlovou frekvenci

gmitme o protoze w = 2nv = 25 dostaneme
T mi1 T

T [T
gmy + me

nyni jesté staci dokazat, Zze se mo pohybuje po elipse — zde je vyhodné se vratit k
neaproximované Lagrangeové funkci a vyuzit, ze

4 (oL —a—L—i((m + mg)E1 + morcosp + @) =0
dt\oi ) By g\ TR T I eose ) =

15



je integral pohybu a tedy
(mq + moy) /dml + mQT/cos wdp = C4 /dt + Cs

(my + ma)x; + morsiny = Cit + Cs

a protoze chceme trajektorii hmotného bodu ms, dosadime za xy = x5 — rsing
(TTLl + m2)x2 — mr sin<p = Clt + CQ
nyni eliminujeme ¢ — za tim tucelem si vhodné vyjadiime piedchozi rovnice

(m1 + mz)iCQ — Clt — 02
mar

=singp

Yo
—= =cosp
r
které umocnime na druhou a sec¢teme, ¢imz dostaneme hledanou rovnici elipsy

y_% i ((m1 -+ m2)x2 — Clt — 02)2

=1
r? m3r?

Piiklad 2.12 O

Priklad 2.17

Presvédcete se, ze funkce Fi(z,i,t) = @ + gta Fy(z,,t) = #* + 2gz jsou prvni
integraly rovnice i+g = 0, kde g je konstanta. Vypocitejte pomoci nich = = x(t).
Reseni: F' je integral rovnice & + g = 0 praveé kdyz plati %F = 0 a to pouzijeme:

d

d
(e, 1) = 20 + 293 = 2i(i + ) = 0,

coz bylo dokazati.

r = z(t) vypocitdme pomoci téchto integralu tak, ze z prvni funkce vyjadiime & =
F| — gt a dosadime do druhé F, = (F} — gt)? + 2gx a z této jednoduché rovnice ndm vyjde,
ze

Fy — (F, — gt)? 1, - F
t) = = ——qgt* + Fyt + ———
95() 29 29 1 2

Piiklad 2.17 O
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Priklad 2.18

Presvédcete se, ze funkce F(z,1,t) = —wt + arctan (7) a Fy(x,z,t) = 5—2 + 22 jsou
prvni integrdly rovnice i + w?r = 0, kde w je kladna konstanta.
Reseni: Vypocitejte pomoci nich = = x(t)

d I N T e — (22 + w?a?) + 1? — z 7+ wir 0
—F = —w W= w = —Wr—— =
dt ! 22+ w?x? g2 22 + w2z? 22 + w?x?

d 2% i+ wx

Ch= "t o =2t 2T g

dt™? w? + w?

coz bylo dokéazati

a nyni odvodime x = z(t) tak, Ze z prvni funkce vyjadiime
T x

w  tg(F) + wt)

a dosadime do druhé

a’ o 2ltt (M twt) 1

Fy

= - T =X =X
tg?(Fy + wt) tg?(F1 + wt) sin?(F} + wt)
¢imz po upravé dostaneme

x(t) = \/ Fysin(F) + wt)

Priklad 2.18 O

Priklad 2.22

Vypoctéte slozky vektort dostiedivého, Eulerova a Coriolisova zrychleni v
neinercialni soustavé S’, ktera se otaci kolem osy z’ s predepsanou casovou
zavislosti thlu otoceni p = ¢(t).

Resent: Vektor otaceni okolo osy z :

dostiedivé zrychleni dy = —Q x (7 x Q) = (—%/, — ¢/, 0)
Eulerovo zdrchlenf g = —7 x Q = (—@y/, — @a’,0)
Coriolisovo zrychleni @ = —27" x Q = (=2¢y’, — 2¢1’,0)

Priklad 2.22 O




Priklad 2.23

Hmotny bod je vazan na poloprimku vychazejici z pocatku O inercialniho
systému S souradnic z1, x5, 3. Poloprimka lezi v rovinéx;, r,a otaci se vici S s
konstantni tihlovou rychlosti (2. Hmotny bod o hmotnosti m je po pfimce volné
pohyblivy a nepiisobi na néj zadna skutecna sila. Pomoci Lagrangeovy funkce
odvod’te jeho pohybovou rovnici a integrujte ji.

Reseni: Vazby a nasledné transformace tedy jsou

@ =+ po
X1 =T COSY
To =TSN

T3 = 0
sestavime Lagrangeovu funkci
L9 .o Lo, o2, L o9, 202
L= §m($1+x2) = Em(r +rip) = §m(r + r*Q7%)

a fesime Lagrangeovu rovnici

d (0L oL d
e (oL b a N QQ — i — mO%r —
o ( 87'") 5 = (mr) — mQr =mit —mQr =0

dostali jsme diferencialni rovnici

P —Q%r =0

jejimz teseni je
r(t) = Acosh(Qt + )

Priklad 2.23 O

Priklad 2.24

Odvod’te rovnici pohybu hmotného bodu po kruznici poloméru R, ktera se
otaci konstantni tihlovou rychlosti ¢ kolem svislé osy, lezici v roviné kruznice.
Vzdalenost stifedu kruznice od osy otaceni je a. Soustava je v homogennim
tihovém poli. Pfi a = 0 diskutujte rovnovazné polohy bodu v zavislosti na ().
Resent: Potatek nasf inercidlni soustavy soufadné umistime tak, 7e osa z je totozna s osou
otaceni a kladny smér sméruje proti tthovému poli, a zbylé dvé osy tvoii rovinu, ve které
lezi otacejici se stted kruznicenapisme Lagrangeovu funkei této soustavy

1
L= §m(j:2 + 97 + %) — mgz

18



a vazby, kterym se soustava podtizuje

(x —a)’+2* = R?

vzhledem k témto vazbdm i ke konstantni rychlosti otdceni kolem svislé osy zavedme
nové obecné souradnice

r = (a+ Rsinp) cos Qt
y = (a+ Rsinp)sin Qt
z = Rcosyp

¢imz Lagrangeova funkce dostane novou podobu

1
L= §m(R2gb2 + 2Q%aRsin ¢ + Q*R?sin? ¢) — mgR cos ¢

a pristoupime k napsani Lagrangeovych rovnic II. druhu

d (0L L
- (9_ _ oL = mR*$ — mQ%aR cos ¢ — Q*R?sin pcos p — mgRsinp = 0
dt \ 0¢ Op

Q2
¢—Q2sincpcos<p—%singp—facoswzo

a nyni polozme a = 0 a hledejme rovnovazné body z podminky ¢ = 0

—0?sin p cos p — }%singsz

. g >_
s.mgp(cosc,o—i—RQ2 =0

odkud dostavame rovnovazné body jako

velrz - o)

Piiklad 2.24 O
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3 Kapitola 3: Zakladni tlohy mechaniky

Priklad 3.1

Reste rovnici # = ksinwt, kde k a w jsou kladné konstanty s pociteénimi
podminkami z(t)) = zo = — % sinwty a @(t)) = vy = — £ coswitp. (Vynucené kmity)
Resend: Rovnici

T = ksinwt

dvojnésobné separujeme a integrujeme na

k
x(t) = k// sinwt dtdt = —— sinwt + vot + 0.
w

7, pocatecénich podminek dostaneme xo = 0 a vy = 0 a tedy vysledkem je

x(t) = 3 sin wt.

Piiklad 3.1 O

Priklad 3.2

Reste rovnici & = —ki, kde k je kladna konstanta, s po¢ateénimi podminkami
z(0) = g, 2(0) = vy. (Pohyb s odporem imérnym rychlosti) Znizornéte zavislost
x = x(t) graficky !

Resend: 'V prvnim kroku separaci vyfesime diferencidln{ rovnici v &

. 1
T T
a po aplikaci pocateénich podminek

l’(O) = 0160 = Cl = Vo

dostaneme
Kt

T(t) = voe~
V druhém kroku tento vyraz separujeme na
da(t) = voe Mdt

a integrujeme obé strany, ¢imz dostaneme

x(t) = —%e’kt + Cs.

20



Obdobné jako v prvnim kroku aplikujeme pocatecni podminky

z(0) = —%e_ko + Cy = wy,

odkud Cy = xg + .
Vysledek je

Piiklad 3.2 O

Priklad 3.3

Reste rovnici i = —w?z, kde w je kladnd konstanta (harmonicky pohyb).
Vyjadrete amplitudu A a pocatecni fazi § kmittht pomoci pocatecnich hodnot
z(ty) = mg a @(t;) = vo.

Resend: ReSeni rovnice # + w?r = 0 hleddme ve tvaru

z(t) = Acos(wt — wty + )
t(t) = —wAsin(wt — wty + f)
i(t) = —w?Acos(wt — wty + B) = —w?x(t)

po dosazen{ do i +w?r = 0 dostaneme —w?z(t) +w?z(t) = 0 ¢imZ jsme nasli obecné resent.
Z pocatecnich podminek

z(t,) = xog = Acos(wty — wty + ) = Acos 8

v(t,) = vo = —wAsin(wty — wty + f) = —wAsin

obdrzime soustavu dvou rovnic pro A a 3, z které ziskame A tak, Ze prvni z rovnic
vynasobime w, obé pak umocnime na druhou a secteme

w%%—i—vg:uﬂflz

2
]2 Y
A— .CEO—FE

Neznamou [ dostaneme tak, ze zkoumame pomér —“’U—?

Priklad 3.3 O
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Priklad 3.4

Najdéte obecné feseni rovnice & = —wiz — 207, kde wp, ¢ jsou kladné konstanty
(tlumeny harmonicky oscilator)
Reseni: 7 charakteristické rovnice diferencidlni rovnice & + 262 + wizr = 0

AN+ 200 +wi =0

vypocteme

—20 + /462 — w2
Ao = 5 w0=—5j:\/52—w§

a tudiz feSeni pro tlumeny harmonicky oscilator je

() = Ow(—&ﬂ/ﬁ)t i 026(—6—\/W)t'

Piiklad 3.4 O

Priklad 3.5

Najdéte obecné FeSeni rovnice & = —wiz — 262 + Bsin Qt, kde wp, § jsou kladné
konstanty (tlumeny harmonicky oscilator)

Resent: Vzhledem k vysledku piikladu 3.4 predpokladdme Feseni rovnice % + 20% + wiz =
B sin Qt ve tvaru

2(t) = () +£(1),

kde z(t) = Cpe 0V w0t 4 Che(-0-V =90t jo obecné Fesen diferencidlni rovnice bez
pravé strany £(t)je néjaké reseni diferencidlni rovnice s pravou stranou (partikuldrni fesent).
Po dosazen{ z(t) do Z + 20% + wiz — Bsin Ot = 0 dostaneme

i+ 200 + wlr + € + 266 + wiE — BsinQt = 0.

Protoze z(t) je Fesenim rovnicei + 267 + wiz = 0 , dostaneme opét stejnou diferencidlni
rovnici

£+ 26¢ + wié — BsinQt = 0.
Hledédme feseni ve tvaru
E(t) = ApcosQt + Agsin Qt
E(t) = —QA;sin Qt + QA, cos Ut

E(t) = —Q%(1)

Po dosazeni upravujeme
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(wi — ) (A cos Qt + Aysin Qt) — 26A4,Qsin Q + 254, cos Ut — Bsin QO = 0

[(wg — Q%) Ay + 20459 cos Qt + [(wy — Q*) Ay — 264,Q — B]sinQt =0

odkud ziskdme cennou soustavu rovnic

(W2 — Q) A, + 204,92 =0
(w% — Q2>A2 - 251419 —B=0"

odkud
_ 259
Al - (Q27w82)2+5259)2B
Qc—w
Ay = — (92_wg)2+(2259)2B

Regenim je tedy

B
2(t) = Che V=Dt | O (08wt (CEPEERNGTE (2092 cos Qt+(Q2% —w;) sin Q)
0

Piiklad 3.5 O

Priklad 3.6

Napiste Lagrangeovu funkci hmotného bodu vazaného na kruznici o poloméru
R a integrujte pohybovou rovnici.
Reseni: Vazby:

22+ = R?
x(t) = Rcosp
y(t) = Rsing
2(t) =0

derivace

Lagrangeova funkce

1 1 1 1 1.
L=T-U= §m(j:2—|—y'2+22) — §mR2¢2L =T-U = §m(§c2—|—y2+22) = 5mR?gsz =T-U = 5m(R%rR%
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z Lagrangeovy pohybové rovnice dostaneme

d (8—LL) — a—LL _4 (mR*p) =0

dt op Op dt
a mame integral pohybu, ktery nam rovnou umozni vyjadrit si
e
TR
odkud integraci
&
o(t) = mR2t+C’2 = wt + o

Piiklad 3.6 O

Priklad 3.7

Reste pohybovou rovnici volného pidu s odporem vzduchu timérnym rych-
losti.

Reseni: mi + 20 = mg , kde 0 > 0, upravime na tvar diferencidlni rovnice & + ki = g,
kde k = 2

Obecné teseni diferencidlni rovnice bez pravé strany & + ki = 0 (viz piiklad 3.2) je

z(t) = Kie ™™ + K,

feseni diferencialni rovnice s pravou stranou & + k& = g (partikularni fesenf) nalezneme
metodou variace konstant

x(t) = —kKle_kt + Kle_kt + KQ = —k’Kle_kt
kde klademe
Kleikt + KQ = O
déle pak
l’(t) = ]{32K1€_kt — Klk‘e—kt

dosadime do & + ki = ¢

K Kje " — Klke_kt — K’Ke ™ = —Klke_kt =g

odkud spocitame

K1 = —%/ektdt + Cl = —£€kt + Cl

k2
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a z prvni rovnice K e % + K, = 0 dopocitame

K2 = — / Kle—ktdt + CQZ%t + CQ
reSeni je tedy
_ —kt _ 4 —kt | 9
ZI}(t) —K1€ —‘I_KQ—_E_'_C&@ +Et+02

budeme-li ovsem nérokovat poc¢atecni podminky x(?7) = zo et £(??) = vy dostaneme

I(O) :—%+Cl+02:x0
ZL‘(O) = —k?01 +% = Vo

odkud
Cr=f—p
Co=ao+ 5 —F+R =m0+
Celkem dostaneme reSeni
) Yoy gt , 9 Vo g
— (L = ¢ - _ L
o(t) = (5 — e "+ Tt mo+ - 35
a dosadime jesté k = 2
2 2
gm muvg, _25, Mg muvy  m°g
)= (22— 2 Iy o

Piiklad 3.7 O

Priklad 3.8

Hmotny bod m pod vlivem tize, zavéSeny na pruziné tuhosti k, je vazan na
2 o es . . o
parabolu z = -, v jejimz ohnisku z = 0,z = «a je pruzina uchycena. Zaved'te

obecnou souradnici, sestavte Lagrangeovu funkci a reste Lagrangeovy rovnice.
Reseni: 1. Sestaveni Lagrangeovy funkce
Lagrangeova funkce

1 1
L = §(x2 + 9% 4 3%) — mgz — 51{:(7" —1p)?

vazby jsou

I2

= — :O 2: — 2
2= y=0r (z—a)" 4+

volime obecné soufadnice takto

2
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T =rsing
Z=a—T7cosp

a pouzijeme vazby k eliminaci r

x? (7 sin ¢)?
z="—=a—rcosp=-—""-
4a LA

prevedeme rovnici kvadratickou v r

sin?(p) r* +4acos(p) r —4a* =0

kterou lehce vytesime a z korenu

-2 +2 1
acosp*2a _ ., Fcosp

T1g = =+20———
b2 sin? ¢ 1 —cos?y 1+ cosyp

zvolime ten kladny

1

r=20———
1+ cosp

vycislime nyni soufadnice x a z pouze pomoci ¢

:L-_Qaﬂ.@_

1+Cos<p
y = 4(1 sin? o _ alfcosap
4a (I+cosg)? — “T4cose
jejichz ¢asové derivace jsou

. cos p(1+cos p)+sin?p . 1 .
T = 2a (14-cos p)? - 2a1+cosgo90
2= -

2a

provedeme transformaci Lagrangeovy funkce na jedinou soutadnici ¢

L=1im(#*+ 9>+ 2%) — mgz — $k(r — ro)? = ma? (1 + f—i) —mgz — Lk(r —ry)* =

Sll’l

2
2 sm2
mgp 4a’ (1+cosg0)2 (1 + (1+cos<p) ) - mga(l—f—cosap k: (1+coscp - TO)

a po upravach goniometrickych funkeci

I lmgb28a2 1 g 1 —cosyp lk(2a —710)? — 2(2a — ro)ro COS P + 12 cos? ¢
(14 cosp)? I+cosp 2 (14 cosp)?

2

2. Reseni Lagrangeovych rovnic
kvuli fesitelnosti je potieba provést aproximaci malych kmitu
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11
2
2

1+cos e ~
cosp~1— 5

cos?p 1 — p?

potom Lagrangeova funkce, kde pfi upravach vypustime prebytec¢né konstanty, ma mno-

hem jednodussi tvar

©* 1 (2a —ro)rop? — r3p? 1,5, mga—k(arg— T(Q])SD2

1
L = -ma*p* — mga™— — =k = —my“a” —

2 4 2 4 2 4

Lagrangeova pohybova rovnice druhého druhu

d (OL\ 0L . mga—k(arg—r3)
i (95) g, =t M

mga — k(arg — r) _9

2ma?
2
coZ je rovnice harmonického oscildtoru ¢ + w?p = 0, kde w? =

aproximovanym feSenim této pohybové rovnice je tedy

2ma?

_ 2 _ 2
gp(t):Acos(mga k(arg rO)t)—i—Bsin(m‘qa k(ary —r§)

f

2ma? 2ma?

mga—k(aro—rg)

Piiklad 3.8 O

Priklad 3.9

Urcete periodu kmitu v zavislosti na energii, T=T(E), pfi jednorozmérném po-

hybu ¢astice hmotnosti m v polich s potencidlnimi energiemi: a) U(z) =

U)=—-——%— —Uy< E <0c) Ur) = Utg*ax

cosh? az’

Alz|"b)

Reseni: Nejprve si piipomeneme odvozeni obecného vyjadfeni periody T=T(E), kdy vy-

jdeme od zakona zachovani energie

1
E=T+U= §¢2+U(x) = konst
odkud vyjadiime

dx 2
t=—=14/—(FE—-U
. dt m( )

a vynasobime-li tuto rovnici diferencidlem dt ,vydélime pravou stranou a zintegrujeme,

dostaneme
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t—,/m/ iy
V2 ) vE-T "

pro urceni periody je nutné znat tzv. body obratu, které ziskame z podminky nulovosti
kinetické energie
i? = z(E -U)=0
m
a tedy vysetiujeme, pro jaka x nastava E = U
pozadovanou periodu v zavislosti na E dostaneme jako dvojnasobek urc¢itého integralu
¢asu mezi body obratu xy, xs:

T=T(E) = \/%/M(E — U)—l/de

piipad za a)
potencidl jeU(z) = A |z|"
body obratu ziskdme z rovnice E = U = A |z|"

W E
23172::|: Z

pocitame tedy urcity integral

T2 1 7\1/E_/A 1 1
T(E) = x/2m/ (E—Alz")™ Rdx = 2\/2m/ (B—Alz™)~ R2dx = {y _ %xn} _ %1 /%’” ,n/%/
T 0 0

piipad za b)

potencial jeU(x) = — ~kde Uy < E <0

oh2

body obratu ziskdame z rovnice £ = U = —COS[}{SM
Uy U+ E
har =cosh®’a — 1= —— — 1= —
sinh” ax = cosh” « 5 7
U+ E

sinhaz; o = +

E

poznamenejme jen, zZe vhledem k podmince —Uy < E < 0m4 vySe uvedeny vyraz smysl
a duvod, pro¢ ho ponechavame pravé v tomto vyjadieni vyplyne z nasledujicitho vypoctu
urcitého integralu

_ coshax _2m cosh ax dr = { _ —F }
=2m xr = sinh «
( f v/ E cosh? ozm+U0 U0+E \/E/E+U0 sinh? az+1 y= E+Uo

2m 1 _ T
—5 f—l \/1_y = ar[arcsmy ] —a\ —E
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piipad za c)
potencidl jeU(z) = Uptg*ax
body obratu ziskdme z rovnice E = U = Uptg?ax

t :l:
goxy s = T4/ —
1,2 UO

_ 2 1 _ 2m T2 cos azx _ _ E+Uy : _
T(E) =+2m le ——E_Uotgzmdx =/ 5 fxl T o axdx = {y =/ Zogin ozx} =

1
_ 1 / 2m 1 d _ 1 / 2m : _ 7w | 2m
== E+Uq ffl \/13?/2 — a E+U0[arCSHly_]1—E E+Us
T 2m
T(E)=—4/
( ) (0% E+U0

vypocet urcitého integralu

Piiklad 3.9 O

Priklad 3.10

Odvod’te jednorozmérny pohyb ¢astice v poli U(x) = A(e™2**—2¢7°%) A >0, a >
0:1) urcete body obratu v zavislosti na E2) urcete = = z(t)
Reseni: 1) body obratu

body obratu zjistime z rovnice £ = U = A(e™2%® — 2¢72%) neb T = 0, tj. vyiesime
rovnici kvadratickou v e”**:

v, 2A+ VAAT T AAE E
e = o =144/1+ >

pro dalsi vyvoj badani je nutné si polozit otazku, kdy ma tato rovnice dvé ruzna reseni
. , . . . .. , . E
- je to pravé kdyz E > —A, aby byl diskriminant kladny a kdyz 1 £ /1 + % >0
odsud a ze zadani prikladu dostaneme celkem podminky na A a E

A< E<0<A
body obratu jsou

2) x =x(t)z12 = —11n (11,/1+§>

vyjdeme ze zdkona zachovani energie
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1
E=T+U= §:ic2—|—U(m) = konst
odkud vyjadiime

dx 2
t=—=14/—(FE -U
v dt m( )

a vynasobime-li tuto rovnici diferencidlem dt ,vydélime pravou stranou a zintegrujeme,

dostaneme
g / L
Vo) vE-T "

o8 e a0 o
°= VE = Ae—m 2de e VT VAEL & E)f o\ =2E) Ji—gp
“a s ()
arcsiny = arcsm —_— —
—2E v= AE 1 A2 E

a po upravach vedoucich k VyJadrem x dostaneme

1 A VAE + A? —2F
sin o T(t - t())

g —1 —_
x(t) e

Priklad 3.10 O

Priklad 3.11

Na ose x inercialniho systému S se pohybuji dva hmotné body my, x| ; ms, xs,
pod tcinkem konzervativm’ sﬂy Vzéjemného pusobeni s potenciélnf energil' U(x),
kou energii v temstove soustavé pomoci r = x’ x2 = xl—xg a napiste Lagran-
geovou funkci L. Jak souvisi obecna hybnost p = 2% s hybnostmi p; = m21, ps =
m2x27
Reseni: Oznac¢me souradnice tézisté
miTy + Moy

my + mao

¥y =z —R
rh=x9—R

pro tézistovou soustavu plati
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/ /

a zavedeme jesté

T =1, —1 = x1—129

muzeme tedy vyjadfit souradnice v tézistové soustavé pomoci jedné souradnice x takto

!/ mo

11 = mitme
/I mi

T2 = “hirme ¥

kinetickd energie vyjadiend v tézistové soustave

) -2 1 mime .
T =mya'| + mox'y = — = i

2 my + Mo
pricemz Lagrangeova funkce bude mit tvar
1 mm
L=T-U=-—>""23*_U(x)
2mq + msy
a hybnost
oL myms myme (d )
=—L= = Ty — @
p 0% my + Mo my + Mo ! 2
Mo my
p= - D2

Piiklad 3.11 O

Priklad 3.12

Soustava se sklada z jedné c¢astice hmotnosti M a n ¢astic o stejnych hmot-
nostech m. Vylouc¢enim pohybu hmotného stiredu zredukujte tilohu na problém
pohybu n téles.

Reseni: R je polohovy vektor ¢astice o hmotnosti M |, R} jsou polohové vektory n castic
o hmotnosti m

zavedeme nové proménné r; = Ez — Ra pocatek umistime do hmotného stiedu tak, ze
plati

n

i=1
nyni si vyjadiime ”staré” proménné pomoci "novych”
po upravach a dosazeni novych proménnych plati, ze
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Ao

SE

;Ei:—%2<ﬁ+é)=%2ﬁ—n%ﬁ

odkud snadno dostaneme

]
I

n
) S
M + nm 4
=1
n

N m -
B 27

i=1

zbyvajici staré souradnice vyjadiime takto (rovnou jejich derivace)
Ri=ri+R=rf—— E T
¥ F " M+ nm !

=

Lagrangeovu funkci L = %M R2+ %m Y orey R}% — U nyni pretransformujeme do novych
soutradnic

2
1L Mm? +nm? [~ -, 1 <& 9 m? - ., = .
_§m<;”> H M T S m AP -U=

Piiklad 3.12 O

Priklad 3.13

Odvod'te Newtoniiv zdkon gravitaéni z Keplerovych zakoni.

Resend: 7 rovnic r = 1+e’;0wa r’p = A vypocitdme a, = 14 (r*p)a a, = i — r?
1d, . l+ecosp d
A, = ——\7T = = 0
Yooy dt( ?) D dt
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L e dP P A% d pesingp | A% d [ Aper?sinyp
a,,, = r—r = —_— _— —_—— = — -—_— _—— = — _—— _—
P T a2 \1+ ecos e) 1 dt \(1+ ecosy)? )T T a2 p?

d [ Ae . A% Ae AT A% (e 1 A? [ecosp 1+ ecosp
= — | —sing |—— = —cospp—— = — [ —cosp — ~ | = — —
p p r? \p r r p p

poznamenejme jen pro piehlednost, ze jsme v predchozich krocich pouzili ¢ = 7«%
vysledek opravdu odpovida Newtonovu gravitaénimu zakonu

%:OetaT:—W

Priklad 3.13 O

Priklad 3.14

Ze vzdalenosti R (s nulovou poédtecni rychlosti) pada téleso malé hmotnosti
m; (meteor) k télesu hmotnosti my > m; (Zemé). Zapiste a feSte pohybovou
rovnici meteoru ve vhodném inercidlnim systému. Urcete dobu padu t(h), kde

h = R — ra ukazte, ze t(h) ~ %je-li h < R.
Reseni: 7Za soufadny inercidln{ systém zvolime systém spojeny s télesem hmotnosti my a
za pocatek zvolime prirozené jeho stired

vyjadiime zakon zachovani energie druhého télesa (meteoru) v gravitaénim poli télesa
prvniho

kde r je vzdalenost mezi stredy onéch téles a jesté urcime z pocatecnich podminek
celkovou energii soustavy - totiz, ze v ¢asu t = 0 pad4 téleso s nulovou pocatecni rychlosti
v vysky R

mims
FE=—
R
a tak nas rovnice
mime 1 2 mime
= — = —nmr- —
R 2 r

privadi k moznosti vyjadrit pohybovou rovnici

. 9 mi1me 1 1
r=— - — =
" my r R
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odkud po separaci dostaneme vyraz elementu ¢asu dt, ktery zintegrujeme a dostaneme
reSeni pohybové rovnice

/ 2’ym2 %

¢imz dostaneme

s ()

pro zjisténi doby padu z vysky R (pocatecni r = R proty = 0) do néjaké vysky r = R—h

T () 4 [ )

Piiklad 3.14 O

_\/?_23@ £d¢_ 2RVR —m L
) {5‘ E}“m Vi-¢ W[ ptVim g

1
R

O

Priklad 3.17

Nakreslete si graf efektivniho potencialu pro izotropni prostorovy oscilator
U = %krz, k > 0. Diskutujte kruhovou drahu castice: urcete polomér drahy,
rychlost a energii ¢astice pri dané hodnoté momentu hybnosti I.

Resend: (pozn. kreslit v této verzi pifrucky nebudeme)
efektivni potencial je
2 2
Uip(r) = U(r) + —— = L2y !

2mr2 2 2mr?

kruhova drédha céstice v tomto poli nastava pravé kdyz Ey = (Uer), ., = Uer(ro),
takze ndm nezbyva nez najit minimum funkce U.s(r), pfiCemz si rovnou vsimneme, ze
funkce U.s(r)je pro kladnd r spojita a zdola omezena (napf. 0) a shora omezend neni
(Tlirlgo Ues(r) = 00), takze minimum existuje

energie
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k
Eo = (Uef)min = Uer(ro) = El

rychlost zjistime ze zakona zachovani energie

1 1 1 1 1 | k

Priklad 3.17 O

Priklad 3.19

Ukazte, ze orbita je v bodech obratu k centru vyduta, je-li tam skutecna sila
pritazliva, a je vypukla, je-li tam skutecna sila odpudiva.
Reseni: Budeme zkoumat vztah

ma, = m(i —rp?) = =U'(r)

v bodech obratu plati, ze ¥ = 0 a tedy

ma, = —mry* = —U'(r)

a odtud rovnou vidime, zZe je-li v tomto misté skuteénd sila pritazliva, tj. je —U’(r) < 0
a tudiz i ma, < 0 a obraceneé.

Piiklad 3.19 O

Priklad 3.20

Ukazte, zZe pii pohybu ¢éastice v poli U(r) = 2, kde a ma libovolné znament,
existuje vektorovy integral pohybu A = @ x L + o/; (Runge-Lentztuv vektor)
specificky pravé pro toto pole.
Reseni: A=0x L+ af je integralem pohybu < %ff =0

Zkoumejme tedy

d o di, = d (7 = A Fr —
zde je dobré si uvédomit nékolik vztahu:
r o r
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rxr=>0

@x (bx @) =ba) — &ab) (véta "bac-cab”)
na jejichz zédkladé rovnou dostaneme, ze

a zbude nam

r—7rr e . rr—7rr r Lo rr—1rr
=7rx (Fxmr)+a«

| =

A=rFxL4+7xL+a
t r2

I

kde jsme pouzili mr = 7.
nyni opét aplikujeme vétu ”"bac-cab”na vektorovy soucin

d - ? . P — 7 ) ) )
A = o (F ) e = (R — () + 77— )

r2
a ze znalosti zer' 7" = r 7 rovnou plyne, ze

d - . .
A = S (Fir) — 71 4 72 = Fir) = 0

Priklad 3.20 O

Priklad 3.22

Urcete rovnici dréahy v potencialu U(r) = —5pro ty hodnoty 1, pfi nichZ nastane
pad na centrum.
Reseni: Efektivni potencial je

podminka padu na centrum zni:

l2

2mr? <0

r2U(r) +
a odtud snadno preformulujeme tuto podminku na
l2

2mr?
a nyni pro tyto hodnoty ur¢ime rovnici drahy - vyjdeme ze zakona zachovani energie

<o
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2 1

—(E+ B=) =1?

= (E+ B)
kde jsme oznacili B = (a — %)a z podminky pro pad na centrum % < « vidime,

ze B>0
potom
g — rdr
2(Er?+ B)

vyjadrili jsme si tak diferencial casu, ktery budeme dosazovat do rovnice

.1
(p—mTQ

kterou ovSem za tim tcelem musime separovat

l l d
dp = ——dt = — T

mr? mr. /2 (Er? 4 B)

a tuto rovnici budeme integrovat

l dr [|E|1 l &de l d¢
v2Bm J /%r2+ 1 Br V2Bm J g2 /%é +1 V2Bm /I_g\ + &2
uvédomme si, ze integral

—14e2
S \/% = arcsinh(§)
dostaneme tedy dvé ruznd reseni v zavislosti na znaménku energie
=/ 2MEL cosh ( e — 1+ <po)> pro £ <0

2ma—I1

22,,:';‘?}2 sinh < 2750‘ —1(p+ 900)>pro E>0

S \/d—g— = arccosh()

SI= 3=

Piiklad 3.22 O
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Priklad 3.23

Pi#i jakych hodnotach lje mozny finitni pohyb v polich(a) U(r) = —age
(a>0)(b) U(r) = — Ve (V> 0)
Resent: Finitni pohyb nastéva v pifpadé, jen kdyz U, M minimum
budeme predpokladat pouze kladna r
(a) U(r) = —a*-

efektivni energie je

e~ hT l2

Ues(r) = —av

r 2mr?
zajima nas, jestli a pro jaké hodnoty Inabyva efektivni energie minimum - z toho duvodu
budeme zkoumat jeji prvni derivaci podle r

—RT

, e —KT l2
ef = 2 + ak

(&

r mr3
a budeme hledat, za jakych podminek je tato funkce rovna nule

2
Q _ _ [
— | re A krle ™ — — ) =0
r am

rovnou je vidét, ze tato podminka bude splnéna, pokud (pouzijeme-li pro prehlednost
nésledujici oznaceni)
12

—RKT 2
= ——:O
glr) = () — —

vlastnosti funkce g(r):
limita v krajnich bodech definiéniho oboru

Jim g(r) = lim g(r) = =20 < 0

pro zjisténi znaménka funkce potiebujeme

g (r) =e (14 kr — k*r?)

nyni prichdzi nejdulezitéjsi uvaha celého prikladu - protoze potfebujeme védét, kdy
funkce U, s(r) nabyva minima, je nezbytné zjistit, za jakych podminek je jeji prvni derivace
podle r nulova

tento problém ovsem pfeneseme na hledani nulového bodu funkce g(r) a protoze zndme
limity této funkce na okrajich definiéniho oboru a tato funkce je spojita na tomto definiénim
oboru, staci kdyz najdeme bod ry takovy, ze ¢'(r¢) = 0 ( kiivka g(r) se v tomto bodé ldme)
a g(ro) > 0 ( kfivka g(r) ma v okrajich svého defini¢niho oboru zdporné limity a proto
nalezneme-li touto podminkou takova [, pro ktera bude diky spojitosti zarucena existence
alespon jednoho nulového bodu, mame vyhrano)

hledejme tedy
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1+ k1o — k*r5) =0

—KT0 (

g'(ro) =e

neboli

1~|—/<n“0—/127"320

a tuto kvadratickou rovnici vytesime a protoze hleddme pouze nezdporné feseni, dosta-
neme

145

o =
2K

z podminky ¢(rg) > 0 dostaneme podminku

l2
_ ,—hkTO 2y 7 > O
g(rg) =e (ro + Krg) o

> < ame ™ (rg + k1)
takze po dosazeni za ry vySe zminény vyraz dostaneme, ze finitni pohyb v tomto po-

tencidlnim poli nastava pro hodnoty

12 < %6_ 1+2\/5<2 n \/3)

2,2

(b) U(r) = =Ve T
budeme postupovat obdobné jako v piipadé (a), tentokrate ovsem strucnéji

2,2 2

Unp(r) = —Ve =" +

2mr?
prvni derivace podle r
U/ o 2V 2 — k22 l2
ef — R Te — W
a budeme hledat, za jakych podminek je tato funkce rovna nule, tedy
wWitrerr — L _g
K“re - — =
mr3
a tuto rovnici preformulujeme pro kladna r takto (pficemz opét provedeme pro piehlednost
nasledujici oznaceni)

vlastnosti funkce g(r):
limita v krajnich bodech definiéniho oboru
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2
lim g(r) = lim g(r) = : <0

r—00 r—0+ 2V/{2m

pro zajisténi existence nulového bodu funkce g(r) potfebujeme védét, kdy

2,.2

g(r)=e " (4r® —2:*r°) =0

neboli

4-92k*2 =0

2
ry = —
0 /{2

a protoze nas zajimaji pouze kladné body

rg = —
K

v tomto bodé tedy funkce g(r) nabyva stacionarni hodnoty a vzhledem k jeji spojitosti
a kladnym limitam v krajnich bodech svého defini¢niho oboru nyni sta¢i urcit, pii jakych
hodnotach lje g(ro) > 0

(ro) = rie ™78 F_ 4 e ? . >0
g\ro) =To oVk2m K4 2VkZ2m —

8
I? < Vm—2€’2
K
3.24 Najdeéte trajektorie a zakon pohybu ¢astice v poli sférické potencidlové jamy U =

—UO , T < R e 3 )
{ 0,r> R " ruznych hodnotéch I, E.

pro r < R vyjadiime ze zékona zachovani energie ( kde pii upravé pouzijeme ¢ = #)
1 1 1 12

_ .2 2.2 _ -2
E—émr +§m7“g0 +U—§mr +2mr2

— U,
diferencial dt takto

l2

m2r2

2
7;'2 - —(E + Uo)
m
B dr
VEE+ ) - 5

z jiz zminéného vztahu ¢ = # vyjadiime

dt
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dyp = ) gt ) dr ldr

2t = 5 2
mr mr \/%(E—i‘Uo)— L T2\/2m<E+U0)—fn—2

m2r2

zintegrujeme tento vztah a dostaneme

S0_/ ldr B l / dr |, I
r2\/2m(E +U) -5 V2Zm(E+ ) 7“2\/1 e rv/2m(E + Uy)

2m(E+Ug)r?

rovnice trajektorie je

l
cos(¢ + o)/ 2m(E + Uy)

r(p) =

Piiklad 3.23 O

Priklad 3.27

Pii jakém poméru hmotnosti ¢astic k = ™ je energie predana pti jejich pruzné
ma2

srazce maximalni 7
S . .o E
Reseni: budeme diskutovat celni raz =2 =

AR i Ey (m1+ms2
nejveétsi pri danych hmotnostech

oznacime si tedy tento pomér jako funkci f(k)

4mimo

2 kdy chceme, aby pomér energii byl co

E} dmimey (my + my)? m? + m3 k241
= — = 5 = 2 2 - 2 3 — 2 - 2—2
By (my +mp) (m1 + myg) (my +my) (k+1)

/()

a hledejme extrém této funkce

26(k+1)2 = 2(k+1)(K2+1) 22/6(/64—1)—2(/12-1-1)_ G 28—2

(k4 1)% (k+1)3 (k+1)3

(k) = =2

/430:1

odkud plyne, Ze energie predana pii pruzné srazce je maximalni pro m; = mo.

Priklad 3.27 O
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Priklad 3.28

Dokazte zdkon odrazu (rovnost thlu odrazu a thlu dopadu) pro pruzny odraz
Castice m na pevné sténé (M — o0).
Resend: Vyjdeme ze vztahu pro pruzné srazky dvou hmotnych bodi hmotnosti m a M,
kdy téleso hmotnosti M je v klidu a téleso hmotnosti m na néj nalétdva pod thlem 6; a
uhel rozptylu ¢éstic se znaci y

ona rovnice zni

Msiny ~ siny

tg 01 = =
g7 m+ Mcosxy Kk-+cosy

kde kznaci pomeér k = 37
pii M — oojde k — 0 a vztah mezi thly pfechéazi v

sin y
tg b1 = coS X

=19 x

Piiklad 3.28 O

Priklad 3.37

Soustava podle obr. 3.38 (skriptum str. 112) se otac¢i kolem svislé osy s kon-
stantni tihlovou rychlosti ¢ = Q; bod m, se muze volné pohybovat podél osy.(??)

29

Napiste Lagrangeovu funkci soustavy.(??) Pii m; = my = ma Q > Q = /=

urcete dhlovou frekvenci wmalych kmita soustavy kolem rovnovazné polohy.
Reseni: (?7) Lagrangeovu funkci soustavy

1 . , A 1 . 9
L= gma (@5 + &5 497+ 5 + 2 + ) + 5ma(d5 + 5 + 2) + mig(ys + ys) + magy,

vyjadiime v obecné soufadnici §(viz obrézek) a k tomu pouzijeme vazby

3+ (g2 — 1) = @
73+ (ys —p1)* = a’
Y1 =193
a vzhledem k otaceni soustavy kolem osy y thlovou rychlosti ¢ = Qt zavedeme nové
polérni souradnice vztahy :
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z1 = asin f cos Ot

IQZO

T3 = —asinf cos it
Y1 = acosf

Yo = 2a cos 6

Y3 = a cosf

z1 = asin 6sin Ot
2’2:0

z3 = —asin 6 sin Qt

a tak tedy dostaneme Lagrangeovu funkci

L = mya®(6 + Q%sin? 0) + 2a*my sin® 062 4 2ga(my + ms) cos
(??) nyni je potfeba odvodit ihlovou frekvenci malych kmitu kolem rovnovazné polohy
(viz teorie) pii m; = my = ma pro tento Ucel vyjdeme z upravené Lagrangeovy funkce
L = ma®(6? + Q%sin® 0 + 2sin? 062 + 202 cos )

odvodime Lagrangeovy pohybové rovnice

d (OL\ OL _ ,d (; 295 2(902 o : 92 2 )
o (89)_59 =ma” -, (29+4sm 09) —ma~ (22" sin 6 cos 0+4 sin 6 cos 00°—2Q; sin ) = 0

6 + 25sin® 00 — Q2 sin 0 cos @ + 2 sin @ cos 0% + QZsin§ = 0
rovnovaznou polohu dostaneme z podminky [9] = 0, pak se predchozi vztah zjed-
=0,

=vo
nodusi na

—0%sin cos Oy + Q(Q) sinfy =0
a rovnovaha nastava pro thel
03
o2
urcime thlovou frekvenci malych kmitu kolem rovnovézné polohy tak, ze pomoci Tay-
lorovy véty rozvineme U a T v bodé 6y, kdy nds bude zejména zajimat (opét viz teorie)

_ 62U> _ (a%)
= —_— a —_— —_—
v (‘9‘92 0=0, " 992 J 9—p,

a potom podminka

cos by =

[v = w?u| =0
nam koneéné nabidne hledanou frekvenci
z potencidlni energie

43



U = —ma*(Q*sin® § + 203 cos 0)

1 95 02 ot —
2 2 2°°0 2°°0 2 0
'7 = —ma —2| (—QQ —|— 4Q _Q4 — QQO_QQ) = ma —QQ

z kinetické energie

T = ma?6*(1 + 2sin?f)
Qf 301 — 208
1= ma® (3 — 29—2) = maZTO
rovnice |y — w?u| = 0 se pievede na

P -0F 300208

ma—ay— —wma i 0
odkud snadno dostaneme vysledek
, Q=0 O , QP —Qf

w = —_=

02 304 — 208 304 — 20

Priklad 3.37 O

Priklad 3.38

Urcete normadlni kmity dvojitého kyvadla (viz skripta U 2.4) pfi malych am-
plitudach. Zkoumejte zvlasté pripad 1, = 1o, m; > ms , v némz jsou vlastni
frekvence témér stejné. Ukazte, Zze po malém vychyleni horni hmoty se ampli-
tudy obou hmot budou stiidavé zvétSovat a zmensovat ("razy”).

Reseni: 'V tomto pifkladé volné navézeme na feseny pifklad U2.4 na strané 44 a tedy
prepisme Lagrangeovu funkci v polarnich souradnicich

1 o 1 . ..
L= §(m1 —|—m2)lf<pf—|—§m2l§g0§+m2l1l2g01902 cos(1 —p2)+(mq+ma)gly cos p1+magls cos o
najdéme ( pomoci teorie ) vlastni frekvence téchto kmitu kolem rovnovazné polohy
(p1 = @2 = 0)pii malych vychylkach
vyjadiime si potencidlni energii

U = —(m1 + ma)gly cos 1 — magls cos @,

a najdeme matici charakterizujici aproximaci potencialni energie do druhého tadu
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(L U\ 1 (mitmgh 0
Yok = 200,00, ) 2 0 magls

vyjadiime si kinetickou energii

1 ) 1 . ..
T = §(m1 + ma)li57 + §m2l390§ + molilap192 cos(1 — ¥2)

a najdeme matici charakterizujici aproximaci kinetické energie do druhého tadu

(1 0°T 1 (m1 4+ ma)l; malily
Hik =\ 200,00, ) ~ 2 molily Mol

vlastni frekvence dostaneme z rovnice (opét viz teorie)

2
ik — Wi =0
¢imz dostaneme

’ (m1 + mg)gll — w2(m1 + mg)lf —w2m2l1l2 —0

—w2m21112 mgglg — w2mgl§

[(m1 4+ ma)gly — w2(m1 + mg)lf][mgglg — w2m2l§] — w4m%l%lg =
(my +ma) g2 malaly — wW?(my +ma)maglald — w?(my +ma) gmalaly +w (my +ma)mal3l? —
wim3l?13 = Oa zjednodusime na
(my +ma)g? — w?g(my +mo)(lh + 1z) + wmylaly = 0

coz je kvadraticka rovnice v w?, kterou snadno vyfesime a dostaneme

W%Q = g <(m1 + mQ)(ll + lg) + \/(ml + m2)2(11 + l2)2 — 4m1(m1 + mg)lllg>
’ 2m1l1l2

Priklad 3.38 O

Priklad 3.39

Urcete kmity soustavy dvou harmonickych oscilatort se slabou bilinearni vaz-
bou, L = 1(#* + §%) — jwi(2? + ¥?) + azy, o < wi.
Resent: prislusné Lagrangeovy rovnice II. druhu ziskdme

d (0L oL __ - 2. _
() =i+ wfr—ay=0

d (oL _ oL _

i \ oy 8y—jj+w8y—ax20
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dostaneme tak soustavu dvou diferencialnich rovnic, z které se¢tenim a také odectenim
dostaneme nové dvé rovnice

gzt —y) + Wiz —y) +alz—y) =0
L4y +wiz+y) —alz+y) =0

zavedeme nové soutadnice q1, qo vztahy

G =T—Y @2=T+Y
a soustava rovnic prejde na
Gi + (wh +a)q =0
Go + (w§ —a)gg =0

odkud lehce zjistime normalni kmity soustavy jako

2 _ 2
Wig =wy Lo

(poznamka: k nalezeni téchto frekvenci lze také pouzit obdobnou metodiku jako v
piiklade 3.28)

Priklad 3.39 O

Priklad 3.41

Padostroj. Pres volné otacivy valec poloméru R a momentem setrvacnosti 1
je natazeno nehmotné vlakno délky I, na némz jsou zavésSena télesa hmotnosti
mi, ms. Sestavte a feSte Lagrangeovu rovnici.

Reseni: pocétek soustavy soufadné umistime do stiedu vélce, kladny smér osy z sméfuje
proti sméru tihového pole, ihel ¢ urcuje pootoceni valce

vazby jsou
Ty = —T9 = R
h=y=0
z21+2z+7TR =1
2 =pR+ z§°’

Lagrangeovu funkci

1 . 1 1.
L= imlzf + §m225 + 5[902 + mi1gzi + Magze

pomoci téchto vazeb pretransformujeme (s vypusténim konstantnich ¢lent) na

1 I .
L= 5 (m1 +m2+ﬁ) zf+(m1 —m2)921

feSme nyni Lagrangeovu rovnici II. druhu
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i 0_L _8_L— + _|_L "_( _ )—0
dt \ 0% 0z L R? A1\ T im)g =

kterou tesi s ohledem na neznamé pocatecni podminky

! mi—ma)R> !2 ( 0

1( ) é(rngimg)QI)%2+lg 25 )t Z§ )
mi—mo)R> -(0 0

2 (t) ; (7)(’Ll+1 m2)2R)2+1 gt2 Zé )t Zé )

Priklad 3.41 O

Priklad 3.42

Dvojity padostroj. Na soustavu podle obr. 3.39 (skriptum strana 113) pusobi
sila tize. Horni otaciva kladka (moment setrvacnosti /;, polomér ) je pevné
zavésena, dolni otaciva kladka (hmotnost ms, polomér ry, moment setrva¢nosti
I) je pohybliva ve svislém sméru. V1dkno spojujici télesa m;, my; ma délku 1,
vlakno spojujici télesa ms, m, ma délku l,. Sestavte a reste Lagrangeovy rovnice.
Resen: napisme nejprve vazby

Zl+22+ﬂ'7”1:l1

Zg — 2o+ 24— 2o+ Ty =y

Z1 = o111 + z%o)

Z3 = Pale + Zéo)

ze kterych vyjadiime

Zgzll—ﬂrl—Zl

Z4 = ZQ — TTro + 211 — 271'7”1 — 221 — Z3
Z1 — ZEO)
T1

(0)
23— %
802:—3 4

T2

a dosadime do této Lagrangeova funkce
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= 12 4
L= §Zmzzl2 + 521—19012 +Zmigzi
i=1 i=1 i=1

¢imz po upravach dostaneme
(my +mg + dmg)r? + 1 e (m3 + my)rs + Iy

L= 22+2m4 212.34— myp — Mg — 2m4 ng+
2r? ! 2r2 AN \( iy )/
A B

(ms3 — my)g z3a pro prehlednost dalsich kroku jsme si jednotlivé ¢leny oznacili pismenky
E

sestavime Lagrangeovy rovnice II. druhu

dt \ 9z, ) 0z
d (0L oL
d (oL oL _ .. . p_
dt <823) 823 s CZl 0

které nas dovedou na soustavu diferencialnich rovnic, maticové zapsanou jako
~(2)
Z =
Z3
2A C b D
c 2B )T\ E

kterou vytesime tak, ze najdeme inverzni matici
1 2B —-C
4AB —C? \ —C 2A
a celou rovnost zprava touto matici vynasobime a dostaneme tak
5 2BD - CFE
~ \ 24E-CD
a tedy fesenim je

2BD — CE :
o1 2 L2 4 277)
T ( 2AE — CD )t S

Piiklad 3.42 O

48



4 Kapitola 4: Zakladni principy mechaniky

Priklad 4.2

Pies hieben stfechy (vrcholovy itihel2a) je natazeno nehmotné vlikno délky
Izatizené na koncich hmotnostmi m, m,. Kdy nastane rovnovaha ?
Resend: oznaéme souradnice obou téles: my : [x1, z1] resp. my : [x2, 25] a zvolme pocatek
ve vrcholu strechy pticemz kladny smér osy z miti proti tithovému zrychleni

nejprve si zapiSeme vazby, které tato télesa podstupuji

p1 =x1 — zitgag =0
P2 = Tg + 2tgay =0
3=/l 42+t +22-1=0

a skutecné sily, které na télesa pusobi

Fi = (0,0,—myg)

F2 - (07 07 _m2.g)

problém statické rovnovahy budeme fesit metodou Lagrangeovych multiplikdtoru (viz
teorie), kterd nds v tomto piipadé pfivede na soustavu rovnic:

M+ Ag—— = 0
TiT21

—mi1g — Mtg a; + A3 '221+ = =0
T1T27
)\2+)\3 12 :O

NCE=]
_mgg+ )\th a9 + )\3\/% =0
TyT2

1 — ztga; =0
x2+22tg Qg = 0
Vai+ 24+ a3+ 25 -1=0

z této soustavy si vyjadiime

T = z1tgoy
Tg = —Zotgay
odkud plyne (z predpokladu pohybu pouze po stiese, tj. ze souradnice z jsou zadporné),
Ze 7 prvni a tieti rovnice dostaneme

M o= —A\g—209___ — )\, Eginay = A\gsinao
! 22(1+tg%a1) 3Tl 1 3 1
t . .
Ay = Ag——=2L22 = \3 22 sinay = —A\3sinay

3 \/ 22 (14+tg2az)

a druhé a ¢étvrtd na tvar

—m1g — AMtg a; — Az3cosa; =0
—Mog + Aotg ag — Az cosag = 0
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kde jesté provedeme dosazeni za A1 a Ao

—my1g — Azsinay tgag — Azcosay; = 0
—Mag — Az Sin g tgas — Az cosag = 0

¢imz po vyjadieni A3 z kazdé rovnice dostaneme podminku statické rovnovahy (pro
libovolné soufadnice obou hmotnych bodu svédzanych pouze vazebnimi podminkami)

A3 = —M1g Ccos oy
A3 = —Mg COS Qip

mq COS (o

mo COS (¥

Piiklad 4.2 O

Priklad 4.3

Dva hmotné body m;, moklouzou bez tieni po parabole z = —;”—Qa jsou spojeny
nehmotnym vldknem délky r, které prochazi ohniskem paraboly [0, 0, —£]. Ktera
poloha hmotnych bodt je rovnovazna ?

Reseni: poznamenejme, ze tfhové pole ma smér jako obvykle, totiz ptisobi proti sméru osy
z.

tuto lohu opét budeme tesit metodou Lagrangeovych multiplikdtoru (hledani extrému
na varietdch)

sily pusobici na hmotné body jsou

Fi = (0,0,—mg)
F2 - (07 07 _mQQ)

napisme vazby, podle kterych se pohyb muze uskutecnit

pr=/ri+ (1 + 52+ /a5 + (22 +5)2—r=0

ZEQ
90252’1-%%:0
§03EZQ+;_;:O

pro jednoduchost dalsich vypoctu aplikaci vazeb s a p3na vazbu prvni dostaneme

pr=—2n—2+p—r=20
2

=2 +5 =
902 1 2€

T

p3 =23+ 50 =0

jiz zminovanou metodou Lagrangeovych multiplikatori dostaneme rovnice

20



Dol =
)\3%:

—mlg+)\1+)\2:O
—m2g+)\1+)\3:O

a k této soustaveé patii jesté jiz zminované vazby
—21—2+p—r=20
£E2
21 + 2—1 =0

3
2 - =
2+2p

ze kterych dostaneme ptipustnd feseni

Z1 <1 T2 <2 A1 Ao A3

0 0 ++/2p(r —|pp —r Mo glm;y —10
mg)

+/2p(r —p)p—r 0 0 0 glmgy  — | my
my)

poznamka: povSimnéme si, ze kromé velikosti vazbovych sil (udané Lagrangeovymi
multiplikdtory) nezavisi rovnovazna poloha na hmotnostech.

Piiklad 4.3 O

Priklad 4.4

Nehmotné vlakno délky 1 je polozeno pies vrcholek paraboly z = —%. Jeho
konce jsou zatizeny hmotnostmi m;, ms. Ve které poloze vlakna nastane rov-
novaha ?

Resent: poznadmka: k Feseni tohoto pifkladu, ostatné jako k mnoha dalsim lze pouzit
ruzné piistupy, znalosti a podobné - avsak i tentokrat pouzijeme do jisté miry (s ohledem
na fesitelnost rovnic) univerzalni Lagrangeuv formalismus

zacnéme tedy tak, ze popiSeme vazby, kterymi se télesa pii svém pohybu #idi

ZDQ
901521+2—Z:,=0
pr=2+52=0

gpngf\/l—kz’?da:—l: 0

povSimnéme si na vysvétlenou vazby (3 - tato vazba vyjadiuje spojeni obou hmotnych
bodu nehmotnym vlaknem délky [, ktera se docela snadno odvodi pres Pythagorovu vétu
aplikovanou na infinitesimalni pifristky (dl)® = (dz)?+ (dz)? - zbytek uz si laskavy ctenar
jisté domysli sam

tuto vazbu si samoziejmeé zjednodusime a to nédsledovneé : ze vztahu
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z2=——,2 =—=
2p p
po dosazeni do vazby (3 dostaneme

T2
9035/ 1—|—If—§d:v—l:0

z1
nyni se pustime do hledani bodu statické rovnovahy - budeme postupovat obdobné jako
v predchozim prikladé, a to metodou Lagrangeovych multiplikdtoru, ¢imz dostaneme tyto

ctyTi rovnice
1o x% _
Al—p )\3\/1+—p2 =

—mig + )\1 =0
12 .
A%+ Mgy 1+ 35 =
—mag —+ )\2 =0
matematickd pozndmbka: f;f f'(x)dx = f(xg) — f(x1) a proto jsme pii odvozovani
- , . . S| z 2 z? 9 x z2
ptredchozich rovnic mohli pouzit prn (fxf v/ 14 Fdx) =—\/1+ p—% et 5o (fxf £J1+ I?da:) =
J1+2
z téchto ¢tyf rovnic si vyjadiime

AL =myg
A2 = Mmag

a po dosazeni do zbylych dvou rovnic mame

mlg%—)\g 1—|—

i‘:‘

Tl
I

] @]

mlm )

ng%—i—)\g 1—|—

odkud nakonec eliminaci A3 vyplyne rovnice
mMixy MaZ2

+
fEQ ZEQ
Vitd e

to je ovSem jen jedna rovnice pro dvé neznamé - tu druhou nam zajisti dosud nepouzita
vazba

=0

2
9035/ 1—|—;§—§d:v—l:0

1

spoctéme integral
) 3 T 62 p
[ g {- - smhs} = [ peosti(€)d = 226 + simh 26
1 p 61
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x
& = arcsinh—
p
druhd rovnice tedy bude
x x
2arcsinh== + sinh (2arcsinh—

2) £ — 26L7’csinhﬂ — sinh <2arcsz’nhﬂ> 5} =1
p p p p

kterou lze jeSté nepatrné zjednodusit na

g arcsmh——l——“1+——arcsmh——— 1+— =1
p

a tedy rovnovazné hodnoty soutadnic xy, x5 jsou feSenim téchto dvou zardmovanych
rovnic.

Piiklad 4.4 O

Priklad 4.5

Hmotny bod m je vazan na elipsu ve svislé roviné s poloosami a (vodorovnad),
b (svisld), a < b. Kromé tize g pusobi na bod pruzina o tuhosti k uchycena ve
stiredu elipsy, jejiz rovnovazna délka ay < a. Urcete rovnovazné polohy bodu.
Reseni: soufadny systém zvolime, jako obvykle, tak, stfed souradného systému umistime
prirozené do stiedu elipsy a kladny smér osy y bude opét smérovat proti sméru pusobeni
tthového pole

vazbu v takovéto soustavé potom zachycuje rovnice

2?2y
SOE _2_|__2—1: O = b2x2—|—a2y2—a2b2:0
a b
k nalezeni rovnovaznych poloh pouzijeme opét Lagrangeuv formalismus, tj. metodu
hledéni extrému funkce na varieté - stacionarni bod potencialu U

vyjadieme si potencidlni energii jako

1
U =mgy + Sk(Va* +y* — )’

hledejme tedy staciondrni body této funkce dvou proménnych na varieté ¢ (pomoci
Lagrangeovych multiplikdtoru - viz matematickd analyza)

Z_U _ Ag_‘P (/P g —ap) — 2PN = 0
X X

Z_Z—Ag_j — mg + k——e (/22 + 1 — ap) — 2a%yA = 0



celkem se tedy dostdvame soustavu rovnic

cl1-oa— %0 ) —p
2+ y?

ba? + d’y* —a’b* =0
tuto soustavu fesi nésledujici dva stacionarni body:
x=0, y==b
a body, které jsou fesenim této soustavy rovnic

CL2

x2:a2—§y2, kde x # 0
g1 % _mg 2"
\/CLQ—Z—ij—Hﬂ k 0* —a?

poznamka: z posledni rovnice je vidét, ze pii 7+ — Oje dalsim pribliZznym staciondrnim
bodem z = +b, y = 0

Piiklad 4.5 O

Priklad 4.6

Na primce jsou dany tri ekvidistantni elektricky nabité hmotné body s naboji
e1, ea, eg. Urcete naboje tak, aby soustava byla v udané konfiguraci v rovnovaze
a ukazte, ze tato rovnovaha neni stabilni.

Reseni: statickd rovnovaha pro ekvidistantni ndboje znamend, ze podle principu virtudlni
préce (virtudlniho posunuti) musi platit

protoze nasim tukolem bude zjistit, je-li tato konfigurace v takové rovnovaze stabilni ¢i
nikoliv, vy¢isleme nejdiive potencial této soustavy

€1€2 €1€3 €2€3
+ +

U(xlaxZ;xS) -
To — X1 T3 — I T3 — T2

potom sily pusobici v této soustavé se vyjadii
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U
0@-

F, =

a podminka statické rovnovahy je pak

a protoze dx; muzou byt obecné linearné nezavisla je tato podminka splnéna prave kdyz
ou
8xi

coz nas dovede v ekvidistantnich bodech o — 1 = 23 — 29 = a ;23 — 1 = 2a na

soustavu rovnic

0

a? 4a?
€162 €263
3~ =0

a a
€1€3 = €263
2z T2 =0
4a a
odtud dostaneme podminku pro rovnovahu
€] — €3 =¢€
_ 1, _ 1
€9 = —161 = —16

abychom mohli nyni rozhodnout, zda-li je tato rovnovaha stabilni, je nutné zjistit, jestli
v bodech stability potencial U nabyva minimum.

pro piehlednost nyn{ zvolme nové souradnice y; = 2; — 22, i € 3, tj. spojime novou
soustavu souradnou pevné s prostfednim néabojem

potencial ma nyni tvar

Uy, ys) = —€ (+— +4 — —) = —eZM
4 1 Ys—th Y3 4 y1ya(ys — 1)

a budeme zkoumat extrém této funkce dvou redlnych proménnych v bodé [y; = —a,y3 =
al

1 4
1 =+ —
U'(yl,yg) — Z_162 ( 1y1 (934 Y1) )

w3 (y3—1)?

a budeme zkoumat definitnost druhé derivace potencidlu (podrobnosti vySetfovani
realnych funkei vice proménnych se dozvite v matematické analyze)
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1 4 4
oK )

- 3

(y3—y1)3 Ty (y3—y1)3
le? [ -1
U'(—-a,a) = =— ( ? )
2 a3 5
tato matice je indefinitni a tudiz potencidl nema v této konfiguraci minimum a rov-
novaha je proto nestabilni

DN [0 | =

Piiklad 4.6 O

Priklad 4.9

Na hmotny bod vazany na kulové plose ¢ = z3+r3+22—r? = 0 pusobi konstantni
gravitacni sila F' = (0,0, —mg). Urcete rovnovazné polohy (z9)a slozky reakéni
sily R? v (29).
Resent:

opét pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatoru a tak dostaneme podminky sta-
tické rovnovahy jako

2 2 2 2

0+2X\z; =0
0+ 2 \xy =0
—mg + 2 x3 =0
odkud dostaneme feseni
7 =(0,0,%r)
a reakéni sila v téchto bodech je
R = (0,0,mg)

Piiklad 4.9 O
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Priklad 4.10

Hmotny bod, na ktery pusobi konstantni gravitacni sila F = (0,0,—myg) je vazan
na dveé valcové plochy ¢ = 23 + 22 —a?> =0 a ¢y = 27 + 23 — b* = 0, kde a® > b* > 0.
Urcete rovnovazné polohy (z?) a slozky reakéni sily R v (27). Které rovnovazné
polohy jsou stabilni ?
Reseni: protoze budeme na konci rozhodovat o stabilité, pouzijeme v tomto piikladeé
metodu hledani extrému funkce vice proménné na varietach z matematické analyzy - zkou-
mané funkce bude potencidl U a budou nés zajimat (a) stacionarni body této funkce
vzhledem k varietam(b) v kterych bodech mé tato funkce minimum vzhledem k varietdm
(v takovych bodech je potom rovnovaha stabilni).

(a) staciondrni body

sestavme funkci

AZU—A1%01—>\2902

po dosazeni

A = mgxs — M (27 + 23 — a®) — \o(2] + 25 — b%)
a hledejme jeji stacionarni body (tj. % =0)
OA
_— = —2)\1.7?1 — 2)\2371 =0
5’x1

oA
81’2

A
—8 =mg— 2 \x3=0
3x3

a nezapomenme jesté na vazbové podminky

= —2)\2(E2 =0

po @128 e -at=0
T =2t -0 =0

takovouto soustavu rovnic potom fesi (pro prehlednost liché indexy Feseni odpovidaji
bodum majicim kladnou slozku odpovidajici souradnici z3 a sudé opaéné - tj. body s lichymi
indexy jsou "nahote”a body se sudymi ”dole”, budeme-li se orientovat podle pusobeni
tihového pole)

indexy T i) 3 )\1 )\2 é
feSeni
0 +b a ] 0 (0,0,mg
0 +b -a -2 0 (0,0, mg
+b 0 Vaz —b? ST RN (0,0, mg
+b 0 Va? =0 | - W (0,0,mg
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kde jsme pouzili R= (221 A1 4 221 M\2, 2920, 2\ 13)
(b) otézka minima ve staciondrnich bodech
prvni derivaci funkce A lze obecné zapsat (viz predchozi rovnice)

—2)\11’1 — 2)\21}1
A, = —2)\2$Q
mg — 2\ 3

druhé derivace bude

—2M —2)\y 0 0
N = 0 —2X 0
0 0 =2\

zkoumejme nyni definitnost v jednotlivych stacionarnich bodech a to tak, ze zizime
druhou derivaci na tecny prostor (podrobnosti viz matematicka analyza)
( 201 0 2x3

- !
protoze ¢’ = o0, 21y 0

), dostaneme v konkrétnich ptipadech
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ol Ny prislusna kvadratickd forma

10 0
(OOE%QGO ) mg |0 0 0| ¢J(h) -
0 0 -1 10 0 h
mg(h,0,00( 0 0 0 0| =
00 -1/ \0

_mgyp2

“Zh
lokdlni maximum =-nestabilni rov-
novazna poloha

100
(81%28)% 000 || Qn _
00 1 100\ [h
™9 (h,0,0)[ 0 0 0 0 —
00 1 0
mg 2

lgkédnl’ minimum =>stabilni rov-
novazna poloha

0
0Q(f) =
+1

A (0.h,0)

+2b 0 2 V (Z2m? b?
+20 0 @F-v°

S~
o~ o

o O O
O = O
o O
o O
1l
T

mg h2
Va?—b? .. o
lokalni minimum =sstabilni rov-

novazna poloha

( +2b 0 _
+2b 0 0 0 0 0
732 (0,7,0) [ 0 =1 0 ho| =+
0 0 1 0
—_mg _p2
VaZ—b2

lokdlni maximum =-nestabilni rov-
novazna poloha

poznamka k feSeni: postup uzity v tomto piikladé neni jediny mozny, je vsak nazorny
z hlediska aplikace poznatku matematické analyzy

Piiklad 4.10 O

Priklad 4.11

Pomoci d’Alembertova principu odvod'te pohybovou rovnici matematického
kyvadla.
Reseni:

29



zavedeme uhel ¢ jako obecnou soufadnici a pomoci néj vyjadiime vsechny velic¢iny
vystupujici v d’Alembertové principu

d’Alembertuv princip v kartézskych souradnicich je (kde osa y sméfuje ve sméru tthového
zrychleni)

(—m&)ox + (mg —mij)oy =0

a pouzijeme vzhledem k povaze matematického kyvadla transformace

T =rsiney
Y =7 Cosp
kde
¥ = —r@?sin g + rgcos @
ij = —1rp?cosp — rgsin g
a

d0x = rcosp oy
dy = —rsinp dp

transformujme d’Alembertuv princip na
(mrp? sin g — mr@ cos )r cos g dg — (mg + mrg? cos p + mr@sin p)rsing 6o = 0

mr?(—¢ — 9 gin ¢) 0p =0
r

a ma-li byt tato rovnost splnéna pro libovolné d¢, dostavame pohybovou rovnici ma-
tematického kyvadla

¢+gsing0:0
T

Piiklad 4.11 O

Priklad 4.13

Dveé télesa hmotnosti m, m; jsou spojena nehmotnym vlaknem délky 1 klouzajicim
bez tieni po pevném valci o poloméru R. Urcete pohyb soustavy pod vlivem
tize s pouzitim d’Alembertova principu. Vypoctéte silu napinajici vlakno.
Resend: necht kladny smér osy z sméfuje ve sméru pusobeni tfhového zrychlent

zapiSme vazbu mezi télesy jako

z21+2=1—7R
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odkud plyne

5 =%

zapisme d’Alemberuv princip

(mlg T — mlfél)dzl + (mgg T — m222)522 =0

z kterého, ma-li byt tato rovnost splnéna pro libovolné 4z;, obdrzime soustavu rovnic
(po pouziti vazby)

mig—"T —mzZ; =0

ng—T—l—mgfél =0
snadno z této soustavy rovnic vyjadrime

T MM
m1+m2

. my —ms
2= ——4g
my + Mo

odkud integraci dostavame

1m; —m
= 1—2gt2+2‘1’t—|—zf

z1(t)

N §m1+m2

1m1 — Mo -0 0

4.14 Tézni klec. Lano nesouci klec o hmotnosti M je vedeno pies kolo poloméru R a
je tazeno silou F=F(t). Pomoc{ d’Alembertova principu odvodte pohybovou rovnici klece.
Moment setrvacnosti kola hmotnosti m vyjddiete pomoci gyracniho poloméru Ry, I =

ng.
d’Alembertuv princip pro tuto situaci zni
(F—Mg— MZ2)dz+ (—1$)op =0

s pouzitim vztahu

Lz
TR
0z = Ry

dostavame
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R 6z

(F—Mg— MZ3)dz + (—mEZ)E =0

a tedy
RQ
(F—Mg—Mé—mR—gé)dz =0
odkud pohybova rovnice

2

<M+m—g>:z':F—Mg

Piiklad 4.13 O

Priklad 4.15

Pomoci d’Alembertova principu odvod'te pohybovou rovnici rotaéniho télesa
( hmotnost m, polomér R, gyra¢ni polomér Rg), které se vali bez klouzani po
roviné naklonéné pod thlem a.

Resent: d’Alembertv princip v této situaci je

(mgsina —ms8)ds + (—1p)op =0

transformujeme pomoci vztahu

0s
5o =22
YT R
_3
YT R
I:mRi

na

23 S—O

e E)Ss L (— 0s _
(mgsina —ms)ds + ( ngR)R

a po upravé dostaneme

R2
m {gsina—ﬁé (1+R—g>} 0s =0

odkud obdrzime pohybovou rovnici

. gsina
T R2
L+ 7
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Priklad 4.15 O

Priklad 4.18

Presvédcete se pfimym vypocétem, ze zména vazanosti Z(i;) pri zméné zrych-
leni o i; je rovna Z(i;+06i;) — Z(i;) = >, (mgd; — Fi)0i;+ 2 >, mi(0%;)* a tedy podle
Gaussova principu ), F; — m;%;)6%; = 0, (0z; = é; = 0)Z nabyva pii skutecném
pohybu svého minima.

Reseni: velicina vézanost (nutkéani) predstavuje

1 A

(2

zkoumejme tedy

. . . 1 . L2 2 . ... FOF?
Z(Z; 4 03;) — Z(%;) = 5 Z {mi (& + 0d;)* — &7) — 2F; [# 4 0@ — &) + HZ - H’}

Z(Zi403;)— Z:mZ 2[E1(55B, + (04;) } —2F0%; = Z (m@; — F;) 02+ z:mZ (64;)*

)

coz bylo dokéazati

Piiklad 4.18 O

Priklad 4.20

Vypoctéte hodnotu akce S = fOTL dtpro(a) skuteény pohyb pfi volném padu
hmotného bodu hmotnosti m, z,(t) = 1gt*(b) variovany pohyb z,(t) = ct, kde c je
urceno podminkou pevnych koncta z,(T) = 2,(T)(c) variovany pohybz.(t) = at?,
kde a je uréeno podminkou pevnych koncu z.(T) = z,(T).Ukazte, ze hodnota S
je v piipadé (a) mensi nez v pripadech (b), (c).

Resent: Lagrangeova funkce popisujici volny pad je

1
L= Em,éz +mgz

nejprve ur¢ime z podminek pevnych koncu konstantu c

1

2(T) =T = 2,(T) = égT2
1
— 4T
¢=359



a konstantu a

2o(T) = aT? = 2z,(T) = §gT2
lg
a=-=
2T

dosazujme tedy za z(t) postupné z (a),(b) a (c¢) a spocitejme hodnotu akce

g 1o, 1 4, Lo 9
Sa:/ Ldt:/ —mg°t® + —mg“tdt = —mg°T
0 0 2 2 3

g 1,5, 1 3 o3
Sy = Ldt = -mg“T* + —mg~Tt dt = —mg“T
0 0 8 2 8

8 17? 2 T 20

je tedy ztejmé, ze skutecnému pohybu skuteéné odpovida nejmensi akce
coz bylo dokazati a spocitati

T T 2 2
9 1 7
S, = / Ldt = / —ﬂ# + —ﬂt?’ dt = —mg*T?
0 0

Priklad 4.20 O

Priklad 4.21
Bylo zjisténo, ze hmotny bod pi#i volném padu s nulovou pocatecni rychlosti
urazi drahu z; za dobu t; = , /254. Predpokladejme, zZe pro z # zpdoba padu neni

znadma a Ze vime jen to, Ze z(t) zavisi na t podle vztahu z(t) = at + bt>. Ukazte,
ze kdyz konstanty a, b zvolite tak, aby doba padu z vysky z, byla ¢y, pak akce
S = fgo L dtbude mit extrém jen pfi a =0, b= 3g.

Resent: Lagrangeova funkce popisujici volny pad je

1
L= §m22 +mgz

kde ovSem

z(t) = at + bt*

spocitejme akci

] 1
S(a,b) = / ém(a2+2abt—|—b2t2)+mgat+mgbt2 dt = g™ [3a”to + 6abt] + 4b°t; + 3agtg + 2bgt; ]
0

zvolme nyni konstanty a, b tak, aby
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kde

odkud zfejmé

celkem jsme dostali rovnici

odkud si vyjadrime

2(to) = 2z = ato + bt}

2
A EEN
g
1
zozﬁgtg
Loz = ato + b2
290—a0+ 0
1
a=—(g—2b)ty

2

nyni si muzeme pomoci tohoto vztahu vyjadrit akci uz jen jako funkci jedné proménné

S(b) = =m [3 (5 = 6)" 45+ 6 (§ — ) bl + 46%5 + 3 (4 — b) gt + 2bgt5] = mt3 {3

8

abychom nasli extrém této funkce, musime znat staciondrni bod jeji derivace

a dopocitame jesté

coz bylo dokazati

S'(bo) =

b():g

1
ag = 5(9 - 2b0)t0 =0

1
émtg [—g+2b)) =0

1 1
2 2
— Zgb+ =b
7 =57 6]

Priklad 4.21 O
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Priklad 4.22

Vypoctéte akei S = 1 fol i? — 22 dt pro jednoparametricky systém trajektorii
T = z.(t) = Stitea vyneste zédvislost S = S(¢) do grafu.
Regeni: nejprve si tedy spoc¢téme prvni derivaci (respektive kvadrat derivace) trajektorie

. cost+ ¢
t) = ———
Te(?) sinl 4 ¢

5 Cos’t 4 2ecost + &2
;2 —

< (sinl+¢)?
, sin’t+ 2etsint + 2t?
Tr- =
‘ (sinl+¢)?
spoctéme tedy akci
1 1
S = m/ cos’t + 2e cost + €2 — sin®t — 2etsint — 2t3dt
sin £)? Jo
jemné jesté zjednodusime
1 1
S = m / cos 2t + 2ecost + €2 — 2etsint — *t3dt
sin €)% Jo

a ze znalosti integralu, zvlastépak

1 1
/ tsintdtz—cosl—i—/ costdt =sinl — cos 1
0 0

dostaneme

S L 1'2+2'1+22'1+2 112
=—— [ Zsin € sin g® — 2esin ccosl — —¢
2(sinl +¢)? \ 2 3
S_3sin1cosl+6€cosl—|—2a‘2

B 6(sinl + ¢)?

graf akce v zavislosti na €

Piiklad 4.22 O

Priklad 4.24

Zapiste Lagrangeovu funkci a pohybové rovnice &astice v poli U(z), jestlize
zavedeme ”mistni cas” T =1 — \z.
Reseni: Lagrangeova funkce se pri prechodu k novym obecnym soufadnicim a ” ¢asu” transformuje
takto
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dx
L/ (ZE, E’T) = L (.ZL'7 E’t) E

Lagrangeova funkce v tomto ptipadeé je

€T T 2
L (z,% 1) m ()" - U(x)
a pomoci vztahu
tl=7+ v
ji transformujme
dz dz d 1 dz dt dr\2 dz 1 dz\2 1
7) = L2, G 1) & = [im(—t—ia) —U(l’)} (L+2%) = 3m (%) T

L (ZE, dr?
(14 A%) U(z)a tedy zkrdcend muzeme psat
jf2
— (1+X2)U(x)

1
L (x,i,7) =~
(@87 = 3 e

Piiklad 4.24 O

Priklad 4.25
Jak se transformuje Lagrangeova funkce L = —/1 — (%)2pfi prechodu k souradnicim

q a ”¢asu”7 podle vztahu = = gcosh A + 7sinh A, t = ¢gsinh A + 7 cosh A (Lorentzova

transformace) ?

Reseni: pomoci vztahu
dx = cosh Adq + sinh A\dt

dt = sinh \dq + cosh A\dT

pretransformujme Lagrangeovu funkci

dt ) dq dr cosh Adq + sinh Ad1 2
r_ g% “4 wr _ —
=L (Smh A gy Teosh Am) \/ (sinh Adq + cosh /\dT)
__ [(sinh Adg + cosh Adr)? (sinh Adg + cosh Ad7)* — (cosh Adg + sinh Ad7)? B
(dr)? (sinh Adq + cosh Adr)?

sh2X (dq)® + 2shAch\ dq dr + ch?) (dr)* — ch?X (dq)® — 2shich) dq dr — sh2 ) (dr)?

- _\/ (dr)?

a tedy konecny vysledek
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v-—yi- @)

Piiklad 4.25 O
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5 Kapitola 5: Hamiltonuv formalismus

Priklad 5.2

Napiste Hamiltonovu funkci volného hmotného bodu v kartézskych, sférickych

a cylindrickych souradnicich.
Reseni: Hamiltonova funkce v obecnych soutadnicich je definovand takto

H(pj,5,1) = Y p; di—L(g;,d5, 1)
j

kde v nasem pripadé plati

(a) kartézské souradnice

1
L= ém(‘mj + 92 + Z2) - U(‘T7 Y, Z)
odkud

py:my
p,=mz

a zpétné si vyjadiime casové derivace souradnice

1
Y= 1Py
i=p.

takze Hamiltonova funkce dostane tvar

1 o L 1 o 1 2
H=— Z pj—§m(Epj) +U(:B,y,z):% Z p; +U(z,y,2)

J € {z,y,2} J € {zy,2}

(b) polarni soufradnice

1 .
L= gm(i* +r°¢"sin®0 +176%) = U(r, ¢,6)

odkud

== mr2gb sin® 6
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oL
po=—r = mrf
00
a zpétné
r= %pr
B 1
T mr? sin’ pr
. 1
0 = ——5De
mr

Hamiltonova funkce poté dostane tvar

He— (p2+ e + L ; +U(r, 0,0)
“om \" T T iy e
(c) cylindrické soutadnice

1
L= §m(7'“2 + T2gb2 + 2”2) —U(r,p,2)

odkud dostaneme

zpétné si vyjadiime

a Hamiltonova funkce dostava tvar

H—L 2+p_i+2 +U(r, ¢, 2)
_2m pr 7“2 pz 790a

Priklad 5.2 O
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Priklad 5.3

Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu v poli kon-
zervativnich sil (v kartézskych souradnicich) a ukazte, ze ziskané rovnice jsou
ekvivalentni s rovnicemi Newtonovymi.

Resend: Hamiltonovy rovnice jsou dany vztahy

) OH

b=

OH
b=y

uplatnime tedy znalost Hamiltonovy funkce v kartézskych soufadnicich (viz predchozi
priklad)

1
H=—p; +p3 +p3) + Ulzy, 22, 23)

2m
a po dosazen{ do vyse zminénych rovnic dostaneme, ze pro j € 3 plat
~oH 1

T = — =
apj m

J

coz se dalo ocekavat neb se jednd o hybnost a z druhé rovnosti dostaneme pti pouziti
prvniho vysledku

i, = OH U
Pi= M= "2, = " oa,

a zapiseme-li tuto rovnici vektorové, dostavame vysledek

p=-VU

Piiklad 5.3 O

Priklad 5.4

Napiste Hamiltonovu funkci harmonického oscilatoru.
Reseni: Lagrangeova funkce harmonického oscildtoru ma tvar

1 1
L= —-mi®>— ~kz?
2 2

Hamiltonovu funkci dostaneme pouzitim

oL 1 1
= P — L= —-mi*+ —ka?

H=""i_
Er 2 2
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a po dosazeni vyrazu

Piiklad 5.4 O

Priklad 5.5

Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu pod vlivem
centralni sily s potencidlem U(r) ve sférickych soufadnicich. Urcete integraly

pohybu.
Reseni: Hamiltonova funkce v sférickych souradnicich ma tvar

1 : 2
H——<$+]ﬁ+ i )+U(r)

2m r2  r2gin%6

Hamiltonovy rovnice

. OH p,
7= = —
dp, m
oH Do
P =50""=—7
dp, —mr
0‘_ OH - Yz
~ Opp mr?sin?6
om R @
b T T s T mdsin? 0 or
Py = —%—g = 0 integral pohybu
_ OH  pj cosf
Po = 50 T i sin® 0

Piiklad 5.5 O
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Priklad 5.6

Hmotny bod m je vdzan na valcovou plochu z? + 4> = R? a pohybuje se pod
vlivem centralni elastické sily F = —ki" . Uréete Hamiltonovu funkci, sestavte
Hamiltonovy rovnice a feste je (v cylindrickych soufadnicich).

Reseni: Hamiltonova funkce volného hmotného bodu v cylindrickych soufadnicich (viz
piiklad 5.2) je ddna vztahem

1 2 p?o 2
H=_—\p;+—=+p. ) +U(r e z2)
2m T

kde oviem r = R = konst a U(r, ¢, 2) = U(z) = 3k(z® + y° +2?) = 1k(R? + 2?)
R2
méjme tedy tuto Hamiltonovu funkei s presnosti na konstantu

1 2 1

2m \ R?
Hamiltonovy pohybové rovnice maji tvar
Dy = —%—g = 0 integral pohybu
OH
), = —— = —kz
P 0z
oH 1
z= = —p, odkud p, = mz_
dp, m

._oH 1
S0_817@_mR2p“0

takze mame tuto soustavu diferencialnich rovnic a po dosazeni dostaneme rovnice

odkud p, = mR*¢_

P, =mzZi=—kz

P =mR*p =0

kterou resi
2(t) = Acos(y/ £t +9)
o(t) = Vot + o

Piiklad 5.6 O
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Priklad 5.7

Napiste Hamiltonovu funkci castice s nabojem e a hmotnosti m v daném
vnéjsim elektromagnetickém poli s potencidly ¢(7,t), A(7,t).
Reseni: napisme nejprve Lagrangeovu funkci a drobé si ji upravme

1 - . 1 . .
L:§mf2—e(go—FA):§mFQ+eFA—e<p

pomoci obecné hybnosti

oL . -
pP=—=mr+eA
or
odvodime, ze
Lo o1
= (- )

nyni na zékladé Lagrangeovy funkce sestavime Hamiltonovu funkci tak, ze za 7 do-
sadime z ptredeslého vztahu

H=pr—L=—p(p—eA)— §m—2(p—eA)2 — —(pP—eA)eA+ep
L, e_z 2 12
H=_—p"——pA+ _—e"A"+ep
2m 2
— —(f—eA) +ep

Piiklad 5.7 O

Priklad 5.8

Napiste Hamiltonovu funkci ¢astice v neinercialni soustavé souradné rotujici

—

s konstantni tihlovou rychlosti (2.
Reseni: vyjdeme ze vztahu pro energii v neinercialni soustavé

1 .
H:E25m172+U—ﬁ><F-Q

a dosadime do néj z vyrazu pro hybnost

<y
I
2=
3

¢imz obdrzime



Piiklad 5.8 O

Priklad 5.9

Najdéte Routhovu funkci symetrického setrvacéniku ve vnéjsim poli U(yp,0),
vylouci-li se cyklicka souradnice 1.
Reseni: vyjdeme z Lagrangeovy funkce

I - I3, .
L= 51(92 + $?sin?0) + 53@} + pcos0)? —U(p,0)
obecnou hybnost ve sméru yspocitame z
oL -
= — = I3(p + pcosb
Dy 0 3(V+ )

a zpétné dostaneme, ze

.1
= —py — peost
Iy

vylouc¢ime 1 , tj. Routhovu funkci budeme pocitat jako

: 1 I . Is 1
R=pyp—L = I—p,fb—pwgb cos 9—51(6’2—#(,272 sin? 9)—53(pr—@€08 0+ cos0)*+U(p, 0)
3 3
1 2 . I )2 22 2
R:ﬁp,¢—p¢<pcose—§(6’ + ¢ sin0) + U(p, 0)
3

Piiklad 5.9 O

Priklad 5.10

Odvod'te Hamiltonovu funkci, zvolite-li za Lagrangeovu funkci vyraz
Reseni:
L. o L o o 9| ow
L= §m(a:+ax) — §m(b —a%)z’le
Ukazte, ze Hamiltonovy rovnice jsou ekvivalentni rovnici & + 2a +b*x = 0 pro tlumeny
harmonicky oscilator.
vyjadieme nejprve obecnou hybnost

8‘[/ 2at

p:%:m(:vaa:c)e
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odkud zfejmé

T = p— ax
m
sestavme Hamiltonovu funkci
oL 1 1
H= %x — L= [m(:c + az)i — im(x + ax)® + im(b2 — a2)x2} et
1 .2 2.2 | 12 2] 2at
Hzém[x —2a°x —I—bx}e
a dosadme sem za &
1 e % 2 2.2 12 2| 2at
H=—-m]|( p—ax)” —2a°x" + bz | e
2 m
1 674at 672at
H = 5m 5 p?—2 pax + a’x* — 2a%2* + 621;2} g2at
e—?at 1
H = 5 p? — paz + §m(b2 — a®)x?e?™
Hamiltonovy rovnice
] @H 672at
r=——= —ax
dp —_—
OH
) = —— = pa — m(b* — a*)xe®™
p=—-=p ( )

a kdyz za p dosadime z prvni rovnice do druhé dostavame po provedeni operace derivace

m(i + ax)e*™ + 2am(i + ax)e®™ = am(i + ax)e*™ — m(b* — a®)wve®™

tuto rovnici vydélime me?* a dostaneme tak

¥+ 2ax + b’x =0

Piiklad 5.10 O
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Priklad 5.11

a4

|
n(

Napiste pohybové rovnice ¢astice, jejiz Hamiltonova funkce je H(7, E) = o

(svételny

S

paprsek s vlnovym vektorem k).
Reseni: nejprve si uvédomime, ze

— Vi =k

k

a tedy Hamiltonovy rovnice budou

. OH ck  ckon

T = — = T T 5=
ok nk  n?ok

_@H _ck on

oF  n2or

Piiklad 5.11 O

Priklad 5.12

Vypoctéte {e, e},
Resent: 5 5
{eaq’eﬁp} — 9e De? _ det 9l — ozﬁemHﬁp

dq Op dp 0Oq

Piiklad 5.12 O

Priklad 5.15

Dokazte, ze plati: jsou-li L, L, integraly pohybu, je i Liintegralem pohybu.
Reseni: vzhledem k vysledku ptikladu 5.13 snadno urcéime, ze

{L1,L2} = Zgl%Lk = L3
k

a tedy zkoumadni, je-li L3 integrdlem pohybu, tj. zda

{Ls, H} =0

prevedeme na problém

{{Ly, Lo} H} 20

zde ovsem aplikaci Poissonovy véty : ” Poissonova zavorka dvou integralu pohybu je opét
integralem pohybu.”dostavame, ze predchozi rovnost skutecné plati a otaznicek muzeme
smazat.
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coz bylo dokazati.

Priklad 5.15 O

Priklad 5.17

Pomoci Poissonovy véty odvod’te dalsi integral Hamiltonovych rovnic v p¥ipadé

hmotného bodu pod vlivem centralni sily v otacejici se soustavé, znate-li prvni
2

1IV1tegraly V=3 2m +U(rau=>,.3 Qp—;n — Q(a1py — 29p1) + U(7).

Reseni: spocitame tedy neJakou novou funkei (ozna¢ime ji w) jako Poissonovu zavorku z

jiz zndmych prvnich integrélu pohybu (Poissonova véta)

ou Ov ou Ov
v {u U} 0= Z Oz; Op; api Ox; B

ie3
- (o G o) e (o 50) B G o) i -
= —Q$2§—Z + Qxng 0
dostali jsme tak dalsi integral pohybu
= —ngg—gl + Qxlgg 0

Piiklad 5.17 O

Priklad 5.19

Ukazte, Ze transformace (); = p; , P; = —¢; je kanonicka.
Reseni: budeme zkoumat, zda-li existuje takova funkce F, ktera spliuje rovnici

> PidQ; — pidg; = dF
J
to jest po dosazeni
Z —q;dp; — pjdq; = dF
J
odkud je rovnou vidét, ze

()
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—2 Z ijj: F
J

takze se nam to ukéazat podarilo.

Priklad 5.19 O

Priklad 5.20

Ukazte, ze kanonicka transformace (21, z2, x3, p1,p2,p3) = (R, ¢, 2, Pr, Py, P.) s Vy-
tvorujici funkei I, = /2% + x%PR—l—(arctgﬁ—f)P@%—ngz prevadi souradnice kartézské
na cylindrické.

Reseni: ze vztahu

_OF,

= om. kdei € 3

Di

F:
Pi = —% kdev € {R,SO,Z}

dostaneme po dosazeni za Fysoustavu vztahu

b= oF,  x p T,
1 — — R— —F/—
0z \/x%%—:z:% \/x%%—xg v
8F2 I T
Py = = Pp+ —P
Y0 a4 At
oF,
:_:PZ
2 O
0Fy
R:—aPR:\/x%—i-x%
ng:—Qzarczfgﬂ
8P¢ I
or,
z = =x
op,  °

pomoci nich muzeme téz lehce vyjadrit

x1 = Rcosy
Ty = Rsing
Tr3 = 2

a dosadit do vyrazu pro hybnosti, ¢imz dostaneme
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sin

p1 = Prcosp — P,

R
= Pgrsing + P,——— ik
R
p3:Pz

Piiklad 5.20 O

Priklad 5.21
Ukazte, ze transformace () = arctg (\/ km%), P= % <\/ kmq® + \/%—mﬁ)je kanonicka.

Uzijte ji k reSeni pohybovych rovnice harmonického oscilatoru H = ﬁpQ + §q2.
Resend: nejprve vyjadifme soufadnice q,p v zévislosti na Q,P

B 2P
1 vVkm

=1/ 2PVkm cos Q

pro ovéteni, zda jsou takovéto transformace kanonické se pokusime nalézt takovou
funkci F, kterd splinuje rovnost

sin ()

dF = PdQ — pdq

budeme tedy za p a q dosazovat vySe napsané vztahy

dF = PdQ — \/2PVkm cos Q (1 / cos QdQ + \ / sm QdP)

dF = P(1—2cos Q dQ——stQdP

pouZijeme vztahu 2 cos? Q = 1 + cos 2Q)
1
dF = — P cos 2QdQ — 5 5in 2QdP
L.
dF =d <—§P sin ZQ)

nasli jsme tak hledanou funkci, proto je takovato transformace kanonicka
pretransformujeme jesté Hamiltonovu funkci
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| k
leﬁpz“‘qu: _p
m

Hamiltonovy rovnice v novych soutadnicich tedy budou

. OH k
O=%p =V
. 0OH
P:—_:
oQ 0
a tedy
| k
P=Cp

Piiklad 5.21 O

Priklad 5.22
Ukazte, ze transformace ¢ = —, /\/27% sin P, p = 1/ 2Q+v km cos Pje kanonicka.

Reseni: opét budeme hledat néjakou funkci F, kterd vyhovuje rovnici

dF = PdQ) — pdq

2 pacy e
dF = PdQ QQMCOSP< 2Q\/%smP McosPdP)

dF = PdQ + sin P cos PdQ + 2Q cos®> PdP

1 1
dF < (P+ 5sinzp) dQ + 2Q (%szp) dP

tedy

1
dF = (P+§sin2P> dQ + Q (1 + cos2P) dP

dF = d (PQ + %Qsin 2P)

podarilo se nam najit takovou funkci a proto je transformace kanonicka.

Priklad 5.22 O
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Priklad 5.23

Jaké kanonické transformace urcuji vytvorujici funkce F; = %\/ kmg? cot gQ, resp.

2 . ~ 2 ~ ~ rd L 3 3 ’ . ’
F; = —g\/t—i%? Lze je pouzit k feSeni pohybovych rovnic harmonického oscilatoru
Reseni

prvni funkce urcuje kanonické transformace dané vztahy

6F
p=——+ = Vkmgcot gQ

OF 1
P = —@—Ql - 5\/_q Q = 5\/%(12(1 + cot g*Q)

odkud dostaneme zavislosti

tgQ) = Vimt = Q= arctg ( Q)
p p

2

=g (1) =5 (Ve )

které jsou identické s kanonickymi transformacemi z ptikladu 5.21 a lze je tedy pouzit
k feseni pohybovych rovnic harmonického oscilatoru
druhé funkce urcuje kanonické transformace

q 8p p\/_

8F1 p2 1 p2 2
P=- = = t +1
oQ 2v/km cos? @ 2V km ( 9 )

odkud dostaneme zavislosti

tgQ

tgQ = 1%\/% = @) = arctg (%M)

2

p 9 5 1
km—i—l) <q Vkm+p —)
2\/ < vVkm
které jsou identické s kanonickymi transformacemi z prvni ¢asti tohoto prikladu a tedy
i ptikladu 5.21 a lze je tedy pouzit k feSeni pohybovych rovnic harmonického oscilatoru

Piiklad 5.23 O
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Priklad 5.24

Uvazujte transformaci (¢,p) — (Q,P), Q = ¢*cosSp, P = ¢*sin fp. Redlné kon-
stanty «a,/ je tfeba urcit tak, aby transformace byla kanonicki. Odvod'te téz
vytvorujici funkci F.

Resent: budeme pozadovat, aby pro néjakou funkci F platilo

dF = Pd(Q) — pdq
dosadme tedy do tohoto vyrazu za Q a P

dF = aq** " sin(Bp) cos(Bp)dg — pdg — ¢**Bsin®(Bp)dp

pouzijeme trigonometrické vzorce a tento vztah upravime na

dF = (%q2o¢—1 Sln(Qﬁp) - p) dq + (qua COS(QBP) _ §q2o¢) dp

abychom mohli napsat
dF = d(uv) = udv + vdu

je tfeba, aby se rovnaly intergraly

/ %qza‘l sin(28p) — p dg = / nga cos(2fp) — gqmdp

al o, . 2a .: B,
-~ 2« 2 _ _F - 2« 9 _ = @
5201 sin(28p) — pq 5354 sin(243p) 5P
tedy kratce
pg =2 pee
2

odkud plyne, Ze hledana realné cisla jsou

I
DO rol—

Q
p
a tedy

dF = G sin(4p) — p) dq + (g cos(4p) — q) dp

dF =d E (sin(4p) — 4p)}
a hledanou vytvorujici funkci tak muzeme zapsat jako

F = 2 (sin(4p) — 4p)
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Piiklad 5.24 O

Priklad 5.25
Ukazte, ze tyto transformace jsou kanonické(a) @) = ”2_121 cosp, P = +/2¢K sinp(b)
Q=1In <Sizp> , P=qcotgp(c) Q=In(1+ /gcosp), P=2(1+ ,/gcosp),/qsinp

Reseni: v kazdém ze tii pripadu se budeme snazit nalézt néjakou funkci F takovou, ze
spliiuje rovnici

dF = PdQ — pdq
piipad (a)

1 /2 /2
dF = PdQ — pdq = \/2Kqsinp | =4/ — cosp dq — —qsinpdp — pdq
2V Kq K
1. .
dF = (5 sin 2p — p) dq + q(cos2p — 1)dp =d (ﬁq sin 2p — qp)

1
F= Eqsin2p—qp

pripad (b)
dF = PdQ — pdq = q cot g(p) (Cot g9(p) dp — édq) — pdq
dF = q cot g*(p) dp — cot g(p)dq — pdq
dF' = —d[g(cot g(p) + 1)]
F = —q(cot g(p) + 1)
piipad (c)

dF = Pd(Q) — pdq =

cosp dq — \/qsinp dp| — pdq

2(1 + \/qcosp)y/qsinp [ 1
I+ /qcosp 2\/q

1
dF = (ésin2p—p> dq + (gcos2p — q)dp
.
dF:d(ﬁqstp—qp)
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1
F= 5qsin2p—qp

Piiklad 5.25 O

Priklad 5.55

Najdéte proménné akce — tihel v pripadé harmonického oscilatoru,

1
H = 5(192 + w’q?).

Reseni:

Mame soustavu s jednim stupném volnosti, s = 1. Pro integraci nam tedy postaci
jeden integral pohybu, za néjz zvolime obecnou energii (Hamiltonidn). Ve smyslu rovnice
U 5.11.11 tedy definujeme

P =H, a; = FE = const.

Harmonicky oscilator ziejmé vykonava finitni pohyb, jak je vidét z rovnice

H =E
1
§(p2+w2q2) =F
2 2.2
p_+wq :17
°FE  2E

varieta vytéena ve fazovém prostoru vztahem H = FE pro libovolnou hodnotu energie
F je totiz elipsa o polooséch v2F a V%T Je navic okamzité ziejmé, ze ve smyslu topologie
se jednd o torus 7.

Zavedme dle rovnice U 5.11.12 jednu akéni proménnou

[(E) = L(a) = %ﬂpdq.

Integrace pritom probiha po elipse M (trividlné jediné kruznici na dané varieté) paramet-
rizované rovnicemi

p(¢) = V2Ecos¢,

a(¢) = 2sino,
¢ €<0,2n),

je tedy

E 2F
pdq = V2E cos ¢ - cos ¢pdop = — cos? pdg
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a odsud jiz
(1)

Daéle podle navodu je nyni tieba vztah (1) zinvertovat na tvar £ = wl, dosadit do
rovnice variety

1
5(1?2 + W) = E =wl

a vyjadrit p pomoci q a I:
p =+ 2wl —w?¢?. (2)

Nyni méame vSe pripraveno k nalezeni vytvorujici funkce

q vw2lq
So(q,f)—/ p(q,I1)dG = £ / V2wl — w?q dq—i2[ V1 — 2%dz.
0

Bude treba si pripravit integral

—f\/1—22dz—2\/1—22—|-f\/—dZ—Z\/l—Z2—|—f1 (1 2
=2V1— 22 +aresinz — A = $(2v1 — 2% 4 arcsin z).

S vysledkem tohoto pomocného vypoctu jiz snadno vyjadrime

olg, I) = £1(4 / q-4/1— wﬂ + arcsin 4 / \/le w?q? + I arcsin Vw2Iq).

V tento okamzik tedy mame uz jednu z novych kanonickych souradnic, I, vyjadienou
formalné pomoci rovnice (1), druhou ziskame z funkce Sy, kterd ma vyznam vytvorujici
funkce F5 v proménnych "stard souradnice, nova hybnost”. Plati tedy

880 . w
Q—W—...—iarcsmwﬂq. (3)

Rovnicemi (2) a (3) je jiz zcela uréen prechod mezi proménnymi (p,q) a (I,60). Pro
uplnost jesté muzeme z téchto vztahu se smisenymi proménnymi vyjadrit naptiklad "nové” souradnice
pomoci "starych”:

P+ wig?
2w

0 = =arcsinwgy/p? + w?q¢.

Piiklad 5.55 O
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6 Kapitola 7: specialni teorie relativity

Priklad 7.1

'I}‘ransformaéni matice A = (a¥) mé} prvky af =7 al = af = —Bygk, O[Z:Q =
of = (v — Dnyny, + 0k, kde 3, v = ot ni,ng,n3 jsou parametry a n- = ni +
n3 + n3 = 1.Ukazte, zel) matice A spliuje podminku A’GA = G Lorentzovy
transformace2) systém S’ se pohybuje vzhladem k S konstantni rychlosti V=
¢f1i3) pro pohyb ve sméru z!'(tj. 77 = (1,0,0)) dostaneme matici (7.2.11 str.
244)

Reseni: zadanou matici A prepiseme do prehlednéjstho tvaru

A= Y _BVﬁT

= > — =T
—Byi T+ (y — 1)

1) vysetifme platnost vztahu ATGA = G

poznamenejme, Ze matice A je symetricks -proto A = A7

oo (7 —pyit" 10 gl —pyiit
Byt T+ (y—1aa” J\ o -1 )\ —pyi I+ (y—1)ar"

CR pyit v —Byi”
ATGA = ( “Byit T — (v — DAt ) ( Byt I+ (y — )"

(=87 + By + By(y = DATR) 7" pryar" — (I + (y — Vi’

v dalsfm kroku pouzijeme 717 = 2 = 1
ATOA = 7 = B2 (=872 + By + B> = py) "
(=7 + By + By = py) it B2y*ant — 1 —2(y — D)aa® — (y — 1)%an’ i’

[ ™ 1
ouzijeme tez v = a rovnou dostaneme
p J Y T

vy (1 0
AGA_(O_[>—G

2) vzdjemny pohyb systému
7’ ~ — t 4 7’
vezméme Ctyivektor pocatku soustavy S° v soustavé S & = < Cf, ) , ktery se ma pohy-

bovat rychlosti ‘7, tj.



dale zname polohu tohoto poc¢atku v soustave S’

o [ ct
(%)

pomoci transformacnich vztahu

odkud
r=A"'%
snadno urc¢ime hledanou rychlost a to pouzitim vyse ovérené identity
ATGA =G
totiz
ATG=GA™!
a tak nam staci zleva vynasobit zkoumany vyraz matici G
Gr = GA™ '

neboli po dosazeni

1 0 ct \ ~ — BT ct'
0 —I vVt )\ =By I+ (y—1D)aa’ 0
ct B ~et'
vt )\ —pyict

a koneéné vyijaditme-li si ¢/ = L¢, dostdvame po mensich kracenich hledany vyraz
ry b

odkud

V =cpi
3) posledni ¢ést pifkladu
1
oby¢ejnym dosazenim do vyse uvedené matice Avektoru7n = | 0 | ziskdme hledanou
0

matici

Piiklad 7.1 O
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Priklad 7.2

Presvédcete se, ze Lorentzovy transformace je mozno zapsat v kompaktni
vektorové podobé 77 =1+ <7V—_2117 ST — 725) V,t =~ (t — ‘Z—f)
Resend: rozlozime radius vektor na dvé slozky — 7| rovnobéznou s V ai. kolmou k V
=T+ T
kde 7| lze vyjadiit ve tvaru

V.r

===z
a proto téz

L L VR,

ro=r— V2V

Lorentzovou transformaci 7| zlistdva nezménéné arj se transformuje jako
7 -Vt .
= ——=1 (ﬁ - Vt)
dostaneme tedy
—y o . —
=71+ -Vt
po dosazeni vyse vyjadienych slozek obdrzime

V.r
V2

V.7
-

Vty—V -9Vt

a po upravach

cas se transformuje jako

Piiklad 7.2 O
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Priklad 7.4

Odvod'te zdkon skladani rychlosti pro libovolnou vzijemnou orientaci obou
rychlosti. Jak se zjednodusi pro V <« ¢? Jaka bude velikost vysledné rychlosti
?

Resent: budeme zkoumat Z—f(viz 7.2) pricemz vezmeme v uvahu ¢asovou konstantnost
rychlosti 1%
inverzni transformace k vysledku z prikladu 7.2 jsou az na znaménko u Videntické

coz lze také zapsat

— V4V

T:’y v V2

['F’ 7—1‘7?’

— . —1 .
Vi - Vit L .
<1+C—§> :[V =B+ (1-1=-P)mV +V

pri aproximaci V' < ¢ se tento vztah zjednodusi na

. —1
. . - =4
- (F’+V> <1+V—§)
C

pomoci binomické véty dostaneme pti zanedbani vyssich radua v % vztah

T /A
r=r+V——7
2

velikost vysledné rychlosti dostaneme pfimym vypoctem normy

.. 42 Lo\ -2
: » Vit o~ S Vi
FQ:[r\/1—52+(1—\/1—52)—V2V+V <1+—62>

. 2 V—y —2
— . T
] ()

‘ <u
=YL

T'_Q

(?’+X7)+(1—\/ﬁ)<

<
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... po zdlouhavych upravach ...

Piiklad 7.4 O

Priklad 7.5

Relativni rychlost dvou ¢astic je definovana jako rychlost jedné z nich v sou-
stavé, v niz je druha v klidu. Urcete kvadrat v2,, jestlize v nékteré inercidlni
soustavé ¢astice maji rychlost vy, ¥,. _ .

Resent: do vysledku piedchoziho piikladu dosadime za 7 = @, ™ = ¥, V = -0 a
dostaneme tak

L, (=) — & (0 x B)”

ey

Piiklad 7.5 O

Priklad 7.6

Rapidita p je definovana pomoci vztahu tghp = % Ukazte, ze cosh u = v, sinh y =
Bv. Ze vzorce pf. 7.5 pro relativni rychlost odvoDte ”kosinovou vétu”pro rela-
tivni rapiditu.

Reseni: vztah

V sinh p
tghp = — ==
c cosh
umocnime na druhou
inh’ 1
cosh? ju cosh? i
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a tedy

obdobné
sinh 4 = cosh p tghp = 5

vzorec z piikladu 7.5

Urer =

. ~ z. v
nejprve vhodné upravime na tvar (1 — —*§l>
C

L L \2
—9 __ 91 D1UaU1 Ty _ (V1—02)" _ V1020102 —U1 T
1 — Urel _ 1 2 c? + ct c? ct
2 St \ 2
C U102
(1 c? )
22 oz = o2 =2 =2
- _ oUivy U] — 201 V2 +U;5 _ UjT5
. Urel 1 2 c? c? ct
2 — 2
c _ Uit
(1—=22)
=2 72
- T2+72 202 _ U 1—%2
Urel _ 1— 2 A c? c?
2 hin )2 17
¢ (1 T2 ) (1 T2 )
puzijeme zavedené substituce
7> ) cosh? i1 — sinh? p 1
l——==1—tgh*u= =
2 2 2
c cosh” cosh”
dostaneme
1 1
cosh?  cosh? W2 g, (1 — P12)?
Hrel cosh™ (11 cosn”™ o ( — 6—2)

a jelikoz vyraz

N S o 2
( B U1U2) _ (1 v1v2 vlv2) = (1 — tghpy tghus cos X)27

2 2 vy

v e ;o= - . R

kde x znaci tihel svirajici vektory rychlosti o, vo — tj. cosxy = o dostaneme po
prevraceni nakonec

cosh pi,.¢; = cosh pq cosh iy — sinh puq sinh w5 cos y.

Priklad 7.6 O
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Priklad 7.10

Svételny rok je vzdalenost, kterou svétlo urazi za jeden rok. Vyjadrete zrych-
leni volného padu g v jednotkach svételny rok/rok?. Cemu se rovna rychlost
svétla v téchto jednotkach? (1 rok = 3.15-107s)

Reseni: prevedeme si sekundy a metry do novych jednotek

1

ls = ————=rok
3,15 10
1
1lm = ————— sv.rok
c-3,15-107
potom jiz snadné prevedeme
9.81-3,15-107

g=29,81m/s* = 3 ’108 sv.rok /rok’= 1,03 sv.rok/rok®

3-10%-3,15- 107
c=3-10m/s = - sv.rok/rok = 1 sv.rok/rok

3-108-3,15- 107

7.11 Kosmicka lod’ se pohybuje s takovym zrachlenim, Ze jeji posddka citi konstantni
sflu rovnou zemské tizi. Z hlediska pozorovatele na Zemi, odkud lod odstartovala, tento
jeji pohyb trva 5 let. Jak daleko lod za tuto dobu uleti a jaké rychlosti dosdhne ?

vyjdeme ze vztahu pro silu

odkud

b= =9.17-10%m = 0,97 sv.rok

g
rychlost bude
ct {t =5 let} = 0,98 sv.rok/rok = 0,98
V= —— = = € = SUV.TO TOK = C
Vb2 + 2t? ’ ’

uleténd vzdalenost

x = <\/ b2 + 22 — b2> = {t =>5let} = 4,15 sv.rok

Piiklad 7.10 O
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Priklad 7.15

Fizeauuv pokus (7?). Fizeau méfil pomoci interferometru rychlost svétla v v ka-
palindch tekoucich po i proti sméru siteni svétla (rychlosti +£V') a zjistil zavislost
v==<xV (1 — #), kde n je index lomu kapaliny. Odvod'te tento empiricky vztah
pomoci zakona skladani rychlosti. '

Resent: do vysledku piikladu 7.4 dosadime za 7 = ~a vzhledem k tomu, ze jsme v tomto
prikladé v koneé¢ném vysledku zanedbali vSechny ¢leny binomického rozvoje vyssiho radu
nez %, okamzité dostavame vysledek

2
SV zfiv(1—i)
n n

c2 n? n?

Piiklad 7.15 O

Priklad 7.17

Rychlost #(v soustavé S) lezi v roviné xy a svira s osou x tuhel ; podobné je
definovan tihel 0’ pro rychlost ¢'v soustavé S’. Odvod'te vztah mezi 6 a ¢’ pFi
specidlni Lorentzové transformaci S — S’ (viz skripta 7.1.3).

Resend: opét pouzijeme vysledku pitkladu 7.4 kde dosadime za

7T = (v cos @, v’ sin®,0)

VT = (v,0,0)

a dostaneme tak

!
_ v cos0'\/1—pB2+(1—~/ 1_/32)“//1)2 cos 0'V+V _ v'cosf'+V

) =
r 1+‘Z—§’, cos 6’ 1+\2—§/ cos 6’
v, — v’ sin0'4/1—32
v 1+VC—12’/ cos 6/
v, =0

zajima nas ovsem velikost uhlu 6

= v'sin®'\/1 — (32
g = — =

Uy v'costd +V

Piiklad 7.17 O
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Priklad 7.18

Odvod’te transformaéni vztahy pro thly 6 , ’ za podminek pf. 7.17, jestlize
v=1v" =c. Vypoctéte A0 =60 —0 pri V < c.
Reseni: dosadime tyto hodnoty do predchoziho vyrazu

t@_csiné”\/l—ﬁ2 _ sinf'y/1 — 32
9= ccos +V  cos@ + 3

v dalsim budeme potiebovat mit vyjadieno

_ cosO'+pB
cost = 143 cos ¢’
g — sin6’4/1—32
Smu = 143 cos ¢’

abychom ptiblizné vyjadiili Af, budeme za timto tcelem zkoumat

sin Af = sin(f' — ) = sin 6’ cos § — sin 6 cos ¢’
a dosadime za sinf a cosf predeslych vzorcu
! ; / _ A2
S Ad = sin ¢/ cost' +5 sinf’\/1—f
1+ Bcosb 14 B cosb
Bsin ¢/ sin @’ cos &’ (1 — /1= 62>
1+ B cost 1+ Bcost

pii aproximaci § < 1 zanedbame pravy ¢len a jmenovatel prvniho zlomku nahradime
jednickou

cosf’

sin Af =

sin A0 ~ Bsin 0’
pro mald Af proto muzeme aproximovat sin Af ~ A# a psat, ze

AO = K sin @’
c

7.24 Vypoctéte rychlosti ¢astic v téchto pripadech:a) elektrony ve vybojce E' = 300 eV'b)
elektrony v synchrotronu £ = 300 MeVc) protony v synchrocyklotronu £ = 680 MeVd)
protony v synchrofdzotronu E = 10 GeV (m.c* = 0,511 MeV, m,c* = 938,2 MeV)

ve vSech piipadech plati vztah

E +moc® = mc? =

vyjadiime si rychlost
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] moc? 2
v = — =] c
E+ m062

budeme postupné dosazovat

a) E = 300 eV
M C? 2
=41 - — =0,0342511
! (E—l—mec2) = ¢

b) E = 300 MeV

M2 2
v = \/1 — (m) Cc = 0,99999860

c) E = 680 MeV

2 2
v = \/1 _ (%) ¢=0,8147731 ¢
e

d) E =10 GeV

2 2
v = \/1 - (%) ¢ = 0,9963147 ¢
E + m,c?

Priklad 7.18 O

Priklad 7.26

V kosmickém zafeni se vyskytuji protony s energii fadu 10'° GeV. Necht driaha
tohoto protonu protind nasi Galaxii podél priuméru 10'%svételnych let. Srov-
nejte cas potiebny k priletu v systému spojeném se Zemi a v klidové soustaveé
protonu.

Resent: rychlost protonu o takovéto fédové energii je

oy (0.9382GeV L
N 1010 GeV B

a tedy doba pruletu pozorovana v soustavé spjaté se Zemi bude

t =10° let

a v klidové soustavé protonu bude tento ¢as piiblizné (moc? =~ 1 GeV)
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2
moc 1 5 .
I3 t:—lolo -10” - 365-24 - 3600 s = 315 s

T =

Piiklad 7.26 O

Priklad 7.27

Mezon 7°s klidovou hmotnosti m, pohybujici se rychlosti v se rizpada na dvé
stejnd kvanta zareni gama (fotony). Urcete thel ¢, ktery budou svirat sméry
pohybu fotont.
Resent: pouzijeme zékon zachovani energie — hybnosti
po rozpadu musi platit, ze
E=EFE + L

a zaroven
D = p1 + Dpo,

kde se budeme zfejmé zajimat pouze o slozky p; cos £ = pacos & a pomoci téchto tif
vztahu sestavime rovnice

E =mc :—:2m102:2E1:2E2
2

mov

s

odkud dosazenim za 2m; z rovnosti energii

— _ _ ¥ Y _ ¥
p=muv = —plCOS§+p2COS§ —2mlccos§

mov mo @
= CCOS —

dostavame

v
p = 2arccos —.
c

Piiklad 7.27 O
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Priklad 7.28

Dokazte, ze v nepritomnosti vnéjsiho pole se foton nemtize zménit v par
elektron-pozitron.
Resend: Uvazujme, co by se stalo, kdyby se foton o hybnosti (pt) zmeénil v par elektron [o
hybnosti (p")] pozitron [o hybnosti (p/!)]
zakon zachovani hybnosti-energie zni

Pt =pl +pl

protoze ma foton nulovou klidovou hmotnost, plati

pupt = p_ppt + 2p_upt +pipy =0

v tézistové soustave plati (hmotnost elektronu je téz jako pozitronu)

)= (C)
= ()= (F-0)

proto ziejmé

Pl = gup" Py = — + P
NV
>0 >0

o e 02 2
D—pP— = P+ Py =My C,
N——"

>0

celkem tedy

pup! = p_pp” + 2p_ Pt + prply >0,

coz je spor s predpokladem nulové klidové hmotnosti fotonu.

Priklad 7.28 O
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