Rovnice elektrodynamiky v Minkowského prostorocase

Princip relativity (stejny tvar fyzikélnich zékonu ve vSech inercidlnich
vztaznych soustavich) lze matematicky vyjadrit kovariantnim tvarem rovnic

(vSechny cleny rovnice se transformuji stejné pii Lorentzovych tr.)
Pi: TH=K" T*=o'T" o"T"=ao" K"/(a""), T°=K°

d’Alembretovy rovnice - nehomogeni vinové pro potencidly (ve vakuu)
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chceme tvar ve kterém bude na obou stranach rovnice vystupovat ¢tyivektor

Lorenzova kalibra¢ni podminka
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d’Alembertuv operator [J

skalarni operator, zapiSeme ho pomoci ¢tyftenzoru a ukazeme jeho invarianci
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Néboj je invariant dQ’ =dQ = pdV a diky kontrakci délek dV = ,—1deb
proto p = dQ = ’deO = vpo, kde pg je klidovéa hustota néboje.
Insplrujeme se proudovou hustotu (j = pv) a definujeme ctyrproud jako
soucin invariantu pgy a ctytrychlosti u#
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Rovnice kontinuity v kovariantnim tvaru
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ctyipotencial

Upravime rovnice tak aby na pravé strané stal ¢tyrvektor

Oy = _g_po = —poc*p = —piocs” D% = —poj®  OA=—poj
ctyipotencidl (A) = (2, A)
kovariantni tvar Maxwellovych—Lorentzovych rovnice |[J A#* = —pgj*
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Lorenzova podminka v kovariantnim tvaru 0, AF =0
Kalibracni transformace v kovariantnim tvaru
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(gradient O*A = ¢g"0,A vs. slozka jednoformy dA = % dz¥ = 0,Adz")

Maxwellovy—Lorentzovy rovnice (ve vakuu)
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Zapiseme vektory E B pomoci Ctyrpotenmalu Nejprve prlpomeneme Jak

tomu bylo v R3 pomoci potenciali: E=— grad ¢ — B=r1ot A
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Obdobné jako u thlové rychlosti 2; = 15,]k@]k i zde jsou slozky B
ztotoznény (pres Hodgeuv dudlni operator) se slozkami slozky
antisymetrického tenzoru 2. radu B. Proto j je B pseudovektor.

*Hodgeouv operdtor * : A*(V*) — A" *(V*) nad n-dim. vek. pr. (V, g, 0)
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Tenzor elektromagnetického pole Maxwellovy—Lorentzovy rovnice v kovariantnim tvaru
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Ctyfrotace ¢tyfvektoru je tedy antisymetricky ¢tyitenzor druhého fadu, Lorentzova sila F' = e(E + ¥ x B)
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Podle znamének téchto invariantu lze provést relativisticky invariantni
klasifikaci EM—poli do deviti tiid. Ptipad I, =0=1,tj. E 1L B, E =B

odpovida rovinné elektromagnetické viné ve vakuu.
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Akce pro soustavu nabitych castic a elektromagnetického pole

Akci pro soustavu interagujicich nabitych ¢astic v EM poli sestavime ze dvou
meznich pripadu
e soustava vzajemné neinteragujicich nabitych castic ve vnéjsim poli

e EM pole buzené zadanym rozlozenim nabitych ¢astic a jejich rychlosti

Soustava neinteragujicich ¢astic ve vnéjsim poli
Zanedbava se vzajemna interakce ¢astic stejné jako jejich vliv na EM pole.

Lagrangeova funkce
e pro nabitou c¢astici s klidovou hmotnosti mgy a nabojem e v EM poli

L= —moc\[1 = & — e(p(1) = 7+ A(7,1))

e pro soustavu ¢astic s klidovymi hmotnostmi m, a naboji e,
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Dirackova delta funkce ¢

Je “funkce” na R s vlastnostmi
Plati pro ni [, d(z)f(z) dz = f(0) Jpo(x —a)f(z)dz = f(a)
B(F—7) = 0 — 2)0y —y)d(z —2)  Ju BT TP AV = £(7)

Pro bodové naboje je ndbojova a proudova hustota dana vztahy
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Jgd(x)dz =1 a d(x)=0, Yz #0.

Interakéni lagrangian
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Hustota Lagrangeovy funkce pro EM pole

Akce pro pole Sy = % fv* LydV* ma byt stejnd ve vSech inercidlnich vztaznych
soustavach a neméla by zaviset na zvolené kalibraci pole.

Hustotu Lagrangeovy funkce £; pro EM pole hleddme tak, aby byla:

e nejvyse kvadratickd v polnich proménnych (Maxwellovy rce. jsou linedrni)
e relativistiky invariantni (kvili kovarianci polni rovnice)

e kalibracné invariantni (nezdvisld na parametrizaci pole)

Kvadratickymi v polnich proménnych E , B A |00A, = A, | jsou invarianty
F,, F* (skalar) F,, F*" (pseudoskaldr) (dalsi A,A", A, ,A"" nejsou kalib. inv.)

;= _ﬁpp - _4_;2@2 - 5B = et = 5Bt = S - Syl
L(Aps Aps ") = —fmFuuF =gt AL = —4%0(14% — Au) (AT — AMY) — 1A,
i (1) 55 =0 = ga = =T

oo (o™ e, ) = (L
= —4%0 (FM — F* 4 FW%) = —4%0 (2P 4 2F*) = iF*’”A
i ()~ (o) =0 = o

[. série Maxwellovych—Lorentzovych rovnic (II. série je splnéna potencidly)

Akce pro soustavu nabitych ¢éstic a EM pole je S = S, + Sy + Sy, kde

e hmota (matter) S,, = ttf SN (—mac®)y/1 - Z—é‘ dt
e pole (field) Sy = [\ (=g Flu F*) dV*
o inetarkee S,y =1 [ (—j"A,) AV = [#(- 3N

N ealp(Fast) = Ta - A(T, 1)) dt
Odtud se variaci podle proménnych z# (pii neménnych A, ) ziskaji relativistické
pohybové rovnice pro ¢astice v EM poli a variaci podle polnich proménnych A,

(pfi neménnych z#) Maxwellovy—Lorentzovy rovnice.



