Specialni teorie relativity (A. Einstein 1905)

» formulovana pro jednu ¢astici v elektromagnetickém poli (piipadné pro
systém neinteragujicich ¢éstic)
» neni kompatibilni s gravitaci (proto vznikla obecnd teorie relativity)

Principy specialni teorie relativity

1. Newtonuv zdkon

Existuje inercidlni vztaznd soustava (IS), vaéi které se kazdy volny hmotny
bod pohybuje rovnomérné primocare.

Volny hm. bod = hm. bod na ktery nepusobi zddné skute¢né (pravé) sily
(gravitace se neuvazuje)

vztazna soustava = tuhé téleso, soustava synchronizovanych hodin, kartézsky
soufadny systém

FEinsteinuv princip relativity:

Vsechny fyzikdalni déje probihaji ve vsech inercidlnich vztaznich soustavdch
podle stejnych zdakonu.

Experimentalnim zkoumanim fyzikalnich déju principidlné nelze inercialni
vztazné soustavy navzajem odlisit.

Fyzikéalni zakony lze zapsat v tzv. kovariantni formé tj. ve tvaru ktery je
stejny ve vSech inercialnich vztaznych soustavach.

Princip stdlosti rychlosti svétla:

Ve vakuu se svétlo Siri vuci vsem inercidlnim vztaznym soustavdm

rovnomérné primocare konstantni rychlosti c = 299792458 ms~!.

Rychlost svétla je absolutni.

Specidlni Lorentzova transformace mezi inercidlnimi soustavami S a S’

VInoplochy svételného zablesku
vyslaného v case t = 0 = t/, kdy
pocatky obou soustav splyvaji
(0o = 0') musi byt v obou
soustavach sféry popsané

rovnicemi:

\

2?4y + 2% = A
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Déle budeme ptredpokladat, ze
» transformace je linedrni, coz zajisti splnéni 1.N.Z. v obou soustavéch
soucasné
» ' =y a2 = z coz plyne z homogenity a izotropie prostoru a
[loiadgvku na stejny tvar inverzni transformace (pouze se zdménou
Ve Vi==V)
» ' =yx 4+t at =at+ px
Pro pocatek o plati 0 = 2/(0') = yz(0') + 6t = 4Vt + 0t odtud 6 = —7V a
tedy 2’ = v(x — V't). Dosazenim do rovnice sféry:

V(x — Vi) +y? + 2% = (ot + Br)?
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to Tesi napt. volba: a =+, f = —”yc% a Lorentzuv faktor |y =

Specidlni Lorentzova transformace

' =y(x — Vi) Yy =y 2=z t=(t — %)

Inverzni transformace musi mit diky principu relativity stejny tvar:
T = 7/(37/ . V’t/) y = y/ v = 5 t = ”}//(t, . 10/_2’1,/>
dosazenim V' = —V a 4/ = v mame

x =2 +Vt) y=1 z=2 t:ﬂy(t’—kc%x’)

Relativistické skladani rychlosti «' = 2/(x(t),t), t = t(z'(t'), )
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Uvazujme nyni dvé uddlosti odehravajici se na ose z v mistech x1,72 a
casech ty,ty a oznacme jejich vzdalenost Az = 2o — 21 (Ay =0, Az =0) a
jejich ¢asovou odlehlost At =ty — t;.

Diky linearité Lorentzovy transformace mame

Az’ = y(Ax —VAY) Ay = Ay Az = Az At = (At — 5 Ax)
Soucasnost (At = 0) a soumistnost (Az = 0) jsou tedy relativni - zavisi na
volbé vztazné soustavy.

Dilatace ¢asu

Pro ¢éstici umisténou v pocatku soustavy S’ zvolme jako udélosti jeji
vyslani a zachyceni, které jsou v S’ soumistné Az’ = 0, a uréeme dobu po
kterou cestovala Ax = VAt

A = y(At = VAL = y(1 = )AL = /1 - F AL = 2

Viastni ¢as T (Cas v klidové soustaveé objektu, zde t') | 7= —zt=7

Kontrakce délek
Pro tyc¢ lezici v klidu v soustavé S’ podél osy x’ zvolme jako udélosti
zaznamenani polohy jejich konci a urceme jeji délku. V soustavé S, vuci

které se ty¢ pohybuje, musi byt tyto udalosti soucasné At = 0 proto
Ar' =vy(Ax —VAt) =yAx = I'=4l

Viastni (klidovd) délka ly (zde U) |1 = lpy/1 — % = %0

Soucasnost, soumistnost, vzdalenost, rychlost plynuti ¢asu jsou relativni.
Co je absolutni? Ktera veli¢ina nezavisi na volbé inercialni vztazné
soustavy? Rychlost svétla a interval (As)? = 2(At)? — (Al)2.

Minkowského prostorocas (pseudoeuklidovsky prostor R?)

Body prostorocasu, nazyvané svétobody, reprezentuji udalosti
charakterizované mistem a ¢asem, Jsou popsany Ctyimi souradnicemi

20 =ct, 2! =, 2® =y, 23 = 2 tzv. ctyrvektoru polohy x*, kde

w=0,1,2 3.

Misto vzdélenosti je zde definovan prostorocasovy interval (presnéji kvadrat
intervalu)

(As)? = P(AL? — (A = A(A — (Az) — (Ay)? — (A2)’

coz je kvadratickd forma signatury (1,3).

Interval se nazyva

Prostorocasovy diagram » Gasupodobny (As)? > 0 — spojuje

c kauzalné souvisejici udalosti, lze najit
IS ve kterém jsou tyto udélosti
PN gl T soumistng
» svételny (As)? = 0 — spojuje udélosti
relativng spocivajici ve vyslani a prijeti
piftomnost T svételného paprsku
» prostorupodobny (As)? < 0 — spojuje
iﬁ%ﬁlny absolutn{ udalosti, které nemohou byt kauzalné
[ mindlost | N\ spojeny protoze pro né existuje IS ve
které jsou soucasné
Act
Lorentzova transformace Act!
prostorocasového diagramu / r=c
Osa 2% = ct’ je uréena rovnici !
0=2a'=7(z—Vt) =7(z — Lct) )
tedy ct = . -

Osa 2! = 2/ je urcena rovnici
0=ct' =~(ct — L) tedy

ct=Yr.
C

soucasné v S

soucasné v S’

Transformace jednotek
Jednotky jsou urceny pruseciky
kiivek (As)? = c?t? —x? = +1 s
osami soutradnic. Tyto krivky
predstavuji tzv. invariantni

hyperboly - jejich rovnice jsou
(diky invarianci intervalu
(As)? = (As')?) v obou
soustavach stejné.

2 — 22 = (As)? = 22 — 37




Tenzorovy pocet

Tenzory umoznuji zapsat zakony fyziky v tzv. kovariantnim tvaru ve kterém se
vsechny ¢leny rovnice transformuji stejnym zpusobem. Rovnice, kde na obou
stranach stoji tenzor stejného typu, bude mit stejny tvar ve vSech inercialnich
kartézskych vztaznych soustavach. Newtonovskd mechanika ma = F'.
Relativisticka mechanika pouziva zapis pomoci ctytvektoru.

Bud V vektorovy prostor koneéné dimenze n € N nad R s bazemi B a B
B=(ei....e,) er=¢€(S), B=(E,....&)

S = (S}) ... matice prechodu od B k B

V*={a:V — R|a je linearni} ... dudlni vektorovy prostor k V'

B* = (e',...,e") ... dudlni béze k B ve V* tj. e'(e;) =0}, Vi,j €n

aler) = aze'(er) = a;0. = qy, ... slozky funkciondlu v duélni bézi

& = &er)et = 8(&,(S e = (5 HEE)er = (5 ojet = (5 et

5. — .
eJ—eZSj

Vektor Kovektor (funkciondl, 1-forma)

v = viei = ;[J/jgj = ,1\17615]1 o = aiei — ajgj

vt = Siv’ a; = a(e)) = a(e;S)) = a(e;)S; = ;5]
% = (S71)Fv! | kontravariantni a; = Oé¢5§ kovariantni

Pi.  a(v) =€ (ve)) = av’e(e;) = an’d) = an' = (a,v)

Pozn. Vektorové prostory V' a V* maji stejnou konecnou dimenzi a jsou tedy

izomorfni. Zadny z jejich izomorfizmu viak nenf nijak vyznaény (kanonicky) -
“nezavisly na volbé baze” a proto je nelze bez dodatecné struktury definované
na V jednoznacné (kanonicky) ztotoznit. Prostory V a (V*)* jiz ztotoznit lze,
nebot mezi nimi existuje kanonicky izomorfizmus:

f:V — (V*)* definovany vztahem f(v)a = a(v).
Ztotoznime v = f(v), pak (a,v) = a(v) = f(v)a =v(a) = (v, a)
Obdobné 1ze ztotoznovat i dudly vyssich fada V* = V¥ 1 = o

Celkem tedy mame k dispozici nésledujici objekty:
acV'  a: V=R a) = (a,v)
veV, v: V" 5 R v(a)=(v,a) Vsechno jsou to linearni zobrazeni.

aeR a:0—aeR

Tenzor

Tenzorem typu (5 ) nad V (kontravariantnim fadu p a kovariantnim fadu q)
nazyvame kazdé multilinearni (linedrn{ v kazdé slozce) zobrazeni
T:VP=Vx..xVxV"x...xV*=R

p-krat

q-krat
Réadem tenzoru nazyvame cislo p + q.

Slozky tenzoru

Tenzor je linearni zobrazeni a proto je jednozna¢né urcen svymi hodnotami na
bazi VP, které nazyvame slozky tenzoru T' vzhledem k bazi B

T v = Tle,, ..

- plt J
i €y elt e

Transformace slozek
T T,
(

i1
k1 kq. ( o—1\j1 41
Teleil,...,equiq,(S e, ...

= i
€ €l el) =

(S7iyet) =

1N _1nNg k

= (S 1){; ... (S 1){:T(ekl, e e ,elP)Sfl1 LS =
1N el k

- (S 1)‘1711 e (S l)i:Tkikpqslll . e S’iqq

S¢itani tenzoru a nasobeni ¢islem

(T + aR)(vy,., v @, af) = T(vq,., v A1y @P) + aR(vy,..., vg; @l )

Ve slozkach (T + aR)jl---J'p — T 4 g R

11...0q 11...9¢ 11...9q

acR
Mnozina v8ech tenzoru typu (’; ) tvoif vektorovy pr. TP(V) dimenze n?*4,
(V) =V =V

T2(V)... bilinedrn{ formy na V'

(V)=R
THV) = Hom(V,V)

(V)=V*



Tenzorovy souéin™
je zobrazeni @ : TP(V) x Tr (V') — T (V) definované predpisem

(T ® R) (01,0, Vgys; Oy @PTT) =

ol L +r
T(v1,e, Vg, OF) - R(Vgg1,e, Uggs; 0P T L aPTT).

Ve slozkéach (T ® R)?1~~~jp+r _ ide | Riet1dpts

11...0g+s 11...0q Tgt1---lgts

Tenzorovy soucin je bilinearni, asociativni a nekomutativni.

{e"®.. . ®e" e, ®...Qejlir,j €0,k € q,VI € p} je béze pr. TP(V).

Pozn.* Vektorovy prostor T(V') = @,",_, T2 (V') tvoii spolu s tenzorovym
soucinem ® : T(V) x T(V) — T(V) (dodefinovanym pomoci bilinearity)
asociativni algebru nazyvanou tenzorova algebra vektorového prostoru V.

Pt. Vnéjsi soucin pro 1-formy: e N el = e’ ® e/ — e’ @ e'.

Kontrakce tenzoru*

Je zobrazeni C% : TP(V) — T, qp:f(V) urcené vybérem a € q,b € p a definované

. . b . . k
predpisem T +— C2T :=>"T(..., € ,...;..., eb e

Ve slozkéch je vysledek laqIt--dvdp _ i a-dp

Jb " 11.eu0a--lp 11...0q.--Ip
T(v;a) = T(v er; el) = vFaT(er; €!) = T/ e’ @ e;(vFey; yel) =
= T/vkoge’ @ ej(ex; €') = T/ vk e (er) - e;(€') = T/ v*ay6}5% =

=Tk =T @ v ® ale e;el,e’) =ClCHT @ e @ a)

Invariantni tenzory
Bud G C GL(n) podgrupa. Tenzor T se nazyvd G-invariantni, pokud se jeho
slozky neméni pii zméné béze €; = e;S}, VS € G.
e tenzory nultého fédu (skaldry) a(v) = apv?, T} = 6T}
(vy¢isleni tenzoru na vektorech a kovektorech je nezavislé na bézi)
e jednotkovy tenzor 1 € T}(V) definovany piedpisem 1(v; ) = a(v)
i:5§6j®ei:Zei®ei, Cl=n=dimV
—jediny (az na nésobky) invariantni tenzor druhého radu,
e mocniny jednotkového tenzoru 1 ® 1

Misto G—invariantni se f{kd invariantni, je-li zfejmé o jakou grupu G jde (zde G = GL(n)).

Pokud je na V' definovand vhodné dodatecénd struktura (nedegenerovand
bilinedrn{ forma napfiklad skaldrni sou¢in nebo symplekticka forma) lze ji
vyuzit k definici izomorfizmu V' — V* a tyto prostory ztotoznit.

(Pseudo)metricky tenzor
Metricky tenzor na V' je kazdy symetricky nedegenerovany tenzor typu (g)
g €T(V)

e symetricky g(v, w) = g(w, v)

glv,w) = g(v'e;, w’e;) = v'uig(e;, e;) = v'gyw! = U7 (i)W
Vv,w eV 9ij = Gji

e nedegenerovany g(v,w) =0, Vw €V = v =0 det(g;;) # 0

Pro kazdou symetrickou formu B € Ty (V) existuje bdze (polarni béze,
ortonormalni baze) ve které ma jeji matice tvar

(Bz]) = (3(67;7 €j>> = dlag(l,, 1, —1,..., —]., O,..., 0)

T S u
Nedegenerovanost B znamena u = 0.

Kanonicky tvar metrického tenzoru (g;;) = (;;) = diag(1,.., 1, —1,.., —1).
—— N———

Je-li s > 0 je g tzv. pseudometricky tenzor. r s
Je-li r = n je g skalarni soucin.

Zvedéani a snizovani indexu
Bud (¢*) matice inverzn{ k matici (g;;) pak plati
Pa= =g deilg?) £0
a gl =ge; ®e; € T¢(V) je nedegenerovany symetricky tenzor typu (7).
Pomoci g a ¢! definujeme (kanonické) izomorfizmy mezi V' a V*
e snizovani indext b, : V. — V* =g(.,v)
vi := (by(v)); = gijv?
e zveddni indexu f,: V* -V  a—f(a)=9¢7'(.,a)
a' = (fy(a))' = g7 ay
v; se nazyvaji kovariantni a v* kontravariantni slozky vektoru v.
Je-li diagondla g pozitivné definitn{ (r = n) pak v* = v; (v O.N. bazi).

v — b, (v)

Pro tenzory T]Z = g*Ty; = g T*

Pro tenzory vyssich fada obdobné T;,% = g™ T,,j1-



Newtonovska mechanika

e euklidovsky afinni prostor F(3) = (R?, g;;

O =R O

1 0
Metricky tenzor v O.N. bézi (g;;) = | 0 0] =(g9¥)
0 1

cas je nezavisly vSude stejné plynouci parametr
T T

vektor = (z;) = [z | = |y | = (2"
Z3 z

Einsteinova sumace dvakrat opakujici se Latinské indexy od 1 do 3

Skalarni soucin

— O.N.B.

g(fﬁ,y) = 0ij0;Y; = fT(gz‘j)y =7y

Kvadrat velikosti (poldra skalarntho soucinu)

(Al)? = gi;Az; Az = (Ax)? = (Az)? + (Ay)? + (Az)?

Grupy symetrii prostoru F(3)

» Ortogondlni grupa O(3) — zrcadlenf a rotace zaméfeni £(3)

» Euklidova grupa E3 = R? x O(3) — zrcadleni, rotace a translace
Grupy symetrii prostoru rozsireného o ¢asovou osu R x F/(3)

» Homogenni Galileiho grupa R? x O(3) — homogenni Galileiho tr.

» Galileiho grupa Gal(3) =2 R* x (R* x O(3)) - translace a hom. G. tr.

1 t t+ 1o
0 0 1 1

Relativistickd mechanika
e Minkowského prostorocas pseudo-euklidovsky afinni E(1,3) = (R*, g,,,)

1 0 0 O
o L 0 -1 0 O
e Metricky tenzor v O.N. bézi (g,,) = = (g")
0 0 -1 0
0 0 0 -1
e Cas je “jen jedna ze soucadnic”
2 ct Ty ct
kontravariantni 1 -
o Ctyfvektor (xH) = :B2 ~|° (x,) = o
Z ) kovariantni | ©2 Y
3 z T3 s

e Einsteinova sumace pie shodny hornf a dolnf Recky index od 0 do 3
e Pseudo-skaldrni soucin
9(X,Y) = gy’ = aty, = xy” = g"xuy = ()" (g ) (y")
OL 2000 gyl g2y BB
e Kvadrat intervalu
(As)? = g Azt Az” = AxtAx,
(AR — (AD? = (AN — (Ar)? — (Ay)? — (A2)?
e Grupy symetrii prostoru E(1,3)
» Lorentzova grupa O(1,3)
— linedrni izometrie zaméreni Minkowského prostorocasu
— zrcadleni, rotace a boosty

» Poincarého grupa R x O(1,3) (nehomogenn{ Lorentzova grupa)
— afinni izometrie Minkowského prostorocasu
— zrcadleni, rotace, boosty a translace



0(1,3)

Lorentzovy transformace jsou symetrie zaméteni Minkowského prostorocasu
E(1,3), tedy reguldrni linedrni zobrazeni zachovévajici metricky tenzor g, .
Transformace
= at ¥

Lorentzova Grupa

A= (Oéuu) = S_l G = (g,LW) o= dlag(L _17 _17 _1)

Invariance g,

v o
Guv = g:w - gPUSﬁ,Sy

v

Vu,v=0,1,2,3 /a*a", Irn = G a”,

Aktivné (zachovavaji interval) VX € E(1,3) Relace ortogonality

XTGX =52 £ 2 = XTGX' = (AX)TG(AX) = XTATGAX |G = ATGA

Pseudo-ortogondlni grupa O(1,3) = {A € R | ATGA = G}

Je podgrupa GL(4) s operaci sou¢in matic a jednotkou 1, = diag(1,1,1,1).
A,B € 0(1,3) = (AB)'G(AB) = BT(ATGA)B = BTGB = G

inverzni prvek A~! = G7'ATG = GATG (AT)=L = (A HT

Struktura O(1, 3)

O(1,3) ma ¢tyfi komponenty souvislosti (maximalni souvislé podmnoziny)
det G = det AT det G det A = det G(det A)* = (det A)> =1

e det A =1 vlastni Lorentzovy transformace — podgrupa SO(1, 3)

e det A = —1 nevlastni L.T.

goo = G o’y = (a%)? — (ay)? — (0%)? — ()
(0400)2 =1+ (0‘10)2 + (a20)2 + (0‘30)2 21

e a% > 1 ortochronn{ L.T. (nemén{ smér ¢asu) — podgrupa O*(1,3)

2

e a’ <1 neortochronn{ L.T.

Vlastni ortochronni Lorentzova grupa SO™ (1, 3)

je komponenta souvislosti O(1, 3) obsahujici jednotku (det A = 1,a% > 1)

je normalni podgrupa v O(1,3)  0O(1,3)/SO*(1,3) = {1, P, T, PT}

P = diag(1,-1,-1,-1) T = diag(-1,1,1, 1) PT = diag(-1,-1,-1,-1)
Q(1,3) = SO (1,3) U PSO™(1,3) UTSO™(1,3) U PTSO*(1,3)

Podgrupy SO*(1,3)

Relace ortogonality g, = gpe0”,a°,, Vi, v =0,1,2,3 jsou symetrické
vzhledem k p <+ v a predstavuji proto pouze 10 nezavislych rovnic pro 16
neznamych o’ (relace ortogonality pro ¢tyti sloupce matice A tj.
4+3+42+1=10 rovnic). Jejich feseni zavisi na 16 — 10 = 6 parametrech.
O(1,3) resp. SO (1,3) je tedy Sestidimenziondlni podvarieta v R'C.

e tTi parametry odpovidaji grupé prostorovych rotaci

110 0 0
0

A= ol kde M € SO(3)
0

e tii parametry odpovidaji specidlnim L.T. (boostum) ve sméru os — tii
1-parametrické podgrupy napf.

v =By 0 0 coshy -sinhpy 0 0
|8y v 00| [-sinhpg coshp 0 Of
A=10 0 10]|7| o o 10| AW
0 0 01 0 0 01

A(p1)Alp2) = Al + pa).

Matice odpovidajici boostium jsou vzdy symetrické (naopak to neplati).
Slozeni dvou boostu v ruznych smérech neni boost, ale boost a prostorova
rotace (Thomasova precese). Proto boosty obecné grupu netvori.

Rapidita p
V éésticové fyzice se pouziva pro popis pohybu (aktivni transformace).

tgh,u:ﬁ:% =1 pu— +oo
cosh? y1 — sinh? pp = 1

_ 1 1
cosh u = e i =7

sinh 4 = cosh ptgh u = By

L= tgh2 K= cos}112ﬂ

Poincarého grupa R* x O(1, 3)

afinni transformace 2* = o* ¥ 4+ b* (nehomogenni Lorentzovy transformace)
(b1, Ay) - (by, Ay) = (by + Ayba, Aj As) polopifmy soucin grup R* x O(1, 3)
10—parametricka grupa



Relativistické zobecnéni Newtonovych pohybovych rovnic
Cilem je najit rovnice popisujici pohyb relativistické ¢astice v Minkowského
prostorocase, tak aby byly kovariantni (invariantni co do tvaru vzhledem k
L.T.) a pro v << ¢ prechazely na rovnice Newtonovy.

Svétocara
Je kiivka v Minkowského prostorocase jejiz body jsou udélosti odpovidajici
pohybovym stavum ¢éstice (obdoba trajektorie ¢dstice). Parametrizovana
bude invariantnim vlastnim ¢asem castice. Uvazujeme pouze hmotné castice,
které se pohybuji po ¢asupodobnych
svetocarach. Kazdé dva body svétocary budou
spojeny casupodobnym intervalem

(cAT)? = (cAt)* — (AZ)?> > 0. V kazdém

infinitesimalnim casovém tuseku lze povazovat

rychlost ¢astice za konstantni, spojit s ¢astici
tzv. okamzitou klidovou inercidlni soustavu a
postulovat dt = vydr

2
dr = dryf1 - W _d A
c ~y dr

Ctyfvektory

Jsou prvky ze zaméreni Minkowského prostorocasu. Pti Lorentzovych
transformacich se transformuji stejné jako ¢tyrvektor polohy:

2 ct

x! X ct
B — PV A: H 013 = = =
= ot @eons a5l |0 = (%)

x3 2z

Ke kazdému ¢tytvektoru pifslusi invariant (obdoba velikosti). Pro ¢tyivektor
polohy je to interval:

ct ct -
52 — Gt = ahr, = <q> . ( 4) 22 2 242 g2 y2 _ 2
T -T

Dalsi ¢tytvektory ziskame
e derivaci étyivektoru podle skaldru (invariantu)

e nasobenim c¢tyivektoru skalarem

Ctyfrychlost

7 vzorcu pro relativistické skladani rychlosti plyne, ze slozky vektoru
rychlosti nemohou byt slozkami ¢tyirychlosti, netransformovaly by se
spravné. Ctyirychlost tedy nemuze byt derivaci ¢tyfpolohy podle
soufadnicového casu t. Bude to derivace podle invariantniho vlastniho ¢asu 7.

dxt  dat dt c da™  d(at,a") dz¥
e = = U — v — M — MV
" dr dt dr (U) " dr dr Crgr T
Invariant

utu, =y (;) y (_%,) =72(c?* = %) =c* >0 casupodobny ctyfFvektor

Ctythybnost
definujeme jako soucin invariantu mg (klidové hmotnosti) s ¢tyirychlosti:

b — moc\  (mc\  [(mc
P =mo _Vmoz_f—mﬁ_ P

Relativistickd hmotnost (charakterizuje setrvacny odpor vuci urychlovéni)
mo

m=ymgy =
-%

Relativisticka hybnost p'=

Invariant

prp, = mict >0 ¢asupodobny étyivektor

Ctyfzrychleni
dut  du* dt dut yie v d
wu:—:——:’}/—: 9 4 -2/ — =\ —
dr dt dr dt vEa + e (U @)U
Invariant
whw,, = —yta* — %27 a)? <0 prostorupodobny étyivektor

Derivaci invariantu ¢tyirychlosti dostaneme

dc? dutu dut du
= = B — ——U, + ut—t = whu, + v'w, = 2w,
T

T dr dr dr

0

ctytzrychleni je “4-kolmé” na ¢tyirychlost



Relativistické pohybové rovnice
Rovnice napiSeme tak, aby byly kovariantni vuci Lorentzovym

transformacim A = (a*)) € O(1, 3). Ctyfsila
dp'™ da* p” B dpt K°
= K" — v —at KV e — = K~ K= |2
dr dr Gy /(™) H dr K

Prostorové slozky ctytsily ziskdme z principu korespondence (¢ — oo):

dp“ dp“ dt dpt dp .
= =V Y ==K
dr ~ dtdr dt dt
Nultou slozku ¢tytsily ziskdme pomoci ¢tytvykonu:
Ktu, = K¢ — 4*F - @ .
P K°=1F.7
Kty = 200y — dmogy 4omowt, = 24 =

Energie

7 rovnice pro nultou slozky ¢tytsily:
E = E = - =+ konst.

d moc an

konst. = 0...Einstein 1905 (pozdéji potvrzeno experimenty)

o=
|>—\

=1F. 0=

moc?

E =mc* = ymyc? = -
Vi-z

Kineticka energie
Egin =E—Ey)=

o Taylor
mc — MyC = m

L 2(2)2+ ...

= 2mgv? + gv

A1+ + 2O +...) —med?
2 (

C
Tayloruv rozvoj ve (%)
C

Vztah energie a hybnosti

E
moC - 2 S5 S
pt = (7 Oﬁ) = (‘i) m%c2 =ph'p, = (f) —pP-p

2 _ 22 2 4
E* = p“c® + mic

YMoev b
Pro foton s frekvenci v
14 14 1
E = hw py=E=te =t(y) -

Srazky a rozpady céstic
e Zkoumame pouze asymptotické stavy, srazku povazujeme za bodovou a
castice v dostatecné vzdalenosti od mista srazky za neinteragujici.
e Spliuji zdkon zachovani ¢tyrhybnosti (dusledek kvantové teorie pole,
¢éstice jsou excitace pole a to je invariantni vuéi translaci).
e Pii pocitdni vyuzivame zdkon zachovani celkové ¢tyrhybnosti (energie a
hybnosti) soustavy a invariantu ¢tyfhybnosti
Pl q = konst. = Pl Pip, = mact.
Hmotnostni defekt
je rozdil mezi souctem klidovych hmotnosti jednotlivych ¢asti soustavy
(nukleont) a klidové hmotnosti vdzané soustavy (atomového jadra).
Celkova energie izolované soustavy je konstantni, ale muze se ménit jeji
forma (napf. nepruznd srazka castic).
Klidova energie vazané soustavy:
e klidova energie jednotlivych ¢asti
e kinetickd energie jednotlivych ¢asti
e energie vzajemné interakce ¢asti
Vazebnd energie soustavy B = Y | Eo — ES*
B > 0 energie se uvoliuje pii syntéze (fize lehkych jader)
B < 0 energie se uvoliiuje pii stépeni (Stépeni tézkych jader)
Deuteron (tézky vodik) 2H — vodik s jednim protonem a jednim neutronem

B
Mg =My + My — 5 < My +my,



Lagrangeuv a Hamiltonuv formalizmus pro relativistickou ¢astici

Zkonstruujeme akci pro volnou bezsilovou hmotnou (mg > 0) ¢astici, tak aby

e byla stejna pro pozorovatele ve vSech inercidlnich vztaznych soustavach

(tj. relativisticky invariantnf)

t21

T 2mov 2 dt.

e pro v << ¢ “prechazela” na nerelat. akci S = f 2rdt =

Invariantem je interval resp. vlastni cas

ds:ch:c\/l—Z—;tic(l—%;’—;—k...)dt

Aby akce prechazela v nerelativistickou, definujeme ji jako vhodny néasobek
“délky” svétocary

—mocds = (—moc® + smov? +...) dt
Akce pro volnou bezsilovou ¢astici

2 T2 to ,U2
So = / (—moc)ds = / —moc? dr = / —moc?y /1 — — dt
1 T1 t1 c,

[\

Lo
Lagrangeova funkce pro volnou bezsilovou ¢astici ~ 2
Lo(V) = —moc?y /1 — %
Obecnd hybnost (zde odpovida relativistické hybnosti)
5 aLO mo'l7 8L0 0 2 U]z mov;
b ov 2 p ov; ov; 0 2 v?
c? -2
Pro ¢astici v poli s potencidlem U(Z,t)
L(Z,0,t) = —moc®y/1 — % — U(Z,1) kde 7 =7
Lagrangeovy rovnice jsou relativistické pohybové rovnice
doL oL d mov ou d mov oU

I
11

0 ——" | =

@ o a\ =) e @\ =) o7
c? c?

Hamiltonova funkce

Obecné energie

oL B
E = 57 U =L =

mov 5 (% mopcC
— U — —m002 1—-—-U :—+U
w2 c? v2
02

Vyjadreni rychlosti pomoci hybnosti

mov;
Di =

Hamiltonova funkce

2,2
mgu
2:% pc—pv—mgc%2

c2

2:

P2+ m%c2

Di 1 p? _ b mpc? _
© mg p2+micz mg\l p?2 +mic?

H(Z,p,t) = c\/p?* + m3c? + U(Z,t)

Pro nabitou ¢astici v elmag. poli s potencidly ¢ = ¢(Z,1) a

A=Az

Lagrangeova funkce

L:—mOCQ\/l—Z—;— (p— - A)

Obecnd hybnost (ruznd do relativistické hybnosti)

Obecné energie

mo’l_)' -
—.U

g:

Hamiltonova funkce

2,2 .2
- - mgu“c 9

bic
/p2 + m%CQ

(75— gA)*c
m3c? + (7 — qA)?
moc>
- +qp



Lagrangeuv formalizmus v teorii pole

V STR nelze interakci mezi éasticemi popsat pomoci potenciali (z duvodu
konecéné rychlosti sifeni interakce). Soustavu interagujicich ¢astic je potieba
doplnit o dalsi fyzikalni objekt (silové pole) s vlastnimi stupni volnosti, ktery
tuto interakci zprostredkuje.

Pole resp. soustavu poli popiseme sadou hladkych funkei g,(2*), a =1,...,n
— obecnych soutadnic poli na prostorocasu

Pohyb nerelativistické ¢astice primce - motivace

ftz lml' - )dt:ft1t2> m(?;f)

Specialni pripad pole na 1-dimenzionalnim
prostorocasu odpovidajici historii ¢astice.

—U(a)dt ¥(t)

Pro ééstice Pro pole 0 tg t
t xt
Qi(t) Qa(xu)

Slai(t)] = [ L(qs. di, t) dt Slga(z")]) =2 [, £(qa, ay, 2*) dV*

Akce pro pole

S Qa xu =1 fV Qacha,zan) dv+

je objemovy integral pres ¢tyirozmérnou oblast V* s objemovym elementem
dV* = dz®dat dz? d2?® = cdtdedydz = cdtdV
z hustoty Lagrangeovy funkce — lagrangianu £(q,, ¢a,., 2").

0qa __
kde Qapy = 8ZV = OuQa

Specialné pro V* = (cty, cty) X V S= [, LdtdV = fttf (f, £dV) dt

Divergencni véta

/w:/dw
Be) Q

Hamiltonuv princip pro pole

Q, M...k-rozmérné variety v R™, Q C M kompaktni
0N).. . hranice Q) v M s orientaci pomoci vnéjsi normaly
w € CYQ)... (k-1)-forma, dw jeji vnéjsi derivace (k-forma)

Skutecny ¢asovy vyvoj soustavy poli se déje s takovou zavislosti g, na z*,
pro kterou akce S nabyva staciondrni hodnoty vzhledem k variacim dq, (z*)
spliiujicim podminku pevnych koncu, kterd pozaduje nulovost variaci na
hranici 0V* oblasti V* tj. dqq(x*)|gv+ = 0.

Rovnice pole

oL oL

1
5L(qu, Guy, 7) AV = = 54a 5qa, | AV
. L(qa, Yo, ") /{aqa awa

1 [OL o (oL
= - —0Gs + — Qa 0qy | AV
c/* | 0¢, Ga oxV (8qa,, ) oz <8qa,,) q]
1 [OL o ( oL . oL .
A ot e KLY e GO
1 (oL o (oL L 1 oL
T c / | 0¢, O (8qa7,,)1 042 V" + ¢ /av* <8qa7,,5qa) df
Lagrangeovy rovnice pro soustavu poli v Minkowského prostorocase

>

oL
:0 (aQ(zu) B aQa =0

% je derivace slozenych funkci podle fetézového pravidla

55 =2
&

Ya €n

0 oL 0 oL

04 Oqq Ot 1 oL oL _ 9
a{EO aQa,O B at aQa,t

— _— = a = C
oxV ot 0z9 cq & 0¢a0 0qat

Ga,0 =

Homogenni struna

=1 = 9(t, z) na dvourozmérném prostorocasu.

ot x)

Jednorozmeérné pole na ¢,

p...linedrni hustota struny
T ...sila napinajici strunu

Hustota kinetické energie k = % p?
Hustota potencidlni energie u = 3772
Yy = %_11{) Y, = g_f
Hustota Lagrangeovy funkce
LW ¥:) = & —u= 597 — 3T
Pohybové rovnice pole
0 ( oL ) 0 ( oL ) oL
0 82w 0?1
(P?/Jt) (T¢z) —0=pYy —T1).. =0 — P = Tﬁ

VInova rovnice pro strunu



Nejednoznacnost lagrangianu £

Hustota Lagrangeovy funkce je pro dané pole urc¢ena az na divergenci
libovolného ¢tytvektoru F*(q,,x"). Lagrangidny £ a L' = L + %
vedou na stejné rovnice pole.

1 oOF* 1 1 oOF*
— * = — FU = — fnd
° /V our 1V c‘S/aV* V=2 /av* 5, o =10

Hamiltonuv princip spolu s Lagrangeovymi rovnicemi lze pouzit v prostorech
libovolné dimenze. Uloha nalézt lagrangian, ktery vede na rovnice popisujici
pohyb daného pole je obtizné a pro jeji feSeni nejsou znama obecné platna
pravidla. Vyuzivaji se principy symetrie a jednoduchosti. Napiiklad v STR
jde o pozadavek relativistické invariance lagrangianu, ktery plyne z
relativistické invariance akce a integrace vzhledem k dV*' = |J|dV*

ox'*

J = det ( ) = det(a”)) = det A = £1
oxV

Transformace poli

e skalarni pole ¢/ (™) = (")

e vektorové pole A™(x™) = at A”(x")

e tenzorové pole F'™(z'%) = ot o FP7(x")

e = ali)\l.)\ A/,u,(z./n) — CY‘U‘VAV((CY_I))\N.T,H)



Maxwellovy rce. ve vakuu (Maxwellovy—Lorentzovy rce.) (H.A.Lorentz 1892)

& Elektricks intenzita E = E(7,t) = }5 [E] = V™
divE =2 Magneticks indukce B = B(F, t) Bl =T
rot B — pggo 2L " = poj| Hustota néboje p = p(7,1) [p] = Cm™
1I. série Proudové hustota j = j(7,t) = ptf [j] = Am™2
div B =0 Permitivita vakua £,=8, 854 - 10~ 2 Fm~!

rot E + %—Jf =0 Permeabilita vakua po = 1,257 - 1075 Hm ™!

Popisuji elektromagnetické pole (na mikroskopické - atomarni irovni) buzené
danym rozlozenim zridel P a j Soucasné pole pusobi na naboje tvorici ziidla
Lorentzovou silou F = q(E + U X B) Rovnice je tak potieba doplnit o

dt

2

relativistické rovnice pro pohyb ndboju =~ & ( To” ) = q(E + U X B)
Gaussuv zakon

Tok elektrické intenzity uzavienou plochou je imérny celkovému naboji
obklopenému touto plochou.

Up=¢,E-dS= [, divEdV =L [ pdV =2

Maxwellovo zobecnéni Faradayova zakona
Casové proménné magnetické pole budi pole elektrické (nezavisle na
existenci vodivé smycky).

$oE-dl'= [jrot E-dS = — [(2B .45 = —

—

fSB dS__dt

Neexistence magnetického monopdlu
Magnetické pole je solenoidaln{ (bez zdroju). Silo¢dry jsou bud uzaviené
fav B-dS=0

kiivky, nebo za¢inaji a konc¢i v nekoneénu.

Ampéruv zakon doplnény o Maxwelltiv posuvny proud

Elektricky proud a casové proménné elektrické pole
budi pole magnetické.

fasé-df: fsrotédgz fsuoao%‘?-dgjtfsuo}dg
= pogo—g~ + pol = @ @:—>

_ d¥p
I
Maxwelluv posuvny proud (kvuli splnéni rovnice S,
kontinuity) JMaz = €0 %’f

integruje se pres nehybné krivky a plochy, 0S a dV nezavisi na ¢ase

Rovnice kontinuity - zakon zachovani naboje
% +divy=0 4 — [ 2V = [ dividV = §,, ] dS = Ly

0 = divrot B—pio(go div %—?—i—divj) = —M0(50% div E4div j) = —Mo(at‘f'le])

Rovnice elektromagnetické viny
rot na druhé rovnice obou sad a dosazenim z rovnic pgvm’ch dava
0 = rotrot £ + 2 2 (rot B) = graddiv E — AE + poeo mf + ,uo%

0= rotrotB—ugaoa(rot E)—pu — oot j

porot j = grad div B — AB+ uogo%Q—f
nehomogenni vlnové rovnice pro elektromagnetickou vinu

Pro p =0, j: 0 homogenni vlnové

B 92E 1 a7
AL — jogoSs = o gradp + Hogr
rovnice pro e.m. vlnu ve vakuu.

—porot j
Weberuv vztah pgeg = 5 ¢ =

AB — Mo%%%g =
logo = 299 792 458ms~! py = 4w - 107 "Hm™!

Maxwellovy rovnice v ldtkovém prostiedi (J.C.Maxwell 1865)
divD = p rotﬁ—%—?:j rotE—l—aB—O

Popisuji makroskopické e.m. pole v latkovém prostiedi — stfedni hodnoty
okamzitych mikroskopickych poli (z M.—L. rovnic) pres “dostatecné velké”
objemy a “dostatecné dlouhé” casy, které jsou méreny pristroji. Nabojové a
proudové hustoty jsou pii sttedovani rozdéleny na volné (p a ; vystupujici v
ziskanych rovnicich) a vazané, které jsou zahrnuty v néasledujicich vztazich:

divB =0

—

[D] = Cm™2

Elektricks indukce | D = €OE +P

Vektor polarizace P="P (7, t) — prumérny elektricky dlpolovy moment v
jednotce objemu, makroskopicky dipélovy moment p = fv Pav

celkovd hustota nédboje p. = p+ p,  hustota vazanych naboju p, = — div P
Intenzita magnetického pole | H = %B? - M [ﬁ] = Am™!

Vektor magnetizace M = M (7,t) — hustota mag. dipol. momentu,
makroskopicky mag. dipol. moment 17} = fv MdVv

celkova proudova hustota jc = j + jp + jm polarizacni proud jp %f

magnetizacni proud ]m = rot M

div(eoE + P) =p diveoE = p — div]3 = Pe

rot(% — M) — —8(€°§t+P) Jj rot E — Eo%}f =542 e L 4 rot M = J,

—



Materialové vztahy
Vektory polarizace a magnetizace zavisi na vnitini stavbé latky i na e.m.
poli. Pro konkrétni latky se tato zavislost urcuje experimentalné.

V linedrni prostiedi (idedlné mékka dielektrika), které je homogenni a
1zotropn1 plati v prlpade slabych (Vzhledem k lokalnim pohm) sttednich poli

E, B vztahy: P=vyweoE M=xynH D=cE H= 5

permitivita € = g9g, = g9(1 + Xxe) permeabilita g = pop, = po(l + Xm)
w11 _

Rychlost e.m. vlny v prostiedi v = 7= Index lomu n = /¢, 1,

D = gE + eoxeE = eo(1 + xe)E = oe, E = ¢E

B = po(H + M) = pio(1 + xm) H = popur H = pH

V anizotropnich prostiedich jsou veli¢iny elektricka a magnetickd
susceptibilita x., xm (a tedy i &, u) symetrické tenzory, v nehomogennich

prostiedich zavisi na poloze, v nelinearnich prostredich na polich £, B déle
mohou zaviset na teploté a nebo na frekvenci se kterou se méni e.m. pole.

Déale budeme uvazovat pouze prostiedi podminky za kterych jsou e, u redlné
konstanty. V takovych prostiedich maji Mawellovy rovnice tvar

1. série divE =2

rot B — ue%? = ,uj'

divB =0

I1. série rot £ + 28 aB =0

V pripadé stacionarnich (casove nezavislych) poh E a B se rovnice rozpadaji
na dveé nezavislé soustavy rovnic — jednu pro E a druhou pro B.

Hehnholtzﬁv teorém
Bud F vektorové pole tiidy 02 na omezené oblasti V C R3 pak

F=-Vo+rotA kde LTIy - Ly I

7‘

7 |7
— ir fv 2 F(’T dvl+4w fav 2 del

|F— |r

Regeni Maxwellovych rovnic pomoci potencialii (II. série)
divB =0 &
JA = A(F,t) Vektorovy potencidl | B = rot A

solenoidalni pole B &

(divrot A = 0)

rot E + 2 rot A =rot(E + 2 ) —0 <« potencidlnf pole E + %—’f &
Jp = so(r, t)

—

Skalarni potencidl | E =

—gradp — % (rot grad ¢ = 0)

Kalibracni transformace

Prifazeni dvojice potencialil (4, ¢) k e.m. poli (E, B) neni jednoznaéné.
Konkrétni vybér dvojice (/T, ©) k popisu e.m. pole se nazyva kalibraci a
piechod mezi rtznymi kalibracemi kalibraéni transformaci. Rikdme, ze (/T, ©)
a (ff’, ¢') jsou kalibracné ekvivalentni popisuji-li totéz pole (E, E)

—grad ¢ —

0=V~ w)+—a<A/t 2 =v(y —s0+a—’t‘)
E’zﬁ—i—gr&dA(ﬁlﬁ) gp _Qp—aA(Tt)

Kalibra¢ni transformace tedy neméni méfitelné veliciny E a B (jsou tzv.
kalibra¢né invariantni) ale pouze parametrizaci poli.

Reseni Maxwellovych rovnic pomoci potencidlu (I. série)

1j = rotrot A+ 5;@% (grad ©+ %f) = grad div A—ANA+ el grad +enlsd 3t2

£ = div E = div(—gradgp - %f) —Ap — le(a—X) + &?/L%—t? — 5;1%—;2‘—’

AA—ep2d atQ = —pj+grad(div A+ep2e

E) }@ jsou kalibra¢né invariantni

Lorenzova kalibraénf podminka (L.V.Lorenz) | div A + 5ua‘P =

Opréavnénost Lorenzovy kalibrace

Pokud fT, @ Tesi rce. (@ a nesplnuji Lorenzovu kalibraéni podminku, pak
mezi feSenimi @) existuji kalibracné ekvivalentni A’ ¢’ které ji splnuji.
0=divA + eu%"‘;—/ =divA+ div grad A + au%f — 6//%27’2\

AN — e’;ﬂa;Tf} = —(div A+ eu%‘f) nehomogenni vlnova rovnice pro A - ma
nekone¢né mnoho reseni

Nehomogenni vinové (d’Alembertovy) rovnice pro potencialy

V prostiedi (kde €, 1, € R kons.) Specidlné ve vakuu (gopo = =)

P20 _ _p

Agp—guaﬁ——g D@—_é
AA - ww = —uj OA=—poj
d1VA+5,ua“’— dlvA—i—C2 5 =0

1 92

d’Alembertiv operdtor (dalambertidn) 0 = A — 555



Nehomogenni vinové (d’Alembertovy) rovnice pro potencialy

V prostiedi (kde €, pir € R kons.) Specidlné ve vakuu (gopo = CLQ)
Ap - epf == Op=-2

AA—epgd = —uj OA = —poj

divg%—su%—f: dinYch%%—f:O
d’Alemberttv operator (dalambertidn) O = A — c%g—;

Tyto rovnice jsou invariantni vuéi kalibracnim transformacim spliujicim
, 2
podminku AA —epdl =0

o =p—% A= A+ grad A

32 / 82 2
L= Ay —epGh = Mg —epE — & (AA —w%)

—pj = AA — 5;1?;? = AA - E,ua;—tﬁf + grad (AA — 5#%%‘)
0=divA + 5/186—“‘: = divA + &?,uaa—f + (AA — a,u%%\)
Reseni tedy nenf jednoznaéné.

Napriklad v ptipadé p = 0 lze pozadovat ¢’ =0

-, 2 A7 -
AA — epSs = —pj

' =0

div A’ = 0 ... Coulombova kalibrace



Rovnice elektrodynamiky v Minkowského prostorocase

Princip relativity (stejny tvar fyzikélnich zékonu ve vSech inercidlnich
vztaznych soustavich) lze matematicky vyjadrit kovariantnim tvarem rovnic

(vSechny cleny rovnice se transformuji stejné pii Lorentzovych tr.)
Pi: TH=K" T*=o'T" o"T"=ao" K"/(a""), T°=K°

d’Alembretovy rovnice - nehomogeni vinové pro potencidly (ve vakuu)
__»
UA = —poy

chceme tvar ve kterém bude na obou stranach rovnice vystupovat ¢tyivektor

Lorenzova kalibra¢ni podminka

div A+ L 2(% 2=

d’Alembertuv operator [J

skalarni operator, zapiSeme ho pomoci ¢tyftenzoru a ukazeme jeho invarianci

1 02 0? 0? o 0
O=A———=———— = —g"— = —g"0,0,

2ot Ozridx’  O(ct)? T owr dzv G

L O./MVZL‘V ¥ = (afl)z/gl,/a' g/ul/ — aupal/agpa'
0 or? 0 0
/o _ _ —1\v _ —1\v
a“_ﬁx’“_ax’“c?x”_(a )“@ ;= (@7)%0,
00 = 0,9, = a0, g (075, (07, 0,0h = 0552970, = 470,
=0

ctyrproud

Néboj je invariant dQ’ =dQ = pdV a diky kontrakci délek dV = ,—1deb
proto p = dQ = ’deO = vpo, kde pg je klidovéa hustota néboje.
Insplrujeme se proudovou hustotu (j = pv) a definujeme ctyrproud jako
soucin invariantu pgy a ctytrychlosti u#

(7%) = po(u) = po(ye,v0) = (poye, poyv) =

(pe, po) = (pc, 7)
Rovnice kontinuity v kovariantnim tvaru

ctyrdivergence
Oug" =0

0 =

I | i Oeo 05 0 0 _ o _
ot NV T o) T oxt T 920 T 9ai Oan

ctyipotencial

Upravime rovnice tak aby na pravé strané stal ¢tyrvektor

Oy = _g_po = —poc*p = —piocs” D% = —poj®  OA=—poj
ctyipotencidl (A) = (2, A)
kovariantni tvar Maxwellovych—Lorentzovych rovnice |[J A#* = —pgj*
1dp OA 0 ¢ 0A" 9A°  Q9AH
=divA+ — -2 : L A - — 9. A"
0=diva+ 2ot Ox * d(ct) ¢ Oxt N 0z0 O On
Lorenzova podminka v kovariantnim tvaru 0, AF =0
Kalibracni transformace v kovariantnim tvaru
- oA ~ P v oA oA oA
= _—— AOI—:—— :AO——:AO——
4 ot c ¢ Oct) 0z 0z
Z:g+gradA gi:Ai+aA:Ai—aA
ox’ 8.751
Ar = AP — = AF — OFA nebo A =A, axu =A,—0,A

(gradient O*A = ¢g"0,A vs. slozka jednoformy dA = % dz¥ = 0,Adz")

Maxwellovy—Lorentzovy rovnice (ve vakuu)

divﬁzé rot B — %a—'?:,uoj rotﬁ+%§:0 divB =0

Zapiseme vektory E B pomoci Ctyrpotenmalu Nejprve prlpomeneme Jak

tomu bylo v R3 pomoci potenciali: E=— grad ¢ — B=r1ot A
QA A n A DA,
Bi = (I‘Ot A)z = 8ijkaTjBk B1 = 87; — 87; = BQg Bjk = BTf — BT}Z

o~ ~ ~ 0 BB —B2 o~
B; = jeiuBy Bk =euBi B = (-133 0 B > Bjr = 0j A, — OpA;

N By —B1 0 -
Obdobné jako u thlové rychlosti 2; = 15,]k@]k i zde jsou slozky B
ztotoznény (pres Hodgeuv dudlni operator) se slozkami slozky
antisymetrického tenzoru 2. radu B. Proto j je B pseudovektor.

*Hodgeouv operdtor * : A*(V*) — A" *(V*) nad n-dim. vek. pr. (V, g, 0)

($O) s = QW kde w4, = o(baze)\/|glei . i,

ks J 1y In—k



Tenzor elektromagnetického pole Maxwellovy—Lorentzovy rovnice v kovariantnim tvaru

p_ Op 0A [ O (g) _0A ] _ [ oA" oA Lsérie |22 — g, Fm — —pgjr | IL série | 2E20 — g, v — ()
¢ or Ot oz J(ct) ozt 0af
1—-4,) [0A; O0A ,
W=, [—01 - —f} = cFy OF™ OF% 9 ([ E (- .
ox ox S 0+ o —ai\ o) T divE = —pugj” = —pocp
B — ot Al — 0A, 0A, 0A* 09A* 0A; 0A; P . , p
v = [rot Al = dy 0z 012 0r® 0923 ox2 P leEZNOszg
. oFt  9F10 OFt2  QF® 0 E J(—-B,) 0B
Tenzor elektromagnetického pole F,, = % - 55 =0,A4,-0,A - 10 — - z Y —
& B S ax - . oV 000 TV 0 T o d(ct) Jy e
o £ = B 0 —L& =2 _E 1 9E, (ot ) . (ot B), — 18Ex
_ LBy — Ly _ = =55, — o z = —HoJx ro x NO]x
(F,) = r 0 B. By (Fry = | g 0 B. By 2 ot ' 2 ot
Lo, 0 B Lo, 0 -B OFY 0P 0B _ . &
ET _By BJ: 0 % _By Bx 0 oxV N al’l N 8371 - N
x1v %10 *12 x13 _
zvednutim indexu F* = g’ g F,, = o' A” — 9V A* or = OF 104+ OF + OF - (- B.) + 9 (_E + 9 (Ey
_ . . ox¥ 0x0 Ox? 0z J(ct) dy c 0z \ ¢
je antisymetricky F'* = —F"# 183 i
]_ — —
transformace F'* (x/)NZ OéupOé a'fp ($) ) = c ot C(I‘Ot E)x =0 (I‘Ot E+ E) =0
kalibra¢ni invariance F* = OFAY — Q¥ A* = OH(AY — " A) — 0V (A* — OFA) = ¢
=OFAY — VAP — OFOV N + OVOMN = OM AV — OV AN = FH Lorentzova ¢tyfsila
Duadlni tenzor ar (mout') = K* (w) = (e, 70) (K") = (30 F,F)
Ctyfrotace ¢tyfvektoru je tedy antisymetricky ¢tyitenzor druhého fadu, Lorentzova sila F' = e(E + ¥ x B)
Hodgetv dudl z néj udeéld zase ¢tyftenzor druhého fadu. K!'=~F, = »ye(ﬁ 47X E)x = e(YSE, + v, B, — yv.B,) =
Duéln{ tenzor Fry = g€ Fd = — LW E,, = e(ugF'"° + (—ug)(—F'2) + ugF'13) = eF'u,
Levi-civituv symbol €,,,, = €“° je tiplné antisymetricky a epo3 = 1 = €123, K% =17. F= el E= e(— L) (—yv;) = eF™u,
Fy = 5501WFW = %(50123]7 + 0132 F32) = %(F23 — (—F%) = F» = -B, Lorentzova ctytsila ’K“ = eF‘“’u,,‘
e =1 e 1 F03 F30y — L(p03 _ (_ p03)y — 03 — _E:
12 i512u 3(81203 +e130 ) i( ( ) 5 ¢ Relativistické invarianty elektromagnetického pole
« 1 v_ 1 02 20y _ 1/_ 702 20\ — 20 _ By
Fiy = €1 I = 5(e1302 8™ + €130 F) = (= FF + F7)) = I = Iy =F" = guF" =0 (Hadamarduv soucin (Ao B);; = A;; - Bij, %)
0 B, B, B, I =F,F" =2( B2 — 2) Dalsi invarianty jsou jiz bud’ zdvislé nebo
v —Bx 0 —% % I, = F v — 4EB trividlni. Il = —F*I/F*MV
(F ) — _By % 0 _& 2 — jg - c H

Podle znamének téchto invariantu lze provést relativisticky invariantni
klasifikaci EM—poli do deviti tiid. Ptipad I, =0=1,tj. E 1L B, E =B

odpovida rovinné elektromagnetické viné ve vakuu.
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Akce pro soustavu nabitych castic a elektromagnetického pole

Akci pro soustavu interagujicich nabitych ¢astic v EM poli sestavime ze dvou
meznich pripadu
e soustava vzajemné neinteragujicich nabitych castic ve vnéjsim poli

e EM pole buzené zadanym rozlozenim nabitych ¢astic a jejich rychlosti

Soustava neinteragujicich ¢astic ve vnéjsim poli
Zanedbava se vzajemna interakce ¢astic stejné jako jejich vliv na EM pole.

Lagrangeova funkce
e pro nabitou c¢astici s klidovou hmotnosti mgy a nabojem e v EM poli

L= —moc\[1 = & — e(p(1) = 7+ A(7,1))

e pro soustavu ¢astic s klidovymi hmotnostmi m, a naboji e,

N 5 N
L= —ma\[1= 22 =3 ool t) = T Al )]
C
a=1 a=1
Ef ~~

J/

Dirackova delta funkce ¢

Je “funkce” na R s vlastnostmi
Plati pro ni [, d(z)f(z) dz = f(0) Jpo(x —a)f(z)dz = f(a)
B(F—7) = 0 — 2)0y —y)d(z —2)  Ju BT TP AV = £(7)

Pro bodové naboje je ndbojova a proudova hustota dana vztahy
N

P = 3 eadT=Talt) 00 = X ealt0— 7ul0)

a=1

Jgd(x)dz =1 a d(x)=0, Yz #0.

Interakéni lagrangian

N N 5
me = - Z eaQD(Faat) + Z eaUa : A(Faat) =
a=1

a=1

N N 5
==Y e [ BF =T 1) AV + 3 ealia - [ 8(F — Fa)A(F, ) AV =
= ]RB o=

a=1 =1 R3
N N
=— [ el (7= i) (P ) AV + [ Y eaind®(F — 7) A, 1) AV =
R3 a=1 R3 a=1
p(7t) )
= — [ep(F )82 — §(7t) - A(F,t) AV = [ —j*A,dV
R3 R3 ==~

Hustota Lagrangeovy funkce pro EM pole

Akce pro pole Sy = % fv* LydV* ma byt stejnd ve vSech inercidlnich vztaznych
soustavach a neméla by zaviset na zvolené kalibraci pole.

Hustotu Lagrangeovy funkce £; pro EM pole hleddme tak, aby byla:

e nejvyse kvadratickd v polnich proménnych (Maxwellovy rce. jsou linedrni)
e relativistiky invariantni (kvili kovarianci polni rovnice)

e kalibracné invariantni (nezdvisld na parametrizaci pole)

Kvadratickymi v polnich proménnych E , B A |00A, = A, | jsou invarianty
F,, F* (skalar) F,, F*" (pseudoskaldr) (dalsi A,A", A, ,A"" nejsou kalib. inv.)

;= _ﬁpp - _4_;2@2 - 5B = et = 5Bt = S - Syl
L(Aps Aps ") = —fmFuuF =gt AL = —4%0(14% — Au) (AT — AMY) — 1A,
i (1) 55 =0 = ga = =T

oo (o™ e, ) = (L
= —4%0 (FM — F* 4 FW%) = —4%0 (2P 4 2F*) = iF*’”A
i ()~ (o) =0 = o

[. série Maxwellovych—Lorentzovych rovnic (II. série je splnéna potencidly)

Akce pro soustavu nabitych ¢éstic a EM pole je S = S, + Sy + Sy, kde

e hmota (matter) S,, = ttf SN (—mac®)y/1 - Z—é‘ dt
e pole (field) Sy = [\ (=g Flu F*) dV*
o inetarkee S,y =1 [ (—j"A,) AV = [#(- 3N

N ealp(Fast) = Ta - A(T, 1)) dt
Odtud se variaci podle proménnych z# (pii neménnych A, ) ziskaji relativistické
pohybové rovnice pro ¢astice v EM poli a variaci podle polnich proménnych A,

(pfi neménnych z#) Maxwellovy—Lorentzovy rovnice.



Energetické veliciny a zakony zachovani v elektrodynamice

Zakon zachovani naboje

Néaboj neexistuje samostatné, je vzdy vazén na ¢éastice (elektrony, protony,
pozitrony), je kvantovan (ndsobky =e), je relativisticky invariant (nezavisi
na pohybu ¢éstice). Celkovy nédboj se navic zachovavé i pii procesech pii
kterych ¢astice vznikaji a zanikaji (rozpady a anihilace ¢astic).

Necht je v prostoru rozlozen volny elektricky nédboj s objemovou hustotou
p(7,t) jehoz pohyb je popsan polem rychlosti (7, t). Ubytek naboje v
libovolné pevné zvolené oblasti V' je dan mnozstvim néboje, které projde
pres hranici 0V oblasti V.

d - - = -
| pav = /apdv jf pidS = de:/divjdV
dt ov v

odtud pro V' — 0 dostaneme
rovnici kontinuity

Pro libovolnou pevné zvolenou oblast V'

tedy plati .
/ op +divyjdV =0
v Ot

%—I—div]:O

Zakon zachovani energie

Dale budeme predpokladat, ze ¢astice neprochazi plochou 0V ohranicujici
oblast V. Sila, kterou EM pole pusobi na naboj dq v elementu objemu dV je

AdF = (E+ 7 x B)dg= (E+7x B)pdV = p(E + 7 x B)dV = fdV
Vykon této sﬂy
G- dF =G fdV = pt- E + pv- (0 x B)dV = po- EAV = j - EdV

kde f = p(E + ¥ x B) je hustota Lorentzovy sily a j - E hustota vykonu
Lorentzovy sily.

[jbytek energie pole v objemu V' je roven praci, kterou pole vykona na
¢asticich a energii, kterda vyproudi ptres hranici 0V. Ozna¢ime-li hustotu
energie EM pole w = w(7,t) a hustotu toku energie EM pole S = S(7,t)
muzeme energetickou bilanci v oblasti V' popsat rovnici

d w /j-E‘dv+f §-d§=/j-E+diV§dv
1% oV \%

av=— [ &y
dtwv atv

Diferencialni tvar predstavuje lokdlni zakon zachovéani ow - = o
energie v soustavé EM pole a nabitych ¢éstic. o E+divs

Zbyva najit jak zavisi w a S na EM poli, proto vyjadiime ¢len j E pomoci
Maxwellovych rovnic a vyuzijeme identitu div(E x H) = H -rot E — E - rot H

7 G RLob _
j-E= <rotH )E E-rotH—E- 2 =

= —div(E x H)+ H -rot E — E~%’t3_—d1v(E x H) — (ﬁ.%_%g.%)
(s

Dale predpokladame pouze linedrni (mékké) prostiedi (s konst u,e € R), kde

D — ~-F B—,H '+ 0B | [ oD
D=c¢k, B=uyH = H'EWLE'E—

Poyntingova véta

_%<%E,5+%f[.§):j-ﬁ+div(ﬁxﬁ)

E-D+3H-B)

Odtud porovnanim s lokalnim ZZE urcime:

o hustotu energie EM pole w = 3(E - D+ H - B) = L(cE? + uH?)
e hustotu toku energie EM pole (Poyntinguv vektor) S=ExH
V latkovém prostiedi je ve w zahrnuta i energie spotfebované na polarizaci a

magnetizaci prostfedi. Ve vakuu w = %(5052 + ,uoﬁ 2

Zakon zachovani hybnosti

Kromé energie predava EM pole nosicum naboju i hybnost. Existence
hybnosti EM pole byla experimentalné potvrzena objevem mechanického
tlaku zareni (Lebevév 1899). Abychom zapsali bilanci hybnosti v oblasti V
ohrani¢ené nehybnou plochou 0V kterou ¢éastice neprochazi, oznac¢ime

P ... hustou hybnosti ¢astic, g ... hustotu hybnosti EM pole

d; = (041,042, 043)... hustotu toku i—té slozky hybnosti EM pole (hustota toku
vektoru ¢ predstavuje tenzor (o;;)

d -
dt/PHrgde % Uz’deij{ Ei-dS:/divﬁidV
ov ov \%4

Diferencidlni tvar predstavuje lokalni zékon zachovani dg; Op; Doy

hybnosti v soustavé EM pole a nabitych castic. ot~ ot ox
J

K urceni veli¢in g a o;; zapiSeme pohybovou rovnici pro ¢astice v elementu
objemu a dosadime z Maxwellovych rovnic

o+ =
~ =f=prE+)

ot

x B = (divD)E + (rotﬁ—%—?) x B

na pravou stranu ree. piidame dvé nuly 0 = H div B a 0 = (rot E + %—?) x D
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0H,,

oH,
I 3@

— B

8xl
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V linedrnim prostiedi s konstantnimi ¢, 4 € R lze vyraz dale upravit

G,
— —(E;D; + H;B;) —

al'j

a(ED+HB)

Lj

0

- 3xj

Odtud porovnanim s lokalnim ZZH
¢ hustota hybnosti EM pole § = DxB= €ME x H = 5u§
e Maxwelluv tenzor napéti (tenzor hustoty toku hybnosti EM pole)

—|E:D; + H:B; —

Uij =

Uij =

Tyto vyrazy v sobé obsahuji i hybnosti vazanych naboju. Veli¢iny ¢ a o;; pro
samostatné EM pole bychom ziskali dosazenim € = ¢ a p = o pripadné
odvozenim z Lorentz—Maxwellovych rovnic misto rovnic Maxwellovych.

Nézev pro o;; pochazi z analogie s mechanikou kontinua. Ve stacionarnim

Lo

§y;52(E-D+ H - B)|
— 03 (eE® + pH?)] =

piipadé EM pole totiz plati 3 9 = 0 a lokdlni ZZH se tak redukuje na

ot 8

V jako vyslednlcl ‘napéti” pusobicich na povrchu oV

fvfzdv fav —0;;) dS;

—

OB
tE 4+ — D =
Io +8t>x

+[EdivD+ HdivB — D x rot E — B x rot H]

)

— 0jw]

__ 9o
9i — f, = — %74 Tengor Oij tak umoznuje vypocitat silu ptisobici na objem

*Tenzor energie a hybnosti

Teorém Noetherové 1ika, ze ke kazdé spojité jednoparametrické grupé

transformaci, které ponechévajl' akci S =
ctytvektor £ splnuJ1c1

1 fv* L dV* invariantni, ptislusi
=0 tzv. zachovavapm se Ctyrproud.

Jako transformace si zvolime translace 2/ = x* + b* pii kterych se polni
proménné transformuji jako skaldarni funkce ¢, (z') = g,(z). Hustota

Lagrangeovy funkce £(qq, ¢a,u,
tehdy, kdyz nebude zaviset explicitné na souradnicich z* tj.

L(q,(z'), q,,.(2"))

explicitnich zavislosti £ na x*:

x*) bude invariantni vuéi translacim praveée

= L(¢a(2), qa,u(x)). To lze vyjadiit nulovosti derivaci

O . 8£ . (9,C . (9£ . aﬁ rcegole
a Ot expl B Ozt aqa faa 8(]0,,1/ Ga -
_ o 0L 0 oL oL 0 1oL s
Hozv  Oxv \ Oqa, T 0qay Gaswr = " g0w Oy Qo = O

Tyto rovnice pro p = 0, 1, 2, 3 predstavuji zdkony zachovani energie a
hybnosti v teorii pole. Vyraz v zdvorce nazyvame

. , . . v 8£ v
kanonicky tenzor energie a hybnosti T." = 7—ap—0,L

Mg N
Pro volné (bez zdroju) elektromagnetické pole mame
1 v
L= _4,qu o kde Bl = Avy — Ay
aﬁ 11. pred 1
Y'=——A,, — 0L —A, F*” 5”—F -7
771 a Ap,u P n Lo + 'u

Tento tenzor neni vhodny, nebot nenf kalibra¢né invariantni.
proto o ¢tytdivergenci

Doplnime ho

1 1 0 0?
—— Y =— A F"P kd —— (AL F"") =0
Lo H,p Lo axp( K ) € 8$V8$p( (2] )
Dostaneme tak tenzor, ktery jiz kalibra¢né invariantni je
T, = o App B — oo Ay JFP 4 0o Fpg 7 = o (= F, F7P + 1 F,, FP707)

Po zvednuti indexu dostavame symetricky tenzor energie a hybnosti:

T = T = Ly ) =
= L(—Fup 4 LgwF, Frr) = L

(_gapFuaFVp + igupranU)




Symetricky tenzor energie a hybnosti

1 1
Je kalibra¢né invariantni tenzor | T* = %(—ng HPEYT Z_ng/FponU>

S T S’!J &
C C &

w €4z CGy CG:
(T;w)_ 011 012 013 | vevakuu | €4z 011 O12 013

021 022 023 18§=cg | €9y 021 022 023
031 032 033 CG, 031 032 033

o |Po [0 [ &

Tento tenzor umoznuje jednotné zapsat lokalni zdkon zachovani energie a
hybnosti.
Lokélni zakon zachovéni energie a hybnosti pro volné EM pole

oTH
=0
ox?

Lokalni zakon zachovéani energie a hybnosti pro soustavu céastic a EM pole

oTw
oxv

S—

kde f* = F*j, je hustota Lorentzovy ctyisily (f*) = (5715’ pE + 7 % é)

Rozepsanim ziskame diive uvedené lokalni ZZE a ZZH:

Ov . -
ar*  ow 1@—1(%—?%—&\/8)

_ L 3 _ _ 40
oxV a(ct)—'—zﬁxi_z - E=-=J

GT“’ B a(cgl) aO'ik . = -2 = A
oxv  O(ct) = Oz




Reseni nehomogennich vlnovych rovnic

Maxwellovy rovnice (v prostiedi s konstantnimi e, u € R) jsou ekvivalentni
nehomogennim vlnovym rovnicim pro potencidly doplnénym o Lorenzovu
kalibrac¢ni podminku:
52 - 2 1 e
Ap— g =—2 A-LFE=—uj  divA+ 55 =0
kde v? = ei Vlnové rovnice nejsou provazané, lze je tedy fesit zvIast.
Vzhledem k podobnému tvaru rovnic, staci fesit rovnici pro ¢.
ResSeni nehomogenni rovnice se sklada z
e obecného feseni homogenni rovnice (PS=0) - superpozice jiz znamych
d’Alembertovych feseni (7, t) = F(5- 7 — vt) odpovidajicich rovinnym
vlnam postupujicim ve sméru §
e partikuldrniho feseni nehomogenni rce. (PS#£0), které najdeme obdobné
jako elektrostaticky potenciél v elektrostatice, kde ¢ = ¢(7)

Elektrostatika
Maxwelovy rot E=0 E=— grad ¢ Poissonova Ap— P
rovnice divk = ¢ £ = —divgrad <p rovnice v €

/
Poissonova rovnice m4 feseni ¢(7) = 477& fv = ﬂ,‘ dV’, které lze povazovat za

1 dq

superpozici elementdrnich coulombovskych potencidlu ¢(7,7) = Tnz ]

Elementarni coulombovsky potencial uréime pro bodovy ndboj () v pocatku.

Reseni Poissonovy rovnice je jednoznaéné urceno nésledujicimi pozadavky:

@ Laplaceova rovnice Agp(7) =0 pro 7 # 0

@ sférickd symetrie (rovnice i okrajové podminky jsou invariantni vuci
rotacim) ¢(7) = (r)

@ okrajova podminka p(r) — 0 pro r — 400

@ Gaussova véta [, div EdV = [ E-dS=2¢

Z 1) a 2) plyne O:Aw(r):%;ejL%d—f:?%d—‘i (r?242)  pror #0
7’2‘(11—f = konst. = —B i—f = _T§2 o(r) = ? +A
Konstanty A a B se ur¢i z podminek 3) a4) 0= liI_El o(r)=A
7 r——+00
szavE~ S=—¢,eradp-dS=¢, & ;-ﬁdS:deQ:BéLw
Q y

Tedy B = 47r€ ap(r) =

4mer r2dQ

Elektrodynamika
Elementérni potencidl ¢ = ¢(7,t) spliujici nehomogenni vlnovou rovnici pro
¢asové proménny bodovy naboj v poc¢atku @Q(t) musi splnovat podminky

v%_a?ggjt) =0 pro 7 #0

@ sférickd symetrie (7, t) = ¢(r,t)

@ pro v — +oo chceme Y — o, = f(t)

@ vlnové rovnice Ap(r,t) —

(okamzity coulombovsky potencial)

@ podminka vyzafovani f4 = 0 (podminka kauzality)
0 o 2
(2% +r28) =L (& (p+1%)) = L& (ry)
52 2 2 2 52
0= ¢ = 5E = 1) - (50) = 3 [§2000) — ()]
To je vlnové rovnice pro funkei r¢(r, t) pro kterou existuje d’Alembertovo
feseni ro(r,t) = fr(t — L) + fa(t + %) (Retardovany a Avansovany potencidl)

Upravime vzorec Ap(r,t) =

Avansovany potencidl 1 =+ fa vyloucime kvili podmince kauzality. Retardovany
potencial bodového nabOJe v pocétku ¢(r,t) = =Q(t — L) ziskdme z
podminky 3). Potencidl v misté 7 v case ¢t odpovida Coulombové potencidlu

v témze misté v retardovaném case t =t — %

obdobné ziskdme A(F,t) ze zadangch
proudovych hustot j(7,t)

Pro néboj s hustotou p(7,t) v
objemu V' dostaneme superpozici

1 — t— |[7—7"] . Z t— |[7—7"|
o(F, 1) = /p(r ) gy A(F,t)zi/j(r ) gy

dme |7 — 7| 47 |77 — 7|

Dosazenim se lze presvédcit, ze odvozené potencidly splnuji Lorenzovu
kalibra¢ni podminku. To Ze vinova rovnice mé dva typy feseni (zpozdéné a
predbihavé) souvisi s jeji symetrii vuci casové inverzi (¢ — —t), okrajové
podminky, ale takovou symetrii nemaji. Zdroj tedy budi EM vInu, ktera se
sit1 od néj jako rozbihava vina k pozorovateli a odnasi sebou energii.
Ptedbihavé vina odporuje kauzalite.




Dipoélova aproximace retardovanych potencialu
Predpokladejme, ze elektromagnetické pole je buzeno prostorove

ohrani¢enou soustavou naboju, tj. ze p a ; jsou nenulové pouze uvniti koule
V poloméru a. V dostatecné vzdalenosti od tohoto zdroje nahradime funkce

Y a A nejnizsimi ¢leny jejich multipdlovych rozvoju. Pocatek soustavy
g =]
soutadnic umistime do stfedu koule. Integrand GRGENMIES % je

funkce dvou nezavislych proménnych 7 a 7 od kterych prejdeme k 7 a
R =7—# audéldme Tayloruv I‘OZVOJ v R do 1. fadu kolem hodnoty 7

' R)= f(7 R)| gt (R—7) - 2L
f(?“, ) f(rv )lR:r+( F) OR |

. L of R)OR) ., ., FOf(.7)
= f(,r)+ (=7 { oR 8}§1§2;_f(T7r) e
= N\ - 1 IO(F/7t__> / 1 — T o p(F,7t_£> ’r
So(r’t)_llms/v r V= dre VT ror ( r V=
1 4, r , 1 70 (1 iy r ,
_47r€r\/vp(r’t_v)dv dmer Or (r\/vr ol v)dv)

Q(t~)=0 nebo konst. 17(
Retardovan potencidl buzeny casové promennym dipélem () umisténym v

170 (p(t—1) 1 pt—1)
ocatku rt)y=———— | —* | = ——div
p (7 t) der Or ( r dme r
. ;o BN OF(r) _ dF, or _ x,dF;, _ 7 OF
1ze upravit pomoci div F(r) = Pn T At e A T or

Lorenzova podminka div A + v12 %f = 0 pak dava

avi--L2 (_ﬁdw (b)) 4 (4»; 2 (m T—%)))

_ o [p(t—=t
A(T’t):ﬁ§< (7“ )>

S vyuzitim rovnice kontinuity, identity div(f F ) = fdiv F+F-gradfa
skute¢nosti, ze hranici koule nic neprotéka (tj. j - dS’ = 0 na 9V') dostaneme

8pk(t~) 0 / —/ 1_/ lap(f",f) I
% i aip(7 1) dV V:Ek 5 dV’' =

a7l

—~ / ay div' 7(7, ) AV’ =
Vv

- / div’ (%}(f’,f)) _ 57 7) - grad/(z)) AV’ =
\%
ov 1% 1%

Ziskany vektorovy potencial je buzen polariza¢nim proudem kompenzujicim
casové zmeény rozlozeni naboje v dipélu a odpovidé nultému clenu
multipélového rozvoje rozvoje

T _Ma (t__) _ﬁﬁ(t_i)_ﬂ ‘~‘—»/ _r /
A1) 47r8t< r >—47r T _47T7“/V‘]< ! >dV

kde p zna¢f derivaci funkce 7 vzhledem k jeji jediné proménné

Zareni dipélu

=313y

Oznac¢ime 7 = £ a urc¢ime pole E=-— grad p — W aB=rotA

B 0AL 1 o (pr(t—1) 1 1 T 1 ( a:j>
i = Cigk o = —Cij = - Cijk | T 5 -
I* oz 47 Jk@@- T Ao IF pk pk or/ |, x

J

= p |Fxp Fxp W[ mx ﬁ Axp
Bt = -~ =
(%) 4%[ r3 + vr2]t i 47T< 72 * ur )t .
B 1L 7o (P(t—1) 17 1, 1 1
= —— _ — A I D= Sy~ & (i —
#(71) e r Or ( r Arer r2p+ P\ o
_ 1 |7p Fp 1 Jxypy o,
dre | r3 vr? o e | 13 ur? |, .
dp  0A; 1 [0iipi x;p; x; 3 x;
B S /I Y AT
&EZ ot 4re [ R or) Ay TPt
+ vr? + vr? ur urs rwjpj o Amr| . N
L [Bai(wypy) —pir® | 3wi(apy) —pir® | wiap) — pir
= + +
dre P vrt v2r3 T
_ 1 (37(7-9)—9 3i(i-p) — 7.0 — 5
Bt = n(n-p)—p N (7 - p) (i-p)—p
4re 73 vr? v2r .




Staticka zéna
Je oblast v blizkosti zdroje (pro mald r lze polozit t=t — *) ve které
prevladaji cleny
37( - plt)) — plt - i x p(t
ii(i - p(t)) — pit) Bty = — 2T p(t)
4mers A r?

odpovidajici elektrostatickému poli dipélu p (az na ¢asovou zavislost) a
Biotové—-Savartové zdkonu pro magnetické pole buzené polariza¢nim
proudem p’

E(7,t) =

ViInova zéna
Je oblast dostate¢né vzdalena od zdroje (r >> a a soucasné r >> A\j,.) ve
které pievladaji ¢leny tmérné 1

T

By = "D Bty = T2

drev?r 47 or

t—= t—
v

<3

Toto EM pole predstavuje sférickou vinu (plochy konstantni faze
t — = = konst. jsou sféry) sirici se rychlosti v. Vzhledem k tomu, Ze plati

n-E=0=n-B a nxFE=—"20 — KX _yB
dmev?r 47r ’

tvori 1, E, B pravotocivou soustavu a £ = vB. Vlna mé tedy podobné

vlastnosti jako rovinnd vlna 8ifici se ve sméru 77 a lze ji tedy v dostatecné

vzdalenosti od zdroje rovinou vlnou aproximovat (nahradit maly usek plochy

konstantni faze tsekem rovinné vlny sifici se ve sméru 7).

Polarizace vlny je ddna prumétem P vektoru p’ do sméru kolmého k 7
F= i)+ 5L

= Py (t—1)
E(Ft) = — 2=\ v/
(7 %) 4dmev3r
Pro magnetické pole plati
=T Lo =
H(r,t) = - x E(rt)

7
kde Z = \/g je charakteristickd impedance (pro vakuum Z, = 37712).

Hustota toku energie ve vlnové zéné je dana Poyntingovym vektorem

. .1 L1 1 ; A2 7
S—ExH=—-Fx(i E:—EZ’*:—(* (t——)) n
% x (71 x E) A " 16722047 pL ) r2

Pro dipdl p(t) = py cos(wt)

mame p = —w2f, cos(wt)

Oznacéme uhel mezi konstantnim vektorem py a smérem 7 jako 6 pak

(pL)2 = (p—a(A-p)?=p>—27-p)>+ (7 p)? = w'p?(1 — cos? 0) cos?(wt)
(bﬁ (t — %))2 = wipd sin® 0 cos® (wt — wL) = wpd sin® O cos®(wt — kr)

kde k = £ je vlnové cislo.

Hustota toku energie v misté 7" a case t lze s vyuzitim eZ = % aw=kv
zapsat jako

_vk*p? sin?

4,9 )

wipy  sin“f
cos“(wt — kr) =1

( ) 1672 72

16722047 12

S(Ft) =1 cos?(wt — kr)

Okamzity vyzareny vykon — energie vyzarena za jednotku ¢asu pies sféru S,
velkého poloméru r

T 27
W(t) = §~d§_/ ( §-ﬁr2sin9d¢)d9_
Sr 0 0

vk'pd T T sin®0
=1gn2e °O (wt — kr)/o /0 o7 de | dO =

]{74 2 s ]{34 2 4
= f67£2 cos?(wt — kr)27r/0 sin® 0 df = 11]6752 cos? (wt — kr)27r§ =
8rukipt
=3 Ton2e °°° (wt — kr)
Casové stiedni hodnota vyzareného
vykonu &
vk"p
W(t))r = ——
Withr = 1o
Intenzita zareni
- vk*p? sin? 6
I = (SN, = 0
(IShr 32m2e 12

Maximélni intenzita je ve sméru kolmém k dipélovému momentu py (0 = 7).
Ve sméru dipélového momentu (0 = 0) dipdl nevyzatuje.
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Hamiltonuv princip, Akce, Eulerovy—Lagrangeovy rovnice, dusledky Hamiltonova principu
Legendreova dudlni transformace, odvozeni Hamiltonovych rovnic z rovnic Lagrangeovych
Hamiltonuv princip na fazovém prostoru a Hamiltonovy rovnice

Integraly pohybu, Poissonovy zavorky, Poissonova véta, cyklické souradnice

Kanonické transformace, vytvorujici funkce kanonickych transformaci

Kriteria kanonicnosti transformace, Lagrangeovy zavorky, Poissonovy zavorky

Hamilton—Jacobiho rovnice, zpusob feSeni, Hlavni funkce Hamiltonova a jeji vyznam

Symplektické podminky kanonicnosti a grupa kanonickych transformaci, symplektica forma a grupa
Poincaréovy integralni invarianty, Liouvilleova véta

Teorém Noetherové v Hamiltonové formalizmu, Dudlni povaha pozorovatelnych

. Principy STR, specidlni Lorentzovy transformace, kontrakce délek, dilatace ¢asu, skladani rychlosti

. Tenzory a jejich transformace, metricky tenzor, zvedani a snizovani indext, invariantni tenzor

Minkowského prostorocas, svételny kuzel, interval, ¢tyivektory: polohy, rychlosti, hybnosti, zrychleni,

Lorentzova grupa, jeji vlastnosti a struktura

. Relativistické zobecnéni Newtonovych pohybovych rovnice jedné ¢astice, relativistickd energie

Lagrangeova a Hamiltonova funkce pro nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli relativisticky a klasicky
Hamiltonuv princip v teorii pole a odvozeni rovnic pole

Maxwellovy—Lorentzovy rovnice a Maxwellovy rovnice a v nevodivém prostiedi

Reseni Maxvellowych rovnic pomoci potencili, d’Alembertovy rovnice

Kalibracni transformace, Lorenzova podminka a jejich zapis pomoci ¢tyrvektoru

. Kovariantni tvar d’Alembertovych rovnic, ¢tyiproud, ctyipotencial

. Kovariantni tvar Maxwellovych—Lorentzovych rovnic, tenzor elektromagnetického pole

Kovariantni tvar relativistickych pohybovych rovnic ¢éstice, Lorentzova ctyisila

Lagrangeova funkce pro soustavu nabitych castic a elektromagnetické pole

. Zakon zachovani naboje pro EM pole, rovnice kontinuity a jeji kovariantni tvar

Zakon zachovéani energie pro EM pole, Poyntingova véta

. Zéakon zachovani hybnosti pro EM pole, Maxwelluv tenzor napéti, symetricky tenzor energie a hybnosti

Reseni nehomogenni vlnové rovnice pro naboj v pocatku, retardované potencialy
Dipoélova aproximace retardovanych potenciali

Zareni dipolu



