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0 Variacni pocet

Zde si jen ve zkratce udélame rychlokurz do poctu varia¢niho.

Varia¢ni pocet studuje extrémy funkci, jejichz defini¢nim oborem je ne-
koneénédimenzionalni prostor kiivek — takové funkce nazyvame funkcionaly.
Budeme hledat kfivky, které stacionarizuji jistou funkci (funkcional), jez
zobrazuje prostor kfivek do mnoziny redlnych c¢isel.

Definice 0.1. Krivkou na intervalu (z1,2z2) C R nazvu spojité zobrazeni
@ : (x1,22) — R. Rekneme, ze ¢ je tridy CF(xq,z), pravé kdyz je k-krat
spojité diferencovatelna. Symbolem C!(xq,z2) budeme znaéit (vektorovy)
prostor kiivek, jez jsou spojité diferencovatelné na intervalu (z1, z2).

Definice 0.2. Prostor C¥(x1,22) vybaveny normou' |-|| tvoii normovansy
vektorovy prostor, ktery budeme znacit £1(x1,z2).

Definice 0.3.

e Variaci kiivky ¢ € C!(x1,72) s volngmi konci nazveme libovolnou
kiivku h € L1(z1,12), kterou budeme znagéit h := §p. Toto lze ekviva-
lentné pieformulovat nasledovné: Budte ¢, € C!(z1,x9) kiivky. Pak
h nazveme variaci kiivky ¢, pravé kdyz Vo € (1, x2) plati

p+h=n1.
Variace h je tedy malou zménou kiivky .

e Variaci kiivky ¢ € C'(4, B)? s pevnymi konci nazveme kazdou kiivku
h z mnoziny

E(l] = {(,0 € Cl(:cl,xg) | h(azl) =0A h(xg) = 0}

U krivky s pevnymi koncovymi body jsou tedy variace v krajnich bo-
dech nulové.

Definice 0.4. Zobrazeni I: C!(z1,72) — R nazveme funkcionalem. Funkcio-
nal bere kiivku a prifadi ji ¢islo.

Definice 0.5. Necht [ je diferencovatelny funkcional. I nabyva na kiivce ¢
staciondrni hodnoty praveé tehdy, kdyz

(3p € Cl(x1,22))(Vh € L (21,22)) ([61(0)]h = 0),

kde §1(y) je takzvana variace (diferencidl®) funkciondlu I na kiivce ¢. Ta-
kovou kifivku pak nazvu extremalou funkcionalu 1.

INe jen tak ledajakou, nybrz normou definovanou pro viechny kiivky ¢ predpisem
||LPH = MaX(z,xg) IL)O‘ + maX(zq,zs) |§0/|
To je mnozina kiivek spojujicich pevné body Alz1,y1], Blzz,y2].
3Tento diferencisl je (jako v MAA3) linedrni zobrazeni (zde funkcional).



Stéle hleddme krivky, v nichz je variace funkciondlu I nulova. (Podobné
jako v MA hleddme body, v nichz je derivace nulova.) V. TEF se budeme
zabyvat funkcionaly specidlniho tvaru, a to

2

1) = [ Fla (o). e de, (01)
x1

kde I: C'(z1,22) — R a F: R® — R je néjaka dvakrat spojité diferenco-

vatelna funkce. Pro¢ zrovna takové funkcionaly se ukaze v nasledujici véte,

kterou uvedeme bez dikazu.

Véta 0.6. Oznacme y = ¢(z),y = ¢'(x). Krivka o € C1(A, B) je extre-
mdlou funkcionalu (0.1) prdvé tehdy, kdyz podél této krivky plati
F d F
or_d(ory 02
dy dx \0y

Poznamka 0.7.

e Vidime tedy, Ze jsme schopni prevést hleddni extremaly funkcionalu
(0.1) na feseni obycejné diferencialni rovnice (0.2).

e Oznaceni uzité ve vété dava smysl. Zatimco v MA hraje roli nezavislé
proménné napr. x, ve variacnim poctu je touto nezadvislou proménnou
krivka.

e Rovnici (0.2) fikdme Eulerova.

e Je dilezité si povsimnout, ze volbou x = t, F = L, y = ¢q dosta-
vame Hamiltontv princip, ktery rika: ,,Pohyb konzervativni soustavy
s holonomnimi vazbami probihd v ¢asovém intervalu (t1,t2) po takové
trajektorii ¢ = ¢(t), na niz funkciondl akce
to

Sla®] = | L(q(t),q(t),t)dt

t1
nabyva stacionarni hodnoty.”

Reseni Eulerovy rovnice si miizeme jesté zjednodusit pomoci integrala
pohybu. Nésledujici vétu v testovych prikladech (fetézovka, brachistochrona)
jisté pouzijeme.

Véta 0.8. Plati, Ze
or OF

- = /— e
B 0:>8ny F=C.

oF
Slovy: Nezdvisi-li funkce F' explicitné na x, je velicina ?y/ — F integrdlem
Yy
pohybu.
Poznamka 0.9. Opét si povsimnéme, ze specidlni volbou x =t, FF = L,
y = q dostavame tvrzeni, ze v pripadé nezavislosti lagrangianu na case je
obecné energie integralem pohybu.



1 Hamiltonuv formalismus

1.1 Hamiltonovy rovnice

Podobné jako ve formalismu Lagrangeové zkoumame systém N hmotnych
bodu, ktery je podroben p holonomnim vazbam tvaru f(g;,t) = 0. Tyto
vazby snizuji pocet stupnii volnosti s dle vztahu s = 3N — p. Eulerovy—
Lagrangeovy rovnice jsou soustavou s obycejnych diferencialnich rovnic dru-
hého rddu. Z TEF1 uz vime, zZe pro systém bez nepotencidlovych sil vypadaji
takto:

¢ (9£) 9, 0
dt 8q2- 8q2-
kde £ = L(q;, ¢;,t) je nase zndmé Lagrangeova funkce.

William Hamilton vsak dokézal soustavu (1.1) pfevést na 2s obycejnych
diferencidlnich rovnic proniho faddu. Hamiltonovy rovnice lze ziskat z tzv.
hamiltonidnu, jenz je vysledkem Legendreovy® dudlni transformace lagran-
gidnu.

Mgjme funkci f: R — R, f = f(z) a necht je konvexni (tj. f”(x) > 0)
a f € Cl. Z MA1 vime, Ze spojitd a ryze monotonni funkce je prostd, coz
v tomto pripadé muZeme Fici o f’. To ndm pozdéji umozni udélat inverzi.
Muze se stat, ze z néjakého divodu mé f dobre vyjadritelnou derivaci, s niz
se pohodlné pracuje. Radi bychom tedy proménnou x nahradili jinou pro-
ménnou p, kterou s x sprahneme vztahem

d
p = é(m)

Tato transformace je regularni diky predpokladu konvexnosti. Jelikoz se Le-
gendreova transformace nazyva dudlni, bylo by zdhodno, aby byl takovy
prechod obousmérny. Najdéme funkci g, ktera nas od p vrati zpét k x. Bu-
deme tedy pozadovat, aby

_ g
=1 (p)-
(Zde jsou dvé mozmosti, protoze ¢'(f'(z)) = x. Pokracujme dile s volbou
+z.) Spoctéme si diferencidly funkei f a g:

+x

df =pdzx
dg =xdp

Po secteni rovnic dale upravujme

df +dg =pdx+zdp
d(f +g) = d(pz),

4Cti [lezéndrovy].
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z ¢ehoz az na konstantu (kterou ihned polozime rovnu nule) dostavame’

g(p) = pr — f(x). (1.2)

To je Legendreova transformace pro funkci jedné proménné. Lze ji snadno
rozsitit do dimenze n. Budiz f = f(x1,x2,. .., z,). Budeme-li transformovat
jen jednu proménnou, necht je to BUNO z; — p, probéhne to stejné jako
v (1.2). Nova funkce g bude vypadat néasledovné:

g(p,xa, ..., xn) =pr1 — f(T1,...,2p). (1.3)

Budeme-li ménit £ proménnych, bude g ve tvaru

k
g(p17 vy Py LTht1y - - 7‘7:71) = Zp]x] - f(ajla cee 7xn)7 (14)
7=1

my jsme vsak uz kovani z TEF1 a budeme pouzivat Einsteinovu sumacni
konvenci.

Hamiltonova funkce vznikne z funkce Lagrangeovy Legendreovou trans-
formaci proménnych ¢; na p; (od rychlosti ke zobecnénym hybnostem). Di-
vod je ten, ze se v mechanice zachovava pravé hybnost, a nikoli rychlost,
coz ndm muze uleh¢it praci pri feseni pohybovych rovnic. Probiha zde tedy
prechod L(gj,q;,t) = H(qj,pj,t), a to nasledovné:

1. Zavedeme nové proménné (zobecnéné hybnosti) p; namisto starych

rychlosti ¢;:
9L(g5, 45 t)
= 1.5
2. Podobné jako u funkce jedné proménné musime zajistit inverzni trans-
formaci vyjadrenim

4j = fi(qi,pis 1) (1.6)

3. Provedeme Legendreovu transformaci funkce £ k nové funkci H :

H(qj,p5,t) = | Y_pidj — L(qj,d5.1) (1.7)
J=1 (q5,f5(qi,pist),t)
= > pifilapist) = L(gj, [ (@i, pis 1), 1), (1.8)

J=1

to je ale podle definice obecnd energie vyjddiend v proménnych ¢;, p;, t.
To se nam velmi hodi, protoze za jistych podminek se obecna energie
rovnd energii celkové, ktera se muze zachovavat. Je tedy

®Nebo ekvivalentné g(p) = f(z) — pa.




4. Sestavime Hamiltonovy rovnice (HR)

OH

i = — 1.10
4j (9133‘ ( )
 om

i = "5, (1.11)

Rikdme, ze prvni sada (HR1) ,neméd dynamicky obsah“, protoze ji
dostavame piimo z Legendreovy transformace (jen zavadi novou pro-
ménnou).

Poznamka 1.1. Je dilezité si povsimnout, ze

oM oL

— = 1.12
ot ot ( )
Hamiltonian nezévisi na Case, pravé kdyz na ném nezavisi lagrangian.
ou oT
Vétal2. (E=T+U) < (8' =0A 20 = QT) . Slovy: Obecnd energie
4qi 4di

je rovna energii celkové, praveé kdyz je U nejhur funkci polohy a casu a kdyz
je kinetickd energie funkce homogenni stupné dva.

1.2 Hamiltonova kucharka na sestavovani pohybovych rov-
nic
1. Sestavime Lagrangeovu funkeci £(g;, ¢;,t).
2. Vyjadiime obecné hybnosti pomoci vztahu (1.5)

3. 7 obecnych hybnosti vyjadiime rychlosti ¢; jako funkce poloh a hyb-
nosti:

4; = fij(a,pi,t).

4. Uréime obecnou energii E(g;,d;,t). Jsou-li splnény piedpoklady® véty
1.2, mtzeme rovnou psat

E=T+U.

5. Sestavime hamiltonian. To znamena: Do obecné energie v proménnych
¢, i, t dosadime z bodu 3 obecné rychlosti, neboli

H(qj,p5,t) = E(qj, i, pi, ), 1)

6Ale nikdy jindy! Napifklad energii ¢astice v elektromagnetickém poli musime zobec-
nénou energii spocitat ru¢né dle definice, nebot potencidl EM pole zavisi i na rychlostech!




6. Napiseme Hamiltonovy rovnice

__87—[
Qj—@
. OH
p]__87qf

které fesime pro 2s neznamych funkei Casu ¢; = ¢;(t) a p; = pi(t).
Rikdme jim fdzové trajektorie. Pro fazovy prostor ® plati, ze dim ® =
2s.

1.3 Poissonovy zavorky a integraly pohybu
Definice 1.3. Funkce F' = F(q;, pi,t) je integralem pohybu, pravé kdyz
podél fazové trajektorie nabyva pouze konstantni hodnoty, t;j.

(¥ fazovou trajektorii (;(1), p; (1)) (3C € R)(F (q;(),p; (1), 1) = O)),

neboli

=0.
(g;(£),p; (t),t)

dF
F(qi,pi,t) je integrdl pohybu <= r

Provedme totalni ¢asovou derivaci vyse zminéné funkce:

!
= 0.
podél traj.

a \agl T apti T ot

,Podél trajektorie“ ale znamena, ze ¢; a p; plni HR (1.10) a (1.11)! Tudiz
dF'  OFOH OFOH OF OF

& - T orH+ = Lo
& " daop  opog o T DM
ozn. {F,/H}
Symbol {F,H} nazgvime Poissonovou’ zivorkou. Mame tedy nové kri-
térium:
« . . oF
Véta 1.4. F(q;,pi,t) je integrdl pohybu <= {F,H} + T 0.

Definice 1.5. Poissonovu zavorku dvou libovolnych funkei F' = F(q;, p;),
G = G(qi, pi) definujeme jako
OF 0G  OF 0G

FG) = 2% .
{hG) 0q; Op;  Op; 0¢;

Véta 1.6 (Vlastnosti PZ). Pro Poissonovu zdvorku dvou funkci plati:

"Cti [poasonovou.



. Antisymetrie

(F,G} = —{G,F}.

. Bilinearita

(Va € R) ({aFy + Fy, G} = a{F1,G} + {F2,G}),
(VB eR)({F,BG1+ Go} = B{F,G1} + {F,Gs2}).

. Jacobiho identita
{F, B}, B} + {{F, B3}, Fu} + {{F3, Fi}, Fa} = 0.

. Leibnizovy identity

{Fl'F27G}:FI{F27G}+F2{F17G}’
0 oF oG
o RG) = {(%,G}Jr{F,at}.

. Fundamentdlni Poissonovy zdvorky

{gi,q4;} =0
{pi,p;} =0
{qi-pj} = dij,

kde &;; je Kroneckerovo delta.

Drikaz. Az na Jacobiho identitu jsou vsechny vlastnosti snadno ovéritelné

primo z definice Poissonovy zavorky.

Diky novému znaceni lze nyni HR (1.10) a (1.11) psat v kompaktnéjsim

¢ = {aqi, 1}
i = {pi, H}.

Véta 1.7 (Poissonova). Jsou-li funkce Fy, Fy integrdaly pohybu, je i {F1, Fao}

integrdlem pohybu.

Podobné jako v Lagrangeové formalismu je i u hamiltonidnu dulezité si
vsimnout, zdali ndhodou nezavisi na néjaké proménné.

Véta 1.8 (O cyklickych souradnicich). Necht H je Hamiltonova funkce.

(3j € 3) (a% — o) L) ) je IP.
8(]]‘



EFESE)) <W=O> (;g)qj je IP.
8pj

oH

= IP.
n =0=H je

Dikaz. Prvni a druhy bod jsou primymi dusledky Hamiltonovych rovnic.

Co se tyce bodu 3, tak s vyuzitim antisymetrie PZ mame

d
—H—{H 7—[}+8H 0.

a tedy H je IP. O
Poznamka 1.9. V Hamiltonové formalismu pojem ,,cyklickd hybnost“ ne-
pouzivame.

1.4 Kanonické transformace

O lagrangianu vime, ze se jeho tvar zachovava pii kazdé transformaci sou-
radnic. Toto vsak obecné nemiizeme fici o hamiltonianu, kde je naopak tiida
transformaci zachovavajicich hamiltonan velmi 1zka.

Definice 1.10. Transformaci

Q Q (QJapJa )
P; = Pj(qj,pj, 1)

na fazovém prostoru ® nazveme kanonickou pravé tehdy, kdyz

(VH (g5, pj: 1)) BE(Qi, Py, 1)) (V kiivku (g;(t), p;(t)) na @))(Vi,j € )

qJ_an ' op pj_aqg' 0Q; )

Slovy: ,,/Tvar HR se zachovava.“ Nebo: ,(g;(t),p;(t)) je fazova trajektorie na
O, prave kdyz ji je i (Q,(t), P;(t)).“

Otéazkou je, kdy se tak stane. Postacujici podminku nam dava variac¢ni
princip.® Budeme chtit, aby §S = 85, tj. aby

to to

5 ) (oot = Hlapist) 4t =5 | (P — K(Qu.PL1)) .

t1

8To, jestli je to i podminka nutn, dr. Novotny nevédél.



Rovnost nastane, kdyz se integrandy budou liSit nanejvys o totdlni ¢asovou
derivace funce F' = F(q;, Qj,p;, Pj,t),” neboli kdyZ bude platit

dF
pid; —H =PQr— K+ —
dt
Takové funkci rikdme vytvorujici funkce kanonické transformace. Podle
kombinace velkych a malych proménnych, na nichz zavisi, rozliSujeme ¢tyri
druhy. Nejcastéji se setkdme s prvnimi dvéma.

1. Fy = Fi(qj,Qj,t). Spoctéme diferencial funkce F:

8F1 8F1

F
L 9 “Ldg; dQ; + =L dt.

dF1 =Py dq]' — P] dQ] (]C H) dt = 3 8Q]

Vidime tedy, ze méa-li takova funkce existovat, nevysettujeme nic jiného
nez exaktnost diferencialni formy dF;. Dostdavame podminky integra-

bility:
1 OF:
pj(Qian);ai(;
j
1 OF
Pi(q;, Q) = L 1.13
F
K=H+ 8@;

2. I = Fy(qj, Pj,t) ziskdme Legendreovou transformaci F» = Fi + P;Q;
a prislusné podminky exaktnosti jsou

! 0F2
iy P
pi(qi, Pr) = 94,
1 OF:
Q;(qi, Py) = 87132 (1.14)
0Fy
/C H+ R
3. I3 = F3(pj, Qj,t) = F1 — pjq;.
1 6F3
(plek) — apj
OF:
Pi(pi, Qi) = ac,; (1.15)
J
0F3
/C H + T

90becné mize mit F skuteéné 4s + 1 proménnych, ale jen 2s + 1 z nich muze byt
nezavsislych.

10



4. Fy = Fy(pj, Pj,t) = F1 — qjpj + Q; P;.

1 OFy
i7P =
1 OF)
Qo) £ 51 (110
| oF,
K=H+ B

1.5 Kritéria kanoni¢nosti

Uz vime, ze Hamiltontiv princip poskytne ekvivalentni rovnice v malych,
resp. velkych proménnych, kdyz integrandy spliuji

dF

igi —H = PiQ; — K+ ——,
biq. H ij +dt

neboli po ,vynésobeni dt“
pidgi — P;dQ; + (K — H) dt = dF(Q, P,t).

Budeme se nyni zabyvat otdzkou, jak poznat, ze jsme nasli tu spravnou
funkci. Abychom méli co srovnavat, vyuzijeme transformacni rovnosti ¢; =

qi(@Q, P,t). Spocitame totalni diferencial dg; a dosadime do rovnosti vyse.
Dostaneme

9qi 3%’) ( 3%’)
in~ — D | dQj i—— | dP, - i dt = dF(Q, P,t).
<p 20, J) Q5+ <p P, r+ (| K—H+p 5t (Q,P,t)
—— — —
éngj =55 Lok

Mé-li tedy takova funkce F € C? existovat, musi byt dF ezaktni diferencidlni
forma. K tomu mame nutnou'’ podminku, a to uzavienost. Musi se rovnat
kiizové derivace

?’F |  O%F
OP0Q;  0QrOP;
0*F 1 ?F
0Qr0Q;  0Q;0Qy
0*°F  O0°*F

OPOP;  OP;0P,

Kdyz tyto derivace provedeme, dostaneme z prvni podminky diky zamén-
nosti derivaci

| Og; Op;  Op; Og;

ik = 0Q; OP;  9Q; OP; = 1@ Phlay

'%Na jednoduse souvislé mno#iné (tj. v nasf fyzice vzdy) je i postacujici

11



Vyraz [Qj, Pylqp nazyvame Lagrangeovou zdvorkou. Podobné obdrzime

[Qj’ Qk]q,p ; 0

!

[Pja Pk]q,p =0.
To je nase prvni kritérium kanonicnosti.

Poznamka 1.11. Zavedme nyni tzv. jednotné souradnice pro vsechna i € §
vztahem

Zi = Q;
Zivs =B

(stejnym zpiusobem pro malé proménné). Dile ozna¢me

0 I,
J:= (-]15 @)’

kde O je nulova a I je s-rozmérna jednotkova matice. Jde o symplektickou
matici o rozmérech 2s x 2s, pro niz plati JT = J=! a JT = —J. To ndm
umozni v kompaktni formé zaznamenat nasledujici:

e Hamiltonovy rovnice: Vi € 2s

oA
Zi = Jzkazk-

e Lagrangeovu zavorku dvou funkci A, B:

0z, 07,
[Zka]z - 87AJZ]€67B

e Poissonovu zévorku dvou funkci A, B:

0A_ 0B
{A, B}, = aizzﬂlkaizk

e Prvni kritérium kanonicnosti: [Z;, Zx], = Jik.

Lemma 1.12. Plati, Ze

Z{Zi,Zj}z[Zi,Zk]z = 0jk-
i
Toto lemma lze snadno dokézat piimo z definice piislusnych zavorek.

Vyuzivame pritom derivace slozenych funkci z = 2(Z(z)) a Z = Z(2(2)).
Také nam toto tvrzeni pomuze odvodit druhé kritérium kanoni¢nosti. Je-li

12



totiz transformace kanonickd, tj. [Z;, Zx], = Ji, dostaneme vynésobenim
rovnosti vyrazem Jj; druhé kritérium kanonic¢nosti:

{Z1,Z;}. = Iuj,

coz po slozkach znamena

{Qlaf)j} = 6l]
{Q1,Q;} =0
{Plﬂpj} =0.

1.6 Kucharka kanonickych transformaci
Budeme tesit dva typy uloh:

e Dostaneme vytvorujici funkci Fj, i € 4, z niz mame odvodit tvar
prislusné transformace Q = Q(q,p), P = P(q, p). Staci dosadit predpis
F; do prislusné sady vztahu (1.13) az (1.16) a tyto vztahy vyjadrit.

e Dostaneme transformacni vztahy a nasim tkolem bude ovérit kanonic-
nost této transformace a najit generujici funkci F;. Zpravidla se bude
jednat o bezcasové prechody, a tudiz ani vytvorujici funkce nebude
na Case zaviset. Nejcastéji bude tloha koncipovana tak, aby existovala
alepon jedna z F) nebo F5. Postup by vypadal zhruba takto:

1. Dostaneme transformaci Q; = Q;(g;,p;) a P = Pi(g;,p;).**

2. Podivejme se, na ¢em zavisi funkce F; = Fi(gj,Q;). Abychom
mohli integraci fesit parcidlni diferencialni rovnice (1.13), musime
zbyvajici proménné (tj. P;,p;) vyjadrit jako funkce proménnych
Fy. Formalné zapsadno bychom tedy radi nasli

pj = [i(ai, Qi)

Pj = g(¢, Qi)
Neni-li mozné toto vyjadreni provést nebo by to bylo prilis slozité,
zkusime stejnou tivahu aplikovat na jinou funkci Fj.

3. Nutnou podminkou exaktnosti diferencidlni formy je jeji uzavte-
nost. Nez zac¢neme tesit (1.13), vyplati se zjistit, zda mé vibec
cenu se snazit, a to vypocétem

O*Fy 27 O%F,
0Q0q  9q0Q°

Tato podminka je pouze nutna! (Stac¢i ale k lokdlni exaktnosti a
na jednoduse souvislé mnoziné uz je pro exaktnost postacujici.)

7Zadani se viak miiZe zkomplikovat tim, Ze dostaneme zadano ¢ = ¢(Q, P),p = p(Q, P).
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4. Poté si vybereme jednu z rovnic (1.13).!? Samozfejmé si zvolime
tu, kterd se bude 1épe integrovat, napriklad prvni z nich. Je-li nyni
pro jednoduchost s = 1, po¢itdme integral F(q, Q) = [pdg, kde
p jsme nasli v bodé 2. Nezapomenme, ze vysledek (véetné kon-
stanty!) stéle zavisi na @. Tuto konstantu uréime dosazenim do
druhé rovnice. S trochou stésti vyjde C’ = 0, naceZ ji miZzeme po-
lozit rovnu nule. (Je-li pocet stupni volnosti vyssi, musime takto
integrovat dédle). Tim ziskdme findlni tvar Fi(q, Q). Podobné to
probihd i u ostatnich funkei Fj.

Véta 1.13 (Kritérium kanoni¢nosti). Méjme bezéasovou transformaci

Qr = Qr(gj,pj)
Py, = Py(qj,p;)-

Tato transformace je kanonickd prave tehdy, kdyz

(VK1 €8) ({Qr Qulyp =0 A {Pre, Py, = 0 A {Qks P}y = 011 ) -

Poznamka 1.14. Toto kritérium je vyhodné, kdyz s = 1, nebot diky anti-
symetrii sta¢i ovérit jen {Q, P} = 1.

1.7 Hamiltonova—Jacobiho rovnice

V idedlnim ptipadé bychom byli radi, kdyby vysledny kamiltonian I byl
identicky nulovy. Pak bychom totiz fesili jednoduché diferencidlni rovnice
Qj =0a P] = 0, coz jisté zvladneme.

Budeme tedy hledat vytvorujici funkei Fo = Fy(q;, P;, t), aby

OFy(q;, Py, t)

5 =0.

H— K =H(qpi, t) +
K tomu si musime ze vztahu pro vytvorujici funkce F» (soustava (1.14)) vy-
jad¥it p; a dosadit do hamiltonidnu. Resime pak tzv. Hamiltonovu-Jacobiho

rovnici (HJR) 5 5
H <q %,t> +5 =0 (1.17)

kde funkce S = S(g;,t, P;) je v podstaté Fy. Vidime tedy, ze systém lze po-
psat jedinou parcialni diferencidlni rovnici prvniho fadu, jejiz feseni (funkci
S) nazyvame hlavni funkci Hamiltonovou nebo téz uplnym integralem. Je
zavisld na s + 1 konstantach (hybnostech P;), z nichz jedna je aditivni.

12Posledni rovnice kazdé série nas tolik nezajima4, protoze kamiltonidn diky bezéasovosti
transformace vznikne pouhym dosazenim do hamiltonidnu.
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Véta 1.15 (Jacobiho). Necht S je hlavni funke Hamiltonova. Pak rovnosti

oS
Pj(Qi,Pk) = 67]]
oS
Q;j(qi, Pr) = op;

urcuji pohyb soustavy s hamiltonidanem H.

Diikaz. Vyjadiime-li z druhé sady ¢; = ¢;(t, @, P) a dosadime do rovnic pro
——

konst.
pj, obdrzime p; = p;(t, Q, P). To jsou ale fazové trajektorie, podél nichz se
~——

konst.
systém pohybuje. O
Vidime tedy, Ze z funkce S dovedeme pouhym derivovanim vyjadrit
fazové trajektorie. Navic je H = —9S5/0t. Diky této skutecnosti se navic
snadno s vyuzitim (1.14) presvédéime, ze
dt podél tr;j.

z ¢ehoz plyne, ze integraci HFH jakozto funkce horni meze dostaneme akci:

t
S(qi(t),t, P) = [ Ldr.

t1

1.8 Teorém Noetherové

Oznacme symbolem I fazovy prostor. Méjme funkci G: I' = R, G = G(q;, p;)-
Nechf hamiltonidn ani funkce G nezavisi na case. K takové funkci (budeme
ji fikat generdtor) muzeme sestrojit tzv. hamiltonovské vektorové pole

oG
Xo:=| B |. (1.18)
- 0q;

To 1ze chapat tak, ze kazdém bodé fazového prostoru vygeneruje pole Xg
,Sipku“. Hledejme nyni integralni kiivku v: R — T,

0= (1)

a zkoumejme, jak se podél ni bude chovat hamiltonian. Integralni kiivka je
definovana tak, ze v kazdém bodé je jeji tecny vektor shodny s vektorem
pole X v onom bodé, neboli budeme chtit, aby

o) £ Xa(r(6))
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po slozkach:

- (CNE) (1.19)
L o) i) (1.20)

Abychom prozkoumali chovdni hamiltonianu podél kiivky ~, musime se po
ni néjak posouvat. K tomu ndm poslouzi tzv. tok pole, coz je zobrazeni
®.: ' —» T, které provadi nasledujici pritazeni:

Ve: ®.: y(e) — (g0 +€).
Toto zobrazeni mé zajimavé vlastnosti:
1. &g =id
2. o, 00, =D, 4.,
3.0 =0
4. Je asociativni.

To ale neni nic jiného nez axiomy jednoparametrické grupy! Definujme tedy
prechod k velkym proménnym Vj € § takto

Qj(e) = gj(e0 +€) = [P:(gi(20), pi(e0)]; (1.21)
Pj(e) := pj(eo + &) = [P=(pi(e0), pile0)]; 4 (1.22)

Znamena to, ze vezmeme bod fazového prostoru a aktivné ho pomoci toku ®
posuneme po kiivce v. Nyni se ptame, jestli se bude hamiltonidn zachovavat:

Ve: H(Qi(e), Pi(e)) = H(ai(z0), pi(co))-

Aby tomu tak bylo, nesmi ‘H na € zaviset. Provedeme-li tedy totalni derivaci
d#/dt a polozime-li ji rovnu nule, zjistime, ze tomu tak bude, pokud

{Hv G} =0,

neboli kdyz G bude integrdlem pohybu. Odsud médme prvni ¢ast tvrzeni
teorému Noetherové:

Je-li funkce G(q;,p;) integrdlem pohybu, tj. {G,H} = 0, pak je hamilto-
nidn invariantni podél integrdlnich kiivek generovanych polem Xg. Jinymi
slovy: Funkce G generuje transformaci, kterd je symetrii H.

Stejnou proceduru vsak muzeme provést pri zameéné roli G a H, neboli
vygenerujeme pole X3 a budeme zkoumat, jak se kolem jeho integralnich
kiivek bude chovat funkce G. Integralnimi kiivkami pole X3 jsou vsak jen
a pouze fdzové trajektorie! Prejmenujeme-li sugestivné v transformacnich
vztazich (1.19), (1.20) parametr € na ¢ a funkci G nahradime hamiltonidnem
‘H, obdrzime Hamiltonovy rovnice — to je druha ¢ast naseho teorému. Shriime
si ho nyni do jedné véty.
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Véta 1.16 (Teorém Emmy Noetherové). Budte G = G(¢;,pi), H =
H(qi,pi). Pak plati:

o Je-li {G,H} =0, pak je H invariantni vici jednoparametrické grupé
transformaci generovanych funkci G, neboli H se zachovdvd podél in-
tegrdalnich krivek hamiltonovského vektorového pole X¢.

o Funkce G je invariantni vici jednoparametrické grupé transformaci
generovanych Hamiltonovou funkci H, neboli G se zachovdvd podél
fazové trajektorie (je integralem pohybu,).

Prava sila véty Noetherové je poznat z nasledujici véty.

Véta 1.17 (O dudlni povaze pozorovatelnych). Kazdd pozorvatelnd
veli¢ina G = G(q;, p;) je generdtorem jisté infinitezimdlni kanonické trans-
formace.

Drikaz. 'V tuto chvili nemtzeme na funkci G jen tak pouzit nékteré z nasich
kritérii kanoni¢nosti, protoze nevime, jak vypada. Muzeme vSak povazovat
transformaci z tvrzeni véty za sloZeni nekone¢né mnoha infinitezimalnich
kricka. Provedme ve vztazich (1.21), (1.22) Taylortav rozvoj do prvniho fadu
se stfedem v bodé gg. Pak s vyuzitim definice integralni kiivky ~ (rovnice
(1.19), (1.20)) dostaneme po vy¢isleni derivaci v bodé € = &9

T oG
Qj(e) = gj(eo) + 5%
T oG
Pj(s) —pg(€0) —Eaqu-

Nyni pomoci kritéria kanoni¢nosti (véta 1.13) zjistime, Ze tato infinitezi-
malni transformace je skute¢né kanonicka. Zbyva uz jen ovérit, ze kanonické
transformace tvori grupu, neboli ze

e Slozeni dvou kanonickych transformaci je opét kanonickad transfor-
mace. To uz staci k dokonceni ditkazu této véty — slozenim kanonickych
transformaci kanoni¢nost nenarusime.

e Existuje inverzni prvek: ten je dan vytvorujici funkeci —F.
e Existuje jednotkovy prvek: tim je vytvorujici funkce Fo = ¢; F;.

e Jsou asociativni.

1.9 Poincarého integralni invarianty

Na prednasce jsme se jesté zminili o tzv. Poincarého integralnich invarian-
tech. Méli bychom si odsud odnést hlavné tuto vétu:

Véta 1.18 (Poincaré'®). Na kazdé podvarieté fazového prostoru Qg (sudé

13Cti [poankard].
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dimenze) jsou tyto integrdly invarianty kanonickyjch transformaci:

Ilz/ >_dg; Adp;
Qo j

I :/ qu]‘ /\dpj Adgi A dpg

Isz/ dgi A+ Adgs Adpy -+ - A dps.
QQS

Symbolem A znac¢ime operaci na prostoru diferencidlnich forem zvanou
vn€jsi soucin. Jsou-li dx, dy diferencidlni formy, pak

de Ady = —dy Adx
dx Adx = 0.

Téchto vlastnosti jsme vyuzili v dikazu véty. Symbolem d myslime zob-
razeni, které diferencidlni k-formé ptitadi (k + 1)-formu. Rikdme mu vnéjsi
derivace.

Vsimnéme si, ze integral I, predstavuje objem elementu fazového pro-
storu (dimI" = 2s). Jeho invariance vici kanonickym transformacim zna-
mena, ze objem fdazového prostoru se wve wvsech souradnicich pocitd stejne
— vzorec pro jeho vypocet se neméni. Miuzeme ale kanonické transformace
interpretovat i aktivnée. Pak dostavame Liouvilleovu vétu: Objem libovolné

oblasti fazového prostoru se pii aktivni kanonické transformaci neméni.'*

2 Specialni teorie relativity

V roce 1864 zformuloval Maxwell svou teorii elektromagnetického (EM) pole,
z niz vyplynulo, ze existuje EM vInéni sifici se kone¢nou rychlosti c¢. Ukazalo
se vsak, ze Maxwellovy rovnice nejsou invariantni vaci Galileiho transfor-
macim, tedy ze v riznych systémech davaji razné vysledky. Panoval nazor,
ze Maxwellovy rovnice jsou nespravné, a tak byla snaha vysvétlit elektrinu
a magnetismus pomoci zdkont mechaniky, jez do té doby byly k dispozici,
napr. pomoci éteru. Vsichni zname slavny Michelsontiv—-Morleyho experi-
ment, v némz se jeho existenci prokazat nepodarilo. Mozna tedy nastal cas
uvérit, ze maxwellky opravdou spravné jsou, a naopak pomoci nich prefor-
mulovat mechaniku.

Definice 2.1. Existuje kartézsky systém, vii¢i nemuz se kazdy volny hmotny
bod pohybuje rovnomérné primocare. O takovém systému budeme fikat, ze
je inercidlni. Jakmile takovy systém existuje, existuje jich nekonec¢né mnoho.

M Tato skutecnost je ve skriptech zvéénéna pomoci legendérni transformace kodicky.
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Fyzici vymysleli transformace tak, aby MR ztlistaly invariantni. V roce
1905 vsak Einstein postupoval opac¢né: vyslovil postulaty a z nich Lorentzovy
transformace odvodil.

I. postulat STR: Vsechny fyzikdlni déje probihaji ve vsech inercidlnich
soustavdch podle stejnijch zdkonai.

II. postulat STR: Svétlo se ve vakuu vici vsem inercidlnim soustavam Siri
rovnomeérné primocare konecnou rychlosti

c =299 792 458 ms~!

2.1 Matematicky aparat — vektory, tenzory

Definice 2.2. Necht V je vektorovy prostor nad R, dimV = n < +4o0.
Prostor dudini k V budeme znacit V#. Je to prostor vech linedrnich funk-
cionalit (kovektorit). Je-li £ = (] )i, béze prostoru V, pak ba21 k ni duélni
budeme znadit £# = (g)Z 1, pficemz plati, ze g(e]) = §;;.1

Piejdeme-li ve V k nové bézi €& = (?)z 1, budou se bazické vektory

transformovat takto: . ‘

e = el (2.1)
kde S = (8%) € GL(n) je tzv. matice pfechodu mezi bdzemi. Vektory jakozto
elementy V' lze vyjadrit v bazich &, resp. £ takto:

— = (21 i qj
7—’UJ€], resp. U =0'e; = 0"e; 5.

Srovndnim dostavame transformacni vztahy
= 5 (2.2)
0P = (S7HE. (2.3)
Vektorum, které se ¥idi rovnosti (2.3), fikdme kontravariantni, protoze se
transformuji pomoci matice S~!, tedy proti bazi .
Funkcionaly (kovektory) jakozto elementy dudlniho prostoru V# lze v bé-
zich E7, resp. £ vyjadfit jako
— el Gl
¢ =vigl resp. p = @ig

a odsud pomoci slavné véty 20 z LAL1 mame
¢i = ;S

Takovym objekttim fikame kovariantni vektory, jelikoz se transformuji stej-
nym zpusobem jako baze £.

1%V LALI1 bychom to zapsali jako e (&) = d;;.
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Poznamka 2.3. Je treba rozlisovat, ze
e U VEKTORU zépis el znadf i-ty prvek béaze £ a v’/ znadi j-tou slozku
vektoru ¥ € V.
e U KOVEKTORU z&pis g znaéi i-ty prvek baze £7 a p; znadi j-tou
slozku kovektoru (funkcionélu) g€ %50

Duélni baze £7 se transformuje kontravariantné (opacné nezli £):

¢ =515 (2.4)
Definice 2.4. Tenzorem typu (p,q) nad V nazveme kazdé multilinedrni

zobrazeni
T: Vx---xVxV#Fx...xV# SR,

q p

Mnozinu vsech tenzort typu (p,q) nad V budeme znacit T7(V'), pficemz
dodefinujeme T3 (V) := R.

Na prostoru TP (V') lze zavést s¢itani tenzort a ndsobeni ¢islem. Napfi-
klad slozky tenzoru typu (1,1) v bazi € ziskame takto:

T =T, ¢), (25)

tj. pustime tenzor na j-ty prvek baze £ a na i-ty prvek baze k ni dudlni.
Z TEF1 uz vime, Ze jednou kontra- a jednou kovariantni tenzor se transfor-
muje nasledovneé:

. =~ -3 il ok
le = T'(ej, ﬁ) == (S )ZlTij'

Definice 2.5. Pseudometrickym tenzorem na V nazveme kazdy tenzor

g typu (0,2), ktery spliiuje, ze

1. je nedegenerovany: (Vi € V)(g(¥,w) =0 = & = 0).
2. je symetricky: (YU, W)(g(¥, W) = g(w, v)).

Spravné by g mél byt nazyvan pseudometrickym, protoze nedefinuje me-
triku'® — na to bychom potiebovali mit zaru¢enou pozitivni definitnost. Je-
likoz je g bilinedrni symetrickéd forma, lze k ni najit tzv. poldrni bdzi, v niz
ma g tvar

(9ij) = diag(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0),

kde trojici (r, s,) nazveme signaturou tenzoru g. Diky nedegenerovanosti je
I=0.

1Divod je ten, Ze v LAL2 jsme skaldrnim soudinem nazvali kazdou hermitovskou formu
s pozitivné definitni diagondlou. NaSe g je sice hermitovska forma, ale jeji diagondla (tedy
prislusna kvadratickd forma) obecné PD neni. Z MAA3 vime, Ze skaldrni sou¢in indukuje
normu a ten metriku, zde bychom ale méli spravné pouzit predponu pseudo-.
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Poznamka 2.6 (Co je metricky tenzor?). Americkd mésta jsou zndma
svymi mrizovitymi pudorysy. Chceme-li se v takovém mésté dostat z bodu
A do bodu B autem, musime jet samoziejmé po silnici, pficemz ujedeme
vzdalenost

2
Otaxi = Y |ai — byl
i=1

kde dimenze naseho mésta je n = 2. Orel vSak takové omezeni nema, takze
muze letét ,,primo“ a urazi vzdalenost

2 3
Qeukl = (Z ‘ai - bz‘2> .
=1

V obou pripadech jde o nejkratsi vzdéalenost, a presto jsou ruzné — je totiz
mnoho zpusobt, jak mérit vzdalenost. Metricky tenzor uchovava informaci
o tom, jak je prostor zakriveny a jak v ném vzdalenost mérit. V naSem
(eukleidovském) svéte, je metricky tenzor dan jednotkovou matici:

o = O

1 0
Jeukl = 0 0
0 1

To je matice pozitivné definitni kvadratické formy, takze kdyz s ni zapuso-

— 0Z1n.

T
bime na vektor & = (Axl Azo Axg) podle vztahu g(Z, ¥) = & gewa® =
(Al)?, dostaneme

(AD)? = (Az1)? 4 (Azp)? + (Azs)?,

coz je nase stard znamda Pythagorova véta. V tomto pripadé g skutecné
indukuje normu a potazmo metriku bez predpony pseudo-. Problémy vsak
nastavaji v neeukleidovskych prostorech: napr. na sfére je metricky tenzor

reprezentovan matici
_[R? 0
9t=\ 0 R2sin20)"

Prostor, v némz operuje newtonovska fyzika, je eukleidovsky. Dlouho se
mélo za to, ze by to tak mélo byt i v STR, Einstein, Lorentz a Poincaré vsak
zjistili, ze to tak nefunguje.

2.2 Minkowského prostorocas

Minkowski jako prvni sjednotil ¢asovou a prostorovou souradnici do tzv.
prostorocasu. Matematicky jde o dvojici E(1,3) = (R%, g,,,), tedy o étyfroz-
mérny redlny vektorovy prostor vybaveny pseudoskalarnim soucinem, ktery
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je uréen pseudometrickym tenzorem g € T3 (R*) s indefinitni matici'”

1 0 0 O
0 -1 0 O
0 0 0 -1

Elementy Minkowského prostoru nazyvame ctyrvektory. Budeme jejich kon-
travariantni slozky znacit takto:

20 ct
1

x x

333 z

Plisobeni pseudometrického tenzoru na dva c¢tyrvektory X,Y probiha dle
definice nasledujicim zptsobem:

_ v
9(X,Y) = gty
= aty, snizen{ indexu u 3"
=z, snizeni indexu u z*
— 200 — 2yl — 2%? — 2B
Poznamka 2.7. Tzv. snizovani ¢i zvysovani indexu ma svij puvod ve zto-

toztiovani prostori V a V#, do kterého se zde nebudeme poustét. Je tieba
védét, ze indexy se snizuji takto:

vV = gijvj (27)
a zvysuji se takto:
¢ =g (2.8)
Kovariantni slozky ¢tyrvektoru tedy ziskame snizenim indext u z” :
Ty = Gux’, (2.9)

coz znamend, ze matici (g,,) zaptisobime na vektor (z*) :

1 0 0 0 ct ct
0 -1 O 0 x -z
pr— . pu— ’LL
@) =10 o -1 o ) ) # (zM). (2.10)
0 O 0 -1 z —z

Zde je dulezité si povsimnout zasadniho rozdilu oproti eukleidovskému pro-
storu E(3). V ném je g;; = d;;, takze pii zvySeni indexu zjistime, ze

' =gz = iz = xy,

'"Néktetff autofi pouzivaji matici se signaturou (— + ++).
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tedy ze kontra- a kovariantni slozky splyvaji.

Zapusobime-li tenzorem ¢ na tentyz ctyrvektor X, dostaneme podobné
jako v eukleidovském prostoru ¢islo, které bude reprezentovat ,vzdalenost*
v Minkowského prostorocase, a sice kvadrdt prostorocasového intervalu:

ds® = g, dat dz” (2.11)
= da* dz, (2.12)
=c2dt? — di* (2.13)

Uspornéjsim zapisem ds? minime ve skutecnosti (ds)2.
Kvuli indefinitnosti matice (g;;) muze kvadrat intervalu (2.13) nabyvat
kladné, zaporné i nulové hodnoty. Podle znaménka rozliSujeme interval

e casupodobny pro ds? > 0,
o svétlupodobngj pro ds? = 0,

e prostorupodobnyj pro ds* < 0.

2.3 Lorentzova grupa

Tak jako je v E(3) Galileiho transformacemi zachovana vzdalenost (dil)?,
existuji v Minkowského prostorocase transformace, které neméni tvar pro-
storocasového intervalu (ds)2. Tyto transformace nazjvame Lorentzovymi.

Definice 2.8. Lorentzovou grupou nazveme grupu realnych linedrnich trans-
formaci Minkowského prostorocasu, které ponechavaji indefinitni kvadratic-
kou formu

s = guata’ = (ct)? —2* —y? — 22 (2.14)

invariantni. Tyto transformace jsou tvaru
't = ot z¥ (2.15)

nebo vektorové
X' = AX, (2.16)
kde
T
e X = (xM) je ¢tyrvektor s kontravariantnimi slozkami (ct Ty z) ;

xH, resp. ’* jsou soutradnice svétobodu v inercidlnich soustavich S,
resp. S’.

e A je Lorentzova matice tvaru

aoo ... aog
A=(ah)) =1 -~
a30 .. a33
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e Vztah (2.14) lze zapsat i vektorove:
s = XTGX, (2.17)

kde G = (g,») = diag(1, —1, -1, —1) je matice pseudometrického ten-
zoru g.

Podminka invariance kvadratu intervalu, jak to pozaduje (2.14), je ekvi-

|
z . . z . ! - z v .
valentni s invarianci tenzoru g, tj. g, = gu- To ale znamend, ze matice A
musi plnit tzv. relace pseudoortogonality:

!
9on = Guwodcaly, (2.18)

vektorove

G = ATGA. (2.19)

Tyto relace se opét nazyvaji pseudo-, protoze klasickd ortogonalita je defi-
novana vztahem ATA = I. To by zde nastalo, jen kdyby G = 1.

Definice 2.9. Lorentzovou grupou nazveme mnozinu
0(1,3) = {A e R¥ | G = ATGA}.

Musi se ukazat, ze Lorentzovy transformace skutecné tvori grupu, tj.
oveérit asociativitu, existenci jednotkového a inverzniho prvku a uzavienost
na soucin.

Lorentzova grupa mé ¢tyti komponenty souvislosti, tj. z topologického
hlediska se rozpadd na ¢tyii podmnoziny, z nichz kazd4 je souvisla'®. Tyto
komponenty si nyni ukdzeme.

e Jedna komponenta je ur¢ena znaménkem determinantu matice A. Mame
totiz
det G = det A” det G det A
1= (det A)?
|det A| = 1.
— Je-li det A = 1, mluvime o wvlastnich Lorentzovych transforma-
cich. Ty tvori podgrupu O(1, 3), kterou budeme znacit SO(1, 3).

— Pro det A = —1 jde o nevlastni Lorentzovy transformace. Ty
podgrupu netvori, jelikoz souc¢in dvou LT (to odpovida sloZeni)
déva vlastni LT.

e Podle znaménka prvku o, rozlisujeme trasformace

¥ Mnozina je souvisld, pravé kdyz ji nelze napsat jako sjednoceni dvou neprazdnych
vzéjemné disjunktnich otevienych (&i uzavienych) mnozin.
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— ortochronni, je-li oy > 0. Nemén{ smér chodu éasu a tvoti pod-
grupu se znackou O™ (1, 3).

— neortochronni, je-li o < 0. Mén{ smér chodu ¢asu a netvori

podgrupu.

Déle budeme uvazovat jen vlastni ortochronn{ transformace, tj. grupu SO* (1, 3)
I ta ma své podgrupy, a sice:

e Matice tvaru

10 0 O
0

A70 M|
0

kde M € SO(3), tj. M je ortogonalni a det Ml = 1. Jde tedy o podgrupu
prostorovijch rotaci.

e Specidlni LT ve stejném sméru, téz zvané boosty. Pro transformaci
ve sméru osy £ mé matice tvar

v =By 00
_|=Br v 00

a=0" 0 1 ol (2.20)
0O 0 01

kde 8 =v/ec,yv =1/y/1 — 2. Odsud ziskdvame jejich explicitni tvar:

ct' =~ (ct - vx) (2.21)
c
7 =z — vt) (2.22)
/
y=y
2=z

Slozeni dvou boostt ve stejném sméru je opét boost, v ruznych smérech
nikoli.

Poznamka 2.10. V ¢asticové fyzice se casto pracuje s tzv. rapiditou p, jiz
zavadime vztahem tgh yu = (. Pomoci hyperbolickych identit lze odvodit,
ze v = cosh pu a By = sinh u, a tak je boost (2.20) mozné prepsat pomoci
rapidity:

coshy  —sinhp

0
A —sinh g cosh i (1) (2.23)
0

0 0
0 0

_ o O O
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Vezmeme-li dvé udalosti vzdalené v soustavé S o At = to—t1 a Axg—x1,
méame pomoci (2.21), (2.22) v soustavé S’:

v
At =~ (At - CzAaz) (2.24)
Az’ =~y (Az —vAL). (2.25)

Odsud je vidét, ze udalosti, které jsou soucasné v S, vilbec nemusi byt
soucasné v S’
Pomoci téchto poznatku lze odvodit dilataci casu

At’zq/l—UjAt (2.26)
2 ’

kde At nazveme prirustkem vlastniho casu T — to je ¢as v klidové soustavé

objektu. Plati
t

T=—. (2.27)

v
V soustavach, které se viici S pohybuji, plyne ¢as pomaleji. Vlastni ¢as je vy-
znamny tim, Ze je to relativisticky invariant. Snadno obdrzime i kontrakci

délek

Ax
I
T2
lo
=2 2.29
5 (2.29)

kde 1y je tzv. klidovd délka objektu.
Relativistické skladani rychlosti je s pomoci specidlni LT ve sméru =z

ddno témito vzorcil?
, Ve —V
v =
x Vv
]. — Cﬁvx
V2
N
Yyz = 1.
C ’Uy,Z

19V je rychlost, s niz se soustava S’ pohybuje ve sméru osy x vuéi soustavé S. Dale
je vk, prislusnd slozka rychlosti objektu v soustavé S’. Pfi odvozeni vyuzivdme sku-
teénosti, Ze diky tvaru LT (2.21), (2.22) jsou z’ a t' vlastné sloZenymi funkcemi Gasu:
' =2 (z(t),t), t' =t'(x(t),t), a tedy
, _da’  da' At da’ 1

Ve T T At ar | dt At

dt

Inverzni transformaci dostaneme zaménou znaménka u V.
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Poznamka 2.11. To, ze Lorentzovy transformace ponechavaji invariantnim
interval s2, je pouhym diisledkem daleko obecnéjsi symetrie na Minkowského
prostoru. Vuci LT je totiz invariantni pseudoskaldrni souc¢in dvou ¢tyrvek-
toru X = (a#) aY = (y*). Pretransformujeme-li jejich slozky pomoci (2.21)
a (2.22) a provedeme-li skalarni soucin, dojdeme k tomu, ze

XTGY' = XTGY.
Odsud uz pseudonormu ziskdame polozenim X =Y.

2.4 Ctyiveli¢iny v Minkowského prostorocase

K odvozeni II. Newtonova zakona je tfeba zavést na Minkowského prostoru
veli¢iny, které se budou vhodné transformovat. Budeme chtit, aby

%:K“H = K'H
dr T

pii transformaci 2/* = at,2¥. Tomu fikdme kovariantni tvar zikona. Pti
pasivnich transformacich se neméni jeho tvar.

e Ctyfvektor polohy.

() = (Zf) . (2.30)

Prislusny invariant dostaneme diky pozndmce 2.11 pusténim metric-
kého tenzoru na tento vektor:

otz = gtx, = (ct T)- Ct_, = s%. 2.31
Guv J

o Ctyirychlost je te¢ny vektor ke svétoéate (trajektorii v Minkowského
prostoru). Ta je z praktickych divodu parametrizovana vlastnim ca-
sem 7, protoze je invariantni. Ctyirychlost je tedy definovana jako

dzt  dzt dt d [ct c
p= S OO - 2.32
YT T ar <f> Lt (U) (2:32)

kde prostorova ¢ast u neni klasicka trirychlost, jak ji zname! Je totiz
u' = yv* # v'. Prislusny invariant:

Gt = ulu, = ~? (c 17) : <_Cﬁ> =c2>0. (2.33)

Ctyirychlost je tedy ¢asupodobny vektor.
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e Ctyihybnost definujeme vztahem

b p_ o [moc) _ (me) _ [mc
P i=mout = (moﬁ) (mﬁ) ( ﬁ) . (2.34)

kde mg je klidovd hmotnost . Diivod takové definice je ten, ze hmotnost
jako takova zavisi na rychlosti?’ vztahem

mo
.
v
Vi-a=

Prostorovy prvek p' je relativistickd hybnost, jelikoz v sobé obsahuje
hmotnost zavislou na rychlosti. Prislusny invariant:

m=mgYy =

(2.35)

A C
Gu?'p” = P = (ymo)? (c v) : < ﬂ> =mi? >0 (2.36)

o Ctyfzrychleni.

" dut A%zt
wh = — = .

dr dr2

Diky (2.33) vime, Ze invariant piislusny ¢tyirychlosti je ¢2, coz je samo-
zfejmeé konstanta nezavisla na case. To ale znamend, ze podél svétocary
je ¢tyfrychlost porad stejné velka, takze se mize ménit jen jeji smeér,
tedy Ze zména u* na ni musi byt kolmd. Skutecné: zderivovanim (2.33)
mame diky symetrii g

(2.37)

d
0= E(u“u“)

= whu, + utw,

= guww'u” + g utw”

= guww'u” + gy utw”
0 = 2g,,w'u”.

Nulovy (pseudo)skaldrni souc¢in dvou ¢tyfvektoru implikuje ,,ctyikol-
most*.

e Ctyisila.
IF.§
Kt = (ch’> . (2.38)

Tvar ¢tytsily jsme ,,uhodli“ z pozadovaného tvaru pohybové rovnice:

dpt _dptdt  d (ymec) 1 (K°
ar  dt dr  dt \vmev) T\ K

290dvozeni viz skripta STR od O. Semeraka.
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Jelikoz ymy¥ v prostorové slozce predstavuje relativistickou hybnost
7, poloZenim K+ fyﬁ dostaneme rovnici

dp o

47 _ 5

dt

Casovou slozku ¢tyisily uréime vypoctenim ,ctyfvykonu* K+u,.

2.5 Vztah hybnosti a energie

Integraci rovnosti

podle ¢asu dospéjeme k
ymoc? = E + const.

Finstein prohlasil, ze tato konstanta neni libovolna, nybrz rovna nule. Toto
pozorovani je v souladu s experimenty. Obdrzeli jsme slavnou Einsteinovu

formuli )
moc
E=-—-2"_ (2.39)
/1 v
c2
kterd tika, ze v STR ma téleso urcitou energii uz jen ,za to, ze je“.
Relativistickou kinetickou energii definujeme takto:
Ey = E — Ey = moc®(y — 1). (2.40)
Diky (2.39) lze nyni ¢tyfhybnost vyjadrit téz jako
() = () 2 £
2 )
Spoctéme nyni invariant ptislusny ¢tyrhybnosti dvéma zpiisoby:
£ =
E = _ 2
(0 (5)-5-
P'ou =
(mout) (mouy,) = mic?.
Srovnénim ziskdme dtlezity vztah mezi energii a hybnosti:
E? =m2ct + p?. (2.41)

Vidime tedy, ze E? ani p? nejsou invarianty, ale rozdil %2 — p? uz ano. Pro
foton, jehoz klidovd hmotnost je nulové, pak plati £ = pc = hv,

hv
(p?): h?—» )
s

kde § je jednotkovy vektor mitici ve sméru pohybu fotonu.
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2.6 Lagrangeiv a Hamiltontiv formalismus v STR

Uz v TEF1 jsme se presvéddili, ze z Hamiltonova variacniho principu lze za
znalosti lagrangianu £ odvodit pohybové rovnice. Hamiltoniv princip zni:
Systém podrobeny holonomnim vazbdm a potencidlovym silam se mezi casy
t1 a ta pohybuje po takové trajektorii, podél nizZ variace akce
to
S = E(qi, qi, t) dt (2.42)
t1
nabyvd staciondrni hodnoty vzhledem k izochronnim variacim s pevnymi
konci, tj.
5(]1'(751) =0= 5qi(t2).
Nutnou a postacujici podminkou je splnéni Eulerovych—Lagrangeovych
rovnic (ELR):
d /oL oL
— () ——=0. (2.43)
dt \ 9q; 0q;
V STR bychom vsak radi lagrangian, ktery je invariantni vaci L'T, pro-
toze v opacném pripadé by ELR mély v kazdé inercidlni soustavé jiny tvar.
Tim padem uz nelze definovat relativisticky lagrangian vztahem

L=T-T,

protoZe kinetickd energie invariantni neni. Navic musime v akci (2.42) inte-
grovat podle invariantu 7. Jak tedy zobecnit nerelativisticky lagrangian

1

L=T==-myv?

2

pro jednu bezsilovou Castici?
Prvni napad by byl zavést akci jakozto délku svétocary, o niz vime, ze

invariantni je:

V2 T 102 1%
ds:ch:cq/dt:cﬂl—CQdt:c<1—202—8c4+... .

Kdyz vsak tuto rovnost vyndsobime vyrazem —mgc, dojdeme k tomu, zZe
rozvoj invariantu —mgcds ndm v prvnim ptiblizeni dava kinetickou energii:

2 1 2 vt
—mgeds = — moc” + §m0v + §m0—2 + ...
C
—— ——
konst. T zanedbame

Jen jsme posunuli klasickou akci S = fttf Ldt = fttf 1/2mgv? dt o konstantu!
Muzeme tedy definovat akci bezsilové ¢astice vztahem

to T2 to 2
%:/"pmgmz/(wmﬂw:/(wmﬁ1-2@,@@)
t T C

1 1 t1
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ktery dale definuje lagrangian bezsilové Castice:

Lo(7,7) == —moc®([1 — —. (2.45)
Ve vnéjsim poli s potencidlem U = U(7,t) ma tvar

2
Lo(7,B,t) = —moc?y |1 — %2 —U(F,1). (2.46)

Jakmile mame lagrangian, mtizeme pocitat

e Obecnou hybnost

8[,0 mov;
Di = o0, — (2.47)
c2
e Obecnou energii
2
g=9L0s_p_ e L U=E+U. (2.48)

e Hamiltonian, coz je zobecnénd energie v proménnych 7, 7, t. K tomu
si musime ze vztahu pro obecnou hybnost (2.47) ve vektorovém tvaru
po umocnéni vyjadrit kvadrat rychlosti

2 2

2 _ pc

=,
mgc? + p?

a ten dosadit do gamma-faktoru v (2.48), odkud mame

H(F B, t) = ey/m3e? + 2 + U. (2.49)

Problém nastava, mame-li soustavu N interagujicich ¢astic. V newtonov-
ské mechanice ndm to nevadilo, protoze tam byla rychlost interakce neko-
necnd, coz ovsem neni pripad STR. Proto musime zavést pojem pole, coz je
jakasi forma hmoty, nositel a zprostredkovatel interakce. Popiseme ho sadou
funkei (souradnic pole) gq(z#), kde a € n, jejichz transformace zévisi na
typu pole (to muze byt skalarni, vektorové, tenzorové. .. ).

Pro pole definujme funkcionél akce nasledujicim vztahem:

1 aQa *
Slaa(a)] o= - / 7 (qa, W,x“) av*, (2.50)

0qq

M
oznacime ¢, ;. Funkciondl (2.50) je zobecnénim mechanické akce. Symbol

kde .Z je zatim nezndméd funkce, ¢, je soubor zobecnénych soufadnic,

31



dV* = d2® dz! da? dz? znadéi objemovy element ¢tyiprostoru. Je-li specialné
V* = (ct1, cto) X V (Etyfrozmeérny vélec), pak lze pomoci Fubiniho véty psat

to
s=2[ gav i/ (/ gdv> dt, (2.51)
C Jyx t Vv

z ¢ehoZ po srovnani s klasickou akei (2.42) plyne, zZe fV & =L, tedy ze &
odpovida hustoté Lagrangeovy funkce.

Véta 2.12 (Hamiltonuv princip pro pole). Skutecny casovy vijoj sou-
stavy poli se déje s takovou zdvislosti q, na x*, pri niz akce (2.50) nabyvd
staciondrni hodnoty vzhledem k variacim dqq(z") spliujicim podminku
pevnyjch konci, tj.

0qa(@")] gy = 0.

Odsud lze opét odvodit Lagrangeovy pohybové rovnice soustavy poli. Je
tfeba pouzit Tayloruv rozvoj, ¢tyrrozmérnou Gaussovu vétu a zdkladni vétu
variac¢niho poc¢tu. Nakonec dostavame rovnice

0 A A
— =0. 2.52
Ozt (8%7#) 0qa 0 (2:52)

Stale vsak pretrvava slozity problém s hleddnim funkce .. Bude-li za pri-
znivé konstelace akce (2.50) invariant, budou invariantni i rovnice (2.52).
K tomu ale stac¢i pozadovat invarianci funkce .Z, jelikoz objem dV™*, pres
ktery integrujeme, je invariantni, coz lze pomérné snadno dokazat.

3 Elektrodynamika

3.1 Maxwellovy rovnice ve vakuu

Napisme nyni Maxwellovy rovnice, které zname jiz z nasi milované ELMY.
Ve vakuu plati:

Gaussuv zakon divE =2 (3.1)
€0
s o - OE -
Ampeérav zidkon rot B — E0p0 7, = HoJ (3.2)
L - 0B
Faradaytdv zakon rot £ + = 0 (3.3)
Neexistence mg. monopdlu div B = 0, (3.4)

které je treba doplnit o rovnici kontinuity

ap

5+ divi =0 (3.5)
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a o rovnici pro pohyb nabojt zpisobeny EM polem
—e(E+7x B). (3.6)

Prvnim dvéma rovnicim fikdme proni série MR, druhym dvéma druhd série
MR. Abychom objasnili vyznam jednotlivych rovnic, prevedeme je do inte-
gralniho tvaru a uzijeme zobecnéné Stokesovy véty?! a jejiho disledku, a
sice véty Gaussovy. 2

e Gaussuv zakon (3.1). Zintegrovanim pres plochu, uzitim Gaussovy
véty a definice hustoty naboje [, pdV = Q méme
95 Bag= 9. (3.7)
S €0
wElektricky indukéni tok plochou S je pfimo timérny naboji, ktery tato
plocha obepina.*

e Amperuav zdkon (3.2). Zintegrujeme pres plochu, pouzijeme Stoke-
sovu vétu a definici proudové hustoty [, gJ 7dS = I. Dostévame

%é(ﬂ— oéo/EdS Mo[
l

,Cirkulace magnetického pole kolem uzaviené kiivky I obepinajici plo-
chu S je pfimo tmérna proudu, ktery touto plochou prochézi“

e Faradayuv zakon (3.3). Aplikujeme integral pies plochu a pouZijeme
Stokesovu vétu: d
%chl /Bdis*_o (3.8)
! dt

,Casové proménny magneticky tok plochou S indukuje napéti v kiivce
tuto plochu obepinajici.“

e Neexistence magnetického monopélu (3.4). Zintegrujeme pres
objem a pouzijeme Gaussovu vétu:

75 BdS =o0. (3.9)
S

»2Magnetické pole nemé zadné zdroje — je solenoiddlni‘

o dw = fasz w. Zde uzueme konkrétnéjsi podoby: [ rotE dS = $_os Edl.
2[ divBdS = §,_,,, BdS.
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7 MR lze odvodit nehomogenni vlnové rovnice pro B , Tesp. E zrotovanim
(3.2), resp. (3.3):

. 92B S
V2B - HoS0 5.5 = —Ho rot j (3.10)
. OPE 1 ;
V?E — Z— = —grad =, 3.11
Hoso 5 = _gradp + o, (3.11)

Nejsou-li v prostredi zadné zdroje, tj. p = 0 A j = 0, je jejich pravé strana
nulové. Je vidét, ze EM vlna existuje i v prostiedi bez zdroju.
Plati téz dtlezity Webertv vztah

1

c= . 3.12
VEOHO (3.12)
3.2 Maxwellovy rovnice v prostiedi
divD =p (3.13)
- 9D -
tH— — =7 3.14
ot - 57 = (3.14)
. 0B
tE+ — = 1
rot £ + 5 (3.15)
div B = 0, (3.16)
kde
e D je vektor elektrické indukce.
D:=eyE+ P (3.17)
[D] = Cm™2. (3.18)

e P nazyvame vektorem polarizace. Reprezentuje dipdlovy momentu v

jednotce objemu:
ﬁ:/ f’pdvz/ﬁdv.
v 1%

Celkova nabojova hustota je dana souc¢tem volnych a vazanych naboju
(bez indexu znadi volné):

Peelk = P+ pvaz = p — div P. (3.19)

H je vektor intenzity magnetického pole.

[ v (3.20)
Ho
[H] = Am™'. (3.21)
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o M je tzv. vektor magnetizace.
m:/(f’xj)dvz/ Mav.
1% 1%

e Celkova proudové hustota je ddna souctem polariza¢niho a magneti-
zacniho proudu:

e - = 8ﬁ -
Jeelk = J + Jmag = E +rot M. (322)

Uvazujme dale uz jen mékka dieelektrika, coz jsou homogenni, izotroponi
a linearni latky, tzn., ze plati

Xgeok (3.23)

P
M =y H, (3.24)

kde xg, resp. xa nazyvame tzv. elektrickou, resp. magnetickou susceptibi-
litou. Odsud lze pomoci defini¢nich vztahu pro D a H vyjadrit

b (3.25)
392 A, (3.26)

a prepsat pomoci téchto vztahtt maxwellky v mékkém dieelektriku do nésle-
dujici podoby:

divE = g (3.27)
_ o -

tB —ep—" = puj 2

ro el 5 = M (3.28)
_ 0B

tE+— =0 3.29
rot £ + ot ( )
div B = 0. (3.30)

3.3 Reseni Maxwellovych rovnic metodou potencialt

7 teorie parcialnich diferencidlnich rovnic plyne, ze lépe fesitelné jsou PDR
druhého fadu.”® Prevedeme tedy prvni sérii MR (rovnice (3.27), (3.28)) za-
vedenim jistych potencidlii na druhy rad a pak se pokusime pomoci téchto
potencialt druhou sérii vyresit.

Povsimnéme si, ze v rovnicich (3.29), (3.30) nevystupuje ani hustota
nabojt, ani hustota proudu. Déale z vektorového poc¢tu vime, ze divrot = 0.

238kutecny diivod ale nejspis spocivé v tom, Ze vinova rovnice, jiz je odjakziva vénovano
spoustu pozornosti a je dobfe prozkoumana, je rovnici pravé druhého radu.
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Jestlize tedy budeme schopni B vyjadrit jakozto rotaci neceho, bude rovnost
(3.30) vzdy splnéna. V teorii diferencidlnich forem se objevuje Poincarého
lemma, které pii nulovosti divergence vektorového pole zarucuje existenci’*
jistého potencialu A:

-,

divB =0= (34 = A(7,t))(B = rot A). (3.31)

Dosazenim za B do (3.29):

rot <E+ %3) =0.

Zde opét prichazi Poincaré a rika:

(3 = o7, O)(E + 2 =~ grad o). (3.32)
Znaménko minus u gradientu volime ¢isté z konven¢nich duvoda. Toto tvr-
zeni znamena, ze E je potencidlové jediné v pripadé stacionarniho pole
(0/0t = 0)! Neni-li tomu tak, tj. jde-li o EM pole, pak je potencidlové
pole E+ 6/1'/ dt. Veli¢indm A, p tikdme po tadé vektorovy a skaldrni poten-
cial. Zavedli jsme je uméle, aby se nam 1épe Tesila druhé série MR. Nejsou
meéritelné a ani nejsou urceny jednoznac¢né. Duvod nejednoznacnosti téchto
potencialt tkvi v tom, ze existuji tzv. kalibracni transformace

A=A+ gradA (3.33)
AA

5= 22 34

P=e— o (3.34)

které urcuji takové prechody mezi potenicéily (/_1', ) < (/Y, @), jez vedou na
stejnd pole E, B.
Druha sada MR tedy presla na soustavu

—

B=rotA (3.35)

= 9A
E=—gradp — —. 3.36
gradp — — (3.36)
Splnili jsme druhou sérii MR volbou potenicalt. Nyni je dosadme do (3.27),
resp. (3.28). Dostavame

0 - p
2 .
—divA=—-- 3.37
v SO + at Y E? ( )
resp.
- %A - 7. Oy
2 _ . .
V“A-— Eh gy = ~HJ + grad (leA + 6”(%) . (3.38)

24Na jednoduse souvislé mnoziné plati i opaény smér.
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Z kosmetickych divoda pri¢téme k obéma strandm rovnice (3.37) vyraz
—ep 0%/ 0t?, pak totiz obdrzime

0? a (.. = d
- 6ua—t(2p = —g - = (leA—l—s,u 90) . (3.39)

2 o¢
Vi ot ot

Jde o velmi slozité PDR druhého fadu. Mizeme je vSak zjednodusit naloze-
nim tzv. Lorenzovy® podminky

0y 1

div A + epg = 0. (3.40)
Tim dostavame d’Alembertovy rovnice
Po  p

Vip—epy—r =_=F 3.41
v E (3.41)

. PA S

2 ;
div A + e/fgf = 0. (3.43)

Jde o nehomogenni vlnové rovnice pro neznamé funkce <p,ff. To, ze sku-
tecné muzeme pozadovat splnéni Lorenzovy podminky, se rozebird na pred-
nasce. Plyne to ze skutec¢nosti, ze po prechodu k vinkovanym potencialiim
dle (3.33), (3.34) ma rovnice

0%\

O
a2

= —divff—e,ua

VZA
pri predepsané pravé strané nekonecné mnoho feseni. I kdyby funkce Aa %)
nevyhovovaly Lorenzové podmince, ale plnily d’Alembertovy rovnice, lze
pomoci kalibra¢ni transformace (3.33), (3.34) najit potencidly, které uz ji
vyhovuji (to plyne pravé z existence feSeni vySe uvedené vlnové rovnice).

3.4 Rovnice elektrodynamiky v Minkowského prostoru

Nyni prepiseme MR do tvaru, z néhoz bude vidét, ze jsou Lorentzovsky in-
variantni. Napiseme je v tzv. kovariantnim tvaru, coz je tvar, v némz maji
vSechny ¢leny pii LT stejné transformacni vlastnosti. Zacneme s d’Alembertovymi
rovnicemi ve vakuu. Nejdiive zavedme d’Alembertiv operdator vztahem
2
s, 10

25Nikoli Lorentzovy.
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Pak lze rovnice (3.41) — (3.43) zapsat v kompaktnéjsim tvaru

Op=-L (3.44)
€0
OA=—poj (3.45)
> 10y
divA+ -— =0. 3.46
AT 2 ot (3.46)

Jak vypada dalambertian na Minkowského prostoru?

1 0? 0? 0? o 0
n=v2-~2 __¢ _ g 9 e _wy p e
v 2ot 9ridxt O(ct)? T 9z oo G w

0
kde jsme oznacili 9, = e D4 se snadno ukazat, ze dalambertian je inva-
x

riantn{ vici transformacim 2'* = o# 2", tj. ze
!/
0 =0.

Nyni se podivejme na pravou stranu rovnic. Vhodné zavedeme nové ve-
li¢iny, které se Sikovné trasnformuji. Mazeme predpokladat, ze ndboj je re-
lativisticky invariant.?® Z kontrakce délek plati, Ze

av = %,
v
a tedy
dQ  dQ
P=qy =~ dn — 7P
gt

kde pg je tzv. klidova hustota ndboje. To nam umozni zavést novy ¢tytvektor
zvany ctyrproud vztahem

(") == po(u) %2V g <3§> = (Zg) = (?) : (3.47)

Rovnice (3.44), (3.45) pak s pomoci Weberova vztahu (3.12) pfrechazi na

O = —poc®p = —pocs”
OA = —poj.

Ted uz jen definujme ctyrpotencidl, ktery ndm umozni sloucit vyse uvedené
rovnice do jedné.

(A%) = (%) ; (3.48)

26Neni #4dny diévod, pro¢ by tomu tak byt nemélo. Kdyby ne, jevily by se predméty
v jedné sosutavé jako nabité, v druhé soustavé nikoli; to vSak neni v souladu s tim, co
pozorujeme v experimentech.
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¢imz obdrzime d’Alembertovy rovnice v kovariantnim tvaru

OA* = —pog# (3.49)
spolu s Lorenzovou podminkou
0AH
—=0. 3.50
BrT (3.50)
Prepisme takto jesté rovnici kontinuity:
- ¢ Op
0=di -
1v4] * c Ot
0o %t Oep)
~oxt - O(ct)
a5t 95°
0=+ —=—
ox’ + OxY
agt
0=—.
ozt

O to samé se pokusme i u kalibra¢nich transformaci (3.33), (3.34). Po-
moci definice ¢tyrpotencidlu (3.48) muzeme psat

po_f_9_ OA _ o _0A
c ¢ Oet) 00
oA
ox’
~~
(grad A);

Takto vsak kvili znaménku nemizeme dat rovnosti dohromady. Proto sni-
zime index v derivaci, 2* = —x;, 2% = 20 a dostavime kalibra¢ni transfor-
maci v kovariantnim tvaru:

AP — AP — % OZD- AB _ GHA.
Ly
Abychom v kovariantnim tvaru napsali MR (3.1) — (3.4), musime zavést
tenzor EM pole. Ve zkratce si odvodime, jak by mohly jeho slozky vypadat.

= 0A
Jelikoz E' = —grad ¢ —

ETR bude
B, =00 O /=
:_c<;x <f>+§é;)) r=at, et =1, %EAO, A, = At
= _¢ (gﬁ] + gﬁ;) chci rotaci - sniz indexy: Al = —A;
=c (Zig - fo) := ckFon,
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dale, protoze B =rot /_f, je

—.

B, = [rot A,
AS A2 .
278 —78, At =—A;
ox?  0x3
_ 04y 043 e
T ord o022 ¥
Tenzor elektromagnetického pole tedy zavedeme vztahem
0A, 04, _
F = 9k B OuAy, — 0, A, (3.51)
Je antisymetricky a méa sest nezavislych slozek:
By By E,

& C &

E
~£ 0 -B, B
Fuo)=| & = Py
Fuw) = | _£, B. 0 -B,

-£ B, B, 0

(3.52)

Jeho kontravariantni verzi ziskdme dvojim zdvizenim indext: F'*¥ = gt g"? F,5,
jelikoz je ale g symetricky, odpovida to vynasobeni matici metrického ten-
zoru zprava i zleva: (F*) = (g"°)(F,y)(9°%)T, takze

0 B _E _E
B 0 -B. B,
=g 5 . (3.53)
< B —Be
E.
© By B 0

Je treba jesté zavést tenzor dudini k F'*¥ pomoci Hodgeova dudlu.

1
*F, ) = aeﬂ,\wF‘“’, (3.54)
kde
1 pri sudé permutaci indext
Eaw = § —1  pii liché permutaci indexti
0 pri rovnosti alespon dvou indexu.

Kontravariantni verzi tohoto tenzoru dostaneme zdvizenim indext: xFHY =
A
g’ g" *F,
0 B, B, B,

_B 0 —E B

nry T c c
E E

-B. -2 = 0

Pfi srovnéni s (3.53) je vidét, ze prechodem k dudlnimu tenzoru dojde k ,,pro-
hozeni“ elektrickych a magnetickych prvki.
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To uz nam staci, abychom slavnostné mohli zapsat Maxwellovy rovnice
v kovariantnim tvaru:

OFH
1. séri = iH .
série Dz HoJ (3 56)
. 6(*FW)
2. sé —= =0. 3.57
série v ( )

Explicitnim vypocétem pro u = 0,1, 2,3 zjistime, ze jde skuteéné o rovnice
(3.1) — (3.4).

Jak vypada kovariantni podoba Lorentzovy sily? Pokusme se prepsat
rovnici pro pohyb naboju (3.6) do tvaru

d oy
== ().

kde F' = e(E+7x B). Pomoci matice tenzoru EM pole (3.53) a distributivity
skaldrniho sou¢inu mame

Podobnym trikem?” dostaneme stejny vztah pro prostorové slozky K*. Lo-
rentzova ctyrsila ma tedy tvar

K" = eFMu,. (3.58)

3.5 Invarianty EM pole

7 tenzoru EM pole vzejdou tyto invarianty:

o Fli = guwF" =TrF = 0. To je stopa tenzoru (soucet diagonélnich
prvki.) Invariant je to predevsim proto, Ze je to prachobycejné ¢islo.

o Iy := FWF,,. Lze ho spocitat pomoci tzv. Hadamardova soucinu.
Ten je pro matice A,B definovan takto: [A o Bl;; := a;;b;; (bez su-
mace!). V Hadamardové souéinu se tedy nasobi odpovidajici si prvky.

2"Tyzn. rozepsanim pifslusné slozky sou¢inu (¥ x B);, roznasobenim gamma faktorem,
rozsifenim pomoci ¢ u slozky F; a pri¢tenim nulového ¢lenu F*u,;.
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Provedme nejdiiv Hadamarduv souc¢in matic (3.53) a (3.52) a aZ poté
seCtéme vSech 16 prvka vysledné matice. Dostavame

E\ (E _ E?
I =2 (—) () +2B% =2 (132 — 2) : (3.59)
C & C

o Ir := xF"E,,. Toto je pseudoinvariant, jelikoZ méni znaménko pfi
nevlastni LT. Opét ho urc¢ime spoc¢tenim Hadamardova souc¢inu matic
(3.55), (3.52) a vyséitanim:

(3.60)
e Dalsi invarianty uz nejsou nezavislé, je totiz napt. xF'* xF,, = —1;.
3.6 Lagrangetv formalismus pro soustavu nabitych castic v

EM poli

V této kapitole budeme uzivat symbolu £ pro lagrangian, jak jej zname,
a symbolu .Z pro hustotu lagrangianu. Nejdiive zformulujeme dva mezni
pripady, které pak ddame dohromady.

(A) Sestavime lagrangian pro soustavu neinteragujicich®® ¢astic.
La=Ly+ Lyr, (3.61)

kde Ly (matter) bude lagrangian volnych ¢éstic a Lysp (matter-field)
bude interakéni clen.

(B) Pro pole bude hustota vypadat takto:
L =L+ Lur, (3.62)

kde .Zr bude funkce pro volné?? pole a Zyrr bude opét interakéni ¢len.
Ten bude tikat, jak je z pripadnych naboji a proudu generovano pole.

Pojdme tedy tyto zvlastni pripady rozebrat.

(A) Vztahem (2.46) jsme definovali lagrangian jedné ¢astice v poli s poten-
cidlem U. Uvazme nyni potencial Lorentzovy sily a soustavu N neinter-
agujicich ¢astic. Interakce zahrneme az v polnim lagraniganu.

N | 2 N =
L= Z —moac?y /1 — C—g — Z €o (cp(r?.’é,t) — U - A(r},t)) .
a=1

a=1
(3.63)

28Tim myslime, Ze naboje jsou slabé a ne p¥ili§ blizko u sebe.
2Tj. p=0aj=0.
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Nyni je tieba néjak popsat bodovy naboj. K tomu pouzijeme Diracovu
delta-funkci, kterd je definovana jako

§(z) := {0 v#0 (3.64)

?7 =0,

ale pritom splnuje
+0o0
/ d(x)dx = 1.
—0o0

Tato ,funkce“ je tedy vsude nulova, jen v jednom bodé (tj. na mnoziné
miry nula) nabyva hodnoty tak velké, ze integral pres celou redlnou osu
je nenulovy. Takovou vlastnost nemtze mit zZadnd myslitelnd funkce,
ale presto je tato definice legitimni. O téchto zobecnénych funkcich se
vice dozvime v predmétu RMF.

Budeme potrebovat dalsi vlastnost delta-funkce, a sice

/_ T (e — 20) () dz = f(zo). (3.65)

To ndm umozni definovat nédbojovou hustotu jednorozmérné castice
v bodé x = xg:

p(x) == Qd(z — o)
a v pripadé tiirozmérné ¢astice pouzijeme 3D delta-funkci

5 () = {8 e

= 70,

abychom dostali
p(7) := Q53 (7 — 7). (3.66)

Jde-li o soustavu N castic s naboji e,, definujeme nabojovou, resp.
proudovou hustotu takto:

N
Z WO (F — 7)), (3.67)
N
Z a0 (T — 7). (3.68)

Pomoci tohoto prepiseme interakéni ¢len Lysr. Na funkce ¢ a A pouzi-
jeme identitu (3.65), poté zaménime sumu a integral, abychom dostali
vyse uvedené definice nabojové a proudové hustoty. Po sniZzeni indext
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u A (pozor na znaménko) mame

:—/ jOAodV—/ jiA; AV
R3 R3

=— / jH A, dV.
R3

RozepiSeme-li si prislusnou akci Sy p podle (2.51), zjistime odsud i
hustotu interakéniho lagrangidnu:

Lrip = —jF A, (3.69)

(B) Nyni, kdyz uz zndme %, ndm zbyva urcit hustotu polniho lagran-
gidnu Zr. To ndm usnadni nasledujici pozadavek: Chceme, aby akce
Sp = fv* ZLr dV* byla invariantni, a to proto, aby z ni plynouci rovnice
mély ve vSech soustavach stejny tvar. My uz ale vime, ze ¢tyfobjem dV*
a tim i integrace pres néj je invariantni. Jediné, co tedy musime poza-
dovat, je invariance funkce .. Jedind pouzitelnd definice je pomoci Iy
z (3.59).%0 Necht je tedy

1
Ly i=——F"E,. (3.70)
Ho

Upravami pomoci Weberova vztahu nabude tato funkce konkrétn{ po-

doby:
1 1
L= ——eoE? — ZugH?>.
F 260 2M0

Celkem tedy dostavame
1
g =—j'A, — —F"Fuv
Ho

s polnimi proménnymi A, A, ,. Odsud lze odvodit pohybové rovnice
pole (s¢itame pres A € {0,1,2,3}):

% (o) o -0 5.7

dxr \ 0A, 0A,,
Na prednasce jsme ukazovali, ze odsud skutecné plyne prvni série Max-

wellovych rovnic (3.56). Druhou séri odsud nedostaneme, protoze ta
byla automaticky splnéna volbou potencidlu A,,.

301, pouZit nemtZeme, protoZe to je pouze pseudoinvariant.
)
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3.7 Enmergetické veliCiny a zakony zachovani

1. Zakon zachovani naboje. Méjme jisty referencéni objem V, jehoz
hranice 0V = S je konstantni v ¢ase. Pripustime pohyb ¢éstic z a do
objemu. Budeme zkoumat celkovou bilanci naboje v objemu V. Je jen
jedna moznost': To, co ubylo v objemu, muselo projit plistém ven,

neboli d
! - o
- rt)dV = - dfn,
G |ornavtdiaf

kde d f_;L =71 df je normalovy vektor k elementarni plosce df. Odsud
uz snadno Gaussovou vétou dostaneme rovnici kontinuity

ap -

— +divy =0. 3.72

B J (3.72)

2. Zakon zachovani energie. Nechf uz nyni ¢astice neproudi ven ani
dovnitt. Jak muze v objemu V ubyt energie? Bud je vyzafena ven,
nebo se spotfebuje na praci na ¢asticich. Je-li dQ = pdV néboj v ele-
mentarnim objemu dV, pak sila pole na tento naboj bude

= p(E + 7 x B)dV,
—_—
=F

kde F je hustota Lorentzovy sily. Urcime jesté hustotu vykonu Loren-
tzovy sily:

Piedpoklédejme tedy takovouto bilanci: Ubytek energie v objemu V je
roven vykonu mechanickijch sil a tomu, co je vyzdreno ven.

d/w(F,t)dvé/E-jdv+§£§-dﬁ,
dt Jy v S

kde w je hustota energie pole a S je hustota toku energie pole. Gaus-
sovou vétou ziskdme diferencidlni tvar ZZE:

ow o o -
Y B jydivs. .
BN j+divsS (3.73)

Veli¢iny w a S 1ze déle interpretovat pomoci Poyntingovy véty
10

> (E.D+B.H):j-E+div(ExH),

31Protoze naboj je relativisticky invariant — nemtZe vzniknout ani zaniknout.
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—~

coz pii porovnani s (3.73) dava

—

S]

w

1o - 1 1
—B-H=-¢E*+ _pH?
—1—2 28 +2u

tljl[\D‘D—‘

S=ExH.

Vektoru S ¥fkéme Poyntingtiv, jeho jednotky jsou Wm™2.

. Zakon zachovani hybnosti. Opét nepripoustime tok castic. Jedina
moznost tbytku hybnosti je pritok pfes hranici objemu:

-5 [t a)av = o, (374
tJv s

i € 3. Vektor § je tzv. hustota hybnosti ¢stic, § je hustota hybnosti

pole. &; = (Uﬂ 09 01-3) nazyvame vektorem hustoty toku i-té slozky

hybnosti toku. Pouzitim Gaussovy véty mame diferencidlni tvar ZZH:

~ 99i _ Opi | Doy
ot ot oz’

(3.75)

kde posledni ¢len predstavuje divergenci tenzoru (o). Zdlouhavy vy-
pocet nasledujicich veli¢in dr. Novotny nezkousi:
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