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Kapitola 2
Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni

Predchozi ¢ast nas vybavila znalostmi z teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky
nezbytnych pro vybudovani zakladu statistické fyziky zabyvajici se statistickymi vlastnostmi
systému velkého poctu castic. Jako typicky ndzorny priklad mtzeme uvést plyn uzavieny
v nadobé. Za pokojovych podminek obsahuje 1 mol takového plynu piiblizné 10?3 molekul,
pro néz feseni jejich pohybovych rovnic je nemyslitelné i s ohledem na to, Ze nelze stanovit
presné pocateéni podminky takového systému. Méreni polohy, rychlosti ¢i pripadné dalsich
charakteristik jeho molekul se tak stava ndhodnym pokusem.

Statistickd fyzika, s ohledem na predmét jejiho zdjmu, zavadi novou terminologii. Vysledek
nahodného pokusu, t.j. elementarni nahodny jev, se nazyva mikrostav. Mikrostavem muze
tedy byt napiiklad poloha vsech castic, nebo rychlost vsech ¢éastic, nebo poloha a rychlost
vSech ¢astic ¢i jejich dalsi charakteristiky (naptiklad spin ¢astic). U diive zminovaného hodu
kostkou je mikrostavem vysledek hodu. Budeme-li uvazovat ndhodny pokus s NV opakovanimi
tohoto hodu kostkou, pak mikrostavem takového nahodného pokusu je kazdd mozna N-tice
vysledkii.

Mikrostav je tedy dan tim, jaky nahodny pokus uvazujeme. My nadale budeme predpokladat,
ze mnozina vSech moznych makrostavi €2 nahodného pokusu je podmnozinou R™. Ndhodny
pokus je tedy zéroven vektorem ndhodnych velicin s prislusnou rozdélujici funkei jeho moznych
mikrostavi. Tuto rozdélujici funkci ve statistické fyzice nazyvame stavem (nebo také makrosta-
vem) statistického systému. Stav systému, t.j. dané pravdépodobnostni rozdéleni jeho mi-
krostavu, pak urcuje stfedni hodnoty vSech relevantnich ndhodnych veli¢in (makroskopické
hodnoty pozorovatelnych).

Jednim z hlavnich tkoli statistické fyziky a tistfednim bodem této kapitoly je prave nalézt
toto rozdéleni mikrostavi odpovidajici makroskopickym vlastnostem statistického systému
(zadané sttfedni hodnoty ndhodnych pozorovatelnych). Toto rozdéleni musi splnovat dvé vlast-
nosti:

1. Stav systému je v souladu se zadanou informaci o systému, tedy v souladu se znadmymi
stfednimi hodnotami nahodnych veli¢in.

2. Stav systému maximalizuje neznalost o systému.



Prvni z téchto vlastnosti jsme jiz komentovali. Druha vlastnost je naopak néco, co si zasluhuje
podrobnéji vysvétlit. Sttedni hodnoty zadanych nahodnych pozorovatelnych predstavuji jedi-
nou informaci, kterou o statistickém systému mame. Kdyby stav systému (pravdépodobnostni
rozdéleni makrostavil) obsahoval vice informace nez nezbytné minimum odpovidajici vlast-
nosti 1), znamenalo by to, Ze o stavu systému toho vime vice, naptiklad stfedni hodnoty jinych
nahodnych veli¢in ¢i jiny typ informace. My ale znalost dalsi takové informace nepfedpokladame
a tedy stav systému musi v jistém smyslu minimalizovat znalost o systému a tedy maximalizo-
vat neznalost o ném. Nezbytnym predpokladem k naplnéni vlastnosti 2. je, ze existuje zptisob,
jak tuto neznalost kvantifikovat. V dalsi ¢asti si takovou miru neznalosti stavu systému zkon-
struujeme.

2.1 Mira informace, entropie

Méjme nahodny pokus s mnozinou mikrostavi §2. Nasim tkolem je pritadit kazdému ndhodnému
jevu A C Q jeho informaéni obsah (nékdy také nazyvany mira pirekvapeni) vyjadiujici miru
informace, pokud tento jev nastane. Tato mira informace ma fadu vlastnosti, které od ni
prirozené ocekavame. Je zfejmé, ze pokud ndhodny jev A C Q je jev jisty, je mira infor-
mace takového jevu nulova. Tento jev nastane pii kazdém nadhodném pokusu a tedy nenese
zadnou informaci, mira informace takového jevu je nulova. S klesajici pravdépodobnosti mira
prekvapeni a tedy mnozstvi ziskané informace roste. Z uvedeného je zfejmé, ze tato mira in-
formace daného jevu A je pouze funkci pravdépodobnosti tohoto jevu, t.j.

I(A) = I1(P(A)), (2.1)
s nasledujicimi vlastnostmi
1. I(p) >0
2. I(1)=0
3. I(p) je klesajici funkce.

4. Uvazime-li dvé nezavisla opakovani ndhodného pokusu, pak mira informace ndhodného
jevu, ze v prvnim pokusu nastane jev A a v druhém pokusu jev B, je prostym souctem
informaci méfenych pro kazdy jev zvlast, tedy

I(A,B)=1(A)+I(B) = I(P(A)P(B))=I1(P(A)+I(P(B))

Tyto Ctyfi vlastnosti jednoznacné urcuji tvar diferencovatelné miry informace I(p). Skutecné,
zderivujeme-li obé strany rovnice I(zy) = I(z)+ I(y) podle proménné y a dosadime-li y = 1,
dostaneme jednoduchou diferencialni rovnici

I'(z) = i['(l).
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Z pozadovanych vlastnosti 1) az 3) plyne,

[(p) =—k lnp7

kde k je libovolné kladné konstanta.

Nalezli jsme tedy miru informace ndhodného jevu. Mira neznalosti stavu statistického
systému pak definujeme jako stfedni hodnotu miry informace pro tento nahodny pokus.
Takové mife neznalosti systému fikame entropie, oznacuje se S a pro spocetny pocet mik-
rostavu (diskrétni ndhodna veli¢ina) mé tvar

S={(I)=—k> pynp,.

vEQ

Je-li nékterd z pravdépodobnosti p, = 0, pak ptispévek odpovidajiciho Clenu v entropii se z
divodu spojitosti definuje jako p, Inp, = 0. Z matematického pohledu je entropie funkcional
na prostoru pravdépodobnostnich rozdélenich. Maxima nabyva pro rovnomérné rozdéleni.
Priklad: Balicek 52 karet

Zmame-li poradi karet v balicku, je entropie jeho rozdéleni nulova. Pokud ale karty zamichame
tak, ze nevime, jak jdou za sebou, jsou vSechna poradi karet stejné pravdépodobna, tj. poradi
karet je dano rovnomérnym rozdélenim. Celkovy pocet moznosti (mikrostavii) je | = 52!,
takze pro vsechny mikrostavy v je w, = % Entropie rozdéleni poradi karet po zamichani

tedy vzroste na

1 1
—_ — |
S=-kY w5 0 55y = kn52,
YEQ

coz je maximalni mozna hodnota.

Pro systém se spojitou mnozinou mikrostavii x € X C R s hustotou pravdépodobnosti
w(x) je entropie definovana analogicky vztahem

S = —/w(x) Inw(z)dz.

X

Vybaveni nyni jiz mirou neznalosti (nékdy oznac¢ovanou také jako miru neusporadanosti)
systému, muzeme se vratit k nasemu ptvodnimu problému. V jakém stavu se nachazi systém
o némz zname toliko stfedni hodnoty vybranych ndhodnych pozorovatelnych A;,j =1,...,n
definovanych na mikrostavech tohoto systému. Hledané rozdéleni, tzv. nejpravdépodobnéjsi
rozdéleni, musi splnovat zadané stiedni hodnoty a navic maximalizovat entropii, t.j. nezna-
lost o systému. Uloha vede na vazany extrém funkciondlu entropie S, jehoz feseni budem
diskutovat zvlast pro diskrétni a spojitou mnoZinu mikrostavi.

2.2 Diskrétni mnozina mikrostavu

Méme zadany systém se spocetnym poctem mikrostavi v € Q a zndme stfedni hodnoty (A4;)
ndhodnych veli¢in A;,j = 1,...,n definovanych na téchto mikrostavech, t.j. A; : v — Aj.
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Hleddme nejpravdépodobnéjsi rozdéleni p,, v € €2 za vazbovych podminek dané stfednimi
hodnotami

S Alpy=(4;), j=1,...n (2.2)

YEQ
Rozdéleni musi byt navic normovano k jedné, coz dava jednu dalsi vazbu

> py=1. (2.3)

YEQ

Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni za podminek ([2.2)),(2.3)) je ddno vdzanym extrémem entropie,
ktery ur¢ime pomoci Lagrangeovy funkce

A=—k} pylnp, —ka (pr—l) —’on:AJ (ZA?%)-

YEQ YEQ YEQ

Ai jsou Lagrangeovy multiplikdtory pfifazené k jednotlivym vazbam (2.2)) a « je Lagrangeuv
multiplikétor ptifazeny normovaci podmince (2.3). Z podminky na extrém Lagrangeovy

funkce 2 a = 0 dostaneme
P~

py=e  “exp ( Z)‘JA;) :

Jj=1

Z normalizacni podminky ({2.3) navic ziskdme

S p =0 Y exp (— ) AjAz) -
j=1

YEQ YEQ

z ¢ehoz plyne

= exp (— z: )\jA}) )

vEQ

Vyraz Z oznacuje particni sumu (Zustandsumme). Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni ma tedy
tvar

Py = lexp ( ZA A”) (2.4)

Lagrangeovy multiplikdtory A; se uréi dosazenim p, do vazbovych podminek (2.2)).

2.3 Spojita mnozina mikrostavi

Uvazujme nyni systém s mikrostavy x € X C R. V tomto pripadé tuloha nalézt nej-
pravdépodobnéjsi rozdéleni znamend nalézt hustotu pravdépodobnosti w(z) spliujici vazebné



podminky dané stfednimi hodnotami a normovaci podminkou

(4)) = /Aj(x)w(x)d:);, i=1,....n, (2.5)
/w(x)dx — 1 (2.6)

S vyuzitim znalosti varia¢niho poc¢tu (Teoreticka Fyzika 2) nalezneme véazany extrém funk-
cionélu entropie za podminek (22.5)),(2.6) prechodem k funkcionélu

A= [t dx—szQA o)de — )"“(f dx_l)

Definice Lagrangovych multiplikatort je analogicka jako u diskrétniho pripadu. Variace funk-
cionalu A je rovna

oA = —k/ (1 +Inw(z)+ Z)\jAj(:U) + a) dwdzx.

Z podminky na extrém JA = 0 dostaneme

hw(z)=-1—a-— Z)\jAj(x)

Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni ma tedy tvar

w(z) =e " ¥exp ( Z)\ A ( ) leXp ( Z)\ A ) (2.7)

kde jsme opét zavedli parti¢ni sumu

Z=¢ !exp( %:)\A )

Lagrangeovy multiplikatory A; se uréi dosazenim w(x) do vazbovych podminek . Shledavame,
ze v obou piipadech (diskrétni a spojitd mnozina mikrostavi), ma nejpravdépodobnéjsi
rozdéleni formélné stejny tvar.

Poznamenejme, ze Teseni hustoty pravdépodobnosti s vice proménnymi vede rovnéz na
formalné stejné reseni, viz probirany variacni pocet v TEF2.

2.4 Piiklady

Priklad 2.1. Dilezitou vlastnosti entropie je jeji aditivita. Tato vlastnost rika, ze entro-
pie systému slozeného z koneéného poctu nezavislych podsystémit je rovna souc¢tu entropii
jednotlivych podsystému. Dokazte toto tvrzeni.



Navod: Uvazujme napriklad systém slozeny z N podsystému se spojitou mnozinou mik-
rostavil. Necht pro jednoduchost jsou mikrostavy i-tého podsystému indexovany realnym pa-
rametrem z;. Mikrostav celého systému je pak definovan jako usporadana N-tice (x1, xo, ..., zN).
Rozdéleni mikrostavi je hustota pravdépodobnosti w(xy,zs,...,zxN), kterd, protoze jde o
nezavislé podsystémy, splnuje

N
w(Ty, Ty ..., TN) = H w;(x;),
i=1

kde w;(x;) je margindlni hustota pravdépodobnosti i-tého podsystému. S vyuzitim této vlast-
nosti je dikaz aditivity primocary.

Priklad 2.2. Uvazujme Sestisténou kostku, u které 1 pada dvakrat castéji nez 6. Najdéte
nejpravdépodobnéjsi rozdéleni vysledkii hodu kostkou.

Navod: Vazbové podminky maji v tomto pripadé tvar
6
P1 = 2pe, > pi=1
i=1

Reseni vazaného extrému entopie hleddme opét v podobé obyc¢ejného extrému Lagrangeovy
funkce s prislusnymi Lagrangeovymi multiplikatory. Nicméné, a¢ se to mozna na prvni po-
hled nezd4, lze prvni vazbovou podminku interpretovat jako stfedni hodnotu jisté nahodné
pozorovatelné, pro kterou jiz zndme obecné feSeni. Skutecné, prepsanim vazebné podminky
do tvaru p; — 2pg = 0 se nabizi nadefinovat ndhodnou veli¢inu A vztahy

Al =1, A?=-2 A3=A"=A"=45=0.
Pozor, nejde v zadném pripadé o mocniny, jde o hodnoty nahodné velic¢iny A pro mikrostavy
i € 6. Vazbova podminka p; — 2pg = 0 je pak ekvivalentni pozadavku (A) = 0. S vyuzitim
jiz zndmého obecného Teseni (2.4)) zjistujeme, ze pravdépodobnostni rozdéleni vysledki hodu
ma tvar

1
pi = 6_1_a:Ea i:2737475

1 1
P = 26_/\, Pe = 26%‘

Po dosazeni do vazbovych podminek navic dostavame, ze Lagrangetiv multiplikdtor \ a
particni suma Z jsou rovny

1
A=l Z=4+425 +275,

Priklad 2.3. Mé¢jme ¢éastici na ose x. Vime, zZe jeji stfedni hodnota polohy je rovna p a stredni
kvadratickd odchylka polohy je o. Urcete nejpravdépodobnéjsi rozdéleni polohy céstice.



Navod: Hleddme nejpravdépodobnéjsi rozdéleni w(x), = € R za podminek

(x) = p, (2% =%+ 12, /w(x)dx =1
R

Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni ma tvar (viz. (2.7))

YR
-\ _ - Do
2 (x—i— 2)\2> ] e

Parti¢ni sumu a Lagrangeovy multiplikdtory A; ziskdme dosazenim w(x) do vazbovych podminek.
Postupné nalezneme

1 1
w(zr) = B L exp

A A

A2 T
/w(x)dle = Z=e"2,|—,
R A2
A1
/xw(x)dx =y = ——— =L,
2\
R
1
/x2w(x)dx =0’ +u = o’=_——.
2\
R
Lagrangeovy multiplikdtory jsou tedy rovny
7 1
M= Mg

Po dosazeni se nejpravdépodobnéjsi rozdéleni zjednodusi na tvar

w(o) = o e (-4,

coz je Gaussovo normalni rozdéleni s parametry p a o.

Priklad 2.4. Méjme jednoatomovy idealni plyn v nadobé, ktera je v klidu. Plyn ma teplotu 1"
a nenachazi se v zadném vnéjsim poli. Urcete nejpravdépodobnéjsi rozdéleni rychlosti atomi
plynu.

Navod: Mikrostav plynu slozeného z N jednoatomovych molekul je charakterizovan usporadanou
N-tici vektori rychlosti V = (U, U, ..., UN), kde ¥; = (v;1,vi2,v;3) je vektor rychlosti i-
tého atomu. Rozdéleni mikrostavi celého systému je tedy dano hustotou pravdépodobnosti

W (¥, Vs, ...,Ux). V nasem pripadé jde ale navic o idedlni plyn, kdy jednotlivé atomy spolu
neinteraguji a vysledek méreni vektori rychlosti jednotlivych atomt jsou tedy navzajem
nezavislé jevy. Hustotu pravdépodobnosti 1ze tedy psat ve tvaru

W(17171727 cee JUN) - Hw(ﬁl)J



kde w(?;) je margindlni hustota pravdépodobnosti vektoru rychlosti i-tého atomu. Vsechny
atomy jsou stejné a stejné jsou tedy i funkce charakterizujici jejich marginalni hustoty
pravdépodobnosti.

Protoze ale i rtizné kartézské slozky vektoru rychlosti jednoho atomu jsou nezavislé
nahodné veli¢iny a zadny smér neni nijak preferovany, bude platit pro hustotu pravdépodobnosti
vektoru rychlosti i-tého atomu

w(0;) = wy (v )wi (viz)wy (vis),

kde wy(v;;) je marginalni hustota pravdépodobnosti j-té kartézské slozky vektoru rychlosti
i-tého atomu. Opét jednotlivé kartézské slozky vektoru rychlosti jsou rovnocenné a tedy i
funkce w; charakterizujici marginalni hustotu je pro vSechny kartézské slozky vektoru rych-
losti totozna. Ve vysledku tedy dostavame, Ze se systém N castic idealniho plynu sklada z
3N nezavislych podsystémi, kde kazdy odpovida jedné kartézské slozce vektoru rychlosti N
castic. Jak vime z predchoziho prikladu, entropie takového systému je souctem entropii téchto
3N nezavislych podsystému. Pokud tedy vazbové podminky predstavuji nezavislé vazby pro
jednotlivé kartézské slozky vektoru rychlosti N castic, je maximalizace entropie celého pod-
systému ekvivalentnf maximalizaci entropie kazdého podsystému zvlast. To je ale, jak hned
uvidime, nas ptipad.

Staci tedy nalézt rozdéleni jedné kartézské slozky rychlosti, kterou nyni pro jednoduchost
oznacime v; (tedy vynechavame déle index oznacujici ¢astici). Z faktu, ze nadoba s plynem
se nehybe plyne vazbovd podminka (v;) = 0. Druhou vazbovou podminku dostaneme z
ekviparti¢niho teorému, podle kterého mé atom plynu pri dostatecné vysoké teploté T' stiedni
hodnotu kinetické energie rovnu

(By) = ;m<v2> _ ‘;’kT.

ProtoZze v* = v? +v2 + v? a viechny kartézské slozky jsou rovnocenné, dostaneme pro stiedni
hodnotu kvadratu jedné kartézské slozky rychlosti podminku

K

m

(v;)

Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni jedné kartézské slozky rychlosti ma tedy tvar (viz. Priklad

pro u =0 a o? = L)
( )_< m )5 mvi2
= okt ) TP\ T2k )

Rozdéleni vektoru rychlosti jednoho atomu je potom

. m 3 mu?
w(v>:<27rk:T> P\ TorT )

coZ je nam jiz dobte znamé Maxwellovo rozdéleni vektoru rychlosti molekul idedlniho plynu.




Priklad 2.5. Méjme dvé Sestisténné kostky. Opakovanym spolecnym hazenim kostek jsme
zjistili, Ze stejna cisla padaji na kostkach a-krat castéji nez rizna cisla, kde a je libovolné
nezaporné cislo.

a) Urcete nejpravdépodobnéjsi rozdéleni vysledki hodu kostkami.

b) Urcete margindlni rozdéleni vysledk hodu jednotlivych kostek.

¢) Urcete kovarianci ndhodnych velicin X; a Xy, kde X; je vysledek hodu na -té kostce.

)
)
d) Dokazte, ze kovariance je nulova pravé tehdy, kdyz jsou obé kostky nezavislé.
e) Ukazte, Ze maximalni kovariance (kladna linedrni zavislost) je dosaZzena pro a — oo.

Navod: Oznac¢me p;; pravdépodobnost, Ze na prvni kostce padne vysledek i a na druhé
kostce padne vysledek j. Pravdépodobnost pg, Ze padnou stejna cisla je dana vztahem

6
Ps = ana
=1

pravdépodobnost pr, ze padnou rizna ¢isla je dana vztahem

6
Pr = Z Dij-

ij=1,i%j

Dané kostky splnuji ps = apg, tedy

6 6
dpi—a Y, py;=0. (2.8)
i=1

i,j=1,i%j
Maximalizace entropie za této vazbové podminky (4+normalizace) potom vede na maximali-
zaci funkce A dané vztahem

A({pij},aX) = —k 26: pij Inpi; — ko (ZG: Dij — 1) + kA (ipii —a 26: pl-j) . (29)

ij=1 ij=1 ij=1,i#j

Z tvaru funkce A je zfejmé, Ze je nutné prozkoumat pouze dva pripady - stejné indexy a
rizné indexy. Dostaneme nasledujici vysledky:

oA
Opii
OA (2.10)
=—k(np;+1+a+a)), i#J.
Opij
Polozenim téchto derivaci nule potom dostaneme vysledné pravdépodobnosti jako
—(1+a Ps —(1+a) .—a Pr
pi =e T )€A=€> pij = e Ve A:%-



Z normaliza¢ni podminky poté plyne

T =7 = 6 + 306_a’\,

jelikoz stejnych vysledkl je 6 a rtznych vysledkl je 30. Dosazenim do vazbové podminky

(2.8) dostaneme rovnici
6e* = 30ae"*,
ze které dale plyne
A _1
et = (ba)T+a,

Celkem tedy dostavame pravdépodobnosti ve tvaru

—a

(5a) T (5a)

Dii = T , Dij = 7
Marginalni rozdéleni p; urc¢ime z definice jako

Di = 26:]91" = ! <€A+5€7GA) = 17
ZPi= 7 6

kde druhé rovnost je dusledkem faktu, ze pro libovolné pevné i mame jedno stejné j a pét
riznych j. Marginalnim rozdélenim hod je tedy rovnomérné rozdéleni. Z tohoto také snadno
urc¢ime stfedni hodnotu velicny X;, j € {1,2} jako

6

(X)) =Y ipi=1.

=1

Pro urceni stfedni hodnoty (X;X5) vsak potfebujeme puvodni rozdéleni. Plati

6 6 6
(X1 Xo) =Y ijpy =D v+ Y. ijpij =
=1

ij=1 i.j=1i#]

d bs 4 0 Pr
Dl A 7 R P Al (2.11)
~" ] 6 — ~" ] 30
1= 1,]= 1=
91e* + 350e— ~ 91a+70

6er +30e=a*  6(a+ 1)

Pro korelaci veli¢in X; a X5 tedy plati

91a + 70 49 35a — 7

(AXIAX,) = 6lat+1) 4 12a+12°

Polozime-li (AX;AX5) = 0, dostaneme a = % Pfi blizsim prizkumu tohoto pripadu zjistime,
ze pro toto a plati pyp = pi; = % pro vsechny mozné indexy ¢, j, k, jednéd se tedy o soucin
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marginalnich rozdéleni p;, tj. p;; = pip;. Kovariance je tedy nula pro nezévislé kostky. Snadno
si ddle ovérime, ze kovariance je rostouci v a na intervalu (0, c0), konkrétné plati

) 7
5o (AXAX) = 5.

Maximalni korelace je tedy dosazeno pro a — oo, tedy pro pripad, ze vzdy padaji stejna
¢isla.
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Kapitola 3

Termodynamické potencialy a identity

Spoleé¢nym predmétem studia termodynamiky a statistické fyziky jsou makroskopické vlast-
nosti latek, tedy vlastnosti pramenici z kolektivniho chovani velkého poctu castic. Zatimco
statisticka fyzika pristupuje k tomuto problému skrze zkoumani mikrostavii daného systému,
jejich pravdépodobnostniho rozdéleni a posléze stiednich hodnot definujici makroskopické
hodnoty veli¢in, termodynamika se soustfedi na zkouméni obecnych vztahi mezi témito
makroskopickymi veli¢inami, jejich vzajemné zmény a formulovani principti, kterymi se tyto
zmeény Tidi. Pfirozené oba obory se vzajemné ovliviiuji, dopliuji, stimuluji a pro hlubsi po-
chopeni statistické fyziky je nutny i uréity stupen porozuméni termodynamice. V ramci
statistického popisu je nutné identifikovat vsechny makroskopické veli¢iny zavedené v termo-
dynamice a s pouzitim termodynamickych vztaht s nimi dale pracovat.

3.1 Diferencialni formy

Zakladnim néstrojem pro popis kvazistatickych zmén, tj. zmén mezi infinitezimélné blizkymi

rovnovaznymi stavy, termodynamickych veli¢in, jsou diferencidlni formy. Nasledujici text je

shrnutim vlastnosti diferencialnich forem prvniho stupné, které budeme dale potrebovat.
Diferencialni forma 1. stupné je zobrazeni w, které kazdému bodu prostoru R” pritazuje

linedrn{ funkciondl, tedy w : R" — (R")".

Piiklad: Necht f: R™ — R je hladké funkce. Derivace f v bodé x je linedrni funkcional

kde dx; jsou souradnicové funkciondly. Jinymi slovy, derivace funkce prifazuje kazdému bodu
linearni funkcional, ktery, kdyz zaplsobi na vektor, vraci derivaci funkce v daném bodé ve
sméru tohoto vektoru. Diferencial funkce je tedy diferencialni forma 1. stupné.

Obecné muzeme kazdou diferencialni formu rozepsat v bazi téchto souradnicovych funk-

cionalt
w(z) = wi(z)dz;.
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Prirozené ne kazd4 diferencidlni forma je derivaci néjaké funkce. Rikame, ze diferencialni
forma w je exaktni, existuje-li funkce f takova, ze w je jeji diferencial. w je uzavrend, plati-li
8&),‘ . &uj

c%j 8951

Vi, j.

Je zfejmé, ze kazda exaktni forma je uzaviend. Naopak diferencidlni forma uzaviend na
jednoduse souvislé mnoziné je na této mnoziné exaktni. Pro nas ovérit exaktnost diferencialni
formy bude tedy znamenat ovérit exaktnost na daném definiénim oboru hodnot (napriklad
pro pozitivni teplotu a objem atd.).

Diferencialni formy muzeme integrovat po draze. Je-li ¢ : (a,b) — R™ dréha, pak plati

b

[w=[wlew)e @

) a
Je-li w exaktni, pak snadno zjistime, Ze integral nezavisi na tvaru drahy. Skutecné

b

Jo=[remyemd= [ (foe) ®dt = fleb) - flpla)

a

a integral zavisi pouze na koncovych bodech této drahy.
Diferencialni forma w se nazyva konzervativni, plati-li

1 2

pro vSechny drahy @i, @9, které maji spoleény pocatecni a koncovy bod. Plati nasledujici
ekvivalentni tvrzeni
w je exaktni <= w je konzervativni.

Priklad: V termodynamice jsou zakladnimi veli¢inami teplo, prace a vnitini energie. Jejich
vzajemna premeéna se Tidi prvnim principem termodynamiky, ktery tika, ze teplo dodané do
systému se c¢astecné spotiebuje na zménu vnitini energie a castecné na vykonani prace na
okoli. Matematicky zapis tohoto principu pro infinitezimalni zmény zacastnénych veli¢in ma
tvar

5Q = dU + 6W,

kde v poradi 6Q), 0W, dU jsou diferencidlni formy vyjadiujici infinitezimalni mnozstvi tepla,
prace a vnitini energie. Diferencidlni formy (diferencidly) Q) a W nejsou exaktni. Dodané
teplo a vykonana préace zavisi na tom, jaké déje termodynamicka soustava vykonala mezi
pocatecnim a koneénym stavem. Naproti tomu diferencial dU ale exaktni je, existuje tedy
funkce U — vnitini energie. Zména vnitini energie tedy nezavisi na déji, jen na poc¢atecnim a
koncovém stavu soustavy. Proto se také U tika stavova funkce.
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3.2 Termodynamické potencialy

Vnitini energie patii k stavovym funkcim, kterym se ¥ikéd termodynamické potencidly. Je-
jich vyznam tkvi v tom, Ze stejné jako tfeba zména potencidlni energie v mechanice vy-
jadtuje praci, kterou je nutné vykonat pro zménu polohy mechanické soustavy, vyjadiuji
zmény termodynamickych potencialit mnozstvi vykonané prace ¢i dodané teplo pri néjakém
termodynamickém déji. V nasledujicim se podivame na pét zakladnich termodynamickych
potencialu.

3.2.1 Vnitrni energie

Uvazujme kvazistaticky proces, tj. proces, pri kterém termodynamicky systém prochézi po-
stupné posloupnosti infinitezimalné blizkych rovnovaznych stavi. Pti takovém procesu lze
diferencial tepla vyjadrit jako 0Q) = T'dS, kde T' je aktuani teplota systému a dS je uplny
diferencial termodynamické entropie S. Z prvniho principu termodynamiky pro kvazistaticky
proces muzeme vyjadrit diferencial vnitini energie ve tvaru

dU = TdS — 5W. (3.1)

Vykonand prace 6W termodynamickym systémem zavisi na tom, jaky konkrétni systém
mame. My budeme uvazovat mechanickou praci 0W = PdV, kterou systém vykona pti zméné
svého objemu dV proti vnéjsimu prostiedi o tlaku P (napfiklad prace proti pistu). Jinymi
priklady prace muze byt prace vznikla zménou hybnosti, momentu hybnosti, magnetizace
systému a dalsi.

Pokud si soustava mtze vyménovat ¢astice s okolim, musime vztah pro diferencial vnitni
energie navic rozsitit o ¢len popisujici zménu energie v zavislosti na zméné poctu ¢astic a my
dostavame

dU = TdS — PdV + pdN.

Velicina p se nazyva chemicky potencial. Odpovida mnozstvi energie dodané systému, pokud
do néj pridame jednu castici adiabaticko-izochorickou cestou. Protoze dU je exaktni dife-
rencidl, existuje vnitini energie U jako stavova funkce. Jeji prirozené proménné jsou S, V, N.
Z exaktnosti dU plyne zaménnost smisenych parialnich derivaci

oU ) <6U ) <8U )
Y = T7 a7 - _P7 ‘anr = M,
<8S V,N oV S,N ON S,V

coz je ¢ast prvni série Maxwellovych vztahu (viz. kapitola |3.3)).

Casto se setkévame s takzvanymi aditivnimi (nékdy také oznaCované jako extenzivni ¢i
homogenni) termodynamickymi systémy. Je pro né charakteristické, ze pokud takovy systém
prerozdélime virtualné na libovolnych « ¢asti (o > 1) se stejnym objemem V/a, bude vnitini
energie celého systému dana jako o ndsobek vnitini energie jedné virtualni casti. Specialné
pro a = N dostavame

U(S,V,N)= NU(s,v,1), 5=
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Vnitini energie je v takovém pripadé homogenni funkei 1. stupné, z ¢ehoz plyne vztah

U(S,V,N)z(?é) S+<g‘(i> V+<§](\][> N =TS — PV + uN.

V,N S,N SV

Je nutné zdiraznit, ze tento vztah plati pouze, pokud je termodynamicky systém aditivni.
Rekli jsme, Ze vnitini energie je prikladem termodynamického potenciali. Skutecéné,

snadno se presvédéime, ze pri kvazistatickém adiabatickém déji s konstantnim poctem ¢astic

(dQ = 0,dS = 0,dN = 0) kona soustava praci na tkor svoji vnitini energie,

AWy = —dU.

Naopak pri kvazistatickém izochorickém déji s konstantnim poctem c¢astic je zména vnitini
energie rovna mnozstvi tepla dodaného do systému

dQy.x = dU.

Je mozna prekvapujici, Ze jsme pro teplo a praci pouzili v poslednich dvou vztazich symbol
tplného diferencidlu. Tato volba je opravnénd, nebot zména se déje pii konkrétnim zadaném
déji (napf. entropie a pocet Castic konstantni) a je tedy funkei pouze jedné proménné. Dife-
rencialni forma jedné proménné je exaktni.

3.2.2 Volna energie

K volné energii se dostaneme od vnitini energie Legendreovou transformaci (S,V, N) —
(T, V,N). Voln energie je definovana jako

F:U—<8U> S=U-TS.
95 )y n

Prirozené proménné volné energie jsou (7', V, N). Pro diferencidl volné energie dostaneme

vztah
dF =dU — d(TS) =dU —TdS — SdT = —SdT — PdV + pdN.

Protoze dF je exaktni, plati vztahy

oF oF oOF
S“(aT>V,N’ P“(av>m’ “‘(aN)T,V'

Vyznam volné energie jako termodynamického potencialu je zfetelny pfi izotermickém déji s
konstantnim poctem ¢astic, kdy soustava kond praci na tkor své volné energie

dWrny = —dU +TdS = —d(U —TS) = —dF.
Pokud je termodynamicky systém aditivni, plati

F=U-TS=(TS—PV+uN)—TS = —PV + uN.
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3.2.3 Entalpie

Entalpii dostaneme z vnitini energie Legendreovou transformaci (S, V, N) — (S, P, N)

H=U- ou V=U+PV.
oV ) sy

Ptirozené proménné entalpie jsou tedy (S, P, N). Diferencidl entalpie je roven
dH = dU 4+ d(PV) = dU + PdV + VdP = TdS + VdP + pdN.

7, exaktnosti dH plynou vztahy

oH oOH oH
T: —_— = e = e — .
(3), V= or), o= ().,

Snadno nahlédneme, ze zména entalpie pti izobarickém déji s konstantnim poc¢tem castic
je rovna mnozstvi tepla dodaného do systému pri tomto déji.
Je-1li termodynamicky systém aditivni, lze entalpii vyjadrit ve tvaru

H=U+ PV =TS + uN.

3.2.4 Gibbsav potencial

Ke Gibbsovu potencialu se dostaneme Legendreovou transformaci vnitini energie vzhledem
k (S,V,N) — (T, P,N). Plati tedy

c=v- () s (YY) v_ov_rsiprv
95 V,N oV S,N

Prirozené proménné Gibbsova potencidlu jsou (7, P, N). Diferencidl Gibbsova potencialu je
roven

dG = —=SdT' 4+ VdP + pdN,
z jeho exaktnosti pak plynou vztahy

oG 0G 0G
S—‘(aT)P,N’ V—(ap)m’ “‘(azv)T,P'

Je-li systém aditivni, mtzeme Gibbstv potencidl vyjadrit ve tvaru
G=U-TS+ PV =uN.
Odtud vyjadirenim diferencidlu dG ve tvaru

dG = pdN + Ndp = —SdT + VdP + pdN
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dostaneme Gibbs-Duhemuv vztah
SdT —VdP + Ndu = 0,

Gibbs-Duhemuv vztah muzeme prepsat do tvaru

S N
dP = =dT + —d
V + V M7

z kterého plyne napt. nasledujici rovnost

ory N
o), V'

Vztah opét plati jen pro aditivni systémy.

3.2.5 Grandkanonicky potencial

Grandkanonicky potencidl dostaneme z vnitini energie Legendreovou transformaci (S, V, N) —

(T,V, )
Q:U—<8U> S—(aU> N=U-TS — uN.
EY ON )¢

Prirozené proménné grandkanonického potencialu jsou (7, V, u1). Diferencial ) je roven
d) = —SdT — PdV — Ndp.
Je-1i systém aditivni, lze grandkanonicky potencial vyjadrit jako

Q=U-TS —uN = —PV.

3.3 Maxwellovy vztahy
Shriime si nejprve diferencidly termodynamickych potencidli

dU = TdS — PdV + udN,

dF = —SdT — PdV + udN,
dH = TdS+VdP + udN,

dG = —SdT + VdP + pdN,
dQ = —SdT — PdV — Ndp.
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Z jejich exaktnosti plyne 1. série Maxwellovych vztaht

T = (5s),, = (3)
85 V.N 85 P,N7
po_ (W) __ (o)
V) g n V) rn
g — _(2F\ __(%
- oT V,N_ oT RN’
- ()G
P )¢y IP ),y

Pokud jsou navic potencialy dostatecné hladké funkce, pak ze zaménnosti druhych parcialnich
derivaci dostaneme 2. sérii Maxwellovych vztahii

oT oP
w :*(mJ&N“@w)w’
- (57
T.N or V,N ,

oT oV

w () -3,

oP SN oS PN
7).~ (or)

T,N oT P,N’

napt. prvni ze vztaht dostaneme jako

#UN _ o (oU)  __(or

S0V ) . IS \IV )gy N\ )y

U\ _ 0 (oU\ _(oT
VoS ) VIS ),y \9V /gy

Stavova proménnd, ktera je v dané identité na obou stranach konstantni, do tohoto vztahu
vlastné nevstupuje, a proto se ¢asto v zapise explicitné neuvadi. Napriklad u vyse uvedenych
Maxwellovych vztahii je mozné v zépise vynechat pocet ¢astic N.

Checeme také upozornit, Ze vybérem jinych paru stavovych proménnych (napiiklad S a
N v dU) dostavame dalsi Maxwellovy vztahy, které jiz explicitné neuvadime.

dFF — | —

dG — (

Resent problémt v termodynamice obvykle zahrnuje pouziti nejriiznéjsich identit obsa-
hujicich parcialni derivace stavovych funkei. S vyuzitim jakobianii se dikazy téchto identit
casto vyrazné zjednodusuji.
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3.4 Jakobiany, zaména proménnych

Uvazujme hladké zobrazeni f : (z,y) — (u,v). Jeho derivace v bodé (xg,yo) je linedrni
zobrazeni vyjadiené matici

(3), (&)
df (zo. yo) = y w
If (0, yo) (%)y (%Z)x (z0,y0)

Jakobidn zobrazeni f je determinant matice derivace (pro jednoduchost zapisu nebudeme
explicitné vypisovat bod (g, yo)).

o |8 B-0).6)-2).6)

P1i praci s parcialni derivaci si ji obvykle nejdrive vyjadiime pomoci jakobianu. To skutec¢né
jde, nebot plati
ou ou
owy) _| (%), (&), |_ (6) |
O(z,y) 0 1 oz ),

Tento jakobian pak nasledné upravujeme za pomoci vztahti, které plynou z vlastnosti deter-
minantu a derivace slozeného zobrazeni:

1. Determinant je antisymetrickd forma a tedy prohozeni proménnych odpovidad zméné
znaménka,

d(u,v)  O(v,u)  O(u,v)

Az, y) oz, y) Ny, )

2. Jakobidn muzeme rozsitit jednickou a nasledné jej upravit dle vztahu

d(u,v) _ d(u,v) O(t,s)  O(u,v) A(t,s)

Ax,y)  O(z,y) A(t,s)  Ot,s) d(z,y)

=1

Prace s Jakobiany tedy po formalni strance pripomind praci se zlomky. Legélnost této
upravy plyne z faktu, ze matice derivace slozeného zobrazeni je sou¢inem matic derivaci
jednotlivych zobrazeni v prislusnych bodech a determinant souc¢inu matic je soucin
determinantt téchto matic. Mame-li tedy zobrazeni g : (z,y) — (t,s) a h : (t,s) —
(u,v), plati pro jakobian slozeného zobrazeni f = hog: (x,y) — (u,v) vySe zminény
vztah.

3. 7 predchozi vlastnosti plyne, ze jakobian inverzniho zobrazeni je prevracena hodnota
jakobianu pivodniho zobrazeni,

INz,y) 1
— 9(u,w)
0(u,v) aex



1

Skutecne, staci zvolit h = g~ a uvédomit si, ze jakobian identického zobrazeni f =

g togijel.

Priklad: Z treti vlastnosti jakobiant plyne

<8u> ~ 9O(u,y) 1 1

or) ~ oxy) 385322 (Qg)y'

ou

2. sérii Maxwellovych vztaht 1ze timto doplnit o dalsi vztahy, napt. vztah

(o), = (5s),., = (o).~ (on)
WV )sn 95 ),y aT ) ¢ 0P )y

Priklad: Pomoci vlastnosti jakobiant lze ukazat, Zze druha série Maxwellovych vztahu je

ekvivaletni identité
o(P,V)

o(T, 5)
Napft. prvni vztah z druhé série muzeme postupné prevést na identitu (3.2) (proménnou N
muzeme vynechat, protoZze je konstatni na obou strandch rovnice)

= 1. (3.2)

TTAWV.S) T asV) T TaTs)as V) T aT,s)

(aT) - <6P> oT,S) __APV) . aW.8)aPV) _dPYV)
oV ) 95 ),

Podobné mizeme libovolny vztah z druhé série odvodit rozsitenim identity (3.2)), napt. druhy
vztah dostaneme takto

opP,V)o(r,v) op,Vv) 0(T,S) . (é;];) _ (;i)

oT,S)o(T,V) oaT,v) o,V)

Analogicky funguji Jakobiany, mame-li vztahy obsahujici vice nezavislych proménnych -

napr.
ou ~ 0(u,y,2)
(8:)3)%2 0wy, 2) (3.3)

pricemz vlastnosti uvedené vyse, tj. antisymetrie, rozsifovani a inverze plati stejné jako u
funkci dvou proménnych. Pti tpravé parcialnich derivaci je ¢asto potieba prejit k novym
proménnym. Uvazujme funkci f(z,y), jeji diferencidl je

of of
df == | d — | dy. 3.4
d <0x>y x*_<8y>x g o4
Od proménné y prejdeme k nové proménné z. V novych proménnych (z,z) mé diferencial
funkce f tvar
_(Of of
df = <ax>zd1‘+ (az>mdz. (3.5)
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Abychom mohli predchozi vyrazy porovnat, budeme uvazovat z jako funkci (x,y). Diferenciél
dz pak muzeme zapsat ve tvaru

dz = (az) dz + <8Z> dy.
ox y Ay ),
Dosazenim do ({3.5)) dostaneme

[fery |, (ory (2 o\ (o
df = [<5$)Z+<8z>x<ax>y] der(az)w(ay)wdy' (3.6)
Porovnanim koeficienti u diferencialii dr a dy ve vyrazech a dostaneme vztahy
or\ _ (o), (or) (22
(30), = (). (&), (3), 67
o5\ _ (of) (2
oy).  \oz) \oy),

Oba tyto vztahy pfimo plynou z parcidlnich derivaci slozené funkce f(x,z(z,y)). Ke
stejnym vztahtiim muizeme ale také snadno dospét pouzitim dprav jakobiant, napr.

<<9f>x _O(f.w) _O(f,w)D(z,2) _ O(f,w) 0(z,x) _ (&f)x <az>x‘

dy Oy, z)  O(y,x)d(z,z) O(z,2)0(y,) 0z Ay

3.5 Piiklady

Priklad 3.1. Dokazte ****_yztah

oU OP
—| =T(=| —-P
(ov), =7 (i),

Navod: Leva strana napovida, ze bude vhodné vyjadrit diferencial dU v proménnych (T, V'):

dU(T, V) = (gg) ) T + (gg) ) dv. (3.8)

V ptirozenych proménnych (S, V') plati pro diferencél U nésledujici:

dU(S,V) = TdS — PdV. (3.9)

Abychom tyto diferencialy mohli porovnat, je nutné je prevést do stejnych proménnych, tj.
napiiklad vyjadrit dS(T,V):

dS(T, V) = (ﬁ)vdT+ <(§§>Tdv. (3.10)
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Dosazenim ) do a porovnanim s ) dostanenme

oS oS ou ou
T (aTV>VdT+ (T <W>T — P) dV = <8T> T + <8V> av

(o), = (&), -7)

7 2. série Maxwellovych vztaht dale plati

(5,7,

(ov), =), 1)

Ukol: Zkuste obdobnym zplisobem ukazat analogicky vztah pro enthalpii:

(o), =~ (r(r),)

Priklad 3.2. Tepelné kapacity jsou definovany jako
oQ 0S oQ
Cp=|=—| =T|—=— Cy =|=—
=), (&), - (F),

Dokazte Mayertv vztah
oP oV
or ), \oT ),

Navod: Obé tepelné kapacity se zfejmé vyskytuji v diferencidlu S v proménnych (7,V),
resp. (T, P):

a tedy

odkud jiz dostavame

0S8
—T(aT>V

dS(T, V) = (as) T + <85> dv = @dT+ <85> av,

ar ), oV oV
S 05 C S (3.12)
dS(T, P) = (aT> T + <ap> dP = —dT + <8P> dp,
P

Stejné jako v ptedchozim prikladu chceme tyto diferencidly porovnat. Vyjadiime proto naptiklad
diferencial dP(T, V). Po jeho dosazeni do (3.12)) dostavame

Cy 08 Cp [0S\ (0P o8\ (0P
o (o), = (7 (), (), ) ore Ge), (o)
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a tedy s pouzitim 2. série Maxwellovych vztahti dostavame

Cp [0S\ (0P\ _Cy . (oP\ (oV
T+<ap)T<aT>V—T:’CP CV—T<aT>V<aT>P'

Vyjadiete diferencial entropie v proménnych T, P a pievedte ho do proménnych T,V .

Priklad 3.3. Dokazte platnost vztahu

e\ _ (Y
oP ), orz)

Navod: Velice jednoducha aplikace 2. série Maxwellovych vztahti. Obdobné lze dokazat

analogickou identitu
ov ). orz ).,

Priklad 3.4. Dokazte platnost vztahu

ory _Cp (0P (0T

ov), Cv\ov), \oprP)
Navod: Vzhledem k faktu, ze na pravé strané se vSechny veli¢iny vyskytuji v soucinu,
vyuzijeme Jacobidni:

Cp (ap) <8T> TSR o(P,T) (T, S)  O(T,S) <8T>
|\ 91/ ap = a(S,v = =\ 91
v \ov ), \op ) s~ 1o v )

a(V.T)d(P,S) _ a(S,V)

Priklad 3.5. Dokazte platnost vztahu

() (22 e (o)
oT ) 4 or), T \ov),
Navod: Reifme podobné jako Mayertuv vztah vyjadirenim diferencidlu dP v proménnych

(T,V) a jeho pfevedenim do proménnych (7,S). Po porovnani diferencidla dP(T,V) a
dP(T,S(T,V)) dotaneme

OP\ _(0P\ _(0S\ (0P\ _ (9P _Cy (0P
or), \or), \or),\os), \or), T \dS),
a srovnanim se zadanim zjistime, ze zbyva ukazat

~(55),~ (&), = o - vy
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Jelikoz jmenovatelé Jakobiant jsou ruzni, nelze primo pouzit 2. sérii Maxwellovych vztahi.
Protoze ¢itatelé vsak shodni jsou, lze pouzit inverzi, po které budou jmenovatelé jiz stejni a
nasledné pouzit 2. sérii Maxwellovych vztaht:

(520 =258 (25) () =~ (55).

(op), =~ (7)), = (o),

¢imz je dikaz identity dovrsen. Posledni identitu lze ale také obdrzet s mnohem mensim
Gsilim pouzitim identity (3.2)).

a tedy

Priklad 3.6. Dokazte platnost vztahu

(35) _Cr [V <W> ]
or), T |S 05 ) p
Navod: Identita je trochu netypickd, nebot potfebujeme vyjadiit diferencial entropie v

proménnych P a G. Vyjdeme tedy z jediného vztahu obsahujici diferencidl dG, ktery mame,
a prevedeme jej do proménnych S a P

G = —sar+vap=-5 (L) as+ (L) ap|4var
5 ) , P )

dT(S,P)
oT oT
= -S|— - — P.
(55,5 -5 (5r) )

Odtud jiz snadno vyjadrime diferenciadl dS v proménnych P a G

1(8S as\ [v [or
=—< |2 ) == 5s] |dP.
=5 ar) o (or), [~ (n) )

Dospéli jsme tedy k vyjadieni parcialni derivace (g—f,)G, kterou s vyuzitim vztahu pro tepel-

nou kapacitu Cp, identity (3.2)) a vlastnosti jakobidnu upravime do tvaru, ktery jsme méli
dokazat

(), (), [s- el - [5-(9))

opP aT),|S a(P,S)aEsy| T |S \as),
N—— N — ——
Cp/T (g%)s =

24



Alternativni postup je rozsitit levou stranu (je to vlastné pouziti véty o derivaci implicitni

funkce)
<as> oo (58),
9P )

O(P.G)OS.P) (%)

a zbytek upravit pomoci Maxwellovych vztahti a Jakobiant.
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Kapitola 4
Idealni a neidealni plyny

Priklad 4.1. Urcete entropii a vnitini energii n moli idedlniho plynu s teplotou T' v objemu

V.

Navod: Pro rekonstrukci entropie vyjdeme nejdiive z jejiho diferencidlu, kde misto poctu
¢astic N uvazujeme pocet moli n = N/N4 (N4 je Avogadrova konstanta)

dﬂﬂum:<$g ﬂ%(%» dv+C§> dn.
V}n T,n T,V

Prvni dvé parciélni derivace v diferencidlu dS(7', V,n) pro idedlni plyn zndme. Tepelna kapa-
cita 1 molu idedlniho plynu je konstanta cy nezavisla na teploté i objemu a stavova rovnice
idealniho plynu je PV = nRT, kde R je molarni plynova konstanta. Odtud s pouzitim
definice tepelné kapacity a Maxwellovych vztahti dostaneme

7). 77 @) @).
ar vm T T ov Tm orT vV

Integraci prvni rovnice zjistime, ze

S(T,V,n) =ncy InT + f(V,n).

Funkce f(V,n) se zde objevi jako aditivni integracni konstanta v proménné T', ktera ale stéle
je obecné funkei proménnych V' a n. Dosazenim S(T,V,n) do druhé rovnice ndm vyplyne

podminka
95\ _(0f) _nR
v )r, \oV), VvV’

jejiz integrace urci funkei f(V,n) az na aditivni integraéni konstantu g(n) v proménné V'
f(T,V)=nRInV + g(n).

Vime tedy, ze S(T,V,n) = ncy InT+nRInV+g(n). K uréeni funkce g(n) vyuzijeme aditivity
idealniho plynu
S(T,V,n) =nS(T,V/n,1).
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Jednoduchymi dpravami dostavame, ze g(n) = ng(1) —nRInn a vyslednou entropii mizeme
napsat ve tvaru

S(T,V.n) =ncy nT+nRInV —nRlnn + Kn, (4.1)

kde K = g(1).
Obdobnymi kroky ziskdme vnitini energii idedlntho plynu. Postupnou integraci parcialnich
derivaci

ou oS oU oP
—| =7T(Z)] =0y= — | =7(%=) -—-P=
<8T> Vin <8T> Vin CV B (8V> Tn (aT) Vin ’

a uzitim aditivity U(T,V,n) = nU(T,V/n, 1) dospé&jeme ke vztahu
U(T,V,n) =ncyT + Zn, (4.2)
kde Z je konstanta.

Priklad 4.2. Uvazujte jeden mol idedlniho plynu, ktery kona polytropicky déj - déj, pri
kterém si plyn vyménuje teplo s okolim podle vztahu d@) = CdT, kde C je konstanta.
Urcete rovnici polytropy v proménnych (7, V'), (P, V), a (T, P). Diskutujte specidlni piipady
adiabaty, izobary, izochory a izotermy.

Navod: Rovnici polytropy ziskdme z prvniho principu termodynamiky integraci
CdT =dQ = dU + dW = CydT + PdV.

S pouzitim stavové rovnice idedlniho plynu, kterou lze psat jako PV = (Cp — Cy)T ji
prevedeme do tvaru
AT _ o= CrdV
T  Cv-CV

kde a = g"j :g se nazyva stupen polytropy. Integraci rovnice 1) dostaneme

—(a — 1)6?//, (4.3)

In7T=—-(a—1)InV+InkK,
kde K > 0 je konstanta. Tuto rovnici lze prepsat na rovnici polytropy v proménnych (7', V')
jako
TVl =K.

Pouzitim stavové rovnice idealniho plynu pak lze rovnici polytropy prevést do ostatnich
proménnych s vysledkem

PV® = Ky, TP & = K,
kde K, K3 jsou kladné konstanty.
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Cp
Cv

V pripadé adiabatického procesu mame C' = 0 a tedy a = g

Pro izobaricky proces plati podle stavové rovnice idealniho plynu

P
TV 'i==—=K
R
a tedy a = 0, coz nastava pro C' = Cp.
Pro izochoricky proces plati analogicky
v

TP '=—-=K
R
a tedy a — 00, coz nastava pro C' = C\y,.
Pro izotermicky proces mame
PV =RT =K
a tedy a = 1, toto nastane v limitée C' — oo.

Priklad 4.3. Necht vnitini energie plynu je pouze funkci teploty U(T). Ukazte, Ze potom
plati: a) Cy = Cy(T), b) V = f (£),¢) Cp— Cy = g (£).

Navod:
a) trividlni dosazeni do vzorce pro Cy
b) Z *** vztahu dostaneme

oU OP oPrP P
- (av)JT(aT)V‘P:‘ (w)ff

vztahu podle T déle dostaneme

2 2
o= 2V _p (28
aToV ar? ).,

Druhé derivace tlaku podle teploty pii konstantnim objemu je tedy nulova. Musi tedy platit

oP
(or), =10

(5), =7 = 10> v=im(7) =1(5)

Derivaci ****

a tedy
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¢) Z Mayerova vztahu a predchoziho vysledku plyne

oP oV P (OV
CP‘CV—T(aT>V(aT>P—TT(aT> =

rr(5) ()=~ )

Piiklad 4.4. Necht pro vnitini energii plynu plati

)

(21(2)) -
o(5)

U:aW, a > 0.

Urcete: a) S = S(T,V,N) b) P = P(T,V,N), ¢) Cp — Cy v proménnych T, V,N, d) u =
w(T, P,N).

Navod:

Existuje vice zpusobi, jak hledané veli¢iny obrdzet. Je vSak nutné davat pozor, aby pri
provadeéni parcidlnich derivaci byl derivovany vyraz ve spravnych proménnych, napf. pro
pouzivani prvni série Maxwellovych vztaht je nutné, aby byl pouzity potencial ve svych
prirozenych proménnych.

a) Potencidl U mame vyjadren v jeho prirozenych proménnych - S, V, N. Muzeme tedy od-
vodit teplotu T jako funkci S, V, N:

oU s U TS
T: —_— = —_— = 9 = —.
<8S>V7N Syy =g U=

Dosazenim za U dostaneme

TS S8 TVN
3 oy T SEVIN) =y

b) Nejjednodussi je ziejmé pouzit opét potencidl U v prirozenych proménnych. Tlak jako
funkci stavovych velicin S, V, N dostaneme jako

i)
WV )gy NV

Dosazenim vysledku a) dostaneme

p_ G (TNV)S_ [T3N
~ NV2\ 3a -\ 27aV’

¢) Jednou moznosti je pouzit Mayertuv vztah. Jelikoz mame z b) vyjadreno P(T,V,N),
vyjadiime jesté V (T, P, N), poté urc¢ime piislusné derivace a dosadime do Mayerova vztahu.
Druhou moznosti je uréeni Cy a Cp z definice pomoci vysledki z a) a b):
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as 1 [TVN 1
cv-1(5) -~ -3s
or), 2V 3a 2

Povsimneme si, ze zavislost S(T,V, N) je v proménné T typu T, derivaci se koeficient « snizi
o jedna, ale naslednym vynasobenim 7" se vrati na svoji ptivodni hodnotu «, diky ¢emuz je
tepelnd kapacita Cy, imérna entropii s koeficientem timérnosti rovnym «, v tomto pripadé
o = %. Pro uréeni Cp nejdiive musime vyjédiit S(T, P, N). Invertovanim vztahu P(T, V.N)

obdrzime

NT?
T PN)=——.
V( Y ? ) 27aP2
Jeho néslednym dosazenim do S(7',V, N) dostaneme
TN
S(T,P,N) = .
( Y Y ) gap

Vidime, ze stejné jako v ptipadé Cy, zavislost S(T,P,N) je v proménné T typu 7% s a = 2.
Je tedy zrejmé, ze

cr=(57) o
T ) p x

Pro rozdil tepelnych kapacit tedy plati

3 3 |TVN
CP—CV:§S:§ 3 .

d) Obdrzime analogicky jako pfedchozi vysledky derivaci U(S,V, N) podle N a naslednym
dosazenim V (T, P, N). Vysledkem je

T3

T,P,N)=— .

W, PN) =55

Priklad 4.5. Stavova rovnice plynu a jeho tepelnéd kapacita maji tvar
RT 1
P = — |1+ =B(T
7 (1 o)
3 R d . d
Cy = iR_ v ar <T dTB<T)> :

Urcete koeficient « tak, aby stavova rovnice a vyraz pro tepelnou kapacitu byly kompatibilni.
Pro tuto hodnotu « spoéitejte entropii plynu S(7', V') a vnitini energii U(T, V).

Navod: Pro urceni hodnoty « pouzijeme vztah

9Cy T 827]3
oV T_ or? ).’
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spravna hodnota parametru je a = 2. Pro parcialni derivace entropie plati
() <% (2) -(2)
or),, T’ ov )., or ).,

a8 a8
o= (ar) o (),

lze vysledek obdrzet integraci podle prislusnych proménnych, tj.

S(T,V) =/<> T = / —2dT = /<‘;ﬂ;—§ T)+(TB’(T))')> -

3 R R
s T — SB(T) = STB(T) + f(V),

Jelikoz plati

(4.5)

kde B'(T) = -+ B(T). Integra¢ni konsntanta je ve skutecnosti funkce od proménné V', tuto
funkci je jesté potreba urcit. Obdobnou integraci podle V' dostaneme

swv) = [ (55) = [(57) v = [ (5 + e + re))av -

(4.6)
RInV — fj(B(T) + TBI(T)) + ¢(T).

Porovnanim obou vysledkt zjistime, ze

3
f(V)=RnV, g(T) = §1nT
a celkové tedy dostavame

3 R RT

Vnitini energii urcime analogicky integraci vztahi

oU oU oPrP
(w)f(’“ (av>T‘T(aT>V‘P’

2
U(T, V) = ‘;’RT _ RgB (7).

vysledek je

Priklad 4.6. Stavova rovnice plynu ma tvar
PV = A(T) + B(T)P + C(T) P?

Urcete tvar zavislosti Cp na teploté a tlaku. Jaky je tvar této zavislosti pro idealni plyn?
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Navod: Cp az na funkci teploty dostaneme integraci vztahu
() (%)
orP ). or? )’

Cp(T,P) = f(T) = TA"(T)In P — TB"(T)P — ;TO”(T)Pz — ..

ze kterého plyne

Pro idealni plyn je A(T) = RT, B=C = ... =0 a tepelna kapacita pri konstantnim tlaku

miuze byt maximalné funkci teploty, tj. Cp = f(7T).

Priklad 4.7. Pro entropii plynu plati

VT

VoTo

Navic vime, ze plyn pri izotermické expanzi pii teploté Ty z objemu Vj na V' vykond praci
V

Wr =RIyln —.
T on%

S(T,V) =R

Urcete volnou energii F' = F(T, V) a stavovou rovnici P = P(T, V') plynu.

Navod: Volnou energii az na neur¢enou funkci objemu ziskdme integraci entropie pfes tep-

lotu, protoze plati
oF
() N _S.
or ).,

Dodatecnou funkci objemu uréime z toho, ze pti izotermickém déji plyn kond praci na tkor
svoji volné energie, a tedy

AWy = —dF =  Wyr=F(T),Vy) — F(T,,V).

Vysledek je
1 Vv 1 VT
F(T.V)=-RlTy— — =RT
(TV)=3 Vo 277 VT,

Stavovou rovnici uréime ze vztahu

po— 20y _ELLV(T Ty T
v ), Vv R_W\T, T) TI

— RIyInV.

Priklad 4.8.

Uvazujme, Ze mame dvé stejnd mnozstvi téhoz ideadlniho plynu, jedno v nadobé o objemu
Vi, druhé v nddobé o objemu V5. Plyny maji stejnou teplotu Tj, ale rtuzné tlaky P, # Ps.
Lze si snadno predstavit, ze spojenim obou téchto ndadob pres pohyblivy pist lze konat praci.
Mame tedy soustavu schopnou konat praci a nasim tkolem je urc¢it uzitim druhého prin-
cipu termodynamiky maximalni praci, kterou 1ze touto termodynamickou soustavou vykonat.
Predpokladejme, Ze celd soustava je uzavrena, tj. nedochazi k tepelné ani latkové vyméné s
okolim.
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Navod: Ackoliv oba idedlni plyny jsou na pocatku v rovnovéaze, je celd soustava diky
rozdilnému tlaku plyntt v nerovnovéaze. Pravé diky tomu mitiZze soustava na cesté smérem
k rovnovaze konat praci. V momenté, kdy ale oba idealni plyny dosdahnou stejné teploty a
tlaku, nebude jiz déle mozné je vyuzit ke konani dalsi prace. Celd soustava se pak bude
nachazet ve stavu termodynamické rovnovahy, ktery je mozny zménit jen vnéjsim zasahem.
To je tedy kone¢ny stav vSech moznych (vratnych i nevratnych) uvazovanych déju. Uvazujme
tedy libovolny termodynamicky proces s pevné danym poc¢atecnim a koneénym stavem. Prvni
princip termodynamiky zapsany pro oba plyny zvlast mé tvar

Qi =A Uz + Wi, 1€ {1,2},

kde postupné Q);, W; a A U; oznacuji prijaté teplo, vykonanou praci a zménu vnitini energie
t-tého plynu béhem celého procesu. Soustava je uzaviena a tedy soucet tepel Q); je nulovy.
Odtud plyne, Ze celkova prace soustavy W = W; 4+ W, je konand na tkor vnitini energie celé
soustavy. S vyuZitim vztahu pro vnifn{ energii idedlnfho plynu

W=—-A (Ul + Ug) = UO — Uk = (2TLCVTO -+ QZH) — (QnCka + 2Z7’L) = QnCv(To — Tk),

kde Uy je pocatecni vnitini energie celé soustavy, T) koneéna teplota a U, konecna vnitini
energie celé soustavy. Snadno nahlédneme, ze ¢im nizsi je vysledna teplota, tim vétsi mnozstvi
prace soustava vykona. Vyslednou teplotu celé soustavy ale nelze srazit libovolné nizko.
Vsechny mozné myslitelné procesy jsou limitovany platnosti druhého principu termodyna-
miky: Celkova zména entropie adiabaticky izolované soustavy je vzdy nezaporna. S vyuzitim
vztahu vime, ze entropie jednotlivych plynt je na poc¢atku procesu

S; = neylnTy+nRInV, —nRlnn
a celkova entropie na konci procesu je
Sk = 2ncyInTy +2nRIn (V) + V) — 2nR1n 2n.

Z podminky A S = Sy — (S1 + 52) > 0 mizeme vyjadrit dolni mez T,,;, pro kone¢nou teplotu
T, ve tvaru

Cp

o

wive \T
Tk > Tmin = TO (W) ) K

Druhy princip termodynamiky nam déava fundamentalni mez pro nejnizsi moznou teplotu,
kterou lze v ramci uvazovanych realnych procestt dosahnout. Maximéalni prace je potom dana
vztahem W = 2ney (Ty — Thin)-

Priklad 4.9. Jak se zméni mérnd tepelna kapacita vody, pokud do ni prisypeme stl tak,
aby vznikl 1% roztok?
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Navod: Mérna tepelna kapacita vody je cy,o = ¢ = 4185,5 J/kgK a soli cyuc1 = 2 =
36.8 J/kgK. Pro teplo potiebné ke zméné teploty o AT smési téchto dvou latek muzeme psat

AQ = mlclAT+m202AT

mic; + MaCy

AT

= (mtm) mi + Mma

m m
Yy <Mlcl + M2c2> AT
— M (0,99¢1 +0,01¢5) AT

= McAT.

Z toho je vidét, ze mérna tepelnd kapacita vody klesne na ¢ = 4144,0 J/kgK.

Priklad 4.10. Zmérili jste, Ze tetrachlormethan neboli chlorid uhli¢ity (tetrachlér, napln
halonovych hasicich pfistroji) ma teploty varu 77 = 40°C pri tlaku P, = 28,4 kPa a Ty =
80°C pri tlaku P, = 111, 5 kPa. Jaké je jeho mérné skupenské teplo varu?

Navod: Clausiova-Clapeyronova rovnice popisuje P—T kifivku nasycenych par dvoufazového
systému.

dap

dT — TAv’

kde [ je moldrni skupenské teplo fazového prechodu a Av = v, — v, = Yp

p
prilusnych molarnich objemt, v nasem pripadé plynné fize v, a kapaliny v;. Pro teploty
nizsi nez kriticka teplota a nizky tlak lze predpokladat, ze plynna faze bude zabirat mnohem
vétsi objem nez kapalnd v, > vy

— Vi je rozdil
2

Av:vp<1—vk>zvp,

Up

a bude podléhat rovnici idedlniho plynu

_RT
'Up ?
V takovém pripadé muzeme psat
darP P
dT ~ RT?

pokud tuto rovnici zintegrujeme mezi dvéma body rovnovahy (77, P;) a (Ty, P,) za predpokladu
[ #1(T), dostaneme

Pdp 1 (T dT
pn P RJn T2
I /1 1
mP—InP = ——(—— —
n o nr R(Tg T1>’
lP1 B z<1 1)
P,  R\T}, T



Tento tvar Clausiovy-Clapeyronovy rovnice udava P —T kfivku pro nas priklad. Sta¢i do néj
dosadit a vyjde I = 31,4 kJ/mol. JelikoZ molarni hmotnost tetrachléru je m,, = 153,81 g/mol,
prevedeme molarn{ skupenské teplo na mérné jako | = min = 204,22 J/g. Pro srovnani, mérné
skupenské teplo vody je 2264, 76 J/g.

Nasledujici dva priklady jsou zaméfeny na procvi¢eni chemické rovnovahy pro idealni
plyny. K jejich feseni budeme potiebovat trochu teorie, jejiz podrobny vyklad je predmétem
prednasek. Uvazujme obecnou chemickou reakci popsanou chemickou rovnici

a1X1+a2X2+—|—ame <:>b1}/i+b2}/é++bnyn, (47)

kde obvyke na levé strané mame latky X;, které do reakce vstupuji (reaktanty), a na pravé
strané latky Y;, které z ni vystupuji (produkty). Koeficienty a; a b; uréuji pocty molu od-
povidajici latky, které se této reakce ucastni. Jak napovidaji obousmérné Sipky, kazda reakce
je v principu obousmeérné. To znamend, ze produkty reakce spolu navzijem ve vétsi ¢i mensi
mife znovu reaguji a produkuji zpatky reaktanty. Oba tyto procesy bézi proti sobé a nas
zajima na jakych hodnotach se ustali vysledné koncentrace latek ticastnicich se této reakce
pii dosazeni chemické rovnovahy. Predpokladejme déle, ze vsechny latky ucastnici se reakce
jsou v plynném stavu a reakce probiha pri tlaku P a teploté T' takové, Ze lze tyto plyny mo-
delovat jako idedlni. Pak vysledné koncentrace latek jsou dany Guldberg-Wageho zakonem
ve tvaru

m+n _ Z v
[[=P T K@), (4.8)
i=1

kde K (T') je chemickd rovnovazna konstanta uréend pouze teplotou, pii které reakce probiha.
Stechiometrické koeficienty jsou definovany vztahem

) pro i€ {l,...,m}
VZ_{bi_m pro i€ {m+1,...,m+n}. (4.9)

Na prvni pohled by se mohlo zdéat, Ze jedna rovnice neni postacujici k urcéeni rov-
novaznych koncentraci vsech latek. Opak je ale pravdou, nebot latky reaguji a vznikaji v
pomérech danych chemickou rovnici (4.7). Nicméné, feSeni polynomidlni rovnice je pro
vetsinu chemickych reakei problém fesitelny pouze numericky na pocitacich. Nasledujici dva
priklady predstavuji svétlé vyjimky.

Priklad 4.11. Le Chateliertiv princip pro chemickou rovnovahu poprvé: Dinitrogen
tetraoxid NoOy tvori chemickou rovnovaznou smés s oxidem dusic¢itym. Ukazte, ze cela smés
reaguje na zvyseni tlaku okolniho prostiedi, v kterém se smés nachézi, snizenim celkového
poc¢tu moli chemické smési a smés tak po opétovném dosazeni chemické rovnovahy zmensi
sviij celkovy objem.

Navod: Vzajemna preména obou sloucenin dusiku je popsana chemickou rovnici

N204 = 2N02
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Predpokladejme, ze na pocatku mame pouze a moli dinitrogen tetraoxidu. V dusledku che-
mické reakce se pocet moli dinitrogen tetraoxidu méni dle vztahu n, = a — x a pocet moli
oxidu dusicitého podobné jako n, = 2x. Celkovy pocet molti chemické smési je tedy n = a+x.
Koncentrace NyOy se proto méni jako ¢, = (a —x)/(a+x) a NOs vztahem ¢, = (2x)/(a+x).
Stechiometricky koeficient pro NoOy je v, = —1 a pro NO, je v = 2. V chemické rovnovaze
se koncentrace 1idi Guldberg-Waageho zakonem , ktery ma v nasem pripadé tvar

(53 () -,

Algebraickymi dpravami upravime levou stranu jako

422

a2 — 12

= P 'K(T).
Oznac¢ime-li nyni o = z/a lze vyjadiit « ve tvaru

K(T)

CTN\K(T) + 4P

Snadno odtud nahlédneme, zZe zvysime-li tlak P, klesne hodnota «, tedy i hodnota = a také
celkovy pocet mol smési n = a + x. Z upravené stavové rovnice idedlniho plynu
nRT a+=x
V —_ ——

P P
vidime, zZe klesne objem celé chemické smési nejen diky vyssimu tlaku, ale i v disledku nizsiho
celkového poctu molt, kterym smés reaguje na zménu vnéjsich podminek (zména tlaku). Tato
reakce chemického systému na vnéjsi zasah je ptrikladem Le Chatelierova principu.

RT

Priklad 4.12. Le Chateliertav princip pro chemickou rovnovahu podruhé: Jednou
z moznosti, jak vyrobit peroxid vodiku (H20s), je nechat spolu primo reagovat vodik s
kyslikem. Ukazte stejné jako v predchézejicim ptikladu, Ze zvySenim tlaku okolniho prostiedi,
dojde k posunu chemické rovnovahy mezi jednotlivymi ucastniky chemické reakce smérem k
snizeni celkového poctu mold chemické smési.

Navod: Chemicka reakce popisujici vyrobu peroxidu vodiku mé tvar
H2 + 02 = HQOQ.

Je-li poc¢atecni mnozstvi vodiku a moli a kysliku b moli, méni se mnozstvi vodiku, kysliku a
peroxidu béhem reakce jako a — x, b — z a x. Celkové mnozstvi molt chemické smési je tedy
n = a + b — x. Stechiometrické koeficienty vodiku, kysliku a peroxidu jsou v tomto potadi
—1,—1 a 1. V chemické rovnovaze jsou jednotlivd mnozstvi plynt uréena Guldberg-Waageho
zékonem ([4.8)), ktery md v tomto pifpadé tvar

a—x \ ! b—x \ x
_ = PK(T
(a—i—b—x) <a+b—x> at+b—zx (T)
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Algebraickymi upravami zjistime, ze hledany parametr x je feSenim kvadratické rovnice

2 PK(T)

y(x) =2"—(a+bx +abZ =0, Z= T+ PR(T)

Pro Teseni tlohy neni nutné explicitné vyjadrovat parameter x. Staci si uvédomit, ze parametr
Z < 1 pouze posunuje parabolu y(z) ve sméru osy y. V extrémnim piipadé Z = 1 ma
rovnice y(x) = 0 dvé feseni x1 = a a x5 = b. V redlné situaci kdy Z < 1, je celd parabola
posunuta smérem doli, pricemz veétsi koren se posune jesté vice doprava a tedy bude vétsi
nez max{a,b}. Nemuze tedy byt skutecnym fesenim chemické rovnovihy. Odtud, chemické
rovnovaze odpovidd pouze mensi z obou kofenti rovnice y(x) = 0. Toto FeSeni je mensi nez
obé pocatecni hodnoty moli a a b. Nyni pokud zvysime tlak, zvySime tim i parametr Z a
koten rovnice y(z) = 0 odpovidajici chemické rovnovaze se posune v kladném sméru k obéma
pocatecnim hodnotdm mold a a b. Vzroste tedy hodnota parametru x ale dojde k poklesu
celkového poctu moli chemické smési (n=a-+b-x). Chemickéd smés tedy opét zareagovala na
zvyseny tlak zmensenim celkového poctu moll a tedy i snizenim celkového objemu.
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Kapitola 5

Statistické soubory a jejich aplikace
na klasické Hamiltonovské systémy

V této ¢asti nyni ziroc¢ime tsili, které jsme vlozili do porozumeéni zakladim pravdépodobnosti,
statistiky, nejpravdépodobnéjsiho rozdéleni a termodynamiky. Nasim cilem je syntézou po-
znatku z predchozich kapitol vybudovat rizné statistické soubory. Mnozné ¢islo tu neni
pouzité omylem, nebot statistickych souborti je celd fada. Ktery z nich zvolit vidy zavisi
na vlastnostech studovaného systému. Hlavnim ulohu v této volbé sehrava fakt, jak je dany
systém otevieny ke svému okoli. Okoli je modelovano jako lazen s fixnimi intenzivnimi para-
metry jako je teplota, tlak, chemicky potencidl, nebo tfeba tihlova rychlost rotujici nadoby,
v které se plyn nachézi, a dalsi. Otevienosti systému vii¢i okoli pak mame na mysli, jaké ex-
tenzivni veli¢iny si s timto okolim muze systém vymeénovat a nebo presnéji, které z veli¢in si
s okolim vymeénuje vyznamnym zpusobem a které vymény extenzivnich veli¢in zanedbavame
(razné typy izolace systému vici okoli jsou vzdy do jisté miry nasi idealizaci). Typicky jde
napiiklad o vyménu energie v podobé tepla, vyménu objemu napiiklad pii pohyblivém pistu,
vymeénu castic s okolim nebo vyménu hybnosti ¢i momentu hybnosti s okolim. Pro okoli musi
byt vyména téchto extenzivnich veli¢in zanedbatelna vzhledem k jeho celkovym hodnotam
techto extenzivnich veli¢in, aby hodnoty intenzivnich parametri, které charakterizuji lazen,
zustava-li béhem vymeény konstantni. Napriklad dochazi-li k vyméné tepla mezi studovanym
systémem a okolim o teploté 7', mohou byt relativni fluktuace energie z pohledu studovaného
systému veliké, ale pro tepelnou lazen tvorici okoli jsou zanedbatelné. Jinymi slovy, tepelna
kapacita okoli musi byt vzhledem k tepelné kapacité systému obrovska a teplota okoli se
diky tomu prakticky neméni. Podobné pokud si systém vyménuje objem s okolim, musi byt
objem okoli mnohem vétsi nez je objem systému. Tlak uvnitt tohoto okoli pak ztstava v
ramci téchto vymeén objemu témér konstantni.

Ke kazdé fluktuujici extenzivni veli¢iné systému mame tedy vztazeny jeden intenzivni
parametr okoli a tyto parametry kontroluji stfedni hodnoty fluktuujicich veli¢in systému.
Rizny vybér téchto fluktuujicich velicin, tj. zptsobu interakce systému s okolim, vede ke
konstrukei riiznych statistickych soubori. V rdmeci téchto cviceni zkonstruujeme ¢tyti rizné
statistické soubory (ty nejcastéji pouzivané) a aplikujeme je na Feseni tloh uvedenych v
posledni ¢asti této kapitoly.
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5.1 Statisticky soubor a jeho vlastnosti

Dtive nez zacneme s konstrukei konkrétnich statistickych souborti, si ukazeme nékteré vlast-
nosti obecného statistického souboru. Uvazujme fyzikalni systém s diskrétni mnozinou mik-
rostavll v € (2. Systém ma zadané stfedni hodnoty funkei A; definovanych na mikrostavech.
Pripomenme, ze nejpravdépodobnéjsi (rovnovazné) rozdéleni mikrostavii ma v tomto pripadé
tvar

kde Z je parti¢ni suma

Z({N}) =D exp (— Z)\jA;’> :
veQ J

Odvodime si nyni nékolik velmi dtlezitych vztaht, které z tvaru nejpravdépodobnéjsiho

rozdéleni plynou. Ukazuji, ze vétsinu informaci o systému muzeme ziskat i bez znalosti nej-

pravdépodobnéjsiho rozdéleni, a sice pfimo z partiéni sumy. Zaroven, jak uvidime, jsou tyto

vztahy dilezitym mostem mezi statistickou fyzikou a termodynamikou.

V tomto bodé povazujeme za dulezité zduraznit, ze particni suma je v téchto vztazich
chapana jako funkce nezavislych Lagrangeovych multiplikdtord A;. My brzy uvidime, Ze
Lagrangeovy multiplikatory jsou funkcemi intenzivnich parametrti charakterizujicich okoli.
Tyto funkce intenzivnich parametri uz pak nezavislé nejsou. Zde ale nésledujici vztahy
funguji skute¢né jen, pokud v nich Lagrangeovy multiplikdatory vystupuji jako nezavislé
promeénné.

1. Stfedni hodnoty se vyjadii derivaci logaritmu Z podle prislusného Lagrangeova mul-
tiplikatoru:

olnZ 107 1
= = = —ZAZ— exp (—Z)\'Av-) = —ZAZU) = _<Ai>' (5-1)
X Zox 5 7 7

Staci tedy spocitat partiéni sumu a sttedni hodnoty dostaneme pohodlné pomoci tohoto
vztahu.

2. Diferencial entropie se vyjadii pomoci diferencidla d(A;):

dS = kd(InZ)+ kd (Z Aj<Aj>) =k %d& + kD" (\d(A) + (A;)dN)

= kZ&d(Aj)‘ (5.2)

Jde o velmi dilezity vztah, ktery ndm umoznuje identifikovat vyznam Lagrangeovych
multiplikatori. Skutecné, nejpravdépodobnéjsi rozdéleni popisuje systém v rovnovaze.
Diferenciél entropie proto popisuje zménu entropie mezi dvéma infinitezimalné blizkymi
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rovnovaznymi stavy. Z pohledu termodynamiky, jde tedy o zménu statistické entropie
pri kvazistatickém procesu. Ztoznime-li nyni statistickou entropii s termodynamickou
entropii, muzeme vztah (5.2)) prepsat do tvaru

0Q = TdS = 3 (KT);) d(A;).

Vztah vyjadruje, jakym zplsobem se infinitezimalni mnozstvi tepla dodané pti kva-
zistatickém procesu do systému prerozdéli na zmény extenzivnich veli¢in. Prvni princip
termodynamiky pro kvazistatické procesy ale také urcuje, jak se infinitezimalni
mnozstvi tepla dodané do systému pii kvazistatickém procesu prerozdéli na zménu
vnittni energie a vykonanou préci, tedy také vyjadrené pomoci zmén stejnych ex-
tenzivnich veli¢in. Z porovnani obou diferencidlnich forem identifikujeme jednotlivé
Lagrangeovy multiplikatory jako funkce intenzivnich parametri. Jde o obecny postup,
jehoz aplikaci si ukazeme na konkrétnich statistickych souborech.

. Entropie rovnovazného rozdéleni je dana souctem In Z a stfednich hodnot pozorova-
telnych vynasobenych prislusnymi Lagrangeovymi multiplikatory:

S = —kavlnwW——kavln(lexp( Z/\AV))
v
= kInZY w,+kY N wA]
vy j vy

Vztah muzeme prepsat do tvaru
J

Prava strana pripomina néjaky termodynamicky potencial a taky tomu, jak uvidime,
vzdy bude. Pomoci tohoto vztahu prejdeme od partiéni sumy k odpovidajicimu termo-
dynamickému potencidlu a nasledné k dalsim termodynamickym velicindm.

. Kovariance (mira zavislosti dvou pozorovatelnych veli¢in) je ddna druhou derivaci In Z
podle prislusnych Lagrangeovych multiplikatort

Pmz 9 (19Z\ 1 &#Z 109207
NN, O \ZON ) T Zonon, 2200
1 102\ (1087
_ Y AL _ v\ _ (L 1
- ;AzAjZeXp< %:AkAk> (Zﬁ/\z) (Z@A,-)
= (AiA;) — (A)(4;) = (AAAA)). (5.4)
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D.

Variance je specialni pripad predchoziho vztahu pro i = j,

?InZz

o = D) — (A = (aa”. (55)

Snadno se sami presvédcite, ze vSechny uvedené vztahy zistanoou v platnosti i pro
systémy se spojitou mnozinou mikrostavi.

Postup pri konstrukei statistickych souborti je vlastné vzdy stejny a lze jej shrnout do
nasledujicich bodi.

Nejdfive musime urcit mnozinu mikrostavit daného systému.

Déle musime urcit, které z extenzivnich veli¢in (energie, pocCet Castic, objem,...) si
systém vymeénuje s okolim. Tyto pak vystupuji v popisu jako nahodné velic¢iny, u nichz
zname pouze jejich stfedni hodnoty kontrolované intenzivnimi parametry okoli (tep-
lota, chemicky potenciél, tlak,...). Ostatni extenzivni veli¢iny, u kterych nedochézi k
vymeéné s okolim, vystupuji v popisu jako konstatntni parametry. Mize se tak stat,
ze v nékterém statistickém souboru dand extenzivni veli¢ina vystupuje jako ndhodna
veli¢ina a v jiném jako parametr. Napriklad v statistickém souboru pro plyn v pevné
dané nadobé bude objem vystupovat jako parametr, ale v souboru pro plyn v nadobé
s pohyblivym pistem ¢i v baléonku jako ndhodna pozorovatelna.

Urcime rovnovazny stav, tj. nejpravdépodobnéjsi rozdéleni. Spocitdme parti¢ni sumu,

zikalnich systémii, mezi néz patii idedlni plyny.

Urcéime fyzikalni vyznam Lagrangeovych multiplikdtori porovnanim vztahu pro dife-
rencial entropie s prvnim principem termodynamiky pro kvazistatické procesy
upraveny pro dany systém. Nékdy to ale znamend, Ze musime najit vztah pro
praci, kterou dany systém konda. To nemusi byt vzdy jednoduché.

Stredni hodnoty nahodnych veli¢in, jejich fluktuace atd. pak uré¢ime pomoci vztahti

B0, 69 a B3

Prislusny termodynamicky potencial a z néj plynouci termodynamické veli¢iny dosta-

neme ze vztahu (j5.3)).

V réamci cviceni vynechdvame mikrokanonicky soubor, ktery je pro TeSeni tloh ze sta-
tistické fyziky velmi neprakticky. Resent i téch nejjednodussich tloh je v mikrokanonickém
souboru velmi komplikované a je tedy vhodné jej demonstrovat na néjaké tloze spise v ramci
prednasky.
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5.2 Kanonicky soubor

V kanonickém souboru predpokldadame, Ze systém si vyménuje s okolim pouze energii v po-
dobé tepla. Energie systému je jedind ndhodna veli¢ina, kterou uvazujeme. Vsechny ostatni
veli¢iny, které dany studovany systém popisuji, jsou povazovany v ramci kanonického systému
za konstatni. Muze jit o objem, pocet ¢astic, magnetizace systému a dalsi, to zalezi na stu-
dovaném systému. Predpokladejme opét, Ze v indexuje mikrostavy studovaného systému a
E, je energie mikrostavu . Formalné budeme tedy situaci popisovat, jako kdyby systém
meél diskrétni mnozinu mikrostavii. Nicméné jde jen o formalni popis. Pokud bude mit
systém spojitou mnozinu mikrostavi, pravdépodobnostni rozdéleni se zméni na hustotu
pravdépodobnosti a suma pres mikrostavy prejde na integral. VsSe ostatni ztstava stejné.

Predpokladame nyni, ze stfedni hodnota energie — vnitini energie U je znama a prislusny
Lagrangetv multiplikator k této podmince se standardné oznacuje jako 3

U=(E)=YEw, ... B

Rovnovazné kanonické rozdéleni mikrostavi ma tvar
1
Wy = 7~ XP (=BE,), (5.6)
K

kde
Zk(B) =) _exp(—BE,) (5.7)

je kanonicka parti¢ni suma. Vnitini energie je urcena vztahem (5.1|)

_81nZK
B

Nyni urcime fyzikalni vyznam Lagrangeova multiplikatoru 8. Vyjdeme z diferencialu entropie
(5.2), ktery mé v tomto piipadé podobu

U =

dsS = kBdU.

Prvni princip termodynamiky pro systém, kde vSechny extenzivni veli¢iny jako je objem,
pocet ¢astic a magnetizace, atd (kromé energie) jsou konstatni, ma tvar

0Q =TdS = dU + udN +§W, = dU.
=0 =0

Porovnanim téchto diferenciali dostavame vztah § = ,%T Lagrangetv multiplikator # ma
tedy vyznam inverzni teploty, jeho rozmér je [3] = J~!. Parti¢ni suma i pravdépodobnostni
rozdéleni jsou tedy bezrozmérné.

Ze vztahu (5.3) dostaneme pro entropii rovnovazného rozdéleni kanonického souboru
vztah

1
S:kanK+TU.
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Snadno nahlédneme, ze kanonicky soubor, resp. jeho particni suma, je svazan s termodyna-
mickym potencidlem volnou energii

—kTInZyx =U—TS =F. (5.8)

Pokud studovany systém ma definovany objem a tlak je stavovou funkci tohoto systému,
miuzeme jeho stavovou rovnici ur¢it z Maxwellova vztahu

oF
r=- (av)m'

5.2.1 Klasicky idealni plyn

Dilezitym fyzikalnim systémem objevujicim se v nejriznéjsich variantach tloh je klasicky
idealni plyn, ktery je tvofen identickymi klasickymi neinteragujicimi ¢asticemi. Prostor mik-
rostavil jedné ¢astice je jeji fazovy prostor X; =I', pro soubor N ¢astic pak plati

X=I'xIx...xI'=Ty.
N x

Mikrostav plynu slozeného z fixntho poc¢tu N jednoatomovych molekul je charakterizovan
usporadanou 2N-tici vektort souradnic a hybnosti (q,p) = (¢1, 91, @2, D2, - - -, G, PN, ), kde
¢ = (gi1, @i, @i3) je vektor polohy i-tého atomu a p; = (pi1, P2, Pi3) je vektor hybnosti i-tého
atomu.

To co jsme ale doposud popsali jsou mikrostavy klasickych ¢astic. Ve skutecnosti se jed-
notlivé castice plynu ridi kvantovymi zdkony mikrosvéta, nic jako klasicka ¢astice neexistuje.
My ale presto si chceme udrzet moznost studovat statistické chovani velkého poctu ¢astic
plynu pomoci klasického popisu mikrostavii, nebot je to mnohem jednodussi. Ukazuje se,
ze pro tzv. klasickou limitu pozadujici nizkou hustotu ¢astic a vysokou teplotu, to mozné
je. V ramci podminek této klasické limity tedy mluvime o klasickém idedlnim plynu, mimo
né lze plyn popisovat pouze jako kvantovy. Nicméné tato klasicka limita, kdy prechazime
od kvantového popisu ke klasickému, vyzaduje uré¢itou korekci. Vsude, kde integrujeme pres
néjakou mnozinu klasickych mikrostavi (stfedni hodnoty) je nutné integracni faktor dqdp
nahradit integra¢nim faktorem dqdp/(h3N¥ N!), tj.

dqdp

A;qujp)dqdp-—+lA:FKq,p)Engﬂ,

kde h = 6.62607015 x 107**[J.s] je Planckova konstanta a dqdp = [, dgdp;. V obecném
piipadé je vyraz, kterym se déli integracni faktor dqdp, roven h°Nye,, kde s je pocet
stupnii volnosti systému ¢astic a Ny, je poCet permutaci ¢dstic, ktery neméni stav ne-
rozlisitelnych identickych castic v souboru. Pokud mame napiiklad systém sklddajici se ze
dvou rtznych plynt s N; a N, Casticemi, bude tento délici faktor h3V1+N2) N IN, ! nebot
¢astice ruznych plynii nejsou identické, jsou rozlisitelné a jejich vzajemnou zaménou vznika
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novy stav. Rozmérovou analyzou se presvédcime, ze takto modifikovany integrujici faktor je
vzdy bezrozmérny.

Idedlni plyn znamend, ze ¢astice spolu navzajem neinteraguji. Celkovy hamiltonian Hy(q, p)
je tedy dan prostym souctem hamiltoniant jednotlivych c¢astic, neobsahuje zadné interakcni
¢leny, které by zavisely na soutadnicich vice ¢astic (naptiklad vzédjemné vzdélenosti ¢éstic).
Vsechny ¢éstice jsou identické, maji tedy stejny hamiltonidn H (g, ;) a my dostavame

N
Hy(a,p) = >_ H(q;, ). (5.9)
j=1
Hustota pravdépodobnosti wy(q, p) popisujici rovnovazny stav kanonického souboru je nej-
pravdépodobnéjsi (rovnovazné) rozdéleni N ¢astic plynu na jejich fdzovém prostoru I'y,

wx(a,p) = o exp(~BH(a,p)
K
kde Zk je kanonicka parti¢ni suma (Maxwell-Boltzmannnova statistika). Zde ale pozor,
nebot zména integracniho faktoru upravuje i particni sumu a hustota pravdépodobnosti tak
zustava spravné normovand na jednotku. Odtud dostdvame kanonickou partiéni sumu pro
klasicky plyn ve tvaru

1

2K = 1AV N

/eXp (—BHx(q,p)) dqdp. (5.10)

INY

Pro neinteragujici ¢astice s hamiltonianem (5.9) se da partiéni suma déle zjednodusit

N
1 1 N o 1
T

kde z oznacuje jednocasticovou particni sumu

1
T

z

[ exp (~BH(. 7)) ddp (5.12)

r

Dostavame tzv. korigovanou Maxwell-Boltzmannovu statistiku. Mozna si nyni kladete otazku,
zda byly tyto korekce integrujiciho faktoru a partiéni sumy viitbec nutné. Ve vypoctu stredni
hodnoty libovolné ndhodné veli¢iny F'(q, p) se totiz tyto korekce navzajem vyrusi

(Fla.p) = b e (-0Hy(a.p) Fla.p) e
[ exp (~BHy(a,p) 1wy |

Stredni hodnoty vSech veli¢in a tedy i jejich kovariance a variance zustavaji touto korekci
nepoznamenany. Mé tedy tato korekce néjaky zasadni efekt? Ano ma ve vypoctu veli¢in,
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které zavisi nelinedrné na hustoté pravdépodobnosti. Takovou veli¢inou je entropie. Diky
této korekci a s pouzitim Stirlingovy formule se objevi v entropii novy ¢len —k£N In N, na
ktery jsem narazili jiz u termodynamické entropie . Tento ¢len je odpovédny za aditivitu
entropie. Pokud by jsme tedy tuto korekci neudélali, entropie by nebyla aditivni a dospéli by
jsme k tzv. Gibbsovu paradoxu.

Zavérem je dilezité zduraznit, ze tato korekce 1/(h®*Nperm) se aplikuje pouze u klasického
systému céstic.

5.3 Grandkanonicky soubor

Grandkanonicky soubor si ve srovnani s kanonickym souborem mitize s okolim vyménovat
nejen teplo ale i ¢astice. Nahodnou veli¢inou je nyni energie a pocet ¢astic systému. Popis
mikrostavu grandkanonického souboru tedy musi zahrnovat i pocet castic daného mikrostavu.
Ptirozenou volbou je nejdiive zvolit pocet castic daného grandkanonického mikrostavu, ¢imz
se dalsi popis mikrostavu stava popisem kanonického mikrostavu. Libovolny mikrostav grand-
kanonického souboru w lze tedy zapsat jako

W= (N,7N>7

kde vy je mikrostav kanonického souboru s N casticemi. Rozsah poctu castic v popisu
grandkanonického mikrostavu je dan fyzikalnim systémem, ktery studujeme. Proto jej v
sumach nijak neupfesnujeme.

Nyni predpokladame znalost stfednich hodnot energie a poctu ¢astic. Lagrangetv mul-
tiplikator k energii opét oznac¢ime 3, k poctu cCastic se standardné voli Lagrangetuv mul-
tiplikator jako —«

U=(E) = Y BEpwye ... B
N?’YN

(N) = > Nuwn,y —a.
N"YN

Rovnovazné rozdéleni mikrostavi w = (NN yy) grandkanonického systému mé tvar

1
WNyy = 7G exp (_BEWN + OZN) ) (513)

kde Zg je grandkanonickd particni suma
Zg =Y exp(—fE,, +aN)=> exp(aN)> exp(—BE,,) =Y exp(aN)Zg(N).
N YN N

NN
(5.14)
Zk(N) je kanonickd partiéni suma souboru N Castic.
Vnitini energie plynu a stiedni pocet ¢astic se uréi pomoci vztaht (pro zjednoduseni
zépisu budeme psat misto (N) pouze N)

8anG aanG
= — N = .
o= (%), v (),
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Fyzikalni vyznam Lagrangeovych multiplikdtori «, 5 opét uréime ze vztahu pro diferencial
entropie rovnovazného rozdéleni (/5.2))

dS = kBdU — kadN.

Z prvniho principu termodynamiky pro kvazistatické procesy pri konstantnich ostatnich ex-
tenzivnich parametrech zaroven mame

0Q = TdS = dU — pdN + §W, = dU — udN.

=0
Porovnanim koeficenti v obou diferencialnich formach dostévame

1 P
B—ﬁ, a_ﬁ

Lagrangetuv multiplikdtor « je bezrozmérny v souladu s tim, ze o odpovida vazbé na stiedni
pocet castic, ktery predstavuje bezrozmérnou veli¢inu. Ze vztahu a je vidét, ze
grandkanonicka partiéni suma i rozdéleni jsou bezrozmeérné.

Pro entropii grandkanonického souboru dostavame z (|5.3))

1 %
S—kjh’lZG—}—TU—TN,

z ¢ehoz snadno vyjadiime grandkanonicky potencial
—kTInZg=U—-TS5 — uN = .
Odtud uréime stavovou rovnici plynu, protoze plati vztah

Q=—-PV=—kThhZ. (5.15)

5.3.1 Klasicky idealni plyn

Uvazujme opét klasicky plyn slozeny z identickych ¢astic. Pocet jeho ¢astic mize byt libo-
volny. Grandkanonickd partiéni suma ziskava v jeho pripadé prekvapivé jednoduchy tvar

“+o0o +0o0 1 +o0o 1 N
Za=Y eNZg(N)=Y e Nﬁ(Z)N: > m(e z)",
N=0 N=0 N=0
nebot suma se d4 snadno secist (je to Taylortiv rozvoj exponenciely)

Zg = exp (ze), (5.16)

kde z je jednocasticova particni suma ([5.3)).
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5.4 Izotermicko-izobaricky soubor pro klasicky plyn

Uvazujme nyni klasicky plyn s konstantnim poctem ¢astic N, ktery si miize s okolim vyménovat
teplo a objem. Obé tyto veli¢iny jsou nahodnymi pozorovatelnymi, jejichz stfedni hodnoty

jsou kontrolované teplotou a tlakem okoli 7" a P. Parametry izotermicko-izobarického souboru

jsou tedy T, P, N, coz jsou prirozené proménné Gibbsova potencidlu (viz. kapitola .

Podobné jako u grandkanonického souboru je vyhodné popsat mikrostav w izotermicko-

izobarického souboru tak, Ze nejdrive nastavime objem mikrostavu V' a déle jiz mikrostav

popiseme jako kanonicky mikrostav (q,p) € I'n(V) s fixnim objemem V', tj. w = (V, (q, p)).

Predpokladdme, Ze objem systému je spojity a neni nikterak omezeny. Oznacme Lagrangetv

multiplikdator odpovidajici stfedni hodnoté energie S a stfedni hodnoté objemu ~

“+00
dqdp
U=(E) = [av| [ Hx(ap)e(V.q.p) 558 ,
3NN
0 \FN(V)
V) = /dV / Vu(V,a,p) 1 N
0 \"v (V)

(5.17)

Hy(q,p) je hamiltonian N ¢astic v objemu V. Parti¢ni suma izotermicko-izobarického sou-
boru je potom rovna

4o dqd i
7 /dveﬂv / efﬁHN(QJ))% = /eiWVZK(Nv v)d‘/u
0 N(V) . 0

kde Zk(N,V) je kanonickd parti¢ni suma pro N &astic plynu v objemu V' (/5.10]). Vnitini

energie plynu a stfedni objem se uré¢i pomoci vztahti

U:_<aan> ’ V:_<8IHZ> ‘
ap y 0y 3

Pro jednoduchost zépisu piseme V' misto (V).
Urcime fyzikalni vyznam Lagrangeovych multiplikdtora § a ~. Vyjdeme z diferencidlu
entropie rovnovazného rozdéleni

dS = kBdU + kvydV.

Protoze je pocet ¢astic plynu konstani, pro diferencial vnitini energie plati

1 o
dU = —dS — LdV = TdS — PdV.
kB 5

Musi tedy platit



Rozmér Lagrangeova multiplikdtoru v je tedy [y] = m™3. To koresponduje s tim, Ze 7 je
Lagrangetv multiplikator vazby na stfedni hodnotu objemu. Entropie rovnovazného rozdéleni
je rovna

~ 1 P
S=klnzZ+=U+ =V.
n —|—T +T

Odtud snadno vyjadiime Gibbstv potencidl
~kTlZ=U~-TS+ PV =G.

Stavovou rovnici plynu ur¢ime ze vztahu pro stfedni hodnotu objemu.

5.5 Statisticky soubor pro plyn v rotujici nadobé

V této ¢asti se budeme zabyvat klasickym idealnim plynem uzavienym v rotujici nadobé. Ro-
tujici nddoba s momenty setrvacnosti Iy, I, I3 se otaci kolem vybrané osy tithlovou rychlosti
& = (w1,ws,ws). Plyn je v tepelné rovnovaze se sténami valce o teploté 7' a ma konstantni
pocet molekul N. V dusledku interakce molekul se sténami nddoby si plyn vymeénuje mo-
ment hybnosti s nddobou. V dusledku toho je moment hybnosti plynu L néhodna veli¢ina
a jeji stfedni hodnota <[_:) je obecné nenulova. Zde si dovolime mensi odbocku. Nabizi se
myslenka, ze ve skuteCnosti i s nerotujici nddobou si plyn vymeénuje moment hybnosti, a
tedy by jsme tuto ndhodnou pozorovatelnou méli vzdy zahrnout do popisu statistického sou-
boru pro plyn v niadobé. Tedy i do kanonického souboru, nebot potla¢it vyménu hybnosti
mezi plynem a okolim nejde. Jak ale uvidime za chvili, pro nadobu, ktera je v klidu, je
vysledné pravdépodobnostni rozdéleni identické s kanonickym rozdélenim. Nicméné pokud
chceme pocitat fluktuace momentu hybnosti plynu v nerotujici nddobé, je snazsi diky vztahu
pocitat je v statistickém souboru pro plyn v rotujici nddobé s & = 0.

Ke kazdé slozce (L;) (i € {1,2,3}) tohoto vektoru stfednich hodnot je nutné zavést
prislusny Lagrangetv multiplikator \;, které budeme dohromady oznacovat vektorem X. Rov-
novazné rozdéleni mikrostavi plynu v rotujici nadobé je dano vztahem

exp |[~fHy(a,p) — An(a,p)] .

1
wy(q,p) = 7
rot

s parti¢ni sumou ve tvaru

1

Z’I”Ot = N'hBN

/ exp [~BHy(a, p) — ALx(q, p)| dadp,

'y

kde L ~n(q, p) je celkovy moment hybnosti plynu, jehoz stav je popsan mikrostavem (q,p) €
I'y. Pozor, zde je mikrostav totozny s mikrostavem v kanonickém souboru, nebot moment
hybnosti je polohami a hybnostmi jednotlivych castic uréen. Pro neinteragujici plyn, kdy
Hy(q,p) = XN, H(q, i) a EN(q, p)=>N", [j(q_;,ﬁi), lze opét particni sumu napsat pomoci
jednocasticové partiéni sumy



kde z ma nyni tvar .
2= [ exp[-BH (@) ~ XL(q.§)] didp.
r
H(,p) a L({,p) jsou opét jednotasticovy hamiltonidn a moment hybnosti.

Nyni musime urcit fyzikalni vyznam Lagrangeovych multiplikatori. Podobné jako v pred-
chézejicich pripadech vyjdeme z prvniho principu termodynamiky d@Q) = dU + dW. Predpo-
kladejme, ze cely systém (plyn + nadoba) je tepelné izolovany, neptisobi na néj vnéjsi sila a
nadoba nemiize ménit své rozmeéry. Jediny zptisob, kterym muze plyn uvniti nadoby konat
praci, je na tukor rotacni kinetické energie nadoby. Kinetickou energii rotujiciho télesa lze
psat ve tvaru

by =

DN | —

3
Z (£1)2 / [i7
i=1
kde £ jsme oznacili moment hybnosti nadoby. Praci plynu mizem tedy vyjadrit jako

3 p ~
AW = dE, =Y %dﬁi — JdL.

i=1 "1

Posledni rovnost plyne ze vztahu L= (Iw1, Iows, Isws). Nevyhodou takto odvozené prace
plynu je, Ze je vyjadfena pomoci momentu hybnosti nddoby. Staci si ale uvédomit, ze celkovy
moment hybnosti plynu a nadoby musi byt konstantni (E +L = const.), a tedy pro vzajemnou
zménu momentu hybnosti plynu a nddoby dostavame dl = —dL. Ve vysledku tedy dostavame

dQ =TdS = dU — &dL.
Porovnanim pravé ziskaného vztahu se vztahem pro diferencial entropie rovnovazného rozdéleni
dS = kBdU + kXdL

dostavame, ze musi platit
1

kT’
Pokud je tedy naptiklad nadoba v klidu, je A = & = 0 a my dostavame v souladu s nasim
oc¢ekavanim rovnost rovnovazného rozdéleni kanonického souboru a souboru pro plyn v ro-
tujici nddobé.

Vnitini energie a moment hybnosti plynu uréime ze vztaht

U— (8111 th> 7 L= (81n th> ‘ (5.18)
op 5 O\ B

Entropii 1ze spocitat ze vztahu

B = p——

1 1_-
— 1 Z 71]_7"1.
S =kIn rot W
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5.6 Priklady

Priklad 5.1. N molekul klasického idedlniho plynu je v objemu V' pii teploté T. Najdéte
kanonickou parti¢ni sumu Zx, stavovou rovnici, vnitini energii a tepelnou kapacitu plynu.

Navod: Nejdiive urcime jednocasticovou partiéni sumu z. Jednocasticovy fazovy objem
splituje I' = V' x R3. Podle piedchoziho uréime z jako

3
dS d3 =2 2
z :/ z?, P exp[-BH(G.0)] = };/dz”q/d?’pexp [—gﬂ = ;‘; (/dpeXp [—gf;]) -
\% R3 R

r

Jednocésticova parti¢ni suma z je tedy imérna soucinu t¥i Gaussovych integralti a dostavame
tedy

Kanonicka parti¢ni suma tedy spliuje

VN 2mm N
2K = gy (g) :

kde podle kapitoly ﬂ mame [ = ﬁ Vnitini energii U najdeme ze vztahu U = —9InZk

55
Povsimneme si pritom, ze Z je soucin nékolika ¢lent obsahujicich rizné parametry (V, 3, 751,)
- aplikaci logaritmu se tento soucin zméni na soucet logaritmu jednotlivych ¢lent. Protoze
nas zajima parcialni derivace podle parametru 3, jediné dulezité ¢leny jsou ty, které obsahuji
B a pro vypocet U tedy muzeme uvazovat In Zx ~ —% In 3 a tedy:

OlnZx 3N 3
= = = °NET.
9B 28 2

Odtud také snadno dostaneme tepelnou kapacitu Cy jako

oU 3
- (2] =Z:Nk
= {3r),, 7"

U=-—

Pro urceni stavové rovnice nejdfive spoc¢itame volnou energii F/(T,V, N), k cemuz pouzijeme
vztah (5.8):

N

(27rka)3N> =

(5.19)
- ‘;’Nk;T In (27mkT) — NET IV + kT'In (N1h*V) .

Odtud uz snadno uréime tlak P jako
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p__(OF\ _NkT
~ v/, vV

Priklad 5.2. Idedlni ultrarelativisticky plyn je v objemu V' pfi teploté T a ma chemicky
potencial p. Najdéte grandkanonickou partiéni sumu Zg, stavovou rovnici, stfedni pocet
¢astic a vnitini energii.

Navod: Stejné jako v predchozim prikladu za¢neme uré¢enim jednocasticové partiéni sumy
z. Relativisticka energie ¢astice ma tvar

E = \/m3c* + p2c2.

Ultrarelativisticka limita nastane v pripadé, ze clen mic? piislusny klidové energii je
zanedbatelny vici kinetické energii ¢astice a tedy E =~ /p 02 |p]le. Hamiltonidn ultrare-

lativistické ¢astice mé tvar H(q,p) = |plc = \/p? + p3 + pic. Jednolésticovou partiéni sumu
ur¢ime prechodem ke sférickym souradnicim a substituci vedouci na I' funkei:

dS d3
i= [ S e |-aVit B+ = 5 / dp [ a8 [ dop? sin6 expl- ) =

VxR3
a7V 1 A7V _ AnV 8tV
—t] = I = /d .
(5.20)
Podle (5.16) tedy grandkanonicka partiéni suma Zg spliuje
8tV
Za = exp e“z] = exp [ea(ﬁch)?’} ,
kde g = = a a = £. Stfedni pocet ¢astic nalezneme pomoci In Zg = ez jako
In Z, kT)3
N (%6 _ e, JSTVRTY (5.21)
o /) (ch)3

Plati tedy N = In Zg = e“z. Podobné ur¢ime vnitini energii, kde vyuzijeme vysledku (/5.21)):

Oln Z(;> 0z  3e%z
U=- = —e%— = = 3NEKT.
( aB ), op B

Stavovou rovnici urc¢ime ze vztahu (5.15)) jako

Q=—-kT'InZg =—-NET =—-PV = PV = NKT,

nebo alternativné jako parcialni derivaci

o0 0 w1 87V (KT)? kTe*z  NkT
<av>T (av <k P [kT] (chps )). % v
M M

ol




Priklad 5.3. N molekul klasického idedlniho plynu ma teplotu 7" a tlak P. Najdéte particni
sumu Z izotermicko-izobarického souboru, stavovou rovnici a vnitini energii.

» N z v vN 2mm %N v/ . .
Néavod: Podle piikladu 5.1. vime, ze Zr (V) = wyaw (T) . Parti¢ni suma izotermicko-
izobarického souboru Z tedy splnuje

i 1 (2nm\?Y T
5 _ -V _ mm N_—V _
2= Jare )= e (52" T
0 0
3N 9 3N
1 (27rm>2 1 / N o 1 (27rm>2 1
Nt — i I(N+1) = (5:22)
11,3N N+1 11,3N N+1
N!'h 153 vy / N'h I6] y

W

1 /2rm\ 2" 1
hSN B 7N+1’

pricemz (8 = ﬁ ay= %. Odtud snadno ur¢ime vnitini energii:

Oln Z 3
U:—( 93 )7:2(N+1)kT.

Podobné jako v predchozich prikladech, pro urceni stavové rovnice pouzijeme vztahu mezi
izotermicko-izobarickou parti¢ni sumou a jistého termodynamického potencialu, v tomto
pripadé Gibbsova potencidlu:

G=—kTInZ = k:TNln’H—ngNlnﬁ—l—C’: KTNIn P — ZlnkTJrC,

a plati tedy

v <8G> _ kT(N+1)
oP TN P
Pro velké mnozstvi ¢astic je vsak N +1 ~ N a vyslednd vnitini energie a stavova rovnice
jsou tedy prakticky rovné vnitini energii a stavové rovnici kanonického souboru z prikladu
5.1. Pro¢ tedy tesit tlohu v izotermicko-izobarickém souboru? Na rozdil od kanonického

souboru se z néj dozvime nejen stiedni hodnotu objemu, ale i fluktuace objemu.

Priklad 5.4. Soubor N klasickych jednorozmérnych harmonickych oscilatortu je v tepelné
rovnovaze s rezervoarem o teploté 7. Urcete kanonickou parti¢ni sumu souboru a vnitini
energii.
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Navod: Pro jednocasticovou partiéni sumu z plati

dgd dqd, 2 202
z:/ thexp[—BH(q,p)] = hp exp [—6 <p+mw 1 )] =

2
R2

/dpexp [—] /dq expl Bmw 1 1 \/ 27Tm oﬂ Bhw

Na rozdil od idedlniho plynu jsou vSak harmonické oscilatory rozlisitelné - miizeme si predstavit,
ze sedi na piimce v predem definovanych pozicich, napt. v n € {1,..., N}. Parti¢ni sumu
Zk tedy nebudeme délit permutacnim faktorem N!. Dostavame

N
27 OlnZxy N
A - — _ — NKT.
K (b%w) U op 3 K

Priklad 5.5. N castic klasického idedlniho plynu je uzavieno v nekonecné vysoké valcové
nadobé s podstavou o plose S, ktery je umistén v homogennim gravita¢nim poli. Stény valce
jsou udrzovany na teploté T’ nezavislé na vysce nad povrchem. Urcete hustotu poctu castic
plynu ve vysce h nad povrchem a tlak plynu P(h).

(5.23)

Navod: Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni pro jednu ¢astici ve valci jehoz stény jsou udrzované
na teploté T" ma tvar

S
w(q, p) = ieXp l—ﬁ <2pm + mgqg)] :

Nés vsak zajima pouze pravdépodobnost, ze se Castice nachazi ve vysce h nad povrchem.
Urc¢ime tedy margindlni rozdéleni w(gs) jako

S —
w(gqs) Z/dqldqz/d?’pw(q?ﬁ) = (R d*p exp l—ﬁ;ﬂ]) exp [—fmgqs| =
S R3 3

N exp[—fmgqs],

(5.24)

kde A je normalizacni konstanta, kterou uréime z podminky [ dgsw(q3) = 1. To vede na
R

vyslednou hustotu pravdépodobnosti

w(qs) = fmyg exp[—Pmgqs].

Hustota poctu ¢astic n(h) je tzce svazdna s hustotou pravdépodobnosti w(h) ¢astice
vztahem

n(h)dh
N

= w(h)dh

a odtud plynouci
n(h) = NpBmgexp[—pmgh],
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a tedy hustota poctu castic ve vysce h je

Nmg mgh

Pro urceni tlaku P ve vysce h nelze pouzit stavovou rovnici idedlntho plynu v klasickém
tvaru PV = NET. Divodem je, ze tlak P neni konstantni v celém systému a tedy neni
stavovou veli¢inou. Na vyskovém intervalu (h, h + dh) lze vSak tlak povazovat za konstantni,
roven hodnoté P(h) a tedy stavovou veli¢inou v této oblasti. Pro vélcovou slupku s podstavou
S a vyskou dh tedy plati stavova rovnice idedlniho plynu. Pocet castic v této slupce je roven
n(h)dh. Dostdvame nésledujici stavovou rovnici pro tuto infinitezimalni ¢ast valce

mgh]

P(h)dV (h) = kTdN(h) — P(h)Sdh = kTn(h)dh = Nmgexp [— T

a tedy

Tomuto vztahu se fika barometricka rovnice popisujici zavislost tlaku pro izotermickou at-
mosféru. Lze snadno upravit pro rizné zavistlosti na teploté, napt, adiabaticka atmosféra.

Dostavame se k poslednim dvéma prikladim této kapitoly. Oba dva se tykaji plynové
centrifugy, nastroje vyvinutého pro separaci izotopu prvku v plynném skupenstvi. V prirodé
se prvky vyskytuji v smési izotopii, jejichz jadra maji stejny pocet protont, ale maji obecné
rizny pocet neutroni. Tyto izotopy se tedy lisi nepatrné ve svych hmotnostech, minimané
ve svych chemickych vlastnostech, ale za to zasadné se mohou lisit ve svych fyzikalnich
vlatnostech. Jednou z takovych vlastnosti je jejich stalost. Nékteré isotopy daného prvku
mnohem snéaze podléhaji radioaktivnimu rozpadu nez jiné. Prominentnim prikladem je uran
(28 znamych izotopu), ktery existuje v ptirodé ve dvou zakladnich izotopech: lehéi uran-235
predstavujici 0.72% prirodniho uranu a tézsi uran-238 s koncentraci 99.28%. Nanestésti je
pravé lehéi uran-235 jediny dobre stépitelny prirodni nuklid, jehoz jadro lze snadno rozbit
tepelnymi neutrony. Z tohoto titulu je uran-235 velmi dilezity pro jadernou energetiku a
zbrojni prumysl. Obé odvétvi vSak vyzaduji pro realnou aplikaci mnohem vyssi koncentrace,
jaderné palivo Tadové procenta uranu-235 a jaderné zbrané desitky procent uranu-235. Je
tedy nutné prirodni uran obohatit, tj. pomoci néjaké metody navysit koncetraci ve prospéch
leh¢tho uranu-235, pricemz vzdy vznika i velké odpadni mnozstvi ochuzeného uranu s jesté
nizsi koncentraci uranu-235, ale i ten ma siroké uplatnéni.

K obohaceni uranu se pouzivaji rizné metody, vsechny samoziejmé jsou postavené na
patti obohacovani pomoci plynové centrifugy (metoda navrzena roku 1919 a realizovand po-
prvé 1935 ve Virginii). Typicky (Zippeho typ centrifugy) ma tvar valce o poloméru piiblizné
20cm rotujiciho kolem své osy s frekvenci 1500 otacek za sekundu a vice. Pro srovnani pracka
ma par desitek otacek za sekundu. Povrch plasté centrifugy tak rotuje rychlosti nékolika
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machti, coz predstavuje pro konstrukci radu technickych vyzev. Pravé z tohoto divodu
byla pro komercni vyuziti tato metoda jesté doneddavna nedostupna a vyuzivala se mnohem
méné efektivni plynova diftize vyzadujici asi 60 krat vice energie. Do prostoru centrifugy
je vstrikovana smés izotopt v plynném stavu, v pripadé uranu jde o hexafluorid uranu o
teploté kolem 100°C. Castice plynu interakci s povrchem nadoby ziskavaji moment hybnosti
a v dusledku toho hustota ¢astic neni ve vsech mistech vélce stejna. Pro ¢astice s rtiznou
hmotnosti (rtizné izotopy) se vSak toto rozdéleni nepatrné lisi a diky tomu méme v nékterych
mistech vnittniho prostoru centrifugy vybrany izotop obohaceny a jinde naopak ochuzeny.

Po nezvykle delsim ivodu do problému pristupme konecné k prikladim. Prvni priklad se
zaméruje na zakladni statistické vlastnosti idealniho plynu v rotujicim valci.

Priklad 5.6. Uvazujte N molekul klasického idealniho plynu v rotujicim valci o poloméru
R a vysce D. Valec rotuje kolem své osy symetrie konstatni tthlovou rychlosti w. Plyn je
v termodynamické rovnovaze se sténami valce o teploté T'. Urcete partiéni sumu, vnitini
energii a stfedni hodnotu momentu hybnosti ¢astic plynu.

Navod: Opét nejprve urcime jednocasticovou partiéni sumu, kterd ma nyni tvar
l/d*/d* FLA
z = — [dr exp |—f— — A (T
3 pexp | —f5 P,
O g8

kde symbol [J oznacuje integraci v souradnicich polohy pres cely valec. Nyni mame v iimyslu
upravit argument exponencialni funkce tak, aby jsme dokézali provést nejdrive integraci pres
soufadnice hybnosti. V tom ndm brani vektorovy sou¢in hybnosti a polohy, ktery tam mame.
Vyraz X (7" x p) je ale smiSeny soucin, ktery se nemeéni pri cyklickych permutaci vektoru v
argumentu, a muzeme tedy vektor hybnosti cyklickou permutaci dostat ven z vektorového
soucinu, tj. X(F X p) = ﬁ(X X F) Dostavame

7 = 1/df/d*ex —57’2—*(%@)
h3D 3 P €XP om p

R
— hg/drR[dpeXp [_2m a (pz- +2Epi ()\ X r)zﬂ ,

2 i=1
kde ()\ X F), je 1-ta souradnice vektorového soucinu. Vyraz uvnitt exponenty chceme upravit
(2

na Gaussuv integrél, coz docilime tpravou na ¢tverec

—

)\Xr) m
3

_ 1/d_'/d_’ _ﬁi <,+m(j\'><—’)>2_<'
2 = 53 | d [ dpexp o 2 i 5 r). 5 :

= fjgf[/d'f’iexp M [dpiexp —an pi+@(xxf)i
- R
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Dostali jsme soucin Sesti integralii, z nichz tii pres souradnice hybnosti jsou Gaussovy in-

tegraly
2
/exp <—a(pi + bi)2> dp; = |t = p; +bi| = /exp (—atQ) dt — \/j _ \/?’
R R

kde a = 3/(2m) a b; jsou nezdvislé na integra¢nich proménnych p;. Odtud dostavame

1 <2ﬂ'm> /drexp ()\xr) m

TR\ B 2p

Pro integral pres souradnice polohy musime nyni vyjadrit skalarni soucin XX T, Vime, ze
A=—Pd =—-p£(0,0,w) =(0,0,\,) a A, = —pw, a tedy

—

AXT = (anv)‘z) X (ZE,y,Z) - <_y)\z’x)\z’0)

_ 1 (zmm 3/2/d_’e ﬁ)\z(2+ 2)
=\ J rexp | g (e7+ ) )

Vzhledem k tomu, Ze mnozina, pres kterou integrujeme, je valec a zaroven funkce uvnitt
exponenciely je zavisla pouze na vzdéalenosti | od osy vélce, je vyhodné prejit k cylindrickym

souradnicim: z = r cos(¢p), y =7, sin(¢), 2z = z s jakobidnem transformace J = r
27Tm 9
z=— /dz/d(b/dmexp — 23 )y
2p
T alew(g2)]]

Jednocésticova partiéni suma ma ve vysledku tvar

1 (2mm\** 3 A2R?
e= (gn) 2D [exp (m% ) - 1] (5.25)

a odtud parti¢ni suma souboru pro rotujici plyn je

1 1 (2am\ 2N (2zDB\ Y AR !
TOt(/87 ) N' N - h3N N (?) ( ’]77;)\2 > [exp <m25 > - 1‘| ‘

Nyni s pouzitim vztahi (5.18) spoc¢itdme vnitini energii a stfedni moment hybnosti. Po dosa-
zeni za Lagrangeovy multiplikdtory 8 = 1/(kT) a A\, = —w/(kT') dostdvame v proménnych
Taw

3 mR2w?
2 mR“w
1 — e " 2krT
mR2w
(L) = Npr—dr__ 2NKT
1 — et W
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Je ztejmé, ze stredni hodnoty prvnich dvou slozek momentu hybnosti jsou nulové. Snadno
nahlédnemem 7ze pro vnitini energii plati
3 1
U= _-NkT + —w(L,).
2 2
Vnitini energie rotujiciho plynu je tedy dédna jako soucet vnitini energie plynu, ktery je v
klidu, a rota¢ni energie plynu.

V nasledujicim prikladu se podivame, jakych velkych kvantitativnich zmén koncentraci
izotoptli 1ze dosdhnout v centrifuze.

Priklad 5.7. Uvazujte plyn v rotujicim vélci z piikladu [5.6, Urcete hustotu poctu ¢astic
plynu v zavislost na polohovém vektoru 7. Predpokladejte, Ze v nadobé jsou dva izotopy
plynu s hmotnosti m; < msy. Jaky je pomeér koncentraci izotoptl na ose valce a jeho sténach?
Pro ilustraci uréete zménu pomeéru koncentraci pro hexafluorid uranu UFg, ktery obsahuje dva
izotopy - 2°UFg a 238UFg. Uvazujte odstfedivku o poloméru 20cm rotujici rychlosti 10.000
otacek za minutu. Teplota plynu v odstfedivce je 100°C.

Navod: Hustota poctu ¢astic n(7) je definovana tak, Ze jeji integrace pres libovolnou oblast
A valce nam da pocet Castic v této oblasti a tedy se dd snadno vyjadrit pomoci hustoty
pravdépodobnosti polohy w(7), nebot

A _prfed) = /w(F)dF.

Vyraz Pr(r € A) oznacuje pravdépodobnost, ze vybrana ¢astice se nachdzi v oblasti A.

ProtoZze rovnost je splnéna pro libovolnou oblast A, dostavame n(7) = Nw(7). Hustotu

pravdépodobnosti polohy w(7) déle dostaneme z pravdépodobnostniho rozdéleni ¢éstice w(7, p)
ve fazovém prostoru, protoze plati

dFdp
s

/w(f’)dfz Pr(Fe A) = Pr(Fe ANje RY) = //w(mf)

Vyraz Pr(r € AAp € R?) oznacuje pravdépodobnost, Ze vybrand ¢dstice se nachdzi v oblasti
A a jeji hybnost je libovolna. Opét rovnost musi byt splnéna pro vsechny oblasti valce A a

tedy plati
drdp

n(7) = Nw(F) = /w(ﬁﬁ)?, (5.26)

kde
(77) = Lexp | -BL — K7 )
w\r,p —Z XP om T P
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a jednocasticovou partiéni sumu z jsme jiz spocitali v minulém piikladu (viz vztah (5.25)).
Dosazenim do vztahu ([5.26]) dostavame

drdpr N P o
nF:Nwr:/wF, 7:—/@( —f— = A(r'x drdp. 5.27
= Nulr) = [ = 5 [ew|-p0 - K| a2
R3 R3
Integral pres souradnice hybnosti upravime naprosto stejnymi tpravami jako v predchozim
prikladé. Dosazenim jednocéasticové particni sumy se mnoho clent zkrati a my dostavame

mUJQTi
mwQ exp 2kT

KT D cap (me22) — 1

n(7) = N (5.28)

Vidime, ze hustota pocCtu ¢astic uvniti centrifugy je nerovnomérné rozdélena a zavisi na
hmotnosti castic. Lze tedy ocekavat rizné rozdéleni pro ¢astice riuznych izotopt.

Nyni uvazujme dva izotopy. Ten leh¢i budeme oznacovat indexem 1, tézsi s indexem 2.
Koncentrace ¢ () prvniho izotopu je definovana

ny(7)
n1(7) + na(7)

a podobné pro koncentraci druhého izotopu. Podil koncentraci obou izotopt v daném misté

je po dosazeni z ((5.28)) roven

— mow?R2
ci(r)  ma(r)  Niymy exp <(m1 — mg)w%ﬁ) exrp (722,@ ) -1

C2<F) N nQ(f‘) B N2m2 2kT exp (mg};);RQ) _ 1

Protoze (m; — msg) < 0 je zfejmé, Ze s rostouci vzdélenosti r; klesa koncentrace lehkého
izotopu a naopak roste koncentrace tézkého izotopu. Nejobohacenéjsi vzorek lehkého izotopu
je tedy treba odebirat u stredu valce a naopak ochuzeny na plasti valce.

Pokud vezmeme pomér koncentraci izotopti na ose a sténach valce, vyraz se dale zjed-

noduzsi na
() () oo (i)

Pro zadané hodnoty a hexafluorid uranu v odstredivce dostaneme
’I’L235(0) n235(R) o 3- 1, 675-10727 - 472 - 108 -4 -1072
= ex
77/238(0) n238<R) P 2 1, 38-10-23.373-36-102
1,675 - 42
= exp| ————m——
6-1,38-373

C1 (F) =

) ~ exp (0.02) &~ 1.02

Muzeme si spocitat i pomér koncentrace lehkého izotopu u stfedu ¢1(0) ku jeho puvodni
koncentraci ¢;

c1(0) 1 n1(0) 11
c1 c1n(0) +n2(0) 114+ nggg '
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Zde dosadime z (5.28)) pro oba izotopy, zaroven vyuzijeme vztahu No/N; = ¢o/c1 a dostaneme

= () ~ 1.0128.
m2

¢+ Cmelfp(mszz)_l

2kT

Ve skutecnosti se obohaceni rotaci plynu zesiluje tak, ze horni ¢ast valce se zahriva. Ve
vzniklém teplotnim gradientu maji ¢astice lehciho izotopu vétsi tendenci pohybovat se smérem
vzhiru. V tom jim navic poméha jesté gravitacni pole. I pri zapocitani téchto a nékterych
dalsich efektti je obohaceni stale mizivé a je nutné zaradit za sebe stovky az tisice centrifug,
aby bylo dosazeno pozadované koncentrace obohaceného uranu.

Vyznamnou mérou prispél k vyvoji centrifug Gernot Zippe (rodék z Varnsdorfu), ktery
byl koncem valky unesen spolecné s dalsimi specialisty z Némecka do Sovétského svazu.
Zde vedl vyzkum centrifug pro jaderny program az do roku 1956, kdy mu bylo dovoleno
Sovétsky svaz opustit. Az po navratu zjistil, ze zapad vyrazné zaostava v obohacovani uranu
za Sovétskym svazem, nebot Ameri¢ané od obohacovani centrifugami upustili jiz béhem
projektu Manhattan. Ve Spojenych statech dokazal reprodukovat své vysledky i bez Rusy
zkonfiskovanych poznamek, kde ale poté, co byl vyzkum klasifikovan jako prisné tajny, dostal
na vybér bud pfijmout americké obanstvi, nebo odejit zpatky do Evropy a nebo opustit
vyzkum. Odesel zpatky do Evropy, kde pokracoval v dalsim zefektiviiovani centrifug.
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