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Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni

Predchozi ¢ast nas vybavila znalostmi z teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky
nezbytnych pro vybudovani zakladu statistické fyziky zabyvajici se statistickymi vlastnostmi
systému velkého poctu castic. Jako typicky nazorny piiklad mtzeme uvést plyn uzavieny
v nadobé. Za pokojovych podminek obsahuje 1 mol takového plynu pfiblizné 1023 molekul,
pro néz reseni jejich pohybovych rovnic je nemyslitelné i s ohledem na to, Ze nelze stanovit
presné pocateéni podminky takového systému. Méteni polohy, rychlosti ¢i pripadné dalsich
charakteristik jeho molekul se tak stava ndhodnym pokusem.

Statisticka fyzika, s ohledem na predmét jejtho zajmu, zavadi novou terminologii. Vysledek
nahodného pokusu, t.j. elementarni nahodny jev, se nazyva mikrostav. Mikrostavem muze
tedy byt napriklad poloha vsech castic, nebo rychlost vsech ¢éastic, nebo poloha a rychlost
vSech ¢astic ¢i jejich dalsi charakteristiky (napiiklad spin ¢astic). U diive zminovaného hodu
kostkou je mikrostavem vysledek hodu. Budeme-li uvazovat nahodny pokus s N opakovanimi
tohoto hodu kostkou, pak mikrostavem takového nahodného pokusu je kazda mozna N-tice
vysledkii.

Mikrostav je tedy déan tim, jaky nahodny pokus uvazujeme. My nadéle budeme predpokladat,
ze mnozina vsech moznych makrostavi {2 nahodného pokusu je podmnozinou R”™. Nahodny
pokus je tedy zaroven vektorem nahodnych veli¢in s prislusnou rozdélujici funkei jeho moznych
mikrostavi. Tuto rozdélujici funkei ve statistické fyzice nazyvame stavem (nebo také makrosta-
vem) statistického systému. Stav systému, t.j. dané pravdépodobnostni rozdéleni jeho mi-
krostavii, pak urc¢uje stfedni hodnoty vSech relevantnich ndhodnych veli¢in (makroskopické
hodnoty pozorovatelnych).

Jednim z hlavnich tkoli statistické fyziky a istfednim bodem této kapitoly je prave nalézt
toto rozdéleni mikrostavii odpovidajici makroskopickym vlastnostem statistického systému
(zadané stfedni hodnoty ndhodnych pozorovatelnych). Toto rozdéleni musi splnovat dveé vlast-
nosti:

1. Stav systému je v souladu se zadanou informaci o systému, tedy v souladu se znamymi
stfednimi hodnotami ndhodnych velic¢in.

2. Stav systému maximalizuje neznalost o systému.

Prvni z téchto vlastnosti jsme jiz komentovali. Druha vlastnost je naopak néco, co si zasluhuje
podrobnéji vysvetlit. Sttedni hodnoty zadanych nahodnych pozorovatelnych predstavuji jedi-
nou informaci, kterou o statistickém systému mame. Kdyby stav systému (pravdépodobnostni



rozdéleni makrostavii) obsahoval vice informace nez nezbytné minimum odpovidajici vlast-
nosti 1), znamenalo by to, Ze o stavu systému toho vime vice, napiiklad stfedni hodnoty jinych
nahodnych veli¢in ¢i jiny typ informace. My ale znalost dalsi takové informace nepfedpokladame
a tedy stav systému musi v jistém smyslu minimalizovat znalost o systému a tedy maximalizo-
vat neznalost o ném. Nezbytnym predpokladem k naplnéni vlastnosti 2. je, ze existuje zptisob,
jak tuto neznalost kvantifikovat. V dalsi ¢asti si takovou miru neznalosti stavu systému zkon-
struujeme.

0.1 Mira informace, entropie

Méjme ndhodny pokus s mnozinou mikrostavi 2. Nasim tkolem je pritadit kazdému ndhodnému
jevu A C Q jeho informaéni obsah (nékdy také nazyvany mira pirekvapeni) vyjadiujici miru
informace, pokud tento jev nastane. Tato mira informace mé radu vlastnosti, které od ni
prirozené ocekavame. Je zfejmé, ze pokud ndhodny jev A C Q je jev jisty, je mira infor-
mace takového jevu nulova. Tento jev nastane pri kazdém nahodném pokusu a tedy nenese
zadnou informaci, mira informace takového jevu je nulova. S klesajici pravdépodobnosti mira
prekvapeni a tedy mnozstvi ziskané informace roste. Z uvedeného je zfejmé, ze tato mira in-
formace daného jevu A je pouze funkci pravdépodobnosti tohoto jevu, t.j.

I(A) = I(P(A)), (1)
s nasledujicimi vlastnostmi
1. I(p) >0
2. I(1)=0
3. I(p) je klesajici funkce.

4. Uvéazime-li dvé nezavisla opakovani nahodného pokusu, pak mira informace nahodného
jevu, ze v prvnim pokusu nastane jev A a v druhém pokusu jev B, je prostym souc¢tem
informaci méfenych pro kazdy jev zvlast, tedy

I(A,B)=I1(A)+1(B) = I(P(A)P(B))=1(P(A)+I1(P(B))

Tyto ¢tyti vlastnosti jednoznaéné uréuji tvar diferencovatelné miry informace I(p). Skutecéné,
zderivujeme-li obé strany rovnice I(zy) = I(x)+ I(y) podle proménné y a dosadime-li y = 1,
dostaneme jednoduchou diferencialni rovnici

/ 1 /
I =—1(1).
(0)=-1'1)
Z pozadovanych vlastnosti 1) az 3) plyne,
[(p) =—k lnp?



kde k je libovolné kladné konstanta.

Nalezli jsme tedy miru informace nahodného jevu. Mira neznalosti stavu statistického
systému pak definujeme jako stfedni hodnotu miry informace pro tento ndhodny pokus.
Takové mife neznalosti systému fikame entropie, oznacuje se S a pro spocetny pocet mik-
rostavii (diskrétni ndhodna veli¢ina) mé tvar

S=(I)=-k> p,Inp,.

YESQ

Je-li nékterd z pravdépodobnosti p, = 0, pak piispévek odpovidajiciho ¢lenu v entropii se z
dtvodu spojitosti definuje jako p, Inp, = 0. Z matematického pohledu je entropie funkcional
na prostoru pravdépodobnostnich rozdélenich. Maxima nabyva pro rovnomérné rozdéleni.
Priklad: Balicek 52 karet

Znéme-li poradi karet v balicku, je entropie jeho rozdéleni nulova. Pokud ale karty zamichame
tak, ze nevime, jak jdou za sebou, jsou vSechna poradi karet stejné pravdépodobna, tj. poradi
karet je ddno rovnomérnym rozdélenim. Celkovy pocet moznosti (mikrostavi) je || = 52!,
takZe pro vsechny mikrostavy v je w, = Entropie rozdéleni poradi karet po zamlchanl
tedy vzroste na

52'

= _kZ 52' lna = kIn 52!,

coz je maximalni mozna hodnota.

Pro systém se spojitou mnozinou mikrostava x € X C R s hustotou pravdépodobnosti
w(x) je entropie definovédna analogicky vztahem

S = —/w(w) Inw(z)dz.

X

Vybaveni nyni jiz mirou neznalosti (nékdy oznac¢ovanou také jako miru neusporadanosti)
systému, mizeme se vratit k nasemu ptivodnimu problému. V jakém stavu se nachazi systém
o némz zname toliko stfedni hodnoty vybranych ndhodnych pozorovatelnych A;,j =1,...,n
definovanych na mikrostavech tohoto systému. Hledané rozdéleni, tzv. nejpravdépodobnéjsi
rozdéleni, musi spliiovat zadané stiedni hodnoty a navic maximalizovat entropii, t.j. nezna-
lost o systému. Uloha vede na vazany extrém funkcionalu entropie S, jehoz feseni budem
diskutovat zvlast pro diskrétni a spojitou mnozinu mikrostavi.

0.2 Diskrétni mnozina mikrostavu

Méme zadany systém se spocetnym poctem mikrostavi v € Q a zndme stfedni hodnoty (A4;)
nédhodnych veli¢in A;,j = 1,...,n definovanych na téchto mikrostavech, t.j. A; : v — Aj.
Hleddame nejpravdépodobnéjsi rozdéleni p.,, v € €2 za vazbovych podminek dané stiednimi
hodnotami

S A= (A i=len @

YEQ



Rozdéleni musi byt navic normovano k jedné, coz dava jednu dalsi vazbu

ZP’Y: L. (3)

YESQ

Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni za podminek , je ddno vazanym extrémem entropie,
ktery ur¢cime pomoci Lagrangeovy funkce

A:—kvalnpv—ka (va_l) _kz)‘j (ZA}pV)'
j=1

YES YEQ YES

A; jsou Lagrangeovy multiplikatory prirazené k jednotlivym vazbam a « je Lagrangeuv

multiplikator prifazeny normovaci podmince . 7 podminky na extrém Lagrangeovy funkce
% = 0 dostaneme
Y

p, =€ " %exp (— > )\jA]) .
=1

Z normalizacni podminky navic ziskame

dpy=e 7D exp (— > /\jA}) =1,
=1

v€EQ YEQ
z ¢ehoz plyne
n
Z=elto = > exp —Z)\jAz )
v€EQ Jj=1

Vyraz Z oznacuje partiéni sumu (Zustandsumme). Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni ma tedy
tvar

b= e (— > AjAz> (@)

j=1
Lagrangeovy multiplikatory A; se uréi dosazenim p, do vazbovych podminek .
0.3 Spojita mnozina mikrostavii
Uvazujme nyni systém s mikrostavy z € X C R. V tomto pripadé uloha nalézt nej-

pravdépodobnéjsi rozdéleni znamend nalézt hustotu pravdépodobnosti w(x) spliujici vazebné
podminky dané stfednimi hodnotami a normovaci podminkou

(A)) = /Aj(x)w(x)dx, j=1,...,n, (5)

/w(:p)da: = L (6)



S vyuzitim znalosti variaéniho poctu (Teoretickd Fyzika 2) nalezneme vazany extrém funk-
ciondlu entropie za podminek (f]),(6]) pfechodem k funkciondlu

A= —k/w(m) Inw(z)dr — kZ)\j (X/Aj(x)w(x)dx - <Aj>) — ka (X/w(x)dx - 1) .

Definice Lagrangovych multiplikatort je analogicka jako u diskrétniho pripadu. Variace funk-
cionalu A je rovna

oA = —k/ (1 +Inw(x) + Z)\jAj(x) + a) dwdz.

Z podminky na extrém A = 0 dostaneme
Inw(z)=-1—a-> NAj).
J

Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni ma tedy tvar

J

w(z) = e T ¥exp (— Z /\jAj(:c)) = ;exp (— > )\jAj(x)) : (7)

kde jsme opét zavedli parti¢ni sumu

Z=etr = /eXp (— Z)\jAj(x)) dz.

Lagrangeovy multiplikatory A; se ur¢i dosazenim w(x) do vazbovych podminek . Shledavame,
ze v obou piipadech (diskrétni a spojitd mnozina mikrostavi), ma nejpravdépodobnéjsi
rozdéleni formalné stejny tvar.

Poznamenejme, ze Teseni hustoty pravdépodobnosti s vice proménnymi vede rovnéz na
formalné stejné reseni, viz probirany variacni pocet v TEF2.

0.4 Piiklady

Priklad 0.1. Dilezitou vlastnosti entropie je jeji aditivita. Tato vlastnost rika, ze entro-
pie systému slozeného z koneéného poctu nezavislych podsystémit je rovna souc¢tu entropii
jednotlivych podsystému. Dokazte toto tvrzeni.

Navod: Uvazujme naptiklad systém slozeny z N podsystému se spojitou mnozinou mik-
rostavil. Necht pro jednoduchost jsou mikrostavy i-tého podsystému indexovany realnym pa-
rametrem z;. Mikrostav celého systému je pak definovan jako tsporadand N-tice (xq, o, ..., zx).



Rozdéleni mikrostavi je hustota pravdépodobnosti w(zq,xs,...,zy), kterd, protoze jde o
nezavislé podsystémy, splnuje

N
w(Ty, Ty ..., TN) = sz‘(%’),
i=1

kde w;(x;) je margindlni hustota pravdépodobnosti i-tého podsystému. S vyuzitim této vlast-
nosti je dikaz aditivity primocary.

Priklad 0.2. Uvazujme Sestisténou kostku, u které 1 pada dvakrat castéji nez 6. Najdéte
nejpravdépodobnéjsi rozdéleni vysledkt hodu kostkou.

Navod: Vazbové podminky maji v tomto ptripadé tvar
6
P1 = 2pe, > pi=1
i=1

Resen{ vézaného extrému entopie hledame opét v podobé obycejného extrému Lagrangeovy
funkce s prislusnymi Lagrangeovymi multiplikatory. Nicméné, a¢ se to mozna na prvni po-
hled nezdé, lze prvni vazbovou podminku interpretovat jako stfedni hodnotu jisté nahodné
pozorovatelné, pro kterou jiz zndme obecné feseni. Skuteéné, prepsanim vazebné podminky
do tvaru p; — 2pg = 0 se nabizi nadefinovat ndhodnou veli¢inu A vztahy

Al =1, A?=-2, A=A'=4=4A=0.

Pozor, nejde v zadném pripadé o mocniny, jde o hodnoty nahodné velic¢iny A pro mikrostavy
i € 6. Vazbova podminka p; — 2pg = 0 je pak ekvivalentni pozadavku (A) = 0. S vyuzitim
jiz znamého obecného feseni zjistujeme, ze pravdépodobnostni rozdéleni vysledkti hodu
ma tvar

1
pi = e_l_azia 7::2737475

_ 1 - _ 1 2
P = Z6 ) Pe = Ze .

Po dosazeni do vazbovych podminek navic dostavame, ze Lagrangetv multiplikdtor A\ a
parti¢ni suma Z jsou rovny

1
A=—gn2 Z=4+2925 4275,

Priklad 0.3. Méjme ¢éstici na ose x. Vime, Ze jeji stfedni hodnota polohy je rovna p a stedni
kvadratickd odchylka polohy je o. Urcete nejpravdépodobné;jsi rozdéleni polohy castice.

Navod: Hleddme nejpravdépodobnéjsi rozdéleni w(x), € R za podminek

(x) = p, (2% =%+ 12, /w(a:)da: =1.
R



Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni ma tvar (viz. (7))

1 1
w(x) = ZG_A”_A”Z = S exp

YR R
—)\2 <1'+2)\12> ]6“2.

Parti¢ni sumu a Lagrangeovy multiplikdtory A; ziskdme dosazenim w(x) do vazbovych podminek.

Postupné nalezneme
)\% T
/w(m)da: =1 = Z= emﬂ)\—,
2

R
At
/a:w(a:)da: =u = —— =pu,
2o
R
1
/x2w(x)dx =o'+ = ol=_——.
2o
R
Lagrangeovy multiplikdtory jsou tedy rovny
1
A =—— Ao = —5.
! o?’ > 202

Po dosazeni se nejpravdépodobnéjsi rozdéleni zjednodusi na tvar

w(e) = s (-T2,

coz je Gaussovo normalni rozdéleni s parametry p a o.

Priklad 0.4. Méjme jednoatomovy idedlni plyn v nadobé, ktera je v klidu. Plyn ma teplotu T’
a nenachézi se v zadném vnéjsim poli. Urcete nejpravdépodobnéjsi rozdéleni rychlosti atomi
plynu.

Navod: Mikrostav plynu slozeného z N jednoatomovych molekul je charakterizovan usporadanou
N-tici vektoru rychlosti V = (Uh, U, ..., UN), kde ¥; = (v;1,v:2,v;3) je vektor rychlosti i-
tého atomu. Rozdéleni mikrostavi celého systému je tedy dano hustotou pravdépodobnosti

W (¥, s, ...,Ux). V nasem pripadé jde ale navic o idedlni plyn, kdy jednotlivé atomy spolu
neinteraguji a vysledek méreni vektori rychlosti jednotlivych atomt jsou tedy navzajem
nezavislé jevy. Hustotu pravdépodobnosti 1ze tedy psat ve tvaru

W(ﬁl,ﬁg, . ,17]\[) - Hw(ﬁ\z)a

kde w(?;) je margindlni hustota pravdépodobnosti vektoru rychlosti i-tého atomu. Vsechny
atomy jsou stejné a stejné jsou tedy i funkce charakterizujici jejich marginalni hustoty
pravdépodobnosti.



Protoze ale i rtzné kartézské slozky vektoru rychlosti jednoho atomu jsou nezavislé
nahodné veli¢iny a zadny smér neni nijak preferovany, bude platit pro hustotu pravdépodobnosti
vektoru rychlosti i-tého atomu

w(v;) = wi(vi )wr (vio)wr (vis),

kde w;(v;;) je marginalni hustota pravdépodobnosti j-té kartézské slozky vektoru rychlosti
i-tého atomu. Opét jednotlivé kartézské slozky vektoru rychlosti jsou rovnocenné a tedy i
funkce w; charakterizujici marginalni hustotu je pro vSechny kartézské slozky vektoru rych-
losti totozna. Ve vysledku tedy dostavame, Ze se systém N cCastic idedlniho plynu sklada z
3N nezavislych podsystémi, kde kazdy odpovida jedné kartézské slozce vektoru rychlosti N
castic. Jak vime z predchoziho prikladu, entropie takového systému je souctem entropii téchto
3N nezavislych podsystémi. Pokud tedy vazbové podminky predstavuji nezavislé vazby pro
jednotlivé kartézské slozky vektoru rychlosti N castic, je maximalizace entropie celého pod-
systému ekvivalentn{ maximalizaci entropie kazdého podsystému zvlast. To je ale, jak hned
uvidime, nas pripad.

Staci tedy nalézt rozdéleni jedné kartézské slozky rychlosti, kterou nyni pro jednoduchost
oznacime v; (tedy vynechavame dale index oznacujici ¢astici). Z faktu, ze naddoba s plynem
se nehybe plyne vazbovd podminka (v;) = 0. Druhou vazbovou podminku dostaneme z
ekviparti¢niho teorému, podle kterého mé atom plynu pri dostatecné vysoké teploté T' stredni
hodnotu kinetické energie rovnu

(By) — ;m<v2> _ ‘;’kT.

Protoze v* = v? +v2 + v? a viechny kartézské slozky jsou rovnocenné, dostaneme pro stiedn{
hodnotu kvadratu jedné kartézské slozky rychlosti podminku

K

m

(v;)

Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni jedné kartézské slozky rychlosti m4 tedy tvar (viz. Pifklad

pro u =0 a o? = L)
( )_( m )% mvf
= o) PP\ T2k )

Rozdéleni vektoru rychlosti jednoho atomu je potom

. m \2 muv?
w(v>:(27rkT> P\ TorT )

coz je nam jiz dobte znamé Maxwellovo rozdéleni vektoru rychlosti molekul idedlniho plynu.

Priklad 0.5. Méjme dveé Sestisténné kostky. Opakovanym spolecnym hézenim kostek jsme
zjistili, ze stejna ¢isla padaji na kostkach a-krat castéji nez rtizna cisla, kde a je libovolné
nezaporné ¢islo.



a) Urcete nejpravdépodobnéjsi rozdéleni vysledkia hodu kostkami.

b) Urcete marginalni rozdéleni vysledkt hodu jednotlivych kostek.

d

)
)
c¢) Urcete kovarianci ndhodnych veli¢in X; a Xy, kde X; je vysledek hodu na i-té kostce.
) Dokazte, ze kovariance je nulova pravé tehdy, kdyz jsou obé kostky nezavislé.

)

e) Ukazte, ze maximalni kovariance (kladna linedrni zavislost) je dosazena pro a = 0.

Navod: Vysledek: a) p; = %e”‘,p,-j = %e*‘”‘ pro i # j, kde e* = (5@)ﬁ aZ = 6e+
30e~%*, b) hody obou kostek jsou rovnomérné rozdéleny, c¢) Stiedni hodnota sou&inu obou
pozorovatelnych je (X;X5) = 7“a+—+1i9. Reseni navazujicich problémi je pak jiz primocaré.
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