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1. MATEMATICKY APARAT

1.1. Stirlingova formule. Vime, Ze ve statistice a kombinatorice ¢asto pouzivany objekt je fakto-
ridl. S tim se vSak nesmirné tézko pracuje. Proto je vhodné si jej vyjadrit néjak priblizné. Vyjdeme
z jeho logaritmu:

Inn! = Zlnk
k=1

Pro dostate¢né vysoké n je mozné nahradit sumu integralem a z diskrétniho problému udélat
spojity. Zintegrovat Inz uz ale umime:

k k)"
Inkdk=k(lnk—1)=Fk(lnk —Ilne)=kln—=In | —
e e

Porovname-li vyse uvedené vyrazy, zjistime, ze

n n
Inn! ~In (2) = n! ~ (ﬁ>
e e

To je tzv. Stirlingova formule odhadujici faktorial pro vysokd n. Presnéjsi odhad je v/2wn (%)n

1.2. Zéakladni definice po¢tu pravdépodobnosti. Zavedme si potiebné pojmy poctu pravdeé-
podobnosti:

KLASICKA PRAVDEPODOBNOST je definovana jako limita podilu

. na
p(4) = lim =7
kde n je celkovy pocet pozorovanych opakovani ndhodného pokusu a n 4 pocet pripadt prizni-
vych jevu A. Pravdépodobnost p udéva relativni ¢etnost vyskytu jevu A. Tato definice je svazana
s pocatky rozvoje teorie pravdépodobnosti a je jiz vpravdé historickd, nam vsak bude stacit. Je
ovsem pouzitelnd jen pro diskrétni ilohy — ve spojitych problémech si musime vypomoci hustotou
pravdépodobnosti. Pravdépodobnost (i ve spojitém piipadé) mé nasledujici vlastnosti:

(1) 0<p(A) <1

(2) p(S) =1, p(@) =0
(3) p(AUB) =p(A) +p(B)  prop(ANB)=0

kde S znadi jev jisty, 0 jev vylouceny a vyraz p(A U B) pravdépodobnost toho, Ze se realizuje
alespon jeden z jevu A, B.

HUSTOTA PRAVDEPODOBNOSTI g je funkce, analogické s oby¢ejnou hustotou (hmotnosti). Stejné
tak, jako hustota hmotnosti hovoii o rozdéleni hmoty v télese (a hmotnost télesa nebo jeho ¢asti
ziskdme integraci), tak hustota pravdépodobnosti udéva rozloZeni pravdépodobnosti a pravdépo-
dobnost toho, Ze nastane jev z néjaké spojité oblasti (napiiklad ze A : z € (—1,+1)), ziskdme inte-
graci pres tuto oblast (zde p(A) = fjll o(x)dx). Pravdépodobnosti toho, Ze padnou ¢isla {2, 3,4}
na kostce a Ze velifina z je z intervalu (2,4), se pak ziskaji opticky velmi podobné:

4 4
p(4) =3 w, p(A) = / o(@)dz

V tomto pripadé we = w3 = wy = %, funkce o(x) pak mé tvar podle toho, o jaky jev se jedné.
Povsimnéme si, ze pravdépodobnost toho, ze x = presné cislo, je ve spojitém pripadé nulova. Na
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pravdépodobnosti zékladnich jevia (tj. takovych, ktera se neskladaji z néjakych jinych, napt. jev:
na kostce padne ¢islo k) lze pohlizet jako na diskrétni hustotu pravdépodobnosti.

Typickym prikladem hustoty pravdépodobnosti je Gaussovo rozdéleni:

p(x)

X
1 (z — p)?
o(z) = exp | — 55—
2mo2 20
Takové rozdéleni 1ika, ze provedeme-li nahodny pokus, hodnota x padne nejspise nékam do

okoli p.
Dtlezitou podminkou je tzv. normovaci podminka

Zwy =1 /g(x)dx =1

¥
Zde v jde pres vSechny jevy, které viibec mohou nastat. Toto tvrzeni je vcelku zfejmé —
zrealizujeme-li pokus, pak je jisté, ze nékterou z ptripustnych moznosti vysledku uréité uvidime.

STREDN{ HODNOTY (nebo také o¢ekdvané hodnoty) definujeme jako
(z) = Z Ly Wy
2l

(x) = /xg(x)dx

p

Udévaji nam, ktera oblast je pro dané rozdéleni nejvyznamnéjsi, tj kde mame s nejvétsi prav-
dépodobnosti o¢ekdvat vysledek pokusu. Pro jiz zminéné Gaussovo rozdéleni je (x) = p, coZ je
nanejvys nazorné.

Stredni hodnoty libovolné funkce = pak definujeme jako

(f(z)) = Z fzy)wy
(f() = / f(2)o(z)dz

ROzPTYL (téz varianci) definujeme jako
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resp.

Vzhledem k vlastnostem integrélii a sum lze rozptyl vyjadiit také takto (nezapomete, Ze (x)
je redlné ¢islo):
D(@) = ((z—(@)?) = (a* = 2(@)a — ()*) =
2 2
= (¢%) —2(2) (z) + ()" = (2”) — (2)
Dale se zavadi tzv. smerodatnd odchylka:
c=VD

Pozndmka 1. V dals$im textu budeme vzdy mnozinu vSech pfipustnych jevi znacit v. Nebudeme
jiz ale rozliSovat, zda se jednd o diskrétni mnozinu (jako kostka) ¢i kontinuum (hodnoty fyzikalnich
veli¢in jako t¥eba rychlost). Viechny pravdépodobnosti budeme znagit pomoci sum a vyraz

Z“’v
Y

/Q(as)dx

y
je-li v spojité. Neni-li v textu feceno néco jiného, jsou obecné vzdy pripustné obé moznosti a
zavisi pak na konkrétnim fyzikdlnim problému.

prechézi na

Na zavér nékolik prikladu rozdélovacich funkei:

BINOMICKE ROZDELENT vyuZijeme tam, kde sledujeme jeden ur¢ity jev, ktery bud nastane s
pravdépodobnosti p, nebo nenastane (s pravdépodobnosti 1 — p). Bud N celkovy pocet pokusii.
Potom pravdépodobnost toho, ze uvidime pravé n priznivych pripadi, kdy jev nastal, bude

wl) = ()= p)¥

Stfedn{ hodnota poé¢tu piiznivych pokusit pfi binomickém rozdéleni je (n) = Np, kde vi-
dime jasny vztah ke klasické definici pravdépodobnosti. Rozptyl binomického rozdéleni je D(n) =
Np(1 —p), tedy ve zvlastnich pripadech p =1 (pokus vzdy vyjde) a p = 0 (pokus nevyjde nikdy)
je rozptyl nulovy.

POISSONOVO ROZDELENT je limitnim pifpadem binomického rozdéleni za pfedpokladu, Ze p — 0,
N — 00, pN — X = const. Pomoci Stirlingovy formule n! ~ /271 (2)" nebo pifmym limitnim
prechodem je mozné binomické rozdéleni upravit na nasledujici tvar:

)\n
wi(n) = 7 exp(-)
Primym vypoctem, nebo limitnim prechodem v prislusnych vzorcich pro binomické rozdélent,
snadno odvodime, zZe stfedni hodnota i rozptyl nadhodné veli¢iny n jsou pro Poissonovo rozdéleni
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rovny hodnoté parametru A\. Méjme vsak na paméti, ze rozptyl je tfeba odmocnit, pokud chceme
mluvit o smérodatné odchylce!

1.3. Vazané extrémy. V mnoha fyzikalnich aplikacich se setkdvame s problémem najit extrém
funkce jedné ¢i vice proménnych. Jednd-li se o obyCejny extrém na celém definiénim oboru (¢i

podmnoziné definiéniho oboru o stejné dimenzi), neni to nic tézkého — stacéi polozit vSechny
parcidlni derivace rovny nule a vyfesit soustavu rovnic. Uloha se vSak zkomplikuje, ma-li uvazovana
podmnozina definicniho oboru dimenzi nizsi nez sdm defini¢ni obor — chceme napriklad znét

extrém funkce vzhledem k néjaké kiivce.

Tento problém je diikladné teoreticky rozebran v predmétu Matematickd analyza 4. V Termo-
dynamice a statistické fyzice na néj ale narazime diive, a proto si ukazme prakticky postup, jak
vazané extrémy resit.

Meéjme redlnou funkci

f:f(xlv"'vxn)
nékolika redlnych proménnych. Hledejme extrém na varieté (obecné nikoliv linedrni), ktera je
popséana rovnicemi

<I)1(;U1,a:2,...,xn) =0
CI)Q({L‘l,(EQ,...,LCn) :0

Dp(x1,29,...,2,) =0
Jako prvni krok utvorime tzv. Lagrangeovu funkci nasledujicim zptsobem:

k
Az, 22, xn) = f(z1, 22, ... 2p) — Z)\g@g(xl,xg,...,xn)
=1

Cisla A¢ se nazyvaji Lagrangeovy multiplikitory a mohou byt obecna. Vyéisluji se spolu s
hodnotami (x1,xa,...,x,), nicméné jsou na nich nezavisld. Nyni vypocitdme vSechny parcidlni
derivace Lagrangeovy funkce a polozime je rovny nule. Tim jsme ziskali n rovnic, oviem neznamych
je n + k, nebot mame navic Lagrangeovy multiplikdtory. Proto pridame jesté rovnice popisujici
varietu a tim je urc¢ena soustava n + k rovnic o n + k neznamych:

oA

== _0

8$1

oA

0

8%2

oA

o

0xy,
by (z1,22,...,2,) =0
@2(1’1,%2, e ,xn) =0
(I)k(a?h Loy ... ,xn) =0

Tuto soustavu vyfesime a ziskdme tak body (x1,22,...,2,) a (A1,...,Ag). Déle bychom urdili,

zda se jednd o minimum, maximum ¢i sedlo, to ale v této prednasce nebude treba a tak se tim zde
neni nutné zabyvat.

PRIKLAD. Mé&jme redlnou funkci
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flr,y,2) =zy+yz+zz

a zjistéme jeji extrém véazany na povrch koule

i (v,y,2) =2 +y* +2°—4=0

Tedy nejprve Lagrangeova funkce:

A(‘rvyvz) = f(‘rvyvz) - >‘(I)1(‘T7yaz) =xy+yz+zz— )\((E2 + y2 + 22 - 4)

a z ni soustava rovnic:

A
8—:y+z—2)\x20
Ox

A
a—:x+z—2)\y:0
dy
%:m—i—y—Q)\z:O
0z

4yt 422 =4

Resme. Odectéme od prvni druhou rovnici a také od druhé tieti:

y—zr+2\y—2z)=(y—z)(1+2X) =0

z—y+2Mz—y)=(z—-y)(1+2)\) =0
r+y—2Xz=0
4yt 422 =4

Prozkoumejme pripad, kdy A % Potom z prvnich dvou rovnic plyne, ze © = y = z a z
posledni pak 322 =4 ==y =2 = :I:% Nakonec muzeme spocitat A ze zbylé rovnice:
1 1 73 1
: 7
Otéazkou zustava, co by se stalo, kdybychom pripustili, ze A = —%. V takovém pripadé vidime

z puvodni soustavy, ze prvni tfi rovnice jsou zavislé a soustava prejde na tvar

r+y+2=0
2yt =4
Tato soustava rovnic ovSem zjevné neméa jedno feseni. Jednd se o prunik roviny s kouli a
vysledkem bude kruznice. To ovSem neni ostry extrém. Nasli jsme tedy pouze body %(1, 1,1)
—%(1, 1,1). Lagrangetuv multiplikdtor lambda uZ nyn{ neni k ni¢emu pot¥ebny, ve fyzikdlnich
aplikacich muze mit ale velmi konkrétni smysl.

1.4. Legendreova transformace. Méjme funkei f(x;,t;) n€kolika nezévislych proménnych. Dejme
tomu, Ze se nam jeji proménné nelibi a vice by se nam hodlly promeénné jiné, tfeba (y;,t;), které

jsou rovnéz mezi sebou nezavislé, a plati y; = (%i . Prejdeme proto k nové funkci podle vztahu

9(i, t5) = flaist; Z TiYi

To je vzorec pro tzv. Legendreovu transformaci, ve kterem je za x; provedena substituce x; =
x;(y;,tk), vypoctend z rovnic
_ af(xjv tk)
Yi = o
Prozkoumejme, co se stane s diferencidly.



8 WIKI SKRIPTUM

dg=df —d»_(ziy:)
i
Pro jednoduchost sledujme pouze i-té a j-té proménné:

dg(9) = 8fd of

ax~ iz %dt] — I‘ldyz — y,dl‘z
i J
o 0 0
dg"7) = yidw; + %dtj — xidy; — yidw; = a*fdtj — zidy;
J J
a zaroven
. dg dg
da(®9) = du: + =2 dt.
9T By T e,
Porovname-li koeficienty, pak vidime, ze
of _ 99
ot; 0Ot
a tedy proménné t; maji stejny vyznam pro obé funkce, ovSem
g of
€Xr, = — a e
i ayl Yi o,

.....

1.5. Homogenni funkce. Mé&jme funkci f = f(z1, o, ...,z,) takovou, Ze plati

fOzy, . ) = N f(oy, 2o, ... )

Takové funkci fikdme homogenni funkce k-tého stupné. M4 zajimavé vlastnosti. Zderivujeme
obé strany predchozi rovnice podle A:

n

6 (A\x;) 8)\

coz plati pro libovolné /\. Zvolme tedy A =1 a dosadme jej:

Zaxzzz =kf(x1,22,...,%n)

Funkci se nam tedy podarilo vyjadrit pomoci nezavislych proménnych x; a parcidlnich derivaci
podle nich. To se hodi napriiklad pri vyjadfovani termodynamickych potenciali v zavislosti na
latkovém mnozstvi (viz. str. 35), nebot vnitini energie U je homogenni funkei prvniho stupné.

1.6. Gaussovy integraly. Gaussuv se nazyva kazdy integrél ve tvaru

“+o0

I(n,a,b) = /a:”e*‘“”%bx

— 00

Obecné fesen{ pro I(n,a,b) neni v principu nijak komplikované, ale velmi, velmi pracné. Na-
znacime:

Vzorec —az? + bxr upravme na ¢tverec:

2 2 2 2
—az® +br = —a [L’—i _ =—a x—i —|—b—
2a 4a? 2a da
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Pro n = 0 provedme v integrdlu substituci y = v/a(z — %), Vadr = dy:

a nyni, kdyZz zndme vzorec pro I(0, a,b), dopracujeme se k dalsim pomoci véty o derivaci podle
parametru:

+o0 oo

d 0 2 2
I n_—azx‘+bx n+1l_—axz“+bx I 1
A (n,a,b) = / e dr = /x e dr=1I(n+1,a,b)

— 0o

+oo +oo
d 0 2 2
iy _ & n_ —ax“+bx — _ n+2 —ax*+bx -7 )
= (n,a,b) /8(136 e dx /a: e dz (n+2,a,b)
Potom tedy
d 2 b w2
I(1,a,b) = %I(O,a, b) = 8ab Teta = 7r2a§ e
d 1 b2 b2
1(2,a,b) = < 1(1,a,b) = |2
2at) = GILad) = VA | Lk L] o

d 0 T b2 1 b2 b2
I1(2 = —1 = — —eta | = Ia
(2,a,b) - (0,a,b) %a (”ae ) ﬁ[2a§ +4ag} e

a tak déle. Pro nase ,jednoduché“ potreby si uvedme vzorce pro prvnich nékolik n, je-li b = 0.
Pro n liché je i integrand lichy, tedy integrél je nulovy. Pro n = 0 plati:

400

/ e~ dy = \/?
a

— 00

Pro vyssi n se integral spocte derivaci predchoziho vzorce podle parametru a.

+oo +oo
—az? T a2 3y/m
/1‘26 az” Jp — \/: /1’46 az” g — \/:
2a2 4a2

—00 —00

Dalsi moznost feseni je prevod Gaussova integrdlu na Eulerovu gama funkci pomoci substituce
ax® = t. Je viak potieba nejprve integral piepsat pomoci integrace od nuly do nekoneéna, abychom
po substituci neintegrovali od 400 do 4o00. Pro lichd n ziskdme okamzité nulovy vysledek ze
stejného duvodu jako vysSe, zabyvejme se tedy pouze sudymi hodnotami.

400 400
/x"e‘axzdxza_%l /t%ﬂ_le—t:a—%ﬂ[‘ (n—;—l)

—o00 0
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2. STATISTICKY POPIS SLOZITYCH SOUSTAV

Pro soubor castic, ktery ma n stupina volnosti, existuje hamiltonidn a k nému 2n kanonickych
pohybovych rovnic

n

H:;piCji_Lv pi:_%zv (iiz%a
které v daném casovém okamziku a po zahrnuti pocatecnich a okrajovych podminek jedno-
znac¢né urcuji mechanicky stav soustavy — tzv. mikrostav. Pfi experimentech souvisejicich s ter-
modynamikou pracujeme s poétem éastic Fadové 1023, coz by znamenalo sestavit a fesit fadové
10%* pohybovych rovnic a uréit jesté jednou tolik okrajovych podminek. Naméfeni a zpracovini
takového objemu dat je ale lidskymi a technickymi moznostmi neuskutec¢nitelné. Problémem jsou
matematické tézkosti pfi exaktnim Feseni pohybovych rovnic a také fakt, ze pocatecni a okrajové
podminky nejsme schopni stanovit Gplné presné. A¢ by byly nepfesnosti v uréeni podminek jak-
koliv malé, vysledné feseni by bylo zatizené obrovskou chybou. Je tedy tifeba najit pristupnéjsi

popis, a to popis statisticky.

Ve statistické fyzice zavaddime pro ulehéeni popisu souboru ¢astic pojem fdzovy prostor. Fa-
zovy prostor, nazyvany také ® prostor, je vlastné 2n-rozmérnym prostorem kanonickych sourad-
nic qi, ..., Gn,P1, ---, Pn- Kazdy bod (g,p) tohoto prostoru jednoznacné urcuje jeden mikrostav a
draha tohoto bodu ve fazovém prostoru, nazyvana také fdzovd trajektorie, urCuje casovy vyvoj
mikrostavi. Proto ve statistické fyzice mikrostav a jeho zmény v Case popisujeme jako pohyb
reprezentativniho bodu ve fazovém prostoru.

Kdyz je feseni pohybovych rovnic pfi danych poc¢atecnich podminkach jednoznacné, a tedy
kazdy pocateéni stav urcuje jednu fazovou trajektorii, fazové trajektorie se neprotinaji ani nedo-
tykaji (to by totiz znamenalo, Ze v néjakém okamziku maji ¢dstice na vybér, kam maji letét a jaké
maji mit hybnosti).

Kazdy mikrostav systému lze zndzornit pravé jednim reprezentativnim bodem ve fazovém pro-
storu. Tyto body zaplni urcitou ¢ast fazového prostoru o objemu ®y. V duisledku pohybu ¢éstic
se systém bude presouvat z jednoho mikrostavu do druhého po néjaké fazové trajektorii. Tu lze
v klasické mechanice pfesné urcit, ovSem ve statistické fyzice ji nezndme a urcit nemutzeme (viz
vyse).

Ke popisu pouzijeme statistického souboru, to znamend, ze vezmeme v nezavislych identickych
systému s obecné riznymi pocatecnimi podminkami. Stav kazdého Clena souboru v kazdém casu je
dén bodem ve fazovém prostoru, stav celého souboru je ddn mnozinou bodu (oblakem) ve fadzovém
prostoru. Pfi limitnim prechodu v — co mtizeme mluvit o spojité hustoté mikrostavi.

Objemovy element fazového prostoru

dd=d"pd"q

je invariantni vaci kanonickym transformacim. Kanoni¢nost transformace vyjadiuje tu skutec-
nost, Ze pro nové proménné p; a g; plati stejné kanonické rovnice jako pro piivodni proménné p;,
¢;- Na kanonické proménné p’, ¢’ lze pohlizet jako na puvodni proménné, které ale systém m4
v ¢ase t' =t + 7. To znamen4, Ze fazovy objem se s Casem neméni:

d
— [ d®=0.
dt
Toto tvrzeni je obsahem Liouvillovy véty o invariantnosti faizového objemu, jejiz duikaz najdete
napriklad v Teoretickd fyzika, str. 153; Noga, Culik: Termodynamika o statistickd fyzika, str.14,

resp. Kvasnica: Statistickd fyzika, str.24.

Déle vénujme pozornost tomu, ze pri danych podminkach se nevyskytuji vSechny mikrostavy
stejné Casto, respektive pravdépodobnost realizace urcitych mikrostavi nemusi byt stejna. Prav-
dépodobnost daného mikrostavu je pak uréena hustotou pravdépodobnosti w(g, p, t).
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P1i méfeni teploty, energie, tlaku soustavy, nebo jiné makroskopické veliciny G méfime vlastné
jeji stfedni hodnotu:

(G(1)) = / Glg, pw(g. p,1)dd
03]

Uvédomte si, ze p, g zde vystupuji jako integracni proménné, pro nalezeni stiedni hodnoty proto
nepotfebujeme znat reseni pohybovych rovnic.

Pokud rozdélovaci funkce nezavisi explicitné na case, a tedy %—1;’ = 0, mluvime o rovnovdzné
rozdélovact funkci a prislusny soubor nazveme staciondrni soubor.

Zavedme novou funkei, tzv. hustotu mikrostavi o (v nékteré literature hustota fazovych bodu)
vztahem:

( b = AM
o\q,p,t) = AD '

kde AM je pocet mikrostavii naseho statistického souboru, které se vyskytnou v malinké oblasti
fazového prostoru o objemu A® v ¢asovém intervalu (¢,t + dt). Funkce je normovand, takze plati

/Q(q,p, t)dg dp = M,
®
tedy hustota poc¢tu mikrostavii pres cely objem fazového prostoru je rovna celkovému poctu
mikrostavi v libovolném ¢ase (resp. fizovému objemu ve spojitém piipadé).
Hustota mikrostavii v dané oblasti prirozené zavisi na pravdépodobnosti realizace mikrostavi
v této oblasti a je rovna této pravdépodobnosti ndsobené poctem mikrostavi:

o(q,p,t) = Mw(q, p,t)

Zkoumejme, jak zavisi hustota mikrostavi v dané oblasti na case. PTi vyvoji statistického sou-
boru jednotlivé mikrostavy ani nevznikaji, ani nezanikaji — proto musi byt c¢asovy ubytek mik-
rostavi z oblasti fazového prostoru roven poétu mikrostavu, které ,protecou” za jednotku casu
pres plochu S ohrani¢ujici tento objem, tj. plati:

fM/%dfpzM ?{ ov dS,
AP OAD

kde soudin hustoty mikrostavii a zobecnéné rychlosti v(q, p) vyjadiuje tzv. proudovou hustotu
mikrostavi. Pomoci Gaussovy véty a diky invariantnosti objemu fazového prostoru muzeme upravit
vztah na:

-M / %d@ =M / div(ov)d®
AD AD
a déle na
0
/ [(’?f + div(gv)] d® = 0.
A®
Integral se rovna nule pro libovolnou oblast, proto musi byt i integrand roven nule:

% + div(pv) = 0.

Ziskali jsme rovnici kontinuity pro hustotu mikrostavi. Divergence ov je rovna v-Vo+ o Vv:

o +zi: {8qiqz+ apipz} +g§; {8% + 8pi] =0,

=0
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coz plyne z pohybovych rovnic a zdaménnosti druhych derivaci H. Tedy

Do | _de _
E_Fdw —|—Z{ z}_dt_o.

Posledni rovnost se jmenuje Liouvilletuv teorém a rlka, ze Uplna casova derivace hustoty mik-
rostavu je rovna nule. g je tedy invariantem pohybovych rovnic.

Nésledkem je zna¢né omezeni moznosti zavislosti ¢ na proménnych p, g, ¢t. Mize na téchto pro-
ménnych zéviset jen prostfednictvim funkel yr = Fi(p, ¢, 1), které jsou také integrdly pohybu

do dF;
Z@yl at
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3. STATISTICKY SOUBOR A ROZDELOVACI FUNKCE

K popséani obrovského systému sta¢i pro bézné aplikace obvykle jen nékolik parametru (tlak,
teplota, objem). Tyto parametry se pozoruji a mé¥, pficemz ale ,dovniti* systému nevidime
(nemdme informace o kazdé z molekul v niddobé s plynem) — nevime, ve kterém mikrostavu se
cely systém zrovna nachdazi.

Nase tloha nyni stoji takto: zndme obecné tvar vSech mikrostavi, z nichz kazdy je popsan
okamzitym stavem vsech ¢astic — tj. pro mikrostav « zndme i hodnotu libovolné veli¢iny A, ozna¢me
ji A,. Namérili jsme A na celém systému — to je ovSem stfedni hodnota, kterd nejenze nam netrekne,
v jakém mikrostavu se systém praveé nachézi, ale dokonce zadnému z mikrostavi nemusi odpovidat.
Z téchto velmi chudych tdaji nyni chceme zjistit rozdéleni w, tj. kazdému z mikrostavii priradit
jeho relativni Getnost w., respektive zjistit hustotu pravdépodobnosti o(7y) (nejedna se jiz o hustotu
mikrostavil). Jako pfiklad uvedme Sestisténnou hraci kostku.

Vime, ze

Zw7: 1.
¥

To je normovaci podminka. V piipadé kostky bude v € {1,2,3,4,5,6} a rozdélen{ je diskrétni.
Déle jsme ucinili mnoho hodu a zjistili jsme, ze veli¢ina A, udévajici pocet ok, mé stfedni hodnotu

(A) =) Ayw, =35,

Pov§imnéme si, ze hodnota (A) = 3.5 se nevyskytuje na zadné ze stén kostky — typicky piiklad
toho, jak stfedni hodnota veli¢iny nemusi odpovidat zaddnému mikrostavu. Zname ale strukturu
vSech mikrostavt, hodiam {1,2,3,4,5,6} odpovidaji hodnoty velic¢iny takto: A; =1, Ay = 2, A3 =
3,A4 =4, A5 =5, Ag = 6. Jaké témto podminkdm odpovida rozdéleni? Mame mnoho moznosti:

1 1 1

’U.)1:0 wl—g ’wl:Z U)1:0 w1:6
1 1 1 1

wg—O w2:6 UIQZZ wg—Z ’U}QZE
1 =0 =0 1 =1

w3 2 w3 = w3 = w3 1 w3_6
1 1 1
w4—§ w4:0 ’LU4=O ’LU4:Z w4:g
— _1 _ 1 _ 1 _ 1
’U.)5—O w57€ ’w5—z U/5—Z ’U.)5—6
1 1 1

w6:0 ’w6:§ wGZZ ’LU6:0 w(j:g

a spousta dalsich. Zeptame-li se ale soudného ¢lovéka, které rozdéleni by pro hraci kostku vybral,
patrné by zvolil to posledni — to je totiz nejpravdépodobnéjsi rozdéleni. Realizujeme-li jeden hod,
samozirejmé dopredu nevime, co padne. Predpoklddame, ze kazda strana kostky muze padnout, a
to se stejnou pravdépodobnosti. To znamend, ze nase nevédomost o systému je velkd. Kdybychom
zvolili prvni rozdéleni, védéli bychom jisté, ze padne trojka nebo ¢tyrka a urcité nic jiného. To uz
je néjaka znalost o systému navic.

Vsechny tyto dodatec¢né informace jsou v tomto pripadé samoziejmé trividlné nesmyslné, mame-
li ale obrovsky systém s fadové 1024 ¢dsticemi, musime vychéazet z toho, ze kromé stiedni hodnoty
veli¢in o systému nevime nic, a podobné spekulace typu tyhle-mikrostavy-se-urcité-nezrealizuji si
pouze na zdkladé svych prani a tuzeb nemtzZeme dovolit. Hleddme-li rozdéleni w, a nemame-li
néjaké dodatecné podminky, musime vybrat takové, které nase znalosti o systému minimalizuje.
K tomu je ovsem tieba zavést néjakou miru informace, kterou o systému méme.
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4. NEJPRAVDEPODOBNEJSI ROZDELENI

4.1. Mira informace. Zavedme funkci, kterd kazdému mikrostavu prifazuje néjakou hodnotu,
udévajici mnozstvi informace, které o tomto mikrostavu mame. Tato funkce, nazyvejme ji mira
informace a ozna¢me I(w. ), musi mit nasledujici vlastnosti:
(1) wy =1 = I(wy)=0...Pokud je urcity jev jisty, nepfinese ndm pokusnd realizace
zaddnou novou informaci — vzdyt pfeci vime, Ze se realizuje jev w,. ,VytéZend“ informace
z pokusu je tedy nulova.
(2) wy =0 = I(wy,) — oo ...Realizace jevu s malou pravdépodobnosti ndm prinese
naopak informace mnoho — z pokusu vysel velmi neocekdvany vysledek. Je to prekvapeni!
(3) Pro nezavislé jevy musi I(wq.wg) = I(wa) + I(wg) ... Informaéni prinos od nezévislych
jevu se sCita.

Funkci I(w,) 1ze také brat jako miru neurcitosti. O rozdéleni, které ma jen jeden jisty jev, vime
vie a naSe nejistota ohledné vysledku (neurcitost) je nulova. Naopak o rozdéleni, sestdvajicim se
z velkého poc¢tu malo pravdépodobnych jevii nevime nic — nedokazeme odhadnout, ktery z nich se
pri konkrétnim pokusu realizuje. Nase nevédomost (neurcitost) o systému je velmi vysokd.

Témto trem podminkdm vyhovuje funkce

-kg In w

I(wy) = —kpIn(w,).

Bézné mame mnoho jevu ¢i udalosti. Pak je tfeba brat stiedni hodnotu:

S=(I)=—kp Yy wyn(w,).
¥
To je definice statistické entropie, kterd se interpretuje jako mira neurcitosti systému. kg je
kladna konstanta, zatim bliZe neurcend, v je index probihajici pres vSechny mozné jevy.

4.2. Vypocet nejpravdépodobnéjsiho rozdéleni. Nyni chceme, aby nase hledané rozdéleni w.,
davalo nami pozorované stfedni veliciny, ale jinak bylo co nejneurcitéjsi. To znamenad, ze vezmeme
funkei

S =—kp Z wy In(w.)
Y
a budeme hledat jeji maximum za nasledujicich podminek:

Ywy =1 ...normovaci podminka rozdélenf
S

Y wyApy = (Ag) kde £ € k...naméFené stiedni hodnoty k velidin
>

— To dava k podminek.

Tato tloha vede k hledani vazanych extrémt. V podstaté jedind pro nas pouzitelnd metoda je
feseni pomoci Lagrangeovych multiplikatorti. Sestavme si tedy Lagrangeovu funkci:
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(=1

A = S-— kBOé (way - 1) - Xk: kB)\g (Zw’YAE’Y - <Ag>> =

—kp > wyIn(w,) — kpa (Zw7 - 1) - i kpXe <wa447 - <A[>> )

~ (=1

kde kp je jiz diive zminéna normovaci konstanta, o a Ay tvori k+1 Lagrangeovych multiplikator
pro k + 1 vazebnych podminek a (Ay) je k naméfenych veli¢in (stfednich hodnot). Zderivujme A
podle vSech proménnych w., a poloZzme derivace rovny nule:

OA

Ow-

K
1

0= = —kp <1n(w,y) + w7w> —kpa — E kpAeAey
vy

=1
pro V7, to znamend pro vSechny mikrostavy (a téch byva hodné). Pro spojité rozdéleni se musi
pouzit varia¢niho poctu. Z toho plyne, ze

k
kB ln(w.y) = kB (1 - — Z)\EAE’Y> 3
(=1
k
W~ = exp (—1 —a— ZA@AM> .

(=1

Nyni vezméme normovaci podminku ) w, = 1 a dosadme do ni nalezeny vztah pro w,:

>
1= Zwﬁy Zexp -1—-a) exp( Z)\eAeAy) )
.
exp(—1 —a) = !

P .
Zexp (— Z )\gAgfy>
vy =1
Vyraz pro exp(—1 — a) zpétné dosadime do vztahu pro w,:
1 k
Wy = - exp ( Z /\gAg,Y>
> exp (— > )\@Ag,\/) =1
Y {=1

Vyraz ve jmenovateli nazyvame particni funkce a znacime Z'. Vztahy pak miZeme piepsat
takto:

k
Z =) exp ( > )\gAg,Y) ... parti¢ni funkce
o' =1

k
wy = % exp (— 221 )\gAz,y) ... nejpravdépodobnéjsi rozdéleni

Otéazkou zistava, jaky fyzikdlni smysl dat Lagrangeovym multiplikdtorim A, — to uz zalezi na
konkrétnich fyzikalnich aplikacich.

4.3. Dusledky. Nyni si odvodme nékolik dalsich vztaht. Predné by nds mohlo zajimat, jakou
hodnotu vlastné maximalni entropie mé. To zjistime prostym dosazenim w, do vztahu pro S:

k
S = —kBZlen(wv = —k32w71n< exp [—Z/VAM >:
(=1

Y
k
= k‘Bwaan—k’Bwaln (exp [—ZA@A@Y ) = kBwaan_kBZwv <_Z/\ZA£7> =
Y ol =1 Y Y =1

IPismeno Z pochézi z némeckého slova Zustandsumme.
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k
=kpnZ» wy + kg y M D>_ w,Ap.
vy =1 y

OvSem prvn{ suma v tomto vyrazu je jednicka (normovéni rozdélen{) a posledni je vyraz pro
vypocet stfedni hodnoty veli¢iny. Proto

k
S=kp <an+Z)\g <A@>>.

(=1
Dale plati:

k k
— 8% Z exp <— Z )\gA[7> = Z —Agy exp <— Z Agz‘h@,) ;
a ¥ /=1 =
dInZ 07 1 1
(ar;a - DAY ( o exp ( ZAWV)) )
¥
k
=— Z (; exp ( Z AEAM)) Agy = — waAav =—(A,).
5 =1 ¥

To znamend, ze zndme-li Z, potom stiedni hodnotu veli¢iny Ay lze urcit takto

(4 = - 222,

Provéirme druhé derivace particni funkce dle Lagrangeovych multiplikatora

0’z

9 k
IO =50 Z — Ay, exp (— Z )\£sz>
a a =1
k
Z Apy—— a P ( Z AgAh> = Ay Ay exp <— > AEAM> ;
vy =1

82(an)7 0 [021)_ &z 1 0707 ( 1)\ _
DNaONy g [N Z]| ~ ONaONZ T DN ON \ 22) T

71 0z 1 9z 1\
T NN Z (‘%Z) <_beZ) B
_0°Z 1 d(In 2) d(In 2)

T NN Z (‘ Oa )(‘ Xy )

Dosadime z drive vypoc¢tenych vztaht pro 8%’;?):

9?(In Z)

k
AadN ZAC”A‘”Z o (‘Z”Ah> . (Z wvA‘”) (Z wﬂbv) |
=1 3 >

z toho plyne, ze

2(In
P T) ()~ (Aa) (A0) = (e — (A0 (A0)

To je tzv. koeficient korelace veli¢in A, a Ay, tedy mira jejich nezavislosti. Dosadime-lia = b = /¢
ziskdme rozptyl veli¢iny Ay:

2 n
TnD) — (ap) - a0,
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Prozkoumejme, jaky tvar ma totalni diferencial entropie dS v Lagrangeovych koeficientech:

" 9(n2Z) ul
S =kp (hlZ—;)\e By )ZkBan+kiBZ)\g<Ag>.

=1
Protoze
k k
d(In Z)
dinZ =Y o dhg == (Ag)dAs,
=1 =1
je
k
dS =kpdinZ + kpd »_ A (Ag) =
(=1
k
=kpdInZ +kp»_ (Aed (Ag) + (Ag) dX) =
=1
k
=kp(dinZ —dInZ) + kg »_ Med (Ay).
=1

Tedy pfi nejpravdépodobnéjsim rozdéleni mé entropie (rovnovazna) diferencial

k

dS =kp»  Md(Ay).
(=1
To umoznuje konstruovat vztahy mezi termodynamickymi veli¢inami, nebot plati, ze

oS

—— =kpA¢.
a(A) BAL
Shrnuti
k
Z =3 exp <— > )\@Ag7> Parti¢ni funkce
¥ =1
k
Wy = % exp ( > )\ZAM) Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni
=1
k
S =kgp (ln 7+ hY) (Ag}) Maximéalni statistickd entropie
=1
k
dS =kp Y Aed(Ag) Diferencidl entropie
=1
(Ag) = —%(ln Z) Stredni hodnota veli¢iny z parti¢ni funkce
(A;A;) — (A (A4;) = #;/\j(ln Z) Koeficient korelace veli¢in z parti¢ni funkce
(AZ) — (A))? = %(ln Z) Rozptyl veli¢iny z partiéni funkce

Pozndmka 2. Entropie a In Z jsou k sobé legendreovsky transformované. Je-li S v roli f a InZ
v roli g, veli¢iny (A4y) a Ay pak v tlohdch z; a y; (viz matematicky aparét), potom:

_ S((A)
=200

g=InZ(\).

Dle definice entropie je
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k k
S
S=kg <IDZ—|—€_51)\5<AZ>> =4 1DZ:g—€:El/\g<Ag>.

To je ale tvar Legendreovy transformace g = f — > a;y;. Potom musi platit vztahy x; = —g—j
- i

o) . P
ay; = %, COZ znamena, ze

o) 1 s d(In Z)
NGl T oAy ="

a také

oh 1 S 1 S
O(Ay)  kp 0AL0A,  kp 0A0A,  0(Ay)

4.4. Normalni rozdéleni jako nepravdépodobnéjsi rozdéleni. Podobné jako v predchozim
prikladé se muzeme pokusit nalézt nejpravdépodobnéjsi spojité rozdéleni. Z definice entropie plati

S(o) = —k;/g(a:) In o(x)dx
a maximum entropie budeme hledat za nasledujicich podminek:
(1) =1 ...normovac{ podminka rozdélenf

() =p ... stfedni hodnota rozdélen{

{((x — p)?) = 0% ...stfedn{ kvadraticka odchylka

V tomto pripadé je extrém hleddn na nekonecné rozmérné varieté s kodimenzi 3. Zapiseme si
Lagrangovu funkci

A=sto)—a( [awar=1) =5 ( [asterto - )~ [ wPoaris - o?)

a vyTesime ji pomoci varia¢niho po¢tu. Pozadujeme, aby variace JA byla nulova.
A = / [~k (0 +d0)In(0+d0) —a(o+d0) — Bz (0 +b0) —v(x — p)? (0 + b0)] da+

o+ Bu+y0? —A=0.
Kdyz dosadime za A a rozvineme funkce do 1. fadu, vyjde

1
oA = / {—k (lng—l— Q) —a—fr—~(z —,u)2] dodxr = 0,
0
a protoze to plati pro libovolnou dg, tak ze zdkladniho lemmatu variacniho poctu plyne

Elno(z) +k+a+ Bx+y(x—p)? =0.

Odsud uz mizeme vyjadrit o:
1
o(x) = exp {—k (a+ Bz +y(z — u)z)} :

A jak si ¢tenar muze sam odvodit, po dosazeni do vazebnich podminek a po vypocétu Lagrangeovych
multiplikdtora vyjde
1 (z — u)Q)

o(z) = ooz P <—

202
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5. PARTIONI FUNKCE SYSTEMU A JEHO PODSYSTEMU

Predpokladejme, ze mame systém A, ktery je mozné direktné rozlozit na nékolik podsystému:

A=A

kde @Q znac¢i direktni soucet vSech podsystému ¢. Predpokladejme, Ze systém je popsan k
velicinami, a dale, ze podsystémy jsou na sobé nezavislé. Existuje pouze slaba vazba, kterd umozni
nastoleni rovnovahy, ale jinak se neprojevuje. Kazdy mikrostav = slozeného systému je pak urcen
jako kombinace mikrostavi v, jednotlivych podsystému, v = (1, ...,7,). Potom také

Apy = Z Aty
q

kde A, je veli¢ina celkového systému a A, odpovidajici veliciny jednotlivych podsystémi. Vy-
poctem nejpravdépodobnéjsiho rozdéleni celého systému a vyuzitim statistické nezavislosti pod-

systému dospéjeme ke vztahu
Z MeApy =Y Z AeAgy,.
q (=1
Lagrangeovy multiplikatory jsou spolecne pro vSechny podsystémy — to umoziuje pravé ona
slaba vazba. Bez ni by bylo tfeba pocitat s tim, ze mohou byt obecné rizné.
Pro pravdépodobnosti z nezavislosti plati

k k
Wy = %QXP <; AZAM) = 1;[“”‘/(1 H 7 exp (Z Z AZAM“) ’

q (=1
z=1]2z.
q

Toto tedy znamena, Ze celkova parti¢ni funkce je ndsobkem parti¢nich funkci jednotlivych pod-
systému. Typickym piikladem je idedlni plyn. Jeho ¢astice jsou na sobé nezavislé a tvori tedy
obrovské mnozstvi podsystémi. Celkova energie plynu je souctem energii jednotlivych ¢astic a
parti¢ni funkci lze pak nalézt jako

7 toho dostavame, ze

Z =",

kde ( je jednocasticova partiéni funkce. Déle plati, ze

k k
S =kp <an+Z)\g <Ag>> = kg <lnHZq IR <Ae(Q)>> =
q =1 ¢

(=1

k
=kg <Zan —&—ZZN (Ae(q > ZZkB <anq+Z<A¢(Q)>> :ZS‘J'
7 =1 p =1 q

To ovSsem znamend, Ze entropie je extenzivni veli¢ina, tj. Ze je aditivni vicéi nezavislym podsys-
témtm:

S=> "5,
q

Pozndmka 3. Stredni hodnoty veli¢in jsou aditivni vuci rozkladu na podsystémy:

d(lnZ omn|[Z, o(InZ,)
(a9 = -0 _ _onllZ ——Z et = ),
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6. MIKROKANONICKY SOUBOR

V nésledujicich ttech kapitolach se pokusime najit rozdéleni pravdépodobnosti w pro stacionarni
soubor: %—';’ =0.

Z Liouvillova teorému (str. 12) pak plyne, Ze w lze zapsat jako funkce ¢asové nezdvislych in-
tegralti pohybu. Obecné mé uzavieny mechanicky systém 10 integrali pohybu, volbou soutradnic
(vylou¢enim mechanického pohybu) zbude jediny a to je energie. To nés opraviiuje predpoklddat,

ze pro uzavrieny systém plati

w=w(E)

Vezméme absolutné uzavieny systém c¢éastic dokonale izolovany od okoli. Jako celek ma kon-
stantni hodnotu energie (reprezentativni body tohoto souboru se nachaz{ na energetické nadplose)
a vSech ostatnich myslitelnych veli¢in, nebot k zadnym vymeénam s okolim nedochézi. Potom ovsem
nemame kromé normovani zadné dodatecné podminky na stfedni hodnoty a bude platit, ze

Z:Zexp(O):Zl:F

kde T je pocet mikrostavi, tzv. vdhovy faktor. a potom

1 1
S Z W

tj. v nejpravdépodobnéjsim rozdéleni maji vsechny mikrostavy stejnou pravdépodobnost rea-
lizace, zavisejici pouze na celkové energii systému. (Celkovd energie ur¢uje mnozinu piipustnych
mikrostavu .)

Ve spojitém piipadé se pocet mikrostavii I' spocte pomoci kvaziklasické aproximace®. Podle
kvantové teorie jsou jednotlivé éastice nerozliSitelné, libovolnd jejich permutace vysledny stav
nezméni, proto

Wy

)

N!

kde ®p je fazovy objem nerozlisitelnych mikrostavii a N je pocet c¢astic. Pocet mikrostavi je
potom déan vztahem

dp =

(2wh)*N
kde (27h)3 je piiblizny objem jednoho stavu, vychazejici u Heisenbergovych relaci neuréitosti.
Entropie pak bude

S=-kpy wylnw,=kpnT

¥
coz se nazyva Boltzmannova rovnice

2Vice v kapitole 26
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7. KANONICKY SOUBOR

V redlném pripadé nelze pozorovat absolutné uzavieny systém. Obvykle zkoumame systémy,
které néjakym zpusobem interaguji se svym okolim. Nés budou nyni zajimat takové, které jsou s
okolim v rovnovaze. Takové okoli je naptiklad 1zeti (termostat), ve které se nachdzi nas systém.

Vezméme si tfeba plyn v nddobé. Jeho Castice narazeji do stén a predavaji svou energii mole-
kuldm nadoby. Probihd samoziejmé i opacny proces — nadoba predava energii molekuldm plynu.
Nésledkem toho neni energie v systému konstantni, ale fluktuuje kolem néjaké stfedni hodnoty.
Vezmeéme tedy vnitini energii jako veli¢inu popisujici systém. Potom

U= (H)= Zva7

Hodnoty E, jsou hodnotami hamiltonidnu systému ve stavu . Lagrangetv multiplikdtor pri-
slusny k energii ozna¢me 3 (konvence).

Kanonicky soubor potom definujeme jako soubor systémil o stejné ,teploté“ 3 a konstantnich
poctech ¢astic jednotlivych komponent.

Pak:

Velic¢iny kanonického souboru
Zc =Y exp(—fH,) =) exp(—pE,) Kanonickd parti¢ni funkce
v ¥

Wy = % exp(—8H,) = i exp(—fBE,)  Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni

U = 78(1‘550 ) Vnitini energie
S(U)=kplnZc + kppU Entropie

((U—-H,)*) = (H2) - (H,)* = % Fluktuace st¥. h. energie

Pozndmka 4. Nékteré energetické stavy mohou byt degenerované, tj. nékolika mikrostavim muze
nélezet stejnd hodnota energie. Pak se zavadi tzv. koeficient degenerace g,, ktery udava pocet
stavi pro n-tou hladinu energie, a partiéni funkci je pak mozné zapsat jako sumu pres vsechny
hodnoty energie:

Zo = guesp(—FE)

En
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8. GRANDKANONICKY SOUBOR

Ne vzdy zustava v souboru konstantni pocet castic. Molekuly ulpivaji na sténdch nadoby a zase
z nich odpadévaji, tésnéni netésni, ventily ventiluji az prilis, latka je ve vice fazich a tak podobné.
Systém s proménnymi pocty ¢astic mizeme reprezentovat mnozinou kanonickych souboru s ruz-
nymi pocty castic INi,..., N jednotlivych komponent a jejich fazi. Tyto systémy potom tvori
grandkanonicky soubor.

Pocet castic v grandkanonickém souboru se tedy s ¢asem méni. Pohybuji se vzdy kolem néjaké
stfedni hodnoty:

U=> w,H, ... Stfedni hodnota energie
v

Ni = > wyNiy ...Stfedni pocet ¢astic k-té komponenty systému
Y

Nasim cilem bude nalézt pravdépodobnost w,n = w(E,x), ze ndhodné vybrany systém bude

mit N = (Ny,..., Ni) ¢astic a bude v n-tém energetické stavu. Normovaci podminka m4 tvar
o]
> > wan =1
N=0 n

Pro zjednoduseni nésledujicich ivah budeme pracovat pouze s jednokomponentovymi systémy.
Partién{ funkei pak lze zapsat jako®

Zag = Zexp(—ﬂHv —aNlN,) = Z Zg”N exp(—BH,n)exp(—aN) =

0% N=0 n

= Z exp(—aN)ZgnN exp(—fH,N)| = Zexp(—aN)ZC(ﬁ,N)
N n N

Kde v probihd pres vSechny stavy, n pfes energetické stavy (g,n je opét piipadnéd degenerace
dané energetické hladiny) a N pfes pocty ¢dstic systému. Cely sdéhodlouhy zapis Fiké, Ze je moZné na
grandkanonicky soubor pohlizet jako na mnozstvi kanonickych s riiznymi pocty castic. V kanonické
parti¢ni funkci Zo tedy vystupuje jako parametr pocet ¢astic N.

Veliciny grandkanonického souboru
Zg =Y exp(—pH, — aNy) =Y exp(—aN)Zc(B,N) Grandkanonickd partiéni funkce
v N

Wy = i exp(—SH, —aN,) Nejpravdépodobndjsi rozdélent
U= 78(1375@) Vnitfni energie

N = —% Stredni pocet Castic

S(U,N) =kp(lnZg + U 4+ aN) Entropie

((N = N,)?) = LnZe) Fluktuace stf. h. &stic
((U—-Hy)*) = % Fluktuace sti. h. energie

3Setkame se (mimo jiné na prednésce) i s konvenci, ze Lagrangeovu multiplikdtoru se pfifazuje opa¢né znaménko.
To samoziejmé mizeme udélat, ale za cenu souvisejicich znaménkovych oprav v ¢asti néasledujicich vzorct.
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9. EKVIVALENCE STATISTICKYCH SOUBORU

Predpovédi, které jsou ¢inény pomoc{ t¥{ ruznych soubortt — mikrokanonického (uk), kano-
nického (k) a grandkanonického (Gk) — se ve vysledku pfili§ nelisi. V limité N — oo se rozdily
smazavaji, fluktuace jdou k nule a rozdily jsou ¢isté jen ve zptsobu vypocti. Ukazme naptiklad,
ze je-1i grandkanonicky soubor obklopen obrovskym ¢asticovym rezervoarem, jdou fluktuace ¢astic
k nule.

PRIKLAD. M&jme vzduchotésnou mistnost velkého objemu V. V ni si ozna¢me né&jaky jiny
objem Vj tak, ze V > V), a sledujme v ném fluktuace ¢dstic (je nasnadé, ze objem V; ndm tvoii
grandkanonicky soubor a mistnost onen ¢dsticovy rezervodr). Pravdépodobnost, Zze néjakd urcitéd
Castice z mistnosti se nachazi v objemu V7, je

%
Pravdépodobnost, ze n ¢astic z celkovych N v mistnosti je zrovna v objemu Vi, je

N
po) = ()= > palN) =1
n=0

a tvori normované binomické rozdéleni. Vyuzijme faktu, ze
p—0

(velmi maly objem V;) a prevedme jej na Poissonovo rozdéleni:

zanedbame n, N>n

N N.(N -1 N 1
Pn(N)%( )pne_pN: W 1) N ont D) )
n n:
ann —pN _ (pN)ne—pN — )\le—)\ A= NE _ N
n! n! n! 1%

Budeme tedy pottebovat dosadit:

oo n_ 0o N
:n;onHe)\:Z(n,l )\Z

n=1

R S WP LS AT A
n®) —Zn e —Zn(n_l)!e =
n=0 n=0
-\ - 2
- A SR Y
¢ ;(n_l)! e n;(n_g)! N

Relativni fluktuace je tedy

) + A2 \[ 1
\/V1 N~ konst. -

S rostoucim poctem ¢Eéstic v obJemu V1 jde tedy fluktuace c¢éastic k nule a grandkanonicky
soubor se chova jako kanonicky — dava stejné predpovédi. Obdobné by bylo mozné postupovat
pri vypoctu relativnich fluktuaci energie kanonického souboru. Na zavér jesté kratky prehled:
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dwy =1
¥

Y Eywy,=U
S

Y Nywy =N
S

mikrokanonicky soubor

ANO

NE, energie pfesna

NE, pocet castic presny

ANO

ANO, energie fluktuuje

NE, pocet ¢astic presny

kanonicky soubor
grandkanonicky soubor

ANO

ANO, energie fluktuuje

ANO, pocet ¢astic fluktuuje
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10. PRINCIPY TERMODYNAMIKY

10.1. 0. princip termodynamiky. Systém v termodynamické rovnovdze md vsude stejnou tep-
lotu.

Meéjme dva systémy A a B usporadané nasledovné:

a) b)

Ha Hg

Systémy jsou na sobé zcela nezavislé a miazeme je tedy popsat takto:

A)

1
WA~y = Za exp(—faHay) Zp= Zexp (—BaHax)
¥

B)

1
wps = —exp(~fpHps)  Zp= > exp(—BHps)
B 5
Indexy mikrostavi byly v suméch pro A a B zvoleny jako « a d, protoZze systém A mé obecné
jiné stavy nez systém B. Mikrostavy slozeného systému jsou urceny dvojici (7, §). Diky nezavislosti
podsystému muzeme celkové nejpravdépodobnéjsi rozdéleni popsat jako

Wrs = WAy - WB§
a jejich stfedni energie spocitat jako

0
Ux=> warEay=—5—(InZ4),
- 9B
UB = ZUJB 5EB 5 — 71(11123).
6 El k] 663

Vneseme nyni mezi systémy slabou vazbu, kterd umozni nastoleni rovnovahy. Vysledny systém
je popsan hamiltonidnem

H=Hy+Hp+V =Hjs+ Hp

kde V je energie vazby. Ta je natolik slaba, ze V' mtizeme zanedbat. Potom lze Tici, Ze nejprav-
dépodobnéjsi rozdéleni celého systému v rovnovaze je

Woys = %exp(—ﬁH) = %GXP(_ﬁ(HAW + Hps))

Z =Y exp(—BHa — BHp.s)
7,0
Zde uz se vyskytuje pouze spoleény Lagrangeuv multiplikdtor 5. Déle

0
U= —%(an)

a protoze systémy jsou kromé zanedbatelné vazby nezavislé, také

Z=7Za.Zp

potom ovsem
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U= 7%(111 Z) = —%(ln Zp.ZB) =

0 0 ~ ~
=——IZs——InZg=Us+U
95 A7 35 B A B
Po zavedeni vazby tedy doslo k jisté redistribuci energie tak, ze celkové mnozstvi vnitini energie
se nezménilo, ale energie jednotlivych subsystému ano a z monotonie funkci U4 () a Ug(8) plati,

7e

Ba < B <Pp resp. Bp < B < Ba
podle toho jestli bylo puvodné vétsi 84 nebo Bg. Z toho vyplyvaji nasledujici poznatky:

(1) B8 je mozné néjak spojovat s teplotou

(2) Vyména energie mize probihat pouze tak, aby platilo, ze S4 < § < g a podobné pro
teploty.

(3) Redistribuce energie v systému nezévisi na absolutnich hodnotéch energii v subsystémech,
nybrz pouze na multiplikatorech f.

Pozndmka 5. Jsou dva limitni pripady:

e Teplomeér: méreni teploty provadime pomoci teplomeéru, ktery by mél mit nejlépe nulovou
tepelnou kapacitu, aby z méfeného systému neodebiral energii (nesnizoval jeho teplotu) a
tak jej neovliviioval. Potom ovSsem 8 — (4.

e Rezervodr: odebirdme-li z rezervodru (ldzné, termostatu) energii, neméla by se zménit jeho
teplota. Jeho kapacita by tedy méla byt co nejvétsi (pokud mozno nekonecnd). Potom

B — Bp.

10.2. I. princip termodynamiky. Energie se zachovdvd, prdce ani teplo nevznikaji z niceho a
ant nezanikaji.

Matematickd formulace 1. PT je

0Q =dU + oW

kde @ je teplo, U vnitrni energie a W prace. Znaménko je voleno tak, ze dodané teplo odpovida
0@ > 0 a vykonand prace je 0W > 0. Znakd 0 je ve vyrazu pouzito proto, ze Q ani W nejsou
Uplnymi diferencidly — 9Q, 0W jsou pouze prirustky. Jinak feceno jejich hodnota zavisi na zpiisobu
(dréze), kterym se systém dostal z pocateéniho do koneéného stavu. Uplné diferencialy, jako dU
na cesté nezavisi. Proberme si nejprve specidlni pripady.

e Teplo: predpokladejme, Ze sledovany systém nekond zadnou praci a pouze vyménuje teplo
s okolim. Proces predani tepla zptisobi zménu rozdéleni. Stavy systému (uzavieného!)
sice zustanou stejné, ale zméni se jejich relativni Cetnosti. Priddme-li teplo, stanou se
pravdépodobnéjsimi ty s vyssi energii, odebereme-li teplo, stanou se pravdépodobnéjsimi
ty s nizsi energii. Plati:

AQ=Uz —Ur = wy(2)Hy =Y w(B1)H,
vy 0l

Zde Uy a (1 jsou veliciny popisujici systém pred predanim tepla, kdezto velic¢iny Us, B2
popisuji systém po predéni.
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W w

0 p 0 B
Oznaceni horizontalni osy [ neddva smysl - hodnoty S rozlisuji mezi dvéma obrazky. Mélo by

tam byt spiSe v nebo rizné hodnoty energii mikrostavii F,, (pokud jsou nedegenerované),
protoze w ma kazdému mikrostavu priradit pravdépodobnost.

Rozdéleni pred i po zméné ovsem musi byt stdle normovano, tedy

Yowy(B2) =D wy(B) =1

tedy
> wy(B2) —wy(Br) =0

AQ = Zw"/(52)H"/ - Zwv(ﬂl)Hw = Z(wva) — wy(B1))Hy

a v infinitezimaln{ zméné pak w,(B2) — wy(81) = dwy a

dQ =Y dw,H,=dU, Y dw,=0
2l 0l

e Prdce: predpokladejme, Ze systém si s okolim nevymérniuje teplo (0@ = 0). Ptirtstek préce
vykonané systémem je definovan jako

AW = Xadé,

kde X, je zobecnénd sila a &, zobecnénd soutadnice. Price je pfi adiabatickém déji
tplnym diferencidlem. Tyto veli¢iny mohou byt rtizné, jako piiklady uvedme dvojice (sila,
drdha), (tlak, objem) ¢ (vnéjsi mg. pole, magnetizace). Mame-li hamiltonidn zévisly na
zobecnénych souradnicich le¢ explicitné nezavisly na ¢ase, a pouzijeme-li Tayloriv rozvoj,
ziskdme vztahy

H(o(t +dt)) = H(Ea(t) + 2 B %adt +  cleny vyssich tadd = ...

Vyssi fady jsou malé, nebot ¢asové zmény jsou malé. Nepocitame zadné vybuchy! Mu-
zeme je tedy s klidnym srdcem, ¢istym svédomim a tsmévem na tvari zanedbat.

on

afa dfa =

= H(a() + )

= H(a(t) + > _(—Xa)déo = H + dH



28 WIKI SKRIPTUM

kde X, = fg?Ha. Zderivujeme-li
au d dé,, d€qs aw
dt dt< ) < Za: adt> za:< a) dt dt

Tedy mame-li tieba dvojici (tlak, objem), bude W = (p) dV'.
e Teplo + Price: Vezméme nas systém a) a obklopme ho dvéma dalsimi. Jeden bude slouzit
jako klasicka tepelnd l4zeni, druhy jako ,rezervodr” prace (pist).

Pokud funkce F' neni explicitné zavisla na ¢ase a H je hamiltonian tohoto systému, tak
plati

dF
E _{F7H}

Jsou-li ddny dva systémy, X a Y s energii Hx, Hy, potom Poissonovy zdvorky {Hx, Hy }
udavaji rychlost, se kterou tece energie ze systému X do Y.

Systémy a) a ¢) jsou propojeny slabou vazbou V. umoziiujici termalizaci (nastoleni rov-
novéhy). Systém b) m4 se systémem a) spole¢nou néjakou pracovni proménnou. Dodejme,
Ze b) a c) na sebe ,nevidi“ — nemaji nic spole¢ného, a tedy

{H.,H,} ={Hy,Hpy} = {H.,H.} = {Hp,H.} = 0.

Celkovy hamiltonian definujeme jako

H=H,+Hy,+ H.+ V.
Dale plati, Ze teplo pfijaté systémem a) je
0Qq = —dUc = —dt ({H¢, H}) = —dt ({H., Ho}) — dt ({He, Vac})
a prace jim vykonana

OW, = dUy = dt ({Hy, H}) = dt ({Hy, Ha})

Tj. prace a teplo se berou na tkor energii rezervoartu. Navic, protoze vazba mezi systémy
a) a ¢) md jen zanedbatelnou energii, mizeme uvazovat, ze do ni vtékd stejné mnozstvi
energie jako z ni vytéka
{Hca Vac} = {Vaa Ha}
Celkem dostaneme
0Qu — OWa = —dt ({Ho, HoY) — db ([He, Vao}) — dt ({Hy, Ha}) =

=—dt{{H.+ Hp + Vye,H,}) = dt ({H,, H}) = dU,
Posledni rovnost je tedy I.PT:
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dU = 3Q — W

10.3. II. princip termodynamiky. Nelze cyklickym procesem prendset teplo ze studeného télesa
na teplé bez toho, aby se jisté mnozstvi dodané prdace premeénilo na teplo.

V nasledujicich kapitolach az do kapitoly 18 budeme uvazovat pouze kvazistatické déje, coz
jsou nekonecné pomalé déje takové, ze je cely systém po cely ¢as v rovnovaze. Jedna se o limitni
pripad realnych déji. V klasické fenomenologické termodynamice je entropie definovana jako

oQ dQ;
dS:T 32_51:%:/1}];

kde j je index rezervoaru — popisujeme interakci s vice rezervoary. Jedna se o matematickou
formulaci 2.PT pro kvazistatické déje. Inverzni hodnota teploty predstavuje integrujici faktor di-
ferencialni formy 0@, proto je dS uplnym diferencidlem. Ovsem statistickd entropie kanonického
souboru je definovana vyrazem

w
dSstar = —kpd (; w., lnw,y> = —kp ;dw7 nw, —kp» w—zdwv.
Z normovaci podminky > w, =1 plyne, ze ) dw, = 0, proto

dSstar = —kp Y dwyInwy = —kp » dw,(~InZ - pH,) =kp Y _dw,BH,.
v v v

Zde )" d(wy)H, mé vyznam energie a v minulé kapitole jsme si jej ztotoznili s teplem dQ). Pokud
¥
budeme pozadovat rovnost diferenciali statistické a fenomenologické entropie, dostavame

ASiae = kpQ = 0% = dS.

a plati tedy
1

kgT’
Pozndmka 6. Protoze hovorime o diferencidlech, mohou se S a Sgiat liSit o konstantu.

Pozndmka 7. Méjme dva druhy atomt v jedné krabici, na pocatku oddélené prepazkou. Prepazku
odstranme a smichejme je. Rozdéleni mikrostavi jsou stejné, kazda z ¢astic muze byt vlevo, ¢i
vpravo = binomické rozdéleni (viz cviceni), tak kde je ten narust entropie?

Omezime-li se na maly pocet parametrii, védomosti o tom, kde je kterd ¢éstice (vlevo / vpravo)
nam zustanou skryty. Na pocatku jsme ale védéli, ze atomy prvniho plynu byly vlevo a atomy
druhého vpravo. Smichanim tedy nase nevédomost vzrostla — zvysila se entropie.

10.4. III. princip termodynamiky. Pri T — 0 maji vsSechny chemicky cisté ldatky stejnou ent-
ropii (konstantni) a tu lze poloZit rovnu nule.

Zkontrolujme, zda S = —kg > wyInw, — 0.
B

Pro T — 0 jde B — +o00. To znamena, ze ¢leny

1
exp(—BE,) = ————
K exp(BE,)
se rychle zmensuji a postupné jdou k nule. Suma ) tedy zahrnuje s klesajicim T stale vice ¢lent,

¥
které jsou prakticky nulové. Nejdéle ,vydrzi“ ty cleny, které maji hodné malé E., jez dokdze na
Cas vyrusit U¢inky prakticky nekonecéného (3. Ale i ty nakonec podlehnou a pro 8 ~ oo zustane
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vlastné jen jeden ¢len: E, = 0. Tj. v limité pTeZije jen jeden stav a to ten s nulovou energii. Vznik4
diskrétni rozdéleni (viz. obrazek, T5 < T < T7).

\W W

E,

0

Ovsem S = —kp Y wylnw,=—kp.1.In1=0alim, ,ozlnz = 0, entropie je tedy opravdu
Y=o
nulova.

V podstaté jde o to, Ze pri nizkych teplotach systém sestupuje do stavi s nizsi energii a pii
absolutni nule si sedne do zdkladniho stavu. Ten sice nemus{ mit nulovou energii (napf. elektronovy
obal atomu mé energii zapornou a prechodem k zakladnimu stavu se tedy od nulové energie jesté
vzdaluje), ale dileZité je, Ze tento stav je pouze jeden. Je-li tedy systém v zdkladnim stavu, je
pevné uréen (nulova neurcitost) a statistickd entropie musi byt nulova.
mize stile jesté odpovidat vice mikrostavii, které se lis{ jen vnitinimi stupni volnosti (napiiklad
spinem).
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11. TERMODYNAMICKE POTENCIALY

K jednoznac¢nému urceni rovnovazného stavu homogenniho systému je tieba znét alespon jeden
vnitini parametr (teplotu, tlak, entropii, ...) a vné&jsi parametry (objem, vnéjsi silova pole, ...).
Je-li systém v rovnovaze potom se daji vnitini parametry urcit z teploty a vnéjsich parametra
ze stavové rovnice. Stavova rovnice nelze ziskat fenomenologicky, jde nalézt pouze jista omezeni,
musi se ziskat se statistické fyziky nebo experimentélné.

K urceni stavu systému obvykle sta¢i znat V a T', obcas je ale vhodné prejit k jinym nezavis-
lym proménnym. Pak také dostaneme jiné stavové funkce. Takové prechody realizujeme pomoci
souvislost se statistickou entropii jsme odvodili v kapitole 10.3 (II. princip termodynamiky). Za-
¢néme tedy od vnitini energie systému.

11.1. Vnitfni energie (U). Vnitini energii ziskdme z partiéni funkce systému pomoci vzorce
(vypocet stiedn{ hodnoty veli¢iny z partiéni funkce, viz str. 17)

a(In Z)

U=-=7;

Tento vzorec mizeme dale upravit, je-li 5 = ﬁ:

ar kT2

dInZzZ) O(lnZzZ)oB 9d(nZ) 1
or 9B or 9B ( )

Odtud vidime, ze U je mozno také vyjadrit jako

a(In Z)

= kT?
v oT

k
Vime-li, ze dS = BTQ a OW = 5" (Ay) dag, pak pro piiristek vnitini energie podle 1.PT plati
i=1
k

dU =TdS - Aeday = TdS — pdV
£=1

kde Ay je néjakd zobecnénd sila a a; k ni prislusnd zobecnéna soutadnice. Pro chemicky (jed-
noduchy) systém to byva obvykle tlak a objem. Zaroven plati, ze

k
dU = a—U ds + E a—U day =TdS — pdV
oS Oayg S,an#
ag /=1 ,ap7Fag

z ¢ehoz plyne

- <8U> <6U> s <8U> s, (aU)
= _— = _— = — —_— . = — —_
2s), \ds), 0ar) g0 sas v )
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11.2. Voln4a energie (F). Definujeme volnou energii (Helmholtzovu funkci)

F=U-TS
kde jsme za S dosadili ze vztahu T = g—g(S’, V,...).

k
1 1
dS = (U +0W) = = (dU + > Agday)

(=1
kde Ay, je zobecnéna sila a aj zobecnéna souradnice. Potom

W = —dU + TdS = —d(U — TS) — SdT

Préace sice neni uplnym diferencidlem, ovSem v pripadé izotermického déje ano. Potom totiz

AWy = —d(U — TS)r = —dF

Ubytek volné energie ma tedy vyznam izotermického priristku prace a v podstaté nam dava
informaci o tom, jakou ¢ast vnitini energie systému muzeme vyuzit pro praci. Odsud plyne, Ze pri

kvazistatickych izotermickych déjich hraje F' tutéz roli jako U v déjich adiabatickych.
Protoze dF je tplnym diferencidlem, plati

k
OF OF
dF = () dT + () day
8T an [z:; 80,2 T,a;#ae
dF =dU — SdT —TdS
porovnanim zjistime, ze
k
dF = —SdT - Asay
=1

(), ()
or agp T,a;#ayg

day
respektive pro chemicky systém

dF = —SdT — pdV

oo (OF _ (o
~\or), T \ov),
Upravami rovnic
OF F—T (%) T(%), -F oL
U=F+TS=F-T|( ) = V12 = V=1 L
+ (6‘T) . T2 T2 oT
v
ziskdavame 1. Gibbs-Helmholtzovu rovnici

_ _ (%) _92
U=F+TS=-T <8T>V_aﬂ(,6’F)V
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11.3. Entalpie (H). H=U+pV

Prejdéme od proménnych S, ar k proménnym S, Aj. Jestlize jsou zobecnéné sily Ay v case
konstantni (izobaricky déj), potom

k k
0Q =dU + Y Apday = d(U + Y  Agay)a, = dH

(=1 =1

k
H=U+ ZA@G,[
(=1

resp. pro chemicky systém

H=U+pV

Tj. pti izobarickych procesech je 0@ iplnym diferencidlem a je rovno dH . Funkci H téZ nazyvame
tepelny obsah. Plati:

k k
dH = dU + Y Aydag + Y agdA; = dU + pdV + Vdp
£=1 =1

Zaroven

k
dU + Y~ Agda, = 0Q = TdS
=1

Dosadime:

k
dH =TdS + " a,dA,
=1

a protoze dH je uplny diferencial, plati

OH Y 0H
dH = <> ds + E () dA,
95 Ay, A S,Ap#Ag

{=1

T <8H> “ (8H>
= == PR
95 ) 4, A1) s a2,

Pro chemicky systém potom

7 ¢ehoz plyne

H=U+pV

dH = TdS + Vdp

OH 0H
(), -
a5 ), ap ) s
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11.4. Gibbsuv potencial (G). G=H-TS

Chceme-li dostat funkci nezavislych proménnych T, Ay, transformujme legendreovsky H:

G=H-TS
k k
dG = d(H = TS) = dH — TdS — SdT = TdS + > a;dA, — TdS — SdT = —SdT + Y _ adA,
£=1 =1
Plati-li zaroven

k
oG oG
G = () dr + () dA,
OT ) 4, = \OA) 1,24,

g <8G) a (8G>
=— (= 0= —
oT ) 4, OAL) 1 ap2a,

A specialné pro chemicky systém

plyne z toho

G=H-TS=F+pV
dG = —SdT + Vdp

oG oG
(), ()
orT » op )

Pri izotermicko-izobarickych procesech dI" = dp = 0 je (dG)rp, = 0 a G = konst.

Jestlize na soustavu pusobi jesté jiné sily nez tlak (a konaji tedy nemechanickou praci, jako
tfeba pii chemickych reakcich), je mozné praci rozlozit na

oW = pdV + oW’
0Q = dU + pdV + oW’
déle plati

dU =TdS — pdV — oW’
dH =TdS + Vdp — W’
a nakonec

dG = —SdT + Vdp — 0W' = —dW’

nebot jsme v izotermicko-izobarickém dé&ji. Ubytek Gibbsova potencidlu je tedy roven praci
vykonané nemechanickymi silami.

Nakonec si ukazme 2. Gibbs-Helmholtzovu rovnici (odvozeni obdobnym zpisobem jako 1. G.-
H.):

B B oG L (9%\ 0
H—G—i—TS_G—Ta—T_—T <aT —%(BG)p
p
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12. ZAVISLOST TERMODYNAMICKYCH POTENCIALU NA LATKOVEM MNOZSTVI

Napred definujeme pojem extenzivni a intenzivnd veli¢ina. Danou veli¢inu nazyvame intenzivni,
pokud nezévisi na poétu ¢astic (popf. hmoté) podsystému, ale pouze na jeho termodynamickém
stavu. Napriklad T a p.

Extenzivni (aditivn{) veliiny jsou potom ty, které jsou pfimo Gmérné poctu ¢édstic, napt. U, N.

Nadefinujme si veli¢iny vztazené na pocet ¢astic N nebo latkové mnozstvi n:

R
vfg ’ufﬁ
U U
T
s s
*Tw TN

Veli¢iny u,v, s, v, 1, § jsou tedy intenzivni . Pfedpokladejme, ze mdme homogenni systém ve
stavu termodynamické rovnovdahy, potom je vnitini energie extenzivni (1. fadu) vzhledem k poctu
Céstic / latkovému mnozstvi a tedy plati, ze

U(S,V,N) =N .U(3,#,1) = Ni = N&(3,0)
U(S,V,n) =n.U(s,v,1) = nu = ne(s,v),
kde v je molarni objem a ¥ objem na jednu ¢éastici. Z tohoto faktu ale vyplyva, ze U je homogenni
funkce prvniho fadu, nebot

U(S,V,n) =U(ns,nv,n) = ne(s,v) = nU(S1mol, Vimol, 1)
Pouzijeme-li poznatky o homogennich funkcich (viz Matematicky apardt), zjistime, zZe

kf(ry,22,...,2,) = — 8%%‘ =
3
ou ou ou ou
iU(S,V,n)—;ale'z—<8S)V,ns+ W)gvnV'F (%)Svn

s

respektive

oU oU oUu
N = (& e Y N
v(S.v. ) (aS)V,NS " (aV)s,NV " (aN)S,V

Takto jsme tedy vyjadrili vnitini energii jako vlastni prirtstky v jednotlivych proménnych. Je-li
n (pfipadné N) konstantni, je i posledni ¢len néjaka konstanta. Srovnejme vyjddient

oU oU oU
AU=d| (%) S+ (==) v+ (% =
<<65>V,n " (aV)s,n " (an>sy”>
oU oU oU
- (as>v,nd5 ! <av)s,ndv ’ (an)s,vd”
s jiz dfive odvozenym vyjadienim

dU =TdS — pdV
Na prvni pohled vidime, ze v druhém vyrazu néco chybi:

ouU ouU oU
U = — V 7= — -
d TdS — pdV + 1 < S) mdS + ( )Syndv + ( n)s dn

Je tieba tedy doplnit vztahy

7 (9%U __(oU _(9U
“\os),, P \av),, P \on/g,
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posledni vyraz pak prijde na misto otazniku:

dU =TdS — pdV + pdn

Tim ziskdvame predpis pro U

To nam samoziejmé opravi dalsi potencialy:

Volnd energie
F=U-TS=—-pV+un

oF oF oF
dF = | — dr — d — d
(8T>V,n " <8V)T,n v (an>T,V !

H
H=U+pV =TS+ pun u<a>
on/)g,

Entalpie

Gibbsuv potencidl
G=U-TS+pV =pun
Coz je velmi zajimavy vysledek. p ma tedy vyznam Gibbsova potencidlu jednoho molu, nazyva
se chemicky potencidl, a jiz z ndzvu je patrné, Ze nabyva na dulezitosti v takovych soustavach, kde
se méni pocty ¢astic — zejména chemické reakce.

_(9G\ _(oU _G
=\ on T’p_ on S’V_n

tj. chemicky potencidl je zména vnitin{ energie pfi zméné poctu latkového mnozZstvi (poctu
¢astic). Posledn{ rovnost plat{ jen pro jednokomponentové systémy.
Priristek G je pak

dG = d(un) = pdn + ndu

12.1. Gibbs—Duhemiv vztah. Vsimnéme si, Ze ve vyrazu pro dG nefiguruje ani objem ani tlak,
a ma-li zaroven byt

dG = —=SdT + Vdp + pdn,

plyne z toho, Ze priristek p neni nezdvisly. Plati

SdT + ndyp — Vdp = 0.

To je tzv. Gibbs—Duhemuv vztah, ktery je pomérné dulezity.

Naposledy zkoumany potencial vyjadiuje Legendreovu transformaci

U(Ss,v,n) = G(T,p,n),
pii které jsme dvé extenzivni proménné (S, V') nahradili dvéma intenzivnimi (7, p) a ponechali
pouze jednu extenzivni veli¢inu n. Naskyta se otdzka, co se stane, pokusime-li se nahradit vSechny
extenzivni veli¢iny intenzivnimi. Zkusme to:

X=U-TS+pV —pun= (TS —pV +un) —TS+pV — un =0.
Legendre
Zjevné to nejde. Je nutné kazdy systém popsat alespon jednou extenzivni veli¢inou.
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12.2. Velky (grandkanonicky) potencial. MuZzeme zkusit jiné, mravnéjsi transformace, napri-
klad lze odstranit zavislost na latkovém mnozstvi:

Q=F—-—un=U-TS—un=—pV=F-G
dQ) = —SdT — pdV — ndp
To je tzv. velky potencial. Plati

5 (asz) <8Q> (aQ)
= — —_— = — —_— n—=— JR—
or),, V), o)y

Posledni vztah mluvi o néjakém strednim poctu ¢astic pro dané T a V', coz souvisi s grandka-
nonickym (velkym kanonickym) souborem, a proto se také potencidl Q nazyva velky.
Pripomenme si vztah pro statistickou entropii grandkanonického souboru:

S=kglnZg+ kgpU + kpaN
Jaky vyznam ma tedy a?
Vyjadreme z I.PT

_ 1 P 1)
dS = ZdU + ZdV — ZdN

a porovnejme za predpokladu konstantniho V' s diferencidlem predchoziho vzorce

s = kga(lgiﬂz(;)dﬂ + kgwda + kpdBU + kpBdU + kpdaN + kpadN
o
kam dosadime z jiz zndmych vztaht
6(1n Zc;) 6(111 Zg) 1
_ 7 = _— = —N = —
66 U7 Jda ’ ﬂ kBT

1
ds = ?dU + kpadN
Odsud je patrné, ze (jiz bez indexu) p = —kT« a tedy

_r
kT

o =

Tedy multiplikator « souvisi podobné jako 8 s teplotou, navic ale i s chemickym potencidlem.
Kromé toho zde méame dalsi moznost, jak p¥iblizné poéitat grandpartiéni funkei:*

Q —F
Q=U-TS—pun=-kTInZs = Zg=-exp </€T> = exp <GkT ) =exp(—B(F — GQ))

Zcela analogicky z entropie pak pro kanonickou partiéni funkci plati

Zc = exp(~B(T'S — U)) = exp(—BF)
F=_—kThhZ

Pomoci této rovnosti mizeme ze znalosti kanonické particni funkce odvodit celou termodyna-
miku systému (z volné energie dostaneme dalsi potencidly a z téch pak vSechny velic¢iny).

4Parti¢ni funkei nemé4 smysl podobnymi triky dohledavat, jestlize jsme ji nedovedli v prvni fadé poctivé secist.
y y y J J J

Vétsinou dostaneme vyraz, ktery ma stejné vlastnosti v termodynamické limité, ale parti¢ni funkci pouze aproximuje

— narazime totiz na rozdily mezi riznymi statistickymi popisy stejné soustavy.
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13. VZTAHY MEZI DERIVACEMI TERMODYNAMICKYCH VELICIN

V této kapitole si uvedeme dulezité vztahy mezi termodynamickymi veli¢inami a zpusoby, jak
si odvodit dalsi. Nejprve si napisme prehledné vsechny diferencidly a rovnosti, které z nich plynou.

dU = TdS —pdV + pdn (55)v,n 48 + (57) 5, AV + (57) 5y dn
dF = —S8dT —pdV +pdn = (55) ) dT + (35) . dv + (95), dn
dH =  TdS+Vdp+pdn = (g—f;)pmdSJr(%—p)s dp + (57) s, dn
dG = —SdT+Vdp+ pdn = (%)p,ndT+(%)dep+(%)Tpd”
dQ = —SdT —pdV —ndy = (%)V,#dTJF(%)deJF(gSJ) dp

13.1. I. serie Maxwellovych vztahti. Z predchozich fadkt plyne platnost nasledujicich rov-
nosti:

p - (%T%)S,n = = (%%)T,n = - (%)V,u
T = (W)pJL = (ﬁ)‘/,n
- (- (3

g?; Sim g;; T o0
ST T Tl T oiDwe
Bo= (aT)T,p (%)s,v = (a*n)s,p = (87)T,V
v ()

k)T v

13.2. Vztahy plynouci ze zdménnosti druhych derivaci. Méjme totalni diferencial vnitini
energie dU = T'dS — pdV (pro zjednoduSeni uvazujeme vyraz za konstantniho poctu ¢astic). Z néj
si vyjadreme diferencial entropie a rozepiSme vnitini energii v proménnych T a V:

1 p .. 1[/oU ou P
dsS = TdU+TdV— T {<8T>VdT+ <3V>Tdv} + TdV

1 /oU p 1 /0U oS oS
dS=—=|==| dT =+ == dV == dT — | d
5= (or), (77 (o) Jo= () om (),
Nyni vyuzijme toho, ze dS' je totalni diferencial a jeho druhé smisené derivace musi byt zdménné:
95\ _1 (o oS\ _p, 1 (U
or), T \or), ov), T TN\oV),
S _ 0 (05\ _ (01 (w0
ovor  ov \oT ), \ovT\oT ), ),

o*s 0 (9S\ _ 0 [p 1/(0U
arav — T \ov ), orT |T " T\av )],

Plati

9?8 0%S
ovVaT — 9ToV

a tudiz

o 1 (oUN 0 (p 1 (0U
ovT\or), or\T "T\oV),
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10U 1 (o) _p 10U\ 1 &U
TOVOT T \oT v T2 T2\ 0V T T 0TOV

Vime, ze dU je totalni diferencidl. Jeho druhé smisené derivace jsou tedy zaménné a na obou
stranach rovnice se zrusi. Vynasobime-li vie jesté T2, dostdvdme

OUN _p(or) _
ov ), “\or), *

Coz je takzvany ctyrhvézdickovy vztah, nesmirné uZiteény (zejména v pisemkdach).
Analogickym postupem lze dostat napiiklad vztahy

() -0-0(3)

ar ), ar ),
(), -cvv (),

(@), (), (%),
(), (%),

a dalsi. Tepelné kapacity definované v kapitole 14.1. Proto zde uvedeme bez odvozeni jen na-

sledujici vztahy
oQ 08 ou
==} =7(=) ==
ov=(5¢), 7 (or), = (3r),
oQ oS OH
- () -1 (8), -
Po\ar), ar), or ),

Ke slozitéjsim transformacim je dobré vyuzivat jakobidny. Parcidlni derivace (g—)}f)  1ze pomoci

jakobianu zapsat jako

(ax) d(X,Z)

ay ), o, 2)

a potom muzeme délat napriklad takovato kouzla:

o(V,8)" o(v.T) 0(p,T) * A(p,S) O(T, S)

<3p) <6T> oV, T) d(p, S) _
T S

oT\ _ A(T,S) a(p,T) d(V,T) (T,S) d(p,S)
(o),

ov p)sO(V,S)dp,T)
a(s,
(3,28
—\ v AOn a(S,V
V) \0p)g T@ET,V;

a odtud plyne vzorec pro zavislost teploty na objemu pii adiabatickém procesu.

ory _ G (op) (0T
av)s Cv\av),\op)q
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Timto zptisobem se da odvodit ¢i dokdzat nepreberné mnozstvi termodynamickych vztaht.

13.3. Magicky ¢tverec. Ke snadnym prevodum pomoci prvni sady Maxwellovych vztaha slouzi
nasledujici mnemotechnickd pomicka:

\ F T
u G
S H Y

Pouziti je jednoduché. Uprostred kazdé strany ctverce je zapsan néjaky potencial a od ného na-
levo a napravo (nahoru a dolir) jsou v rozich ¢tverce umistény jeho pfirozené proménné. Derivujeme-
li potencidl podle jedné z nich (pfi druhé konstantni), vyjde nam veli¢ina z protéjsiho rohu. Jdeme-li
po sméru Sipky, bude kladnd, jdeme-li proti sméru, bude zaporna. Tedy napriklad

8H) <8U>
(as ) 25 ),

8G) <8F>

— ] =-S5 — =-S5
<8T » ar /.,

a tak dale.

Podobné se daji z magického Ctverce odecitat i primé vztahy mezi potencidly — zvolime, co
chceme vyjadrit, prejdeme pres uhlopticku (prvni ¢len) a pficteme soucin proménnych na thlo-
pricce se znaménkem podle sméru Sipky.

Reknéme, Ze nés zajimaji vztahy pro F. Pfes tthlopticku od F jsou U nebo G. V prvnim pifpadé
dostaneme F' rovnd se U minus (Sli jsme proti sipce) T - S, v druhém F = G — Vp. Analogicky
odecteme naptiklad H = U + pV.

13.4. II. série Maxwellovych vztaht. Sestava z nasledujicich vyrazi:
PP _(0S\ _ (0p\ M _ (0T _(0V
oTovV ov ). ar ), 0Sop  \ op Si 05/,
o6 (95) _ (v U (0T _ (o
opdV ap /) \or ), oSV \oV )4 S ),

Vhodny potencial vybereme vzdy pomoci proménné podle které se derivuje a podle té co zlistava
konstantni. Jako mnemotechnickd pomucka muze slouzit zapis

X,Y) 0(X,Y)

ap,V)  O(T.S)

kde za X,Y dosadime nékteré z velic¢in S, V, T, p a patiicné upravime oba jakobidny (prohazujeme-
li proménné v jednom jakobidnu, nesmime zapomenout zménit znaménko). Tato pomticka je zvIast-
nim pripadem zajimavého obecnéjsiho vztahu
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T, S) B
ap,V)

ktery je vlastné libovolnym z Maxwellovych vztahu II. série dokdzan.

41
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14. DALSI TERMODYNAMICKE VELICINY

14.1. Tepelna kapacita. Dodavdme-li béhem néjakého procesu (L) do systému teplo, méni se
obecné jeho teplota. MnozZstvi tepla, které je tfeba pri daném procesu dodat, aby se teplota zménila
o jeden stupen, nazyvame tepelnd kapacita a znacime

_(9Q
Cy = (m)m

Pripomenme, ze se zabyvame pouze kvazistatickymi procesy. Jelikoz teplo neni tplnym diferen-
cidlem, zdlez{ na tom, o jaky proces se jednd. Bez urdeni procesu (L) nemd pojem tepelné kapacity
vibec smysl.

Libovolnou tepelnou kapacitu mtizeme snadno vypocitat, zname-li entropii.

Vezmeme-li totiz néjakou zatim blize neurcenou proménnou L, pak plati, ze

9@ 3Q = T<85> ar + T(68> dL

5 == oT oL

a zaroven

_(90Q oQ
5@—(&],) dT+<8L> dL
Jelikoz ale L je konstantni a tudiz dL = 0, plati, ze

_(9Q\ _ .. (95
Cuy = <0T> =7 (aT)L

Vezméme nejprve izochorickou tepelnou kapacitu (dV = 0). Protoze

0
oU oU =

oQ ou
CV = —_— = P —
aT ), ar ),
Nyni zapiSme izobarickou tepelnou kapacitu (dp = 0). Vyuzijme faktu, Ze ze stavové rovnice je
mozné napsat objem jako funkce tlaku a teploty a aplikujme pravidlo retézeni. Potom méame:

0
ov ov = ov
v = <6T)pdT (a > dp = (8T> dr

5Q=dU+6W:(> ar + [+ (55 >]dV_

b+
(), b (®))- ()
= (57), + b+ (57).)- (),

Potom dostavame zobecnény Mayeruv vztah

plati, ze

7 c¢ehoz plyne, ze
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o e +a£ 67‘/ ****/)VztahT@ al
vov= Pt \av ) \or ), T or ), \oT ),

Pro derivace tepelnych kapacit plati nasledujici vztahy:

v __ 0 [ (PFN ] _ [ & (0PN ] _ (%%
ov )p OV orz )|, o> \ov )], ~ \oT? ),

Pfi odvozeni jsme pouzili Maxwellovych vztaht a za Cy jsem dosadili
oS
Cy=T|=—
Y <8T>V

Zcela analogickym postupem dostaneme
2 2
(&), Gr),), - ()
op )p op 012/, . orz ),

Tyto dva vztahy nam fikaji Ze zavislost C'y, Cp na vnéjsich parametrech se da urcit ze stavové
rovnice. Zavislost na T' se ze stavové rovnice urcit neda.
Definujme jesté dalsi termodynamické veli¢iny:

Izobarickd roztaznost
oL (ov
Povar),

Takze pri konstantnim tlaku priblizné plati

V =~ Vo(]. + BPAT)
Podobné i pro dalsi velic¢iny.
Tzoentropickd (adiabatickd) roztaZnost

Izotermickad stlacitelnost

Izochorickd rozpinavost
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15. KVANTOVEMECHANICKY HARMONICKY OSCILATOR

Méjme kvantovy harmonicky oscilator s frekvenci w. Jeho energetické stavy jsou urceny kvan-
tovym ¢islem, a to nasledujicim zptusobem:

1

l U [E

Nechme oscildtor v rovnovéze s okolim a spocitejme parti¢ni funkei, vnitén{ energii (tj. stfedn{
energii), entropii a partiéni funkci pro N nezévislych oscilatoru.

Plati:
1
Wy = 70 exp(—pBE;,) Zc = ZGXP(*ﬂE—y)
v

V nasem pripadé jsou mikrostavy indexovany kvantovym c¢islem n, tedy

Zo =Y exp(—BE,) = Y exp(—BEy) exp(—fnhw) =

n=0 n=0
(oo}
— exp(—BE0) . (exp(—Bhw))"
n=0
Posledni ¢len je zjevné geometrickd fada s kvocientem exp(—Shw) < 1 a lze ji snadno secist:
1 _ exp(—BEy)

Zo = —BE, =
¢ = exp(—fSE) 1 —exp(—fhw) 1 —exp(—pFhw)
Odtud ziskame stfedni hodnotu energie podle vzorce

OnZc B exp(—Bhw)hw

U=®) =55 = Bt 1 op(—phw)

N&s vysledek je ale ponékud podeziely — ekviparti¢ni teorém preci fiké, Ze na kazdy stu-
pen volnosti zastoupeny v hamiltonianu ve druhé mocniné ptipadne %kT energie. U klasického
harmonického oscilatoru, ktery ma hamiltonian

1
H= imj:2 + imngQ

by tedy mélo byt U = kT'. Zde ale pracujeme s kvantovym harmonickym oscilatorem, ktery by
mél prejit ke klasickému modelu pii i — 0 (nebo pro T' — o0). OvSem bude-li ffuww <« 1, pak se

vyraz zredukuje na

exp(—phw) b
= E h——F—7-——~ — E hw—"—-—— —
v 0o T exp(—LFhw) o+ 1 — exp(—phw)
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hw 1
TR T T Bhe o3 o 7

Takze to vlastné sedi. V bézném pozorovani jednoho oscildtoru zjistime energetické hladiny jako
kontinuum, nebof konstanta 7 je nesmirné malé a tedy Shw — 0.
Jakd je entropie? Dle vzorce z kapitoly 7 ji spocteme takto:

~ _ _xp(=BFy) _exp(—fhw)
S=kp(InZc+pU) =kp (m 1 — exp(—Bhw) +PE0 + ﬁhwl — eXP(—ﬁhw)>
=kp (— In (1 — exp(—phw)) + 5mm>

Je ale mozné vychazet i z termodynamického vzorce
F=—-kI'nZcs=U-TS

Jelikoz U jiz mame vypoctenu, staci prosté dosadit. Je hodné pozornosti, ze entropie jiz nezavisi
na Ey (energii nulovych kmita).
Parti¢ni funkci N nezévislych oscildtoru jiz samoziejmé spocitdme snadno:

Zy = (Z)N

Podivejme se jesté na jeden podobny ptiklad. Méjme ¢dstice s nenulovym spinem (které mtizeme
povazovat za elementdrni magnetky) uspofddané na piimce tak, aby se navzajem nemohly svymi
slabymi magnetickymi poli ovliviiovat. Celou primku pak umistéme do silného vnéjsiho pole H.
Urceme parti¢ni funkci, stfedni hodnotu energie systému, celkovou magnetizaci, entropii a tepelnou
kapacitu za konstantniho vnéjsiho pole C'y.

|

R S S

Kazda castice muze mit energii +mH, kde m je jejil mg. moment. Protoze jsou pro kazdou z
nich mozné jen dva stavy (1 a | resp. — a +, opacné nez je energie), bude jednoéasticova partién{
funkce

¢ =exp(BmH) + exp(—fBmH) = 2 cosh(fmH)
Céstice jsou nezévislé, celkovd parti¢ni funkce je tedy

Zn =N = 2N cosh™ (BmH)

Stredni energie:

2
U=N> w,Ey=NY_ % exp(Bmp H)my H = —NmH tanh(SmH)
¥ n=1

a nebo jsme mohli pouzit vzorec U = —% In Zn . Celkovy moment magnetizace pak bude
- - - exp(—BmH)  exp(BmH)Y
MfN<m>fNZw,Ym,Y = N<m ~ m ~ =
v ve{-1,+1}
= —Nmtanh(SmH)

Pro 3 — 0 jsou w(1) = w(}) = 3 a pro B — oo jsou w(1) = 1, w(}) = 0. Kdybychom otoéili

polaritu H, 8 se nahradi —f a pravdépodobnosti se prohodi.
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w
1
w(t)
1/2 5
w(y)
0 +00 0

—_—

Je-li parametr 8 definovan jako S = 1/kT, pak tento systém muZe mit zavedenu zdpornou
teplotu. Je tomu tak proto, ze jde-li teplota k nule (T — 0,), sed4 si systém do stavi s niz$imi
energiemi. Extrém je takovy, Ze vsSechny castice maji energii —mH a minimalni energie celého
systému je tedy —NmH. Pro T — oo se ovSem U blizi k nule. Jak tedy dosdhnout toho, aby
systém mél energie kladné, v extrémnim pripadé + NmH? Zavedenim zaporné teploty:

E
+NmH

T<0

-NmH

Jesté entropie:
S=k(lnZn + pU) = kN [In¢ — tanh(BmH)SmH)|

1.PT v tomto systému ma tvar
0Q =dU +0W =dU + MdH
tudiz mizeme jednoduse spocist tepelnou kapacitu pfi konstantnim H

— 8£ — 8£ 2 _ (BmH)?
Crn = (8T>H - <86>H’“ﬁ =N oS (BmH)

Povsimnéme si, ze pro jednu zvolenou hodnotu entropie mame dvé pripustné hodnoty vnitini
energie — zavisi to na tom, v jaké teploté (kladné ¢i zdporné) se systém nachézi:




ZAPISKY Z TSF 47

16. MERENI POISSONOVY KONSTANTY

Uvedme dvé zajimavé moznosti jak zmétit Poissonovu konstantu.

Dynamickd metoda

Vezméme nadobu s plynem opatfenou pistem. Parametry nadoby necht jsou znamy: objem V,
plocha dna (a tedy i pistu) S a hmotnost pistu m. Pro tlak v nddobé p plati

PaS +mg = poS
kde p, je atmosféricky tlak a g gravita¢ni zrychleni. Nechme pist vykondvat malé kmity. Musi byt

dost rychlé, aby cely proces byl adiabaticky a nedochazelo pfi jednotlivych oscilacich k termalizaci
s okolim.

m
p0:pa+?g

je rovnovazny tlak, ktery je v nadobé, pokud se pist nepohybuje. Mezi rovnovaznym tlakem a
okamzitym tlakem plati vztah

pV> = poVy*

nebot kmiténi je (jak jsme jiz fekli) adiabaticky proces. Po dosazeni za py

e er B o o) ()

Ozna¢me vychylku jako z = V_SVO, kde Vy znaéi objem vélce, je-li pist v klidu (rovnovézny

objem). Protoze V =V} 4+ zS, pohybové rovnice pistu je

. Vi ”
miZ=F=(p—po).S = (Sp, +mg) <V0+OzS> — (Spq + mg)

Pro malé vychylky lze aproximovat
Vo * ol %28
Vo+z28) Vo

mz — %—S(Spa +mg)z=0
Vo

a dostavame rovnici

Coz je ale rovnice harmonického oscilatoru s frekvenci
£ =/ (pa+ 29) 52
N 27 Pa S V()m

42 f2mVy
=
PaS? 4+ mgS

7 ¢ehoz vyjadrime vztah pro s

Zmérime-li tedy frekvenci kmitani pistu, dostaneme Poissonovu konstantu.

Z rychlosti zvuku
1
Vy =4 —
€S

Zvuk se ve vzduchu sifi rychlosti
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kde eg = —% %—‘;)S je adiabaticka stlacitelnost. K tomuto vzorci se dostaneme pomoci metod

mechaniky kontinua nasledujicim zptsobem:
Vezméme Eulerovu rovnici a rovnici kontinuity

W V)i =g-

B grad(p)

1
0
do
— + V(o¥) =0
5 T V(ev)

kde g je vn&jsi pole (napt. gravitaén{). Predpoklddejme nyni, Ze vnéjsi pole je nulové a zmény
rychlosti velmi malé, tj. zanedbame ¢len (0V)¥. Déale predpokladejme, Ze tlak a hustou lze rozepsat
jako malé poruchy stfednich hodnot (Tayloruv rozvoj do prvnich radu):

Jo

/

0=00+ 0 (1) Qo+axi$z

p=po+p (@it) = po+ —o;
8%‘1'

Tyto vyrazy upravime nasledovné:

Q—QOZQ/:@JT'
6:@1

N Tl [
TiT "oy T op
632@ 817

a dosadime druhy do prvniho:

o = 89177/:1)/89 Jx; — @
&m% Ox; Op o) g

Vztah p’ = o (%)S dosadime do osekané Eulerovy rovnice a rovnice kontinuity

Oov; 1 0p
-

ot * 0 Ox;

do  Oov; 0

ot 8331 -

Nyni si jednak uvédomme, Ze o0 = g+ ¢’ a tedy do = do’ a také si feknéme, Ze hustotu jiz znovu
nebudeme derivovat, protoze bychom dostali poruchy druhého fadu. Predpokladejme proto, ze

do=do", dp=dp, o=

Také nezapomenme, ze (g—g)s je konstanta. Tedy dosadme:
Ov; N 1 ap' Oy 1 (op 00
ot 00dx; Ot 0o \ Do

00"  0Ooov; 00 Ov;
_— = —-— = O
ot om0t %0,

S (’9:101

Zajimaji nds pouze zmény hustoty (coz je zvuk), a proto si je vyjadifme. Zderivujme prvni
rovnici podle x; a druhou podle ¢:
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a.ﬁiat 00

020 0%v;
o2 + 00 -

02v; +i ap 0%’ 0
do ) ¢ 0x;?

9%v;
Ozié)t

32 Ql B @ aQQ
ot? 0o

Zaménme druhé derivace v;, vyjadieme z jedné rovnice, dosadme do druhé a ziskdme

S =
s Ox?

co je ale vlnova rovnice, kde ¢len ( 22 vyjadfuje ¢tverec rychlosti siteni viny. Tedy
J 90 ) g

o),
@), (2.3,

Ty g — M o (v _dv _ _m
aJe11kozg—Vatudlz(ag)S o o Je

dp\ _ VP (op\ _ V(o) _ 1
do) m\oV) o \oV) oes
kde eg je adiabaticka stlacitelnost. Potom

/1
v, =4/ —
0€s
Mame tedy pékny vzorec, ale nevyskytuje se v ném . S tim si ale snadno poradime, nebot
plati

Dale plati, ze

o TGr), _aspory)
o T(2),  O(T.p)d(S,V)
_ o, V)ow,S) _oV,T) dp,S) _ (9V o\ _er
~A(T,p) o(V,S)  Ap,T)d(V,S)  \9p ), \0V/)g es
Potom tedy
v, = >z = w=vder
OET

Zmérime-li tedy rychlost zvuku v prostfedi s danou hustotou a zname-li izotermickou stlacitel-
nost, snadno vypocitame s tohoto prostredi.
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17. TERMODYNAMIKA SMES] RUZNYCH LATEK

Polozme si otazku, jak popsat systém, jez je tvoren smési nékolika chemicky raznych latek,
nebo ktery tvori jedna latka v ruznych fazich (napf. smés vody a ledu). Ze statistického hlediska
se jedna o grandkanonicky soubor.

Prirtstky potencialtt budou vypadat takto:

k
dU = TdS — pdV + > pedny
=1
k
dF = —SdT — pdV + Y _ puedny
=1
k
dH =TdS + Vdp+ Y pedny
=1
k
dG = —SdT + Vdp+ Y _ puedny
=1
Q=F-G=—-pV (suma vypadne!)
k
Q) = —SdT — pdV — > nedp
=1

Zadefinovat zndmé parcidlni veliCiny. Napted definujme koncentraci (molarni zlomek)

1 Ny
Ci = = —

doini n

Déle definujeme parcialni objem
0
Uy = (a V(T7p7nk)>
T; Tp
Objem V je pfi konstantni teploté a tlaku aditivni, proto z Eulerovy véty plati

0
V= n; | =—V(T,p,n = n;V;
S (Grvmem) =S
Obdobné mtizeme postupovat i u dalsich aditivnich velicin U, H, G, F, (), S, které pokladame za
funkce proménnych 7', p, ni. Zde jsou ty nejbéznéjsi:
u; = (%U(T,p7 nk)) U=>,un; u=y cu; — parcidlni vnitini energie
i T

)

S; = (%S(T,p, nk))Tp S=>,sm; s=y,cs; — parcidlni entropie

i = (aimG(T,p7 nk))T G=>,mn; p=>,¢H; — chemicky potencial
p

s

Gibbs-Duhemtv vztah pak zni —SdT + Vdp — > n;du; =0

K3
Pro izotermicko izobaricky proces mé zvlast jednoduchy tvar
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18. VRATNE A NEVRATNE PROCESY

Termodynamika postuluje:

Za dangch a neménngjch podminek kazdy makroskopicky uzavreny systém nutné dospéje do stavu
termodynamické rovnovdhy, ve kterém jsou makroskopické veliciny konstantni v case. Tento stav
je spontdnné nenarusitelny (systém v rovnovdze setrvd, neni-li z ni vyveden vnéjsim zdsahem,).

V termodynamice se ale nezajimédme pouze o systémy v rovnovaze, nybrz i o makroskopické
procesy.

Dojde-li ke zméné stavovych parametri, zacne v systému cosi probihat. Pokud systém spéje
zpét k nastoleni nové rovnovahy, nazyvame takovy proces prirozeny. Neptirozené procesy jsou pak
takové, pri kterych se systém naopak od rovnovihy vzdaluje — dle postulatu se takové v prirodé
nevyskytuji. Neni-li systém ve stavu rovnovahy, pak neni urcen pouze stavovymi proménnymi
(teplotou a pod.)

Pozndmka 8. K tomu, aby se systém pohyboval smérem od rovnovazné polohy, je potfeba néjaky
impulz zvenc¢i. Sam od sebe nikdy z rovnovahy nevyjde.

Mg&jme nyni termicky homogenni systém ve stavu rovnovahy (je tedy popsan stavovymi promén-
nymi). Necht dochdzi k posloupnosti nekoneéné pomalych zmén parametrt (pomoci{ infinitezimé4l-
nich adiabat a izoterm). PFi takovém procesu zustéava po celou dobu systém v termodynamické
rovnovaze a proces nazyvame kvazistaticky. Budeme-li pak postupné parametry ménit stejnym
zpusobem, ale v opa¢ném potadi, ziskdme vychozi stav. Kvazistaticky proces tedy muze probihat
v obou smérech a nazyvame jej téz vratng (reverzibilni). Je samoziejmé dobré si uvédomit, ze
kvazistaticky proces je pouze limitnim pripadem realnych, a proto bézné procesy lze za vratné
povazovat pouze s urcitou presnosti.

Procesy, které probihaji pouze v jednom sméru, nazyvame nevratné a z vyse uvedeného postu-
latu plyne, ze takové jsou vSechny procesy probihajici v prirodé.

Z platnosti I. principu termodynamiky (zdkona zachovani energie) 3Q = dU + dW, ktery plati
jak pro vratné (r), tak pro nevratné (i) procesy, plyne, Ze:

dU® =5Q™ — aw®
dU™ = Q™ —aw ™
a protoze dU je tplny diferencidl nezavisly na draze dU® = dU™), plati

QW — Q™ =aw® — aw (")
Chceme-li se vyhnout moznosti obratit nevratny proces (¢leny rovnice nulové) a konstrukei per-

petua mobile 2. druhu (¢leny rovnice kladné), tedy tomu aby se dodané teplo cyklicky pfemeénovalo
na praci, musime prijmout, ze

aw® —aw ™ =5QW —3Q™ <0
a tedy plati

ow® <aw ™
Q" < Q™)

Daéle pro vratné déje plati TdS = 8Q") a pro nevratné déje T'dS > dQ. Potom dostavame
znamy vztah

2
d
52—512/?62
1
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kde rovnost nastane pro vratny déj. PovSimnéme si také, ze systém vykond maximéalni moznou
praci pravé pri vratném procesu.
Pro cyklicky déj plati Clausiova nerovnost

g

kde rovnost nastava pro vratny déj.
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19. USTALENI DYNAMICKE ROVNOVAHY

Ve stavu rovnovahy nabyvaji termodynamické potencidly extremalnich hodnot. Proberme si je.
7Z predchozi kapitolky je ziejmé, ze

TdS > dU + oW

pro uzavieny systém. Entropie izolovanych systémt pii nestatickych procesech vzrista. Po
ukonéen{ takového procesu a nastoleni rovnovihy m4 tedy entropie maximéaln{ hodnotu (oznacme
ji Smaz) - To, Ze entropie mé& ve stavu rovnovahy extrém a zaroven maximum, pak vyjadiuji
diferencidlni podminky

dS =0, d*S <0

Podotknéme, Ze toto je vizany extrém za dodateénych podminek U = konst,V = konst (prip.
jiné stavové proménné jsou konstantni) — rovnovdzny stav. Také pfipometime, Ze tento zépis nen{
matematicky zcela korektni, nebot d2S je bilinedrni forma a nemiiZeme ji srovndvat s realnym
¢islem. Bylo by treba fici, ze je negativné definitni. Chépejme zde ale diferencidly jako prirtstky
a ono nam to néjak vyjde, konecné, jsme preci fyzici, ne :-) ?

Meéni-li se v prubéhu reakci mnozstvi ¢astic, je nutné do podminek zahrnout vhodnym zptsobem
zékon zachovani hmoty. Systém je izolovany, probihaji-li v ném ale chemické reakce, méni se pocet
castic jednotlivych slozek podle vzorce

X1+ Xg = Ve X + 0+ e X
kde v jsou stechiometrické koeficienty a X chemické vzorce jednotlivych latek. Vzhledem k
tomu, Ze za kazdou elementarni reakci vzroste mnozstvi produktt, ale klesne zastoupeni reak-
tantt, ma smysl vsechny ¢leny ,prevést na stejnou stranu rovnice“ a pro tento tucel predefinovat
stechiometrické koeficienty

vi=-vjprol <j<k, vj=

Je pak mozné zavést jednotné veli¢inu dM, tzv. extenzi reakce takto:

v; pro j >k

dn; s
dM = —, Vjel
v
J
Rozepisme si vysSe uvedenou nerovnost:

TdS > dU +pdV = pdn;
7 prvni nerovnosti plyne, Ze pri konstantnim U a V' ;e entropie méni podle zdkona
TdS > — Zmdni = —dG (pro U,V = konst.)
a stejné tak z nerovnosti TdS >Z 0 (pfechod do rovnovdzného stavu) nutné musi

dG = pdn; <0

Diferencidly dn; jsou spolu svazény zdkonem zachovani hmoty dMv] = dn,, a proto

dG = pidn; =Y pdMv, =dM Yy vip; <0



54 WIKI SKRIPTUM

takze podminka rovnovahy bude (G je ve staciondrnim bodu)

A:Zy{m:O

Velicina A se nazyva afinita reakce a plati, ze AG = AAM, tedy ze A je Gibbsova energie
uvolnénd pii jedné elementdrni pfeméné (AM = 1).
Méme-li jiné proménné konstantni (jiné okrajové podminky), je uziteéné pro hledani extrému
vyuzit dalsich potencidli.
Entalpie: k rovnici T'dS > dU + pdV pri¢téme Vdp a mame
TdS +Vdp>dH S,p = konst = dH<O0
takze pri prechodu do rovnovahy H klesd a v rovnovéaze plati
dH=0 d’H>0
Vnitrni energie:
dU <TdS — pdV S,V = konst = dU <0
dU=0 d°U>0
Gibbsuv potencidl:
dG < —=SdT + Vdp T,p = konst = dG <0
dG=0 d°G>0
Volnd energie:
dF < —SdT — pdV T,V = konst = dF <0
dF =0 d°F>0
Entropie ma ve stavu rovnovahy maximum, ostatni potencidly minima. Méni-li se navic pocty
Castic potom je nutné pri hledani minima uvazovat zakon prislusna reakce.

PRIKLAD. Mé&jme dvoudilny systém s pohyblivou prepdzkou (pro nasi potfebu nehmotnou a
nepropustnou). Kazdy z oddili mé stejnou teplotu T (tj. dT' = 0) a objemy a tlaky Vi, Va,p1,p2
a zaroven V = Vi + Vo = konst. V rovnovaze plati, ze dF = 0. Potom miizeme pséat

F:Fl(V17 )+F2(‘/2a ) Fl(vla +F2(V7‘/13T)

8F1 8F2 aVZ
Fo (21 _
I (avl>v, (aV) (avl) 0
AV — V1)
P1+p——FF

oy
pl—p2=0 = p1 = D2

vvvvvv

=0

stejné. Rovnovaha je ddna tim, Ze system vycerpa vsechny zdroje k zméndam vlastnich stava —
proto je volné energie minimalni!
Velky potencidl:

dQ < —=8dT — pdV — Znidui T,V, u; = konst =

dQ =0 d’Q >0
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20. DUSLEDKY PODMINEK ROVNOVAHY

Mg&jme dvoudilny systém (krabici) s prepazkou, dokonale izolovany. Oddily jsou popsany pro-
ménnymi Uy, Us, Vi, Vo, nq,ne. Plati tedy, ze V. = Vi3 + V5 = konst, U = U; + Us = konst,
n = ni + ng = konst. Pouzijme vzorec

1 P Hi
ds = TdU+ TdV % Tdn’
a vyjadfeme entropii jednotlivych oddili:
1 p1 M1,
dS, = —dU + =dV — E = dng
T T,

K25
Ty

1 P2
dSQ = T2 dU+ T2 dV ZZ: an,z

Rovnice se¢téme a vyuzijme uzavienosti systému, tedy toho, ze
Ui=U-U, = dU; =0 —dUy = —dU,y
i=V-Vya = dVi=0-dVo=—-dVs

n=n-—-nyg = dn;=0—dny=—dns

a potom

_ (L 1 P P2 _ ICRENCY, _
dS_d(Sl+Sg)—<T1 TQ)dUlJr(Tl T2>dV1 Z(Tl T dny;

i

Pokud je v systému prepazka pouze myslend a systém méa byt v rovnovaze, dS = 0, je zjevné,
ze diky LN diferencidld dU, dV, dn musi byt vSechny faktory nulové a tedy Th = 15, p1 = p2, p1,; =
25

Predpokladejme, ze prepazka je pevna, prostupna pro teplo, ale zadrzuje ¢astice. Potom plati,
ze dny =dns =0adV; =dVo=0a

1 1
dS_(Tl_T2>dU1>O

Zvolime-li teploty 77 < Ts, musi platit, ze dU; > 0 a energie tedy bude proudit z teplejsi casti
do studenéjsi.

Predpoklddejme pohyblivou pfepazku, neprostupnou pro ¢éstice, ale i pro energii (tepelné izo-
luje). Potom dU; = dU; = dn; = dng = 0. Zvolme rovné teploty 77 = 15 a tlaky p1 < pa.
Potom

1
ds = T(pl —pg)dVl >0

Méni se objem tak, ze prepazka se posunuje smérem do ¢asti s nizsim tlakem.

Zvolme nyni pevnou prepazku propoustéjici ¢astice dV; = dVo = 0 a shodné teploty. Potom

1

dsS = _T Z(,ul’i — ,U2,i)dnl,i >0

7

Zvolme chemické potencidly w1, > pi2;. Céstice pak proud{ z prvni ¢asti do druhé: dn,; <0a
odnéseji s sebou energii.
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20.1. Zakon pusobicich hmot. Méjme néjakou chemickou reakci
A+B=X+Y

Ta probihd v obou smérech. Pfedpoklddejme, Ze na pocatku jsou piritomny pouze latky A a B.

Ty postupné reaguji a vytvareji produkty X a Y. Jak vzrtista koncentrace produkt, postupné se

vice a vice uplatnuje i druhy smér reakce. Pii urcitych koncentracich se pak ustanovi dynamicka

rovnovaha. Oba sméry reakce sice probihaji, pocet ¢astic jednotlivych latek se ale témér neméni.
Prubéh chemické reakee (za konst. tlaku a teploty) je uréen Gibbsovym potencidlem

dG =" pidn; <0

Tato nerovnost vyjadiuje priblizovani se k rovnovaznému stavu. V tom jsou pak hodnoty n;
konstantni a dG = 0. Podminku chemické rovnovahy mizeme (jak jsme jiz diive ukdzali) vyjadrit
i pomoci stechiometrickych koeficientii

A:Z%{MZO

Potiebujeme tedy spocist p; (T, P,ny). Nyni predpokladejme, Ze kazda ze zicastnénych latek
v dané reakei se chova jako idedln{ plyn. Entropie IP se vyjadii (viz kapitola 27) jako

1%
S = nc@lnT—i—annN + konst - n

kde ¢}, zna¢i moldrni kapacitu, coz se dé pfepsat na

S=n(c, nT+ Rlnv + Rln~')

potom molarni entropii zaznamename takto

S
5= =c¢yInT+ Rlnv+ Rlnv

a molekulovou takto (R = kN4, cy = %)

S
=N = cylnT+klnv+klny

kde ~ je konstanta charakteristicka pro dany plyn.
Maéame nyni reagujici smés. Kazdy plyn zaujimé ten samy reakéni prostor a vsechny maji stejnou
teplotu. Proto jejich jednotlivé entropie budou (pracujeme s idedlnimi plyny)

Va1

i |4 i
S; = Nicl) n kT + NikIn % + N (k& + i)

kde e je zaklad prirozenych logaritmu a & tzv. chemickd konstanta, definovana tak aby platilo
k€ + ey = —cylnk +kln 2
e

Tato opét zavisi na vlastnostech toho kterého plynu.
Parcialni tlaky jednotlivych plyna jsou

kT

g Bk oV
pz—zv—zv Nz i

Tlak celé smési je dan vztahem

KT kT
- N BN,
p % VZ

9

Zjevné tedy plati
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N;
Pi = —=DP b= Di
N 2

Dosadme vyraz za NL do rovnice pro entropii a pouzijme Mayeruv vztah
cp—cy =k
Si = —NikInp; + Nicl) In kT + (k&; + V)N

Energie idedlniho plynu je zndma, jednd se o vztah U = Ncy T, v nasem pripadé (smés latek

pouze aproximovanych idedlnim plynem) to bude
Ui = N7;€OZ‘ + Nicg)T

kde Ngg je energie pripadajici na vnitini stupné volnosti molekul. Déale ur¢ime entalpii H;

Gibbsiiv potencial G; i-té slozky
Gy = H; = TS; = Ny [g0; + )T = T(~kInp; + o) kT + (k& + )]

= NikT'Inp; — Ni¢\VTIn kT + Nigo; — N;kT&;

a z néj chemicky potencial
0zN. o

Hi=

=kTInp; —c, ()T InkT 4 eo; — kTE = kT Inp; + poi(T)
Nyni vezméme vztah pro chemickou rovnovéhu > v/u; = 0 a dosadme do néj:

> Vi (kT Inpo; + pi(T)) = 0

i

> vilnpy; = —é > Vinoi(T)
i

a z toho logaritmickou tpravou ziskame
v 1 AG®
1:[1702 = K,(T) = exp <_kT zi:Vz/‘MOi(T)> = exXp (— RT )

veli¢ina K,(T') je rovnovazna konstanta a tlaky po; se vztahuji k rovnovdznému stavu, AG®
zména standardni Gibbsovy energie, tedy Gibbsova energie uvolnéna pri jedné elementarni reakci
— N;

N

Zavedeme-li koncentrace ldtek (spravné je to molarni zlomek, ale jsme fyzici prece, ne?) ¢;
>~ ¢; = 1, pak parcidlni tlaky vyjadiime pomoci p; = pe; a dosazenim ziskdme
i
[T =p" I e = Ku(T)
i i

[ =p"Kp(T) = Ke(p, T)

kde v je rozdil stechiometrickych koeficientti na pravé a levé strané v chemické rovnici, veli¢ina
K.(T) je rovnovaznd konstanta pro koncentrace a ty se také vztahuji k rovnovdznému stavu a
to za daného tlaku a teploty. Obé tyto rovnice vyjadiuji zdkon pusobicich hmot nebo jinak také

Guldberg-Waageho zdkon.
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Pro urceni rovnovaznych koncentraci co1,...cos potfebujeme s rovnic. s — 1 z nich se ziska
ze zédkona reakce
C1 — Co1 _ _CS_COS

1 Vs
kde ¢; jsou pocatecni koncentrace a s-tou rovnici ziskdme ze GW zékona.

20.2. Van’t Hoffav vztah. Pfi chemickych procesech se pohlcuje anebo vyluc¢uje urcité mnozstvi
tepla. V prvnim pripadé mluvime o endotermickych, v druhém o exotermickgch reakcich. Podle
umluvy je exotermickd reakce charakterizovdna kladnym tepelnym efektem (Q, > 0) a endoter-
mickd zdpornym (Q, < 0). PovSimnéme si, ze znaménkova konvence je zde presné opacn, nez
u béZného tepla. Vyloucené teplo pii jedné elementarni reakci AM = 1 je uréeno rovnicemi

Q 0

ka; =ar (In K(T))
c 0

e Ky, T))

20.3. Disocia¢ni rovnovaha (Ostwaldav zakon). Pfi rozpousténi litky v roztoku dochazi
k rozdélovani molekul na kladné a zaporné nabité ionty a opétovné rekombinaci iont v neutralni
molekuly. To se d& pojmout jako chemicka reakce tohoto druhu:

AP = AT 4 A7
kde A° je pivodni latka a AT, A~ p¥islusné ionty. Zavedme si nasledujici oznaceni:
N .. celkovy pocatecni pocet molekul latky A
Ny, N_ ... pocty jednotlivych iontu
Ny ... pocet molekul nedisociované latky
M ... pocet molekul rozpoustédla

Je jasné, ze Ny = N_. Stupen disociace je urcen veli¢inou

Ny N_
=NTN
Jednotlivé koncentrace jsou dany
Ny N_ _ No  N-—-Ny
N VA V] “TMT M

Stechiometrické koeficienty je zde mozné vyjadrit jako
vy =v_=1 vg =—1
a zakon pusobicich hmot pak fika, ze

CiC_
+ :K

Co
kde K = K(p,T) je konstanta disociacni rovnovahy. Zavedeme-li koncentraci rozpusténé latky
jako ¢ = %, dostavame po jednoduché algebraické ipravé Ostwaldiv zdkon:

a2

c=K

1-«a
7 tohoto zdkona je vidét, ze pri poklesu koncentrace c vzroste stupen disociace a. U velmi

slabych roztoku (¢ — 0) se stupen disociace blizi k jedné (a« — 1) a prakticky vSechna létka je
zcela rozpusténa.
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20.4. Slabé roztoky. Zabyvejme se nyni takovymi systémy, které maji dvé komponenty a jedna
vyrazné prevazuje. Tu si oznacme jako rozpoustédlo, druhou jako (rozpousténou) latku. Je-li pocet
molekul rozpoustédla N a pocet molekul latky n, pak pro koncentraci latky za predpokladu n < N
plati

Bud Gy(T, p, N) Gibbstv potencidl ¢istého rozpoustédla bez piimési 14tky. Ten je mozno napsat
jako

GO(T7P7 N) =N- MO(T7P)

kde po je molekulovy chemicky potencidl rozpoustédla. Symbolem o = «(T,p, N) si nyni
ozna¢me zménu Gy, ke které dojde, pridame-li do rozpoustédla jednu molekulu latky.

Dle predpokladu je roztok velmi slaby, molekuly latky jsou v rozpoustédle fidce a tedy na sebe
témér vitbec neptisobi. Diky tomu lze tvrdit, ze pridame-li do rozpoustédla n molekul latky, zméni
se jeho Gibbstuv potencidl o na. Celkovy Gibbstiv potencidl ovSem nyni jesté nemtizeme napsat
jako G = Gy + na. Davodem je to, ze molekuly latky od sebe nemuzeme rozlisit (to ostatné
ani molekuly rozpoustédla, coZ nds ale nyni nezajimd). Ve vyrazu se tedy musi nékde objevit %
Celkovy potencial bude

G(T,p,N,n) = Nuo(T,p) + nka(T,p, N) + kT Inn!
Cislo n je sice mnohem mensi nez N, to ale neznamend, 7e je malé samo o sobé! Bavime se
vzdy o alespon (fadove) 1020 ¢astic (10~# mol). Proto je zde mozné pouzit Stirlingovu formuli:
G = Nugy +nk (oz—l—Tlnﬁ) :Nuo—knkT(%—Hnﬁ) =
e e
= Npo +nkT (%lne—l—lnﬂ) = Ny + nkT In (Ee%>
e e

Gibbsuv potencidl musi byt aditivni viéi poctu ¢astic (extenzivni), neboli je nutné, aby byl
homogenni funkci prvniho fadu vzhledem k n i N:

G(T,p,2N,2n) = 2G(T,p,N,n)

To znamen4, ze vyraz exp (%) pod logaritmem musi byt funkei ve tvaru f(p,T)/N:

G = Nyug + nkTIn (%f)

Oznacme si (T, p) = kT In f(T, p). Potom

G = Nyuo(T, p) + nkT In % +nU(T, p)

Toto je vlastné Tayloruv rozvoj celkového Gibbsova potencidlu do prvniho stupné. Dalsi ¢len
2
by byl 35 B(T' p).

oG

Protoze p = (W) T je chemicky potencidl rozpoustédla
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oG eN n n
() = Ty =y — KT = g — kT
1 (6N>T,,, po + nk n( eNQ) po — kT o7 = po — kT'c

a chemicky potencial latky

u’:(aG> :lenE—F\I':lenc—F\I'
on ), N

20.5. Osmoticky tlak. Mé&jme systém rozpoustédlo/ldtka v néjaké nddobé, kterd je rozptlena
membranou. Tato membrana propousti molekuly rozpoustédla, ne vSak molekuly latky (malé
otvory). Podivejme se co se stane, nebudou-li koncentrace (molérni zlomky) na obou stranich
membrany stejné. Necht je v jedné ¢asti koncentrace c¢; a v druhé ce. Uvidime, ze pfi takovémto
usporadani je v oddilech nadoby rizny tlak.

Aby v systému nastala rovnovdha, musi byt jednak rovny teploty v obou ¢astech (predpo-
klddejme Ze jsou), a také chemické potencidly rozpoustédla (ldtka je diky membrané mimo hru).
Oznac¢me si tlaky v obou ¢astech p1, p2 a podivejme se do predchozi kapitolky, jak vypada chemicky
potencidl pro rozpoustédlo ve slabém roztoku (je to p = o — kT'c). Pak musi

po(T,p1) — kTer = po(T,p2) — kTca
po(T,p2) — po(T,p1) = kT (c2 — c1)

Oznacme py — p; = Ap a rozvinme pug(7T, p2) v Taylorovu fadu do prvniho ¢lenu se stfedem v
bodé p;. Bude to

0
po(T,p2) = pio(Ton) + 5 M Ap

Do tohoto rozvoje dosadme z predchozi rovnice:

0
6LpOAp = (co — 1)kT
o

Ovsem derivace (37’>T je dle Gibbs-Duhema molekularni objem v. Pak ale

Ap — AckT  AnkT  AnkT
p= v  Nv V
kde An znadi rozdil po¢tu molekul ldtky v objemu rozpoustédla V (vlastni objem latky je
diky predpokladu slabého roztoku zanedbédn). Rozdil tlakii Ap na strandch membrany nazyvime

osmotickym tlakem. Tento jev je velmi dulezity napiiklad pro metabolismus Zivych organismu.

Je zajimavé, jak se tato formule podoba stavové rovnici idedlniho plynu. Osmoticky tlak v
slabych roztocich nezévisi na konkrétnich latkach (rozpoustédlech), ale pouze na koncentracich.
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21. ROVNOVAHA SYSTEMU O VICE FAZICH

Méjme systém o f fazich (faze nejsou jen skupenstvi) a k komponentich. k je rovno poctu latek
minus poctu reakci mezi nimi. Zavedme si nasledujici oznaceni:

horni index ... faze (r=1,..,f)
dolni index (;y ... komponenta (litka) systému (j =1,...,k)
Potom:
f
k 1y, (m) n(m ) (gq(r n() n()
USs® v gt gy = leﬂ (ST VI n)

(r) — (M ggr) _ (r) (r) 7.(r)
dU™ =170 gs) — pqy +§:1u(j)d 0
J
podminky rovnovahy - celkovy objem, entropie a mnozstvi jednotlivych komponent je kon-
stantni:

f
dV = Zde =0

r=1
f
ds =Y ds" =0
r=1
Lo ?
> dn;) =0 Vjek
r=1

Tedy hleddme minimum U vazané na uvedené podminky. To vede na vazané extrémy. Oznacme

Lagrangeovy multiplikatory k predchozim k + 2 podminkdam: —Ag, +Ay, — A1, ..., —Ag. Pro mini-
mum tak ziskdvame vztah

[ T = Xg] dSD + ... 4+ [ T —\g] dSV) +
+[—p +Av] dv<1>+...+[ P +Av] dV(f) +
+[ w g? 1]dnEg S ow Ef) 1]dnE
+H o) =Ml dngd 4+ [ ) =] dnil) = 0

Protoze jsou jiz vsechny vedlejsi podminky zapoctené, musime povazovat vsechny diferencialy
za nezavislé.

T =7@) = ... =7 = \g

PV = p@ )y
L @ 5 _
fy =BGy == My = A
1) _ (@ 5 _

By = Py = = By = M

Tj. faze jsou v rovnovaze pri stejné teploté a tlaku a stejnych chemickych potencidlech jednotli-
vych slozek. Kazdy chemicky potencidl j(;y je funkef teploty a tlaku (jez jsou spolecné pro vechny
komponenty a fize) a k — 1 nezdvislych koncentraci v kazdé fazi. Koncentrace jednotlivych fazi
totiz splnuji normovaci podminku
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pro Vr € f . Celkovy pocet nezdvislych proménnych je tedy roven 2 + (k — 1) f. Soustava vyse
uvedenych podminek pfedstavuje pfi danych p a T celkem (f — 1)k nezavislych rovnic. Ze staré
dobré algebry ovSem vime, jaka je podminka feSitelnosti takové soustavy:

(f-Dk<24+(k-1f

neboli

f<k+2

Tato nerovnost pravi, ze v heterogennim systému obsahujicim k nezavislych komponent muze
byt v rovnovaze nejvyse k + 2 fazi. Tento vysledek je znam pod nazvem Gibbsovo fazové pravidlo.
Pilisobi-li v systému vice zobecnénych sil, méni se tento vztah na

f<k+1+gq
kde ¢ je pocet téchto sil.

Je-li pocet fazi mensi nez k42, pak mize byt n = k+2— f proménnych ve stavu rovnovahy libo-
volné hodnoty. Téchto n proménnych muiize mit libovolné hodnoty aniz se narusi termodynamicka
rovnovaha. Proto se ¢islo n nazyva poctem termodynamickyjch stuprit volnosti.

Vezméme nyni jednokomponentovy systém (k = 1). Potom plati, ze f < 3, tj takovy systém
muze mit v rovnovaze najednou nejvyse tii faze, pricemz ma-li fazi jednu, jsou dva stupné volnosti,
ma-li faze dvé, pak je jeden stupen volnosti a méa-li vSechny tii faze, nema stupen volnosti zadny.

Dejme tomu, ze f = 2 a systém ma jeden stupen volnosti. Ponévadz jde o jednokomponentovy
systém, nezavisi chemické potencialy na koncentracich a soustava rovnovaznych rovnic pro u se
redukuje na jedinou:

pD(p, T) = P (p, T)
Index oznacujici komponentu zde nepiseme — stejné je jenom jedna. Tato rovnice ovSem spojuje
tlak a teplotu, tj. jde o implicitné zadanou funkci

p=p(T)
Rovnovahu dvou fazi pak lze vyjadrit v p — T diagramu jako kiivku, jez se nazyva krivka fazové
rovnovdhy (viz obrazek).
Body lezici po obou stranich kiivky predstavuji razné féze (kapalina, plyn).

V jednokomponentovém systému mohou byt soucasné pouze tii faze. Soustava rovnic pak vy-
pada takto:

pV(p,T) = u® (p,T) = ' (p,T)
Coz popisuje dve fazové kiivky:

p1 =p1(T)
p2 = p2(T)
Prusecik kiivek se nazyva trojny bod a pouze v tomto bodé mohou existovat vsechny tii faze
soucasné. Pro ndzornost: trojny bod chemicky ¢isté vody je charakterizovan souradnicemi
p = 0,006 atm
T =10,0078°C
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22. KLASIFIKACE FAZOVYCH PRECHODU

7 podminek rovnovahy heterogenniho systému plyne, ze v rovnovazném stavu jsou teplota,
tlak a chemické potencidly jednotlivych komponent stejné v celém systému. M&-li se zachovat
rovnovaha, pak pri spojité zméné p a T se musi spojité ménit také chemické potencily.

Tyto podminky ale nekladou zaddné poZadavky na zmény derivaci chemického (¢i Gibbsova)
potencialu podle stavovych proménnych p a T. Na rozhrani dvou fazi se mohou derivace skokem
ménit. Fazové prechody klasifikujeme pravé podle nespojitosti téchto derivaci .

22.1. Fazové prechody prvniho druhu. Fazovy prechod nazveme prvniho druhu tehdy, jsou-
li v bodé ptrechodu nespojité prvni derivace Gibbsova potencidlu (existuje-li zde koneény skok).
Protoze

dG = —SdT + Vdp

oG oG
—-(®)
ory, op )

méni se pri fazovém pfechodu prvniho druhu nespojité entropie a objem. Zmény S a V jsou
tedy uréeny pii fazovém prechodu 1) — 2) jako

0
AS=S SV o= (G G )

p

0
V=v®_yvO - (g® _aqgh
A Op (G ¢ )T

Pfi fdzovych prechodech prvnfho druhu se tedy vylucuje / pohlcuje jisté mnozstvi tepla, tzv.
latentni teplo:

AQ =TAS #0
ProtoZe se pfi prechodu vylucuje (pohlcuje) uréité mnozstvi tepla je tepelnd kapacita nekoneéna.
Mezi tyto prechody patii napriklad tani, vyparovani, sublimace a podobné.

Nyni se podivejme bliZze na fazové prechody v jednokomponentovych systémech. Vezméme rov-
novaznou rovnici

1P, T) =1 (p,T)

a zderivujme ji podél kiivky fdzové rovnovahy podle teploty (a nezapomenme, ze p = p(T)).

Tedy
+ — = + —
oT » Op ),dl oT » Op ),dl

protoze diferencial chemického potencialu je

dpD = —sDdT + D dp
kde s a v(® jsou molarni (specifickd) entropie a objem i-té fize, plyne z definice diferencialu’,

ze
o <8u(i)> o) — <5u(i)>
oT » op ) r

a potom muzeme psat, ze

5Jinak lze také odvodit (6—“) = (—) = % =v
p /T T
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ou® ouH
dp ( T )p—( o7 )p 52 _ 5

dT <3u(1)) _ (8;1,(2)) o v(2) — )
o ) o )

Ponévadz teplota i tlak jsou v obou fazich stejné, veli¢ina

(2)
lyg = /Tds =T(s? — s
)
predstavuje latentni molarni teplo fizového prechodu. Dosadime-li, dostavame tzv. Clausiovu-
Clapeyronovu rovnici:

dp
dT  TAv

kde Av = v@® — (M), Tato rovnice uréuje zménu tlaku podél kiivky fizové rovnovihy jedno-
komponentového systému (tj. uréuje sklon kiivky). PfepiSeme-li ji do tvaru

di _ TAv
dp Lo

dostaneme zdvislost teploty fdzové rovnovahy na tlaku (napf. zménu bodu varu anebo tdni s
tlakem).

PRIKLAD. Urlete tlak nasycenych par nad kapalinou v zdvislosti na teplot&. PovaZujte pary za
idealni plyn.

Predpokladejme, Ze objem plynu je vyrazné vétsi nez objem stejného mnozstvi kapaliny a tedy
v > v pFi oznadent plynu jako faze (2). Vezméme tedy Clausiovu-Clapeyronovu rovnici

dp  li2

dT ~— TAv

predpokladejme, Ze L1, nezavisi na teploté a dosadme do ni za objem AV = V@ —y 1) ~ ()

dp bz Lio

dar  Tv®  TV(®)

Pary jsou IP a tedy pv® = RT, tedy TV = %TQ, a bereme-li jeden mol plynu, pak

dp _ l12p

dT~ RT?

kde l12 je molarni latentni teplo. Provedeme separaci proménnych

dp 12 dT
p R T2
zintegrujeme

e
Inp = BT + konst

a upravime
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Lig

p= Ce™ rT

Vidime, ze za téchto predpokladu je kiivka tlaku nasycenych par kapaliny exponencila.

22.2. Fazové prechody druhého druhu. Fizovy prechod nazveme druhého druhu tehdy, jsou-
li v bodé pfechodu spojité prvni derivace Gibbsova potencidlu, ale nejsou spojité derivace druhé
(existuje-li zde koneény skok). Pii téchto fazovych zméndch se tedy méni spojité entropie i ob-
jem, existuji zde ale diskontinuity tepelné kapacity C),, izobarické roztaznosti 8, a izotermické
stlacitelnosti ep:

0?°G 08

1 0%°G 1 ov 1 ov
Aby = A <8T8p> =yA (8T> = (aT>

1 092G 1 1% 1 ov
Aer = A (apQ)T—‘vA (ap>T— KR (ap>T

kde v zna¢{ molarni (specificky) objem jednotlivych fdzi. ProtoZe entropie se zde méni spojité,
nedochazi k vylucovani tepla a také nejsou zadné objemové zmény. Protoze stavové velic¢iny jsou
pri fazovém prechodu druhého druhu stejné, obé faze v bodé prechodu splyvaji.

Mezi fazové prechody druhého druhu patii napiiklad prechod z normélniho do supravodivého
stavu za nepritomnosti vnéjsiho magnetického pole, prechod feromagnetické faze v paramagnetic-
kou, prechod rezimu emise svétla v krystalech lasert, ¢i slitiny s tvarovou paméti.

Podivejme se nyni, co se stane s Clausius-Clapeyronovou rovnici jednokomponentového systému
pii fazovém prechodu druhého druhu. Jukneme-li na derivaci

o _ (), - (), a(),

), (s, (%)
op T op T op T

vidime, Ze se jedna o vyraz typu %. Pouzijeme tedy I'Hospitalovo pravidlo a definice na zac¢atku
kapitolky a dostavame

82 ate;
dp A (ﬁ)p rozsireno n A (8T2 )p Agp
dT 92 - 2a)  ABV
-4 (8T5p> -A (6T8 ) B
Druhou rovnici dostaneme stejné, pouze 2. derivaci provedeme podle p
dp _ AB, B AC,
dT B Aer B TVAB,

22.3. Ehrenfestovy rovnice. Z predchozich rovnic vyjadiime AC), a nasledné dosadime z druhé
rovnice za ABy:

_ dp dp\®

a druhou rovnice ziskdme primo

d
ABy = %AET

Tyto vztahy nazyvame Fhrenfestovy rovnice.
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22.4. Fazové prechody vyssich druhii. Obecné lze definovat i fizové prechody vyssich radu,
pti kterych by byly spojité jak prvni, tak i druhé derivace a nespojitosti by se objevovaly od
tretich vysSe, nicméné doposud nebyly pozorovany. Detekce takovych diskontinuit experimentélné

je mimoradné obtizna.
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23. JOULE-THOMPSONUV POKUS

Y

Me¢éjme plyn uzavieny v izolované trubici rozdélené porézni prepazkou a opatienou dvéma pohyb-
livymi pisty (viz obrazek). Chceme-li protlac¢it plyn z jedné ¢asti do druhé, je nutné pusobit na
prvni pist silou a tim dodavat energii. Protla¢ime-li vSechen plyn z prvni ¢asti do druhé, vykoname
praci W = p; V4 (pfedpokldddme izobaricky déj, tj. dostateéné pomalé protlacovani). Na druhém
konci valce vykonala soustava praci W = poVs. Vzhledem k adiabatické izolaci trubice soustava
neprijala ani neodevzdala teplo.

Budeme-li uvazovat idedlni plyn, jehoz vnitini energie nezavisi na objemu, musi p1 V7 = pa Vs

Vezmeéme si nyni redlny plyn. Provedme infinitezimalni posun prvniho pistu. Tlaky jsou kon-
stantni, p; > ps. Potom

IQ=dU+dW =0 =  dU =—dW = —(p,dVi + p2dV)

Pripomenme, ze dV; < 0. Protla¢ime-li vSechen plyn bude zména vnitini energie

2 0 Va
Uy —-U; = /dU: _/pldvl —/pde2 =, Vi —p2Va
1 i

(=)

z ¢ehoz plyne, ze

Uy +p2Vo = Ui +p1 Vi = Hy = Hy

neboli, ze entalpie pTi procesu zustava konstantni. Vypocitejme nyni zménu teploty v zavislosti
na zméné tlaku p¥i prichodu plynu prepdzkou. Vyjadieme si proto entalpii v proménnych T a p:

o0H o0H
(), 7+ (55 ==

8H> <8H>
D) ar=—(Z2) ap
(8T » op ) r

a upravme na

(5),= (%), Gn),

Jelikoz zména entalpie predstavuje vymeénu energie ¢isté ve formeé tepla, plati
OH oQ
or) ~\ar) =
P P

milzeme psat, ze
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A__(3T> _1(3H)
o)y Cp\0Op /)y

Velic¢ina A se nazyva diferencidini Joule- Thompsoniv koeficient. Jelikoz C), je vzdy kladné, jeji

znaménko zavisi na vyrazu (%—I;) .

Ukazuje se, ze pro kazdy plyn existuje jista teplota T;, tzv. teplota inverze, pro kterou plati:
e Byla-li pred stlacenim teplota T7 > T;, pak po stlaceni ma plyn teplotu T5 > 77, plyn se
zahtivd a A > 0
e Byla-li pred stlacenim teplota T7 < T;, pak po stlaceni ma plyn teplotu 75 < 77, plyn se
ochlazuje a A < 0
e Byla-li teplota 77 = T}, po pruchodu plynu prepazkou se neméni a A = 0.
Tohoto faktu se vyuzivd v praxi ke zkapalnovani plynu. Ke zkapalnéni plynu je tfeba dostat
molekuly dostatecné blizko k sobé a snizit jejich stfedni energii. To ndm toto usporadani umoznuje.

23.1. Van der Waalsuv plyn v J.-T. pokusu. Provéfme, co udéld (témér) redlny plyn v Joule-
Thompsonové pokusu. Nejprve si ale upravme vztah pro A:

aS as aS oS
(aI))poJr (aT)pdT +Vdp=T <6T>pdT+ [V+T (ap)J dp

(as> _A8.T) Vi) _ <av>
T p

dH =TdS+Vdp=T

ap ap, T —~—  pT ar
P (p7 ) II.Mazwell.vzt. (p7 )
oS ov
P P
Vyraz v hranaté zavorce je jen jinak zapsany (%)T a proto
1 oV
A=— |V -T(—=
Cp ( oT ) »
Zkontrolujme idealni plyn, jez ma stavovou rovnici pV = nRT.
vor (VY —y ™y _y_y
orj, D

U IP je opravdu A = 0 nezavisle na teploté.

Nyni Van der Waalstv plyn. Stavova rovnice VAW plynu je (p + ’%/”22) (V —nB) =nRT 7Z této

rovnice se ale bude jen tézko vyjadiovat V', dosli bychom k polynomu tfetiho stupné. Proto rovnici
implicitné zderivujeme podle T' s tim ze V (T, p) a p = konst. Z toho uréime

<W> R
orT P V}iTB - 2AY

\%
1 RT
A= — |V
OP VR,TB — 24 V‘;sB

Straslivy vyraz. Zjistéme alespon, jaka je hodnota T;. Po néjakych tpravach a polozeni A = 0
dostavame:
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o 24 (V - B>2
‘""" RB\ V
ajeli V> B, pak T; = %. Ovsem obecnéji chceme zavislost T; na tlaku, protoze pro J.-T.
pokus jsou tlak a teplota prirozenymi proménnymi. Proto si oznac¢ime

V-B T,RB
X = =
% 24

upravime si VAW rovnici na

A\ V -B B\ 24
(v 0) 57 = (m13) 5

vyjadiime V v zavislosti na X

B
V=——
1-X
a dosadime:
A 2A
Zx = x22=2
pV + % 2]
Bp A 2A
(1_X+B<1X>> X5
To dava kvadratickou rovnici
B A
X2 —4X = 2 (pps 2
3 +C=0 C 1 ( D+ B)

Jeji kofeny jsou dva (vyéislovat je nebudeme). Na prvni pohled dvé teploty inverze vypadaji
nesmyslné, ale pri té nizsi z nich je plyn uz v kapalné fazi. Takze zbyva jedna a je to v poradku.
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24. TERMODYNAMICKE NEROVNOSTI

Odvodme si néjaké dalsi vztahy vyplyvajici z podminek rovnovahy.
Necht je chemicky systém v rovnovaze. Potom plati

dU =TdS — pdV =0 U="U, d’U >0

v néjakych bodech Sy, V. Rozlozme U v okoli Uy = U(Sy, V) do Taylorovy fady:

oU oU 1[0%U , 02U o
U—Uo+{<6s>vd5+<8v>sd‘/]+2{Wd S+ 25 o dSAV + S dV |

coz je ale

1
U:U0+dU+§d2U+...

Protoze ovsem je dU = 0, plati, ze

0%U 02U 92U
2 2 2

- - >
d“U SQd S+ 2 g VdeV—l— V2dV 0

Forma je pozitivné definitn{, a proto musi byt podle Sylvestrova kritéria (1. rohovy subdetermi-

02U oT T
=) =(%5) == >0
asz), \as), ¢y

ale i celkovy determinant musi byt kladny

nant)

02U 92U ( 02U >2 -
952 v \ aSov

9?U 9*U ( 02U )2_ a(T,P) 8T, P)dT,V) T (BP> .

852 V2 \ 8Sav v ),

(S, V) a(T,V)a(s,v) Cy

Zkoumejme rozdil C}, — Cy. Plati, ze
ou ov Op ov
— = o _— = T —_— —_—
ev-co= o (5 ), ) Gr), -7 (or ), (5),

Upravme si

a(V, Op
(av> L aVip) | B __(aT)V
vy _ _ own
o, oTw G (%),

a dosadme do rozdilu C, — Cy:
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Druhéd mocnina je vzdy kladna, teplota v tomto pripadé rovnéz a zbytek je kladny kvili diive
vypoctenym nerovnostem. Z toho plyne, Ze Cp, — Cy > 0, a tedy mame dilezity zavér, Ze pri

kvazistatickych déjich plati coby dusledek podminek rovnovahy

Cp>Cy >0
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25. NARUSENf ROVNOVAHY (BRAUN-LE CHATELIERUV PRINCIP)

Zabyvejme se nyni tim, jak systém reaguje na malou poruchu, kterd jej vyvede z rovnovahy.

Vezméme izolovany systém, skladajici se ze zkoumaného télesa a jeho okoli. Pro jednoduchost
predpokladejme, Ze se béhem procesti nemeéni jeho chemické vlastnosti. Celkovou entropii systému
oznacme S. Necht b je jisty stavovy parametr télesa, ktery urcuje jeho vnitini rovnovahu. Podminka

aS

0b

pak vyjadfuje, Ze téleso je ve vnitin{ rovnovaze (i kdyZ ne nutné v rovnovéze s prostfedim).
Necht a je dalsi stavovy parametr, ktery ma tu vlastnost, ze pokud plati

=0

aS
= _0
da
pak je téleso v rovnovaze s okolim.
Zavedme veli¢inu (termodynamické sily)
aS aS
A=—— B=——
da 0b

Podminky pro maximum entropie lze pak vyjadrit takto:

dS = —Ada — Bdb =0

~ 0A 0A 0B
d*S =~ =—da® + 2—-dadb+ ——db* ) <0
(3(1 @ gttt gy
coz plyne ze zaménnosti derivaci % = %—f. Protoze a a b jsou nezavislé proménné, plati v
rovnovaze ze Silvestrova kritéria
A=0 B=0
0A 0B
— ] >0 — ] >0
Oa /, b ).

a také
0AY (0B _ (04V'
Oda J, \ Ob ), ob ),

Necht nyni malym vnéjsim zdsahem ( |da| < |a| ) dojde k naruseni rovnovéhy télesa s prostie-
dim. Tim se také narusi platnost rovnice A = 0. O veli¢iné b predpokladame, ze vnéjsi zasah byl
tak rychly, ze neni bezprostiedné narusena.

Zménu veli¢iny A lze pak vyjadrit jako

(6A), = (%:)béa

Vsechny veli¢iny v této rovnici se vztahuji k okamziku naruseni rovnovahy. Zména veli¢iny a o
da samoziejmeé zpusobi drive nebo pozdéji i naruseni podminky B = 0. V télese pak probéhnou
relaxa¢ni procesy, které jej privedou znovu k rovnovaznému stavu. Jakmile toto nastane a opét
bude B = 0, bude se veli¢ina A liSit od pivodni hodnoty o

0A
N
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Porovnejme nyni veli¢inu dA (zménu zobecnéné termodynamické sily) v okamziku naruseni rov-
novahy s odpovidajici veli¢inou po vzniku rovnovahy télesa, tj. vztah mezi dvéma vyse uvedenymi
derivacemi. Pomoci Jacobiho determinanti dostaneme

<8A> _O(AB)  O(AB)ab)  Bam
da ) g_, O(a,B) d(a, B) d(a,b) %((«Zf))
2
_ (%)b (67?)(1 B (%)a (%%)b _ <6A> o (%)a >0
(%), 9a )y (%),

Posledni nerovnost plyne z kladnosti determinantii. Uvazime-li diive uvedené nerovnosti, do-

staneme
( 0A > ( 6A>
- > = >0
Oa /, da ) p_,

coz nas vede k hledanému vztahu

[(0A)s] > [(64) B=0]

Tato nerovnost je matematickym vyjddienim Braun-Le Chatelierova principu [leSateliertv],
ktery tika, ze vnéjsi zdsah, narusiv rovnovahu télesa, vyvola v télese procesy, které oslabuji vliv
tohoto zasahu.

Mtzeme uvést nékolik prikladi:
e Pii zvySovani vnéjsiho tlaku se zmensuje objem télesa. Pritom vznikd zména teploty, ktera
se snazi objem télesa znovu zveétsit.
e Dodame-li do smési vody a ledu kladné mnozstvi tepla, zac¢ne led tat. Tim se vSak zmensi
(¢i zrusi) pavodni otepleni.
e Zahtivani posouva chemickou rovnovahu reakce tim smérem, ve kterém je endotermicka
(a opacné).
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26. STATISTICKA ROZDELENI SOUSTAVY VOLNYCH CASTIC

Méjme soustavu ¢astic. Podle jejich vlastnosti je I1ze rozdélit do t¥i skupin:

(1) Rozlisitelné éastice s libovolnym spinem (resp. nekvantové éastice). Toto jsou napiiklad
molekuly idealniho plynu.
(2) Nerozligitelné ¢éstice s celoéiselnym spinem, které se nefidi Pauliho vylucovacim principem
(bosony). Napiiklad fotony.
(3) Nerozlisitelné ¢dstice s polo¢iselnym spinem, které se naopak Pauliho vylu¢ovacim princi-
pem F{di (fermiony). Napiiklad elektrony.
Podivejme se nyni, jakymi rozdélenimi se jednotlivé ¢astice ridi.

26.1. Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni. Mé&jme systém castic typu (1), tj néjaky klasicky
plyn. Predpokladejme nejprve, ze ma diskrétni energetické stavy, oznacené indexem 7. Kazdy stav
je charakterizovan energii ;. Pocet ¢astic, které se nachazeji v daném energetickém stavu, tzv.
obsazovact c¢islo, oznac¢me n;. Naleznéme nyni parti¢ni funkci takového plynu.

Parti¢ni funkce je suma pies viechny stavy CELEHO systému. Jeden stav systému (oznaéme
jej indexem 7), je dén rozloZenim jednotlivych ¢éstic po energetickych stavech i. Toto rozloZeni je
popséno ¢isly n;. Tak tfeba pro stav i =1 je 1 = 0 a je v ném 5 molekul, tj. ny =5. Proi =2 je
€2 =1 a ng =0, neni v ném zadna molekula. Pro ¢ = 3 je e3 = 15 a ng = 154 a tak dale.

Stav takto popsany je potom charakterizovan celkovou energii

E = ZTLZ‘E%‘

Kazda sada cisel n; popisuje néjaky velky stav -, ozna¢me si proto obsazovaci ¢isla jesté hornim
indexem:

n;' pocet molekul v jednocasticovém energetickém stavu i,
nachazi-li se systém ve velkém stavu ~y
E, ... energie jednoho velkého stavu
Gy e degenerace jednoho velkého stavu

Cislo g~ udava, kolik rtiznych konfiguraci molekul np) je uréeno velkym stavem ~. Céstice jsou

rozlisitelné, proto ma smysl mluvit o tom, Ze dvé zaménime. Ovsem uvazime-li dvé Castice, které
jsou na ruznych hladinach €; a zaménime je, stdle mame ten samy velky stav 7. A samoziejmé
nemiize zalezet na poradi molekul, které jsou na TE SAME energetické hladiné. To ndm oviem
umoziiuje jednoduchou kombinatorickou dvahou urcit g,:

N!
(7)1

P = (7)!-719)!413

n

Nyni uz muzeme psat particni funkci:

_ 1 ™ )
Z = gyexp | —— n, g

Oznacme si z; = exp (— kET) Potom

() nM n(

N! n
7 = 1, 2, 3
Z n§7)| 3 n(’Y)] ’Y)| 1 T2 T3
y :

(
5 bemgll L

V tomto zdpisu ovSem zkuSené oko poctdrovo rozeznd binomicky rozvoj (multinomické rozdé-
len{), nebot celkovy pocet ¢astic systému lze napsat pro lib. v jako
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N = anv)

Nezkugené oko necht spocine na strané 77 v Culik, Noga: Uvod do Statistickej fyziky a termo-
dynamiky, nebo do [7]:

p N s (x )ns
— NI S
() ~mx 1%
s=1 {ngys=1 %
P
SEité4 se pres vSechny kombinace celych nezdpornych ¢isel spliiujicich podminku > ngs = N.
s=1
Pak ovSsem

N
ZZ(LU1+$2+(E3—|—...)N:(Zexp(—]j}j)) :CN

kde ( je jednocasticova parti¢ni funkce. Rozdélovaci funkce je tedy potom

N

("
exp (—le Xi:ni'y 51') exp (7 NEk’YT) 1 ( E,y)
= = = S exXp

o <Zi:exp(—/:§r))N | Xew()| 2N

Coz lze slusnéji zapsat

_Ey
w~ = konst - e *7T,

kde FE, je energie stavii celého systému. Bohuzel z takto odvozené rozdélovaci funkce ziskdme
chybné vysledky. Spocitame-li totiz entropii podle tohoto rozdéleni, dostaneme se ke Gibbsovu
paradoxu — entropie nebude aditivni.

26.2. Korigované Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni. Chyba tkvéla patrné v tom, ze v re-
alném svété dost dobie nemuzeme Castice rozlisit, a tedy prohozenim dvou ¢astic nevznikne novy
mikrostav s tou samou energii, nybrz je to stdle ten samy. To by pak znamenalo, Ze g, = 1 pro
libovolné ~. Takovou sumu bychom ale neuméli vy¢cislit. Udélame to tedy jinak.

Predpokladejme, ze mame tidky plyn a dostatecné vysoké teploty. Potom miizeme priblizné
Fict, ze na kazdé energetické hladiné lezi nejvyse jedna ¢astice (resp. takové mikrostavy budou
()

7

nejpravdépodobnéjsi). To znamend, ze kazdé obsazovaci ¢islo n
jeho faktorial je vzdy roven jedné. Potom

je rovno bud jedné nebo nule a

N!

_ — |
TR TR =N

9y

To znamen4, ze v predchozim vypoc¢tu jsme sumu nadhodnotili o N!, a kanonickd parti¢ni fce
tedy bude

N
1 1 i
Zo = M(C)N =N (ZQXP (;})) ;

kde ¢ znaci jednocasticovou particni funkci. Také je tfeba vzit v tivahu, Ze pocet céastic v
plynu neni konstantni. PopiSeme jej proto grandkanonickym souborem. (Déldme to hlavné proto,
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ze kanonickou parti¢ni sumu nejsme schopni secist. Vzhledem k termodynamické limité viz 9 se
nedopustime velké chyby) Zapisme grandkanonickou partiéni funkci:

o = 5% (1) 26000 = 5 o (1))

N;=0

To je ovsem Taylortv rozvoj pro exponencidlu a tedy
Za(MB) = €Xp (ekﬂT Ze_:}> = Hexp (e%)
i i

Sestavme si nyni termodynamiku systému. Za¢néme velkym potencidlem:

H— &g
T

Ve (%), e () Eeo () - e (M)

Index i probih4 pfes vSechny energetické hladiny. Nejspise jste si vSimli, ze zde mé p trochu jiny
vyznam nez v kapitolach s termodynamikou, kdy jsme derivaci €2 podle p ziskali minus stredni
pocet molt. Ve statistické fyzice se pouziva tato definice u tak na to nezapomente. Celkovy stredni
pocet castic N je ale samoziejmé roven souctu vsech ¢astic na vsech energetickych hladinach a
proto vyraz za sumou je vlastné rozdélovaci funkce poctu castic na jednotlivych hladinédch, tj.

obsazovaci ¢isla. Tedy

QMB = 7pV = 7kT1HZG(MB) = 7kTZeXp (

o on—&; N 1
) T e (5

Posledni vyraz slouzi ke srovnani s presnymi statistikami (Bose-Einstein, Fermi-Dirac). Neza-
pomente, ze jsme predpokladali n; < 1 pro vSechny energetické hladiny. Proto musi byt chemicky
potencidl zaporny. Stfedni energie systému je tedy

Dale si uvédomme, ze soucet vSech n; musi dat celkovy pocet ¢astic. Z toho plyne, zZe

N =Y Sew (M) e () e (<) = e ()

Zde tedy mame vztah mezi celkovym pocCtem Castic, chemickym potencidlem a jednocasticovou
parti¢ni funkei:

- com (1)

Povsimnéte si, ze p skuteéné neni konstantni a je funkei 7' a N.
Podivejme se nyni na klasicky spojity pripad. Vime, ze energie a hybnost klasické castice je

2
urcena jako ¢ = 2. Polozme tedy energeticky stav Céstice ekvivalentni tomu, ze velikost jeji
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hybnosti lezi v intervalu (p,p + dp). Z diskrétniho rozdéleni n; ale ted musime udélat spojitou
rozdélovaci funkei! Zajima nas pouze velikost hybnosti, nikoliv poloha ani konkrétni smér hybnosti.
To znamend, Ze musime prointegrovat pres dz dy dz a pres vSechny hybnosti stejnych délek. Ty
tvori sféru o poloméru |p|, uzijeme tedy sférické transformace:

dpy dpy dp. = dmp*dp

kde konstanta 47 vysla z integrace rotacniho a precesniho dhlu (tj. po celé sfére). Integrace pres
prostorové souradnice dava objem. Z toho plyne, ze

2
A7V p? exp (%) exp (—TﬁkT)

n(p)dp = e dp

Faktor % souvisi s kvantovymi principy neurcitosti a nyni jej prosté budeme brat jako fakt.
Zbavme se nyni vyrazu exp (%) Uzijeme normovaci podminku

N = O/H(p)dp

a vycisleme jej:

e (VY e (o N ap—exp (P2
N _eXp(k:T) 13 / b exP( ST ) P _eXp(k:T> s (2mmeT)

Pro vypocet jsme pouzili vzorce z matematického apardtu (Gaussovy integraly). Dosad{me-li
zZpét, mame

2
_ -5 2 D
n(p)dp = 4w N (2mrmkT) ™ 2p” exp ( kaT) dp

coz je ekvivalentni s

Vypocitame stiedni energii:

U= /an(s)de = gNkT
0

Coz je vnitini energie idealniho plynu.
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26.3. Bose-Einsteinovo rozdéleni. Kvantova presnd statistika. Obsazovaci ¢isla nz@) nemaji
zadna omezeni. Protoze kvantové castice (zde napiiklad fotony) jsou nerozlisitelné, je g, = 1.

Parti¢ni sumu vyjadiime jako

—g
ZG(BE) = E exp (E ”EWLI{/,T )
v [

Oznacime-li si x; = exp (”];:,fl), pak

() (v)
n n.
ZG(BE): E xll ~x22
Y

o s N
I
i

i n=1

kde Z¢, je grandkanoickd partiéni funkce ¢éstic na i-té energetické hlading, ale zaroven je to

geometricka fada a

1
Zg(BE) = H e
Hr—Ei
Sl exp (47
Podminka konvergence této rady, ale i zaimény sumy a soucinu v predchozim vzorci je, ze x; < 1

pro vSechna ¢ a proto je u < 0. Dale spocteme grandkanonicky potenciél

QOpp = —kTInZgpp) = kT Y _In (1 — exp (“ _Tg’))

a stfedni pocet castic

3QBE> exp (57)
N: i = — = _—
Moo (M) g ol

i 1 —exp (47

coz je opét rovnice pro uréeni u(N,T), po Gpravé

1

Oproti Maxwell-Boltzmanovu korigovanému rozdéleni je zde navic —1 ve jmenovateli.

26.4. Fermi—Diracovo rozdéleni. Fermi-Diracovym rozdélenim se ¥idi ¢astice, které podléhaji
Pauliho vylucovacimu principu. Charakteristikou tohoto rozdéleni je, ze kazdé obsazovaci ¢islo n;
je bud jedna, nebo nula.

1
zovrny T (o (M) ) < T (10 (2577
7 n=0 1
Qpp = —k:TZln (1 + exp (,Uk—Tﬁz‘)>
1
exp (57) +1

n; =

Na chemicky potencial p nejsou zaddna omezeni. Oproti Maxwell-Boltzmannovu korigovanému
rozdéleni je zde navic +1 ve jmenovateli. Je zfejmé, Ze pro dostatecné vysoké x = exp (Ei}” )
vSechny tii statistiky splyvaji (+1 ¢ —1 ve jmenovateli ztrac{ vyznam). Tim je mySleno, Ze

zafizujeme-li teplotu, pak se rozdéleni chovaji stejné pro stavy s velmi vysokou energii.
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26.5. Degenerovany plyn. U Fermi-Diracova rozdéleni je dilezité, ze ani pti absolutni nule
nejsou vSechny castice na nejnizsi energetické hladiné. Nemohou tam sedét dvé identické castice
(musi se ligit alesporti spinem), ostatni obsazuji nejblizsi mozné. Jak je z grafu vidét, pfi nizkych
teplotach jsou vsechny stavy s energii mensi nez py zaplnéné a naopak ve stavech s vyssi energii se
Castice témét nevyskytuji. po(T = 0) se v tomto piipadé nazyva Fermiho energii ep a plyn jehoz
kinetickd energie ¢ < €7 se nazyvd degenerovany plyn. Degenerovanym plynem jsou napiiklad
valen¢ni elektrony ve vodic¢i. Déle je tato skutecnost puvodcem tlaku, ktery napiiklad zabranuje
zhrouceni neutronovych hvézd (ve kterych uz neprobihaji termonukledrni reakce a proti gravi-
taci tedy nepusobi tlak zéren{). Fermi-Diracovo rozdéleni se také pouzivd jako jeden z modeld
atomového jadra.

Pokud chceme uréit pocet ¢astic daném objemu fazového prostoru, tak ho miuzeme odhadnout na
zékladé Heisenbergova principu neurcitosti. Z Pauliho vylucovaci principu plyne, ze se dvé identické
¢astice nemohou vyskytovat ve stejném elementu fazového prostoru. Fazovy objem (AVy = A3p-
A37), ktery zaujimé jedna ¢astice se odhadne z Heisenbergova principu neuréitosti ¢ pomoci tzv.
kvaziklasické priblizeni jako

Ap, Az ~h Ap,Ay~h Ap,Az~h

diky tomuto ndm vyjde konstanta AV; & h3. Navic je potfeba do poctu ¢dstic zapocist oba
spinové stavy. Vezméme celkovy pocet ¢astic a odhadnéme je pomoci integralu pres fazovy prostor:

Pmax

d3p d3q
N:2/ o

0

kde N je pocet ¢astic, Pimae maximalni hybnost, kterd odpovidd maximalnimu fazovému objemu
zabraného mikrostavy, a h je Planckova konstanta (vSimnéte si, Ze toto je jediné misto ve skriptech,
kde se normovéni pomoci h skuteéné projevi).

Aby se nam nepletl tlak s hybnosti, zna¢me vSechny hybnosti jako p. Nyni integral vyjadieme:

6iné zdiivodnéni je v [3] str. 47
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Pmaz Pmax

v

= 7h3
0 0

4p2dp.

Posledni krok je sféricka transformace. Odsud pak snadno spocitame, ze

87V 4
= meamv

X 3h3N\
pmam - (W) .

Odsud pak vyjadiime dalsi veli¢iny. Fermiho energie:

2
EF =€ = mew = L RPN\ ®
Pmes = 9m — 2m \ 81V

Fermiho teplota:

2
7. .- FT=0; $) 1 [3NR3\?®
e k - 2mk \ 87V
Zde si muzete dosazenim snadno ovérit, ze elektronovy plyn v kovech je opravdu degenerovany.
Fermiho teplota pro kovy je pfiblizné 10% K.

Energie pii absolutni nule:

ﬁ'ﬂla-’t
8V P 8V 3 3 3
U()(TZO):ZTLz{:‘z:/&‘dFE:? / 2pimp2dp:5?(2m)g€}2;\:5N€F
¢ 0

Tlak pri absolutni nule:

_ 200 _2N_ (8T (N
Po= sy T 57 T 5 \sr v

26.6. Demonstrace statistik pro systém t¥i ¢astic. Méjme tii energetické hladiny s hodno-
tami energie 0, F, 4F a do nich rozmistujme tri ¢astice. Celkovy pocet myslitelnych mikrostavi
je 33 = 27. Podivejme se, co s takovymto trividlnim systémem udélaji vSechny ¢tyii statistiky:

(1) Maxwell-Boltzmannova nekorigovand (napf. rozliSitelné ¢dstice)
(2) Maxwell-Boltzmannova korigovand (napf. idedlni plyn)

(3) Bose-Einsteinova (spin 0)

(4) Fermi-Diracova (neuvazujeme spin)

Utvorme si tabulku, do které budeme zapisovat pro kazdy mikrostav v obsazovaci ¢isla, stupen
degenerace g, a celkovou energii.
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(1) Parti¢ni funkce je

€
7= oo (i) =
= 12% + 12° + 12'2 + 32" + 32* + 32° 4 327 + 32% + 32° + 62°
oznacime-li x = exp (—%) Tento vzorec je ale roven

Z=(1+z+a)’

kde 14 x + z* je jednocésticova partiéni funkce. Entropii pak spoéitdme jako

OF OkTInZ s E o+da
S=-g7 = g kWl +a+at) + T =
E z+4z*
3k(an+kT 7 )
(2) 4
1 E x+4x
- h? = kT -
Z 3!( +z+2")° = S 3k(an+kT 7 ) kln6

(3)
Z=a"+ 2% 422 4ot 4ot a8 2?4 ad 4% 42
s ¢imz se samozrejmé nedd rozumné pracovat.
(4) Mame-li pouze jeden povoleny stav, neni v systému zddnd neurcitost a entropie musi byt
nulova:

Z=z> = S§=0.

Tento priklad je samoziejmé nesmyslny — soustavu o tfech ¢asticich nepotiebujeme zpracovavat
statisticky, nicméné dobfe ukazuje, co vlastné jednotlivé statistiky se systémem délaji.

Pozndmka 9. Vyklad v této kapitole (a stejné tak i priklad) zanedbédval moZnost degenerace né-
kterych stavii nebo jejich zavislost na spinu. Jak fermiony, tak bosony mohou nabyvat hodnoty
spinu z mnoziny {—I,—l+1,...,1 — 1,1}, kde ! je maximdln{ spin. Fermiony na stejné hladiné se
musi lisit spinem, bosony ho mohou mit libovolny. Na zakladé téchto pravidel je nutné napocitat
koeficienty degenerace g., pricemz se jedna o nerozlisitelné castice, pocitaji se tedy kombinace s
opakovanim. (Na porad{ ¢dstic nezdlez.)
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27. ODVOZENI TERMODYNAMIKY IP STATISTICKYMI METODAMI

Vezmeéme si jednocéédsticovou partiéni funkci IP a nejprve predpokladejme, Ze ¢dstice muze na-
byvat pouze uréitych hodnot energie (diskrétni rozdélen).

2
Pro volnou ¢éstici plati € = 2. Potom suma piejde v integral
m

1 PN V[ P2 s,V
= — - Ped’p = — - 4dmp® dp = — (2namkT
$= s / eXp( zka> 1’y =35 | P\ gy ) 40 AP = 55 (2rmkT)
0

e

viz. odvozeni Maxwell-Boltzmanova rozdéleni hybnosti. Castice IP jsou nezavislé, le¢ nerozlisi-
telné a proto

1 5y 1 /" .

Odtud dostavame

N
F=-kTlnZ=—NKkTInC¢+kTInN! = —NkTln¢ + kT In (N) =
e
= —NkTIn¢ + NkTIn N — NkT

oF Vv 3 31
S=- <8T)VN = Nkln <h$(27rka)2) +NkT§T — NkIn N + Nk =

= Nkln %(QkaT)% — NkInN + N - konst

a mame tedy znamou entropii IP

S=NklnV + %NklnT—NklnN+N~konst

Pozndmka 10. Kdybychom pouzili nekorigovanou MB statistiku, predpoklddali, ze Z = ¢V a
faktor % zanedbali, ¢len NkIn N by se ndm ve vyjadreni pro entropii neobjevil. To je ale, jak
v8ichni vime, Gibbsiv paradoz (entropie by nebyla aditivni).

Dale potom tlak vyjadiime jako

oOF NkT
— () A — NET
P (8V>T7N v o

Pro vnitini energii plati

0 0 3
=—— InZ=kT?>-—1InZ=-NkT
U 8ﬁn k aTn 5 k
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a jelikoz

ou 3
Cy <8T)V 9 = U Cy cy

Vyjadiime-li entropii S(7T, V) pomoci stavové rovnice IP jako funkci T a p, vyjde ndm
oS

5 ) 3
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28. FOTONOVY PLYN A ZARENI ABSOLUTNE CERNEHO TELESA

Budiz nasim sledovanym systémem dutina v néjakém nepruhledném materidlu (model absolutné
Cerného télesa). Necht mé dutina objem V' a obsahuje velky pocet fotonti, které jsou nerozlisitelné
a neridi se Pauliho vylucovacim principem. Jsou to tedy bosony a fidi se Bose-Einsteinovou sta-
tistikou.

Stiredni pocet fotont s frekvenci v intervalu w,w + dw je dan takto

dN, = N,dl',

Rozdéleni N, ziskdme dosazenim za energii do BE statistiky

1

w =
exp(B(hw — p)) — 1
Abychom uréili p potfebovali bychom znat stfedni pocet fotont. Ten je ale ddn danymi pod-
minkami, teplotou T a objemem nadoby V. Proto uréime p z podminek rovnovahy

0= (dF)T’V = ,U,dN

a proto je u = 0. Vahovy faktor dI',, uré¢ime nasledujicim zptusobem. Pro vinovy vektor k plati

k 27TTL1 k 27T’I’LQ k 27‘(713
xr Yy z
L, L, L,
kde L, Ly, L. jsou strany kvaddru ve kterém je zafeni uzavieno a n; jsou pfirozend ¢isla. Bude-li
vlnova délka zafeni mnohem mensi nez rozmér kvadru, budou se blizké hodnoty k lisit jen nepatrné

a muzeme nalézt poc¢et AM téchto vektorti v intervalu Ak, Ak, Ak,. Jejich pocet je

AM = A?’Ll ATLQ Ang

dosadime ze An;

1 \%
AM = —— L L,L.AkyAk, Ak, = ——
(2m)3 Y Y (2m)3
Pii daném vektoru k existuji dvé polarizace, pocet kvantovych stavi (vdhovy faktor) dT'(k) =
2AM. Déle provedeme integraci ptes tihly, dosadime za k = % a vyjde

A’k

Vw?dw
To="2g
dosadime do dN,,

N — 1 Vw?dw
Y exp(Bhw) —1 w2c3

Hustotu energie u(w, T') ve frekvenénim intervalu ziskdme tak, Zze vezmeme stiedni pocet fotont
v intervalu dw, vynasobime je jejich energii iw a vydélime objemem.

w?dw huww
w2 exp (1) 1

To je slavny Planckuv vyzarovaci zdkon. Z tohoto vzorce lze ziskat zajimavé vysledky. Ke zjisténi
vlnové délky, pii niz je hustota energie nejvétsi, zavedeme substituci w = 2we/A 7.

8mhe 1

w(w, T)dw =

u(A,T) = N5 ghe/AT _ |
a vyresime rovnici
du(X)
=0
dX

7nezap0meﬁte dosadit i za dw
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Po zderivovani dostaneme

ou hc ehe/ KT 1 5
oy = 8mhe 7 2 7 N6 She/ KT =0
oA kT A (ehe/XRT _ 1) A6 ghe -1

coz jde zjednodusit na
he — ehe/AkT

NeT ehe/MeT — 1 5=0
kdyz si navic zadefinujeme
hc
T= ——

AT

pak se rovnice vyse jednodussi na
ze”
—5=0
er —1

Tato transcendentni rovnice mé numerické feSeni rovno z =4,9651.

Ze znalosti x uz snadno urc¢ime vlnovou délku A

\ _he 1 ;2,898'106nm~K
maxr — ;ﬁ - T

To je Wienuv posunovaci zdkon, ktery vyjadiuje, ze maximum ve spektru zareni absolutné
derného télesa se s rostouci teplotou stéle vice posunuje k mensim vinovym délkdm (vét$im frek-
vencim). Pokud bychom na za¢dtku neprovedli substituci a spocetli pfimo V4., dospéli bychom
k hodnoté

Vmaz =T 5,879 - 10" Hz - K*
Stoji za povsimnuti, Ze VyarAmar = 0.568¢ # ¢. Tento fakt byl skuteéné experimentélné potvr-
zen.
Dalsim zajimavym vysledkem je celkovd hustota energie (vSechny frekvence) uvniti dutiny:

7 h T w3dw
uz/u(w)dwz 23/ -
hwy ]
) ey exp (55)

Provedeme-li substituci, dostavame

4
L _h (kﬂ;)

o0

/ r3dx
w23 R er —1
0
kde vSechno az na T* je konstantni a tedy

uw(T) = oT?

coz je Stefan-Boltzmanniv zdkon. Hodnota Stefanovy konstanty je

Tk 16 3 7-—4

Spocteme emisni intenzitu vyzarovani temného télesa. Je-li zafeni v rovnovéize, potom je inten-
zita dopadajictho zafeni I; rovna intenzité vyzatovaného zareni I.. Za jednotku ¢asu u prostorového
thlu df2 pod tdhlem ¥ k normale na jednotkovou plochu stény dopadé energie

I(w, T, Q)dwd = fu(w, T) cos 9dwdS)
/I

47 je tam proto, Ze zdfeni v dutiné je ve vSech smérech stejné (izotropni) a cos ¥ odpovidé tomu,
ze ¢im je vétsi odklon zdroje od kolmice, tim mensi jednotkovou plosku stény ,vidi“. Celkovou



ZAPISKY Z TSF 87

dopadajici intenzitu I, ziskdme prosté tak Ze tento vztah vyintegrujeme pies horni polosféru (svétlo
miZe na objekt dopadat jen zvenku) a pfes vSechny frekvence

[e’s) ’2' 27
1
IL,=1I= /dw/dﬂ/sin(ﬁ)dgo%u(w,T) cost = ZCO’T4
™
0 0 0

Stefanova konstanta se z praktickych divodi zavadi takto

o' =-c0=—2—==5,67-10"5Wm 2K
C

Pozndamka 11. Pro tlak zafeni plati

w(T)

p(T) = 3

na rozdil od béznych plynu, jejichz tlak je p = %% To je dédno tim, ze fotonovy plyn je
relativisticky a neplati pro néj vztah mezi kinetickou energif a hybnost{ Ej, = p?/2m.
Kdyz zname vztah pro tlak, tak uz neni problém odvodit adiabatu fotonového plynu. Spocita

se stejné jako u IP, jenom za tlak a vnitni energii se dosadi vzorce pro fotonovy plyn.

Vyjdeme z predpokladu u(T') = @ = %

0=93Q = dU+pdV

dU = —pdV
1CyT
Cydl = —=-=1—4qVv
v 3V
0T v
T Vv
T 34+ImK = InV
VTt = K

Timto modelem muzeme ¢astecné zduvodnit ochlazovani vesmiru za nékolika predpokladu:

e Vesmir je adiabaticky izolovany. To je témeér filozoficky fundamentalni predpoklad.

e Vétsinu vesmiru muzeme aproximovat fotonovym plynem. Vzhledem k tomu, ze ve vesmiru
dohromady skoro nic neni, to je celkem dobra aproximace.

e Vesmir se rozpind (coz je pozorovano i experimentdlné).

e Termalizace plynu probihd mnohem rychleji nez rozpindni (aby nase kvazistacké vypocty
mély smysl), coz nemus{ byt pravda v pozdéjsich fazich vyvoje vesmiru.
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29. MODELY KRYSTALU

Dlouhou dobu se fyzici domnivali, ze pevné latky maji konstantni tepelnou kapacitu ¢y = 3R,
nezéavislou na teploté.

Ekviparti¢ni teorém na kazdy stupen volnosti pritazuje %ij energie. Predstavime-li si krys-
talicky material jako IV harmonickych oscilatort pravidelné usporadanych, pak si kazdy z nich
vezme 3 - 2 - %kT energie a cely systém pak 3NKT energie.

% —F—1— Malé harmonické
oscilatory usporadané
do krystalické mfizky

D > D

2
%
2,
%

S S S 7,

2 > D >

Klasicky harmonicky oscildtor mé totiz 2 stupné volnosti (poloha, hybnost) a krystalickou
mriizku tvori prostorové oscilatory, které maji 3 - 2 = 6 stupnii volnosti. To znamena, ze

oUu N
CV = <87,,>V = 3mk3 =3nR = Cy = 3R

S prichodem kvalitnich lednic se ale zjistilo, Ze tomu tak neni — pfi teplotach blizkych absolutni
nule ¢y rychle klesa:

3R f--ememee

T

Tento jev klasickd fyzika neumi vysvétlit — jako obycejné to zbylo na kvantovku. Proberme si
dva modely, které se snazi jev néjak priblizné osveétlit.

29.1. Einsteinav model. Vezméme krystalickou miizku pevné latky jako soustavu harmonic-
kych prostorovych oscilatori s danou frekvenci w, které se navzajem neovliviiuji a jsou popsany
kvantové. Pro takovy systém neplati ekviparticni teorém, miizeme ale predpokladat, Ze energie
se rozdéli rovnomérné do vsech tii prostorovych os (stupni volnosti) a mame-li v materidlu N
molekul, popiSeme jej pomoci 3N oscilatoru. Kazdy z oscilatori ma energetické hladiny

1
Enzhw<n+2> = Fy + nhw

V kapitole 15 jsme si vyjadrili particni funkci kvantovémechanického harmonického oscilatoru:

= exp(—fBEo)
1 — exp(—fhw)
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Jelikoz jednotlivé oscilatory jsou nezévislé, celkova parti¢ni funkce bude

_ 3N _ exp(—fBEp) >3N
7= = (1 — exp(—fhw)

7 parti¢ni funkce systému pak odvodime celou termodynamiku daného systému:

Ey hw
F=—-kTInZ =3NkT {kT +In (1 — exp <_kT>)] =

=3NEy+ 3NkT In (1 — exp <—Z;>)

Prvni ¢len je minimalni energie, kterou systém mutze dosdhnout, a lze ji polozit rovnu nule.

Protoze vime, ze S = — (%)V’ dostaneme

) B\ __ep(ogp) hw
S = —3Nk [ln (1 P (_ kT)) 1-exp () KT

vnitni energii se spo¢teme jako
Oln Z hv
=3N(Ey+ ———F—
o8 ( ° T exp (Bhw) - 1)

a z toho kapacitu Cy uréime Cy = (g—g)v

U=-

Dostéavame tedy vzorec pro vypocet cy:

Oy hw\ exp (&)

w\? 1

To by sedélo. Ted opacnd limita (7' — 0):

Vysledek atraktivni, le¢ chybny. Kfivka klesa v rozporu s experimentem prilis rychle.
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29.2. Debyetiv model. Podle Debyeovy teorie je krystal modelovan rovnéz soustavou harmonic-
kych kvantovych oscilatort, neplati ale, Ze jednomu atomu je prifazen pravé jeden na ostatnich
nezdvisly oscilator. Debyetiv model pocita s kolektivnimi vibracemi celé miizky (nebot molekuly
jsou k sobé elektricky vazany). Sestavme nejprve Hamiltonidn celého krystalu. Médme N atomd,
kazdy tri vibra¢ni stupné volnosti, tedy 3N souradnic. Potom:

Z pl + = Z AnglQ]

5,j=1
Prvni ¢ast Hamiltonidanu pi"edbtavuje normalm kinetickou energii translacniho pohybu, druha
pak vazbu kazdé z molekul na ostatni. Jednoduchou transformaci prevedeme funkci do jinych,
zobecnénych soutradnic na tvar

3N pz 1 )
l' . 1
_Zi - <2m + 2m iQi)
To, jak na prvni pohled vidime, je (podobné jako u predchoziho modelu) Hamiltonidn soustavy

3N nezavislych harmonickych oscilatoru. Tyto vSak nemaji stejnou frekvenci, nybrz kazdy jinou.
Energie stav takovéhoto kvantového systému je potom urcena 3N Cisly jako

Unlan2,~~7n3N = Z hwl(nl +5

Parti¢ni funkce jednoho oscilatoru je

(= o (5#)
‘ 1—exp( h““)

a celého systému ted uz nezavislych oscilatoru pak

Zjednodusme na

3N 3N 3N 3N

Eo; 1 1 1

7 = _ =0 I - Ey; —
Il (5 i - (w2 ) M

Eo\ 3y 1
Z = cexp <k;> H S pp—"

1—exp(

kde Ej je soucet energii nulovych kmit jednotlivych oscilatorti. Dale plati

3N B
F=—-kT'lhZ = Eo—i—k:TZln (1 — exp (— kTZ>>

i=1

Tento vyraz mé v podstaté stejny tvar, jako v predchozim modelu, nebudeme proto vsechny
vypocty provadét znovu. Tedy rovnou

== (50), =B [ (e () oy
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7}1{4}1)

3N 2
hw; exp(
CV =k E <> kT
i=1 kT (1 — exXp (_7:%))2

A7 posud je tedy vse stejné. Problémem ale zustava, jak zjistit frekvence w;. To je samoziejmé
nefesitelny problém — je mozné pouze néjaké priblizeni. Predpoklddejme tedy, ze existuje néjaka
nejvyssi frekvence (Debyeova frekvence)

(3N
wp =27 Py Uy

kde v, je rychlost siteni mechanickych kmitti v materidlu. Od sumy prejdéme k integralu. Ovsem
ne ve vzorci pro Cy, to bychom sesli z uma. Vyjdéme piimo ze vzorce pro parti¢ni funkei. Integrovat
Ize za predpokladu, zZe frekvence jsou dostatecné blizko u sebe, aby tvorily ,skoro“ spojitou funkci.
D4 se ukézat, ze pocet stavi a frekvenci v intervalu (w,w + dw) je pro velmi nizké w

9N
g(w)dw = —-w?dw
“D

Pan Debye udinil predpoklad (¢i spiSe pribliZeni), Ze tato zavislost plati pro vSechna w aZ po
wp (i kdyz ve skutecnosti to nemusi byt pravda). Vyraz pro ln Z upravime na

wpD
Ey hw
InZ = %7 /ln (1 —exp (_kT)) g(w)dw =
0
By, 9N [ hw
=T ) In <1 exp( kT))w dw
0

By (KT / mo\? (B hde
T TRkT hwop KT P\ "%r ) ) ET
0

hw dr = hdw hwp

a zavedeme-li si substituci z = 77 7 a oznacime-li Tp = =92 (Debyeova teplota),

mame

_ EO T ’ 2 —x
an__k;T_gN<TD> /xln(l—e )d:v

Tento integral analyticky vyjadrit nelze, nicméné pro velmi nizké nebo naopak velmi vysoké
teploty jej umime vyjadrit priblizné, a o to ndm nyni jde.

Nejprve si vezméme pripad T > Tp. Rozlozime-li ¢ast integrandu do Taylora, ziskame

In (1 — e_’”) ~Ilnzx

a odtud dostiavame
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To znamena, ze

3
InZ = _Eo - 9N (T>

LT\’ To 1 (Tp)’
s\7) "1 "o\

kT Tp
Ey Tp
=———-3NIn|—=+ N
T 3 n(T)+

e InZ _— cv "
Potom pouzijeme vzorec U = kT 2% a ziskdme vnitini energii:

d(In Z) Ey 3N
_ 2 _ 2 _
U=k*=or = kT [W + % | = Eo +3NKT

a nakonec

ou
(&) —sNE =
Cy < 8T> y 3 = C 3R
Nyni si proberme pripad, kdy T' < Tp. Integral pak ma reseni

o}
4

2 _ T __1
/sc ln(l e )d;v— 1
0

3 4
mz=-20 {on (T> T

kT Tp ) 45
InZ) Tt N 3mikN
:kT2(7:E kT2 —3T% = Fy+ = T
v aT 0T Tg?’ “T5 TS
oU 12 7 kN
Cv=|5=] =+ T? = konst.T®
Y (aT)V 5T "

To tedy znamenad, Ze za vysokych teplot je ¢y opravdu rovno 3R a pri nizkych teplotach klesa
s tfeti mocninou T' (konstanta imérnosti je zavisld na materidlu). Tento vysledek souhlasi kvali-
tativneé jak s pozorovanim, tak s dalsimi zavéry fenomenologické termodynamiky.
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30. JINY STATISTICKY PRISTUP — KINETICKA TEORIE

Toto odvozeni vychdzi pfimo z Liouvillova teorému (str. 12), kde jsme ziskali rovnost

do 0o .
E a'kdv( +Z|:a qz a p1:|—0

Toto je tuplnd derivace v zobecnénych soutadnicich, tedy 6N rozmérném prostoru pro N ¢ééstic.
Pokud chceme urcit polohu a rychlost jedné ¢astice bez znalosti ostatnich, tak je potreba roz-
délovaci funkci ¢ preintegrovat pres stavové prostory ostatnich N-1 ¢astic. Timto se dostaneme
k jednocasticové rozdélovaci funkci. Pokud preintegrujeme Liouvilleotiv teorém pres prostor N-1
castic, tak ziskdme rovnici, které musi danéd jednocasticova rozdélovaci funkce odpovidat. Zde je
pro zjednoduseni nutny predpoklad, ze jsou rozdélovaci funkce jednotlivych ¢astic nezavislé a navic
ze symetrie tlohy plati:

N N
ov=[Je=]]e
i %

Prenormovanim g1, aby integral pres cely stavovy prostor byl roven N ziskame jednocasticovou
distribucnd (rozdélovaci) funkci f

dN = f(7,U,t)drdv
Tj. chceme védét, kolik Gastic se pravé nachizi v objemovém elementu d3r o soufadnici 7 s
rychlosti v d®v o soufadnici . Podotknéme, Ze d3r , d3v zde nejsou diferencidly v matematickém
slova smyslu, dokonce ani nemaji infinitezimélni velikost. Musi obsahovat dostateény pocet ¢éstic,
aby bylo mozné aplikovat statistické zakonitosti (Fadove 108). Jsou ale dostateénd malé vici celému

fazovému prostoru. Podotknéme, Ze nyni ma fazovy prostor pouze Sest rozmeéri (x,y, z, Uz, Uy, V).
A Liouvilletv teorém piejde do tvaru

f+vvrf+ vVaf=0

Jak jiz bylo zminéno, rozdélovaci funkce musi mit nékolik zdkladnich vlastnosti. Piedné je
normovand a tedy

N = /f 7,0, ) dr v

Hustota c¢astic v daném bodé je pak rovna

a toky veli¢in jako
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Takto se pocitaji veli¢iny jako difuze, vedeni tepla, elektricky proud a podobné. Chceme-li tplné
stfedni hodnoty, musime navic prointegrovat ptes cely objem (konfigura¢ni prostor).

30.1. Analyticky tvar rozdélovaci funkce. Nasim cilem nyni bude najit analyticky tvar f(7, 7, t).
Pokud pomineme to, Ze se molekuly mohou srézet a predavat si tak energie a hybnosti (tedy bu-

deme tvrdit, ze jsou Castice vzajemné nezavislé), tak z Liouvillova teorému plati

T S+Egaf=0
m

Tato transportni rovnice se zanedbanim srazek se nazyva Viasovova rovnice. Srazky ovsem tiplné
zanedbat nemizeme, bez néjaké vnitini interakce by systém nikdy nemohl dojit do rovnovazného
stavu (entropie by zustdvala konstantni). My vSak pozorujeme, Ze systém dojde z jakéhokoliv
pocatecniho stavu do rovnovazného, a za danych podminek dokonce vzdy do toho samého.

Existenci srazek zohlednime tak, ze pridame ,,iplnou ¢asovou zménu funkce f kvili srazkam®,
tzv. srdzkovy clen:

of _ 9 £ _
<at)Srazky_ at+vvrf+mvvf_0

kde V77 a V7 jsou gradienty viéi poloze a rychlosti. Tento vztah vyjadiuje zmény poctu ¢éastic
v okoli 7 s rychlost{ 4.

30.2. Boltzmannova transportni rovnice. Uvazujme nyni bindrn{ srdzky (pouze bindrn{ srazky).
U zfedéného plynu jsou sréazky t¥i a vice ¢astic jen mélo pravdépodobné (zatimco u plazmatu je
to vétsina). Stejné tak neuvazujme, Ze se jedna a tatdz molekula za éas At stadi srazit vicekrat.
Potom zbyvaji jen dva ruzné pripady:

Proces R Proces R
o o o 0
O """ "~ ° A N
| | | o 'o
I ® I o! O |
[ © [ [ [
| | | ° °
o, ° © |o O ® |
0 | o o | o o
| | (o3| oo
| o ° | o oq
oL _ _ _ ___ o _ _i L_____5_ __
(0]

e Proces R — vnitini ¢astice opousti fazovy objem
e Proces R — vnéjsi ¢astice po srazce zustava ve fazovém objemu

Vyjadifme-li pocet srdzek AS za dobu At takovych, Ze jedna molekula opustila prostor a sou-
casné AS je pocet takovych, kdy naopak molekula zvenci v prostoru zustala, bude

AS = Rd®r v dt AS = Rdr v dt
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odkud plyne (nebot f vyjadfuje pocet Castic v jistém objemu)

(88.];) d37“ d3U dt = AS’ —AS = (R — R)dg’l" d3’U dt

Srazky

Vyjadieme nyni R a R pomoci zikont srazek. Je nutné uéinit nésledujici predpoklady:
(1) Zména poétu éastic v d3r dv jenom diky srazkdm
(2) Partnerskd ¢astice se do do objemu dr d3v nedostava
(3) Bereme pouze bindrni srdzky (coz uz bylo fe¢eno).
(4) Zanedbame ucinek stén nadob.
(5) Zanedbame ucinek vnéjsich sil na diferencidlni G¢inny prufez (napf. polarizace).
(6) Predpokladejme, Ze rychlost molekuly nijak nesouvisi s jeji polohou. Tento predpoklad se
nazyva predpoklad molekuldrniho chaosu nebo také, ze mé systém velmi kratkou pamét.
(7) Diferencidln{ prifez je nezavisly na rychlosti

Nejprve soustiedme pozornost na jednu molekulu, kterd mé pred srazkou rychlost v z intervalu
dvi = dvgz1dvy1dv,; a nachazi se v misté 7, to znamena, Ze je ve fdzovém objemu d*rd3v. V tomtéz
objemu se nachézeji i ¢astice s ruznymi libovolnymi rychlostmi v5. Na ty se muzeme divat jako na

svazek ¢astic dopadajici na sledovanou molekulu. Pocet srdzek za jednotku casu je pak dan (typ
/v — — =/ =/ A . /v
srazky 01,03 — 01,03, kde ¥ jsou rychlosti po srézce) vzorcem

/ / F (7,05, 1) | AT|o (Q)dQdP vy
5

kde o je diferencidlni Géinny prufez, ktery je obecné zavisly na prostorovém thlu Q = Q(49, )
a AU = v7 — v3. V uvazovaném objemu ovSem neni jen jedna molekula o rychlosti v7, je jich tam

dNy = f(7,01,t)d®r d®v a tedy

Rd3r d3vydt = d®r dPvydt f(7,01,t) / / £ (7,05, 1) |AT|o(Q)dQd> v,
vy

a oznacime-li si f; = f(7,0;, 1), pak mame

Rd®r d3vydt = d®r d®vydt / / f1f2| Ao (Q)dQd3 vy

U5

. /. o vz D) . v s~ 1. 2 3 v -/ =/
Analogickym zptsobem vypocitime R s tim, Ze srazka probihd obracené, tedy vi’, v3 —
U1, U3, ovSem jeji ifinny diferencidlni prifez je stejny a |Av] = |AT'|. Ziskdme tak

R d®vdt = d3r' d®v}dt / / f1 £ AT |0 (Q)dQd3v)
vy

kde f/ = f(7, v} ,t). Protoze ¢astice neopusti béhem srédzek objem d®r (= d®r’), dostdvame z
platnosti Liouvillova teorému , ze

3 3 3,/ 43,/
d>v1d’vy = d°vid vs

Dostéavame tak srazkovy ¢len pro pevné v7:
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a R —
<afl> = R-R = //(f{fé — f1f2) |AT|o(Q)dQdP v,
¢ Srazky J
vy Q
Pouzijeme-li jiz difve zjisténého vztahu pro srézkovy clen, dostdvidme

0 F
[ [ it~ 12 1800000 ~ (at +ii w+mw> £(7.01.1)
Q

V3

coz je nelinedrn{ parcidlni integrodiferencidlni rovnice pro vypocet f(7,v1,t), zvand Boltzman-
nova transportni rovnice (BTR).

30.3. Stacionarni BTR a Boltzmanuv H-teorém. Protoze predchozi rovnice je nasimi silami
v podstaté neresitelnd, zjednodusme si, co mizeme.

(1) Neméme vné&jsi pole a F=0

(2) Systém je homogenni

(3) Zajim& nés jen staciondrni feSenf %{ =0.

7Z téchto predpokladu plyne, ze

9 . F 9 .
(1) ((% i w+mw> =5 = [ [ i - ) avio@inde —o
vy Q
To je funkcionélni zdvislost a musi platit pro kazdou funkci f vyhovujici predpokladtum (oznac¢me

ji fo). Postacujici podminka pro platnost této rovnosti je nulovost integrandu. ProtoZe zdroven fy
nezavisi na prostorovych soufadnicich a case, dostavame rovnost

fo(@1) fo(53") — fo(v1)fo(v3) =0

Je ale zaroven nutna? Podivejme se na nésledujici funkciondl (Boltzmanova H-funkce):

H(t) = / £(7,6) In £(5, t)d

ktery nezavisi na poloze, pouze na ¢ase. Coz je praktiky zdporné vzatd entropie (Ssiar =

—kY wylnw,) a zjistéme, jak se v ase chova:
¥

%t(t):/%f(ﬁ,t)lnf(ﬁ,t)dﬁz/88—{(1—1—111]‘) dv

Sem postupné dosadme f; a fa, pfidemz za derivaci f podle ¢asu dosadme z rovnice (1)

djjt(t) = /(1 +1n f1)(f1f2 — fifz2)dvidvs| Av]dQ = /(1 +1n o) (f1 5 — fofo)duidis| AT

a z toho plyne, ze
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dH (1)
dt

_ %/(f{fé — fif2)(2+1n f1fo)

Diferencialy jsme pro prehlednost uz vynechali. Jelikoz zcela analogicky lze sestavit

dH (t)
dt

/ (rfo— FA)@ I fL12)

N | =

a diferencidly se diky nasim zjednodusenim, predpokladiim a vypoctum rovnaji, je

dH (t)
dt

/(f{fé — fifo)(In fifo —1n f1 f3)

N

Znaménko vyrazu

fife
fifs

(fifs = frf2)In

je ale vzdy zaporné, jak je snadné se presvédcit. Z toho plyne, ze veli¢ina H s ¢asem vzdy klesa,
a to k néjakému redlnému c¢islu, nebot integral je omezeny. To ale znamend, Ze v ¢ase t — oo
nabyva H stacionarni hodnoty a odsud plyne nutnost podminky

fifs = fif

Nutnost i postac¢ujicnost této podminky je obsahem Boltzmanova H-teorému (H zde znamend
velké fecké pismeno 7). Chovéani veli¢iny H je zndzornéno na grafu:

H

Fluktace

Asymptotické
chovani

t

H-funkce se chovd jako entropie, jenom entropie s ¢asem samovolné roste (s néjakymi fluktua-
cemi), zatimco H s ¢asem klesd (také s fluktuacemi).
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30.4. Analytické vyjadreni f;. Mame tedy rovnici
fo(01) fo(v3) = fo(vi") fo(v3")
Zlogaritmujme ji:

In fo(v1) +1In fo(v3) = In fo(vi") + In fo(v2")

Na levé strané jsou logaritmy funkce fy pred srazkou, na pravé po srazce. Rovnice ma tedy

podobu zakona zachovani jisté zachovavajici se veli¢iny, oznacme ji W, zavislé na rychlosti. Tato
funkce se ovSem miize sklddat z vice ¢asti. Obecné

In fo(@) = > Wi(®)

Vime, ze pro molekulu plynu jsou zachovavajici se veliCiny tfi:

Uy (0) =mt ... Hybnost
Uy (0) = gmi? ... Energie
Us(0)=C ... Libovolna konstanta

To znamend, 7e In f bude linedrni kombinaci t¥{ sloZek rychlosti #, kvadratu rychlosti #2 a
konstanty C':

In f(¥) = —a(¥ — v9)* + InC

fo(®) = Cemo ="

Protoze vy ma vyznam unasivé rychlosti celého systému, muzeme prejit k takové vztazné sou-

stavé, kde je nulovd. Konstantu C' ziskdme z normalizace a konstantu a napiiklad vypoctem (E)
a porovnanim s U = 3/2NkT a mame

jiz znamé Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni rychlosti. Celé toto odvozovani jsme provedli bez
pritomnosti vnéjsiho pole. Bude-li se ale soustava v néjakém nachéazet, dostaneme

p(7

fr(7,0) = fo(v).e”FT

Coz lze snadno ovérit dosazenim do transportni rovnice, pro F' = —V,.¢(7).
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Dalsi zajimavy ptiklad je ovéreni, Ze stacionarni reseni (%’t‘ =0, (%)S = 0) odpovida také
razky
Boltzmannovu rozdéleni. Necht F' = —dV/dz, Boltzmannova transportni rovnice pro jednoroz-

mérny pripad pak prejde do tvaru

of 1avof _

Yor  mdz ov
Za predpokladu, 7e lze funkce f separovat na f(z,v) = F(2)G(v), tak po dosazeni ziskdme

dF 1dV _dG
vwC T maa a0

po separaci proménnych

dF 1 dG

FdV — m Gudv
Protoze leva strana rovnosti zavisi pouze na poloze a prava strana pouze na rychlosti tak, aby
se strany rovnaly pro vSechny z,v tak se musi rovnat néjaké konstanté, kterou oznac¢ime —(3

1 dF
Ty = -8 = F(x)=K,exp(=38V(x))
d
mév% =—8 — G(v) = K,exp(—fmv*/2)

Celkové tedy f(z,v) = F(x).G(v) = Kexp(—8V(x) — fmv?/2). Konstantu 3 miizeme uréit
napriklad ze stfedni hodnoty vnitini energie, ale je jasné, ze
8 =1/kT
30.5. Transportni jevy. Udélame-li rozdélovaci funkci ¢asové zavislou, lze pocitat hustoty tokt
veli¢in v prostoru a case:

Veli¢ina muze byt bud identicky rovna jedné(pak pocitdme transport ¢éstic), muze to byt
hybnost (transport tlaku), energie (transport tepla), ndboj (el. proud) a dalsi.
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31. OTAZKY KE ZKOUSCE z TSF

Zaklady fenomenologické termodynamiky — CtyTi principy termodynamiky; prace
termicky homogenni soustavy; pouziti 1.PT na idealni plyn — polytropni procesy; teplotni
roztaznost a rozpinavost latek (délkovd, plosné, objemova), rozpinavost plynt

Termodynamicky popis soustavy — teplota, absolutni teplota; termodynamické pro-
ménné; tepelnd kapacita soustavy

Termodynamické potencidly kvazistatickych procesti — volna energie, entalpie,
Gibbsuv potencial, vnitini energie; Joule-Thompsoniv pokus; Maxwellovy vztahy

Zavislost termodynamickych veli¢in na hmotnosti — molarni a parcidlni velic¢iny;
chemicky potencial; podminky termodynamické rovnovahy, chemicka rovnovaha

Statisticky popis molekularni soustavy — fazovy prostor, rozdélovaci funkce; statis-
ticka interpretace rozdélovaci funkce; Boltzmannova transportni funkce

Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni a Boltzmanniv H-teorém — disledky, ana-
lyticky tvar Maxwell-Boltzmannova rozdéleni a jeho charakteristika (vypocet stfednich
hodnot, kinetickd interpretace tlaku)

Zaklady kinetické teorie — cil; pouzité aproximace v transportni rovnici; vypocet tokt
pomoci kinetické energie; stfedni volna dréaha, koeficient difuze, viskozity a vedeni tepla

Louivilleav teorém — odvozeni a dusledky; stiedni hodnoty ¢asové a souborové
Entropie jako mira neurcitosti — zavedeni pojmu, pouziti pri vypoctu
Mikrokanonicky soubor — zavedeni pojmu; vypocet stavové rovnice IP

Kanonicky soubor — vybudovani; kanonickd parti¢ni funkce; vypocet termodynamic-
kych proménnych; vztah k mikrokanonickému souboru; pouziti — stavova rovnice plynu

Grandkanonicky soubor — vybudovani; grandkanonicka parti¢ni funkce; pouziti, vy-
pocty proménnych

Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni — Maxwell-Boltzmannovo; korigované Maxwell-Boltzmannovo;

Fermi-Diracovo; Bose-Einsteinovo; pri¢iny nutnosti zavedeni, rozdily a dusledky

Zareni absolutné cerného télesa — Planckiv zakon; Stefan-Boltzmanniv zédkon; ter-
modynamicka funkce

Modely krystalu — kineticka teorie; Einsteiniv model; Debyetv model; srovnani

Fluktuace termodynamickych velicin — pficiny; definice; pouziti
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Pevné doufam, ze Vam tyto poznamky budou ndpomocny pri studiu Termodynamiky a Sta-
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