Cviceni z VOAFu

Proni cvicent

1 Komplexni ¢isla

Komplexni ¢&islo z € C je ¢islo tvaru z = a + ib, kde a,b € R a i je komplexni jednotka s
vlastnosti 2 = —1. Séitan{ a nasobeni téchto &isel je definovano ,piirozenym zpiisobem®.
Komplexné sdruzené ¢islo Z je ¢islo Z = a—ib. Plati vzorec Z1za = Z1-Z3. Velikost komplexniho
¢isla je definovana jako |z| = va? + b2, tento vyraz je mozno zapsat jako |z| = v/zZ.
Realna a imaginarni ¢ast. Definujeme funkce Re : C — R a Im : C — R zvané redlna a
imaginarni ¢ast pomoci predpisu

Rez =a, Imz=5b

(pozor, imagindrni ¢4st neobsahuje komplexni jednotku!). Pokud je redlna ¢ast nulova, nazveme
¢islo ryze komplexnim. Funkce Re a Im jsou rediné linedrni, tzn. plati

Re (21 + 22) = Re 21 + Re 22, Re(az) = aRez, a € R,

stejné pro Im. Pozor, Re(z122) # (Rez1)(Rezz) (stejné pro Im). Tyto funkce lze jednoduse
vyjadfit pomoci komplexniho sdruzeni:

Z+Zz Z—Z
Rez= ——, I = -
ez 5 mz 5

Komplexni exponenciala. Uvazujme z € C. Uvazujme nyni ¢islo e® a upravme ho:

eF — ea+zb — €a€lb.

Prvni ¢len je obycejné redlna exponencialni funkce. Otazkou je, co je exponencidla z ryze kom-

plexniho éisla. Odpoved dévéa Eulertv vzorec!:

€'Y = cosp +isiny,

navic plati [e’¥| = 1. Mizeme tedy psdt e* = e%(cosb + isinb). Pro velikost tohoto &isla plati
le*| = e®.

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla. Kazdé komplexni éislo z € C muzeme zapsat ve
tvaru z = |z]e*¥, ¢ € R. Cislu ¢ ifkdme argument komplexniho ¢isla (toto &fslo nenf dané
jednoznacné, lze pricist libovolny celo¢iselny ndsobek 27). Argument ¢ je feSenim rovnic

Rez . Im 2
cosp = ——, singp = ——
|| E
1Jehoz specidlnim pifpadem je ,nejkrésnéjsi matematicks identita“ e™ = —1.



Tyto rovnice se ¢asto formalné? sdruzuji do rovnice

Gaussova (komplexni) rovina. Komplexni ¢isla muzeme reprezentovat jako body (dvou-
rozmérné) roviny, kde kartézské osy tvoii redlnd a imaginarni ¢dst komplexnich ¢isel.

Obrézek 1.1: Gaussova rovina.

Scitani komplexnich ¢éisel mé pak geometricky vyznam séitani dvourozmérnych vektort
v Gaussové roviné. Cislo e'¥ predstavuje ¢islo na jednotkové kruznici. Intuitivni predstava o
nasobeni komplexnich ¢isel se ziskd z goniometrického zapisu:

2122 = |21‘ewl’22|ew2 — |21H22‘6i(<p1+¢2).

Nésobeni ¢islem e tedy piedstavuje rotaci o thel ¢ v komplexni roviné. Ndsobeni ¢islem |z
predstavuje skalovani v této roviné.

Komplexni zapis goniometrickych funkci. Z Eulerova vzorce pfimo plynou nasledujici
vztahy: ‘ ‘ ‘ ‘
e + e W e —e W

2 2i

Nahradime-li ¢ € R za obecné z € C, mlizeme piedchozimi vzorci definovat funkce sinus a

kosinus na celé komplexni roviné.

cosp = Ree' = , sinp =Ime*¥ =

Cviceni 1.1 Naleznéte redlnou a imaginarni ¢ast ¢isla

a—+ib
c+id

Cvigeni 1.2 Vypocitejte Re [(C — iD)e*¥], kde C, D, Qt € R.
Cviceni 1.3* Dokazte platnost vztahu

Re (iz) = —Im z, Im (iz) = Re z.
Pomoci téchto vztahti ukazte platnost identity

. T
cosx = sin <x+ 5) .

2V tomto zapisu ztracime informaci o tom, zda ¢ € (0,7) anebo ¢ € (m,27).




Cviceni 1.4* Dokazte platnost vztahu
sinix = isinh x, cosir = coshz, sinhix = isin, coshiz = cosz.

Cviceni 1.5 Uvazujte vyraz c1e™! + coe ™!, kde ¢1,¢2 € C a wt € R. Jaké podminky musi
konstanty ¢ a co splinovat, aby byl uvedeny vyraz redlny pro vSechna t € R?

Cviceni 1.6 Reseni rovnice harmonického oscilatoru lze psat v nékolika ekvivalentnich tvarech:

x(t) = Acos(wt + @) = Asin(wt + ¢) = acoswt + bsinwt = ce™’ + e~ ™!,

A a,b,p,¢,wt € R, ¢ € C. Naleznéte vztahy mezi konstantami A, ¢, ¢, a, b a c.

Cvicéeni 1.7*  Dokazte“ Euleruv vzorec pomoci diferencialni identity

d
— M =\,
dx
Cviceni 1.8 Odvod'te souétové vzorce pro siny a cosiny souétu (a rozdilu) ihli pomoc{ trividln{

identity
ol giB _ yilatB)

Cviéeni 1.9* Odvod'te souc¢tové vzorce pro soucty sinil a cosinit pomoci ndsledujici tpravy
vyrazu

eio | iB — 015 ois <ei°‘T’B i ezﬂ;a) ‘
Cviceni 1.10 Superpozice postupngch vin stejnym smérem je postupnd vina. Ukazte, ze soucet
Aj cos(wt — kz + 1) + Ag cos(wt — kz + ¢2)
se da napsat jako A cos(wt — kz + ¢). Urcete hodnoty konstant A a ¢.
Cviceni 1.11 Superpozice proti sobé postupnijch vin je stojatd vina. Ukazte, ze soucet
Acos(wt — kz + ¢1) + Acos(wt + kz + ¢2)
je tvaru X (z) cos(wt + ¢). Urcete tvar funkce X (z) a hodnotu konstanty ¢.

Cviceni 1.12* Zapiste vyrazy cos’z, cos®z, obecné

coskz, k € Np.

** cos"xz, n € N, pouze pomoci funkei

Cviceni 1.13 Sectéte fadu

N
Z cos(wt —mod).
m=0
Cviceni 1.14 Vypocitejte nasledujici integraly:

/ e " cosbx dx, / e " gin bx dx, a,beR.



2 Stredni hodnoty

Mégjme funkei f(z) : R — R. Jeji sttedni hodnota v intervalu (z1, z2) je definovdna jako

<f><z1,x2> = ! / : f(x) dx.

T2 — I 1

Lze definovat stiedni hodnotu pfes celé R limitnim pfechodem

Pokud je funkce f periodickd s periodou L, je jeji stfedni hodnota déna jako stfedni hodnota
ptres libovolny interval délky L:

'+ L
<f> = <f><:c’,:c’+L> = / f(l’) dx, z €R.

Cvigeni 2.1 Vypocitejte (coswt), (sinwt), (cos?wt), (sin®wt).



Druhé cvicend

3 Malé kmity a metoda moédi

Kuchaika metody madédu
1. Zavedu soufadnice ¥ = (x1,...,x,) € R", které odméruji vychylku z rovnovézné polohy.
2. Napisi pohybové rovnice ve tvaru Tz + UZ = 0, kde T, U € R™" jsou konstantn{ matice.

3. Predpokladdm feseni ve tvaru Z(t) = A dcos (wt + ¢), @ € R" je konstantni vektor poméru
amplitud.

4. Dosadim do pohybovych rovnic a pozaduji netrivialitu feSeni, tzn. A # 0 a @ # 0. Dostanu
(U — wQT) a = 0. Tyto podminky vedou na tzv. sekuldrni rovnici }[U — wQT‘ =0.

5. Sekuldrni rovnice je polynom n-tého stupné v w?. Najdu piisluiné kofeny w,%. K nim najdu
piislusné vlastni vektory ay jako feSeni rce (U — sz) ap = 0.

6. Obecné feSeni pohybu je pak tvaru
n
Z(t) = Z Apdy, cos (wit + @x) -
k=1

Malé kmity

V Taylorové rozvoji je tak prvni nenulovy ¢len pravé druhy rad rozvoje. Oznacime-li si U;; jako

y= ol W
v 6.%'182123 Z=0
mame rozvoj funkce U(Z) ve tvaru
Lol
U(ac) = 5 Z Uijxi:cj + ... (2)

ij=1
Zanedbanim vsech vyssich fadli dostaneme pfiblizné vyjadieni
1 < 1
Unate(7) = 5 ”z_:l Uiy = 537 UF, (3)

které je presné tvaru, ktery potiebujeme do metody maédu.

Cviceni 3.1 Sestavte potencidl pro podélné a piicné kmity zavazi na pruzinach jako na obrazku.
Délka nenatazenych pruzin je ag.

a a
ikimkg

Naleznéte tvary téchto potencidlu v aproximaci malych kmitu.



Cviceni 3.2 Sestavte pohybové rovnice pro podélné kmity soustavy na obrazku. Délka ne-
natazenych pruzin je ag.

Naleznéte jejich feSeni metodou madu.

Cviceni 3.3 NapiSte potencidl pro pfiéné kmity soustavy na obrazku. Délka nenatazenych
pruzin je ag.

a a a
§ k m k m k E

Naleznéte jeho tvar v aproximaci malych kmitu. Jak se 1isi od potencialu pro podélné kmity?

Cviceni 3.4 Naleznéte potencidl pruzinového kyvadla (viz obrézek) v aproximaci malych kmitu.
Kyvadlo muze vykondvat 2D pohyb ve svislé rovineé.

k a ig’]’

Cviceni 3.5* Naleznéte potencidl pruzinového kyvadla (viz obrazek) v aproximaci malych
kmita. Kyvadlo mtze vykonavat 2D pohyb ve svislé roviné.

Cviceni 3.6 Naleznéte feseni pohybovych rovnic néasledujici mechanické soustavy pomoci me-
tody mdédu. Povoleny je pouze podélny pohyb.

Je nalezené feseni uplné? ,Kde se stala chyba?*

Cviceni 3.7 Uvazujte obecné feSeni pohybu systému ve tvaru

(1) = (9”1('5)) s G) cos(wit + 1) + Ay (_11> cos(wat + ).

T2 (t)



Naleznéte konkrétni feseni pro poc¢atecni podminky

Cviceni 3.8* Naleznéte obecné feSeni pro proudy v jednotlivych vétvich v nésledujicim LC
obvodu.

Dalsi priklady na domdct procvi¢ovdni:

Cviceni 3.9 Pohybové rovnice. Naleznéte pohybové rovnice a k nim prislusné matice T a
U, definované pomoci TX + Ux = 0.

a) Sestavte pohybové rovnice pro tii podélné kmitajici zavazi na ¢tyfech pruzinkach.

§ k m k m k m k E
- - -

Obrazek 3.2: Podélné kmity tiech zavazi na ¢tyfech pruzinkéch.

b) Sestavte rovnice pro proudy v nésledujicim trojitém LC obvodu.

T @ T T

Obrazek 3.3: Trojity LC obvod.

Cviceni 3.10 Médy systému. Naleznéte mdédy a obecné feSeni tvaru

N

Z(t) = Z A, cos (wit + ¢r)
k=1

pro systémy popsané nasledujicimi maticemi T a U:

m 0 3k =2k
(% ) (G o)

2m 0 5k —2k
TZ(O 3m>’ U:(—Qk 5k )

a)



d)
m 0 3k =2k
T=(0 ) v=(G W)
e)
m 0 0 3k =2k 0
T= 0 m O , U=| -2k 4k =2k |;
0 0 m 0 —2k bk
Ndpovéda: Jedna z vlastnich frekvenci je w = \/%.
f)
m 0 0 2k -k O
T=1 0 m 0 |, U=| -k 2t -k
0 0 m 0 —k 2k
Ndpovéda: Jedna z vlastnich frekvenci je w = %
g)
m 0 0 2k —k 0
T=1 0 2m 0 ) U=| -k 2t -k
0 0 2m 0 —k 4k
Ndpovéda: Jedna z vlastnich frekvenci je w = %
h)
m 0 0 2k -k 0
T=| 0 m 0 , U=| -k 4k -3k
0 0 3m 0 -3k 6k
Ndpovéda: Jedna z vlastnich frekvenci je w = %

Cvicéeni 3.11 Malé kmity. Naleznéte matice U pro nasledujici funkce potencidlni energie U:

a) ,
U(xy,x2) = 5/{ |:ZC% +2(zg —x1)? + 4x%} ,
b)
1

U(wy,m2,73) = 3k {x% + (22 — 21)° + (23 — 22)* + :c?:,] )

c) )
Uly) =k [\/ a? +y% — ao}
d)
1 2 2 2
_ 2 in 22 _jgin 2t 2 T2 os T _al -
U(a;l,a:g)—2k [\/(a—i—lsm i [ sin l ) +1 <cos ;oS > a]

mgl (cos % + cos %) .



4 Vysledky prikladi

4.3 Malé kmity

Cviceni 3.9 Pohybové rovnice
a)
m 0
T=10 m
0 O

Cviceni 3.10 Médy systému

% —k 0
. U=|-k 2t —k
0 —k 2k

b)

a) wi =/ wy =/ G =(2,1), @ = (-1,2)

b) wi = /&, wy=1/3E G = (3,4), G2 = (—2,1)

¢) wy = /YRR = JOEYRE G (14 v2,1), d = (1 - V/2,1)
d) w =/ E2E gy = \JEVRE G = (v2,1), @ = (—V2,1)

f) w = 27;{5)]67 w2 = %7 w3 = (2+r\r{§)k7 ap = (1a\/§71)>
(15_\/55]-)

g) w1 = %70‘}2: %7 w3 = %761:(2)3)1)762:( 17071)) C_L’3

h) w1 = (377;{5)]67 w2 = %7 w3 = (3+T\r{5)k7 C_il - (1,\/5— 171)7
(1L,—VE—1,1)

Cviceni 3.11 Malé kmity
a)

3k —2k
U= (—Qk 6k )

2k -k O
U= |-k 2t -k
0 -k 2k



