
Cvičeńı z VOAFu

Prvńı cvičeńı

1 Komplexńı č́ısla

Komplexńı č́ıslo z ∈ C je č́ıslo tvaru z = a + ib, kde a, b ∈ R a i je komplexńı jednotka s
vlastnost́ı i2 = −1. Sč́ıtáńı a násobeńı těchto č́ısel je definováno

”
přirozeným zp̊usobem“.

Komplexně sdružené č́ıslo z̄ je č́ıslo z̄ = a−ib. Plat́ı vzorec z1z2 = z1·z2. Velikost komplexńıho
č́ısla je definována jako |z| =

√
a2 + b2, tento výraz je možno zapsat jako |z| =

√
zz̄.

Reálná a imaginárńı část. Definujeme funkce Re : C→ R a Im : C→ R zvané reálná a
imaginárńı část pomoćı předpis̊u

Re z = a, Im z = b

(pozor, imaginárńı část neobsahuje komplexńı jednotku!). Pokud je reálná část nulová, nazveme
č́ıslo ryze komplexńım. Funkce Re a Im jsou reálně lineárńı, tzn. plat́ı

Re (z1 + z2) = Re z1 + Re z2, Re (αz) = αRe z, α ∈ R,

stejně pro Im. Pozor, Re (z1z2) 6= (Re z1)(Re z2) (stejně pro Im). Tyto funkce lze jednoduše
vyjádřit pomoćı komplexńıho sdružeńı:

Re z =
z + z̄

2
, Im z =

z − z̄
2i

.

Komplexńı exponenciála. Uvažujme z ∈ C. Uvažujme nyńı č́ıslo ez a upravme ho:

ez = ea+ib = eaeib.

Prvńı člen je obyčejná reálná exponenciálńı funkce. Otázkou je, co je exponenciála z ryze kom-
plexńıho č́ısla. Odpověd’ dává Euler̊uv vzorec1:

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ,

nav́ıc plat́ı |eiϕ| = 1. Můžeme tedy psát ez = ea(cos b + i sin b). Pro velikost tohoto č́ısla plat́ı
|ez| = ea.

Goniometrický tvar komplexńıho č́ısla. Každé komplexńı č́ıslo z ∈ C můžeme zapsat ve
tvaru z = |z|eiϕ, ϕ ∈ R. Č́ıslu ϕ ř́ıkáme argument komplexńıho č́ısla (toto č́ıslo neńı dané
jednoznačně, lze přič́ıst libovolný celoč́ıselný násobek 2π). Argument ϕ je řešeńım rovnic

cosϕ =
Re z

|z|
, sinϕ =

Im z

|z|
.

1Jehož speciálńım př́ıpadem je
”
nejkrásněǰśı matematická identita“ eiπ = −1.
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Tyto rovnice se často formálně2 sdružuj́ı do rovnice

tgϕ =
Im z

Re z
.

Gaussova (komplexńı) rovina. Komplexńı č́ısla můžeme reprezentovat jako body (dvou-
rozměrné) roviny, kde kartézské osy tvoř́ı reálná a imaginárńı část komplexńıch č́ısel.

Re z

Im z

z = a+ ib = |z|eiϕ

a

b

0

ϕ

|z|

Obrázek 1.1: Gaussova rovina.

Sč́ıtáńı komplexńıch č́ısel má pak geometrický význam sč́ıtáńı dvourozměrných vektor̊u
v Gaussově rovině. Č́ıslo eiϕ představuje č́ıslo na jednotkové kružnici. Intuitivńı představa o
násobeńı komplexńıch č́ısel se źıská z goniometrického zápisu:

z1z2 = |z1|eiϕ1 |z2|eiϕ2 = |z1||z2|ei(ϕ1+ϕ2).

Násobeńı č́ıslem eiϕ tedy představuje rotaci o úhel ϕ v komplexńı rovině. Násobeńı č́ıslem |z|
představuje škálováńı v této rovině.

Komplexńı zápis goniometrických funkćı. Z Eulerova vzorce př́ımo plynou následuj́ıćı
vztahy:

cosϕ = Re eiϕ =
eiϕ + e−iϕ

2
, sinϕ = Im eiϕ =

eiϕ − e−iϕ

2i
.

Nahrad́ıme-li ϕ ∈ R za obecné z ∈ C, můžeme předchoźımi vzorci definovat funkce sinus a
kosinus na celé komplexńı rovině.

Cvičeńı 1.1 Nalezněte reálnou a imaginárńı část č́ısla

w =
a+ ib

c+ id
.

Cvičeńı 1.2 Vypoč́ıtejte Re [(C − iD)eiΩt], kde C,D,Ωt ∈ R.

Cvičeńı 1.3* Dokažte platnost vztah̊u

Re (iz) = −Im z, Im (iz) = Re z.

Pomoćı těchto vztah̊u ukažte platnost identity

cosx = sin
(
x+

π

2

)
.

2V tomto zápisu ztráćıme informaci o tom, zda ϕ ∈ 〈0, π) anebo ϕ ∈ 〈π, 2π).
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Cvičeńı 1.4* Dokažte platnost vztah̊u

sin ix = i sinhx, cos ix = coshx, sinh ix = i sinx, cosh ix = cosx.

Cvičeńı 1.5 Uvažujte výraz c1e
iωt + c2e

−iωt, kde c1, c2 ∈ C a ωt ∈ R. Jaké podmı́nky muśı
konstanty c1 a c2 splňovat, aby byl uvedený výraz reálný pro všechna t ∈ R?

Cvičeńı 1.6 Řešeńı rovnice harmonického oscilátoru lze psát v několika ekvivalentńıch tvarech:

x(t) = A cos(ωt+ ϕ) = A sin(ωt+ φ) = a cosωt+ b sinωt = ceiωt + c̄e−iωt,

A, a, b, ϕ, φ, ωt ∈ R, c ∈ C. Nalezněte vztahy mezi konstantami A, ϕ, φ, a, b a c.

Cvičeńı 1.7*
”
Dokažte“ Euler̊uv vzorec pomoćı diferenciálńı identity

d

dx
eλx = λeλx.

Cvičeńı 1.8 Odvod’te součtové vzorce pro siny a cosiny součtu (a rozd́ılu) úhl̊u pomoćı triviálńı
identity

eiαeiβ = ei(α+β).

Cvičeńı 1.9* Odvod’te součtové vzorce pro součty sin̊u a cosin̊u pomoćı následuj́ıćı úpravy
výrazu

eiα + eiβ = ei
α
2 ei

β
2

(
ei
α−β
2 + ei

β−α
2

)
.

Cvičeńı 1.10 Superpozice postupných vln stejným směrem je postupná vlna. Ukažte, že součet

A1 cos(ωt− kz + ϕ1) +A2 cos(ωt− kz + ϕ2)

se dá napsat jako A cos(ωt− kz + ϕ). Určete hodnoty konstant A a ϕ.

Cvičeńı 1.11 Superpozice proti sobě postupných vln je stojatá vlna. Ukažte, že součet

A cos(ωt− kz + ϕ1) +A cos(ωt+ kz + ϕ2)

je tvaru X(z) cos(ωt+ ϕ). Určete tvar funkce X(z) a hodnotu konstanty ϕ.

Cvičeńı 1.12* Zapǐste výrazy cos2 x, cos3 x, obecně** cosn x, n ∈ N, pouze pomoćı funkćı
cos kx, k ∈ N0.

Cvičeńı 1.13 Sečtěte řadu
N∑
m=0

cos(ωt−mδ).

Cvičeńı 1.14 Vypoč́ıtejte následuj́ıćı integrály:∫
e−ax cos bx dx,

∫
e−ax sin bx dx, a, b ∈ R.
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2 Středńı hodnoty

Mějme funkci f(x) : R→ R. Jej́ı středńı hodnota v intervalu 〈x1, x2〉 je definována jako

〈f〉〈x1,x2〉 =
1

x2 − x1

∫ x2

x1

f(x) dx.

Lze definovat středńı hodnotu přes celé R limitńım přechodem

〈f〉 ≡ 〈f〉〈−∞,∞〉 = lim
x′→∞

1

2x′

∫ x′

−x′
f(x) dx.

Pokud je funkce f periodická s periodou L, je jej́ı středńı hodnota dána jako středńı hodnota
přes libovolný interval délky L:

〈f〉 = 〈f〉〈x′,x′+L〉 =
1

L

∫ x′+L

x′
f(x) dx, x′ ∈ R.

Cvičeńı 2.1 Vypoč́ıtejte 〈cosωt〉, 〈sinωt〉, 〈cos2 ωt〉, 〈sin2 ωt〉.
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Druhé cvičeńı

3 Malé kmity a metoda mód̊u

Kuchařka metody mód̊u

1. Zavedu souřadnice ~x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, které odměřuj́ı výchylku z rovnovážné polohy.

2. Naṕı̌si pohybové rovnice ve tvaru T~̈x+ U~x = 0, kde T,U ∈ Rn,n jsou konstantńı matice.

3. Předpokládám řešeńı ve tvaru ~x(t) = A~a cos (ωt+ ϕ), ~a ∈ Rn je konstantńı vektor poměr̊u
amplitud.

4. Dosad́ım do pohybových rovnic a požaduji netrivialitu řešeńı, tzn. A 6= 0 a ~a 6= 0. Dostanu(
U− ω2T

)
~a = 0. Tyto podmı́nky vedou na tzv. sekulárńı rovnici

∣∣U− ω2T
∣∣ = 0.

5. Sekulárńı rovnice je polynom n-tého stupně v ω2. Najdu př́ıslušné kořeny ω2
k. K nim najdu

př́ıslušné vlastńı vektory ~ak jako řešeńı rce
(
U− ω2

kT
)
~ak = 0.

6. Obecné řešeńı pohybu je pak tvaru

~x(t) =

n∑
k=1

Ak~ak cos (ωkt+ ϕk) .

Malé kmity

V Taylorově rozvoji je tak prvńı nenulový člen právě druhý řád rozvoje. Označ́ıme-li si Uij jako

Uij =
∂2U

∂xi∂xj

∣∣∣∣
~x=0

(1)

máme rozvoj funkce U(~x) ve tvaru

U(~x) =
1

2

n∑
i,j=1

Uijxixj + . . . (2)

Zanedbáńım všech vyšš́ıch řád̊u dostaneme přibližné vyjádřeńı

Umalé(~x) =
1

2

n∑
i,j=1

Uijxixj =
1

2
~xT U ~x, (3)

které je přesně tvaru, který potřebujeme do metody mód̊u.

Cvičeńı 3.1 Sestavte potenciál pro podélné a př́ıčné kmity závaž́ı na pružinách jako na obrázku.
Délka nenatažených pružin je a0.

mk k

a a

Nalezněte tvary těchto potenciál̊u v aproximaci malých kmit̊u.
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Cvičeńı 3.2 Sestavte pohybové rovnice pro podélné kmity soustavy na obrázku. Délka ne-
natažených pružin je a0.

mk k km

a a a

Nalezněte jejich řešeńı metodou mód̊u.

Cvičeńı 3.3 Napǐste potenciál pro př́ıčné kmity soustavy na obrázku. Délka nenatažených
pružin je a0.

mk k km

a a a

Nalezněte jeho tvar v aproximaci malých kmit̊u. Jak se lǐśı od potenciálu pro podélné kmity?

Cvičeńı 3.4 Nalezněte potenciál pružinového kyvadla (viz obrázek) v aproximaci malých kmit̊u.
Kyvadlo může vykonávat 2D pohyb ve svislé rovině.

m

k a ~g

Cvičeńı 3.5* Nalezněte potenciál pružinového kyvadla (viz obrázek) v aproximaci malých
kmit̊u. Kyvadlo může vykonávat 2D pohyb ve svislé rovině.

m

kx kx

ky

ky

a a

a

a

Cvičeńı 3.6 Nalezněte řešeńı pohybových rovnic následuj́ıćı mechanické soustavy pomoćı me-
tody mód̊u. Povolený je pouze podélný pohyb.

M
m mk k

a a

Je nalezené řešeńı úplné?
”
Kde se stala chyba?“

Cvičeńı 3.7 Uvažujte obecné řešeńı pohybu systému ve tvaru

~x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
= A1

(
1
1

)
cos(ω1t+ ϕ1) +A2

(
1
−1

)
cos(ω2t+ ϕ2).

6



Nalezněte konkrétńı řešeńı pro počátečńı podmı́nky

x1(0) = A 6= 0, x2(0) = 0, ẋ1(0) = 0, ẋ2(0) = 0.

Cvičeńı 3.8* Nalezněte obecné řešeńı pro proudy v jednotlivých větv́ıch v následuj́ıćım LC
obvodu.

L

CC

L

C

Daľśı př́ıklady na domáćı procvičováńı:

Cvičeńı 3.9 Pohybové rovnice. Nalezněte pohybové rovnice a k nim př́ıslušné matice T a
U, definované pomoćı T~̈x+ U~x = 0.

a) Sestavte pohybové rovnice pro tři podélně kmitaj́ıćı závaž́ı na čtyřech pružinkách.

mk k km

a a a

k m

a

Obrázek 3.2: Podélné kmity třech závaž́ı na čtyřech pružinkách.

b) Sestavte rovnice pro proudy v následuj́ıćım trojitém LC obvodu.

L

CC

L L

C C

Obrázek 3.3: Trojitý LC obvod.

Cvičeńı 3.10 Módy systému. Nalezněte módy a obecné řešeńı tvaru

~x(t) =

N∑
k=1

Ak~ak cos (ωkt+ ϕk)

pro systémy popsané následuj́ıćımi maticemi T a U:

a)

T =

(
m 0
0 m

)
, U =

(
3k −2k
−2k 6k

)
;

b)

T =

(
2m 0
0 3m

)
, U =

(
5k −2k
−2k 5k

)
;
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c)

T =

(
m 0
0 m

)
, U =

(
2k −k
−k 4k

)
;

d)

T =

(
m 0
0 2m

)
, U =

(
3k −2k
−2k 6k

)
;

e)

T =

 m 0 0
0 m 0
0 0 m

 , U =

 3k −2k 0
−2k 4k −2k

0 −2k 5k

 ;

Nápověda: Jedna z vlastńıch frekvenćı je ω =
√

k
m .

f)

T =

 m 0 0
0 m 0
0 0 m

 , U =

 2k −k 0
−k 2k −k
0 −k 2k

 .

Nápověda: Jedna z vlastńıch frekvenćı je ω =
√

2k
m .

g)

T =

 m 0 0
0 2m 0
0 0 2m

 , U =

 2k −k 0
−k 2k −k
0 −k 4k

 .

Nápověda: Jedna z vlastńıch frekvenćı je ω =
√

2k
m .

h)

T =

 m 0 0
0 m 0
0 0 3m

 , U =

 2k −k 0
−k 4k −3k
0 −3k 6k

 .

Nápověda: Jedna z vlastńıch frekvenćı je ω =
√

2k
m .

Cvičeńı 3.11 Malé kmity. Nalezněte matice U pro následuj́ıćı funkce potenciálńı energie U :

a)

U(x1, x2) =
1

2
k
[
x2

1 + 2 (x2 − x1)2 + 4x2
2

]
,

b)

U(x1, x2, x3) =
1

2
k
[
x2

1 + (x2 − x1)2 + (x3 − x2)2 + x2
3

]
,

c)

U(y) = k
[√

a2 + y2 − a0

]2

d)

U(x1, x2) =
1

2
k

[√(
a+ l sin

x2

l
− l sin x1

l

)2
+ l2

(
cos

x2

l
− cos

x1

l

)2
− a

]2

−

mgl
(

cos
x1

l
+ cos

x2

l

)
.
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4 Výsledky př́ıklad̊u

4.3 Malé kmity

Cvičeńı 3.9 Pohybové rovnice

a)

T =

m 0 0
0 m 0
0 0 m

 , U =

2k −k 0
−k 2k −k
0 −k 2k


b)

Cvičeńı 3.10 Módy systému

a) ω1 =
√

2k
m , ω2 =

√
7k
m , ~a1 = (2, 1), ~a2 = (−1, 2)

b) ω1 =
√

7k
6m , ω2 =

√
3k
m , ~a1 = (3, 4), ~a2 = (−2, 1)

c) ω1 =

√
(3−
√

2)k
m , ω2 =

√
(3+
√

2)k
m , ~a1 = (1 +

√
2, 1), ~a2 = (1−

√
2, 1)

d) ω1 =

√
(3−
√

2)k
m , ω2 =

√
(3+
√

2)k
m , ~a1 = (

√
2, 1), ~a2 = (−

√
2, 1)

e) ω1 =
√

k
m , ω2 =

√
4k
m , ω3 =

√
7k
m , ~a1 = (2, 2, 1), ~a2 = (−2, 1, 2), ~a3 = (1,−2, 2)

f) ω1 =

√
(2−
√

2)k
m , ω2 =

√
2k
m , ω3 =

√
(2+
√

2)k
m , ~a1 = (1,

√
2, 1), ~a2 = (−1, 0, 1), ~a3 =

(1,−
√

2, 1)

g) ω1 =
√

k
2m , ω2 =

√
2k
m , ω3 =

√
5k
2m , ~a1 = (2, 3, 1), ~a2 = (−1, 0, 1), ~a3 = (2,−1, 1)

h) ω1 =

√
(3−
√

5)k
m , ω2 =

√
2k
m , ω3 =

√
(3+
√

5)k
m , ~a1 = (1,

√
5 − 1, 1), ~a2 = (−3, 0, 1), ~a3 =

(1,−
√

5− 1, 1)

Cvičeńı 3.11 Malé kmity

a)

U =

(
3k −2k
−2k 6k

)
b)

U =

2k −k 0
−k 2k −k
0 −k 2k


c)

U =
(
k
(
1− a0

a

))
d)

U =

(
k + mg

l −k
−k k + mg

l

)

9


