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Uvod

Tento text je, jak nézev napovida, pouhy rychlokurz. Je tedy urcen ke zbéz-
nému proc¢teni nad ranni kdvou, pied spanim ¢i v metru tésné pred zkouskou.
Bohuzel v ném nenajdou vykoupeni ti ¢tenafi, ktefi se shanéji po odvozeni
vSech vzorctu a identit. Kdybych je sem mél zahrnout, mohl jsem rovnou
opsat cela skripta prof. Tolara. Snad tedy bude tato mikrosbirka alespon
trochu napomocna pii uceni na zkousku.
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1 Malé kmity

Definice 1.1 (Rovnovazna poloha). Umistime-li hmotny bod do rovno-
vazné polohy a udélime mu nulovou rychlost, jeho trajektorii je pravé tento
bod.

Definice 1.2 (Stabilni rovnovazna poloha). Stabilni rovnovazna poloha
(dale jen SRP) je takova rovnovazna poloha, do niz se bod po vychyleni vrati.
Ve stabilni rovnovazné poloze nabyva potencidlni energie ostrého lokalniho
minima.

Pro soustavu hmotnych bodi budeme II. Newtontuv zakon psat ve tvaru
m;t; = F;

i € n, kde n je pocet stupii volnosti. DULEZITY PREDPOKLAD: Soustava je
konzervativni, tj.
ou
Ut (£ =5 )

1.1 Linearizace pohybovych rovnic

e Snazime se linearizovat pohybové rovnice kmitani soustavy hmotnych
ozn.

bodt kolem SRP = (29, 29,...,2%) "= #,. Po rozvoji U do druhého

n
fadu (prvni ¢len je konstantni, a miZzeme ho polozit roven nule, druhy

je téZ nula z nutné podminky existence extrému funkce U) a zavedeni
soutfadnic & = x; — ¥ TeSime sosutavu

i

mi&; + Z Ui;&; = 0. (1.1)
ij=1
e Ansatz':
&i(t) = X, cos(wt + o), (1.2)

coz je jeden mdd — stav, v némz vSechny casti soustavy kmitaji se
stejnou thlovou frekvenci a jsou ve fazi. X; jsou slozky konstantniho
wvektoru poméru amplitud* X.

e Po zaveden{ matic
T = diag(my, ..., my,)

INém. predpoklad.



02U (7y)
U=~ (o)
fesime soustavu? )
TE 4+ UE = 0. (1.3)

e Do (1.3) dosadme (1.2) a jako u malych kmita v TEF1 fesme sekularni
rovnici pro w?, coZ je kladné vlastni ¢islo (plyne z pozitivni definitnosti
matic U a T):

det(U — w?T) = 0.
e Spocteme pifslugné vlastni vektory X ¢ ker (U — w?T).
e Refenim je superpozice £(t) = >y A XD cos(wit + ¢;), kde A; a ¢;

najdeme z pocatec¢nich podminek.

1.2 Kmity struny
e Méjme strunu o délce L a linearni hustoté p, ktera je napjata silou 7'
e Chceme najit linedrni pohybovou rovnici.
e VInovou rovnici dostaneme z rozepsani obou stran 1. véty impulsové?
d_ﬁ — file)
dt
a pomoci nasledujicich aproximaci:
NEEER:
— Vychylky jsou malé: 9, ~ 0 = 9y = sind =~ tg.
e Provedeme limitu (20 — 21) = (zcnr — 21 A 20 = 21)-

e Dostavame vlnovou rovnici pro strunu, kde z € (0, L).

Pe(zt) L 0%P(z 1)
P =T 52 (1.4)

2¢ je vektor o n slozkach.
2

., =, 0 _
3Levou stranu napifeme jako P = MR = pAza—g(zCM,t), kde R je polohovy vektor
hmotného stiedu soustavy, CM je z angl. center of mass. Co se tyce pravé strany, uvazujeme
pouze Fj, nebot vychylky jsou pficné. F, = Fi, + F», a dale uZ pomoci zminénych
aproximaci a Lagrangeovy véty dojdeme k (1.4).



e Krajni body musime oSetfit okrajovymi podminkami V¢

— pro pevné konce (Dirichletova podminka):
¥(0,t) =0 =1(L,t)

— pro volny konec v misté z = L (Neumannova podminka), ktera
fika, Ze struna musi v misté volného konce byt rovnobézna s osou

- UL, 1)

=0.
0z

e Reseni vlnové rovnice je u struny obecné tvaru stojaté viny.
P(z,t) = X(2) cos(wt + ¢), (1.5)

jejiz fundamentalni systém vyjde

{sin(k,z) cos(Wimt + ©m) Fr2y -

e Vime, 7e i superpozice je feSenim, a tedy

“+o0

P(z,t) = Z A sin(kp,2) cos(wmt + ©m)-

m=1

e ReSenim této rovnice jsme dospéli k dilezitym poznatktm:

— Uhlové vlnové &islo* [k] = rad - m™*

T /
km:mklzmz: %wm

— Uhlova frekvence [w] = rad -s™*

/ T mm
= mwi =

— Vlnova délka [\] = m

4Neplést s vlnocetem o!



— Frekvence® ] = Hz
Vp, = My

— Fazova rychlost [v,] =m-s™!

— Kmitocet [v] = Hz

w 1
V= — —= —
27 T
— Vlnocet [o] = m™!
k 1
o = — — —
2

1.3 Retizek jakoZto aproximace struny

Méjme tetizek slozeny z N hmotnych bodii o hmotnostech M, mezi nimiz
je vzdalenost a. Tyto hmotné body jsou spojené pruzinkami s tuhosti K.
Polohu n-tého bodu jiz nebudeme zachycovat pomoci spojité proménné z,
ale podle na. Pro silu napéti tedy plati 7' = Ka, pro linearni hustotu p = %
a pro celkovou délku Fetizku L = (N + 1)a.

e Opét zlinearizujeme pohybovou rovnici pomoci podobné aproximace
jako u struny.

Dodejme okrajové podminky pro prvni a posledni atom:

(V) (tho(t) = 0 A by 1a(t) = 0).

e Ansatz:
P (t) = X, (¢) cos(wt + )

e Po dosazeni piredpokladaného feseni do (1.6) muzeme bud fesit deter-
minant tridiagonalni matice, nebo opét predpokladat (hadat), ze

X, (t) = sin(kna). (1.7)

(Srovnej s X(z) = sin(kz) u struny: na nyni nahrazuje z.)

5Pro m = 2 U Wy, Um & Ay, mluvime o tzv. vyssich harmonickyjch.

4



e Pomozme si vyjadienim X, .1 + X, z (1.6), do ni7 dosadime Ansatz, a
nasledné srovnejme koeficienty u X,,. Po vyjadieni w dostavame neli-

nedrnd disperzni vztah
K ka
=24/ — sin — 1.8
w =24/ 7 S (1.8)

kde £ € (0, Z). (Na tomto intervalu je sinus kladny a prosty, a mohli

jsme tedy odmociiovat.)
e Dosazenim (1.7) do okrajovych podminek ziskame vlnové ¢islo

mm mm

K -
(N+1Da L

a obecné feSeni
N

Uy (t) = Z A,y sin(kpna) cos(wWit + ©m).

m=1

e (Od fetizku ke struné lze piejit limitnim prechodem a — 0, a tedy nutné
(aby nezdivergovaly vzorce na zac¢atku sekce) K — +o00 a M — 0. Pak
lze pro 2a < A (,dlouhovinné limita“) pomoci Taylora rozvinout sinus
v (1.8) a dostaneme jiZ znamy strunovy disperzni vztah

2 Postupné viny

Dosud jsme uvazovali pouze z € (0,L). Nyni uz dovolime z € R — tzv.
oteviend soustava.

e Ve vlnové rovnici (1.4) polozme v? = % a provedme transformaci

¢(Z7t) — %5(5777), kde
E=2z—vt
n =z + vt.

Dosadime do vlnové rovnice (derivace slozené funkce!) a po provedeni
derivaci a op&tovném porovnani LHS a RHS® nam zbyde jen

o
0&0n

0 (2.1)

4y

6 Left hand side, resp. right hand side.



D’Alembert fekl, Ze fesenim (2.1) je kazda” vlna ve tvaru

Y(E,n) = F(&)+G(n).

e Retardovany ¢as. Necht G = 0, F = F(z — vt). M&me strunu na
kladné poloose 2z a v po¢atku maginku, kterd strunu vychyluje ve sméru
svislé osy x dle néjakého predpisu x(t) = ¢(0,t). V misté z kdesi
opodal méfime vychylku ¢(z,t) = F(z —vt) = F(0—v (t — 2)) =
Y (0,t—2) = z(t—2) = z(t). Cas t' nazgvame retardovangm. V
misté z v Case t totiz pozorujeme stejnou vychylku jako v pocéatku, jen
v Case ¢ — Z, ktery ubéhl, nez k nam vlna dosla.

e Harmonicka postupna vlna. Necht masinka jako nahote tentokrat
vykonava harmonické kmity podle predpisu z(t) = A cos(wt + ). Stej-
nym postupem jako vySe dojdeme k tomu, Ze se po struné v kladném
sméru osy z Siti harmonickd postupnd vina (déale jen HPV), jez je vidy
tvaru

W(z,t) = Acos (w (t - g) + go) = Acos (wt — %z + go) = Acos(wt—kz+p),

(2.2)
kde k = 2 je vlnové ¢islo.
e Rovinna vlna. Postupnou vlnu Ize zobecnit i do 3D. Necht
U(x,y,2,t) = F(z — vt). (2.3)

Plochou konstantni faze z —vt; = C je rovina kolma na osu z. Ukazuje
se (dosad si) ze vlna (2.3) plni 3D vInovou rovnici

2
%Tf =v? V2. (2.4)

Resenim je dokonce kazda rovinna vlna $iFici se ve sméru 3, ||5]| = 1,
a to
Y(r,t) = F(§- 7 — ut).

Plochou konstantni faze je nyni rovina
TSy +yYsy + 28, — vty = C,

jiz je § normalovym vektorem.

“A je to pravda, zkus si dosadit.



e Harmonickou postupnou vlnu dostaneme opét stejnou iivahou: Necht
masinka vykonava harmonicky kmitavy pohyb z(t) = Acos(wt + ¢).
Pak rovinna HPV je ve tvaru

(7, t) = Acos(wt — k - 7+ ), (2.5)
kde k = ks je tzv. vlnovy vektor.

e Rozlisuj! Nepletme si rovinnou HPV a sférickou HPV, jejiz rovnice

je
(7, t) = Acos(wt — k|F] + ¢). (2.6)

Plochou konstantni faze je zde kulova plocha. To zjistime tak, Ze argu-
ment kosinu (tj. fazi) zafixujeme v ¢ase t; a polozime ho roven konstanté

C € R. Nezapomenme, ze |7 =r = /2% 4+ y? + 22.

(wty + ¢ — C’)2 =k? (V:c2 +y? + 22>

2

3 VlIny v disperznim prostredi

e Pozdéji bude odvozena fazova rychlost EM vin ve vakuu, resp. v diee-
lektrickém prostiedi

resp.

kde € = eoe,, b = pofbr-

e Index lomu. V prithledném prostiedi je . ~ 1, a tedy

C
n:;:\/grﬂrz\/g_r‘

Index lomu skla je zavisly na vakuové vinové délce (a tedy na thlové
frekvenci) svétla:




3.1 Elektronova teorie Thomsonova

o Méjme elektron v obalu atomu, ktery kmita s vlastni frekvenci wo.
Na elektron dopadne EM vlna s frekvenci w ve tvaru E = EO coswt.®
Dostavame pohybovou rovnici vynucenych kmiti

mr + mwiF = eEy cos wt. (3.1)

Z MECH vime, 7Ze feSeni méa dveé slozky: 7(t) = Thom (£) + 7part (). Homo-
genni slozce ¥ikame prechodny jev (je to tlumend vina, kterda vymizi),
slozce partikularni ustdleny jev (vlna, ktera pretrvava).

Re8me pouze ustaleny jev. Predpokladame tvar feSent a4 (t) = 7 cos wt.
Po dosazeni do (3.1) a vyjadieni 7p mame

. €EO
Tpart (t) = W cos wt.

e Opakovani z ELMY
— Elektricky dipélovy moment
P(t) = e part(t) (3.2)
— Vektor polarizace (N je pocet elektroni na kubik)
P(t) = Np(t) (3.3)
— Vektor elektrické indukce
D(t) = eoE(t) + P(t) = eE(t) (3.4)

e Dosadme partikularni FeSeni do (3.2), pak do (3.3) a do (3.4), vyjad-
feme ¢, a dostavame index lomu v disperznim prostiedi

Vidime, Ze jde o rostouci funkci se singularitou v bodé w = wy. Viny s
vy$§i frekvenci maji tedy vyssi index lomu (fialové svétlo se lame vice
nez Cerveng).

e Disperzni vztah pro monochromatické viny ¢ (z,t) = A cos(wt—kz+
) Je
w? = vk

8Magnetickou slozku EM viny §lo zanedbat.



3.2 EM vlny v plazmatu

e V (3.1) poloZzme wy = 0 (pohybové rovnice elektronu). Pro tuto volbu
lze pouzit (3.5):

Ne?
n(w) =+ =4/1— .
gomw?
Umocnénim a vynasobenim w?
Ne?
n’w® = w? — —.
Eom
~—
wQ

p

Pouzitim w?n? = *k? ziskdme prow > w, (aby RHS zistala nezaporna)
disperzni vztah pro plazma:

w? = w? + Pk (3.6)

Pro w > w, je plazma pro vilny transparentnim prostiedim (procha-
zeji skrz).

o Co kdyz w < w,? Z (3.6) 1ze odvodit vlnovou rovnici postupné vlny
v plazmatu

82¢ 2 262¢
or ~ eVt -0
kterd ma feSeni i pro viny s w < wy; ta uz ale nebudou monochroma-
ticka.
e Regme (3.7) ve smyslu ustalenych kmiti. Ansatz:
P(z,t) = X(2) cos(wt + ¢).
Dosazenim mame rovnici
w? — w?
N——

* ma til moznosti:
— x=0= X(2) = Az + b, které diverguje — zahodit.
— %> 0= X"(2) + kX (2) = 0, coz dava HPV, jak ji zname.



3.3

— % < 0= X"(z) — »*X(z) = 0, z toho charakteristickd rovnice
A2 — 3% = 0 a fundamentalni systém {e** e **}, kde prvni fe-
Seni zahodime, protoze také diverguje. Dostavame exponencidlné
tlumenou, tzv. evanescentni vinu

W(z,t) = Ae™ 7 cos(wt + ).

Pro takovou vinu (tzn. w < w,) je prostiedi reaktivni. Utlum vIn
neni zptsoben disipaci energie, ale neschopnosti reaktivniho pro-
stfedi pienédSet viny s w < w,,.

Retizek atomi jakoZto reaktivni prostiedi

e Jiz zndme disperzni vztah pro fetizek:

3.4

. ka
W = Wmax S 7,

kde wmax = 2,/%. Pro vinéni s w < wpax je Fetizek transparentnim
prostiedim.

Co kdyz je ale w > wpax? Pak feSime vynucené kmity fetizku — pii
vysokych frekvencich nestihaji atomy sledovat pohyb svych sousedi.
Predpokladejme feseni

U (t) = A(=1)"e™"" cos(wt + ).

Dosazenim do pohybové rovnice (1.6) ziskaime disperzni vztah v re-
aktivni oblasti (dolni propust):

K
w =24/ i cosh ? > Wnax- (3.9)

Fourierova transformace

Pi#ima FT. Pomoci piimé FT jsme schopni rozlozit signil na jeho
spektralni slozky. Mé&jme signal z(t), jehoz integral pies realnou osu
absolutné konverguje: fj;o |z(t)| dt < 4-00. Piechod k jeho spektralnim
slozkdm je dam témito vzorci:

a(w) = %/Jﬂx} x(t) coswt dt (3.10)
b(w) = % /_ T () sinwt dt (3.11)

10



e Inverzni FT naopak umoznuje ze spektralnich slozek slozit pivodni
signal, a to néasledovné

x(t) = /0 b (a(w) coswt + b(w) sinwt) dw. (3.12)

: e : f vy . . va2+b2
Ekvivalentné lze transformaci (3.12) po rozsifeni vyrazem \/32%22 a po

pouziti sou¢tovych vzorct psat ve tvaru’
“+oo
z(t) = / A(w) sin(wt + ¢(w)) dw, (3.13)
0

kde A(w) = va? + b? obsahuje informaci o rozloZeni jednotlivych frek-
venci v rAmci spektra a ve p(w) je obsazen piechod sou¢tovymi vzorci.

e FT lze psat v pohodlnéjsim exponencidlnim tvaru. Polozme

a(w) — ib(w)'

Clw) == 5

Pak 1ze pomoci (3.10) a (3.11) p¥imou FT napsat jako

C(w) ! /+OO o(t)e @ dt (3.14)

:% .

a po dlouhych tpravach'’ dostaneme inverzni FT

+o00
x(t) = / C(w)e™! dw. (3.15)

o0

3.5 Vlnovy balik

Elektron, do néhoz v jistém okamziku narazi cizi ¢astice, zacne vyzarovat EM
vlny a konat tlumené kmity. To lze ptiblizit na struné, jejiz konec rozkmitame
zpusobem

z(t) = Ae™ 7 coswt.

Vznika tedy postupné vlna

P(z,t) = Ae~2 (3) cos(wot — koz),

9Jests zdlezi na tom, jak si nakreslime ,pomocny trojihelnik* se stranami a,b a
Va2 + b2. Podle umisténi thlu ¢(w) dostaneme v (3.13) sinus ¢ kosinus. Obé& vyjadieni
jsou samoziejmé ekvivalentni.

10Viz piednagka.

11



kde konstanta 7 ~ 107% s je tzv. radia¢ni atlum energie. Jiz po kratkém
¢ase (t ~ 1077 s) exponenciala zptisobi, Ze je vlna utlumena na zanedbatelné
hodnoty. To znamené, Ze veskera energie viny je obsaZena na velmi kratkém
useku — je prostorové ohrani¢ena. Mluvime o vlnovém baliku.
Vinovy balik Ize ziskat jako superpozici monochromatickych vin:
e Mé&jme opét masinku v pocatku: z(t) = O+°O A(w) cos(wt + p(w)) dw.
Opodal na ose z pozorujeme postupnou vilnu (v retardovaném ¢ase)

= [ A(w) cos(wt — kz + p(w)) dw.

e Zvolme p(w) := 0 a necht ma spektrum signalu nasledujici prubéh:

Alw) 1, kdyz w € <w0 A““ s wo + Awo
w) =
0 jinak.

e Dosadme toto A(w) do integralu vySe. Po jeho spoéteni dostaneme
nasledujici signal (¢’ je retardovany ¢as):

: Aw g/
sin ( ==t
X (t _ E) =1(z,t) = Aw % cos(wot — kz).
v 20
modi?lace no‘s,né

e Vlnu zamrzneme v misté z = 0. ,,Prvni nulou” ur¢ime sitku signélu, kde
se preda nejvétsi mnozstvi informace, a dojdeme k dilezitému vztahu

AwAt = 27. (3.16)

3.6 VInovy balik v disperznim prostiedi
V disperznim prostiedi, (w = w(k)) se vlnovy balik 8ifi grupovou rychlosti
dw
Vg = w/<]€0) dk (ko) (317)

Fazova rychlost v, = ¢ miZe piekrocit rychlost svétla (napi. v plazmatu,
zkus si to na (3.6)), protoze to je rychlost nosné vlny, jez jako takova zadnou
informaci nenese. Grupova rychlost (to je rychlost modula¢ni obalky) vsak
rychlost svétla prekrocit nesmi!

Véta 3.1. Grupovd a fazovd rychlost se rovnaji, pravé kdyz jde o nedisperzni
prostiedi, .
w = ak,

kde o (tj. fazovd rychlost) je konstanta.

12



4 FEnergie vinéni

4.1

Energie vinéni na struné

Vezméme nejdiive Fetizek atomi a jeho spojitou limitu (a — 0). Vime, Ze v
konzervativni soustavé se energie zachovava, tedy plati £ = Ex+E,. Odvodili

jsme

Hustotu kinetické energie ze vzorce pro celkovou kinetickou energie

Ex = ) chacsins 2M¢2 za pomom aproximace: Sumu ) . .ia,
jsme odhadli po¢tem ¢lenia £ =%. LHS je mozné vyjadiit jako kAz. Je

tedy ,
1 oy
= —p ( ('%) . (4.1)

Hustotu potencialni energie jsme urcili z potencialni energie pru-
Ziny mezi n. a (n+1). atomem: Uy, 41 = K (I?—a?) = LK (¥p1—1n)*
Celkova potencialni energie bude opét dana sumou jako vyse. Odhad-

neme vyraz ¥pi1 — ¥, & aa , jakoz i sumu. Nakonec diky T' = Ka

() as

7 konzervativnosti soustavy miizeme na jednotku délky psat hustotu

energie
B Lo\t 1 (0g)?

Celkovou energii struny na (a,b) dostaneme integraci pres z:

dostavame

Bt) = / S(2, 1) d. (4.4)

Tok enegie, kterd je pfenesena z mista n na misto n + 1. Je dan
vykonem, jenz sila F, kona na (n+1). bod''. M4 vektorovy charakter,

a tedy
o (% =

S(ait) = ~T5 5

(4.5)

1Py aproximaci |Fy| ~ T a sinds ~ tgds a pouiiti vzorce pro vykon P = Fhv
dostavame (4.5).
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e Diferenciilni tvar ZZE

e 05,
= - 4.
ot * 0z (4:6)
e Integralni tvar ZZE
dE,
- = 5.00) ~ S.(a). (4.7)

4.2 Energetické veli¢iny na postupné viné

e Pro postupnou vlnu ve sméru +z: ¢(z,t) = F(z — vt) ur¢ime vztah

0 5
mezi s, € a u. Pro tuto vlnu si potiebujeme napocitat En a (9_
z
dosazeni do (4.1) a pouziti v* = ; zjistime, 7e
» = u,

a tedy ze ZZE

e Po dosazeni napocitanych derivaci do

oY 0
5. = 1% Y O
oz Ot
se ukaze, ze
S, = ev.
e Je-li tato postupna vlna navic harmonicka: ¢(z,t) = A cos(wt—kz+p)
a spoCitame pro ni s, u a S,, zjistime, Ze jsou piimo umérné kvadratu
A%sin®(wt — kz + p)!

e Casova stiedni hodnota funkce f(t)"

(F(B)r = lim / 0

T—+00 T

e Casova stiedni hodnota T-periodické funkce f(t)

e AL

to

12Funkce f by samoziejmé méla byt integrabilni. Pokud nas zajim4, ¢ casova st¥edni hod-

nota na omezeném intervalu (t1,t5), pak staci pocitat (f(t)) := tzitl b 2 f(t) dt.
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e Dilezité:
(cos(wt —kz+ @)y = 0= (sin(wt — kz+ ¢))
1
(cos®(wt — kz + go)>T =5 = (sin®(wt — kz + cp)>T.

e Intenzita zaieni je definovana jako

1
I:=(S.), & §TwhA”

e POzOR! Jsou-li ¢y a 1, FeSeni vlnové rovnice, pak pro vychylku v (z,t)
sice plati princip superpozice 1) = 11 +15, nikoli vSak pro kvadratické
veli€iny, jako jsou s, u a S, (intenzity)!

WN? (b O O s \> , (0N [0a)
(%) —(ﬂ N *(az) #(W) *(E) |

interferen¢ni ¢len

5 Odrazy vin

Na nekonecné struné k odraztim nedochézi. Na struné konecné délky k odrazu
dojde, pokud ji korektné nezakoncime.

5.1 Korektni zakoncéeni

Toto zakonéeni'® musi

(a) pfesné napodobovat pokra¢ovani struny.
(b) pohltit veskerou energii dopadajici viny.

Je-li struna zakoncena korektné, nelze vysilanim impulst urcit jeji délku,
protoze k zadnym odraziim nedochazi.

Uvazovali jsme, Ze na zakonc¢eni v poc¢atku dopadé z —oo vlna ¢(z,t) =
F(z — ot).

Z pozadavku F, = F,, jsme odvodili charakteristickou impedanci

Z=\/Tp (5.1)

a poukazali na skutecnost, Ze sila viskézniho tlumeni F, na strunu je imérna
oY
rychlosti: F, = —Z —.
y T It
13Dr. Novotny nam ho kreslil jako jakysi pist.
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5.2 Odraz na nekorektnim zakonceni

Mé&jme strunu na z € (—o00,0), ktera je v pocatku zakoncena tlumicem se
zatéZovact impedanci Zy # Z. Protoze uz bude dochéazet k odrazu, musime
uvazovat ¥(z,t) = F(z —vt) + G(z 4+ vt) . Odvodili jsme, Ze

dopadajici odrazend — chci
G(z +vt) = RF(—z — vt),

kde R je tzv. koeficient odrazu

(5.2)

Je-1i vlna navic harmonickd, tj.
F(z —vt) = Acos(wt — kz) = Acos (—k: (z - %t)) = Acos (—k(z —vt)),
pak
G(z+vt) = RF(—z —vt) = RAcos (—k (—z —vt)) = RAcos(wt + kz).

Limitni hodnoty R:

e 7, =0= R=1<% Zidna zatszovaci impedance (volny konec).

e /5, =7 = R =0« Korektni zakonceni.

e /3y — +00 = R = —1 < Pevny konec — veskerou energii odnese odrazena vlna.
Pro harmonickou vlnu pak plati:

e R=1= G = Acos(wt + kz) & Stejna faze.

e R=0=G=0.

e R=—-1=G=—Acos(wt+kz) = Acos(wt + kz+ m) — odrazena vlna

mé opac¢nou fazi (je vzhiru nohama).

5.3 VlIna na rozhrani dvou transparentnich prostiredi

Transparentnim prostfedim myslime prostfedi, jezZ umoznuje $iteni vin. Méjme
dvé struny, kazdou na zaporné, resp. kladné poloose s ruznymi parametry
11,13, p1, p2, Z1, Zo. PoZadujeme

(a) spojitost navazani: ¢ (0,t) = 19(0,t).
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(b) TIL. NZ: |Fi,| = | Faal.
Regime tedy
3¢1 (92/12
0,¢ 0,t
7,22 0.0) = 1,52 0,0),
do niz dosadime d’Alembertovo FeSeni
U(z,t) = Fl(z — vt) +G1(z + vt)
dOpadaJlCl odrazena
o(z,1) = Fo(z — vt),
——

prosla

kde G5 jsme zahodili, protoZe nechceme, aby ndm nékdo z +oo posilal viny.
Po riznych upravach dojdeme ke koeficientu prichodu

27,

Po=—— 5.3
B2+ 2, (5:3)
a k jeho vztahu s koeficientem odrazu
Zy — Zy
Rio=Po—1=——-. 5.4
12 12 7+ Z (5.4)
Pro tok energie ve sméru osy z
oY oY
S, =-T—
0z Ot
lze také zavést specidlni koeficienty pro intenzity, a to
e QOdrazivost )
AR
Rio = R2, = —— =2 . 5.5
12 12 (Zl + ZQ) ( )
e Transmisivitu 7 AT T
2 2 142
— P =——. 5.6
Pro = 7, 12 — (Zl + 22)2 ( )

5.4 Telegrafni vedeni

Jde o transmisni linku, coz jsou dva dlouhé pifimé vodice urcené k pienosu
sttidavého proudu s frekvencemi v rddiovém spektru, jez jsou dost vysoké na
to, aby bylo t¥eba pocitat s vilnovou povahou tohoto proudu. Chceme odvodit
charakteristickou impedanci homogenniho vedeni.
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Vezméme dva nekoncené draty, které nejsou dokonale izolované — do hry
vstupuje kapacita a svod. Nekonecnost drati lze zjednodus$it na model, ktery
bere nekonefné vedeni jako sled elementarnich elektronickych soucastek (re-
zistort (R), kondenzétori (C), civek (L) a svodii (G) mezi kabely) na infini-
tezimalnich tsecich vedeni.

Telegrafni rovnice svazuji stiidavy proud a napéti. Jejich fesenim jsou
proudové a napétové viny.

ou 0i
0i ou

kde j = v/—1. Takto dojdeme k charakteristické impedanci

R+ jwL
7=y — .
G+ jwC (59)

Zandebame-li v telegrafnich rovnicich pro vysoké frekvence R a G, lze odvodit
vlnové rovnice pro napéti a proud:

0%u 1 0%*u
9 " IC 0= (5.10)
0%i 1 0%

Féazova rychlost takové viny je tedy v = \/% Koeficienty odrazu na telegraf-
nim vedenf:

Zy— 7
_ 5.12
VU gz, 12 (5-12)
Zy— 7
- _ S 1
Ri=-3 =R (5.13)

Srovnej s (5.2)!
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6 Elektromagnetické viny

6.1 Rovinné EM viny

Elektromagnetické (dale jen EM) interakce se ¥idi Maxwellovymi rovnicemi
a rovnici kontinuity. Ve vakuu plati:

Gausstiv zakon divE =2 (6.1)
€0
. 9B
Faradaytv zakon rot £ = 5 (6.2)
Neexistence mg. monopo6lu div B = (6.3)
P 5 - O
Ampériv zidkon rot B = ugj + S0t (6.4)
. . . .2 8p
Rovnice kontinuity divy = ~ 5 (6.5)

Dilezity je téz Weberav vztah

—_

(6.6)

CcC =

\/50M0'

—,

V prazdném prostoru (tj. p = 0 = j) lze odvodit vlnové rovnice pro
E, resp. B aplikaci rotace na rovnice (6.2), resp. (6.4). Jelikoz stéle plati
Gaussuv zakon (6.1), dostavame

. 62E
- 8B

Podle Weberova vztahu (6.6) se tedy ve vakuu musi EM vlny §ifit fazovou
rychlosti c.
Vlastnosti rovinnych EM vln $iticich se ve sméru 3, |s] = 1

—

1. (a) E(Ft) = Fg(3-7—ut)
(b) B(7,t) = Fg(5-7— ut)
2. (E, E, §> tvori pravotocivy OG systém.
3. E(F, t) je plné ur¢eno E(F, t), nebot £ =vB.
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4. EM vlnéni je pfi€né — jeho vychylky jsou kolmé na smér Siteni.

5.

6.2

Jsou-li EM vIny monochromatické a harmonickeé:

Energetické veli¢iny v rovinné EM vIné

Hustota energie v nevodivém prosttedi, [w] = Js™!

1 /2 =~ 4 -
w(it) = 5 (B +p?) = 5 (E- D+ - B). (6.9)

N | —

Hustota toku energie (Poyntingiv vektor). Ud4ava mnozstvi ener-
gie proslé za 1 sekundu jednotkovou plochou, ktera je orientovana kolmo
na smér $ifent. [S] = Js™tm™?

a0

(F,t) :== E x H. (6.10)
Hustota hybnosti.

~ =3 vakuum - 7 1 ~
(7 t) = D x B ™™ o E + poH = 55 (6.11)

Q)

Je-li EM vlna rovinna: E = (E,(z,1),0,0), B = (0, By(z,t),0):
— eE = \/uH a po dosazeni do (6.9) je
w = eE”. (6.12)
— Poyntingtv vektor (6.10) méa pouze z-ovou slozku
S,=FEH =cE* =vw

V rovinné EM vIné se tedy energie Sifi ve sméru osy z.

e Intenzita monochromatické EM vlny E(7,t) = E, cos(wt—k-F+¢)

- 1
I=(8)r = 5eEpv.
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6.3 EM vlny na rozhrani

Pro EM vIny muzeme téz zavést charakteristickou impedanci, a to s po-
moci vztahu \/eE = \/nH:

E M vakuum Ho
7= = B JR0 37 a.
H \/; €o

Vztah mezi koeficientem odrazu pro elektrické pole a indexem lomu dvou
prostiedi:
. Zy— 7y N —Ng

Zo+ 24 ni + ng .

E

7 Polarizace

7.1 Polariza¢ni stavy EM viny

Postupnou rovinnou monochromatickou EM vinu lze zapsat ve tvaru E (7 t) =
Eycos(wt — k- 7+ ). Tato vlna kmita v roviné kolmé na smér Sifeni. Necht
je smérem S§iteni osa z. VInu lze v roviné xy navic rozlozit do superpozice
dvou sméru danych jednotkovymi vektory Zy a 1.

E(z,t) = i Ey cos(wt — kz + 1) +7o Eo cos(wt — kz + ¢1) .

-~ -~

E.(z,t) Ey(z,t)

Zamrzneme vlnu v poc¢atku E£(0,t) a divejme na ni ¢elem (s osou z mifici do
oka).

F(0.1) E.(0,t) = E; cos(wt + ¢1)
’ E,(0,t) = E5cos(wt + o),

coz jsou parametrické rovnice elipsy, kterou opisuje vektor E (0,t). Pro B #
FE5 jde o tzv. eliptickou polarizaci. Specialni pripady:

e Kruhova polarizace. £, = F,

— Levotoc€iva O. o1 — 2 = 7

_ we s o _ T
Pravotociva O. o1 — ¢y = —3

e Linearni polarizace. ¢; — ¢, € {0,7}. Zde vektor E(7,t) opisuje
tseCku (kosiny se v podilu pokrati a mame g—z = +tg v = const.).

Kazdd monochromatickd EM vlna je polarizovand!
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7.2 Polarizované EM viny v latkach

Linearné polarizované svétlo (tj. 390-760 nm) neumime budit pomoci di-
polové antény (musela by byt atomarnich rozméri). Lze toho docilit napf.
selektivni absorpci pomoci polariza¢nich filtri. Ty propoustéji z dopadajiciho
svétla jen tu ¢ést, kterd je polarizovana linedrné ve smésu tzv. osy propust-
nosti €. Zbyde jen projekce ve sméru €, tj.

Eo = (- Ey) - €. (7.1)
Malusiiv zakon intenzity. Necht ¥ = £(¢, Ey,), |é] = 1. Pak dle (7.1)
|Eout| =|(e- Ein)| - |e] = Ej, cos

a pro intenzity plati
Iyt = Iy cos® 0. (7.2)

7.3 Polarizace svétla odrazem

Existuje ithel dopadu, pti némz je odrazena vlna polarizované pouze ve sméru
kolmém na rovinu dopadu — takovy thel nazyvame Brewsteriv (odvozeny
z Fresnelovych vzorci)
N2
tg 193 = —.
ny

Navic pak plati, Ze ihel mezi proslym a odrazenym paprskem je pravi.

7.4 Dvojlom

V prirodé existuji tzv. opticky anizotropni latky, jejichz elektrickd permitivita
neni skalar, ale tenzor €;; = ¢ &;;

rel.

4Fresnelovy vzorce budou odvozeny az v TEF2. Popisuji koeficienty odrazu pro rov-

nobéznou, resp. kolmou slozku elektrického vektoru E. Vypadaji tako: Rl}‘z = %,

resp. Rﬁ = %. Ma-li byt odrazeny paprsek polarizovany kolmo na rovinu dopadu,

musi rovnobé&zna slozka R‘]‘; vymizet. Musi v8ak byt ¥; # 9, jinak (dosad si do Snellova
zdkona) by prostiedi musela mit stejny index lomu, coZ je spor. Nulu tedy zafidime zdi-
vergovanim jmenovatele pro ¥; + v2 = 5 a dosazenim do Snellova zékona uz 95 snadno
odvodime.
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Maxwellovy rovnice v prostiedi.

divD =p (7.3)
_ 0B
tE=—— 4
ro > (7.4)
divB =0 (7.5)
. . 9D
tH =7+ —. 7.6
ro It (7.6)

PozOR! Ted uz obecné neplati, ze divE = 0, takze po aplikaci rotace na
(7.4) nezmizi ¢len grad div E! Tyto rovnice viak stale mizeme fegit. Predpo-
kladejme, Ze fesenim je rovinné vina E = EOF(§- 7 —t), kde F' je libovolna
funkce dané proménné. Tento Ansatz je skutecné feSenim ,orotované* (7.4),
pravé kdyz je vektor Ey vlastnim vektorem matice (€i;) pislusnym vlastnimu
¢islu e€y. Pak totiz dle definice vlastniho ¢isla plati

EE() = SAEO

Diky tomu miiZeme toto vlastni ¢islo vytknout z ¢lenu grad div E, ktery se
hned stava nulovym diky divergenéni rovnici pro E. Pak u7 mame znamou
rovnici

PE 1 8°E
e =, o
Fazova rychlost je vSak obecné jina pro kazdy vlastni vektor!

Nedochazi-li k absorpci, je tenzor e symetricky (e;; = €;), a tedy diago-
nalizovatelny. Podle vlastnosti jeho vlastnich ¢isel délime latky na

V2E =

1. Izotropni (NaCl, KCl, CaFs)
2. Jednoosé (islandsky vapenec CaCOj)
3. Dvojosé

V jednoosych latkach dochézi ke dvojlomu. Ptichozi paprsek se v latce roz-
déli na radny (ordinarius) a mimotradny (extraordinarius), ktery vznikd v
disledku anizotropie krystalu. Oba paprsky jsou linearné polarizované, ale
jejich vektory E kmitaji v rovindch vzajemné kolmych. Jejich rychlosti jsou
rizné, a to

c
Vy = —
No
c
Ve = —.
e

23



Této anizotropie se vyuziva u tzv. vlnovych destic¢ek. Jsou vybrouseny
tak, aby optickd osa krystalu 7 leZela pfesné v jedné z vybrouSenych stén.
Ordinarni osa 7, je na 7 kolmé, extraordinarni 7i, je s ni rovnobézné. Ven z
desticky o tloustce d vyjdou rovnobézné, ale fazové posunuté o

2T

Ap = 3 (ne — nyp)d.

Podle tohoto fazového rozdilu rozlisujeme
o Ctvrtvlnné'® desticky: [Agp| = Z.

e Pilvlnné desticky: |Ap| = .

7.5 Casova koherence

Doted jsme uvazovali pouze monochromatické viny. Ve skutecnosti se ale
v pfirodé s ni¢im takovym nesetkdme (nejblize jsou lasery). Jisty tepelny
zdroj si mizeme piedstavit jako velké mnozsvi oscilatori, které tlumené kmi-
taji s Casovou konstantou 7 ~ 1078 s. Tyto oscilatory vysilaji vinové baliky se
stfedem kolem wy a §itkou Aw. Je-li Aw < wy, jde o zdroj kvazimonochro-
matického zateni. I pro kvazimonochromatické viny pak plati vztah podobny
(3.16):
AwT =~ 27.

Kvazimonochromati¢nost EM viny
E(t) = Ey(t) cos(wot + ¢(1))

si muzeme zadefinovat tak, ze ,Ey(t) a ¢(t) se pomalu, ale ndhodné méni s
casovou konstantou 7 > Ty, kde T} je perioda.

Definice 7.1. Mé&jme ndhodna pole F;(t), Ey(t) a ¢asovy intevral délky At.
Lze-li pole Fs(t + At) pfesné ur¢it jen ze znalosti F;(t), pak tato pole nazy-
vame dokonale koherentni, jinak jsou nekoherentni.

Definice 7.2. Koheren¢ni ¢as 7y, oddéluje dokonale koherentni a nekohe-
rentni udalosti. Definovali jsme ho jako

27 _s
Thoh =T~ — =~ 107° s.

Aw
Definice 7.3. Koherenc¢ni délka je délka viny vyslané za koherenc¢ni ¢as:

lkoh = CTkoh ~ 3 m.

5Devét souhlasek za sebou!
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8 Interference, difrakce

vvvvvv

Babinetiv princip. Méjme zdroj, jenz vysila paprsky. Do cesty jim
vkladame vzajemné doplitkova stinitka A a B. Babinet fik4: To, co vidim bez
stinitek, je stejné jako to, co vidim jen se stinitkem A, plus to, co vidim jen
se stinitkem B.

Ey(P) = Ea(P) + Ep(P)
Ep(P) = —E}(P).

Druha rovnice znamend, Ze pozorovatel vnimé pres stinitko B stejnou inten-
zitu jako I'!4(P), kterou pole zdroje Ey vyvolavéa (indukuje) na druhé strané
stinitka A. Diru ve stinitku B si tedy lze predstavit zaplnénou bodovymi
zdroji, které vysilaji paprsky o intenzité ['}4(P), misto abychom se zabyvali
tim, co vysila zdroj.

Rozlisujeme dva druhy difrakce (ohybu):

e Fraunhoferovu, kdy vzdélenosti zdroje od stinitka a pozorovatele od
stinitka jsou asymptotické. Paprsky lze pak povazovat za rovnobézné.

e Fresnelovu, kdy je asymptotickd jen jedna ze vzdalenosti.

U Youngova pokusu se dvéma Stérbinami vzdalenymi d jsme po sa-
hodlouhém odvozeni dosli ke vztahu pro intenzitu pozorovanou v bodé Q:

I(Q) = 211 (1 + cos(kdsinv)).

I(Q) je maximalni pro kdsinv = 2mm, m € Z. Dochéazi k tzv. konstruktivni
superpozici.

2mm 2m A

kd H | T

I(Q) je minimélni pro kdsind = (2m + 1)m, tedy dochazi k destruktivni
superpozici.

sin ¥, =

_ 2m+ 1A
sint,, = ———~—.
2 d
Vzdélenost svétlych prouzku (interferenc¢nich maxim) na stinitku je
A
Ay = Lgo=
y Qd’

kde Lg je vzdalenost stinitka od Stérbin.

16(ti: Nebavila mé.
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8.1 Difrakéni miizka
Jde o sklenénou desticku s vysokym poctem vrypi, jez jsou stejné Siroké a
vzdalené. Je schopna rozlozit dopadajici bilé svétlo do ruznych sméri podle
vlnové délky — dostavame spektralni cary.

Vzdalenost vrypu d oznacujeme jako miiZkovou konstantu. Dle Huy-
gensova principu je kazda Stérbina zdrojem dalsi sférické viny. Zde jsme téz
odvodili polohy maxim

) A
sind,, = mg,
ale tato maxima jsou mnohem uz$i. Jejich thlova sitka je
A
sing = —.
Nd

U mfizky vétSsim poc¢tem vrypi N jsou maxima ostiejsi.
Spektralni maxima (¢ary) mohou byt velmi blizka. Kdy je jesté rozlisime?
To nam tika Rayleighovo kritérium: Dve spektrdlni cary prislusné Ay a Ao
jsou rozlisitelné v pronim rddu, kdyZ dhlovd vzddlenost stredi téchto maxim
je vetsi nez jejich whlovd Sirka.
! ()\1 +)\2) ! )\stf-

Modlo 1 1
d d|~ Nd 2 -~ Nd

Po vykraceni d a tpravé dostavame spektralni rozliseni mtizky

A= hof S 1
)\stf - N

Slovy: Cim vetsi je pocet vrypi, tim je rozliseni mrizky lepst.

8.2 Difrakce na stérbiné Sirky D

Na stérbinu konecné $itky dopada svazek kvazimonochromatické svétla. Dle
Huygense opét plati, Ze si §térbinu miizeme predstavit jako soustavu spojité
rozlozenych zdroju. Na stinitku bude dominantni prvni maximum o thlové
Sitce
iny = i (8.1)
sind = —. .
Dalsi maxima uz kvili rozbihavosti budou velmi slabéa. Jelikoz je A < D, 1ze
vztah vyse aproximovat: \
Av ~ Ik
coz nam dava thlovou rozbihavost — v oblasti takovéto Sitky bude sou-
stfedéna vétSina intenzity.
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Priklad 8.1. Jedinci s nejostiejsim zrakem dokézi rozlisit dvé znacky 3 mm
od sebe na vzdalenost 10 m. Panenka mé prumér D pfiblizné 2 mm. Dosadime-
li do (8.1) Zluté svétlo (A ~ 600 nm), mame

AY =~ 3-107* rad.

Je-li obloukové vzdalenost mensi nez Av, uz kvuli difrakei na §térbiné (nasi
panence) znacky nerozlisime.

9 Geometricka optika

9.1 Rovnice eikonalu
Doted jsme pracovali s EM vlnami, jejichz

1. smér sifeni je vSude stejny

2. amplituda je konstantni na plochich konstantni faze.
Geometricki optika pracuje s néasledujicimi predpoklady:

1. Amplituda a smér Sifeni se jen ,velmi malo“ méni na vzdéalenostech
fadu A. Z toho plyne, Ze vinoplochy jsou hladkeé.

2. Difrakce je zanedbéna.

Zapisme nasi vinu:

(7, t) = a(F, t)el ), (9.1)

kde a(7,t) je pomalu se ménici amplituda a (7, t) je fazova funkce zvana
eikonal. Rozvineme-li eikonal do Taylora kolem 74 a tq

3
. 9 dp
Pl 1) = (7o, o) + 3 57 (7o to) (s = 2) + 5 (7o t0) (¢ = o)
i=1 > ~~
* L)

a srovname-li tento rozvoj s fazi rovinné postupné viny
SOTOV:(I‘I'E'F—wt,

musi nutné k — % a w = &, neboli
k(7 t) = grad (7, t)

S Op(T,t
w(r,t) = — (pét )

Nyni muzeme definovat paprsky:
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Definice 9.1. Paprsky jsou kiivky, které jsou v kazdém bodé tecné k vino-
vému vektoru k, a tedy kolmé na vinoplochy.

Aplika¢ni oblasti geometrické optiky je A — 0. GO je tedy limitou nulové
vlnové délky. S timto v hlavé budeme chtit odvodit rovnici pro eikonal z 3D
vlnové rovnice (2.4):

2

V3 = %8_@&

02 Ot?
Na (9.1) provedeme potiebné derivace. Jelikoz A — 0, a tedy k, w — +o0,
mizeme v téchto derivacich zanedbat ¢leny, v nichz se nevyskytuje druha

9.2)

. Dip .
mocnina k; = ——, a dostavame (nelinearni) rovnici eikonalu

al'i7

23: dp()\* _ 1 (0p(ri1)’ 93)

, J0z; v? ot ) '

j=1

~Op( 1)
ot

Pro monochromatickou vinu je w(7,t) = = wp = const., takZze po

zintegrovani dle ¢asu mame

o(rt) = —wot + (7,0) = —wot 4+ @o(7)
~——

integr. konst.

a po dosazeni do (9.3) dostavame rovnici eikonalu monochromatické viny:

R T

J=1

9.2 Fermatidv princip

Na prednaSce jsme ukéazali, ze rovnice eikonélu plati i v prostfedi s pro-
ménnym indexem lomu: n(r) ~ /(7). Vzali jsme Maxwellovy rovnice
v prostiedi (7.3)—(7.6), kde opét nastal problém, ze po rotaci (7.4) nezmizi
grad div E, protoze permitivita () uz neni konstantni. To lze vSak oSetfit
tim, Zze fekneme: ,&(7) se méni velmi pomalu, takZe tento nadbyteény ¢len
zanedbame. Mame tedy vlnovou rovnici

n?(r) ot?

V2E =
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Tuto rovnici si miazeme vzit do parady stejné jako (9.2), takze dostaneme
stejnou rovnici eikonalu, ale bude v ni index lomu vystupovat zavisly na 7!

by -eRy. e

J=1

Mizeme ji teSit, i kdyz nas zajima jen tvar trajektorie, nikoli jeji Casovy
pribéh. K tomu zname z TEF1 Jacobiho princip.

Véta 9.2 (Jacobi). Skutecny pohyb konzervativni mechanické soustavy se
déje podél takovyjch trajektorii, které minimalizuji ¢i stacionarizugi funkciondl

sildl = | fmdz: /jpdz.

Analogem v geometrické optice je Fermattv princip

5 / kdl, (9.6)

v nehomogennim prostiedi psan jako

5 / ndi. (9.7)

Integral (9.2) se nazyva optickou drahou paprsku. Fermat tedy fika: Svétlo
se Siii podél takového paprsku, jenz minimalizuje (stacionarizuje) optickou
drdhu.

Pé&t pravidel chodu paprskii:

(1) Svétlo se v homogennim prostiedi §ifi pfimocate.

Diikaz. V homogennim prostiedi je n konstantni a f;z dl tedy predsta-
vuje délku kiivky. My ale vime, Ze nejkratsi kiivkou mezi dvéma body
je usecka. O]

(2) Zakon nezavislosti paprski. Mam-li paprsek mezi body 1 a 2, pak
tvar paprsku mezi body 3 a 4 nijak nezavisi na prvnim paprsku.

(3) Zakon zaménnosti chodu paprski. Svétlo se z bodu 1 do bodu 2 §ifi
po stejné kiivce jako z bodu 2 do bodu 1.

(4) Zakon odrazu. Uhel odrazu je stejny jako thel dopadu.
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(5) Snelldv zakon lomu.
ny sinvy = ng sin v, (9.8)

P1i prechodu svétla z opticky fidsiho do opticky hustsiho prostiedi na-
stava lom ke kolmici. Pti prechodu z opticky hustsitho do opticky fidsiho
prostiedi pozorujeme lom od kolmice.

Poznamka 9.3. Ke Snellovu zékonu se slusi zminit tzv. totding (iplng) odraz.
Prechazi-li paprsek z opticky hustsiho do opticky fidsiho prostiedi (napf. z
vody na vzduch), existuje kritickyj uhel ¥1x, pti némz je thel lomu ¥, = 7.
To je nejvétsi dhel, pfi némz jesSté k lomu dochézi. Snelluv zakon pak ma tvar

n

sin 191}( = —2

ni
Pro thly vétsi nez mezni thel uz dochazi pouze k odrazu. Na principu totél-
niho odrazu funguji napt. optickd vlakna.

vvvvvv

dit v piikladech).

Vakuum n=1

Vzduch n =1,00026 ~ 1
Voda n=1,33

Sklo n=15—1,9.

10 Atomova fyzika

10.1 ZAreni ¢ernych téles

Kirchhoffiv vyzarovaci zdkon. Mé&jme dutinu zahiatou na teplotu 1" a
v ni téleso o stejné teploté. VSe je v tepelné rovnovéaze. Ze ZZE se celkova
intenzita zafeni z dutiny musi rovnat intenzité zareni, které dopada na téleso,
a zafeni, jez je odrazeno:

I=Izg+I4=(R+A)I & R+A=1.

Jelikoz i samo téleso emituje zafeni o intenzité Ig, pak z termodynamické
rovnahy nutné plyne

14 = I

Al = Iy
1

I=-1
AE
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a odsud integralni tvar Kirchhoffova zdkona

1
I(T) = Z[E(T). (10.1)
Kirchhoff postuloval, Ze intenzity zafeni nezavisi na vlastnostech télesa ani
dutiny, ale jen na jejich teploté a frekvenci.
Miuzeme zkoumat, jak& ¢ast celkové intenzity ptislusi konkrétni frekvenci

V.

Definice 10.1. Spektralni hustota i(v) tika, kolik wattia prochazi jed-
notkovou plochou v rozsahu jednoho hertzu. [i(v)] = Wm=2Hz'. Celkovou
intenzitu zareni ve vSech frekvencich lze tedy rozlozit

I:/Om dI(v) < /0+ooz'(u) dv.

Nyni lze Kirchhoffuv zakon (10.1) psat ve spektralnim tvaru:

i(v,T) = ip(v,T).

1
Av)
Riké nam

ig(v,T) = A(w)i(v,T). (10.2)
Kdyz najdes funkci i(v,T), budeS schopen urcit emisni spektrum i energii
telesa.

Definice 10.2. Absolutné &erné t&leso (dale jen ACT) je takové téleso,
pro jehoz koeficient absorpce plati A(v) = 1. Pohlcuje tedy veskeré dopadajici
zafeni a zaroven je idalnim zaricem.

Poznamka 10.3. Napiiklad Slunce je velmi dobrym pfiblizenim ACT. Otvor
do vhodné vytvarované dutiny, z niz se zareni nedostane, lze téz povazovat

za ACT.

Funkei i(v, T) v (10.2) pro ACT nasel Max Planck. Je vyjadfena Planc-
kovym vyzaiovacim zédkonem:

2hv? 1
c? ek};%T —1

Zde je i(v,T) v jednotkach Wm=2Hz st .17
Schéma odvozeni Planckova zakona (umét aspoi trochu):

i, T) = (10.3)

177 4vislosti na steradidnech se lze zbavit integraci pies pilkouli. Dostaneme celkovou
intenzitu zareni i, které prochazi pulkouli, jez obklopuje elementéarni plosku dS. Je tedy
ic(v,T) =7mi(v,T).
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(1)

(5)

Vezmeme krabici L x L x L s dokonale vodivymi sténami (tecné slozka
elektrického pole E; = 0). Netrividlnim zptisobem odvodime celkové pole
E uvnitt krabice.

Ukaze se, ze z matematického hlediska je pole uvnit dutiny ekvivalentni
soustavé nekonec¢né mnoha harmonickych oscilatorii.

Kolik oscilatori vyzafuje v konkrétnim spektru EM zafeni? Spocitame,
zZe je to
8T,

Svodv. (10.4)

dN = L3 —
c

Pouzijeme TSFA. Jelikoz je EM zafeni v termodynamické rovnovaze se
sténami o teploté T, vezmeme harmonické oscilatory ,,0 stejné teploté” a

spocteme stfedni hodnotu energie. Zde jsou dvé moznosti.

(a) Klasicky piistup predpoklada, Ze energetické stavy jsou spojité roz-
loZeny na intervalu E, € (0, +00). Tedy

(E) = kpT. (10.5)

(b) Planckova tvaha. Planck zkusil ad hoc'® predpokladat, Ze oscilatory
maji diskrétné rozlozené enegetické stavy, tj

E =nEy = nhv,

kde n € N a hv je jakési zakladni kvantum energie, v jehoz nasobcich
oscilatory vyzaruji. Pro takovou volbu se da spocitat stfedni energie

oscilatoru jako
hv

hv

ekBT —1

(E) = (10.6)

Spo¢teme celkovou energii pole v dutiné v rozsahu frekvenci (v, v + dv).
dE = L*p(v, T)dv = dN(E).
kde p(v,T) je stiedni spektralni hustota energie. Odsud

1 dN

pv,T) = 75{E)

Sem dosadime z (10.4). Ted méme dvé moznosti pro stfedni hodnoty
energie.

18(ti: na koleni.

32



(a) Za (E) dosadme (10.5). Tato volba vede na Rayleightiv—Jeansiv
zékon, také znamy jako ,ultrafialova katastrofa“:

StvlkgT
3

p(v,T) = : (10.7)

protoze kdybychom pocitali celkovou energii E, vyjde
+oo
E:V/ p(v,T)dv = +o0.
0

(b) Dosazeni stiedni energie (10.6) konetné vede na Planckiuv zakon

Swhi? 1
O (10.8)

p(v,T) =

coz je (10.3), nebot i = ;=p.

Diisledky Planckova zakona

e Pro nizké frekvence je hv < kgT', takze po rozvoji exponencidly dosta-

neme
2]€BTV2 Cc

2z i

i(v,T) ~

coz je Rayleighiv—Jeanstuv zakon (10.7). RJZ je tedy nizkofrekven¢ni
limitou Planckova zékona.

e Pro vysoké frekvence (hv > kgT) dospéjeme aproximaci k Wienovu

zakonu'’

2h13 _

i, T)~ e *sT. (10.9)

2
Wienuv zakon je vysokofrekven¢ni limitou zdkona Planckova.
e Intenzitu dI(v,T) = i(v,T)dv lze vyjadiit i v fedi vlnovych délek. Ne-

muzeme vSak jen tak dosadit vinovou délku z v = £, protoze je tieba
vyjadfit i diferencial |dv| = Gd\. Poté mame

, 2hc? 1
Z()\,T) = — . (10.10)
N exipT _
9Pavodné Wien navrhnul tento zdkon ve formé i(v,T) = v3f (%) a postuloval, ze

nezndma funkce f bude ve tvaru f(z) = e~ B%. Tato funkce byla nalezena az pozdéji.
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e Kde se nachazi maximum spektralni hustoty? To vyjadiuje Wienav
posunovaci zakon
b
/\max = 7
T
kde b je konstanta, ktery tika, ze vinova délka odpovidajici zafeni s nej-
vétsi intenzitou je nepiimo amérna teploté 7. Hledejme tedy Apax. De-
rivaci (10.10) podle A dojdeme k vyrazu

T

xe
5= ,
e —1

z néhoz lze x = /\IZ_:T ziskat specialni, Lambertovou funkci W (z ~

4,97). Dostavame Ao = b= 2,9-102Km.

Poznamka 10.4. Wieniiv posunovaci zakon tiké, ze vrcholy grafi intenzit
prislusnych urcité teploté 1" lezi na rovnoosé hyperbole. Tyto vrcholy se s ros-
touci teplotou sunou smérem ke kratsim vinovym délkam, tj. k ultrafialové
Casti spektra.

Vrchol kiivky piislusné teploté 7' = 5000 K (povrch naSeho Slunce) lezi
v oblasti viditelného svétla.

Stefantiv—Boltzmanntv zadkon. Popisuje celkovou intenzitu zarent ACT.
Tato intenzita roste se ¢tvrtou mocninnou teploty 7.

I =0T (10.11)

kde o je Stefanova-Boltzmannova konstanta. Tento zdkon dostaneme nain-
tegrovanim (10.3) p¥es vSechny frekvence.

+oo . +o0 . 271'/{}% +0o0o LL’3 A
[(T):/O Zc<I/,T>dI/:7T/O v, T)dy =--- = 02h3/0 ex_ld:ET,
: _ hv : 2 s oot >
substituce x = T Hodnota integréalu je Tz, takze
2ok, -8 —2 704
U:15C2h3%5,67~10 Wm=K™.

10.2 Fotoefekt

Fotoefekt je jev, pfi nemz jsou z osvicené elektrody uvolhovany elektrony
a emitovany jako ,fotoelektrony“. Mérime prochéazejici proud v zavislosti na

privedém napéti. Svétlo vyrazi elektrony, které se uvolni s jistou kinetickou
energii = %mvz. Pro Eyx < eU proud netece, protoze vyrazeny elektron uz

neprekona napéti, aby pieletél na druhou elektrodu.

34



o Klasické vysvétleni ocekavalo, ze elektron je vyrazen EM vinou. Mélo se
za to, Ze energie piredana elektronu musela prekrocit vazebnou energii
W a ze zavisela pouze na amplitudé EM viny (svétla).

Klasické vysvétleni viak bylo v rozporu s experimenty, nebot se zjistilo,
ze uvolnéni elektronu

— nezavisi na amplitudé svétla.

— zavisi pouze na frekvenci. Je-li v < vy, k Zd&dnému vyrazeni elek-
tronu nedojde.

Toto nelze vysvétlit vinovou podstatou svétla!

e Finstein (1905) vzal v uvahu, Ze svétlo je tvofeno ddsticemi s energii
E = hv. Pfigel s rovnici fotoelektrického déje. Je-li kmitocet svétla vy
dostatecné vysoky, aby piekonal vazebnou (ioniza¢ni) energii W = huy,
je elektron vyrazen s kinetickou energii

Ek:hl/—W

Ptesnou hodnotu Planckovy konstanty h zméftil az Millikan (1916).

10.3 Fotony jako Castice

Energie relativistické c¢astice.

E? = mict + p*c’. (10.12)
Hybnost fotonu.
hv E
c c

10.4 Comptoniv rozptyl

Dochézi pii ném k interakci EM vin s elektrony v latce. EM vlna pfeda c¢ast
své energie (ne v8echnu jako u fotoefektu) a v diisledku se zméni jeji frekvence.
Uvazujme elektron v klidu a v poc¢atku. Narazi do néj foton s frekvenci v,
odrazi se s frekvenci v/ pod uhlem ¢. Po pouziti ZZE, resp. ZZH,
E.+ Ef = E, + E}
py+0=0p}+p.,
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rovnice pro energii a hybnost fotonu a elektronu a vztahu (10.12), (10.13)
jsme odvodili frekvenci fotonu po srazce s elektronem:
v

Vl(ﬁ) - hv(l—cos®) *

- (10.14)
1+ mec?

Tento experiment zasadnim zpisobem zménil pohled tehdejsi fyziky na vl-
néni. Bylo tim dokazano, ze se foton (do té doby povazovany za vinéni) chova
i jako Céstice. Pozdéji prisel Louis de Broglie s odvaznou myslenkou: Kdyz se
muze foton chovat jako ¢astice, pro¢ by se nemohly i ostatni ¢astice chovat
jako viny?

De Broglieho hypotéza byla pozdéji experimentalné potvrzena a Nobelova
cena za objev dualismu ¢astic ho neminula.

10.5 Vzorce a konstanty atomové fyziky

Rychlost svétla c=299 792 458 m -s !
Planckova konstanta h =6,626 070 150 - 10724 J - s
Boltzmannova konstanta kp=1,380 649 035-10"2J.K!
Elementéarni naboj e=1,602 176 634 - 107" C
Hmotnost protonu m, = 1,672 621 898 - 107 % kg
Hmotnost elektronu me = 9,109 383 561 - 102 kg
Hmotnost neutronu my, = 1,674 927 471 - 10~*" kg
Elektronvolt leV =1,602 176 634 -10"J
de Broglieho veli¢iny = h = he
P E
E  mcd
YThT T
E  hv h 9
P=o =7 =x—™
Energie relat. ¢astice E? = mict + m?p® = (Ey + Fx)?
Energie fotonu E=hv
Rovnice fotoefektu hv = hyy + E},

Poznamka 10.5. Na podzim 2018 byly v ramci redefinice kilogramu kon-
stanty h, kg a e stanoveny presné na hodnoty uvedené vyse.

Poznamka 10.6. Kdy je tfeba pocitat kinetickou energii relativistickou ces-
tou a kdy postac¢i newtonovskd £ = %va? Dobré je porovnat hodnoty ki-
netické energie a klidové energie. Je-li Fx < Fjy, neni relativisticky efekt
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tak silny a bohaté si vystacime s klasickym vzorcem. Pokud uz FEx nenf
zanedbatelnd, musime pocitat energii nasledovné (nebo podle (10.12)):

mo C2

E = Ey + Ex = moc® +mc® = moc® + = (1+7)moc® = (1 +7)Ey.
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