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Úvod

Tento text je, jak název napovídá, pouhý rychlokurz. Je tedy ur£en ke zb¥º-
nému pro£tení nad ranní kávou, p°ed spaním £i v metru t¥sn¥ p°ed zkou²kou.
Bohuºel v n¥m nenajdou vykoupení ti £tená°i, kte°í se shán¥jí po odvození
v²ech vzorc· a identit. Kdybych je sem m¥l zahrnout, mohl jsem rovnou
opsat celá skripta prof. Tolara. Snad tedy bude tato mikrosbírka alespo¬
trochu nápomocna p°i u£ení na zkou²ku.
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1 Malé kmity

De�nice 1.1 (Rovnováºná poloha). Umístíme-li hmotný bod do rovno-
váºné polohy a ud¥líme mu nulovou rychlost, jeho trajektorií je práv¥ tento
bod.

De�nice 1.2 (Stabilní rovnováºná poloha). Stabilní rovnováºná poloha
(dále jen SRP) je taková rovnováºná poloha, do níº se bod po vychýlení vrátí.
Ve stabilní rovnováºné poloze nabývá potenciální energie ostrého lokálního
minima.

Pro soustavu hmotných bod· budeme II. Newton·v zákon psát ve tvaru

miẍi = Fi,

i ∈ n̂, kde n je po£et stup¬· volnosti. D·leºitý p°edpoklad: Soustava je
konzervativní, tj.

(∃U(xi))

(
Fi = −∂U

∂xi

)
.

1.1 Linearizace pohybových rovnic

• Snaºíme se linearizovat pohybové rovnice kmitání soustavy hmotných
bod· kolem SRP = (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n)

ozn.
= ~x0. Po rozvoji U do druhého

°ádu (první £len je konstantní, a m·ºeme ho poloºit roven nule, druhý
je téº nula z nutné podmínky existence extrému funkce U) a zavedení
sou°adnic ξi := xi − x0

i °e²íme sosutavu

miξ̈i +
n∑

i,j=1

Uijξj = 0. (1.1)

• Ansatz1:
ξi(t) = Xi cos(ωt+ ϕ), (1.2)

coº je jeden mód � stav, v n¥mº v²echny £ásti soustavy kmitají se
stejnou úhlovou frekvencí a jsou ve fázi. Xi jsou sloºky konstantního
�vektoru pom¥r· amplitud� ~X.

• Po zavedení matic
T = diag(m1, . . . ,mn)

1N¥m. p°edpoklad.
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a

U = (Uij) =

(
∂2U(~x0)

∂xi∂xj

)
°e²íme soustavu2

Tξ̈ + Uξ = 0. (1.3)

• Do (1.3) dosa¤me (1.2) a jako u malých kmit· v TEF1 °e²me sekulární
rovnici pro ω2

i , coº je kladné vlastní £íslo (plyne z pozitivní de�nitnosti
matic U a T):

det(U− ω2T)
!

= 0.

• Spo£teme p°íslu²né vlastní vektory ~X(i) ∈ ker (U− ω2T).

• �e²ením je superpozice ~ξ(t) =
∑n

i=1Ai
~X(i) cos(ωit + ϕi), kde Ai a ϕi

najdeme z po£áte£ních podmínek.

1.2 Kmity struny

• M¥jme strunu o délce L a lineární hustot¥ ρ, která je napjata silou T.

• Chceme najít lineární pohybovou rovnici.

• Vlnovou rovnici dostaneme z rozepsání obou stran 1. v¥ty impulsové3

d~P

dt
= ~F (e)

a pomocí následujících aproximací:

�
∣∣∣~F1

∣∣∣ =
∣∣∣~F2

∣∣∣ = T

� Výchylky jsou malé: ϑ1 ≈ 0 ≈ ϑ2 ⇒ sinϑ ≈ tg ϑ.

• Provedeme limitu (z2 → z1)⇒ (zCM → z1 ∧ z0 → z1).

• Dostáváme vlnovou rovnici pro strunu, kde z ∈ (0, L).

ρ
∂2ψ(z, t)

∂t2
= T

∂2ψ(z, t)

∂z2
. (1.4)

2ξ je vektor o n sloºkách.

3Levou stranu napí²eme jako ~̇P = M ~̈R = ρ∆z
∂2ψ

∂t2
(zCM, t), kde ~R je polohový vektor

hmotného st°edu soustavy, CM je z angl. center of mass. Co se tý£e pravé strany, uvaºujeme
pouze Fx, nebo´ výchylky jsou p°í£né. Fx = F1x + F2x a dále uº pomocí zmín¥ných
aproximací a Lagrangeovy v¥ty dojdeme k (1.4).
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• Krajní body musíme o²et°it okrajovými podmínkami ∀ t

� pro pevné konce (Dirichletova podmínka):

ψ(0, t) = 0 = ψ(L, t)

� pro volný konec v míst¥ z = L (Neumannova podmínka), která
°íká, ºe struna musí v míst¥ volného konce být rovnob¥ºná s osou
z:

T
∂ψ(L, t)

∂z
= 0.

• �e²ení vlnové rovnice je u struny obecn¥ tvaru stojaté vlny.

ψ(z, t) = X(z) cos(ωt+ ϕ), (1.5)

jejíº fundamentální systém vyjde

{sin(kmz) cos(ωmt+ ϕm)}+∞
m=1 .

• Víme, ºe i superpozice je °e²ením, a tedy

ψ(z, t) =
+∞∑
m=1

Am sin(kmz) cos(ωmt+ ϕm).

• �e²ením této rovnice jsme dosp¥li k d·leºitým poznatk·m:

� Úhlové vlnové £íslo4 [k] = rad ·m−1

km = mk1 = m
π

L
=

√
ρ

T
ωm

� Úhlová frekvence [ω] = rad · s−1

ωm = mω1 =

√
T

ρ
km =

√
T

ρ

mπ

L

� Vlnová délka [λ] = m

λm =
λ1

m
=

2L

m
=

2π

km
4Neplést s vlno£etem σ!
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� Frekvence5 [ν] = Hz
νm = mν1

� Fázová rychlost [vϕ] = m · s−1

λmνm =

√
T

ρ

� Kmito£et [ν] = Hz

ν =
ω

2π
=

1

T

� Vlno£et [σ] = m−1

σ =
k

2π
=

1

λ

1.3 �etízek jakoºto aproximace struny

M¥jme °etízek sloºený z N hmotných bod· o hmotnostech M, mezi nimiº
je vzdálenost a. Tyto hmotné body jsou spojené pruºinkami s tuhostí K.
Polohu n-tého bodu jiº nebudeme zachycovat pomocí spojité prom¥nné z,
ale podle na. Pro sílu nap¥tí tedy platí T = Ka, pro lineární hustotu ρ = M

a

a pro celkovou délku °etízku L = (N + 1)a.

• Op¥t zlinearizujeme pohybovou rovnici pomocí podobné aproximace
jako u struny.

Mψ̈n(t) = Fx = F1x + F2x = · · · = K (ψn−1 − 2ψn + ψn+1) (1.6)

Dodejme okrajové podmínky pro první a poslední atom:

(∀ t)(ψ0(t) = 0 ∧ ψN+1(t) = 0).

• Ansatz:
ψn(t) = Xn(t) cos(ωt+ ϕ)

• Po dosazení p°edpokládaného °e²ení do (1.6) m·ºeme bu¤ °e²it deter-
minant tridiagonální matice, nebo op¥t p°edpokládat (hádat), ºe

Xn(t) = sin(kna). (1.7)

(Srovnej s X(z) = sin(kz) u struny: na nyní nahrazuje z.)

5Pro m > 2 u ωm, νm a λm mluvíme o tzv. vy²²ích harmonických.
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• Pomozme si vyjád°ením Xn+1 +Xn z (1.6), do níº dosadíme Ansatz, a
následn¥ srovnejme koe�cienty u Xn. Po vyjád°ení ω dostáváme neli-
neární disperzní vztah

ω = 2

√
K

M
sin

ka

2
, (1.8)

kde ka
2
∈ 〈0, π

2
〉. (Na tomto intervalu je sinus kladný a prostý, a mohli

jsme tedy odmoc¬ovat.)

• Dosazením (1.7) do okrajových podmínek získáme vlnové £íslo

km =
mπ

(N + 1)a
=
mπ

L

a obecné °e²ení

ψn(t) =
N∑
m=1

Am sin(kmna) cos(ωmt+ ϕm).

• Od °etízku ke strun¥ lze p°ejít limitním p°echodem a→ 0, a tedy nutn¥
(aby nezdivergovaly vzorce na za£átku sekce) K → +∞ a M → 0. Pak
lze pro 2a� λ (�dlouhovlnná limita�) pomocí Taylora rozvinout sinus
v (1.8) a dostaneme jiº známý strunový disperzní vztah

ω =

√
T

ρ
k.

2 Postupné vlny

Dosud jsme uvaºovali pouze z ∈ 〈0, L〉. Nyní uº dovolíme z ∈ R � tzv.
otev°ená soustava.

• Ve vlnové rovnici (1.4) poloºme v2 = T
ρ

a prove¤me transformaci
ψ(z, t)→ ψ̃(ξ, η), kde

ξ = z − vt
η = z + vt.

Dosadíme do vlnové rovnice (derivace sloºené funkce!) a po provedení
derivací a op¥tovném porovnání LHS a RHS6 nám zbyde jen

4v2 ∂
2ψ̃

∂ξ∂η
= 0 (2.1)

6Left hand side, resp. right hand side.
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D'Alembert °ekl, ºe °e²ením (2.1) je kaºdá7 vlna ve tvaru

ψ̃(ξ, η) = F (ξ) +G(η).

• Retardovaný £as. Nech´ G ≡ 0, F = F (z − vt). M¥jme strunu na
kladné poloose z a v po£átku ma²inku, která strunu vychyluje ve sm¥ru
svislé osy x dle n¥jakého p°edpisu x(t) = ψ(0, t). V míst¥ z kdesi
opodál m¥°íme výchylku ψ(z, t) = F (z − vt) = F

(
0− v

(
t− z

v

))
=

ψ
(
0, t− z

v

)
= x

(
t− z

v

)
= x(t′). �as t′ nazýváme retardovaným. V

míst¥ z v £ase t totiº pozorujeme stejnou výchylku jako v po£átku, jen
v £ase t− z

v
, který ub¥hl, neº k nám vlna do²la.

• Harmonická postupná vlna. Nech´ ma²inka jako naho°e tentokrát
vykonává harmonické kmity podle p°edpisu x(t) = A cos(ωt+ϕ). Stej-
ným postupem jako vý²e dojdeme k tomu, ºe se po strun¥ v kladném
sm¥ru osy z ²í°í harmonická postupná vlna (dále jen HPV), jeº je vºdy
tvaru

ψ(z, t) = A cos
(
ω
(
t− z

v

)
+ ϕ

)
= A cos

(
ωt− ω

v
z + ϕ

)
= A cos(ωt−kz+ϕ),

(2.2)
kde k = ω

v
je vlnové £íslo.

• Rovinná vlna. Postupnou vlnu lze zobecnit i do 3D. Nech´

ψ(x, y, z, t) = F (z − vt). (2.3)

Plochou konstantní fáze z−vt1 = C je rovina kolmá na osu z. Ukazuje
se (dosa¤ si) ºe vlna (2.3) plní 3D vlnovou rovnici

∂2ψ

∂t2
= v2 ∇2 ψ. (2.4)

�e²ením je dokonce kaºdá rovinná vlna ²í°ící se ve sm¥ru ~s, ‖~s‖ = 1,
a to

ψ(~r, t) = F (~s · ~r − vt).

Plochou konstantní fáze je nyní rovina

xsx + ysy + zsz − vt1 = C,

jíº je ~s normálovým vektorem.
7A je to pravda, zkus si dosadit.

6



• Harmonickou postupnou vlnu dostaneme op¥t stejnou úvahou: Nech´
ma²inka vykonává harmonický kmitavý pohyb x(t) = A cos(ωt + ϕ).
Pak rovinná HPV je ve tvaru

ψ(~r, t) = A cos(ωt− ~k · ~r + ϕ), (2.5)

kde ~k = k~s je tzv. vlnový vektor.

• Rozli²uj! Neple´me si rovinnou HPV a sférickou HPV, jejíº rovnice
je

ψ(~r, t) = A cos(ωt− k|~r|+ ϕ). (2.6)

Plochou konstantní fáze je zde kulová plocha. To zjistíme tak, ºe argu-
ment kosinu (tj. fázi) za�xujeme v £ase t1 a poloºíme ho roven konstant¥
C ∈ R. Nezapome¬me, ºe |~r| = r =

√
x2 + y2 + z2.

ωt1 − k|~r|+ ϕ = C

(ωt1 + ϕ− C)2 = k2
(√

x2 + y2 + z2
)2

.

3 Vlny v disperzním prost°edí

• Pozd¥ji bude odvozena fázová rychlost EM vln ve vakuu, resp. v diee-
lektrickém prost°edí

v =
1

√
ε0µ0

= c,

resp.

v =
1
√
εµ
,

kde ε = ε0εr, µ = µ0µr.

• Index lomu. V pr·hledném prost°edí je µr ≈ 1, a tedy

n =
c

v
=
√
εrµr ≈

√
εr.

Index lomu skla je závislý na vakuové vlnové délce (a tedy na úhlové
frekvenci) sv¥tla:

n(ω) =
c

v(ω)
,

takºe dostáváme nelineární disperzní vztah

ω = v(ω)k =
c

n(ω)
k.
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3.1 Elektronová teorie Thomsonova

• M¥jme elektron v obalu atomu, který kmitá s vlastní frekvencí ω0.
Na elektron dopadne EM vlna s frekvencí ω ve tvaru ~E = ~E0 cosωt.8

Dostáváme pohybovou rovnici vynucených kmit·

m~̈r +mω2
0~r = e ~E0 cosωt. (3.1)

Z MECH víme, ºe °e²ení má dv¥ sloºky: ~r(t) = ~rhom(t)+~rpart(t). Homo-
genní sloºce °íkáme p°echodný jev (je to tlumená vlna, která vymizí),
sloºce partikulární ustálený jev (vlna, která p°etrvává).

�e²me pouze ustálený jev. P°edpokládáme tvar °e²ení ~rpart(t) = ~r0 cosωt.
Po dosazení do (3.1) a vyjád°ení ~r0 máme

~rpart(t) =
e ~E0

m(ω2
0 − ω2)

cosωt.

• Opakování z ELMY

� Elektrický dipólový moment

~p(t) = e~rpart(t) (3.2)

� Vektor polarizace (N je po£et elektron· na kubík)

~P (t) = N~p(t) (3.3)

� Vektor elektrické indukce

~D(t) = ε0
~E(t) + ~P (t) = ε ~E(t) (3.4)

• Dosa¤me partikulární °e²ení do (3.2), pak do (3.3) a do (3.4), vyjád-
°eme εr a dostáváme index lomu v disperzním prost°edí

n(ω) =
√
εr =

√
1 +

Ne2

ε0m(ω2
0 − ω2)

. (3.5)

Vidíme, ºe jde o rostoucí funkci se singularitou v bod¥ ω = ω0. Vlny s
vy²²í frekvencí mají tedy vy²²í index lomu (�alové sv¥tlo se láme více
neº £ervené).

• Disperzní vztah promonochromatické vlny ψ(z, t) = A cos(ωt−kz+
ϕ) je

ω2 = v2k2.
8Magnetickou sloºku EM vlny ²lo zanedbat.

8



3.2 EM vlny v plazmatu

• V (3.1) poloºme ω0 = 0 (pohybová rovnice elektronu). Pro tuto volbu
lze pouºít (3.5):

n(ω) =
√
εr =

√
1− Ne2

ε0mω2
.

Umocn¥ním a vynásobením ω2

n2ω2 = ω2 − Ne2

ε0m︸︷︷︸
ω2
p

.

Pouºitím ω2n2 = c2k2 získáme pro ω > ωp (aby RHS z·stala nezáporná)
disperzní vztah pro plazma:

ω2 = ω2
p + c2k2. (3.6)

Pro ω > ωp je plazma pro vlny transparentním prost°edím (prochá-
zejí skrz).

• Co kdyº ω < ωp? Z (3.6) lze odvodit vlnovou rovnici postupné vlny
v plazmatu

∂2ψ

∂t2
= −ω2

pψ + c2∂
2ψ

∂z2
, (3.7)

která má °e²ení i pro vlny s ω < ωp; ta uº ale nebudou monochroma-
tická.

• �e²me (3.7) ve smyslu ustálených kmit·. Ansatz:

ψ(z, t) = X(z) cos(ωt+ ϕ).

Dosazením máme rovnici

X ′′(z) +
ω2 − ω2

p

c2︸ ︷︷ ︸
?

X(z) = 0. (3.8)

? má t°i moºnosti:

� ? = 0⇒ X(z) = Az + b, které diverguje � zahodit.

� ? > 0⇒ X ′′(z) + k2X(z) = 0, coº dává HPV, jak ji známe.
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� ? < 0 ⇒ X ′′(z) − κ2X(z) = 0, z toho charakteristická rovnice
λ2 − κ2 = 0 a fundamentální systém {eκz, e−κz} , kde první °e-
²ení zahodíme, protoºe také diverguje. Dostáváme exponenciáln¥
tlumenou, tzv. evanescentní vlnu

ψ(z, t) = Ae−κz cos(ωt+ ϕ).

Pro takovou vlnu (tzn. ω < ωp) je prost°edí reaktivní. Útlum vln
není zp·soben disipací energie, ale neschopností reaktivního pro-
st°edí p°ená²et vlny s ω < ωp.

3.3 �etízek atom· jakoºto reaktivní prost°edí

• Jiº známe disperzní vztah pro °etízek:

ω = ωmax sin
ka

2
,

kde ωmax = 2
√

K
M
. Pro vln¥ní s ω < ωmax je °etízek transparentním

prost°edím.

• Co kdyº je ale ω > ωmax? Pak °e²íme vynucené kmity °etízku � p°i
vysokých frekvencích nestíhají atomy sledovat pohyb svých soused·.
P°edpokládejme °e²ení

ψn(t) = A(−1)ne−κna cos(ωt+ ϕ).

• Dosazením do pohybové rovnice (1.6) získáme disperzní vztah v re-
aktivní oblasti (dolní propust):

ω = 2

√
K

M
cosh

κa
2
≥ ωmax. (3.9)

3.4 Fourierova transformace

• P°ímá FT. Pomocí p°ímé FT jsme schopni rozloºit signál na jeho
spektrální sloºky. M¥jme signál x(t), jehoº integrál p°es reálnou osu
absolutn¥ konverguje:

´ +∞
−∞ |x(t)| dt < +∞. P°echod k jeho spektrálním

sloºkám je dám t¥mito vzorci:

a(ω) =
1

π

ˆ +∞

−∞
x(t) cosωt dt (3.10)

b(ω) =
1

π

ˆ +∞

−∞
x(t) sinωt dt (3.11)

10



• Inverzní FT naopak umoº¬uje ze spektrálních sloºek sloºit p·vodní
signál, a to následovn¥

x(t) =

ˆ +∞

0

(a(ω) cosωt+ b(ω) sinωt) dω. (3.12)

Ekvivalentn¥ lze transformaci (3.12) po roz²í°ení výrazem
√
a2+b2√
a2+b2

a po
pouºití sou£tových vzorc· psát ve tvaru9

x(t) =

ˆ +∞

0

A(ω) sin(ωt+ ϕ(ω)) dω, (3.13)

kde A(ω) =
√
a2 + b2 obsahuje informaci o rozloºení jednotlivých frek-

vencí v rámci spektra a ve ϕ(ω) je obsaºen p°echod sou£tovými vzorci.

• FT lze psát v pohodln¥j²ím exponenciálním tvaru. Poloºme

C(ω) :=
a(ω)− ib(ω)

2
.

Pak lze pomocí (3.10) a (3.11) p°ímou FT napsat jako

C(ω) =
1

2π

ˆ +∞

−∞
x(t)e−iωt dt (3.14)

a po dlouhých úpravách10 dostaneme inverzní FT

x(t) =

ˆ +∞

−∞
C(ω)eiωt dω. (3.15)

3.5 Vlnový balík

Elektron, do n¥hoº v jistém okamºiku narazí cizí £ástice, za£ne vyza°ovat EM
vlny a konat tlumené kmity. To lze p°iblíºit na strun¥, jejíº konec rozkmitáme
zp·sobem

x(t) = Ae−
t
2τ cosω0t.

Vzniká tedy postupná vlna

ψ(z, t) = Ae−
1
2τ (t− zv ) cos(ω0t− k0z),

9Je²t¥ záleºí na tom, jak si nakreslíme �pomocný troj·helník� se stranami a, b a√
a2 + b2. Podle umíst¥ní úhlu ϕ(ω) dostaneme v (3.13) sinus £i kosinus. Ob¥ vyjád°ení

jsou samoz°ejm¥ ekvivalentní.
10Viz p°edná²ka.

11



kde konstanta τ ≈ 10−8 s je tzv. radia£ní útlum energie. Jiº po krátkém
£ase (t ≈ 10−7 s) exponenciála zp·sobí, ºe je vlna utlumena na zanedbatelné
hodnoty. To znamená, ºe ve²kerá energie vlny je obsaºena na velmi krátkém
úseku � je prostorov¥ ohrani£ena. Mluvíme o vlnovém balíku.

Vlnový balík lze získat jako superpozici monochromatických vln:

• M¥jme op¥t ma²inku v po£átku: x(t) =
´ +∞

0
A(ω) cos(ωt + ϕ(ω)) dω.

Opodál na ose z pozorujeme postupnou vlnu (v retardovaném £ase)
ψ(z, t) =

´ +∞
0

A(ω) cos(ωt− kz + ϕ(ω)) dω.

• Zvolme ϕ(ω) := 0 a nech´ má spektrum signálu následující pr·b¥h:

A(ω) =

{
1, kdyº ω ∈

〈
ω0 − ∆ω0

2
;ω0 + ∆ω0

2

〉
0 jinak.

• Dosa¤me toto A(ω) do integrálu vý²e. Po jeho spo£tení dostaneme
následující signál (t′ je retardovaný £as):

x
(
t− z

v

)
= ψ(z, t) = ∆ω

sin
(

∆ω
2
t′
)

∆ω
2
t′︸ ︷︷ ︸

modulace

cos(ω0t− kz)︸ ︷︷ ︸
nosná

.

• Vlnu zamrzneme v míst¥ z = 0. �První nulou� ur£íme ²í°ku signálu, kde
se p°edá nejv¥t²í mnoºství informace, a dojdeme k d·leºitému vztahu

∆ω∆t = 2π. (3.16)

3.6 Vlnový balík v disperzním prost°edí

V disperzním prost°edí, (ω = ω(k)) se vlnový balík ²í°í grupovou rychlostí

vg = ω′(k0) =
dω

dk
(k0). (3.17)

Fázová rychlost vϕ = ω
k
m·ºe p°ekro£it rychlost sv¥tla (nap°. v plazmatu,

zkus si to na (3.6)), protoºe to je rychlost nosné vlny, jeº jako taková ºádnou
informaci nenese. Grupová rychlost (to je rychlost modula£ní obálky) v²ak
rychlost sv¥tla p°ekro£it nesmí!

V¥ta 3.1. Grupová a fázová rychlost se rovnají, práv¥ kdyº jde o nedisperzní
prost°edí, tj.

ω = αk,

kde α (tj. fázová rychlost) je konstanta.
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4 Energie vln¥ní

4.1 Energie vln¥ní na strun¥

Vezm¥me nejd°íve °etízek atom· a jeho spojitou limitu (a→ 0). Víme, ºe v
konzervativní soustav¥ se energie zachovává, tedy platí E = Ek+Ep. Odvodili
jsme

• Hustotu kinetické energie ze vzorce pro celkovou kinetickou energie
Ek =

∑
z≤na≤z+∆z

1
2
Mψ̇2

n za pomoci aproximace: Sumu
∑

z≤na≤z+∆z

jsme odhadli po£tem £len· ∆z
a
. LHS je moºné vyjád°it jako κ∆z. Je

tedy

κ =
1

2
ρ

(
∂ψ

∂t

)2

. (4.1)

• Hustotu potenciální energie jsme ur£ili z potenciální energie pru-
ºiny mezi n. a (n+1). atomem: Un, n+1 = 1

2
K(l2−a2) = 1

2
K(ψn+1−ψn)2.

Celková potenciální energie bude op¥t dána sumou jako vý²e. Odhad-

neme výraz ψn+1 − ψn ≈ a
∂ψ

∂z
, jakoº i sumu. Nakonec díky T = Ka

dostáváme

u =
1

2
T

(
∂ψ

∂z

)2

. (4.2)

• Z konzervativnosti soustavy m·ºeme na jednotku délky psát hustotu
energie

ε = κ + u =
1

2
ρ

(
∂ψ

∂t

)2

+
1

2
T

(
∂ψ

∂z

)2

. (4.3)

• Celkovou energii struny na 〈a, b〉 dostaneme integrací p°es z:

E(t) =

ˆ b

a

ε(z, t) dz. (4.4)

• Tok enegie, která je p°enesena z místa n na místo n + 1. Je dán
výkonem, jenº síla F2x koná na (n+1). bod11. Má vektorový charakter,
a tedy

~S(z, t) = −T ∂ψ
∂z

∂ψ

∂t
~z0. (4.5)

11Po aproximaci |~F2| ≈ T a sinϑ2 ≈ tg ϑ2 a pouºití vzorce pro výkon P = F2xv
dostáváme (4.5).
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• Diferenciální tvar ZZE

∂ε

∂t
+
∂Sz
∂z

= 0. (4.6)

• Integrální tvar ZZE

−
dE〈a,b〉

dt
= Sz(b)− Sz(a). (4.7)

4.2 Energetické veli£iny na postupné vln¥

• Pro postupnou vlnu ve sm¥ru +z: ψ(z, t) = F (z − vt) ur£íme vztah

mezi κ, ε a u. Pro tuto vlnu si pot°ebujeme napo£ítat
∂ψ

∂t
a
∂ψ

∂z
. Po

dosazení do (4.1) a pouºití v2 = T
ρ
zjistíme, ºe

κ = u,

a tedy ze ZZE
ε = 2κ = 2u.

• Po dosazení napo£ítaných derivací do

Sz = −T ∂ψ
∂z

∂ψ

∂t

se ukáºe, ºe
Sz = εv.

• Je-li tato postupná vlna navíc harmonická: ψ(z, t) = A cos(ωt−kz+ϕ)
a spo£ítáme pro ni κ, u a Sz, zjistíme, ºe jsou p°ímo úm¥rné kvadrátu
A2 sin2(ωt− kz + ϕ)!

• �asová st°ední hodnota funkce f(t)12

〈f(t)〉T := lim
τ→+∞

1

τ

ˆ τ

0

f(t) dt.

• �asová st°ední hodnota T -periodické funkce f(t)

〈f(t)〉T :=
1

T

ˆ t0+T

t0

f(t) dt.

12Funkce f by samoz°ejm¥ m¥la být integrabilní. Pokud nás zajímá £asová st°ední hod-
nota na omezeném intervalu 〈t1, t2〉, pak sta£í po£ítat 〈f(t)〉 := 1

t2−t1

´ t2
t1
f(t) dt.
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• D·leºité:

〈cos(ωt− kz + ϕ)〉T = 0 = 〈sin(ωt− kz + ϕ)〉T〈
cos2(ωt− kz + ϕ)

〉
T

=
1

2
=
〈
sin2(ωt− kz + ϕ)

〉
T
.

• Intenzita zá°ení je de�nována jako

I := 〈|Sz|〉T
HPV
=

1

2
TωkA2.

• Pozor! Jsou-li ψ1 a ψ2 °e²ení vlnové rovnice, pak pro výchylku ψ(z, t)
sice platí princip superpozice ψ = ψ1 +ψ2, nikoli v²ak pro kvadratické
veli£iny, jako jsou κ, u a Sz (intenzity)!(
∂ψ

∂t

)2

=

(
∂ψ1

∂t

)2

+ 2
∂ψ1

∂t

∂ψ2

∂t︸ ︷︷ ︸
interferen£ní £len

+

(
∂ψ2

∂z

)2

6=
(
∂ψ1

∂t

)2

+

(
∂ψ2

∂z

)2

.

5 Odrazy vln

Na nekone£né strun¥ k odraz·m nedochází. Na strun¥ kone£né délky k odrazu
dojde, pokud ji korektn¥ nezakon£íme.

5.1 Korektní zakon£ení

Toto zakon£ení13 musí

(a) p°esn¥ napodobovat pokra£ování struny.

(b) pohltit ve²kerou energii dopadající vlny.

Je-li struna zakon£ena korektn¥, nelze vysíláním impuls· ur£it její délku,
protoºe k ºádným odraz·m nedochází.

Uvaºovali jsme, ºe na zakon£ení v po£átku dopadá z −∞ vlna ψ(z, t) =
F (z − vt).

Z poºadavku Fx = F2x jsme odvodili charakteristickou impedanci

Z =
√
Tρ (5.1)

a poukázali na skute£nost, ºe síla viskózního tlumení Fx na strunu je úm¥rná

rychlosti: Fx = −Z ∂ψ

∂t
.

13Dr. Novotný nám ho kreslil jako jakýsi píst.
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5.2 Odraz na nekorektním zakon£ení

M¥jme strunu na z ∈ (−∞, 0〉, která je v po£átku zakon£ena tlumi£em se
zat¥ºovací impedancí Z2 6= Z. Protoºe uº bude docházet k odrazu, musíme
uvaºovat ψ(z, t) = F (z − vt)︸ ︷︷ ︸

dopadající

+ G(z + vt)︸ ︷︷ ︸
odraºená � chci

. Odvodili jsme, ºe

G(z + vt) = RF (−z − vt),

kde R je tzv. koe�cient odrazu

R =
Z − Z2

Z + Z2

. (5.2)

Je-li vlna navíc harmonická, tj.

F (z − vt) = A cos(ωt− kz) = A cos
(
−k
(
z − ω

k
t
))

= A cos (−k (z − vt)) ,

pak

G(z + vt) = RF (−z − vt) = RA cos (−k (−z − vt)) = RA cos(ωt+ kz).

Limitní hodnoty R:

• Z2 = 0⇒ R = 1⇔ �ádná zat¥ºovací impedance (volný konec).

• Z2 = Z ⇒ R = 0⇔ Korektní zakon£ení.

• Z2 → +∞⇒ R = −1⇔ Pevný konec � ve²kerou energii odnese odraºená vlna.

Pro harmonickou vlnu pak platí:

• R = 1⇒ G = A cos(ωt+ kz)⇔ Stejná fáze.

• R = 0⇒ G ≡ 0.

• R = −1⇒ G = −A cos(ωt+ kz) = A cos(ωt+ kz+ π) � odraºená vlna
má opa£nou fázi (je vzh·ru nohama).

5.3 Vlna na rozhraní dvou transparentních prost°edí

Transparentním prost°edím myslíme prost°edí, jeº umoº¬uje ²í°ení vln. M¥jme
dv¥ struny, kaºdou na záporné, resp. kladné poloose s r·znými parametry
T1, T2, ρ1, ρ2, Z1, Z2. Poºadujeme

(a) spojitost navázání: ψ1(0, t) = ψ2(0, t).
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(b) III. NZ: |~F1x| = |~F2x|.

�e²íme tedy

T1
∂ψ1

∂z
(0, t) = T2

∂ψ2

∂z
(0, t),

do níº dosadíme d'Alembertovo °e²ení

ψ1(z, t) = F1(z − vt)︸ ︷︷ ︸
dopadající

+G1(z + vt)︸ ︷︷ ︸
odraºená

ψ2(z, t) = F2(z − vt)︸ ︷︷ ︸
pro²lá

,

kde G2 jsme zahodili, protoºe nechceme, aby nám n¥kdo z +∞ posílal vlny.
Po r·zných úpravách dojdeme ke koe�cientu pr·chodu

P12 =
2Z1

Z1 + Z2

(5.3)

a k jeho vztahu s koe�cientem odrazu

R12 = P12 − 1 =
Z1 − Z2

Z1 + Z2

. (5.4)

Pro tok energie ve sm¥ru osy z

Sz = −T ∂ψ
∂z

∂ψ

∂t

lze také zavést speciální koe�cienty pro intenzity, a to

• Odrazivost
R12 = R2

12 =

(
Z1 − Z2

Z1 + Z2

)2

. (5.5)

• Transmisivitu
P12 =

Z2

Z1

P 2
12 =

4Z1Z2

(Z1 + Z2)2
. (5.6)

5.4 Telegrafní vedení

Jde o transmisní linku, coº jsou dva dlouhé p°ímé vodi£e ur£ené k p°enosu
st°ídavého proudu s frekvencemi v rádiovém spektru, jeº jsou dost vysoké na
to, aby bylo t°eba po£ítat s vlnovou povahou tohoto proudu. Chceme odvodit
charakteristickou impedanci homogenního vedení.
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Vezm¥me dva nekon£ené dráty, které nejsou dokonale izolované � do hry
vstupuje kapacita a svod. Nekone£nost drát· lze zjednodu²it na model, který
bere nekone£né vedení jako sled elementárních elektronických sou£ástek (re-
zistor· (R), kondenzátor· (C), cívek (L) a svod· (G) mezi kabely) na in�ni-
tezimálních úsecích vedení.

Telegrafní rovnice svazují st°ídavý proud a nap¥tí. Jejich °e²ením jsou
proudové a nap¥´ové vlny.

−∂u
∂z

= Ri+ L
∂i

∂t
(5.7)

− ∂i
∂z

= Gu+ C
∂u

∂t
(5.8)

�e²me tuto úlohu Fourierovou metodou. Nech´

u(z, t) = U(z)e jωt

i(z, t) = I(z)e jωt,

kde j =
√
−1. Takto dojdeme k charakteristické impedanci

Z =

√
R + jωL

G+ jωC
. (5.9)

Zandebáme-li v telegrafních rovnicích pro vysoké frekvence R aG, lze odvodit
vlnové rovnice pro nap¥tí a proud:

∂2u

∂t2
=

1

LC

∂2u

∂z2
(5.10)

∂2i

∂t2
=

1

LC

∂2i

∂z2
. (5.11)

Fázová rychlost takové vlny je tedy v = 1√
LC
. Koe�cienty odrazu na telegraf-

ním vedení:

RU =
Z2 − Z
Z2 + Z

(5.12)

RI = −Z2 − Z
Z2 + Z

= −RU (5.13)

Srovnej s (5.2)!
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6 Elektromagnetické vlny

6.1 Rovinné EM vlny

Elektromagnetické (dále jen EM) interakce se °ídí Maxwellovými rovnicemi
a rovnicí kontinuity. Ve vakuu platí:

Gauss·v zákon div ~E =
ρ

ε0

(6.1)

Faraday·v zákon rot ~E = −∂
~B

∂t
(6.2)

Neexistence mg. monopólu div ~B = 0 (6.3)

Ampèr·v zákon rot ~B = µ0
~j + ε0µ0

∂ ~E

∂t
(6.4)

Rovnice kontinuity div~j = −∂ρ
∂t
. (6.5)

D·leºitý je téº Weber·v vztah

c =
1

√
ε0µ0

. (6.6)

V prázdném prostoru (tj. ρ = 0 = ~j) lze odvodit vlnové rovnice pro
~E, resp. ~B aplikací rotace na rovnice (6.2), resp. (6.4). Jelikoº stále platí
Gauss·v zákon (6.1), dostáváme

∇2 ~E = εµ
∂2 ~E

∂t2
(6.7)

∇2 ~B = εµ
∂2 ~B

∂t2
(6.8)

Podle Weberova vztahu (6.6) se tedy ve vakuu musí EM vlny ²í°it fázovou
rychlostí c.

Vlastnosti rovinných EM vln ²í°ících se ve sm¥ru ~s, |~s| = 1:

1. (a) ~E(~r, t) = ~FE(~s · ~r − vt)

(b) ~B(~r, t) = ~FB(~s · ~r − vt)

2.
(
~E, ~B,~s

)
tvo°í pravoto£ivý OG systém.

3. ~B(~r, t) je pln¥ ur£eno ~E(~r, t), nebo´ E = vB.
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4. EM vln¥ní je p°í£né � jeho výchylky jsou kolmé na sm¥r ²í°ení.

5. Jsou-li EM vlny monochromatické a harmonické:

(a) ~E(~r, t) = ~E0 cos(ωt− ~k · ~r + ϕ)

(b) ~B(~r, t) = ~B0 cos(ωt− ~k · ~r + ϕ),

kde ~k = k~s.

6.2 Energetické veli£iny v rovinné EM vln¥

• Hustota energie v nevodivém prost°edí, [w] = J s−1

w(~r, t) =
1

2

(
εE2 + µH2

)
=

1

2

(
~E · ~D + ~H · ~B

)
. (6.9)

• Hustota toku energie (Poynting·v vektor). Udává mnoºství ener-
gie pro²lé za 1 sekundu jednotkovou plochou, která je orientována kolmo
na sm¥r ²í°ení. [~S] = J s−1 m−2

~S(~r, t) := ~E × ~H. (6.10)

• Hustota hybnosti.

~g(~r, t) := ~D × ~B
vakuum

= ε0
~E + µ0

~H =
1

c2
~S. (6.11)

• Je-li EM vlna rovinná: ~E = (Ex(z, t), 0, 0), ~B = (0, By(z, t), 0):

�
√
εE =

√
µH a po dosazení do (6.9) je

w = εE2. (6.12)

� Poynting·v vektor (6.10) má pouze z-ovou sloºku

Sz = EH = εE2v = vw

V rovinné EM vln¥ se tedy energie ²í°í ve sm¥ru osy z.

• Intenzita monochromatické EM vlny ~E(~r, t) = ~E0 cos(ωt−~k·~r+ϕ)

I = 〈|~S|〉T =
1

2
εE2

0v.
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6.3 EM vlny na rozhraní

Pro EM vlny m·ºeme téº zavést charakteristickou impedanci, a to s po-
mocí vztahu

√
εE =

√
µH:

Z :=
E

H
=

√
µ

ε
vakuum

=

√
µ0

ε0

≈ 377 Ω.

Vztah mezi koe�cientem odrazu pro elektrické pole a indexem lomu dvou
prost°edí:

RE =
Z2 − Z1

Z2 + Z1

=
n1 − n2

n1 + n2

.

7 Polarizace

7.1 Polariza£ní stavy EM vlny

Postupnou rovinnou monochromatickou EM vlnu lze zapsat ve tvaru ~E(~r, t) =
~E0 cos(ωt− ~k · ~r+ ϕ). Tato vlna kmitá v rovin¥ kolmé na sm¥r ²í°ení. Nech´
je sm¥rem ²í°ení osa z. Vlnu lze v rovin¥ xy navíc rozloºit do superpozice
dvou sm¥r· daných jednotkovými vektory ~x0 a ~y0.

~E(z, t) = ~x0E0 cos(ωt− kz + ϕ1)︸ ︷︷ ︸
Ex(z,t)

+~y0E0 cos(ωt− kz + ϕ1)︸ ︷︷ ︸
Ey(z,t)

.

Zamrzneme vlnu v po£átku ~E(0, t) a dívejme na ni £elem (s osou z mí°ící do
oka).

~E(0, t) =

{
Ex(0, t) = E1 cos(ωt+ ϕ1)

Ey(0, t) = E2 cos(ωt+ ϕ2),

coº jsou parametrické rovnice elipsy, kterou opisuje vektor ~E(0, t). Pro E1 6=
E2 jde o tzv. eliptickou polarizaci. Speciální p°ípady:

• Kruhová polarizace. E1 = E2

� Levoto£ivá 	. ϕ1 − ϕ2 = π
2

� Pravoto£ivá �. ϕ1 − ϕ2 = −π
2

• Lineární polarizace. ϕ1 − ϕ2 ∈ {0, π}. Zde vektor ~E(~r, t) opisuje
úse£ku (kosiny se v podílu pokrátí a máme Ey

Ex
= ± tg ϑ = const.).

Kaºdá monochromatická EM vlna je polarizovaná!
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7.2 Polarizované EM vlny v látkách

Lineárn¥ polarizované sv¥tlo (tj. 390�760 nm) neumíme budit pomocí di-
pólové antény (musela by být atomárních rozm¥r·). Lze toho docílit nap°.
selektivní absorpcí pomocí polariza£ních �ltr·. Ty propou²t¥jí z dopadajícího
sv¥tla jen tu £ást, která je polarizovaná lineárn¥ ve sm¥su tzv. osy propust-
nosti ~e. Zbyde jen projekce ve sm¥ru ~e, tj.

~Eout = (~e · ~Ein) · ~e. (7.1)

Malus·v zákon intenzity. Nech´ ϑ = ](~e, ~Ein), |~e| = 1. Pak dle (7.1)

| ~Eout| = |(~e · ~Ein)| · |~e| = Ein cosϑ

a pro intenzity platí
Iout = Iin cos2 ϑ. (7.2)

7.3 Polarizace sv¥tla odrazem

Existuje úhel dopadu, p°i n¥mº je odraºená vlna polarizovaná pouze ve sm¥ru
kolmém na rovinu dopadu � takový úhel nazýváme Brewster·v (odvozený
z Fresnelových vzorc·)14

tg ϑB =
n2

n1

.

Navíc pak platí, ºe úhel mezi pro²lým a odraºeným paprskem je pravý.

7.4 Dvojlom

V p°írod¥ existují tzv. opticky anizotropní látky, jejichº elektrická permitivita
není skalár, ale tenzor εij = ε0 ε̃ij︸︷︷︸

rel.

14Fresnelovy vzorce budou odvozeny aº v TEF2. Popisují koe�cienty odrazu pro rov-
nob¥ºnou, resp. kolmou sloºku elektrického vektoru ~E. Vypadají tako: R‖E = tg(ϑ1−ϑ2)

tg(ϑ1+ϑ2)
,

resp. R⊥E = sin(ϑ1−ϑ2)
sin(ϑ1+ϑ2)

. Má-li být odraºený paprsek polarizovaný kolmo na rovinu dopadu,

musí rovnob¥ºná sloºka R‖E vymizet. Musí v²ak být ϑ1 6= ϑ2, jinak (dosa¤ si do Snellova
zákona) by prost°edí musela mít stejný index lomu, coº je spor. Nulu tedy za°ídíme zdi-
vergováním jmenovatele pro ϑ1 + ϑ2 = π

2 a dosazením do Snellova zákona uº ϑB snadno
odvodíme.
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Maxwellovy rovnice v prost°edí.

div ~D = ρ (7.3)

rot ~E = −∂
~B

∂t
(7.4)

div ~B = 0 (7.5)

rot ~H = ~j +
∂ ~D

∂t
. (7.6)

Pozor! Te¤ uº obecn¥ neplatí, ºe div ~E = 0, takºe po aplikaci rotace na
(7.4) nezmizí £len grad div ~E! Tyto rovnice v²ak stále m·ºeme °e²it. P°edpo-
kládejme, ºe °e²ením je rovinná vlna ~E = ~E0F (~s · ~r− vt), kde F je libovolná
funkce dané prom¥nné. Tento Ansatz je skute£n¥ °e²ením �orotované� (7.4),
práv¥ kdyº je vektor ~E0 vlastním vektorem matice (εij) p°íslu²ným vlastnímu
£íslu ελ. Pak totiº dle de�nice vlastního £ísla platí

ε ~E0 = ελ ~E0

Díky tomu m·ºeme toto vlastní £íslo vytknout z £lenu grad div ~E, který se
hned stává nulovým díky divergen£ní rovnici pro ~E. Pak uº máme známou
rovnici

∇2 ~E = µε
∂2 ~E

∂t2
=

1

vλ

∂2 ~E

∂t2
.

Fázová rychlost je v²ak obecn¥ jiná pro kaºdý vlastní vektor!
Nedochází-li k absorpci, je tenzor ε symetrický (εij = εji), a tedy diago-

nalizovatelný. Podle vlastností jeho vlastních £ísel d¥líme látky na

1. Izotropní (NaCl, KCl, CaF2)

2. Jednoosé (islandský vápenec CaCO3)

3. Dvojosé

V jednoosých látkách dochází ke dvojlomu. P°íchozí paprsek se v látce roz-
d¥lí na °ádný (ordinarius) a mimo°ádný (extraordinarius), který vzniká v
d·sledku anizotropie krystalu. Oba paprsky jsou lineárn¥ polarizované, ale
jejich vektory ~E kmitají v rovinách vzájemn¥ kolmých. Jejich rychlosti jsou
r·zné, a to

vo =
c

no

ve =
c

ne
.
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Této anizotropie se vyuºívá u tzv. vlnových desti£ek. Jsou vybrou²eny
tak, aby optická osa krystalu ~n leºela p°esn¥ v jedné z vybrou²ených st¥n.
Ordinární osa ~no je na ~n kolmá, extraordinární ~ne je s ní rovnob¥ºná. Ven z
desti£ky o tlou²´ce d vyjdou rovnob¥ºn¥, ale fázov¥ posunuté o

∆ϕ =
2π

λ
(ne − no)d.

Podle tohoto fázového rozdílu rozli²ujeme

• �tvrtvlnné15 desti£ky: |∆ϕ| = π
2
.

• P·lvlnné desti£ky: |∆ϕ| = π.

7.5 �asová koherence

Dote¤ jsme uvaºovali pouze monochromatické vlny. Ve skute£nosti se ale
v p°írod¥ s ni£ím takovým nesetkáme (nejblíºe jsou lasery). Jistý tepelný
zdroj si m·ºeme p°edstavit jako velké mnoºsví oscilátor·, které tlumen¥ kmi-
tají s £asovou konstantou τ ≈ 10−8 s. Tyto oscilátory vysílají vlnové balíky se
st°edem kolem ω0 a ²í°kou ∆ω. Je-li ∆ω � ω0, jde o zdroj kvazimonochro-
matického zá°ení. I pro kvazimonochromatické vlny pak platí vztah podobný
(3.16):

∆ωτ ≈ 2π.

Kvazimonochromati£nost EM vlny

E(t) = E0(t) cos(ω0t+ ϕ(t))

si m·ºeme zade�novat tak, ºe �E0(t) a ϕ(t) se pomalu, ale náhodn¥ m¥ní s
£asovou konstantou τ � T0�, kde T0 je perioda.

De�nice 7.1. M¥jme náhodná pole E1(t), E2(t) a £asový intevral délky ∆t.
Lze-li pole E2(t+ ∆t) p°esn¥ ur£it jen ze znalosti E1(t), pak tato pole nazý-
váme dokonale koherentní, jinak jsou nekoherentní.

De�nice 7.2. Koheren£ní £as τkoh odd¥luje dokonale koherentní a nekohe-
rentní události. De�novali jsme ho jako

τkoh ≈ τ ≈ 2π

∆ω
≈ 10−8 s.

De�nice 7.3. Koheren£ní délka je délka vlny vyslané za koheren£ní £as:

lkoh = cτkoh ≈ 3 m.

15Dev¥t souhlásek za sebou!
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8 Interference, difrakce

Kapitola o ni£em16, jen vypí²u ty nejd·leºit¥j²í poznatky.
Babinet·v princip. M¥jme zdroj, jenº vysílá paprsky. Do cesty jim

vkládáme vzájemn¥ dopl¬ková stínítka A a B. Babinet °íká: To, co vidím bez
stínítek, je stejné jako to, co vidím jen se stínítkem A, plus to, co vidím jen
se stínítkem B.

E∅(P ) = EA(P ) + EB(P )

EB(P ) = −Eind
A (P ).

Druhá rovnice znamená, ºe pozorovatel vnímá p°es stínítko B stejnou inten-
zitu jako I indA (P ), kterou pole zdroje E∅ vyvolává (indukuje) na druhé stran¥
stínítka A. Díru ve stínítku B si tedy lze p°edstavit zapln¥nou bodovými
zdroji, které vysílají paprsky o intenzit¥ I indA (P ), místo abychom se zabývali
tím, co vysílá zdroj.

Rozli²ujeme dva druhy difrakce (ohybu):

• Fraunhoferovu, kdy vzdálenosti zdroje od stínítka a pozorovatele od
stínítka jsou asymptotické. Paprsky lze pak povaºovat za rovnob¥ºné.

• Fresnelovu, kdy je asymptotická jen jedna ze vzdáleností.

U Youngova pokusu se dv¥ma ²t¥rbinami vzdálenými d jsme po sá-
hodlouhém odvození do²li ke vztahu pro intenzitu pozorovanou v bod¥ Q:

I(Q) = 2I1(1 + cos(kd sinϑ)).

I(Q) je maximální pro kd sinϑ = 2mπ, m ∈ Z. Dochází k tzv. konstruktivní
superpozici.

sinϑm =
2mπ

kd
=

∥∥∥∥k =
2π

λ

∥∥∥∥ = m
λ

d
.

I(Q) je minimální pro kd sinϑ = (2m + 1)π, tedy dochází k destruktivní
superpozici.

sinϑm =
2m+ 1

2

λ

d
.

Vzdálenost sv¥tlých prouºk· (interferen£ních maxim) na stínítku je

∆y = LQ
λ

d
,

kde LQ je vzdálenost stínítka od ²t¥rbin.

16�ti: Nebavila m¥.
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8.1 Difrak£ní m°íºka

Jde o sklen¥nou desti£ku s vysokým po£tem vryp·, jeº jsou stejn¥ ²iroké a
vzdálené. Je schopna rozloºit dopadající bílé sv¥tlo do r·zných sm¥r· podle
vlnové délky � dostáváme spektrální £áry.

Vzdálenost vryp· d ozna£ujeme jako m°íºkovou konstantu. Dle Huy-
gensova principu je kaºdá ²t¥rbina zdrojem dal²í sférické vlny. Zde jsme téº
odvodili polohy maxim

sinϑm = m
λ

d
,

ale tato maxima jsou mnohem uº²í. Jejich úhlová ²í°ka je

sinϑ =
λ

Nd
.

U m°íºky v¥t²ím po£tem vryp· N jsou maxima ost°ej²í.
Spektrální maxima (£áry) mohou být velmi blízká. Kdy je je²t¥ rozli²íme?

To nám °íká Rayleighovo kritérium: Dv¥ spektrální £áry p°íslu²né λ1 a λ2

jsou rozli²itelné v prvním °ádu, kdyº úhlová vzdálenost st°ed· t¥chto maxim
je v¥t²í neº jejich úhlová ²í°ka.∣∣∣∣λ1

d
− λ2

d

∣∣∣∣ ≥ 1

Nd

(
λ1 + λ2

2

)
=

1

Nd
λst°.

Po vykrácení d a úprav¥ dostáváme spektrální rozli²ení m°íºky

|λ1 − λ2|
λst°

≥ 1

N
.

Slovy: �ím v¥t²í je po£et vryp·, tím je rozli²ení m°íºky lep²í.

8.2 Difrakce na ²t¥rbin¥ ²í°ky D

Na ²t¥rbinu kone£né ²í°ky dopadá svazek kvazimonochromatické sv¥tla. Dle
Huygense op¥t platí, ºe si ²t¥rbinu m·ºeme p°edstavit jako soustavu spojit¥
rozloºených zdroj·. Na stínítku bude dominantní první maximum o úhlové
²í°ce

sinϑ =
λ

D
. (8.1)

Dal²í maxima uº kv·li rozbíhavosti budou velmi slabá. Jelikoº je λ� D, lze
vztah vý²e aproximovat:

∆ϑ ≈ λ

D
,

coº nám dává úhlovou rozbíhavost � v oblasti takovéto ²í°ky bude sou-
st°ed¥na v¥t²ina intenzity.
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P°íklad 8.1. Jedinci s nejost°ej²ím zrakem dokáºí rozli²it dv¥ zna£ky 3 mm
od sebe na vzdálenost 10 m. Panenka má pr·m¥rD p°ibliºn¥ 2 mm. Dosadíme-
li do (8.1) ºluté sv¥tlo (λ ≈ 600 nm), máme

∆ϑ ≈ 3 · 10−4 rad.

Je-li oblouková vzdálenost men²í neº ∆ϑ, uº kv·li difrakci na ²t¥rbin¥ (na²í
panence) zna£ky nerozli²íme.

9 Geometrická optika

9.1 Rovnice eikonálu

Dote¤ jsme pracovali s EM vlnami, jejichº

1. sm¥r sí°ení je v²ude stejný

2. amplituda je konstantní na plochách konstantní fáze.

Geometrická optika pracuje s následujícími p°edpoklady:

1. Amplituda a sm¥r ²í°ení se jen �velmi málo� m¥ní na vzdálenostech
°ádu λ. Z toho plyne, ºe vlnoplochy jsou hladké.

2. Difrakce je zanedbána.

Zapi²me na²i vlnu:
ψ(~r, t) = a(~r, t)eiϕ(~r,t), (9.1)

kde a(~r, t) je pomalu se m¥nící amplituda a ϕ(~r, t) je fázová funkce zvaná
eikonál. Rozvineme-li eikonál do Taylora kolem ~r0 a t0

ϕ(~r, t) = ϕ(~r0, t0) +
3∑
i=1

∂ϕ

∂xi︸︷︷︸
F

(~r0, t0)(xi − x0
i ) +

∂ϕ

∂t︸︷︷︸
♠

(~r0, t0)(t− t0)

a srovnáme-li tento rozvoj s fází rovinné postupné vlny

ϕrov = α + ~k · ~r − ωt,

musí nutn¥ ~k =F a ω = ♠, neboli
~k(~r, t) = gradϕ(~r, t)

ω(~r, t) = −∂ϕ(~r, t)

∂t
.

Nyní m·ºeme de�novat paprsky:
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De�nice 9.1. Paprsky jsou k°ivky, které jsou v kaºdém bod¥ te£né k vlno-
vému vektoru ~k, a tedy kolmé na vlnoplochy.

Aplika£ní oblastí geometrické optiky je λ→ 0. GO je tedy limitou nulové
vlnové délky. S tímto v hlav¥ budeme chtít odvodit rovnici pro eikonál z 3D
vlnové rovnice (2.4):

∇2 ψ =
1

v2

∂2ψ

∂t2
. (9.2)

Na (9.1) provedeme pot°ebné derivace. Jelikoº λ → 0, a tedy k, ω → +∞,
m·ºeme v t¥chto derivacích zanedbat £leny, v nichº se nevyskytuje druhá

mocnina ki =
∂ϕ

∂xi
, a dostáváme (nelineární) rovnici eikonálu

3∑
j=1

(
∂ϕ(~r, t)

∂xj

)2

=
1

v2

(
∂ϕ(~r, t)

∂t

)2

. (9.3)

Pro monochromatickou vlnu je ω(~r, t) = −∂ϕ(~r, t)

∂t
= ω0 = const., takºe po

zintegrování dle £asu máme

ϕ(~r, t) = −ω0t+ ϕ(~r, 0) = −ω0t + ϕ0(~r)︸ ︷︷ ︸
integr. konst.

a po dosazení do (9.3) dostáváme rovnici eikonálu monochromatické vlny:

3∑
j=1

(
∂ϕ0(~r)

∂xj

)2

=
1

v2
ω2

0 =
n2(~r)

c2
ω2

0. (9.4)

9.2 Fermat·v princip

Na p°edná²ce jsme ukázali, ºe rovnice eikonálu platí i v prost°edí s pro-
m¥nným indexem lomu: n(~r) ≈

√
εr(~r). Vzali jsme Maxwellovy rovnice

v prost°edí (7.3)�(7.6), kde op¥t nastal problém, ºe po rotaci (7.4) nezmizí

grad div
~~E, protoºe permitivita ε(~r) uº není konstantní. To lze v²ak o²et°it

tím, ºe °ekneme: �ε(~r) se m¥ní velmi pomalu, takºe tento nadbyte£ný £len
zanedbáme.� Máme tedy vlnovou rovnici

∇2 ~E =
c2

n2(~r)

∂2 ~E

∂t2
.
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Tuto rovnici si m·ºeme vzít do parády stejn¥ jako (9.2), takºe dostaneme
stejnou rovnici eikonálu, ale bude v ní index lomu vystupovat závislý na ~r !

3∑
j=1

(
∂ϕ(~r, t)

∂xj

)2

=
n2(~r)

c2

(
∂ϕ(~r, t)

∂t

)2

. (9.5)

M·ºeme ji °e²it, i kdyº nás zajímá jen tvar trajektorie, nikoli její £asový
pr·b¥h. K tomu známe z TEF1 Jacobiho princip.

V¥ta 9.2 (Jacobi). Skute£ný pohyb konzervativní mechanické soustavy se
d¥je podél takových trajektorií, které minimalizují £i stacionarizují funkcionál

S0[q] =

ˆ x2

x1

√
2m(E − U) dl =

ˆ x2

x1

p dl.

Analogem v geometrické optice je Fermat·v princip

δ

ˆ x2

x1

k dl, (9.6)

v nehomogenním prost°edí psán jako

δ

ˆ x2

x1

n dl. (9.7)

Integrál (9.2) se nazývá optickou dráhou paprsku. Fermat tedy °íká: Sv¥tlo
se ²í°í podél takového paprsku, jenº minimalizuje (stacionarizuje) optickou
dráhu.

P¥t pravidel chodu paprsk·:

(1) Sv¥tlo se v homogenním prost°edí ²í°í p°ímo£a°e.

D·kaz. V homogenním prost°edí je n konstantní a
´ x2
x1

dl tedy p°edsta-
vuje délku k°ivky. My ale víme, ºe nejkrat²í k°ivkou mezi dv¥ma body
je úse£ka.

(2) Zákon nezávislosti paprsk·. Mám-li paprsek mezi body 1 a 2, pak
tvar paprsku mezi body 3 a 4 nijak nezávisí na prvním paprsku.

(3) Zákon zám¥nnosti chodu paprsk·. Sv¥tlo se z bodu 1 do bodu 2 ²í°í
po stejné k°ivce jako z bodu 2 do bodu 1.

(4) Zákon odrazu. Úhel odrazu je stejný jako úhel dopadu.
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(5) Snell·v zákon lomu.

n1 sinϑ1 = n2 sinϑ2. (9.8)

P°i p°echodu sv¥tla z opticky °id²ího do opticky hust²ího prost°edí na-
stává lom ke kolmici. P°i p°echodu z opticky hust²ího do opticky °id²ího
prost°edí pozorujeme lom od kolmice.

Poznámka 9.3. Ke Snellovu zákonu se slu²í zmínit tzv. totální (úplný) odraz.
P°echází-li paprsek z opticky hust²ího do opticky °id²ího prost°edí (nap°. z
vody na vzduch), existuje kritický úhel ϑ1K, p°i n¥mº je úhel lomu ϑ2 = π

2
.

To je nejv¥t²í úhel, p°i n¥mº je²t¥ k lomu dochází. Snell·v zákon pak má tvar

sinϑ1K =
n2

n1

.

Pro úhly v¥t²í neº mezní úhel uº dochází pouze k odrazu. Na principu totál-
ního odrazu fungují nap°. optická vlákna.

Poznámka 9.4. Uve¤me nejd·leºit¥j²í hodnoty indexu lomu (budou se ho-
dit v p°íkladech).

Vakuum n = 1

Vzduch n = 1, 00026 ≈ 1

Voda n = 1, 33

Sklo n = 1, 5− 1, 9.

10 Atomová fyzika

10.1 Zá°ení £erných t¥les

Kirchho�·v vyza°ovací zákon. M¥jme dutinu zah°átou na teplotu T a
v ní t¥leso o stejné teplot¥. V²e je v tepelné rovnováze. Ze ZZE se celková
intenzita zá°ení z dutiny musí rovnat intenzit¥ zá°ení, které dopadá na t¥leso,
a zá°ení, jeº je odraºeno:

I = IR + IA = (R + A)I ⇔ R + A = 1.

Jelikoº i samo t¥leso emituje zá°ení o intenzit¥ IE, pak z termodynamické
rovnáhy nutn¥ plyne

IA = IE

AI = IE

I =
1

A
IE
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a odsud integrální tvar Kirchho�ova zákona

I(T ) =
1

A
IE(T ). (10.1)

Kirchho� postuloval, ºe intenzity zá°ení nezávisí na vlastnostech t¥lesa ani
dutiny, ale jen na jejich teplot¥ a frekvenci.

M·ºeme zkoumat, jaká £ást celkové intenzity p°íslu²í konkrétní frekvenci
ν.

De�nice 10.1. Spektrální hustota i(ν) °íká, kolik watt· prochází jed-
notkovou plochou v rozsahu jednoho hertzu. [i(ν)] = W m−2 Hz−1. Celkovou
intenzitu zá°ení ve v²ech frekvencích lze tedy rozloºit

I =

ˆ +∞

0

dI(ν)
def
=

ˆ +∞

0

i(ν) dν.

Nyní lze Kirchho�·v zákon (10.1) psát ve spektrálním tvaru:

i(ν, T ) =
1

A(ν)
iE(ν, T ).

�íká nám
iE(ν, T ) = A(ν)i(ν, T ). (10.2)

Kdyº najde² funkci i(ν, T ), bude² schopen ur£it emisní spektrum i energii
t¥lesa.

De�nice 10.2. Absolutn¥ £erné t¥leso (dále jen A�T) je takové t¥leso,
pro jehoº koe�cient absorpce platí A(ν) ≡ 1. Pohlcuje tedy ve²keré dopadající
zá°ení a zárove¬ je idálním zá°i£em.

Poznámka 10.3. Nap°íklad Slunce je velmi dobrým p°iblíºením A�T. Otvor
do vhodn¥ vytvarované dutiny, z níº se zá°ení nedostane, lze téº povaºovat
za A�T.

Funkci i(ν, T ) v (10.2) pro A�T na²el Max Planck. Je vyjád°ena Planc-
kovým vyza°ovacím zákonem:

i(ν, T ) =
2hν3

c2

1

e
hν
kBT − 1

. (10.3)

Zde je i(ν, T ) v jednotkách W m−2 Hz−1 sr−1 .17

Schéma odvození Planckova zákona (um¥t aspo¬ trochu):
17Závislosti na steradiánech se lze zbavit integrací p°es p·lkouli. Dostaneme celkovou

intenzitu zá°ení iC , které prochází p·lkoulí, jeº obklopuje elementární plo²ku dS. Je tedy
iC(ν, T ) = πi(ν, T ).
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(1) Vezmeme krabici L× L× L s dokonale vodivými st¥nami (te£ná sloºka
elektrického pole ~Et = 0). Netriviálním zp·sobem odvodíme celkové pole
~E uvnit° krabice.

(2) Ukáºe se, ºe z matematického hlediska je pole uvnit° dutiny ekvivalentní
soustav¥ nekone£n¥ mnoha harmonických oscilátor·.

(3) Kolik oscilátor· vyza°uje v konkrétním spektru EM zá°ení? Spo£ítáme,
ºe je to

dN = L3 8π

c3
ν2dν. (10.4)

(4) Pouºijeme TSFA. Jelikoº je EM zá°ení v termodynamické rovnováze se
st¥nami o teplot¥ T, vezmeme harmonické oscilátory �o stejné teplot¥� a
spo£teme st°ední hodnotu energie. Zde jsou dv¥ moºnosti.

(a) Klasický p°ístup p°edpokládá, ºe energetické stavy jsou spojit¥ roz-
loºeny na intervalu Eα ∈ 〈0,+∞). Tedy

〈E〉 = kBT. (10.5)

(b) Planckova úvaha. Planck zkusil ad hoc18 p°edpokládat, ºe oscilátory
mají diskrétn¥ rozloºené enegetické stavy, tj

E = nE0 = nhν,

kde n ∈ N a hν je jakési základní kvantum energie, v jehoº násobcích
oscilátory vyza°ují. Pro takovou volbu se dá spo£ítat st°ední energie
oscilátoru jako

〈E〉 =
hν

e
hν
kBT − 1

. (10.6)

(5) Spo£teme celkovou energii pole v dutin¥ v rozsahu frekvencí 〈ν, ν + dν〉.

dE = L3ρ(ν, T )dν = dN〈E〉.

kde ρ(ν, T ) je st°ední spektrální hustota energie. Odsud

ρ(ν, T ) =
1

L3
〈E〉dN

dν
.

Sem dosadíme z (10.4). Te¤ máme dv¥ moºnosti pro st°ední hodnoty
energie.

18�ti: na koleni.
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(a) Za 〈E〉 dosa¤me (10.5). Tato volba vede na Rayleigh·v�Jeans·v
zákon, také známý jako �ultra�alová katastrofa�:

ρ(ν, T ) =
8πν2kBT

c3
, (10.7)

protoºe kdybychom po£ítali celkovou energii E, vyjde

E = V

ˆ +∞

0

ρ(ν, T ) dν = +∞.

(b) Dosazení st°ední energie (10.6) kone£n¥ vede na Planck·v zákon

ρ(ν, T ) =
8πhν3

c3

1

e
hν
kBT − 1

, (10.8)

coº je (10.3), nebo´ i = c
4π
ρ.

D·sledky Planckova zákona

• Pro nízké frekvence je hν � kBT, takºe po rozvoji exponenciály dosta-
neme

i(ν, T ) ≈ 2kBTν
2

c2
=

c

4π
ρ,

coº je Rayleigh·v�Jeans·v zákon (10.7). RJZ je tedy nízkofrekven£ní
limitou Planckova zákona.

• Pro vysoké frekvence (hν � kBT ) dosp¥jeme aproximací k Wienovu
zákonu19

i(ν, T ) ≈ 2hν3

c2
e
− hν
kBT . (10.9)

Wien·v zákon je vysokofrekven£ní limitou zákona Planckova.

• Intenzitu dI(ν, T ) = i(ν, T )dν lze vyjád°it i v °e£i vlnových délek. Ne-
m·ºeme v²ak jen tak dosadit vlnovou délku z ν = c

λ
, protoºe je t°eba

vyjád°it i diferenciál |dν| = c
λ2

dλ. Poté máme

i(λ, T ) =
2hc2

λ5

1

e
hc

λkBT − 1
. (10.10)

19P·vodn¥ Wien navrhnul tento zákon ve form¥ i(ν, T ) = ν3f
(
ν
T

)
a postuloval, ºe

neznámá funkce f bude ve tvaru f(x) = e−Bx. Tato funkce byla nalezena aº pozd¥ji.
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• Kde se nachází maximum spektrální hustoty? To vyjad°uje Wien·v
posunovací zákon

λmax =
b

T
,

kde b je konstanta, který °íká, ºe vlnová délka odpovídající zá°ení s nej-
v¥t²í intenzitou je nep°ímo úm¥rná teplot¥ T. Hledejme tedy λmax. De-
rivací (10.10) podle λ dojdeme k výrazu

5 =
xex

ex − 1
,

z n¥hoº lze x = hc
λkBT

získat speciální, Lambertovou funkcí W (x ≈
4, 97). Dostáváme λmaxT = b ≈ 2, 9 · 10−3 K m .

Poznámka 10.4. Wien·v posunovací zákon °íká, ºe vrcholy graf· intenzit
p°í²lu²ných ur£ité teplot¥ T leºí na rovnoosé hyperbole. Tyto vrcholy se s ros-
toucí teplotou sunou sm¥rem ke krat²ím vlnovým délkám, tj. k ultra�alové
£ásti spektra.

Vrchol k°ivky p°íslu²né teplot¥ T = 5000 K (povrch na²eho Slunce) leºí
v oblasti viditelného sv¥tla.

Stefan·v�Boltzmann·v zákon. Popisuje celkovou intenzitu zá°ení A�T.
Tato intenzita roste se £tvrtou mocninnou teploty T.

I = σT 4, (10.11)

kde σ je Stefanova�Boltzmannova konstanta. Tento zákon dostaneme nain-
tegrováním (10.3) p°es v²echny frekvence.

I(T ) =

ˆ +∞

0

iC(ν, T ) dν = π

ˆ +∞

0

i(ν, T ) dν = · · · = 2πk4
B

c2h3

ˆ +∞

0

x3

ex − 1
dx︸ ︷︷ ︸

σ

T 4,

substituce x = hν
kBT

. Hodnota integrálu je π4

15
, takºe

σ =
2π5k4

B

15c2h3
≈ 5, 67 · 10−8 W m−2 K−4 .

10.2 Fotoefekt

Fotoefekt je jev, p°i nemº jsou z osvícené elektrody uvol¬ovány elektrony
a emitovány jako �fotoelektrony�. M¥°íme procházející proud v závislosti na
p°ivedém nap¥tí. Sv¥tlo vyráºí elektrony, které se uvolní s jistou kinetickou
energií = 1

2
mv2. Pro Ek < eU proud nete£e, protoºe vyraºený elektron uº

nep°ekoná nap¥tí, aby p°elet¥l na druhou elektrodu.
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• Klasické vysv¥tlení o£ekávalo, ºe elektron je vyraºen EM vlnou. M¥lo se
za to, ºe energie p°edaná elektronu musela p°ekro£it vazebnou energii
W a ºe závisela pouze na amplitud¥ EM vlny (sv¥tla).

Klasické vysv¥tlení v²ak bylo v rozporu s experimenty, nebo´ se zjistilo,
ºe uvoln¥ní elektronu

� nezávisí na amplitud¥ sv¥tla.

� závisí pouze na frekvenci. Je-li ν < ν0, k ºádnému vyraºení elek-
tronu nedojde.

Toto nelze vysv¥tlit vlnovou podstatou sv¥tla!

• Einstein (1905) vzal v úvahu, ºe sv¥tlo je tvo°eno £ásticemi s energií
E = hν. P°i²el s rovnicí fotoelektrického d¥je. Je-li kmito£et sv¥tla ν0

dostate£n¥ vysoký, aby p°ekonal vazebnou (ioniza£ní) energiiW = hν0,
je elektron vyraºen s kinetickou energií

Ek = hν −W.

P°esnou hodnotu Planckovy konstanty h zm¥°il aº Millikan (1916).

10.3 Fotony jako £ástice

Energie relativistické £ástice.

E2 = m2
0c

4 + p2c2. (10.12)

Hybnost fotonu.

p =
hν

c
=
E

c
. (10.13)

10.4 Compton·v rozptyl

Dochází p°i n¥m k interakci EM vln s elektrony v látce. EM vlna p°edá £ást
své energie (ne v²echnu jako u fotoefektu) a v d·sledku se zm¥ní její frekvence.
Uvaºujme elektron v klidu a v po£átku. Narazí do n¥j foton s frekvencí ν,
odráºí se s frekvencí ν ′ pod úhlem ϑ. Po pouºití ZZE, resp. ZZH,

Ee + Ef = E ′e + E ′f

pf + 0 = p′f + p′e,
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rovnice pro energii a hybnost fotonu a elektronu a vztah· (10.12), (10.13)
jsme odvodili frekvenci fotonu po sráºce s elektronem:

ν ′(ϑ) =
ν

1 + hν(1−cosϑ)
mec2

. (10.14)

Tento experiment zásadním zp·sobem zm¥nil pohled tehdej²í fyziky na vl-
n¥ní. Bylo tím dokázáno, ºe se foton (do té doby povaºovaný za vln¥ní) chová
i jako £ástice. Pozd¥ji p°i²el Louis de Broglie s odváºnou my²lenkou: Kdyº se
m·ºe foton chovat jako £ástice, pro£ by se nemohly i ostatní £ástice chovat
jako vlny?

De Broglieho hypotéza byla pozd¥ji experimentáln¥ potvrzena a Nobelova
cena za objev dualismu £ástic ho neminula.

10.5 Vzorce a konstanty atomové fyziky

Rychlost sv¥tla c = 299 792 458 m · s−1

Planckova konstanta h = 6, 626 070 150 · 10−34 J · s
Boltzmannova konstanta kB = 1, 380 649 035 · 10−23 J ·K−1

Elementární náboj e = 1, 602 176 634 · 10−19 C

Hmotnost protonu mp = 1, 672 621 898 · 10−27 kg

Hmotnost elektronu me = 9, 109 383 561 · 10−31 kg

Hmotnost neutronu mn = 1, 674 927 471 · 10−27 kg

Elektronvolt 1 eV = 1, 602 176 634 · 10−19 J

de Broglieho veli£iny λ =
h

p
=
hc

E

ν =
E

h
=
mc2

h

p =
E

c
=
hν

c
=
h

λ
= mv2

Energie relat. £ástice E2 = m2
0c

4 +m2p2 = (E0 + EK)2

Energie fotonu E = hν

Rovnice fotoefektu hν = hν0 + Ek

Poznámka 10.5. Na podzim 2018 byly v rámci rede�nice kilogramu kon-
stanty h, kB a e stanoveny p°esn¥ na hodnoty uvedené vý²e.

Poznámka 10.6. Kdy je t°eba po£ítat kinetickou energii relativistickou ces-
tou a kdy posta£í newtonovská E = 1

2
mv2? Dobré je porovnat hodnoty ki-

netické energie a klidové energie. Je-li EK � E0, není relativistický efekt

36



tak silný a bohat¥ si vysta£íme s klasickým vzorcem. Pokud uº EK není
zanedbatelná, musíme po£ítat energii následovn¥ (nebo podle (10.12)):

E = E0 +EK = m0c
2 +mc2 = m0c

2 +
m0c

2√
1− v2

c2

= (1 + γ)m0c
2 = (1 + γ)E0.
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