Utréky z VOAFu

Josef Schmidt!

23. zari 2019

Lschmijos@fjfi.cvut.cz



Tento material slouzi jako podklad pro sledovani prednasky z predmétu 02VOAF na FJFI
CVUT v Praze.



Obsah

1 Kmity soustav s koneénym poctem stupniti volnosti 5
1.1 Harmonicky oscilator . . . . . . . . .. 5
1.2 Matematickad vsuvka: Komplexni ¢isla a exponencidla . . . . . . ... . ... ... )
1.3 Matematicka vsuvka: Oby¢ejné linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koe-

ficienty . . . . . . . e 7
1.4 Matematickd vsuvka: Stfedni hodnoty . . . . . . . ... ... ... ... 8
1.5 Tlumeny harmonicky oscilator . . . . . . . . .. ... oL 9
1.6 Buzeny harmonicky oscilator . . . . . .. .. ... 0 0oL 9
1.7 Kmity soustav s n stupni volnosti . . . . . . . ... ... L oo 12
1.7.1  Aproximace malych kmita . . . . . ... ... 13
1.72 Metodamodu . . . . . . . ... 14
1.7.3 Kuchaika . . . . .. .. 15
1.8 Normalni soufadnice . . . . . . . . . . . 16
1.9 Malé kmity teoreticky . . . . . .. . 18
1.10 Tlumené malé kmity . . . . . . . . . . .. . 20
1.11 Buzené malé kmity . . . . . . . . . ... 21






Kapitola 1

Kmity soustav s koneénym poctem
stupnu volnosti

1.1 Harmonicky oscilator
Systém popsany rovnici harmonického oscildtoru,
i+ w?r =0, (1.1)

je nejjednodussim systémem vykazujici kmitavy pohyb. Tento matematicky model slouzi k vice
¢i méné presnému popisu rady fyzikalnich systému. Naptiklad pro popis kmitani zavazi hmot-

nosti m na pruziné tuhosti k,
. k
ma + kx =0, w=4/—, (1.2)
m

anebo pro popis pohybu matematického kyvadla v blizkosti rovnovazné polohy,

mlg + mge = 0, W=7 (1.3)
¢i pro popis prubéhu proudu v LC obvodu,
Litir—o0 L (1.4)
—_ = U, w = . .
C VLC

Riuzné fyzikdlni systémy tedy vedou na stejny matematicky popis jejich chovani. To je
charakteristické pro celou fadu vlnovych jevu, kterymi se budeme zabyvat. Typicky budeme
uvazovat néjaky konkrétni fyzikdlni systém, ¢asto mechanicky, vytvorime jeho matematicky
model a budeme zkoumat vlnové jevy, které z ného plynou. Ziskané poznatky pak budou mit
obecnou platnost pro jakykoliv systém chovajici se dle stejného matematického modelu.

1.2 Matematicka vsuvka: Komplexni ¢isla a exponenciala

Komplexni éislo z € C je ¢islo tvaru z = a + ib, kde a,b € R a ¢ je komplexni jednotka s
vlastnosti i2 = —1. Séitani a ndsobeni téchto ¢isel je definovano ,piirozenym zpiisobem*.

Komplexné sdruzené éislo z je ¢islo z = a—ib. Plati vzorec z1z2 = Zz1-Z3. Velikost komplexniho
¢isla je definovana jako |z| = va? + b2, tento vyraz je mozno zapsat jako |z| = v/zZ.
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Redlna a imaginarni ¢ast. Definujeme funkce Re : C — R a Im : C — R zvané redlna a
imaginarni ¢ast pomoci predpisi

Rez =a, Imz=1%

(pozor, imagindrni ¢dst neobsahuje komplexni jednotku!). Pokud je redlna ¢ast nulova, nazveme
¢islo ryze komplexnim. Funkce Re a Im jsou rediné linearni, tzn. plati

Re (21 + 22) = Re z1 + Re 29, Re(az) = aRez, aeR,

stejné pro Im. Pozor, Re (z122) # (Rez1)(Rezz) (stejné pro Im). Tyto funkce lze jednoduse
vyjadfit pomoci komplexniho sdruzeni:
z+Zz z2—Z

Rez:T, Imz:T.

Komplexni exponencidla. Uvazujme z = a + ib € C. Definujeme komplexni exponencialu

nasledujici vztahem:
e% := e = % = ¢ (cosb 4 isinb).
Speciélni ptipad pro a =0,
e = cosb+isinb, beR,

se nazyvé Eulertv vzorec!. Plati [e?| = 1 a miizeme tedy psét |e?| = e®.

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla. Kazdé komplexni ¢islo z € C muzeme zapsat ve
tvaru z = |z]e"?, ¢ € R. Cislu ¢ fikdme argument komplexniho ¢isla (toto ¢islo neni dané
jednoznac¢né, lze pricist libovolny celo¢iselny ndsobek 27). Argument ¢ je feSenim rovnic

Rez . Imz
COSQ@ZW, Slngozw.

Tyto rovnice se ¢asto formélné? sdruzuji do rovnice

Im =z

Rez’

Gaussova (komplexni) rovina. Komplexni ¢isla muzeme reprezentovat jako body (dvou-

rozmérné) roviny, kde kartézské osy tvoii redlnd a imaginarni ¢ast komplexnich ¢isel, viz obrazek
1.1.

tgp =

Im z

(a) Kartézskd a goniometrickd reprezentace (b) Jednotkova kruznice v Gaussové rovingé
komplexniho &isla z zndzornéna v Gaussové ro-  tvorend komplexnimi &isly tvaru e'?, ¢ € R.
vineé.

Obrézek 1.1: Gaussova rovina slouzi ke grafickému znazornéni komplexnich ¢isel, kde na vodorovnou osu
vynéasime redlnou ¢ast a na svislou osu imaginarni ¢ast.

1Jehoz specidlnim piipadem je ,nejkrdsnéjsi matematicks identita“ e™ = —1.
2V tomto zapisu ztrdcime informaci o tom, zda ¢ € (0, 7) anebo ¢ € (m, 27).
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S¢itani komplexnich ¢isel mé pak geometricky vyznam séitani dvourozmérnych vektort
v Gaussové roviné. Cislo e'¥ predstavuje ¢islo na jednotkové kruznici. Intuitivni predstava o
nasobeni komplexnich ¢isel se ziskd z goniometrického zapisu:

2122 = | 21|97 |20]€%72 = |21 |20|el(P1 2.

Nésobeni éfslem e’ tedy piedstavuje rotaci o hel ¢ v komplexni roviné. Ndsoben{ ¢islem |z
predstavuje skalovani v této rovineé.

Komplexni zapis goniometrickych funkci. Z Eulerova vzorce piimo plynou néasledujici
vztahy: ' ‘
e + e W
BRI

e —e W

sing0:Imew: 2
7

cosp = Ree'¥ =

1.3 Matematicka vsuvka: Obycejné linearni diferencialni rov-
nice s konstantnimi koeficienty

Uvazujme nésledujici diferencidlni rovnici pro funkci z(t)
anz™ + ap_12" Y £+ agd + ard + agr = 0, (1.5)

kde koeficienty a; € R jsou realné konstanty, a, # 0. Redeni hledejme ve tvaru z(t) = e*. Po
dosazeni do (1.5) (a vykraceni e*) obdrzime tzv. charakteristicky polynom této rovnice

A A" + p_1Ap—1 +...—i—a2)\2 4+ aiA+ag=0. (16)

Necht A je kofen tohoto polynomu s redlnymi koeficienty, pak i A je kofen. Tzn. bud je
X € R anebo jsou kofeny komplexné sdruzend dvojice A, A € C.

Pokud jsou vSechny kofeny navzdjem ruzné (maji ndsobnost jedna) dostavame tzv. funda-
mentdlni systém Tesend

{e’\lt,eAQt, .. .,e/\"t}, (1.7)

jelikoZ je polynom (1.6) stupné n, méame n fundamentalnich Fegeni®.

Princip superpozice. Je-1i x1(t), x2(t) FeSeni rovnice (1.5), pak je feSenim i cix1(t) + cowa(t),
kde ¢; a ¢ jsou libovolné konstanty (obecné komplexni).
Obecné feseni rovnice (1.5) je obecnd komplexni linedrni kombinace fundamentélnich feseni:

z(t) = c1eM 4+ et + .+ cpetnt (1.8)

Komplexni a redlnd tedend. Je-li z(t) FeSeni rovnice (1.5), pak je feSenim i Z(t), Rex(t) a
Imz(t). Pokud tedy mame komplexni fundamentalni feSeni (pfislusné komplexné sdruzenym
kofentim \ = a + ib, A = a — ib) e a eM, mizeme pfejit k redlnym fundamentalnim fesenfm:

et —e
= e cos bt, ImeM = ———— = ¢ sinbt. (1.9)

Ny Mty Mt
eet = —— -
21

R

Toto je ekvivalentni restrikci komplexnich integracnich konstant podminkou ¢y = ¢; v linedrni
kombinaci ¢1eM + coe.
Obecné redlné feseni je pak redlnou linedrni kombinaci redlnych fundamentalnich feseni.

3Pokud je X kofen s ndsobnost{ k, pak tomuto kofenu piislusf k& fundamentalnich fesenf tvaru

«[eMJE(a)‘t7 .. ,tkilem}.



Pocatecni podminky. Obecné feseni obycejné diferencidlni rovnice n-tého fadu (tzn. nejvyssi
obsazena derivace je n-tého fadu) je zavislé na n integrac¢nich konstantich. Tyto se urcuji z
pocatecnich podminek. Typicky zaddnim hodnot nulté az n — 1 derivace v daném case tg:

2(to) =0, a(te) =vo, ..., a™D(te) ="V, (1.10)

Nehomogenni rovnice. Obecné feSeni, které jsme napsali, bylo reseni tzv. homogenni rovnice
— rovnice s nulovou pravou stranou. Pokud na pravou stranu piriddme zadanou funkci f(¢),

an®™ + an 2 £ agd 4 ard + agr = f(t), (1.11)

hovoifme o tzv. nehomogenni rovnici. Reseni nehomogenni rovnice se z linearity d& rozdélit na
dvé césti:
Z(t) = Tpom(t) + Tpare (T). (1.12)

Cast Tyem(t) je TeSeni plvodni rovnice s nulovou pravou stranu. Cast z,..(t) je libovolné
(konkrétni) feSeni splitujici rovnici s pravou stranou (1.11), funkei z,.,.(t) nazyvame partikuldrni
resent.

Harmonicky oscildtor. Pro rovnici harmonického oscildtoru (1.1) je charakteristicky po-
lynom tvaru

M4wr=0 (1.13)
s kofeny ;2 = Fiw a fundamentdlnim systémem reSeni
{et =ity (1.14)
Obecné komplexni feseni je tedy tvaru
z(t) = ¢t 4 cpe ™1, (1.15)
K redlnému feseni piejdeme aplikaci Re a Im na jedno z Feseni (napi. ¢™!) anebo restrikei
konstant c¢; a ¢y podminkou ¢; = é3 = a_zib:

. , 1 ; 1 ;
z(t) = aRee™" +bIme™! = acoswt + bsinwt = 5(@ —ib)e™" + i(a +ib)e ™t (1.16)

Pocateéni podminky vedouci na konkrétni fesSeni jsou obvykle pocatecni poloha a pocatecni
rychlost v ¢ase t = O:
x(0) = xo, %(0) = vo. (1.17)

1.4 Matematicka vsuvka: Stredni hodnoty

Mégjme funkci f(z) : R — R. Jeji sttedni hodnota v intervalu (z1, z2) je definovana jako

<f><$1,:v2> = ! / 2 f(z) dz.

T2 — I T

Lze definovat stiedni hodnotu pies celé R limitnim pfechodem

Pokud je funkce f periodickd s periodou L, je jeji stfedni hodnota ddna jako stfedni hodnota
pfes libovolny interval délky L:

1 z+L
() =DNaerr) = L/ f(2') da, kde 2 € R je libovolné.

Plati 1
(sinwt) = (coswt) = 0, (sin® wt) = (cos® wt) = 3 (1.18)



1.5 Tlumeny harmonicky oscilator
Rovnice harmonického oscilatoru s tlumenim je
i+ 204 4+ wiz = 0. (1.19)

Nékdy se zavadi oznaceni I' = 24, kde ¢ je tzv. dekrement utlumu. PFedpokladame feSeni tvaru
z(t) = e, charakteristicky polynom je pak tvaru

A2 4 260 + wi = 0. (1.20)

Uvazujeme-li malé (tzv. podkritické) tlumeni § < wp, potom resenim (1.20) je dvojice kom-

plexné sdruzenych korenu
A2 = —0 tiy/wd — 42 (1.21)

Vysledné komplexni a redlné feseni tedy je

z(t) = e (clem + CQG_M) , z(t) = e (acoswt + bsinwt) (1.22)
kde jsme definovali w = \/wg — 62.

1.6 Buzeny harmonicky oscilator

Rovnici buzeného harmonického oscilatoru ziskame pfidanim budici sily na pravou stranu rov-
nice tlumeného oscilatoru:
&+ 204 + wix = B(t) (1.23)

Uvazujme harmonickou budici ,silu“ B(t) = B cos(Qt), resp. jeji komplexni tvar
B(t) = B, BeR. (1.24)

Hledejme pouze partikularni feseni této rovnice, které bude predstavovat ustdleny stav
kmitani buzeného harmonického oscilatoru. Vzhledem ke komplexifikaci budici sily bude toto
feSeni také komplexni. Pokud vezmeme jeho redlnou ¢ast, dostaneme feSeni pro puvodni redlnou
budici silu. Predpoklddejme feSeni ve tvaru

i(t) = Ae™™, (1.25)
kde A € C. Miizeme psat ¢islo A v goniometrickém tvaru, A = |Ale™%, a tedy
B(t) = |Ale! (¥ (1.26)

kde |A| predstavuje amplitudu vynucenych kmitu a ¢ je fazové zpozdéni kmitu za budici silou.
Po dosazeni naseho ansatzu (1.25) do rovnice (1.23) dostaneme

A(i2)* + 20 A(iQ) + wi A = B, (1.27)
z tohoto vztahu trividlné vyjadiime komplexni amplitudu A:

B

A= .
wg — Q2 + 2i6Q

(1.28)

4Slovo sfla je v uvozovkéch, jelikoz veli¢ina B(t) mé rozmér zrychleni, jelikoz v diferencidlni rovnici mame
osamostatnén ¢len .



Amplituda vynucenych kmitu |A| je

_ B
1Al = VAA = N (1.29)

Déle oznacime C' a —D jako redlnou a imagindrni ¢ast A, A = C — iD. Vyraz pro A rozsitime
komplexné sdruzenym jmenovatelem a obdrzime

w% — 02 —2i6Q

A= B(W8 — 0P £ 4020 =C—1iD. (1.30)
Nyni snadno zapiseme koeficienty C' a D:
wg — Q2 262
C= X B, D= B. 1.31
(wg — Q2)2 4 452027 (wg — Q2)2 4 46202 ( )

Koeficient C' se nazyva elastickd amplituda a koeficient D absorpéni amplituda. Realné feseni
je pak tvaru

z(t) = Re [#(t)] = Re [(C — iD)e™] = |A| cos(% — @) = C cos Ut + D sin Qt. (1.32)

y ACD

=Y

Obrazek 1.2: Na obrazku jsou zndzornéné rezonanc¢ni kiivky harmonického oscildtoru buzeného harmo-
nickou budici silou. Cerné je zobrazena celkova amplituda A, ¢ervené absorpéni amplituda D, modie
elastickd amplituda C. Maximum amplitudy A je oznaceno €2, = /w3 — 262 < wo.

Pro fdzové zpozdéni vybuzenych kmiti mame vztah

-D D 2002

Vigkon doddvany budici silou. Pro¢ maji koeficienty C' a D ndzev elastickd a absorpéni am-
plituda? Studujme vykon, ktery do systému doddva budici sila. Nechf je uvaZovany fyzikaln{
systém kmitajictho zavazi na pruziné s tlumenim. Okamzita hodnota mechanického vykonu je
P(t) = F(t)v(t), kde F(t) = mB(t). Po dosazeni vyrazu pro B(t) a v(t) mame

P(t) = F(t)v(t) = mBcosQt (—CQsin Qt + DQ cos Qt) . (1.34)

Pokud nyni spo¢teme ¢asovou stiedni hodnotu tohoto vykonu (pies jednu periodu) dostaneme
vysledek

Py = %mB ap. (1.35)
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Casové stiedni hodnota dodévaného vykonu je tedy imérnd pouze absorpéni amplitudé D.
Vykon odpovidajici elastické amplitudé C' se pouze preléva ze zdroje budici sily do buzeného
systému a zpét tak, ze v pruméru nedochézi k prenosu energie. Chceme-li do systému dodéavat
co nejvice energie, budime systém na frekvenci, ktera odpovidda maximu absorpéni amplitudy
C.

Celkovd energie oscildtoru. Okamzitd hodnota energie oscilatoru je dana souctem jeho kine-
tické a potencialni energie:

1 1,

1
E(t) = §mv(t)2 + imwox(t)Q = §m|A|2 (92 sin?(Qt — o) + wd cos?(Qt — ®)). (1.36)

Pokud opét vypocteme casovou stifedni hodnotu pres jednu periodu ziskdme
1 2 (02 2

Vidime tedy, ze celkové energie je imérna celkové amplitudé kmitéani. Chceme-li naakumulovat
co nejvetsi energii v oscildtoru (jev rezonance), budime systém na frekvenci, kterd odpovidd
maximu celkové amplitudy |A|.

Maximum amplitudy |A| se nachdzi v bodé €, = \/wg — 262, priblizné hodnota maxima
amplitudy C je v bodé® Q¢ ~ y/wg — §2. Pro malé hodnoty tlumeni § miZeme uvazovat Q4 =
QC =~ Wo-

Faktor kvality (&initel jakosti). Casto se zavadi veli¢ina tzv. faktoru kvality,

() _, (B)
(P)Ty (Eo)’

Q=2r (1.38)

kterd (az na ndsobek 27) udavé, kolika nasobek energie dodané za jednu periodu kmitani (Ep)
je ulozeno v kmitajicim systému.

Piiklad. Bezdrdtové nabijeni. Schéma bezdratového nabijectho obvodu je na obrazku 1.3.
Budici sila je vytvafend nabijeci stanici s vysilaci civkou, ktera vlivem vzdjemné indukénosti
budi napéti v civce L v nabijecim RLC obvodu. Odpor R reprezentuje nabijeny spotiebic.
Vyladénim budici frekvence napéti U(t) do blizkosti rezonance v nabijecim obvodu zpusobi
nejen nejvetsi prenos energie (maximum absorpéni amplitudy C') ale také nejvétsi amplitudu
napéti v nabijecim obvodu (maximum celkové amplitudy |A]).

C
B — F

U() — D
— R

Obrézek 1.3: Princip bezdratového nabijeni.

ac

SPtesnd hodnota je dand feSenfm rovnice 96 = 0 s vysledkem

\/w§—252+2 wg — 02w + 54
7 .

Qc =
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1.7 Kmity soustav s n stupni volnosti

Pifejdéme nyni k soustavam s vice stupni volnosti. Harmonicky oscilator mél jeden stupen vol-
nosti — jeho poloha byla popsana jedinou soufadnici . Pro systém s n stupni volnosti popiSeme
jeho polohu kartézskymi souradnicemi & = (z1,...,zy).

Opét budeme uvazovat jednoduché mechanické modely jako napfiklad systém dvou zavazi
na pruzinédch jako na obrézku 1.4 popsany dvojici souradnic Z = (21, x2). Anebo dvojici kyvadel
spojenou pruzinou jako na obrazku 1.5 vyzadujici ¢tyii souradnice & = (x1, x2, T3, 4).

01 z1 O3 €2

Obrazek 1.4: Dvé podélné kmitajici zavazi na pruzinach.

€2 X4

O12 T1 O34 3

Obrézek 1.5: Dvé kyvadla spojend pruzinou.

Uvazujme Newtonovy pohybové rovnice obecného systému tvaru

ou
8952- ’

m;&; = F; = — 1€ {1,...,n}, (1.39)
kde m; je vzdy hmotnost télesa piislusnd souiadnici x; a kde sily v systému jsou popsané
potencidlni funkci U(xy, ..., zy).

Budeme se zabyvat pohybem (tzn. feSenim pohybovych rovnic) téchto soustav v okoli stabilni
rovnovadzné polohy.

Definice. Rovnovdznd poloha je takova poloha #y systému, pro niz plati F;(Zp) = 0 pro
Vi e {1,...,n}, tzn. v této poloze nepusobi zadné sily (byl-li systém v bodé &y v klidu, tak na
této pozici setrva nadéle). Sily jsou nulové pravé tehdy, kdyz ma potenciédl v bodé Zy staciondrni
bod, tzn.

ou
=0, Vie{l,...,n}. (1.40)
Definice. Stabilni rovnovdznd poloha je takova rovnovazna poloha, kde je matice
0*U
= (1.41)
aa?iaxj F=7o

pozitivné definitni. Jinymi slovy mé potencidl v bodé Ty lokdlni minimum. Ze zdménnosti
parcidlnich derivaci je tato matice symetrickd U;; = Uj;.

Metoda na feseni pohybovych rovnic, kterd bude popsand nize, mé jeden technicky pozadavek
— je tfeba, aby rovnovazna poloha lezela v poc¢atku souradnic. Toho docilime zavedenim novych
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soufadnic £ substituci & = ¥ — Zp, kde &g jsou konstantni souradnice zvolené stabilni rovnovazné
polohy. Dosazenim této substituce do rovnic (1.39) mame na levé strané trividlné

2 .
Na pravé strané musime provést substituci ve funkci potencidlu U(Z):
U(E) :=U o Z(&) = U+ Zo), (1.43)

kde jsme definovali novou funkci U proménnych €. Inverzni vztah je U(Z) = U(Z — &), po
derivaci této rovnosti (kde na pravé strané mame derivaci slozené funkce) dostaneme (s vyuzitim
Einsteinova sumacniho pravidla)

oU oU 9¢;  oU oU

o~ 06 00, 067 " o5 (149

Pohybova rovnice mé tedy stejny tvar jako v puvodnich soufadnicich Z:

. oU

1.7.1 Aproximace malych kmitia

Pro obecny potencidl mohou byt rovnice (1.45) velmi obtizné fesitelné. My se uchylime k apro-
ximaci tzv. malych kmitu — budeme studovat chovani systému v blizkosti rovnovazné polohy.
Toho docilime rozvojem funkce potencidlu U do Taylorovy fady® (okolo rovnovazné polohy,
tedy okolo bodu 5 = 0) a ponechdme si pouze prvni nenulovy ¢len.

- - " U
U(€)=U(0)+;agﬂ Z 8&%

Zkoumejme nyni jednotlivé fady rozvoje. Nulty fdd pfedstavuje hodnotu potencidlu v rov-
novazné poloze Uy = (7(0) Tuto muzeme volit nulovou, Uy := 0, jelikoz posun potencialu o kon-
stantu nijak nevstupuje do pohybovych rovnic. Derivace v prvnim fadu predstavuje piredstavuje
(minus) silu vyé¢islenou v rovnovézné poloze,

: ﬁlfj + ... (1.46)

oU

RO=" 5

(1.47)
5:
ale ta je z definice rovnovazné polohy nulova! Prvni nenulovy fad je tedy ten druhy. Ozna¢ime-li
matici U jako

0*U
9&i0¢;

(coz je konstantni ¢iselnd matice), kterou budeme nazyvat matici potencidlni energie, muzeme
potencial U psat ve tvaru

Ui]’ =

(1.48)

—

U(€) = % Uit + - (1.49)

1,j=1

5Srovnej s Taylorovym rozvojem funkce jedné proménné! Pro funkci f(z) okolo bodu 0 m4 néasledujici tvar:

2
Z—f :EQ—&—.A.

=0

T+

f@) =10+ L el

T ’z:()
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kde tfemi teckami naznacujeme vyssi fady Taylorova rozvoje, které v aproximaxi malych kmiti
zanedbdvame. Matice U je vlivem zdménnosti parcidlnich derivaci symetrickd, U;; = Uj;. Li-
bovolné slozitou funkei potencidlu U jsme nahradili kvadratickym polynomem ve vychylkéch z
rovnovazné polohy E

Dosad'me nyni aproximovany potencidl (1.49) do pravé strany pohybovych rovnic (1.47) a
upravujme (za pouziti Einsteinova sumac¢niho pravidla):

_oU _ 9 (1
g 04

1 1
- <2Ujk€j€k> = 5 Ui (03&k +&0ik) = 5 (U + Usi&y) = Uiy, (1.50)
kde jsme v posledni rovnosti pouzili symetrii matice U (a pfejmenovani s¢itactho indexu). Apro-
ximaci potencidlu jsme docilili toho, ze jsou pohybové rovnice linedrns!

n
mi&i + > Uyé; = 0. (1.51)
j=1
Zavedeme-li jesté matici T = diag (myq,...,my), kterou budeme nazyvat matici kinetické ener-
gie”, mizeme psat
n
> (Tz‘jﬁj + Uijﬁj) =0,
j=1
nebo zapsano maticové
TE + UE = 0. (1.52)

Toto je findlni tvar® pohybovych rovnic, které nyni budeme fesit. Matice T a U jsou symetrické
pozitivné definitni konstantni matice.

1.7.2 Metoda mdédua

Intuitivné ocekdvame, ze ptfi malém vychyleni systému ze stabilni rovnovazné polohy bude
systém okolo této polohy oscilovat. Zkusme piredpokladat feseni obsahujici harmonické kmitani
e™! (pro zatim neurcenou tihlovou frekvenci w). Uvazujme vektorovou funkei tvaru

£(t) = ae™, (1.53)

kde @ € R" je konstantni vektor. Tomuto tvaru feSeni se fika mdd. VSechny Casti systému
kmitaji se stejnou thlovou frekvenci w a se stejnou fazi. Redlna feseni pak dostaneme napft.
zapusobenim Re a Im na ziskané komplexni feseni. Dosazenim do rovnic (1.52) dostaneme

(Ta(iw)? + Ua)e™t = 0. (1.54)

Po tpravé a vykraceni e

(U—-w?T) @ =0. (1.55)

Samoziejmé pozadujeme netrividlni (nenulové) feSeni, takze hleddme takové frekvence w, aby
tiloha méla za feseni nenulovy vektor @. Pokud rovnici vynasobime T~! a oznaéime A = T~'U
a A = w?, dostaneme tvar

(A— )@ = 0. (1.56)

"Kinetickou energii systému muzeme psat jako

1 < . 1 < ..
Tzii;mié?:i > Ty

ij=1
8 Jesté bychom rovnice mohli vynésobit T~ a dostat tvar € + (']I‘flTU)E: 0.
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Jedn4 se tedy o 1lohu nalezeni vlastnich éisel a k nim piislusnych vlastnich vektora matice A.
Postupujeme tedy stejné jako v linearni algebie. Pozadavek nenulovosti vektoru @ je pozadavek
na nenulovost jadra operatoru U—w?T, ktery je ekvivalentni s jeho singuldrnosti, kterou snadno
zajistime nulovym determinantem:

det (U — w?T) = 0. (1.57)
Této rovnici se ¥ikd sekuldrni rovnice. Na levé strané je polynom n-tého stupné v proménné w?.
Kofeny tohoto polynomu oznaéme w?, k € {1,...,n}. Pislusné vektory jadra k témto vlastnim
¢islum oznacime @y, tzn. feSime rovnice
(U — wiT) ai = 0. (1.58)
Pro dany mdd je obecnym feSenim linedrni superpozice
&(t) = @y, (cleiwkt + cze_i“”“t) : (1.59)
Piejdeme-li k redlnému feseni (volbou ¢y = ¢1):
& (t) = Ady, cos(wyt + ). (1.60)
Obecné feseni nalezené metodou maédu je pak linedrni superpozice viech moédu:
n
£t) = Z Ay, cos(wgt + pr). (1.61)
k=1

Konstanty thlovych rychlosti wy a vektoru amplitud dy jsou dané fyzikdlnim systémem, tzn.
napiiklad hmotnostmi jednotlivych zavazi a tuhostmi jednotlivych pruzin. Integra¢ni konstanty
amplitudy méda Ax a fdzovych posuvu ¢y jsou dané poc¢atetnimi podminkami, tzn. naptiklad
pocatecnimi polohami a rychlostmi jednotlivych zavazi.

Jelikoz hleddme kofeny tvaru w?, potfebujeme, aby tyto vychéazely kladné. To je zajisténo,
pokud jsou matice T a U pozitivné definitni. Pro fyzikdlni systémy, které vychylujeme ze stabilni
rovnovazné polohy, je toto vzdy splnéno.

Muze se stat, ze nékteré wy je ndsobnym kofenem sekuldrni rovnice. Pak se jednd o tzv.
degenerovanou ulohu. Nestane se ovSem nic jiného nez to, ze piislusné uhlové frekvenci wy
prislusi vice linedrné nezavislych vektort poméru amplitud @ (tzn. pro dané wy, je jadro matice
U — w2T vicedimenzionalnf).

1.7.3 Kucharka

Rychle zopakujme kroky, kterymi se dostaneme k obecnému feseni metodou médu.
1. Zavedu soufadnice E = (&1,...,&) € R™, které odméiuji vychylku z rovnovézné polohy.

2. Napisi pohybové rovnice ve tvaru ’]I‘g + Ug =0, kde T,U € R™" jsou symetrické konstantni
matice. Pokud nutno, pouziji aproximaci malych kmitu.

3. Predpokladam feseni ve tvaru 5 (t) = @e™*, @ € R™ je konstantni vektor poméri amplitud.

4. Dosadim do pohybovych rovnic a pozaduji netrivialitu feSeni, tzn. @ # 0. Dostanu (U — wz’]I‘) a=

0. Tyto podminky vedou na tzv. sekuldrni rovnici ‘[U — wQT’ =0.

5. Sekuldrni rovnice je polynom n-tého stupné v w?. Najdu pifslusné kofeny w,%. K nim najdu
prislusné vlastni vektory dj jako feSeni rce (U — w,%’]l‘) ar = 0.

6. Obecné feseni pohybu je pak tvaru

£(t) = Z A, cos (wit + ¢r) -
k=1
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1.8 Normalni souradnice

Polohu nageho fyzikalniho systému reprezentujeme n-tici soufadnic { Misto toho, abychom si
tuto polohu predstavovali napiiklad u mechanického systému jako konkrétni pozici jednotlivych
téles, zavedeme si abstraktni pojem konfiguracniho prostoru C. Ten bude predstavovat abstraktni
mnozinu v8ech moznych poloh daného fyzikdlniho systému. Kazdy bod p € C pak pfedstavuje
konkrétni polohu naptiklad zavazi a pruzinek.

V nasem piipadé je situace pomérné jednoducha. Nase soutadnice { € R™ odméiuji vychylku
téles z rovnovazné pozice a tim jednoznacéné urcuji polohu téchto téles. Za konfiguracni prostor
tedy miizeme povazovat pifmo prostor souiadnic’, C = R™. Na obrazku 1.6 je jako piiklad
znazornén konfiguraéni prostor pro jednoduchy mechanicky systém.

A g

e (&1,62)

i

§

01 ¢ 02 &o

(a) Fyzikalni systém.
(b) Abstraktni konfigura¢ni prostor C = R2.

Obréazek 1.6: Konfiguracni prostor pro podélné kmitajici systém dvou zavazi a t¥i pruzinek.

Normdlni souradnice 7] € R™ jsou definované tak, ze kmita-li systém v i-tém maédu plati
n; = Acos(wit + ¢), e =0, k#i. (1.62)

Tohoto chovéni docilime, namifime-li nové souradné osy n; ve smérech vektoru a@; (puvodni
soufadné osy miti ve smérech vektoru standardni baze €; = (0,...,0,1,0,...,0)). Reprezentace
i-tého médu v puvodnich a normélnich souradnicich tedy je

&(t) = Ad; cos(wit + ), j(t) = A€ cos(wit + ¢). (1.63)

Transformaé¢ni vztah mezi pivodnimi soufadnicemi £ a norméalnimi soufadnicemi 77 vypada
nésledovné:

£ = A, (1.64)
kde matice A,

A=(la] ... & ], (1.65)

je matice tvorend sloupcovymi vektory @;. Tento transformacéni vztah ma presné vlastnost po-

—

psanou vyse — pievadi feseni tvaru (1.63) pro 7j(t) na £(¢).

9Samoziejmé zélezi, jestli ddva smysl volit zcela libovolnou polohu 5 € R". Napf. v aproximaci malych kmitu
vyzadujeme, aby £ bylo blizko 0. Muzeme se na to ale také divat tak, ze v aproximaci malych kmita jsme dostali
matematické pohybové rovnice, které dédvaji (matematicky) smysl pro jakékoliv £ € R".
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V normaélnich soufadnicich jsou pohybové rovnice tvaru
ik + wik = 0, (1.66)

tzn. systém se z matematického hlediska jevi jako soubor n nezavislych harmonickych oscilatort.

Takto definované normélni soutadnice jesté pordad nejsou dané jednoznaéné. Mame volnost
ve vybéru vektoru @; — muzeme je ndsobit libovolnymi (nenulovymi) konstantami. Dodejme
proto normaliza¢ni podminku

arma; =1, Yie{l,...,n}. (1.67)
Tato nam fixuje velikost vektoru a;.
Definice: Necht @;,i € {1,...,n} jsou vlastni vektory tlohy (U — w?T)a@ = 0 normalizované
podminkou @ Ta; = 1,i € {1,...,n}. Normdlni souradnice 1j jsou definované vztahem
£ = A, (1.68)

kde A je matice definovand v (1.65).
V téchto soutadnicich plati

ATTA =1, ATUA = diag(w?,...,w?), (1.69)

n

viz dalsi kapitola.

Piiklad. Ilustrujme pojem normalnich soufadnic na piikladé podélnych kmiti dvou zavazi
na tfech pruzinkach (viz obrazek 1.6). Obecné feseni je tvaru (pro m; = mg = m, k; = ka =
ks = k):

() = Ay ( ! ) cos(wit + o1) + As ( . ) cos(wat + @a). (1.70)

Pokud vybudime prvni méd, bude systém opisovat isecku ve sméru vektoru dy; analogicky
pokud vybudime druhy méd. Viz obrazek 1.7.

A To 1)
62 ag
>
1 1
C_L'l (_7:1
(a) Kmitdn{ systému v prvnim médu. (b) Kmitdn{ systému v druhém médu.

Obrézek 1.7: Schematicky zakreslené trajektorie v konfiguraénim prostoru systému kmitajicim v jednot-
livych médech.

Chteéli bychom nyni zavést nové souradnice (11,72), které budou mit takovou vlastnost, ze
kmité-li systém v prvnim médu, tak cely pohyb bude popisovat pouze soufadnice 777 a druhd
soufadnice 72 bude nulova. Analogicky pro systém vybuzeny do druhého médu, pak chceme
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n1 = 0 a pouze 12 popisujici polohu systému. Podivame-li se znovu na obrazek 1.7, vidime, ze
staci vést nové soufadné osy ve smérech vektoru dq a ds, coz je znazornéno na obrazku 1.8.

Ao,
\\ /(
N s 72
N ’
AN - e
\ €9 o
AN
N A a9
N
N
N
»r—>
, =
s €1 T
7/
’
7/
, —
v a1 ~
s N
’ AN/t
7/ N
, 4

Obrézek 1.8: Normdlni souradnice (71, 72) mifici ve smérech vektorti poméru amplitud @; a dy. Bazické
vektory €1 a €3 mitici ve smérech os 1 a xs.

Chceme tedy pfejit od soutadnic & = (z1,22) k novym soutadnicim 77 = (n1,72) pomoci
matice prechodu A definované jako & = A7 (a tedy také 7= A~1%).

Potiebujeme matici A takovou, Ze kdy7 ji predhodime soutadnice 77 = (1,0)7, tak dostaneme
vektor @; a kdyz vektor 77 = (0,1)7, tak dostaneme vektor @,. Tuto podminku zjevné spliuje

nésledujici matice
P = ((al) (@)) - <_11 1) , (1.71)

tzn. do sloupct ddme jednotlivé vektory @;. Rozepsano po slozkéch (do jednotlivych souradnic)

mame

T1 — T2 1+ 22
2 ) 2 = 9

V téchto normalnich soutadnicich vypada pohyb systému nasledovné:

i) = @8) _ A (é) cos(wit+ 1) + As (i’) cos(wat +p2) = CE EEZEZ;EiZZ;D (1.73)

V tomto piikladu jsme pro jednoduchost vynechali krok s normalizaci vektoru d.

(1.72)

r1=m+mn2, T2=-—m1+n2, n =

1.9 Malé kmity teoreticky

V této kapitole odpovime na nékolik vtiravych otazek. Budou vlastni ¢isla A\, = wz vzdy realnd
a kladna? Budeme mit vzdy tolik vlastnich vektoru, aby vytvofily bazi R™? Jaktoze prechod k
norméalnim soufadnicim soucasné diagonalizuje matice T a U?
V 1tloze malych kmitu pracujeme se soufadnicemi é’ € R™. Uvazujme tento prostor jako
vektorovy prostor V' = R" dimenze n. V ném mame standardni bézi & = (&)}, kde
& =1(0,...,0, 1 ,0,...0)T. (1.74)

~—~
i-t4 slozka

Definujme nyni bilinedrni formy 7" a U,

T:VxV SR, U:VxV R, (1.75)
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tak, ze (T)e = T a (U)g = U, tzn. aby matice téchto bilinedrnich forem! ve standardni bazi

& byly pravé matice kinetické a potencidlni energie. Jelikoz matice T je pozitivné definitni,
tak je pozitivné definitni i forma 7. Symetricka pozitivné definitni bilinedrn{ forma T definuje
skalarni souc¢in na V, (o o>T Oznacme hbovolnou ortonormdlni bazi (dle skaldrniho sou¢inu

T) F = (f)iy. Ten. {fi, fi)r = T(fi, f;) =

Vztah mezi bazemi £ a F je dany nasledovné pomoci regularni matice prechodu S,
n
fi= ZSngj (1'76)
j=1

tento vztah definuje matici S). Pfi pfechodu mezi bazemi se matice bilinedrnich forem trans-
]
formujf

(B)r = ST(B)¢S. (1.77)

Konkrétné pro bilinedrni formy 7" a U:
(Mr=8"Ts=1, (U)r=s'US. (1.78)

Jelikoz F je ON bdze vzhledem k T, je matice (T)r jednotkovd. Z transformacnfho vztahu
formy T miizeme vyjadiit T SST Oznatme U = (U)x, tato matice je symetricka,

U7 = (sTus)’ =sTur's =sTUS =T, (1.79)

(aredlnd). Teorie linedrni algebry fikd, Ze symetrickd matice mé redlnd vlastni ¢isla A a lze zvolit
vektory @y, z vlastnich podprostort tak, aby tvorily ortonormalni bézi A = (a@;)}_; vektorového
prostoru V' vzhledem ke skaldrnimu soucinu 7. Jelikoz je forma U pozitivné definitni, vSechna
jeji vlastni ¢isla musi byt kladna, \; = %2 > 0.

Zde jsme hledali vlastn{ ¢isla matice U, tzn. fesili jsme tlohu

U@)r=Na)r — STUS(@@r=A\a)zr. (1.80)

(symbolem (@) vyznacujeme, Ze FeSenim téchto linearnich rovnic jsou slozky vektoru @ v bazi
F). Po vynasobeni této rovnice matici S mame

SSTU(S(@)r) = A(S(@)F) — T 'US@)rF) =A(S(@)7F) . (1.81)

Pro transformaé¢ni vztah vektori mezi bazemi £ a F plati (7)) = S™1(¥)g. Slozky vektort ve
standardn{ bdzi R™ budeme znacit pouze ¥. Tzn. S(@)r = @ a z rovnice (1.80) tedy plyne

T 'Ud=Xa < (U-AT)d=0. (1.82)

Tim jsme ukazali, ze vektory @ nalezené v metodé médu nejsou nic jiného nez slozkové vyjadient
abstraktnich vektort @ ve standardni bazi £ ve vektorovém prostoru vybaveném formami 7" a
U.

V bazi A = (@;)}_, je (T')a =1, jelikoz je to ON baze ((@;,d;)r = 0;;), a zaroven (U)4 =
diag (A1,...,An), jelikoz je to baze tvorend vlastnimi vektory formy U. Definujeme-li matici
prechodu A jako

n
i = Ajij, (1.83)
j=1

0Matice bilinedrn{ formy B v bézi £ = (&), je definovéna jako (B)e = B;; = B(&;, €;).
1T ibovolnou, ale danou. Tato béze bude pouze pomocné v nasem snazeni.

19



pak bude platit
ATTA =1,  ATUA = diag(w?,...,w?). (1.84)

n

Standardni béze mé slozky (€;)r = d;x, po dosazeni do definice matice prechodu A (1.83) méme
(@)k = Aks, (1.85)

tedy ze matici A ziskdme tak, ze vektory @ (resp. jejich slozky ve standardni bézi) naskladdame
vedle sebe do sloupci:

A=la| ... |a|]. (1.86)

1.10 Tlumené malé kmity

Pohybové rovnice s tlumenim ) ‘

TE 4+ TE+ UE =0, (1.87)
kde matice tlumeni I' je symetrickd, I'" = I, pozitivné definitni (a redlnd). Typicky I' =
diag (241, ...,2d,).

Uvazujme opét ansatz v podobé médu £(t) = deM, kde @ € C" je konstantni (obecné
komplexni) vektor. Dosazenim dostanu tzv. kvadratickou tilohu vlastnich ¢isel

(MT+Ar+U)a=0 (1.88)

vedouci na sekuldrni rovnici

det (AT + A + U) =0, (1.89)

kde leva strana je polynom stupné 2n. Pfi dostatecné slabém tlumeni jsou koteny komplexni. Je-
likoz mame polynom s realnymi koeficienty, jsou kofeny tvorené dvojicemi komplexné sdruzenych
kofent (je-li A kofen, pak je i A koien). Ke komplexné sdruzenému kofenu A pifslusi komplexné
sdruzeny vektor @. Mame tedy vzdy dvojice feSeni

@) =aeM, &) =ae. (1.90)

Uvazujme obecnou linedrni kombinaci téchto feseni (kterd Je z linearity pohybovych rovnic také
feseni) pro dany kotfen A (a k nému komplexné sdruzeny A:

£(t) = crae™ + coie. (1.91)

Zapiseme-li nyni A = —k +iw, kde k > 0, a slozky vektoru a; € C v goniometrickém tvaru jako
aj = |aj|e'® dostaneme

&(t) = |aj|e_“t (clei(“t+o‘j) + CQe_i(Wt+aj)) . (1.92)

Pozadujeme-li redlné feSeni, pak opét plati podminka ¢y = ¢7. Stejnym zpusobem jako u feSeni
rovnice harmonického oscildtoru muzeme piejit k feSeni tvaru

&i(t) = Alajle™ " cos(wt + aj + ), (1.93)
kde konstanty A a ¢ (vzniklé z konstanty ¢; = a — ib) jsou dané pocdteénimi podminkami.

Vidime, Ze pro tlumeny systém obecné nekmitaji vSechny ¢asti systému ve fazi! Kazdy stupen
volnosti je fazové posunut o thel o;!
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Obecné feseni je pak ddno superpozici viech médu (kterych je n):

n
k) — k
&(t) = ZAk\ag- )]e “kt cos <wkt + oz§- ) 4 cpk> , (1.94)
k=1
kde jsme oznaéili jednotlivé kofeny jako Ay = —ky + iwg a k nim pifslusnd vlastnf ésla jako @)

(k)
(k) _ |a§'k)|ezo¢j )

a jejich slozky a;

1.11 Buzené malé kmity

Nyni uvazujeme pohybové rovnice tlumenych malych kmiti s nenulovou pravou tvarou ve tvaru
harmonické budici sily

TE 4+ D€ 4 UE = Fe™, (1.95)

kde F' € C™. ZapiSeme-li F; = |Fj|e"¥ mlizeme interpretovat ¢isla | Fj| jako amplitudy budici sily
na jednotlivych stupnich volnosti a §; jako fazovy posun harmonické budici sily na jednotlivych
stupnich volnosti.
Uvazujme nyni ansatz
£t) = ae'™, (1.96)

ktery je kombinaci ansatzi z buzenych kmiti harmonického oscildtoru a z metody méda, @ € C™.
Po dosazeni do pohybovych rovnic dostaneme

(T +iQr + U)d = F. (1.97)
Vektor @ pak z predchozi rovnice ziskdme jednoduse inverzi matice A = —Q2T + QI + U:
i=(—Q*T +iQl +U) "' F. (1.98)

Tato inverze existuje, jelikoz determinant matice A je nenulovy. Pro¢ tomu tak je? Matice A
je vlastné matice v rovnici (1.89), kdyz nahradime A = i€). Pro slabé tlumeni existuji pouze
komplexni kofeny A s nenulovou redlnou ¢asti. Redlné Q (tzn. ryze imagindrni \) tedy nemuze
byt kofenem a tudiz musi byt det A nenulovy.

Vlastni feSeni pro realnou budici silu je pak

£i(t) =Re Uaﬂeiajeim] = |a;| cos(2t + o), (1.99)

kde jsme opét zapsali slozky vektoru @ v goniometrickém tvaru jako a; = |a;|e’. Cisla |a;| pak
predstavuji vybuzené amplitudy v jednotlivych stupnich volnosti a ¢isla o; pak fdzové posunuti
oproti budici sile (kterd sama o sobé mohla byt ruzné posunutd v jednotlivych stupnich volnosti
pomoci konstant 3;).

Piiklad. Uvazujeme opét podélné kmity dvou zdvazi na pruzinach se stejnymi hmotnostmi
téles a stejnymi tuhostmi pruzin. Tlumici matice bud T' = diag (7,7). Mame dva stupné volnosti
a budicf sila m4 dvé slozky F = (F}, Fy). Uvazujme 3; = 0 a tedy F; € R, i € {1,2}.

Na obrazcich 1.9, 1.10 a 1.11 jsou rezonanéni kiivky pro tfi rtuzné tvary budici sily F. Na
obrézcich jsou vyneseny absolutni hodnoty jednotlivych slozek vektoru @ = (ai, az). Cervené je
znézornéna slozka |a;| a modie slozka |asg|.

Uvédomme si, ze dva médy nebuzeného netlumeného systému maji tvary @ = (1,1) a @ =
(1,—1). V zavislosti na tvaru ,budiciho vektoru* F' se mohou vyskytovat anebo naopak chybét
rezonancni peaky nad jednotlivymi vlastnimi frekvencemi buzeného systému.
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Toto odlisuje jednotlivé obrazky. Na prvnim je budici sila nastavena tak, ze budi primérné
méd s vektorem @ = (1,1). Na druhém naopak pozorujeme rezonanéni peak nad médem s
a = (1,—1). Treti obrazek znazoriiuje situaci s budici silou, kterd ,nepreferuje“ ani jeden z
maodi.

k|a1|, |a2|

0

— ./ k 3k _
w1 =14/ m W2

Obrézek 1.9: Budicf sila tvaru F = (1;0,75) m4 rezonanc¢ni peak v blizkosti frekvence prvniho médu.

k|@1|a |a2|

| | »
‘ k ‘ 3k .
w1 = m ™ W2

Obrézek 1.10: Budici sila tvaru F = (1; —0.75) ma rezonanéni peak v blizkosti frekvence druhého médu.

k|a1|, |a2|

Q
| »
‘ k ‘ 3k o
w1 = m mzwg

Obrézek 1.11: Sila tvaru F = (1;0) dokéze vybudit oba mddy.
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