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Kapitola 1

Kmity soustav s koneénym poctem
stupnu volnosti

1.1 Harmonicky oscilator
Systém popsany rovnici harmonického oscildtoru,
i+ w?r =0, (1.1)

je nejjednodussim systémem vykazujici kmitavy pohyb. Tento matematicky model slouzi k vice
¢i méné presnému popisu rady fyzikalnich systému. Naptiklad pro popis kmitani zavazi hmot-

nosti m na pruziné tuhosti k,
. k
ma + kx =0, w=4/—, (1.2)
m

anebo pro popis pohybu matematického kyvadla v blizkosti rovnovazné polohy,

mlg + mge = 0, W=7 (1.3)
¢i pro popis prubéhu proudu v LC obvodu,
Litir—o0 L (1.4)
—_ = U, w = . .
C VLC

Riuzné fyzikdlni systémy tedy vedou na stejny matematicky popis jejich chovani. To je
charakteristické pro celou fadu vlnovych jevu, kterymi se budeme zabyvat. Typicky budeme
uvazovat néjaky konkrétni fyzikdlni systém, ¢asto mechanicky, vytvorime jeho matematicky
model a budeme zkoumat vlnové jevy, které z ného plynou. Ziskané poznatky pak budou mit
obecnou platnost pro jakykoliv systém chovajici se dle stejného matematického modelu.

1.2 Matematicka vsuvka: Komplexni ¢isla a exponenciala

Komplexni éislo z € C je ¢islo tvaru z = a + ib, kde a,b € R a ¢ je komplexni jednotka s
vlastnosti i2 = —1. Séitani a ndsobeni téchto ¢isel je definovano ,piirozenym zpiisobem*.

Komplexné sdruzené éislo z je ¢islo z = a—ib. Plati vzorec z1z2 = Zz1-Z3. Velikost komplexniho
¢isla je definovana jako |z| = va? + b2, tento vyraz je mozno zapsat jako |z| = v/zZ.
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Redlna a imaginarni ¢ast. Definujeme funkce Re : C — R a Im : C — R zvané redlna a
imaginarni ¢ast pomoci predpisi

Rez =a, Imz=1%

(pozor, imagindrni ¢dst neobsahuje komplexni jednotku!). Pokud je redlna ¢ast nulova, nazveme
¢islo ryze imagindrnim. Funkce Re a Im jsou rediné linedrni, tzn. plati

Re (21 + 22) = Re z1 + Re 29, Re(az) = aRez, aeR,

stejné pro Im. Pozor, Re (z122) # (Rez1)(Rezz) (stejné pro Im). Tyto funkce lze jednoduse
vyjadfit pomoci komplexniho sdruzeni:
z+2Zz z2—Z
Rez = ——, Imz=——.
ez 5 mz 5
Komplexni exponencidla. Uvazujme z = a + ib € C. Definujeme komplexni exponencialu

nasledujici vztahem:

e% 1= e = % = ¢ (cos b+ isinb).
Speciélni ptipad pro a =0, A
e = cosb+isinb, beR,
se nazyvé Eulertv vzorec!'. Plati [e?| = 1 a miizeme tedy psét |e?| = e®.
Goniometricky tvar komplexniho ¢isla. Kazdé komplexni ¢islo z € C muzeme zapsat ve
tvaru z = |z]e"?, ¢ € R. Cislu ¢ fikdme argument komplexniho ¢isla (toto ¢islo neni dané
jednoznac¢né, lze pricist libovolny celociselny ndsobek 27). Argument ¢ je feSenim rovnic

Rez . Imz
COSQ@ZW, Slngozw.

Tyto rovnice se ¢asto formélné? sdruzuji do rovnice

Im =z

Rez’

Gaussova (komplexni) rovina. Komplexni ¢isla muzeme reprezentovat jako body (dvou-

rozmérné) roviny, kde kartézské osy tvoii redlnd a imaginarni ¢ast komplexnich ¢isel, viz obrazek
1.1.

tgp =

Im z

(a) Kartézskd a goniometrickd reprezentace (b) Jednotkova kruznice v Gaussové rovingé
komplexniho &isla z zndzornéna v Gaussové ro-  tvorend komplexnimi &isly tvaru e'?, ¢ € R.
vineé.

Obrézek 1.1: Gaussova rovina slouzi ke grafickému znazornéni komplexnich ¢isel, kde na vodorovnou osu
vynéasime redlnou ¢ast a na svislou osu imaginarni ¢ast.

1Jehoz specidlnim piipadem je ,nejkrdsnéjsi matematicks identita“ e™ = —1.
2V tomto zapisu ztrdcime informaci o tom, zda ¢ € (0, 7) anebo ¢ € (m, 27).
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S¢itani komplexnich ¢isel mé pak geometricky vyznam séitani dvourozmérnych vektort
v Gaussové roviné. Cislo e'¥ predstavuje ¢islo na jednotkové kruznici. Intuitivni predstava o
nasobeni komplexnich ¢isel se ziskd z goniometrického zapisu:

2122 = | 21|97 |20]€%72 = |21 |20|el(P1 2.

Nésobeni éfslem e’ tedy piedstavuje rotaci o hel ¢ v komplexni roviné. Ndsoben{ ¢islem |z
predstavuje skalovani v této rovineé.

Komplexni zapis goniometrickych funkci. Z Eulerova vzorce piimo plynou néasledujici
vztahy: ' ‘
e + e W
BRI

e —e W

sing0:Imew: 2
7

cosp = Ree'¥ =

1.3 Matematicka vsuvka: Obycejné linearni diferencialni rov-
nice s konstantnimi koeficienty

Uvazujme nésledujici diferencidlni rovnici pro funkci z(t)
anz™ + ap_12" Y £+ agd + ard + agr = 0, (1.5)

kde koeficienty a; € R jsou realné konstanty, a, # 0. Redeni hledejme ve tvaru z(t) = e*. Po
dosazeni do (1.5) (a vykraceni e*) obdrzime tzv. charakteristicky polynom této rovnice

A A" + p_1Ap—1 +...—i—a2)\2 4+ aiA+ag=0. (16)

Necht A je kofen tohoto polynomu s redlnymi koeficienty, pak i A je kofen. Tzn. bud je
X € R anebo jsou kofeny komplexné sdruzend dvojice A, A € C.

Pokud jsou vSechny kofeny navzdjem ruzné (maji ndsobnost jedna) dostavame tzv. funda-
mentdlni systém Tesend

{e’\lt,eAQt, .. .,e/\"t}, (1.7)

jelikoZ je polynom (1.6) stupné n, méame n fundamentalnich Fegeni®.

Princip superpozice. Je-1i x1(t), x2(t) FeSeni rovnice (1.5), pak je feSenim i cix1(t) + cowa(t),
kde ¢; a ¢ jsou libovolné konstanty (obecné komplexni).
Obecné feseni rovnice (1.5) je obecnd komplexni linedrni kombinace fundamentélnich feseni:

z(t) = c1eM 4+ et + .+ cpetnt (1.8)

Komplexni a redlnd tedend. Je-li z(t) FeSeni rovnice (1.5), pak je feSenim i Z(t), Rex(t) a
Imz(t). Pokud tedy mame komplexni fundamentalni feSeni (pfislusné komplexné sdruzenym
kofentim \ = a + ib, A = a — ib) e a eM, mizeme pfejit k redlnym fundamentalnim fesenfm:

et —e
= e cos bt, ImeM = ———— = ¢ sinbt. (1.9)

Ny Mty Mt
eet = —— -
21

R

Toto je ekvivalentni restrikci komplexnich integracnich konstant podminkou ¢y = ¢; v linedrni
kombinaci ¢1eM + coe.
Obecné redlné feseni je pak redlnou linedrni kombinaci redlnych fundamentalnich feseni.

3Pokud je X kofen s ndsobnost{ k, pak tomuto kofenu piislusf k& fundamentalnich fesenf tvaru

«[eMJE(a)‘t7 .. ,tkilem}.



Pocatecni podminky. Obecné feseni obycejné diferencidlni rovnice n-tého fadu (tzn. nejvyssi
obsazena derivace je n-tého fadu) je zavislé na n integrac¢nich konstantich. Tyto se urcuji z
pocatecnich podminek. Typicky zaddnim hodnot nulté az n — 1 derivace v daném case tg:

2(to) =0, a(te) =vo, ..., a™D(te) ="V, (1.10)

Nehomogenni rovnice. Obecné feSeni, které jsme napsali, bylo reseni tzv. homogenni rovnice
— rovnice s nulovou pravou stranou. Pokud na pravou stranu piriddme zadanou funkci f(¢),

an®™ + an 2 £ agd 4 ard + agr = f(t), (1.11)

hovoifme o tzv. nehomogenni rovnici. Reseni nehomogenni rovnice se z linearity d& rozdélit na
dvé césti:
Z(t) = Tpom(t) + Tpare (T). (1.12)

Cast Tyem(t) je TeSeni plvodni rovnice s nulovou pravou stranu. Cast z,..(t) je libovolné
(konkrétni) feSeni splitujici rovnici s pravou stranou (1.11), funkei z,.,.(t) nazyvame partikuldrni
resent.

Harmonicky oscildtor. Pro rovnici harmonického oscildtoru (1.1) je charakteristicky po-
lynom tvaru

M4wr=0 (1.13)
s kofeny ;2 = Fiw a fundamentdlnim systémem reSeni
{et =ity (1.14)
Obecné komplexni feseni je tedy tvaru
z(t) = ¢t 4 cpe ™1, (1.15)
K redlnému feseni piejdeme aplikaci Re a Im na jedno z Feseni (napi. ¢™!) anebo restrikei
konstant c¢; a ¢y podminkou ¢; = é3 = a_zib:

. , 1 ; 1 ;
z(t) = aRee™" +bIme™! = acoswt + bsinwt = 5(@ —ib)e™" + i(a +ib)e ™t (1.16)

Pocateéni podminky vedouci na konkrétni fesSeni jsou obvykle pocatecni poloha a pocatecni
rychlost v ¢ase t = O:
x(0) = xo, %(0) = vo. (1.17)

1.4 Matematicka vsuvka: Stredni hodnoty

Mégjme funkci f(z) : R — R. Jeji sttedni hodnota v intervalu (z1, z2) je definovana jako

<f><$1,:v2> = ! / 2 f(z) dz.

T2 — I T

Lze definovat stiedni hodnotu pies celé R limitnim pfechodem

Pokud je funkce f periodickd s periodou L, je jeji stfedni hodnota ddna jako stfedni hodnota
pfes libovolny interval délky L:

1 z+L
() =DNaerr) = L/ f(2') da, kde 2 € R je libovolné.

Plati 1
(sinwt) = (coswt) = 0, (sin® wt) = (cos® wt) = 3 (1.18)



1.5 Tlumeny harmonicky oscilator
Rovnice harmonického oscilatoru s tlumenim je
i+ 204 4+ wiz = 0. (1.19)

Nékdy se zavadi oznaceni I' = 24, kde ¢ je tzv. dekrement utlumu. PFedpokladame feSeni tvaru
z(t) = e, charakteristicky polynom je pak tvaru

A2 4 260 + wi = 0. (1.20)

Uvazujeme-li malé (tzv. podkritické) tlumeni § < wp, potom resenim (1.20) je dvojice kom-

plexné sdruzenych korenu
A2 = —0 tiy/wd — 42 (1.21)

Vysledné komplexni a redlné feseni tedy je

z(t) = e (clem + CQG_M) , z(t) = e (acoswt + bsinwt) (1.22)
kde jsme definovali w = \/wg — 62.

1.6 Buzeny harmonicky oscilator

Rovnici buzeného harmonického oscilatoru ziskame pfidanim budici sily na pravou stranu rov-
nice tlumeného oscilatoru:
&+ 204 + wix = B(t) (1.23)

Uvazujme harmonickou budici ,silu“ B(t) = B cos(Qt), resp. jeji komplexni tvar
B(t) = B, BeR. (1.24)

Hledejme pouze partikularni feseni této rovnice, které bude predstavovat ustdleny stav
kmitani buzeného harmonického oscilatoru. Vzhledem ke komplexifikaci budici sily bude toto
feSeni také komplexni. Pokud vezmeme jeho redlnou ¢ast, dostaneme feSeni pro puvodni redlnou
budici silu. Predpoklddejme feSeni ve tvaru

i(t) = Ae™™, (1.25)
kde A € C. Miizeme psat ¢islo A v goniometrickém tvaru, A = |Ale™%, a tedy
B(t) = |Ale! (¥ (1.26)

kde |A| predstavuje amplitudu vynucenych kmitu a ¢ je fazové zpozdéni kmitu za budici silou.
Po dosazeni naseho ansatzu (1.25) do rovnice (1.23) dostaneme

A(i2)* + 20 A(iQ) + wi A = B, (1.27)
z tohoto vztahu trividlné vyjadiime komplexni amplitudu A:

B

A= .
wg — Q2 + 2i6Q

(1.28)

4Slovo sfla je v uvozovkéch, jelikoz veli¢ina B(t) mé rozmér zrychleni, jelikoz v diferencidlni rovnici mame
osamostatnén ¢len .



Amplituda vynucenych kmitu |A| je

- B
1A] = VAA = N e T (1.29)

Déle oznacime C' a —D jako redlnou a imaginarni ¢ast A, A = C' —iD. Vyraz pro A rozsifime
komplexné sdruzenym jmenovatelem a obdrzime

wg — Q2 — 2i6Q

A:B(wg — 0P £ 4020 =C—1iD. (1.30)
Nyni snadno zapiSeme koeficienty C' a D:
wg — 02 2692
C= 9 B, D= B. 1.31
(wg — Q2)2 + 462027 (wg — 02)2 + 46202 ( )

Koeficient C' se nazyva elastickd amplituda a koeficient D absorpéni amplituda. Redlné feSeni
je pak tvaru

z(t) = Re[£(t)] = Re[(C — iD)e™] = | A| cos(QU — ) = C cos Qt + D sin Q. (1.32)

A |Al,C, D

Obrézek 1.2: Na obrazku jsou znazornéné rezonancni kiivky harmonického oscilatoru buzeného harmo-
nickou budici silou. Cerné je zobrazena celkovd amplituda |A|, ¢ervené absorpéni amplituda D, modfe
elastickd amplituda C. Maximum amplitudy |A| je oznaceno Q, = \/ws — 262 < wy.

Pro fdzové zpozdéni vybuzenych kmiti mame vztah

—-D D 262
lvl=g - W= a_gr (1.33)

Vygkon doddvany budici silou. Pro¢ maji koeficienty C' a D néazev elastickd a absorpéni am-
plituda? Studujme vykon, ktery do systému dodava budici sila. Necht je uvazovany fyzikalni
systém kmitajictho zavazi na pruziné s tlumenim. Okamzita hodnota mechanického vykonu je
P(t) = F(t)v(t), kde F(t) = mB(t). Po dosazeni vyrazu pro B(t) a v(t) méame

P(t) = F(t)v(t) = mBcos Qt (—CQsin Qt + DQ cos ) . (1.34)

Pokud nyni spo¢teme ¢asovou stiedni hodnotu tohoto vykonu (pies jednu periodu) dostaneme
vysledek

w»Z%mBQD. (1.35)
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Casové stiedni hodnota dodévaného vykonu je tedy imérnd pouze absorpéni amplitudé D.
Vykon odpovidajici elastické amplitudé C' se pouze preléva ze zdroje budici sily do buzeného
systému a zpét tak, ze v pruméru nedochézi k prenosu energie. Chceme-li do systému dodéavat
co nejvice energie, budime systém na frekvenci, ktera odpovidda maximu absorpéni amplitudy
C.

Celkovd energie oscildtoru. Okamzitd hodnota energie oscilatoru je dana souctem jeho kine-
tické a potencialni energie:

1 1,

1
E(t) = §mv(t)2 + imwox(t)Q = §m|A|2 (92 sin?(Qt — o) + wd cos?(Qt — ®)). (1.36)

Pokud opét vypocteme casovou stifedni hodnotu pres jednu periodu ziskdme
1 2 (02 2

Vidime tedy, ze celkové energie je imérna celkové amplitudé kmitéani. Chceme-li naakumulovat
co nejvetsi energii v oscildtoru (jev rezonance), budime systém na frekvenci, kterd odpovidd
maximu celkové amplitudy |A|.

Maximum amplitudy |A| se nachdzi v bodé €, = \/wg — 262, priblizné hodnota maxima
amplitudy C je v bodé® Q¢ ~ y/wg — §2. Pro malé hodnoty tlumeni § miZeme uvazovat Q4 =
QC =~ Wo-

Faktor kvality (&initel jakosti). Casto se zavadi veli¢ina tzv. faktoru kvality,

() _, (B)
(P)Ty (Eo)’

Q=2r (1.38)

kterd (az na ndsobek 27) udavé, kolika nasobek energie dodané za jednu periodu kmitani (Ep)
je ulozeno v kmitajicim systému.

Piiklad. Bezdrdtové nabijeni. Schéma bezdratového nabijectho obvodu je na obrazku 1.3.
Budici sila je vytvafend nabijeci stanici s vysilaci civkou, ktera vlivem vzdjemné indukénosti
budi napéti v civce L v nabijecim RLC obvodu. Odpor R reprezentuje nabijeny spotiebic.
Vyladénim budici frekvence napéti U(t) do blizkosti rezonance v nabijecim obvodu zpusobi
nejen nejvetsi prenos energie (maximum absorpéni amplitudy C') ale také nejvétsi amplitudu
napéti v nabijecim obvodu (maximum celkové amplitudy |A]).

C
B — F

U() — D
— R

Obrézek 1.3: Princip bezdratového nabijeni.

ac

SPtesnd hodnota je dand feSenfm rovnice 96 = 0 s vysledkem

\/w§—252+2 wg — 02w + 54
7 .

Qc =
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1.7 Kmity soustav s n stupni volnosti

Pifejdéme nyni k soustavam s vice stupni volnosti. Harmonicky oscilator mél jeden stupen vol-
nosti — jeho poloha byla popsana jedinou soufadnici . Pro systém s n stupni volnosti popiSeme
jeho polohu kartézskymi souradnicemi & = (z1,...,zy).

Opét budeme uvazovat jednoduché mechanické modely jako napfiklad systém dvou zavazi
na pruzinédch jako na obrézku 1.4 popsany dvojici souradnic Z = (21, x2). Anebo dvojici kyvadel
spojenou pruzinou jako na obrazku 1.5 vyzadujici ¢tyii souradnice & = (x1, x2, T3, 4).

01 z1 O3 €2

Obrazek 1.4: Dvé podélné kmitajici zavazi na pruzinach.

€2 X4

O12 T1 O34 3

Obrézek 1.5: Dvé kyvadla spojend pruzinou.

Uvazujme Newtonovy pohybové rovnice obecného systému tvaru

ou
8952- ’

m;&; = F; = — 1€ {1,...,n}, (1.39)
kde m; je vzdy hmotnost télesa piislusnd souiadnici x; a kde sily v systému jsou popsané
potencidlni funkci U(xy, ..., zy).

Budeme se zabyvat pohybem (tzn. feSenim pohybovych rovnic) téchto soustav v okoli stabilni
rovnovadzné polohy.

Definice. Rovnovdznd poloha je takova poloha #y systému, pro niz plati F;(Zp) = 0 pro
Vi e {1,...,n}, tzn. v této poloze nepusobi zadné sily (byl-li systém v bodé &y v klidu, tak na
této pozici setrva nadéle). Sily jsou nulové pravé tehdy, kdyz ma potenciédl v bodé Zy staciondrni
bod, tzn.

ou
=0, Vie{l,...,n}. (1.40)
Definice. Stabilni rovnovdznd poloha je takova rovnovazna poloha, kde je matice
0*U
= (1.41)
aa?iaxj F=7o

pozitivné definitni. Jinymi slovy mé potencidl v bodé Ty lokdlni minimum. Ze zdménnosti
parcidlnich derivaci je tato matice symetrickd U;; = Uj;.

Metoda na feseni pohybovych rovnic, kterd bude popsand nize, mé jeden technicky pozadavek
— je tfeba, aby rovnovazna poloha lezela v poc¢atku souradnic. Toho docilime zavedenim novych
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soufadnic £ substituci & = ¥ — Zp, kde &g jsou konstantni souradnice zvolené stabilni rovnovazné
polohy. Dosazenim této substituce do rovnic (1.39) mame na levé strané trividlné

2

i@(fz’ + 20;) = M. (1.42)

Na pravé strané musime provést substituci ve funkei potencidlu U(Z):

—

UE) :=Uo&&) =U(E+ Z), (1.43)

kde jsme definovali novou funkei U proménnych £. Inverzni vztah je U (&) = U(Z — o), po deri-
vaci této rovnosti (kde na pravé strané mame derivaci slozené funkce) dostaneme® (s vyuzitim
Einsteinova sumac¢niho pravidla)

ou _oU o, _oU, _oU
axi N 85] 6931 N 853 5” N 861 (1.44)

Pohybova rovnice ma tedy stejny tvar jako v ptivodnich soufadnicich Z:

oU
o0&

mif; = — (1.45)

1.7.1 Aproximace malych kmita

Pro obecny potencidl mohou byt rovnice (1.45) velmi obtizné fesitelné. My se uchylime k apro-
ximaci tzv. malych kmiti — budeme studovat chovani systému v blizkosti rovnovazné polohy.
Toho docilime rozvojem funkce potencidlu U do Taylorovy fady’ (okolo rovnovazné polohy,
tedy okolo bodu { = 0) a ponechdme si pouze prvni nenulovy ¢len.

t,j=1
Zkoumejme nyni jednotlivé fady rozvoje. Nulty fad pfedstavuje hodnotu potencidlu v rov-
novazné poloze Uy = U(0). Tuto muzeme volit nulovou, Uy := 0, jelikoz posun potencidlu o
konstantu nijak nevstupuje do pohybovych rovnic. Derivace v prvnim faddu pfedstavuje (minus)
sflu vyéislenou v rovnovazné poloze,

&fj +... (1.46)

_, _;

ou
23

Fi(0) = — (1.47)

-

SMéjme funkci f(zi,...,z%) : R® — R a k-tici funkei gi(y1,...,u) : R" = R. Funkei h(y1,...,) : R' = R
ziskdme slozenim
h(y17"'7yl):f(gl(y17"‘7yl)7"'7gk(y17"'7yl))

Potom plati retézové pravidlo
k

Of 9gm
8y1 mz Oxm Oy;
Toto pravidlo je rozsifenim pravidla o derivovani slozené funkcee, [f(g(x))]’ = f'(g9(x)) ¢'(z), do vice proménnych.

Zde mdme U (€) ~ f(x1,...,an), &(&) ~ gi(yr,- -, yn).
"Srovnej s Taylorovym rozvojem funkce jedné proménné! Pro funkci f(z) okolo bodu 0 mé nasledujici tvar:

ﬂ’ 1 d*f

2

f(z) = f(0)+ T+ — 73:-&-...

2 dx?

13



ale ta je z definice rovnovazné polohy nulova! Prvni nenulovy fad je tedy ten druhy. Oznac¢ime-li
matici U jako
02U

Uy =
T ogog |,

(1.48)

(coz je konstantni ¢iselnd matice), kterou budeme nazyvat matici potencidlni energie, muzeme
potencial U psat ve tvaru

n
U =5 > Uity ... (1.49)
ij=1
kde tfemi teckami naznac¢ujeme vyssi fady Taylorova rozvoje, které v aproximaxi malych kmiti
zanedbdvame. Matice U je vlivem zadménnosti parcialnich derivaci symetricka, U;; = Uj;. Li-
bovolné slozitou funkei potencidlu U jsme nahradili kvadratickym polynomem ve vychylkéch z
rovnovazné polohy E
Dosad'me nyni aproximovany potencidl (1.49) do pravé strany pohybovych rovnic (1.47) a
upravujme (za pouziti Einsteinova sumac¢niho pravidla):

U _ 9
oG 04

1 1 1
<2Ujk€jfk> = ink: (055&k + &0ir) = B (Uieér +Uji&5) = Uy, (1.50)

kde jsme v posledni rovnosti pouzili symetrii matice U (a pFejmenovéni s¢itactho indexu). Apro-
ximaci potencialu jsme docilili toho, ze jsou pohybové rovnice linedrni

n
m;&; + Z[Uijfj =0. (1.51)
j=1
Zavedeme-li jesté matici T = diag (my, ..., m,), kterou budeme nazyvat matici kinetické ener-

gie®, muzeme psat

z": <Tijéj + Uijfj) =0,
j=1

nebo zapsano maticové

TE + UE = 0. (1.52)

Toto je findlni tvar® pohybovych rovnic, které nyni budeme fesit. Matice T a U jsou symetrické
pozitivné definitni konstantni matice.
1.7.2 Metoda méda

Intuitivné ocekdvame, ze ptfi malém vychyleni systému ze stabilni rovnovazné polohy bude
systém okolo této polohy oscilovat. Zkusme predpokladat feSeni obsahujici harmonické kmitani
et (pro zatim neuréenou thlovou frekvenci w). Uvazujme vektorovou funkci tvaru

£(t) = ae™t, (1.53)

8Kinetickou energii systému muzeme psét jako
T— limf’? _1 zn: Toésé,
21,:1 161 2ij:1 ISAY R

9 Jesté bychom rovnice mohli vynésobit T~ a dostat tvar € + (']I‘flTU)E: 0.
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kde @ € R™ je konstantni vektor. Tomuto tvaru feSeni se ¥ikd mdd. VSechny ¢ésti systému
kmitaji se stejnou thlovou frekvenci w a se stejnou fazi. Redlnd feSeni pak dostaneme napf.
zapusobenim Re a Im na ziskané komplexni feSeni. Dosazenim do rovnic (1.52) dostaneme

(Ta(iw)? + Ua)e™?t = 0. (1.54)
Po tpravé a vykraceni e
(U—-w’T)a@=0. (1.55)

Samoziejmé pozadujeme netrividlni (nenulové) feseni, takze hleddme takové frekvence w, aby
tiloha méla za feseni nenulovy vektor @. Pokud rovnici vyniasobime T~! a oznaéime A = T~'U
a A = w?, dostaneme tvar

(A —\)@ = 0. (1.56)

Jednd se tedy o ulohu nalezeni vlastnich ¢&isel a k nim ptislusnych vlastnich vektorti matice A.
Postupujeme tedy stejné jako v linearni algebie. Pozadavek nenulovosti vektoru @ je pozadavek
na nenulovost jadra operatoru U—w?T, ktery je ekvivalentni s jeho singuldrnosti, kterou snadno
zajistime nulovym determinantem:

det (U — w?T) = 0. (1.57)
Této rovnici se 1kd sekuldrni rovnice. Na levé strané je polynom n-tého stupné v proménné w?.
Kofeny tohoto polynomu ozna¢me w%, ke {1,...,n}. Piislusné vektory jadra k témto vlastnim
¢islim oznacime @y, tzn. feSime rovnice

(U — wiT) dj, = 0. (1.58)

Pro dany mdd je obecnym feSenim linedrni superpozice

—

fk(t) = 6k (Cleiwkt + Cge_iwk't) . (1.59)
Piejdeme-li k redlnému feseni (volbou ¢y = ¢1):
Ex(t) = Ay cos(wyt + ). (1.60)

Obecné feseni nalezené metodou maédu je pak linedrni superpozice véech médu:

£(t) = Agdiy, cos(wit + ¢x). (1.61)
k=1

Konstanty thlovych rychlosti wy a vektoru amplitud dy, jsou dané fyzikdlnim systémem, tzn.
napiiklad hmotnostmi jednotlivych zavazi a tuhostmi jednotlivych pruzin. Integraéni konstanty
amplitudy méda Ax a fdzovych posuvu ¢y jsou dané poc¢atetnimi podminkami, tzn. naptiklad
pocatecnimi polohami a rychlostmi jednotlivych zavazi.

Jelikoz hleddme kofeny tvaru w?, potfebujeme, aby tyto vychéazely kladné. To je zajisténo,
pokud jsou matice T a U pozitivné definitni. Pro fyzikdlni systémy, které vychylujeme ze stabilni
rovnovazné polohy, je toto vzdy splnéno.

Muze se stat, ze nékteré wy je ndsobnym kofenem sekuldrni rovnice. Pak se jednd o tzv.
degenerovanou tlohu. Nestane se ovSem nic jiného nez to, ze piislusné uhlové frekvenci wy
prislusi vice linedrné nezavislych vektort poméru amplitud @ (tzn. pro dané wy je jadro matice
U — w?T vicedimenzion4lnf).
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1.7.3 Kucharka

Rychle zopakujme kroky, kterymi se dostaneme k obecnému feseni metodou méd.
1. Zavedu soufadnice E = (&1,...,&) € R™, které odméiuji vychylku z rovnovézné polohy.

2. Napisi pohybové rovnice ve tvaru Tg + Ug =0, kde T, U € R™" jsou symetrické konstantni
matice. Pokud nutno, pouziji aproximaci malych kmitu.

3. Predpoklddam feseni ve tvaru 5 (t) = @e™*, @ € R™ je konstantni vektor poméri amplitud.

4. Dosadim do pohybovych rovnic a pozaduji netrivialitu feSeni, tzn. @ # 0. Dostanu (U — w2T) a=

0. Tyto podminky vedou na tzv. sekularni rovnici ‘[U — w2’]1“ = 0.

5. Sekuldrni rovnice je polynom n-tého stupné v w?. Najdu pifslusné kofeny w,%. K nim najdu
piislugné vlastni vektory dj, jako feSenf rce (U — sz) ap = 0.

6. Obecné feSeni pohybu je pak tvaru

£(t) = Z Ay, cos (wit + k) -
k=1

1.8 Normalni souradnice

Polohu naseho fyzikalniho systému reprezentujeme n-tici souradnic E Misto toho, abychom si
tuto polohu predstavovali napiiklad u mechanického systému jako konkrétni pozici jednotlivych
téles, zavedeme si abstraktni pojem konfiguracniho prostoru C. Ten bude predstavovat abstraktni
mnozinu v8ech moznych poloh daného fyzikalniho systému. Kazdy bod p € C pak pfedstavuje
konkrétni polohu napiiklad zdvazi a pruzinek.

V naSem piipadé je situace pomérné jednoduchéa. Nase soufadnice { € R™ odméiuji vychylku
téles z rovnovazné pozice a tim jednoznaéné urcuji polohu téchto téles. Za konfiguraéni prostor
tedy muzeme povazovat pifmo prostor soufadnic'®, C = R™. Na obrazku 1.6 je jako piiklad
znazornén konfiguraéni prostor pro jednoduchy mechanicky systém.

b

i (517 52)

A

§

O ¢ O &2

(a) Fyzikalni systém.
(b) Abstraktni konfigura¢ni prostor C = R2.

Obrazek 1.6: Konfiguracni prostor pro podélné kmitajici systém dvou zavazi a tii pruzinek.

108amoziejmeé zélezd, jestli ddvé smysl volit zcela libovolnou polohu 56 R™. Napf. v aproximaci malych kmitu
vyzadujeme, aby £ bylo blizko 0. Muzeme se na to ale také divat tak, ze v aproximaci malych kmita jsme dostali
matematické pohybové rovnice, které dédvaji (matematicky) smysl pro jakékoliv £ € R".
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Normdlni soutadnice 77 € R™ jsou definované tak, ze kmité-li systém v i-tém mddu plati
n; = Acos(wit + @), e =0, k#i. (1.62)

Tohoto chovéni docilime, namifime-li nové souradné osy 7; ve smérech vektoru a@; (puvodni
soufadné osy mif{ ve smérech vektoru standardni baze €; = (0,...,0,1,0,...,0)). Reprezentace
i-tého médu v puvodnich a normélnich souradnicich tedy je

—

£(t) = Ad; cos(wit + @), 7(t) = A€; cos(wit + ). (1.63)

Transformaé¢ni vztah mezi puvodnimi soufadnicemi £ a normélnimi soufadnicemi 77 vypadé
nasledovné:

£ = AT, (1.64)

kde matice A,

A=la] ... &), (1.65)

je matice tvotrend sloupcovymi vektory a;. Tento transformacéni vztah mé piesné vlastnost po-

psanou vyse — prevadi feseni tvaru (1.63) pro 7j(t) na £(¢).
V normélnich soutfadnicich jsou pohybové rovnice tvaru

ik + wik = 0, (1.66)

tzn. systém se z matematického hlediska jevi jako soubor n nezavislych harmonickych oscildtort.
K definici normélnich souradnic se ¢asto jesté pridava nasledujici normaliza¢ni podminka

almTa; =1, Yie{l,...,n}. (1.67)

Tato nam fixuje velikost vektoru @; — tedy méfitko na novych soutadnicovych osich n;. Tyto
soufadnice stale nejsou definovany jednoznacéné. Mdme volnost ve vybéru znamének vektort
a; a také v pripadé degenerované ulohy mame volnost ve vybéru baze piislusného vice dimen-
zionalniho vlastniho podprostoru. Nicméné, formaln{ definice je nasledujici:

Definice: Necht @;,i € {1,...,n} jsou vlastni vektory tlohy (U — w?T)a@ = 0 normalizované
podminkou EL'Z-T']I‘EL} =1,i € {1,...,n}. Normdlni souradnice 7 jsou definované vztahem
£ = A, (1.68)

kde A je matice definovana v (1.65).
V téchto soufadnicich plati

ATTA =1,  ATUA = diag(w?,...,w?), (1.69)

n

viz dalsi kapitola.

Piiklad. Ilustrujme pojem normaélnich soutadnic na ptikladé podélnych kmitt dvou zavazi
na tfech pruzinkéch (viz obrazek 1.6). Obecné feseni je tvaru (pro m; = mg = m, k; = kg =
k‘g = k‘)

F(t) = A ( ! > cos(wnt + 1) + Az ( X ) cos(wat + 3). (1.70)

Pokud vybudime prvni méd, bude systém opisovat tsecku ve sméru vektoru dy; analogicky
pokud vybudime druhy méd. Viz obrazek 1.7.
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T T

(a) Kmitan{ systému v prvnim médu. (b) Kmitdn{ systému v druhém médu.

Obrazek 1.7: Schematicky zakreslené trajektorie v konfiguraénim prostoru systému kmitajicim v jednot-
livych médech.

Chteéli bychom nyni zavést nové soutadnice (11, 72), které budou mit takovou vlastnost, ze
kmita-li systém v prvnim moédu, tak cely pohyb bude popisovat pouze soufadnice 77 a druhd
soufadnice 79 bude nulova. Analogicky pro systém vybuzeny do druhého médu, pak chceme
n1 = 0 a pouze 12 popisujici polohu systému. Podivame-li se znovu na obrazek 1.7, vidime, ze
stac¢i vést nové souradné osy ve smérech vektoru @ a do, coz je zndzornéno na obrazku 1.8.

Ao,
\\ /(
N s T2
N ’
AN - e
\ €9 N
AN
N A a9
N
N
N
»r—>
, =
s €1 T
7/
’
7/
, —
v a1 ~
s N
’ AN/t
7/ N
, 4

Obrézek 1.8: Normdlni souradnice (71, 72) mifici ve smérech vektorti poméru amplitud @; a dy. Bazické
vektory €1 a €3 mitici ve smérech os 1 a xs.

Chceme tedy prejit od soutadnic & = (x1,x2) k novym soutadnicim 7 = (11,72) pomoci
matice prechodu A definované jako ¥ = A7 (a tedy také 7= A~17).

Potfebujeme matici A takovou, ze kdyz ji predhodime soufadnice ;7 = (1,0)7, tak dostaneme
vektor @; a kdyz vektor 77 = (0,1)7, tak dostaneme vektor @». Tuto podminku zjevné spliiuje

nasledujici matice
P = ((al) (dz)> - (11 i) , (1.71)

tzn. do sloupcu dame jednotlivé vektory a@;. Rozepsano po slozkach (do jednotlivych soufadnic)
mame
1 — I 1+ T2

= 1.72
2 y 12 9 (7)

r1=m+mn2, T2=-—m1+n2, n =
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V téchto normalnich soutadnicich vypada pohyb systému nasledovné:

i(t) = (Z;Eg) = A, <(1)> cos(wit +¢1) + Ag (?) cos(wat + 2) = (ﬁ; EZZEZ;ELSZ;;) . (1.73)

V tomto prikladu jsme pro jednoduchost vynechali krok s normalizaci vektoru a.

1.9 Malé kmity teoreticky

V této kapitole odpovime na nékolik vtiravych otdazek. Budou vlastni ¢isla Ag = w,% vzdy realna
a kladna? Budeme mit vzdy tolik vlastnich vektoru, aby vytvofily bazi R™? Jaktoze ptechod k
normalnim soufadnicim soucasné diagonalizuje matice T a U?

V ddloze malych kmiti pracujeme se souradnicemi 5 € R". Uvazujme tento prostor jako
vektorovy prostor V = R" dimenze n. V ném mame standardni bézi £ = (&)}, kde

& =1(0,...,0, _1_ ,0,...0)T. (1.74)

i-t4 slozka

Definujme nyni bilinedrni formy 7" a U,

T:VxV SR, U:VxV R, (1.75)

tak, ze (T)e = T a (U)g = U, tzn. aby matice téchto bilinearnich forem!'! ve standardni bazi

E byly pravé matice kinetické a potencidlni energie. Jelikoz matice T je pozitivné definitni,
tak je pozitivné definitni i forma T'. Symetrickd pozitivné definitni bilinedrn{ forma T definuje
skalarn{ sou¢in na V, (e, e)7. Oznaéme libovolnou'? ortonormélni bazi (dle skaldrnfho soué¢inu

T) F = (f)imy. Tan (fi, iy = T(fi, ;) = 6i5.
Vztah mezi bazemi £ a F je dany nasledovné pomoci regularni matice prechodu S,

fi=Y_8;i€ (1.76)
j=1

tento vztah definuje matici S). Pii pfechodu mezi bazemi se matice bilinedrnich forem trans-
] p
formujl'

(B)r = ST(B)g¢S. (1.77)

Konkrétné pro bilinearni formy 7" a U:
(M) =STTs=1, (U)r=STUS. (1.78)

Jelikoz F je ON béze vzhledem k T, je matice (T)r jednotkova. Z transformaé¢niho vztahu

formy T muzeme vyjadiit T-! = SST. Ozna¢me U = (U)r, tato matice je symetrick4,
U7 = (sTus)? =sTuT's =sTus =1, (1.79)

(aredlnd). Teorie linedrni algebry 7ikd, Ze symetrickd matice mé redlnd vlastni ¢isla Ay a lze zvolit
vektory @y, z vlastnich podprostoru tak, aby tvorily ortonormalni bézi A = (a;)}_; vektorového
prostoru V' vzhledem ke skaldrnimu souc¢inu 7'. Jelikoz je forma U pozitivné definitni, vSechna
jejf vlastn{ éfsla musf byt kladnd, \; = w? > 0.

" Matice bilinedrn{ formy B v bézi £ = (€)%, je definovéna jako (B)e = B;; = B(&;, €;).
121 ibovolnou, ale danou. Tato béze bude pouze pomocné v nasem snazeni.
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Zde jsme hledali vlastni ¢isla matice U, tzn. Fesili jsme tilohu

U@)r=\Na)r — STUS(@)r=\a)F. (1.80)

(symbolem (@) vyznacujeme, Ze FeSenim téchto linedrnich rovnic jsou slozky vektoru @ v béazi
F). Po vynasobeni této rovnice matici S mame

SSTUS (@) = AS@5) — T UE@r) = (S@r). (1.81)
Pro transformaéni vztah vektorti mezi bazemi £ a F plati ()7 = S™1(%¥)¢. Slozky vektort ve
standardni bazi R™ budeme znacit pouze ¢. Tzn. S(@) 7 = @ a z rovnice (1.80) tedy plyne

T 'Ud=Xa < (U-AT)d=0. (1.82)

Tim jsme ukazali, ze vektory @ nalezené v metodé médu nejsou nic jiného nez slozkové vyjadieni
abstraktnich vektort @ ve standardni bazi £ ve vektorovém prostoru vybaveném formami 7" a
U.

V bazi A = (a;)}, je (T')a =1, jelikoz je to ON baze ((@;,d;)r = 6;;), a zaroven (U)4 =
diag (A1, ..., A\n), jelikoz je to béze tvorend vlastnimi vektory formy U. Definujeme-li matici
prechodu A jako

i =Y Ajij, (1.83)
j=1
pak bude platit
ATTA =T, ATUA = diag(w?,...,w2). (1.84)

Standardni béze ma slozky (€;)r = J;x, po dosazeni do definice matice prechodu A (1.83) mame
(@) = Aki, (1.85)

tedy ze matici A ziskdme tak, ze vektory a (resp. jejich slozky ve standardni bazi) nasklddame
vedle sebe do sloupcu:

A=la ] ... (& ]]. (1.86)

1.10 Tlumené malé kmity

Pohybové rovnice s tlumenim ) '
TE +TE+UE=0, (1.87)

kde matice tlumeni I' je symetricka, I'Z = T, pozitivné definitni (a redlnd). Typicky T' =
diag (201, ...,2d,).

Uvazujme opét ansatz v podobé médu £(t) = @eM, kde @ € C" je konstantni (obecné
komplexni) vektor. Dosazenim dostanu tzv. kvadratickou ilohu vlastnich ¢isel

(PT+ AL +U)a=0 (1.88)

vedouci na sekuldrni rovnici

det (\*T + AI' + U) =0, (1.89)

kde leva strana je polynom stupné 2n. Pti dostatecné slabém tlumeni jsou koteny komplexni. Je-
likoz mame polynom s redlnymi koeficienty, jsou koreny tvorené dvojicemi komplexné sdruzenych
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kofent (je-li A kofen, pak je i A kofen). Ke komplexné sdruzenému kofenu A piislusi komplexné
sdruzeny vektor d. Mame tedy vzdy dvojice feSeni

G)y=aeM, &) =ae. (1.90)

Uvazujme obecnou linedrni kombinaci téchto feseni (kterd Je z linearity pohybovych rovnic také
feseni) pro dany kotfen A (a k nému komplexné sdruzeny A:

£(t) = crae™ + coie™. (1.91)

Zapiseme-li nyni A = —k +iw, kde x > 0, a slozky vektoru a; € C v goniometrickém tvaru jako
aj = |ajle’® dostaneme

fj(t) _ ‘aj‘efnt (Clei(thraj) + Cngi(thraj)) ) (1_92)

Pozadujeme-li redlné feseni, pak opét plati podminka co = ¢7. Stejnym zpusobem jako u FeSeni
rovnice harmonického oscildtoru muzeme piejit k feSeni tvaru

&(t) = Alagle™* cos(wt + oy + 9), (1.93)

kde konstanty A a ¢ (vzniklé z konstanty ¢; = a — ib) jsou dané pocdteénimi podminkami.
Vidime, Ze pro tlumeny systém obecné nekmitaji vSechny ¢asti systému ve fazi! Kazdy stupen
volnosti je fazové posunut o thel o;!

Obecné feseni je pak ddno superpozici vSech médu (kterych je n):

n
&(t) = Z Ak\ag-k)]e*”kt Ccos <wkt + a§-k) + cpk> , (1.94)
k=1
kde jsme oznaéili jednotlivé kofeny jako Ay = —ky 4 iwg a k nim pifslusnd vlastni ésla jako @)
:(R)
a jejich slozky ag-k) = |a§-k)]emj .

1.11 Buzené malé kmity

Nyni uvazujeme pohybové rovnice tlumenych malych kmitti s nenulovou pravou tvarou ve tvaru
harmonické budici sily

TE + D€ 4 UE = Fe'®, (1.95)

kde F' € C". Zapiseme-li F; = | Fj|e¥i mtzeme interpretovat &fsla | Fj| jako amplitudy budici sily
na jednotlivych stupnich volnosti a 3; jako fadzovy posun harmonické budici sily na jednotlivych
stupnich volnosti.

Uvazujme nyni ansatz

£(t) = ae®, (1.96)

ktery je kombinaci ansatzi z buzenych kmiti harmonického oscildtoru a z metody médu, @ € C™.
Po dosazeni do pohybovych rovnic dostaneme

(—QT +iQT + U) @ = F. (1.97)
Vektor @ pak z predchozi rovnice ziskdme jednoduse inverzi matice A = —Q?T + iQI" + U:
i= (—Q°T+iQ0 +U) " F. (1.98)
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Tato inverze existuje, jelikoz determinant matice A je nenulovy. Pro¢ tomu tak je? Matice A
je vlastné matice v rovnici (1.89), kdyz nahradime A\ = i€. Pro slabé tlumeni existuji pouze
komplexni kofeny A s nenulovou redlnou ¢asti. Redlné Q (tzn. ryze imagindrni \) tedy nemuze
byt kofenem a tudiz musi byt det A nenulovy.

Vlastni feSeni pro realnou budici silu je pak

£i(t) =Re [|aj|emfemt] = |a;| cos(2t + «;), (1.99)

kde jsme opét zapsali slozky vektoru @ v goniometrickém tvaru jako a; = |a;|e’. Cisla |a;| pak
piedstavuji vybuzené amplitudy v jednotlivych stupnich volnosti a ¢isla o; pak fdzové posunuti
oproti budici sile (kterd sama o sobé mohla byt ruzné posunutd v jednotlivych stupnich volnosti
pomoci konstant 3;).

Piiklad. Uvazujeme opét podélné kmity dvou zévazi na pruzinach se stejnymi hmotnostmi
téles a stejnymi tuhostmi pruzin. Tlumici matice bud T' = diag (7,7). Mame dva stupné volnosti
a budici sila ma dvé slozky F = (F1, F). Uvazujme 3; = 0 a tedy F; € R, i € {1,2}.

Na obrazcich 1.9, 1.10 a 1.11 jsou rezonanéni kiivky pro t¥i ruzné tvary budici sily F. Na
obrazcich jsou vyneseny absolutni hodnoty jednotlivych slozek vektoru @ = (a1, as). Cervené je
zndzornéna slozka |a1| a modie slozka |asg|.

Uvédomme si, ze dva médy nebuzeného netlumeného systému maji tvary @ = (1,1) a a =
(1,—1). V zavislosti na tvaru ,budiciho vektoru“ F' se mohou vyskytovat anebo naopak chybét
rezonancni peaky nad jednotlivymi vlastnimi frekvencemi buzeného systému.

Toto odlisuje jednotlivé obrazky. Na prvnim je budici sila nastavena tak, ze budi primérné
méd s vektorem @ = (1,1). Na druhém naopak pozorujeme rezonanéni peak nad médem s
a = (1,—1). Treti obrizek znazorniuje situaci s budici silou, kterd ,nepreferuje“ ani jeden z
d.

=
8

k|a’1|’ |a2|

Q

=,/ 3k _
w1 =14/ m W2

Obrézek 1.9: Budicf sila tvaru F = (1;0,75) mé rezonan¢ni peak v blizkosti frekvence prvniho médu.
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k|a'l|a |a2|

w1 = m E:WQ

Obréazek 1.10: Budicf sila tvaru F = (1; —0.75) m4& rezonancni peak v blizkosti frekvence druhého médu.

|<Ll|a |a2|

| |

T T

k 3k
Y= Vom T2

Obrézek 1.11: Sila tvaru F = (1;0) dokéze vybudit oba médy.
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Kapitola

Kmity struny a postupné vlnéni

2.1 Retizek atomu

Zkoumejme nejprve chovani rady zavazi o hmotnostech m spojené pruzinami tuhosti k, viz
obrazek 2.1. Tento model se da povazovat za 1D krystal — tzv. fetizek atomu. Také se na tento
fyzikdlni systém da pohlizet jako na diskrétné modelovanou strunu, lano, atp.

Tk—1 Tk Tk+1
Obrazek 2.1: Retizek atomu alias priéné kmity fady zévazi.
Uvazujme pii¢né kmity tohoto systému a sestavme pohybove rovnice pro pfi¢nou vychylku

k-tého zavazi xp. Na obrazku 2.2 jsou zndazornéné sily Fy a F, od sousednich zavazi, véetné
jejich priénych prumétu le, ng.

Obréazek 2.2: Sily pusobici na k-té zavazi.

Pohybova rovnice bude tvaru
miy = Figp + Fo, = —|F1]sin191+\F2|sin192, (2.1)

kde tihly 91 a 95 sviraji pruziny s vodorovnym smérem. Délka nenataZené pruziny necht je ag a
v rovnovazném stavu jsou tedy pruziny napjaté na napéti T = k(a — ap). V aproximaci malych
vychylek miizeme uvazovat!, ze |Fy| = |Fy| =~ T a ze sin¥ ~ tg = %, kde Ax oznacuje rozdil

!Stejného vysledku bychom bez velkych geometrickych tivah doséhli rozvinutim potencidlu

U(Az) = %k (\/ a? + Azx? — ao)2

do druhého fadu Taylorova rozvoje.
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sousednich poloh zdvazi spojené danou pruzinou. Dosazenim téchto piedpokladu do rovnice
(2.1) obdrzime

. T
miy = — (g1 — 22k + Tp—1, ) - (2.2)
kde T
7:]{(1_@):/{’ (2.3)
a a

predstavuje ,efektivni“ tuhost pruzin pii pii¢nych kmitech. Pokud bychom napsali ptislusné
matice kinetické a potencidlni energie, mély by nasledujici tvar:

(2.4)

kde v ptipadé kone¢ného poctu zavazi v fetizku bychom museli doplnit piislusné okrajové
podminky napf. pevnych koncu, tj. o =0 a zny4+1 = 0 (kde N je pocet zavazi).

2.1.1 Reseni fetizku

Hledejme Feseni pohybovych rovnic (2.2) pro nekoneény retizek atomiu, tzn. méme nekoneénou
sadu rovnic pro kazdy index k € Z. Vezméme si inspiraci z metody médu, kde se predpoklada
feseni ve tvaru
Z(t) = de™". (2.5)
V nasem piipadé mé vektor @ nekoneéné mnoho slozek. Derivace slozek ansatzu (2.5) vypadaji
takto
z(t) = ae™, i (t) = iqwe™?, #(t) = —w?are™t, (2.6)

a po dosazeni do pohybovych rovnic (a vykraceni exponenciély):

T

—mw?a; = ” (aj31 —2a;+a;—1) . (2.7)

Prostorovy ansatz. Zkusme tvary médu @ najit na zédkladé predpokladu, ze na fetizku ptjdou

vybudit harmonické viny. V komplexnim zdpisu uvazujme Re eikz, kde za soutadnici z dosadime
prislusné (vodorovné) polohy jednotlivych zavazi, z = la:

a; = Reet*e, (2.8)
zatim neurcend konstanta k = 2T se nazyva vinové éislo. Po dosazeni ansatzu (2.8) do (2.7):
am . . . .
(2 . 7“}2) ezkla — elkla <€zka + eflka> ) (29)
T
| S——
2cos ka

ikla

Po vykraceni e"* a vyjadieni tthlové frekvence w mame

1—coska am ,

Clen s cosinem prepiseme pomoci goniometrického vzorce pro dvojnasobny thel a dostaneme
vztah mezi ihlovou frekvenci w a vlnovym ¢&islem k:

w® = —sin” —. (2.11)



Tomuto vztahu se obecné fiké disperzni vztah. Dvojce parametru w a k musi spliiovat vztah
(2.11), aby vyraz
2;(t) = (Re %) (Re ™) = cos kla cos wt (2.12)

byl fesenim pohybovych rovnic (2.2). ReSeni (2.12) je ve tvaru stojaté viny, X (z) cos(wt + ¢),
tzn. amplituda stalého tvaru viny X (z) se harmonicky méni.
Disperzni vztah (2.11) m4 FeSeni pouze pro omezeny rozsah tihlovych frekvenci:

we <0, 2‘3);> (2.13)

V feci vlnovych ¢isel k (a vinovych délek A = 2% vybuzenych vln) to odpovida intervalu:

ka s 0
5 € <0, §> & ke <O’E> & Ae (2a,+00). (2.14)

Na nekonecném fetizku atomu tedy muzeme vybudit stojaté viny se spojitym rozsahem
vlnovych délek (a k nim je vzdy piislusnd dand thlova frekvence taktéz ze spojitého rozsahu).

Nelze ale vybudit stojatou vlnu s vinovou délkou kratsi nez je dvojnasobek vzdalenosti mezi

£)_

zévazimi 2a (a zdroven s tihlovou frekvenci vétsi nez /-

Pro oblast frekvenci (a vlnovych délek), pro kterd jsme nalezli feSeni pohybovych rov-
nic, fikdme, ze je Tetizek atomu transparentni prostredi — vlny danych parametri v tomto
prostiedi mohou existovat (3ifit se). Pro frekvence (a vlnové délky) mimo tuto oblast se prostiedi
nazyva reaktivni. Vice o téchto dvou typech prostiedi se dozvite v kapitole vénované disperznim
vztahum.

2.1.2 Spojita limita

Model fetizku zavazi je dobrym mikroskopickym modelem pro strunu. Nyni bychom chtéli prejit
ke spojitému popisu tak, Ze budeme pfiblizovat atomy k sobé (zahustovat je) — budeme limitné
zmensovat vzdélenost a, a — 0.

Uvazujme konecnou délku tetizku L, potom pocet zavazi je piiblizné N = % R4di bychom
drzeli napéti na retizku konstantni, 7' = konst., musim tedy zvySovat prislusné zvysovat tuhost
pruzin® k' = % Také chceme zachovat celkovou hmotnost struny M, takze zmenSujeme hmot-
nost jednotlivych zavazi konst. = pL = M = mN, tzn. m = % (zavedli jsme oznaceni p jakozto
délkové hustoty fetizku, [p] = kg.m™1).

Déle zavedeme spojity popis polohy, kdy od diskrétni sady funkeci polohy jednotlivych zavazi
x1(t), prejdeme k funkci dvou proménnych v (z,t), kterd popisuje pri¢nou vychylku zdvazi na
misté z v ¢ase t. Zavazi jsou jen na soutadnicich z = la,l € Z,

zi(t) = ¥(la, 1), (2.15)

pro ostatni body z muize funkce ¢ nabyvat libovolnych hodnot?. Pro ilustraci také viz obréazek
2.3.

2Je dobré si uvédomit, ze toto neni n&jakd magie typu ,aby to vyslo“. Pokud vezmete pruzinu délky a a
tuhosti k a tuto rozpilite, vzniknou Vam dvé pruziny délky & a tuhosti 2k! ZvySovani tuhosti pruzin pfedpisem
% tedy jen znamend, ze nechdvdme pruziny stejného typu, jen je zkracujeme. Toto je jednoduchy dusledek definice
tuhosti k jako sily na jednotku vychyleni pruziny. Jdou snadno odvodit ,zdkony skladéni pruzin“ pro vysledné
tuhosti paralelniho a sériového zapojeni pruzin.

3Budeme potiebovat alespon dvojnisobnou diferencovatelnost.
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Obrézek 2.3: Funkee ¢(z, t) popisujici vychylku zdvazi.

Po dosazeni (2.15) do pohybovych rovnic (2.2), piepisu m = pa a oznaceni z = la:

. (zp(z+a,t) —(z,t)  Y(z,t) —w<z—a,t>>,

a a

(pa)i(z,t) =T (2.16)

kde symbolem 1/1 rozumime % (a obdobné symbolem ¢’ budeme rozumét %). Zavedeme-li

Y(z+a,t)—p(z,t)

novou funkei ¢(z,t) = , muzeme pohybové rovnice déle zapsat jako

¢(27 t) B ¢(Z ) t)

pi(t) =T (2.17)
a
Nynf pouzijeme na pravé strané Lagrangeovu vétu o stiedni hodnoté?:
n ¢,f+a»t —’l,b/ gvt
pi(e,t) = T (6, ) = TLEF @D Z V6D, (2.18)

a

kde £ € (z — a, z). Pouzijeme-li Lagrangovu vétu jesté jednou na novy zlomek na pravé strané
vznikly po dosazeni z definice funkce ¢(z,t), dostaneme

le}(Z,t) = TW’(’?J% (219)

kde n € (£,£+ a) a celkové n € (z — a, z 4+ a). Schematicky je poloha bodu { a n zndzornéna na

obrazku 2.4.
§ n E4a
z

zZ—aQa z zZ4+a
Obrézek 2.4: Polohy bodu £ a 1 na ¢iselné ose. Lagrangeova véta fikd, ze £ € (z — a,z) an € (£, + a).

Celkové muzeme Fict, ze n € (z — a,z + a).

V limité a — 0 jde  — 2z a vyslednd rovnice tedy je®

. 62 82
pY(z,t) = Ty"(2,t), neboli p a—;f(z,t) = Ta—;g(z,t). (2.20)

“Pro funkci f diferencovatelnou na intervalu (a, b) existuje bod ¢ € (a,b) takovy, ze

® Alternativné mtzeme funkci (2, t) rozvinout do Taylorovy fady

0 1 0%y

_ oy 107y 2 3
Y(z+ Az, t) = P(z,t) + 92 (z,t) Az + 5 522 (z,6)Az" + O(AZz®).
Dosazenim tohoto rozvoje do (2.16) (pro Az € {a,—a}) dostaneme
- 0% O(a®)
p(z,t) =T (ﬁ(z,t) T ) :

3
V limité @ — 0 ¢len O(a®) vymizi (zbytek v Taylorové rozvoji méa tu vlastnost, ze limita lima.—o O(ﬁf ) je

koneéna).
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Tato rovnice se nazyva vlnovd rovnice a budeme se s ni setkavat po cely zbytek semestru (skript).
Povsimnéte si, ze puvodni diskrétni rovnice (2.16) urcovala hodnotu funkce ¢ (z,t) pouze v

bodech z =la, | € Z. V limité a — 0 se tyto body zahustily a vysledkem je rovnice pro vSechna
z e R.

2.2 Kmity struny a vlnova rovnice
Odvod'me vlnovou rovnici pro strunu jesté jednou, ale nyni rovnou ze spojitého popisu. Necht

je struna v klidu natazena podél osy z na napéti T'. Vychylku bodu (z,0,0) budeme popisovat
vektorem ¢(z,t) = (¢z, 1y, V,), viz obrazek (2.5).

X

N

/ (1)

Y

Obrazek 2.5: Vychylka struny z rovnovazné polohy je popisovana vektorem 1/7(2, t).

Slozky 1, a 1, predstavuji dvé nezdvislé slozky piicnych vychylek — hovofime o dvou
polarizacich pfitného vInéni. Slozka b, pfedstavuje podélné kmity ve struné. My budeme
uvazovat pouze piritné kmity v jednom sméru, tzn. omezime se na tvar vektoru v = (1, 0,0)
(a prestaneme psat index x).

Uvazujme usek struny mezi body 21 a zo. Dle prvni véty impulsové je zména celkové hybnosti
tohoto kousku struny imeérna vyslednici vnéjsich sil,

—

dP — — — —
=FO— Bt By = I, (2.21)

kde sily ﬁl, resp. ﬁg, pusobi na levy, resp. pravy, konec zvoleného useku struny. Viz obrazek
2.6.

ﬁ2z F;

Y.

Obrézek 2.6: Sily Fy a Fy pusobici na tusek struny. V misté z;, resp. zo, svird struna s vodorovnym
smérem uhel ¢, resp. ¥s.

Budeme uvazovat pouze malé ptri¢né kmity — z tohoto predpokladu budou plynout néasledujici
aproximace. Zajimaji pouze pritné pruméty sil, Fi, a Fb,:

Fxl = —‘F1| sin191 ~ —Ttgﬁl = —Tgw (Zl,t), Fxg = ‘FQ’ Sinﬁg =~ Ttgﬁg = Taaw (zg,t),
z z
(2.22)
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kde jsme vyuzili predpoklad, ze pii malych vychylkach se velikost sil F; jen malo lisi od napéti
struny v rovnovazné poloze T a funkci sinus muzeme nahradit funkci tangens, kterou déle
nahradime derivaci funkce v ve sméru 2.

Podélné sily se v aproximaci malych vychylek pfesné vyrusi:

F,1 = —|Fi|cost = —T, F.o = |Fs|costy = T. (2.23)

V prvni vété impulsové (2.21) je netrividlni tedy pouze slozka x. Jeji pravou stranu muzeme
psat jako

oY 0 w

Fe) =T Z=(20,t) — ==(21,t) ) = t 2.24
19 =1 (560 - G an)) = TAS F (e (2:24)
kde jsme pouzili Lagrangeovu vétu o prirustku funkce, tj. £ € (zl, z9) (podrobnéji viz prechozi

kapitola o spojité limité Fetizku), a oznacili Az = z9 — z1. Podivejme se déle podrobnéji na levou
stranu véty impulsové. Celkovou hybnost muzeme vyjadiit pomoci rychlosti tézisté Vony:

ﬁ:MVCM, VCM = (V,,0,0), (2.25)
kde M znaci celkovou hmotnost vybraného useku struny. Poloha tézisté je dana jako
—» 1 . 21+ 22
R=— dl = 0 = 2.26
M/lpr <¢CM, y ZCM 9 >7 ( )

kde ¢ jsme oznacili polohu tézisté na ose x, viz obrazek 2.7.

X

oM

Z1 ZOM 22 z

Obréazek 2.7: Tézisté useku struny.
Vypocet Yons dava
v TR v =T (227
— z z = — .
CM M AZ “ ) ) AZ )

kde jsme pouzili integralni vétu o stiedni hodnoté”, £ € (21, 22). Levé strana véty impulsové
tedy ma tvar

dP, d? 821/;
=M— t 2.28
dt gzom =Mam (€.0). (2.28)
Celkovy tvar prvni véty impulsové (jeji netrividlni slozka x) v aproximaci malych vychylek je
0? 0?
pAE (€ 1) = TAS L (6 1), (2.29)
ot?
Po vykraceni Az muzeme provést limitu zo — z; a dospé&jeme k vinové rovnici
0?4 0%
'OW( t) = TW( , £). (2.30)

5Kladné sméry dhli jsou voleny tak, aby korespondovaly s kladnou hodnotou derivace v daném bodé. Jelikoz
sfla F1, mif{ do zdporného sméru osy x, pfidali jsme explicitni znaménko u jejiho vyjadfeni.
"Pro funkci f spojitou na intervalu {a,b) existuje bod c € (a, b) takovy, ze

/f &) (b — a).
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2.3 Podélné kmity

Porovnejme nyni pficné kmity s podélnymi, které jsme u spojitého odvozeni vlnové rovnice
rovnou vynechali. Pracujme znovu s diskrétnim modelem zavazi a pruzin a uvédomme si, ze
napéti T,; , resp. T,.q4., vystupujici v pohybovych rovnicich pro pfi¢né, resp. podélné, kmity je
déno vztahy

o = ka. (2.31)

po

Tpf,zka(1—@), T
a
Pro pruziny jejichz klidova délka aq je blizka a bude platit

Tpir. < Tpodn (2.32)

Tento ptredpoklad je pro model struny obvykle splnén. P¥i napinadni struny je jeji prodlouzeni
mnohem mensi nez jeji celkova délka, Al < [. Vybudit podélné kmity srovnatelné amplitudy je
tedy daleko ndaro¢né;jsi nez u pri¢nych kmiti. Proto jsme je v pfedchozim popisu mohli zanedbat.
Pro podélné i priéné kmity bychom odvodili stejné vinové rovnice lisici se pouze pfislusnym
napétim T T,,4. nebo T; .

Na zavér jesté srovnejme popisy vychylek pro podélné a piiéné kmity pomoci funkce 9(z,t)
na obrazku 2.8.

Th—1 Tk Th+1
Lk—1 Tk Tk+1
T L e
> Y Y Y >
LF L‘J L»J z L[] L] L[] z
x
» ! ! »
o z 2 —l—‘ ¥(z,t) z
(a) Pritné kmity fetizku a struny. (b) Podélné kmity fetizku a struny.

Obrazek 2.8: Srovnani popisti podélnych a piiénych kmitu.

U piiénych kmitu je poloha kousku struny déna vektorem (z,%(z,t)). U podélnych kmitu
je vychyleny kus struny na soutadnici z + ¥(z, t).

2.4 Zvuk

Zvuk nenf nic jiného nez podélné vlnéni v materidlu. Odvod'me nyn{ vlnovou rovnici pro tlakové
zmény zpusobené podélnym vlnénim v idedlnim plynu. Uvazujme trubici plynu podél osy z.
Podélné vychylky plynu z rovnovazné polohy opét popiseme funkei ¢(z,t). Uvazujme maly tsek
trubice (z, z + dz), pak vlivem vychylek se plyn posune na pozici

(z 4+ (2, t), 2+ dz + Y(z + dz, t)). (2.33)
Na levy konec tseku plynu pusobi tlak p(z,t), na pravy konec tlak p(z + dz,t). Viz obrazek 2.9.
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m p(2) \ o+ dz) \
N R .
U w(?)} w(?jkdw : } i

Obrézek 2.9: Trubice vzduchu a jeji maly tsek mezi body (z, z + dz). Funkce v (z,t) popisuje podélnou
vychylku ¢astic plynu z rovnovazné polohy. Funkce p(z,t) popisuje tlak v kazdém misté trubice.

Pohybova rovnice zvoleného tiseku bude opét ddna prvni vétou impulsovou:

82
a—;f =p(2)S —p(z + dz)S, (2.34)

kde dM = pdV = podVy. dVy oznacuje puvodni objem tseku, dVy = Sdz, dV je objem po
posunuti o vychylky 1 (z,t). Hmotnost sledovaného kousku zustava konstantni, nase myslend

hranice se posouva s pfesunem molekul plynu. Objem dV se da vyjadfit nésledujicim zptuisobem
jako prufez krat délka:

dM

vV = S((z+dz+0(z+d2)) - (2 4+9(2)) ) = § <1 Chs d;z - W)) dz =S <1 + Zf) dz.

(2.35)

Dalsim dulezitym piredpokladem je, ze dé&j v plynu je adiabaticky — tedy, ze se béhem zmén

tlaku nestihne vyménovat teplo mezi jednotlivymi ¢astmi plynu®. Pro adiabaticky déj v idedlnim
plynu plati

pV" = konst., (2.36)

kde k je Poissonova konstanta piislusna danému plynu. V naSem piipadé uvazujeme plyn v
naSem malém useku o objemu dV, takze mame

po(dVp)® = pdV", (2.37)

kde pg oznacuje tlak plynu v rovnovazné poloze. Vyjadiime-li tlak p:

(Y (T o
p—p0<dv> —p0<1+az> ~p0<1—/€az)a (2.38)

kde jsme dosadili za dV z (2.35), za dVy = Sdz a v posledni rovnosti pouzili Tayloruv rozvoj
do prvniho Fadu funkce (1 + z).
Rozdil tlaku v ruznych mistech muzeme zapsat pomoci derivace:
p(z+dz)—p(z)  9p _ 9%

=P oY 2.
dz 0z Pok g2 (2.39)

kde jsme vyuzili (2.38). Dosadime-li nyni predchozi vysledek do pohybové rovnice (2.34) (po
rozepsani dM = ppS dz):
2 2
po s = oy (2.40)
Toto je vlnova rovnice popisujici podélné kmity v trubici s plynem. V ptipadé, ze bychom
uvazovali izotermicky déj (ktery spliiuje pV' = konst.), chybéla by ndm ve vysledku Poissonova
konstanta k.

8Newton uvazoval déj izotermicky. Rychlost zvuku ve vzduchu mu pak vysla spatné.
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2.5 Kmity struny s pevnymi konci

Uvazujme nyni strunu délky L, ktera je napjata mezi body z = 0 a z = L. Pohyb struny se idi
vlnovou rovnici:
O Ty 0%
02 pg 0227
kde pg je délkova hustota a Tj je napéti na struné. Dale uvazujeme nésledujici okrajové podminky
— struna je na koncich nepohyblivé upevnéna, tzn.

2€(0,L), t€R, (2.41)

¥(0,t) =0, Y(L,t) =0, vt € R. (2.42)
Resen{ se pokusime najit metodou separace proménngch. Piedpoklddame feseni ve tvaru
(z,t) = Z(2)T(t), (2.43)

s neznamymi funkcemi Z(z) a T'(t) jedné proménné. Pokud tento ansatz dosadime do vlnové

rovnice (2.41) obdrzime
. T
Z()T(t) = 222" ()T (1), (2.44)
Po

pokud nyni tuto rovnici vydélime pg Z(z) T'(t) obdrzime separovanou rovnici

z" To T
—(z) = —=(t Vz,t € R, 2.45
2= 20, (2.45)
kde leva strana je zavisla pouze na proménné z a prava strana pouze na t. Jelikoz tato rov-
nice musi byt splnéna pro vSechna z,t € R, tak se levad a prava strana musi rovnat spole¢né

konstanté”, ozna¢me ji C' € R:

z" ToT
—)=C= p—gf(t). (2.46)

Jednoduchou tipravou dospéjeme ke dvéma obyéejnym diferencidlnim rovnicim pro funkce Z(z)
a T'(t) se zatim neurcenou konstantou C"

. T
7'-Ccz=0 T-c2T=0. (2.47)
Po
Nez se pustime do feSeni rovnic (2.47), podivejme se na okrajové podminky (2.42), do kterych
dosadime ansatz (2.43):
¥(0,t) = Z(0)T'(t) =0, (L, t) = Z(L)T(t) =0, vVt € R. (2.48)

Pozadujeme-li netrividlni 7'(¢) (a tedy i nenulové feseni ¢(z, t)), tak se okrajové podminky (2.48)
redukuji na:

Z2(00)=0,  Z(L)=0. (2.49)

9Zderivujeme-li rovnici (2.45) podle proménné z, resp. t, obdrzime:

d(Z'N_, - d(mT
d=\ 2z ) 7 AV A

Pokud ma funkce nulovou derivaci, musi tato funkce byt konstantni:

A Y

7 ToT —Ca

Ukézali jsme tedy, Ze se se levd, resp. prava, strana rovnice (2.45) rovnaji konstanté —C4, resp. —Cb. Ale jelikoz
se levé strany vyse napsanych rovnic rovnaji pro Vz,t, tak musi byt C; = Cb.
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Tyto tedy budeme muset splnit pii feSeni rovnice (2.47) pro funkci Z(z) se zatim neurcéenou
konstantou C. Reseni Z(z) je

Z(z) = c1e¥% + e ﬁz, (2.50)

kde ¢ a co jsou integraéni konstanty. Okrajové podminky tedy vypadaji nasledovneé
Z(0) =c1+c2 =0, Z(L) = c1eVOL 4 cpemVOL = . (2.51)
Po dosazeni z prvni rovnice do druhé mame podminku

cre~VOL (62\/6]: - 1) =0 (2.52)

Pozadujeme netrividlni feseni, tedy ci1(= —ca) # 0; exponencidla e~VCL je vzdy nenulova; je
tedy nutné, aby byl nulovy vyraz v zavorce. To je mozné pouze pro C < 0, tzn. vC = i\/|C],
a muzeme psat

ICIL — cos (2 yC\L) + isin (2 \C!L) =1, (2.53)
s FeSenim
|C|L = 2mm, m € N. (2.54)

To znamend, ze pfipustné konstanty C, pro které feSeni splnuje okrajové podminky, jsou
¢islované pfirozenymi ¢isly a konkrétné dané jako

mm\ 2
Oznacme ky, = "f*, pak muzeme psat /|Cy,| = kyy = "
Tvar funkce Z(z). Jedna okrajovd podminka dava ca = —c;. Podminka realnosti feseni
vyzaduje co = ¢1. To znamena, ze c¢; = ic a cog = —ic, kde ¢ € R.
Zm(z) =c (ieik’”z - ie_ikmz) = —2csin(knz) = Asin(kny,2). (2.56)

Jesté nam ke kazdému piipustnému C,, (tzn. tomu spliujicimu okrajové podminky) zbyva
fesit piislusnou ¢asovou rovnici pro T'(t), viz (2.47):

- mm 2 T()
T+(—) 7 _o. 2.57
L) o (2.57)
Tato m4& FeSeni tvaru:
N T
Tou(t) = Bsin | 25 (204 4 o0 ], (2.58)
L\ po

kde thlova frekvence wy, lze napsat pomoci vlnového ¢isla k,, jako

To To mm mm
W, = = —. 2.59
\/ 70 =\ — p” T (2.59)

Vysledné feseni pohybu struny ,,(z, t) piislusejici pfipustné hodnoté konstanty C,, ziskame
dosazenim do (2.43):

D (2,8) = Zim(2) T (t) = Ay sin (?) sin (L ZO t+ gom> : (2.60)
0
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kde jsme sdruzili zavislé integra¢ni konstanty a pojmenovali je A,, = AB. Tyto feseni predstavuji
vibra¢ni médy struny. Resenf vyslo ve tvaru tzv. stojatych vin, tzn. ve tvaru ¢ (z,t) = Z(2) sin(wt+
©0), kde si vlna zachovava svij tvar Z(z) a jen se méni jeji amplituda harmonickou funkei.

Jelikoz vlnova rovnice (2.41) je linedrni, je feSenim i linedrni kombinace vSech vyse nale-
zenych TeSeni:

“+oo
¢(2’t> = Z wm(zat)v (2'61)
m=1

kde koeficienty linedrni kombinace zastanou amplitudy A,, schované jiz ve funkcich ¢, (z,t)
(2.60). Vysledné obecné feseni nalezené metodou separace proménnych je

P(z,t) = Y Apsin (ky2) sin (Wit + @m) (2.62)

m=1

kde tthlova frekvence w a vlnové ¢&islo k spliuji nasledujici disperzni vztah a pripustné hodnoty
vlnovych ¢isel k,, jsou

T() 2mm
=4/—k kpm = —— N. 2.63
w 2 ) m 7 m e ( )

Konstanty A,, a ., jsou dany poc¢ateénimi podminkami, naproti tomu konstanty w,, a kp,
jsou dany vlastnostmi fyzikalniho systému, ktery zkouméame, zde tedy délkou struny L, jeji
hustotou pp a napétim v ni Ty (a okrajovymi podminkami).

Na obréazku 2.10 jsou zndzornény prvni ¢tyii médy tohoto feSeni (tzn. funkce v az 1)y).

0 L%z

Obrézek 2.10: Prvni ¢tyfi médy pohybu struny s pevnymi konci. Tec¢kované jsou naznaceny tvary médua
posunuté o polovinu ¢asové periody.

2.5.1 Podminka volného konce

Druhym typek okrajové podminky na struné kone¢né délky je okrajova podminka volného konce.
Fyzikélné to znamend, ze konec struny muze bez tieni volné klouzat po ty¢i kolmé na osu z. V
nasledujicim textu bez Gjmy na obecnosti zvolme z = 0.
Uvazujeme-li, ze upevnéni struny ma hmotnost M, pak Newtonova pohybova rovnice pro
konec struny bude mit podobu
9% oY

kde na pravé strané je piicnd sila od struny pusobici na upevnéni struny.

35



F, F,=T

\J

Obréazek 2.11: Pri¢nd sila pusobici na zavés hmotnosti M.

Pro nehmotny zavés, M = 0 dostavame z pohybové rovnice okrajovou podminku volného

gf(o, t)=0, (2.65)

tedy Ze na upevnéni nepusobi zaddné piicné sila; geometricky — struna do mista upevnéni prichdzi

konce tvaru

vodorovné.

2.6 Matematicka vsuvka: Fourierovy rady

Megjme periodickou funkci f : R — R s periodou 2L. Pak Fourierovou fadou fr funkce f
nazveme nasledujici funkci

+oo
fr(z) = % + mZZI <am cos ? + by, sin ?) , (2.66)

kde koeficienty a,, a by, jsou dané vztahy:

m m

I I
am:L/Lf(z)cos gzdz, m € No; bm:L/Lf(z)sin 2Zdz, m € N.| (2.67)

Pro po ¢éastech diferencovatelné funkce plati, Ze v bodech spojitosti Fourierova fada konver-
guje k puvodni funkci f, fr(z) = f(2). Pro bod nespojitosti zy plati

feteo) =3 (tm, £2)+ lim /). (2.68)
tedy Fourierova fada v tomto bodé konverguje k pruméru jednostrannych limit funkce f.
Fourierova fada ptredstavuje rozvoj periodické funkce f do diskrétni superpozice harmo-
nickych vin.
Pro sudé funkce (f(z) = f(—=x)), resp. liché funkce (f(z) = —f(—x)), se Fourierova rada
(2.66) a vzorce pro koeficienty a,, a by, (2.67) zjednodusi. Pro sudé funkce dostaneme

2 [t =
A = L/o f(z) cos m;rz dz, by, = 0, fr(z) = % + mzzzl Ay COS m;rz (2.69)
Pro liché funkce:
2 [ mmz = mmz
am =0, by, = L/o f(2)sin 7 dz, fr(z) = mE:l by, Sin 7 (2.70)
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*Poznamka z pohledu linedrni algebry: Fourierova fada je vlastné rozklad vektoru f z vek-
torového prostoru periodickych funkei F do (nekonecné) béze

B = {(cos kp2) %, (sinkm2)t 2 1, (2.71)

m=0"

kde k,, = "/*. Jestlize navic zavedeme skaldrni soucin dvou periodickych funkei f a g (f,g € F)

jako
L
)= [ 1@ d, (272

potom koeficienty a,, a b,, nejsou nic jiného nez koeficienty linearni kombinace ziskané jako
projekce vektoru f na vektory baze pomoci skalarniho souéinu (2.72)10:

am = (f,cos kmz), by, = (f,sinkpz), (2.73)

témto koeficientim se v linearn{ algebfe tik& Fourierovy koeficienty.

2.6.1 Sudé a liché prodlouzeni

Mégjme funkei f : (0, L) — R. Definujme jeji tzv. sudé a liché prodlouzeni fsuqe : R — R a
Jiiche : R = R.

Nejprve definujeme funkce fsua¢ @ fiichs na intervalu (0, L) tak, aby souhlasily s puvodni
funkei f:

foudélory =F, ficneliory = - (2.74)

Pak dodefinujeme funkce fsud¢ @ fiichs na intervalu (—L,0) takto:

fsudé(z) = f(_Z)v fliché(z) = _f(_z)7 z € <_L70>7 (2'75)

tzn. tak, aby funkce fiuq¢ byla suda na intervalu (—L, L) a funkce fiicne licha!! na (—L, L).

Na zaveér funkce fougs @ fiiche jednoznaéné dodefinujeme na celé R tak, aby se jednalo o
periodické funkce s periodou 2L. Vysledek téchto prodlouzeni pro konkrétni piipad funkce f z
obrazku 2.12 vidite na obrazku 2.13.

Obrazek 2.12: Puvodni funkce f : (0, L) — R definovand pouze na intervalu (0, L).

198 vyjimkou koeficientu ag, kde ndm vadi nenormovanost funkce f(z) =1, (f, f) = 2.

117 lichého prodlouzeni mize nastat problém pokud f(0) # 0 a f(L) # 0 (funkce pak nemtize byt lichd,
resp. periodickd). Tento problém muzeme bez obav ignorovat, jelikoz koeficienty Fourierovy fady am a bm, jsou
dané integrdlnimi vzorci a integrdly nejsou citlivé na zménu funkéni hodnoty integrované funkce v jednom bodé.
Muzeme si tedy predstavovat, ze pii lichém prodluzovéni redefinujeme ptuvodni funkci f tak, ze polozime f(0) =

F(L) =0.
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fliché

(a) Sudé prodlouzeni fyuq¢- (b) Liché prodlouzeni fiiche-

Obrazek 2.13: Sudé a liché prodlouzeni funkce f.

Ze zadané funkce f: (0, L) — R jsme ziskali periodické sudé, resp. liché, funkce fguq¢, resp.
fiiche- Muzeme tedy pocitat jejich Fourierovy rady, které diky sudosti, resp. lichosti, vyjdou v
nasledujicich tvarech:

fsude = + Z am COS ’ fhche

(2.76)

kde koeficienty a,, a by, jsou dle (2.69), resp. (2.70), dané jako
2 (L o (L
"L / fsuae(2) cos N / f(z) cos @ dz

/ Siiche (2 / F(2)sin 22 gz, (2.77)

kde jsme vyuzili toho, Ze fsuae(2) = fiiens(2) = f(z) pro z € (0, L). Pak plati

“+o00 —+00
agp mmnz . mmz
=5 + E Ay, COS = E by, sin
m=1 m=1

pro ze€ (0,L). (2.78)

Podafilo se ndm tedy funkci f na intervalu (0, L) vyjadiit jako linedrni{ kombinaci bud pouze
funkei sinus anebo pouze funkei cosinus.

2.7 Reseni pocatecnich podminek pro pevné konce

Nyni chceme najit konkrétni pohyb struny, mame-li zadané piislusné pocateéni podminky.
Napisme si postup této tlohy pro okrajové podminky pevnych konct.

Pocéteéni podminky jsou tvoreny pocateéni polohou struny a po¢ateéni rychlosti struny (pro
jednoduchost volime, ze jsou zadané v ¢ase t = 0). Tyto jsou zadané funkei poc¢atecni polohy
f :(0,L) - R (musime zadat pocétecni vychylku kazdého bodu struny) a funkci poc¢atecni
rychlosti g : (0,L) — R (to samé pro pocéateéni rychlost kazdého bodu struny). Nase hledané
konkrétni feseni tedy musi spliovat:

9

¢(z70) - f(Z), ot

—(2,0) =g(2), Vze(0,L). (2.79)

Abychom tohoto dosahli, méame k dispozici integra¢ni konstanty A,, a ¢m,, jejichz hodnotu
chceme urcit.
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Rozepsané pocateéni podminky. Rozepisme levé strany rovnic (2.79), tzn. dosad'me ¢as
t = 0 do obecného Feseni (2.62) a jeho ¢asové derivace:

+oo

$(z,0) = Y (Amsingm) sin 7= = £(2),
m=1

oY = . mwz

5 (5:0) = D (Apwim cos ¢y, sin 7 =9(2)- (2.80)
m=1

Liché prodlouzeni funkci f a g. Nyni bychom potfebovali napsat funkce f a g jako
Fourierovy fady, které budou obsahovat pouze funkce sin *7=. Toho snadno dosdhneme, pokud
si spocitame tady funkci f a g v lichém prodlouzeni (V1z kapitola 2.6.1):

= mmz = mmz
=D fmsin——,  g(z) =) gmsin——, (2.81)
m=1 m=1

kde koeficienty fi, a gm, jsou dané nésledujicimi vzorci:

= E/OL f(z)sin (m;rz) dz, Im = i/oLg(z) sin (m;rz) dz. (2.82)

Vysledné rovnice pro koeficienty A,,, .. Vlastni rovnice pro koeficienty A,, a @m
ziskdme porovnanim fad (2.80) a (2.81) ¢len po ¢lenu:

A Sin 0 = fin, AW COS O = Gm. (2.83)

Tyto rovnice miizeme (formalné!'?) vyfesit:

2
[+ T, tg om = fmtdm, (2.84)
) gm

2.8 d’Alembertovo reSeni vlnové rovnice

Uvazujme vlnovou rovnici tvaru

Y 0%y
ﬁ = U2@, (285)
kterou prepiSeme do nésledujiciho tvaru tim, zZe se na parcidlni derivace za¢neme divat jako na
diferencidlni operatory:
192 92

Diferencidlni operator na levé strané piedchozi rovnice se nazyvé d’Alambertiv operdtor™
a znadi se [:

19> 0?
O=—5— — —. 2.87
v2 ot 022 (287)
Diky zdménnosti parcidlnich derivaci plati i pro derivace poucka A? — B> = (A — B)(A+ B) a
muzeme psat
10 0 10 0
4 (Uat 82) <v6t+8z>w (2:88)
12Formaln{ je druhd rovnice, kters ve skutecnosti reprezentuje dvé rovnice sin p, = f—"’ a Ccos Py, = Ai’zm,

které jednoznacné definuji thel ¢, pro A,, # 0. Pokud A,, = 0, pfislusny méd chybi a na Jeho fazi nezdlezi.
13 Jing konvence zavadi d’Alembertiiv operator s opaénym znaménkem.
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Chteéli bychom nyni zavést nové proménné tak, aby se zjednodusil tvar rovnice (2.88). Toho
dosdhneme zavedenim proménnych £ a 7 dle nasledujicich pfedpisa

&+ t_n—f
2 T )

E=z—wvt, n==z+ut, <z (2.89)

Prepisme vInovou rovnici v puvodnich proménnych z,¢ do novych proménnych &, 7. Definu-
jeme novou funkei ¥(§,n) definovanou pomoci substituce:

B = v st tem) v (5L IS (290)

Inverzni substituce bude pak vypadat nasledovné

P(z,t) = P(z —vt,z+vt) = P&, n). (2.91)

Tyto substituéni vztahy ndm umoznuji transformovat derivace podle jednotlivych proménnych.
Derivujeme-li ¢ podle proménnych z a t dostdvame podle fetézového pravidla'®

W_%%+%%_ oy O
9t ocot " onot o Van

oY 0poE  dpon o
9: = oco: " amo: ~oc "oy o

Zkombinujeme-li tyto vysledky do tvaru operatoru vyskytujicich se v (2.88)

10 0 0 0 0 0\ ~ 0 -
Ga-a)v- (- a ) =

10 0 0 0 0 0\ ~ 0 -~
-2 42 = = - =4+ = 4+ = = 2—). 2.
<v8f+8z>w (an z%‘¥ag+ém>¢’ " (2.93)
V teéi differencidlnich operdtoru tedy mame
10 0 0 10 0 0
A Y AT Y 2.94
vot Oz o¢’ v ot + 0z on (2:94)
Dosadime-li tyto vyrazy do vlnové rovnice (2.88), mame
0%y
=0. 2.95
o¢am (2.95)
Tato rovnice ma feseni®® v podobé
b(&n) = F(€) + Gn), (2.96)

“Mejme funkei f(z1,...,2%) : R®¥ — R a k-tici funkef gi(y1,...,%) : R — R. Funkci A(ys,...,u) : R' = R
ziskame slozenim
h(y17"'7yl):f(gl(yl7"'7yl)7"'7gk(yl7"'7yl))

Potom plati retézové pravidlo
k

8]’), . af agnL
oy 2;1 Oxm Oy;
Toto pravidlo je rozsifenim pravidla o derivovéni slozené funkee, [f(g(z))]' = f'(g(z)) ¢'(z), do vice proménnych.

Zde mame $(&,n) ~ a1, 32), £(2,) ~ g1(y1,y2), n(z,) ~ g2(y1, 2).
15pokud rovnici napiseme v podobé ~
9 (0¥ _,
o \on) 7
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kde F,G : R — R jsou libovolné redlné funkce jedné redlné proménné (piislusné diferencova-
telné). Pomoci puvodnich proménnych je funkce 1(z,t) tvaru

¥(z,t) = F(z —vt) + G(z + vt), (2.97)

tomuto feSeni fikame d’Alembertovo TeSeni vinové rovnice. Jaky je fyzikalni vyznam tohoto
feseni? Uvazujme nejprve situaci s G = 0. V ¢ase t = 0 predstavuje funkce F'(z) prosté tvar
vybuzené viny. Déle se podivejme na vyvoj mista konstantni faze. Fidzi nazyvame argument
funkce F, tzn. z — vt. Najdéme casovou zavislost mista z.(t) jako Feseni rovnice z — vt = ¢, kde
¢ je libovolna konstanta. Toto je trividlné

ze(t) = ¢+ vt. (2.98)

(pro pocatecéni podminku z.(0) = zp dostaneme z.(t) = zp + vt). Konkrétni misto na viné se
tedy §fff rychlost{ v. Cést feseni F(z — vt) tedy predstavuje vinu (o tvaru funkce F(z)) &fifci se
jako celek v kladném smeéru osy z rychlosti v, této rychlosti se fika fdzovd rychlost. Analogicky,
pokud bychom se divali na funkci G(z + vt), tato pfedstavuje vinu tvaru G(z) siici se rychlosti
v do zdporného sméru osy z.

F(z —ot) G(z +vt)
LA N

P(z,t) = F(z —vt) + G(z + vt)

>
P

Obrézek 2.14: d’Alembertovo Feseni piedstavujici superpozici dvou proti sobé postupujicich vin F(z —uvt)
a G(z 4 vt).

2.8.1 Vyzarovani postupnych vin

Jakym zpusobem muZeme tyto postupné viny vybudit? Uvazujme, Ze naSe prostiedi, napf.
struna, ma v z = 0 kmitajici zdroj, ktery svym pohybem udava vychylku v tomto bodé:

P(0,1) = y(t), (2.99)

y(t) je libovolnd ale urcend funkce. Podmince tohoto typu, kdy uddvam stav systému pro danou
polohu, se obecné tikéd okrajovd podminka. UrCuje tvar feSeni na okraji studovaného systému.
Toto je konkrétné podminka v z = 0. Abychom ziskali jednozna¢né feSeni tohoto problému
vyzafovani, je tfeba pfedepsat jesté druhou okrajovou podminku na druhém okraji systému,
zde z = +00. Pozadujeme, aby z nekoneéna nepfrichézely zadné viny, tzn. predepisujeme G = 0.
Této okrajové podmince se tika podminka vyzatovdnd.

vidime, ze funkce % je funkci pouze proménné 7,

9%
oy~ 90
Tuto nyni zintegrujeme podle n a dostaneme

B(Em) = / o(n) dn +F(€),

——
G(n)

kde F(£) je integraéni konstantou vzhledem k integrovani podle proménné 7.
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Ted jiz muzeme najit konkrétni tvar d’Alembertova feseni. Po dosazeni 1(z,t) = F(z — vt)

do (2.99):
x

b0 =F(—vt) =y(t) — Fa)=y(->) (2.100)

Zname-li konkrétni tvar funkce F'(z) snadno jiz napiSeme

W(z,t) = F(z — ot) :y(—z_vvt> —y(t-2). (2.101)

Vysledné feSent je tedy tvaru

Wiz t) =y (t ~ 5) . (2.102)

Co predstavuje vyraz v argumentu budici funkce y? Zlomek Z ptedstavuje dobu, kterou signdlu
vyzafenému v bodé z = 0 trvéa dositit se do mista z. To znamend, Ze vlna, kterou pozoruji v
misté z v case i, se ze zdroje vyzdfila v case t — Z. Tomuto casu ftkdme retardovany cas:

z
=t (2.103)

Symbolicky muzeme psat
¥(z,t) = y(tr). (2.104)

2.8.2 Harmonicka postupna vlna

Pokud zdroj harmonicky kmita dle predpisu

y(t) = Acos(wt + ¢), (2.105)

pak je vyzarenda vlna tvaru
Flx)=y (—%) = Acos [w (—%) + 44 = Acos (%:p — cp) , (2.106)
i P(z,t) =y (t - %) = Acos [w (t - %) + 44 = Acos <wt - %z + 90) . (2.107)

Oznacime-li vlnové ¢islo k = ¢ (disperzni vztah), dostdvame tvar harmonické postupné viny
P(z,t) = Acos(wt — kz + ). (2.108)
Pro funkci G(x) = Acos(kz + ¢) mame vlnu postupujici opaénym smérem

P(z,t) = G(z +vt) = Acos(wt + kz + ¢). (2.109)

2.9 Energie vlnéni

Podivejme se nyni na vIinéni na struné z energetického pohledu — nalezneme vyrazy pro mecha-
nickou energii v daném tseku struny. Pohybovou rovnici struny odvodili z prvni véty impulsové,

% = F©), (2.110)

Jelikoz zékon zachovani mechanické energie plati pro soustavy, kde neptisobi vnéjsi sily, a jelikoz
na zvoleny tusek struny pusobi vnéjsi sily od zbytku struny, nebude se energie v daném misté
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struny zachovavat, ale bude se pfelévat z jednoho mista na druhé. Tyto vahy nyni kvantifiku-
jeme.

Celkova energie je sumou kinetické a potencidlni energie. Kinetickd energie malého tseku
struny (z,z + dz) je

1 1 ow\? 1 .
T =—dmv? == — ) = -pi?dz. 2.111
d 2dmv 2’0dz<8t> 2pw dz ( )

Zavedeme obecné pojem hustoty energie € nasledujicim zptusobem. Je-li dF energie obsazend
v useku (z, z 4+ dz), definujeme hustotu energie € jako

dE = edz. (2.112)

Energie obsazend v konecné velkém udseku (z1, z2) pak je ddna jako

29 29
E :/ dE(z) :/ edz. (2.113)
z1 z1

Zatimco jednotkou energie je [E] = J, jednotkou (délkové) hustoty energie je [¢] = J.m ™!,

Hustota kinetické energie tedy dle predchozi definice a vyrazu (2.111)
1 . 2
T = §p¢ . (2.114)
Déle, pro odvozeni vyrazu pro potencidlni energii vyuzijeme diskrétni model fetizku atomu
a jeho néslednou spojitou limitu. V useku struny (z, z + dz) je celkovy potencidl souétem po-
tencidlnich energii jednotlivych pruzin,
qu — . MU (2.115)
= 5 : 1 .
Linearizovany vyraz pro narust potencidlni energie pii pri¢nych kmitech jiz zndme:

U = %k (1 - %) (Ay)? (2.116)

Pocet pruzin mezi (z,z + dz) je N = %. Muzeme uvazovat, ze viechna At jsou priblizné
stejnal® a tedy

_ 1 ao\ (A,
dU = dN Uy, = 5ka (1 . ;) <a dz (2.117)
Provedenim spojité limity a — 0 (a drzeni T' = ka ( — %0) = konst.) dostaneme
= tr (), (2.118)
=3 o 2. )

16D4 se to opét udélat i rigoréznéji. Vyraz % se d4 pomoci véty o stfedn{ hodnoté zapsat jako '(&,t) a

poté
1 ’ 2 a—0 #2 1 ’ 2 1 / 2
U Ek 5 V' (Ek,t) a — U /Z 3 V' (z,t)°dz 3 V'(€,1)" Az,

1

kde jsme pouzili definici Riemannova integralu jako limitu integralnich sou¢tu a v posledni rovnosti integralni
vétu o stiedni hodnoté. Pokud nyni Az — 0, pujde £ — z a dostanu

dU = %Twl(z, t)* dz.
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Hustota potencidlni energie pak je

1
= §T(1//)2. (2.119)
Nyni jiz muzeme napsat hustotu celkové energie na struné jako
1 . 1
e=T+u= §p¢2 + §T(1/J)’2. (2.120)
Celkovd energie v tseku (z1, z2) je ddna integrélem
22
E<Z1,zz)(t) = / e(z,t) dz. (2.121)
21

Podivejme se, jak se tato energie méni s ¢asem:

dE(;, 2 2 Oe /Z2 o 9% 6¢ 0%
21

a Lo a% T Parae T v

dz. (2.122)

Z1
Pouzijeme-li vlnovou rovnici, mame

dE, .y . [2000% 0 0% [0 (Yo o 0] *2
@ 1) ara2 T ez oo dz_T/Zl 9z <8t az>d'z T [(% 82] - (2123)

Z1
Definujeme-li velicinu tok energie S

b b

=-T—— 2.124
Sz, t) = 120 (2124)
pak muzeme rovnost (2.123) psat jako
dE t
“zi’tz”() = S(z1,t) — S(2a,1), (2.125)

tedy ze ¢asova zména energie v daném tseku struny je dana bilanci vtoku a vytoku energie
na jeho koncich. Tato rovnost predstavuje integrdlni zdkon zachovani energie na struné. Tok
energie S neni nic jiného nez vykon sil napéti na struné:

oY 0y
0z Ot

Diferencialni tvar zakona zachovani ziskame limitou zo — z1. PfepiSeme levou stranu zakona
zachovani pomoci integralni véty o stfedni hodnoté,

P=F.#=—Fpv=-T-—— =25 (2.126)

dE 9
— = t)A 2.127
= Sele Az, (2127)
kde Az = 29 — z1. Po dosazeni do (2.125) (a vydéleni Az):
Oe S(Zz, t) — 5(21, t) Az—0 Oc 0S
—(&,t) =— - — =0 2.128
ot &) Az ot 0. (2.128)
Provedenim limity Az — 0 dostaneme diferencidlni zdkon zachovani energie na struné!7:
Oe 08
— 4+ —=0. 2.129
ot + 0z ( )
17Také bychom k nému mohli dospét jinym zptisobem. Pfepsat (2.125) jako
dE 2 Oe 2 98
E = . ad /’21 adz,

dat vSechny ¢leny na jednu stranu,

= (0e 0S8

a jelikoz tato rovnost musi platit pro libovolné z1, z2, musi byt integrand nulovy.
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Jedn4 se vlastné o rovnici kontinuity'®. Casové zména hustoty energie je déna (prostorovou)
zménou toku energie v daném misteé.

Energetické veliciny (e, 7, u, S) jsou kvadratické ve vychylce 9. Neplati tedy princip super-
pozice! Uvazujme superpozici dvou vin 1 = 11 + 19, pak

Epitys 7 Sy T Eyp, At (2.130)
Napriklad pro ¢asovou derivaci mame
OP\? _ (O +e\P_ (0U\P | (Ova\? 9 vy
(a) —< o) “\ar) "\ ) T e o (2.131)
~—

interferenéni ¢len

2.9.1 Energie v postupné viné

Uvazujme vInu postupujici jednim smérem

P(z,t) = F(z — vt). (2.132)
Ozna¢me F'(z) = %, pak jednotlivé derivace maji nésledujici tvar a plati mezi nimi
nasledujici vztah:
K o / o oy

o (z — vt), 5t vF'(z — vt) Ve, = B (2.133)

Dusledkem toho plati rovnost hustoty kinetické a potencialni energie, u = 7, neb

1 (ov\® 1 ,[0p\> 1._[0¢\>

— (=) =2 ) =7(ZEX) = 2.134
T 2”(61&) 27" \ 9z 2" \ 0z “ (2.134)

Pro celkovou energie tedy € = v+ 7 = 2u = 27.
Podivejme se dale na tok energie v postupné viné. Muzeme zvolit dvé ruzné tpravy:

oo o\
S = —Ta—fa—zf = Tov ((;ﬁ) =2rv=¢ev (2.135)
T\ (ovN?
== (&s) =Z <8t> , (2.136)

kde jsme zavedli veli¢cinu impedance Z = \/Tp (po dosazeni z v = %) Jeden vysledek tedy je
S=c¢v, tok energie = hustota energie - rychlost siteni viny. (2.137)

Muzeme fFict, ze $ifeni vlny na struné je vlastné Sifeni energie podél struny. Anebo druhy
vysledek:

2
S=Z (?;f) tok energie = impedance - kvadréat rychlosti, (2.138)

ktery riké jak prepocitat rychlost v daném bodé na tok energie v daném bodé — skrze konstantu
ameérnosti zvanou impedance.

18Vzpomeiite na rovnici kontinuity v elektfiné a magnetismu:
Op
ot

Pro 1D problém (proud tekouci jen ve sméru osy z) bychom dostali

o0 0i_,
ot 0z

+divj =0.
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2.9.2 Priklad: Harmonicka postupna vina

Pro harmonickou vlnu,
F(x) = Acoskz, Y(z,t) = F(z —vt) = Acos(wt — kz), (2.139)

dostaneme nasledujici tvary hustot kinetické a potencialni energie a toku energie:

1
T = —pAiw?sin®(wt — kz),

2
Loj2,2 2 LT 2 9.9
u= §TA k* sin®(wt — kz) = gﬁA w?sin®(wt — kz) =7,
S = Z A% sin?(wt — kz). (2.140)
Pro stiedni hodnoty mame
L 429 L, 42 2
(1) = (u) = ZPA w?, (S) = §ZA w”. (2.141)
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Kapitola 3

Disperzni vztah, vinové baliky,

grupova rychlost

3.1 Fazova rychlost, disperzni vztah

3.1.1 Postupné vinéni

Uvazujme postupnou harmonickou vlnu v (z,t) (anebo jeji komplexifikaci) tvaru:

P(z,t) = Acos(wt — kz), q/}(z’t) — Aeiwt=kz),

(3.1)

kde w nazyvame thlova frekvence, [w] = s™!, k vinové éislo, [k] = m~!. Tyto udévaji periodu

T, [T] = s, a vlnovou délku A, [A\] = m, tohoto vlnéni vztahy

N‘

—
T=2 v

(3.2)

Obrazek 3.1: Harmonické postupna vlna. V libovolném daném bodé z = zy pozoruji harmonické kmitani
s periodou T'. V prostoru méa harmonicka vlna vlnovou délku A. Vlna se jako celek pohybuje fazovou

rychlosti v,,.

Studujme nyni funkci faze p(t) = wt — kz. Odvodme vztah pro rychlosti pohybu mista
konstantni faze, p(t) = ¢o = konst. Vyjadfeme z této rovnice implicitné zadanou funkeci z(¢):

¥o

ot) =wt—kz=¢9y —> z(t):gt——:th——.

k k k

7 ni vycteme tzv. fdzovou rychlost o velikosti

(3.3)



3.1.2 Disperzni vztah

Na parametry w a k zatim nemame zadna omezeni (kromé toho, ze uvazujeme pouze kladné
hodnoty). Chceme-li ale harmonickou postupnou vlnu vybudit v néjakém prostiedi, nepodaii
se to pro libovolné kombinace tithlové rychlosti w a vlnového éisla k.
Piiklad. Uvazujme vlnovou rovnici,

P 0%

oz =" 922
a dosadme do ni harmonickou postupnou vinu (3.1) a pozadujme, 7Ze vinovd rovnice je splnéna
pro v8echny body prostoru a ¢asu. Jednotlivé derivace vyjdou nasledovné

(3.5)

d? 9?
e A e (39)
a tedy
(w? — vk = 0. (3.7)

Pozadujeme-li netrividlni feSeni (tzn. nenulovou amplitudu postupné vlny), musi byt splnén
vztah
w = vk. (3.8)

Tato relace se nazyva disperzni vztah. Udava pripustné kombinace thlovych frekvenci w a vl-
novych &isel k, pro které je postupna vina feSenim vlnové rovnice. Z tvaru disperzniho vztahu
vidime, ze konstanta v ve vlnové rovnici ma vyznam fazové rychlosti.

Obecné je disperzni vztah tvaru

w = w(k), k= k(w) (3.9)

(jeden tvar je inverzi druhého). Tedy je to funkce w(k), anebo k(w) dand fyzikdlnim prostiedim.
Tento vztah charakterizuje vlnové vlastnosti daného prostiedi v tom smyslu, Zze nam urcuje
pripustné (tzn. Fesici rovnice popisujici dané prostiedi) harmonické postupné viny sifici se timto
prostfedim:

w(Z,t) _ Aei(w(k)tsz) _ Aei(wtfk(w)z)‘ (310)
Fazové rychlost téchto postupnych vin je ddna vzorci
L w ~ w(k) L w
Vp = 7 v(k) = o V(W) = ) (3.11)

Vidime, ze obecné muze fazova rychlost zaviset na uhlové frekvenci w, resp. vlnovém ¢éisle k,
vybuzené viny.

Interpretace dvou vzdjemné inverznich disperznich vztahu v (3.9) je zndzornénd na obrazku
3.2. Muzeme mit zdroj vlnéni kmitajici o uhlové frekvenci w, pak funkce k(w) udava, jaké bude
mit vzniklé postupné vinéni vinové éislo & (vinovou délku \). Anebo muzeme v prostiedi vybudit
stojaté viny o vlnovém ¢isle k, pak vyraz w(k) fekne, s jakou ihlovou frekvenci w budou kmitat.

A

(a) Vysilani postupné vilny zdrojem o uhlové
frekvenci w. (b) Stojaté kmity o vinové délce A.

Obrazek 3.2: Disperzni vztah udava vztah mezi dhlovou frekvenci w a vlnovym ¢&islem k = 27” (a tedy

vlnovou délkou \).
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Ukéazky ruznych disperznich vztahu jsou k nalezeni v tabulce 3.1.

Prostiedi Disperzni vztah Poznamka

struna, zvuk, EM vlna w = vk linearni disperzni vztah

fetizek atomu W = Wmag Sin Bk

vlnovod, ionosféra w? = w2, +vik?

vlny na mélké vodé w? = gk tanh kh gravitace g, hloubka h

vlny na hluboké vodé  w = /gk, w? = gk + %k3 povrchové napéti o, hustota vody p
neidedlni struna w? = %kQ + ak?

svétlo v latce w= <k nw)=1+awi—w?)!

Tabulka 3.1: Ptiklady disperznich vztahu v raznych prostiedich.

3.1.3 Reaktivni prostredi

Co se stane, kdyz mame zdroj o thlové frekvenci w v daném prostiedi, ale neexistuje zadné
vlnové ¢&islo k € R, které by splnilo dany disperzni vztah? V takovém piipadé hovotime o
reaktivnim prostredi. Pfesnéji feceno se dané prostiedi pro danou thlovou frekvenci jevi jako re-
aktivni. V tomto prostiedi nelze vybudit postupnou vlnu o zvolené tihlové frekvenci w. Prostiedi,
které umoznuje $ifeni postupné viny s dhlovou frekvenci w, fikdme transparentni prostieds.

Obrazek 3.3: Zdroj vln o thlové frekvenci w na hranici reaktivniho prostiedi.
Piiklad. Podivejme se na ptiklad prostiedi, kterd ma nésledujici tvar disperzniho vztahu

w2:w2

2 2
+ 0%k a—w:vza—w 2

min o2 922 - wmin¢> (3'12)

kde dana vlnova rovnice vpravo vede na disperzni vztah uvedeny vlevo.

Pro w € (wmin, +00) existuje k € R spliujici disperzni vztah. Pro w > wpin se tedy jednd
o transparentni prostiedi. Pro w < wpm;n nenajdu redlné vinové ¢islo k € R, ale existuje feseni
pro k € C:

k=) 2min = — (3.13)

Pokud toto feseni pro k € C dosadim do postupné viny (kterd dala vzniknout disperznimu
vztahu) obdrzim tvar vlny, kterou zdroj vyvold v tomto reaktivnim prostiedi:

¢(Z,t> _ ei(wt:tkz) _ ez‘(u.)t:l:i/'ez) _ eq:ffzeiwt‘ (3.14)

Tj. exponencidlné tlumenou stojatou vinu, tato je zndzornéna na obrazku 3.4. Témto nesiticim se
vlnam se 1ika evanescentni viny. V reaktivnim prostiedi se tedy vlna nesiii, ale je exponencidlné
tlumend — to je zpusobeno komplexnim feSenim ix, kdy se z harmonickych kmitu (ve forme
komplexni exponencidly) stane redlnd exponenciéla.
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Obrézek 3.4: Zdroj vln o 1hlové frekvenci w na hranici reaktivniho prostiedi vytvoii exponencidlné
tlumenou stojatou vinu.

Na obrazku 3.5 je znazornéno §ifeni vlny v transparentnim prostiedi, kterému do cesty
postavime reaktivni prostiedi kone¢né sitky. Priuchod reaktivnim prostiedi vinu ¢asteéné utlumi.
Miuzeme definovat vzdélenost zvanou hloubka pronikdni, § = L, kdy amplituda viny poklesne

K
pravé na 1/e.

reaktivni prostfedi

postupné vilnéni

stojaté vlnéni

postupné vlnéni

Obrazek 3.5: Postupné vlna v transparentnim prostiedi, kterda narazi na tenké reaktivni prostiedi, se
Castecné exponencialné utlumi.

Piiklad. Podivejme se na komplikovangjsi piiklad fetizku atomu. Disperzni vztah je tvaru
W = Wyag sin Bk, 8= %, (3.15)

ktery vznikl dosazenim stojaté viny
Yi(t) = [Re eMa]eit (3.16)

do pohybovych rovnic!, 1 udévé vychylku I-tého zévazi, a je vzdalenost jednotlivych téles, viz
obrazek 3.6. Vidime, Ze fetizek je transparentni prostiedi pro w € (0, Wmaz)-

U

Obrézek 3.6: Retizek atomi. Jednotlivé atomy jsou ¢islované [ € Z, jejich vychylky jsou popsané funkcemi
Y1 (t), vzdélenost mezi atomy je a.

Pro w € (0, wmaz) existuje k € R spliaujici disperzni vztah. Pro reaktivni rezim, w > wmaz,
zkusme stejny trik jako v pfedchozim piipadé. Uvazujme k = ix:
w e Br _ ePr

—— =sinifk = ————— = isinh k. (3.17)

Wmaz 21

1Stojaté vlnén{ vznikne superpozici postupnych vin, tedy disperzni vztah kéduje stejnou informaci pro po-
stupné i stojaté viny.
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Bohuzel nedokazeme disperzni vztah splnit pro w, x € R. Musime se zbavit dodate¢ného faktoru
i. Pokud do ptivodniho disperznfho vztahu dosadime ansatz?

pak vyjde
—BK 1% Bk ,—i% —Bk Bk
w e ermee 2 ¢ c _ cosh Bk, (3.19)

Wmazx 29 2

tzn. hledany disperzni vztah pro reaktivni rezim je
W = Wmae cosh Bk (3.20)

a tvar vilny (po dosazeni k = ix —|— 5 do (3.16)):

Wy(t) = e—mlaeigglaeiwt _ (_1)le—nlaeiwt' (3.21)

3.2 Matematicka vsuvka: Fourierova transformace

Jiz jsme vidéli, jak rozlozit periodicky signal do (diskrétni) sumy harmonickych vin. Jednalo se
o rozklad periodické funkce do Fourierovy fady. Uvazujme funkci f(¢) : R — R s periodou T,
jeji Fourierova fada je pak?3

t 2mmt
Z Ay, COS < e > + by, sin( W;T ) , (3.22)

kde koeficienty a,,, by, jsou dany vzorci

T/2 2 ¢ T/2 2 t
2 cos( ”;” >dt, d / £(t) sin( ”;” >dt, (3.23)

T/2 /2

kde index m € Ny indexuje frekvence, z kterych skladame puvodni signal. Nejnizsi frekvenci
oznacime w; = 27” Vyssi frekvence pak miuzeme psit jako w, = mw;. Rozklad periodického
signalu do Fourierovy fady iikd, ze potfebujeme diskrétni mnozstvi frekvenci, {w; |i € N}. Viz
schematicky obrazek 3.7.

o e
A, b,
[o] [ ]
[ ] (o] Q
[ ]
‘ e
' o]
: : e
' o]
' . [ ]
: . o)
2m . o ®
N A R ) IR R
n w

T
w1 2w1 30.)1 4w1 5W1 6 1 7w1

Obrazek 3.7: Schematicky zndzornéné diskrétni frekvence ve Fourierové fadé.

2Tento ansatz je vedeny znalost{ identity €'t = 1.
3Pro zjednoduseni nésledujiciho vykladu jsme koeficient ag zahrnuli pifmo do sumy, je tfeba pak myslet na
to, Ze vzorec pro vypocet ao je tfteba délit dvéma.
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Uvazujme nyni neperiodickou funkci f(t) : R — R. Pro kazdé T € R muZeme vypocitat
koeficienty a,, by, dle vzorcu (3.23) a dostat tak Fourierovu fadu periodického prodlouzent
funkce f| (-T.T)- Nerigorézné teceno dostaneme Fourierovu transformaci jako limitu téchto
Fourierovych fad, pokud provedeme T — +o0o0. V takovém piipadé w; — 0 a z diskrétnich
frekvenci mwi, m € N, se stane kontinuum frekvenci w € (0, +00).

Neperiodickou funkei f(¢) tedy muzu zapsat jako nésledujici limitu Fourierovych fad

+oo
f() = lim <am(T) cos(mwit) +

Trtoo 4= \ Wy (T) o (T) Sin(mcuﬂ)) wi(T), (3.24)

kde jsem si vyrazy v fadé rozsifil frekvenci wi. Tento vyraz je vlastné Riemanntiv integral®:

ft) = o A(w) coswt + B(w) sinwt dw, (3.25)
0

kde jsme oznacili w = mw; a funkce A(w) a B(w) jsou definovény jako

. am(T) b (T)
A =1 B = 2
W)= tm 2T W)= I Ty (3:26)
Provedenim téchto limit ziskame
1 [ree 1 [+
Alw) =+ / f(t)coswtdt,  Blw) = - / £(¢) sinwt dt. (3.27)
T J_oo T J_ o

Vztahy (3.25) a (3.27) predstavuji Fourierovu transformaci a jeji inverzi. Ukédzali jsme, ze
neperiodické funkce lze zapsat jako spojitou superpozici harmonickych vin. Funkce A(w) a
B(w) budeme nazyvat spektralni funkce nebo spektra funkce f. Tyto funkce uddvaji amplitudy
jednotlivych harmonickych vin tvoficich funkci f.

Nerigoréznost naSeho postupu spociva v dvojitém limitovani. Nejprve vlastné délame li-
mitu pro ziskdni funkei A(w) a B(w) a poté délame limitu pro pfechod od sumace k integraci.
Rigordzni postup nicméné vede na stejné vztahy.

3.2.1 Fourierova transformace v komplexnim zapisu

Zapisme Fourierovu transformaci (3.25) v fe¢i komplexnich exponencial:

flt) = /O+OOA(w) coswt +B(w) sinwt dw

elwl 4y e—iwt etwt _ o —iwt
2 21

_ /+°° Aw) —iBW) i | Alw) +iB(w)
0

2 2
N— —
C(w) C(w)

et du. (3.28)

Muzeme tedy definovat komplexni spektralni funkei,

Aw) — iB(w)

Cw) = S,

(3.29)

47 definice Riemannova integralu plati

N a a
Jlim S27(k5) = [ s

Zde je situace zkomplikovéna tim, ze médme nekoneéné sumy odpovidajici integrovani pro w € (0, +00).
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kédujici amplitudy A(w) a B(w) jako redlnou a imagindrni ¢ast (az na dvojku a minus).
Podivame-li se nyni na vzorce pro A(w) a B(w) (3.27), vidime, Ze maji smysl i pro w < 0
a plati

A(—w) = A(w), B(—w) = —B(w). (3.30)

Pro funkei C(w) z vyse uvedeného plyne C(—w) = C(w):

C—w) = A(—w) —QiB(—w) _ A(w) —;iB(w) _ C(w). (3.31)

Po dosazeni tohoto faktu do (3.28) ptejde Fourieruv integral na tvar

flt) = C(w)e™* dw + C(—w)e ™ dw (3.32)
0 0
a po substituci v druhém integralu @ = —w, do = —dw ziskdme tento velmi jednoduchy tvar
komplexni Fourierovy transformace

+oo .
ft) = C(w)e™! dw. (3.33)

—00

Podminka C(—w) = C(w) je nutnou a postacujici podminkou pro realitu funkce f(t). Vztah
pro vypocet funkce C(w) ziskdme prostou kombinaci vztahu (3.27):

w) —1B(w oo ,
Clw) = A()QB() _ % / F(t)e i d. (3.34)

—0o0

Na tomto misté je vhodné poznamenat, ze existuji ruzné konvence zavedeni komplexni Fou-
. 1 . o 1 1 . o Ny
rier ransformace. Faktor == rozlozi na ———— n z faktor riradi
erovy transformace. Faktor ;- se casto rozlozi na Ton on a jede aktorti se prifadi do

vzorce pro rozklad f(t). Tato konvence vede na velmi symetricky tvar Fourierovy transformace,

+oo . +00 .
(1) = \/12? / O dw,  Clw) = \/12? / F(t)e ™ d. (3.35)

Dalsi moznou konvenéni zménou je prohodit funkce et a e~ pifpadné ve Fourierové trans-

formaci pouzivat jako proménnou frekvenci f = 5. Pfi studiu literatury je tedy vzdy vhodné
se seznamit s pouzivanou konvenci.

3.3 Vlnové baliky a relace neurcitosti

Zdroj kmitajici ¢isté harmonickym prubéhem x(t) po neomezenou dobu — zdroj harmonickych
postupnych vin ¥(z, t),

z(t) = Acos(wot + @), P(z,t) = Acos(wot — koz + ©), Vt € R, (3.36)

— neni zcela realisticky model. Takové vinéni se nazyva monochromatické, jelikoz jeho spektrum
obsahuje jedinou frekvenci wy, viz obrézek 3.8 (a). Proto zavadime pojem kvazimonochromatické
vlny tvaru

z(t) = A(t) cos(wo(t) t + (1)), P(z,t) = A(ty) cos(wo(ty) t — ko(tr)z + ©(tr)), (3.37)

kde se amplituda A, frekvence w a fazovy posun ¢ mohou obecné v ¢ase ménit (symbol ¢,
oznac¢uje retardovany ¢as). Tyto zmény ale musi byt dostatetné pomalé tak, aby se v urc¢itém
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casovém useku T > T = 2% tyto parametry daly povazovat za témér konstantni — a tedy
vybrany tusek vlny trvani 7 dostateéné presné aproximuje monochromatickou vlnu. Spektrum
kvazimonochromatické viny je soustfedéné kolem frekvence wg, ale obsahuje celé kontinuum
frekvenci okolo, viz obrézek 3.8 (b).

Cw) Cw)
+00
| c > | } >
wo w wo w
(a) Spektrum monochromatického vlnéni. (b) Spektrum kvazimonochromatického vinéni.

Obrazek 3.8: Spektrum monochromatického a kvazimonochromatického vinéni.
Jednim z moznych prikladu je vysilani slabé tlumené harmonické viny tvaru

z(t) = e~ cos(wot), P(z,t) = e—o(t=3) cos(wot — koz), (3.38)

viz obrazek 3.9. Podminka slabého tlumeni je zde definovana tim, ze doba dtlumu 7 = é viny
na 1/e hodnoty amplitudy je mnohem vétsi nez perioda harmonickych kmitu:

>T="" a<w. (3.39)

Obrézek 3.9: Exponencidlné tlumené kmitani.

Poslednim pojmem, ktery zde budeme potiebovat je pojem wvinovy balik. Budeme tim ro-
zumeét Casové a prostorové ohrani¢ené vinéni. Neni tim pfimo mysSleno, ze mimo danou ¢asovou
¢i prostorovou oblast musi vlnéni zcela vymizet. Spise je minéno, aby ,hlavni“ ¢dst vinéni (s
nejveétsi amplitudou, s nejvétsi energii) byla soustfedéna do omezeného ¢asového ¢i prostorového
intervalu. Pro vlnové baliky bychom tedy chtéli definovat veliciny At — casova sitka baliku — a
Az — prostorova §itka baliku. Tyto dvé veli¢iny budou mit mezi sebou jednoduchy vztah. Je-li
v rychlost pohybu baliku prostifedim, bude platit Az = v At.

VlInové baliky ziskame jako spojitou superpozici harmonickych vin,

+oo . 2
o(t) = Cw) et dw,  (zt)=a (t - 7) : (3.40)

oo v
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Uvazujme jednoduchy model vlnového baliku, kdy zvolime redlnou spektralni funkeci C'(w)
jako na obrazku 3.10. Tedy spektrum vycentrované okolo frekvence wg a 8ifce spektra Aw.

Obréazek 3.10: Obdélnikové spektrum.

Fourierova transformace tohoto spektra pak vypadd nésledovné

400 wo+ =5~
z(t) :/0 A(w) cos(wt) dw :/ A cos(wt) dw (3.41)

Aw
0~ =

a po vypoctu a upravé pomoci souctového vzorce (viz cviceni) dostaneme vysledny tvar baliku,

in (Awy
2(t) = AAwsmA(th) cos(wot), (3.42)

2
ktery je znazornén na obrazku 3.11. Po jeho vyslani ze zdroje bude mit tvar®

(Awtr) P
P(z,t) = T cos(wot — koz), tr=1t——, (3.43)
2

" v

kde ¢, je retardovany cas.

\-A»,_.A»AAA‘A,,A“A’/\/\"‘/\M’/\ [\ AN N A A s
TRaRAAVRTATR V‘V-\/,U,\MV_\) U\/t\/\/wvv LARTAAeRAm

Obrézek 3.11: Vlnovy balik vznikly ze obdélnikového spektra. Vlastni prubéh funkce x(t) je zndzornén
plnou ¢arou. Amplitudova obalka je naznacena ¢arkované, obalka dand pouze nepiimou umérou je na-
znacena Cerchované. Casy t+ oznacuji mista, kdy amplitudova obalka poprvé protina nulu.

SV gase t = 0 se funkce spojité dodefinuje dle limity lim,_,o S22,
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Funkéni tvar vlnového baliku z(t) (3.42) se d4 napsat ve tvaru

sin (%t)
KN

z(t) = A(t) cos(wot), kde A(t) =AAw (3.44)

To znamend, ze vlnovy balik je ve tvaru nosné harmonické viny o frekvenci wg, kterd je mo-
dulovand amplitudovou obalkou popsanou funkci A(t) (viz ¢drkovand ¢ara na obrazku 3.11
predstavujici funkce £A(t)). Naleznéme nyni sitku tohoto baliku tak, ze spocitdme casy ¢4 a
t_ (ty+ > 0, t— < 0), kdy amplitudovéa obédlka poprvé protne nulu, a rozdil téchto c¢asu bude
predstavovat §itku tohoto baliku. Sinus ma prvni nuly v +7 a tedy

%ti = +m. (3.45)
Sifka baliku tedy je
At=t, —t — % (3.46)
a po preusporadani dostaneme vztah
At - Aw = 47 = konst. (3.47)

Tento vztah 1ika, ze ¢asova Sitka baliku a Sitka jeho frekvencniho spektra je k sobé v nepiimé
timéfe! Cfm kratf je vinovy balik, tim vice potfebujeme frekvenci na jeho vytvofeni (a naopak).
Konkrétni hodnota konstanty na pravé strané zavisi na konkrétni definici hodnot At a Aw a
neni pfili§ dualezitd. Hlavni je onen kvalitativni vztah nepfimé timéry.

Obecné se da dokazat nasledujici tvrzeni, které se nazyva relace neurditosti:

At - Aw > . (3.48)

Sougin casové sitky At a §itky spektra Aw nikdy nebude mensf nez uréitd konstanta (nezévisla®
od tvaru signédlu ¢i spektra). V teorému jsou samoziejmé veliciny At a Aw rigorézné definovany.
Zde na to bohuZel neni prostor. Uvedme ale jednoduché tvrzeni z teorie Fourierovy analyzy,
které intuitivné ilustruje platnost relaci neurcitosti, prestoze je v zadném piipadé nedokazuje:

Méjme funkei f(t) a k nf prislusnou spektraln{ funkci C'(w). Uvazujme konstantu a € R*.
Potom plati, ze k funkci f(at) je spektralni funkce tvaru éC (%) Dokazme toto tvrzeni. Oznacme
Cy(w) spektrélni funkei k funkei f(at). Z definice Fourierova integrdlu mame

400 )
Co(w) 1/ Flat) e=t dt (3.49)

:% .

Provedeme-li substituci ¢ = at, dostaneme tvrzeni véty:

Colw) = 21 [ pest ar = Lo (f) . (3.50)

a?2mr J_o a a

Nyni si uvédomme, co tato véta prakticky tvrdi. Nechf je ¢asova $iika vlnového baliku f(t)
velikosti At a k ni pfislusnd sitka frekvenéniho spektra Aw,

At ... ft) & CW) ... Aw. (3.51)

Nésobeni argumentu funkce f konstantou a > 0 pfedstavuje skalovani ¢asové osy. Pro a > 1
se funkce na ¢asové ose smrstuje, pro a < 1 se funkce roztahuje. Casovd sitka funkce f(at) je

5Konstanta je naopak zavisld od konkrétni pouzité konvence ve Fourierové transformaci.
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tedy %. 7 tvrzeni véty je spektrum naskalované funkce tvaru éC (%), skédlovani frekvenéniho
spektra tedy probihd inverzné nez u ¢asového prubéhu funkce. Je-li puvodni §itka frekvenéniho
spektra Aw, u naskédlované funkce bude aAw,

At

a

flat) %c(g) . alw. (3.52)

Soucin casové sitky a spektralni sirky tedy zustdva konstantni pro libovolné é&islo a:

(At) (a Aw) = At Aw. (3.53)

a

3.4 Grupova rychlost

3.4.1 Superpozice dvou postupnych harmonickych vin

Nejprve si fenomén grupové rychlosti ukazeme na nejjednodussim mozném piikladu — super-
pozici dvou postupnych harmonickych vin. Uvazujme prostiedi s disperznim vztahem w(k) a
vezméme postupné viny s vlnovymi ¢isly k1 a ke, k nim pak z disperzniho vztahu ziskam piislusné
uhlové frekvence:

/{?1, kQ — w1 = w(kl), w9y = w(kg). (3.54)

Vezméme nésledujici superpozici vin se stejnou amplitudou a bez fazového posuvu’ a upravme

ji souCtovym vzorcem:
P(z,t) = Acos (wit — k12z) + Acos (wat — k22)

k1 +k - k1 —k
:2Acos<w1;w2t— 1; 2z>cos<w12w2t— 12 2,2). (3.55)

Nynf uvazujme ki blizké ko, BUNO k; > ko. Oznaéime si

k k ki —k
Bo= "2 ke = (3.56)

Potom plati k,,,q < ko diky blizkosti hodnot k1, k9. Déle si oznac¢ime

wo = w (3.57)

diky blizkosti k1 a ko budou blizké i wy a wy a tedy wi &~ we & wy. Déle upravujeme

wi —we  w(kr) —w(ke) k1 —ky  dw dw
2 = kl _ k2 2 = %(5) kmod ~ %(k()) kmod, (358)

kde jsme pouzili Lagrangeovu vétu o prirustku funkce, £ € (k1, k2) a nasledné derivaci aproxi-
movali ndhradou £ za k. Superpozice (3.55) pak bude mit pfiblizné tvar

U(z,t) =~ 2A cos (wot — koz) cos (w’(ko)kmodt R S z) ) (3.59)

Tato superpozice ma tvar souc¢inu dvou postupnych harmonickych vin. Prvni z nich je nosnd
vina s (vysokou) dhlovou rychlosti wy a velkym vlnovym éislem kg (malou vinovou délkou
Ao). Druhd je modulaéni vina, kterd moduluje amplitudu nosné viny — tvoii jeji amplitudovou
obéalku. Tato vlna ma mnohem vétsi vinovou délku A,,oq (mensi vinové &islo kyueq). Dostaneme
tvar periodicky se opakujicich vinovych balika. Viz obrazek 3.12.

"Fézovy posuv nepfinasi nic navic, kromé delstho psani.
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Obrazek 3.12: Superpozice dvou postupnych harmonickych vin.

Jaké jsou fazové rychlosti nosné a modulaéni vlny? Dle vztahu v = % dosadime pifslusné
thlové frekvence a vlnova ¢isla jednotlivych vin a dostaneme:

/
wo W'(ko)kmoa — dw

Unosna — Vp = 7, Unodulacnt — Vg = ——> = 37 k . 360

Féazovou rychlost modulaéni viny nazyvame grupovd rychlost. Tato udava rychlost pohybu
vlnovych baliku, resp. jejich amplitudové obalky, skrze prostiedi.

V piipadé, ze mame linedrni disperzni vztah tvaru w = vk, fdzova rychlost nosné viny a
grupové rychlost se rovnaji. Jinak se obecné mohou lisit.

Fézové rychlosti puvodnich harmonickych vin jsou

. w1 _ w(k;l) N w9 w(k‘g)

1)301 = ?1 = k;l 5 U<p2 == ka == k‘2 . (361)

Diky blizkosti k1 a ks jsou tyto rychlosti blizké fazové rychlosti nosné viny, v, = ve1 & V2.

3.4.2 Obecny vlnovy balik
Uvazujme nyni obecny vinovy balik, ktery je spojitou superpozici harmonickych vin. Necht je
v prostfedi umistén zdroj, ktery vysila signal tvaru
+00 )
ft) = C(w)e™! dw, (3.62)
—00

kde funkce spektra C'(w) je soustfedéna kolem frekvence wy, viz obrézek 3.13. Zdroj vyzaiuje
postupné vlny, tudiz z kazdé harmonické slozky se stane postupnd vlna:

f(t) x et —  (z,t) o @R (3.63)

kde k = k(w) je dané z disperzniho vztahu. Plné superpozice postupujici viny pak mé tvar
+00 )
P(z,t) = C(w)e!Wt=Fw)2) g, (3.64)

—0o0

Nam se bude hodit integrovat spiSe ptes vinova ¢isla k, takze substituci,

dw ~ dw
w=w(k), dw = %dk, C(k):= C(w(k))%, (3.65)
prejdeme ke tvaru, kde s¢itdme viny pomoci jejich vinovych délek (vinovych éisel):
+oo )
W(z,t) = C (k)@ k)t=k2) gy (3.66)
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Spektralni funkce C(k) je také soustfedéna kolem jednoho vinového é&isla kg = k(wp), jeste
jednou viz obrazek 3.13.

C(w), C(k)

Aw, Ak

| -
\ ! T
wo, ko w, k

Obrézek 3.13: Spektrum vlnového balfku. Schematicky zndzornéné spektraln{ funkce C(w) a C(k).

Nyni rozvineme disperzni vztah do Taylorovy fady se stfedem ko,

dw

Ik (ko) (k — ko) + O((k — ko)?), (3.67)

w(k) = w(ko) +
——

wo
a tento dosadime do jednotlivych harmonickych slozek tvorici celkovou vinu:

ei(w(k)t—k;z) _ eikoz —ikoz iwot i(w’(ko)(k—ko)t—kz)eiO((k—ko)2)t

e e e
=1
— ei(wot—k‘z)ei (w’(ko)(kﬁ—ko)t—(k‘—ko)z) eiO((k‘—ko)Q)t’ (368)

kde jsme si vyraz vynasobili vhodnou jednickou a preuspotadali ¢leny tak, ze jsme vytkli kom-
plexni nosnou vlnu. Dosadime predchozi vyraz do integralu (3.66) a pro zkraceni zapisu ozna¢ime
K =k — ko:
; +oo ~ : / / / ; 7/
w(Z’ t) — ez(wotfkoz) C(k/ + ko)ez(w (ko)k't—k z)ezO(k Q)tdk. (369)
—00

Nyni vyuzijeme toho, ze spektralni funkce C(k) je soustfedéna kolem vinového &isla ko (s sitkou
spektra Ak). Muzeme tedy aproximovat funkci v(z,t) tak, ze omezime obor integrace pouze
na k € (ko — %, ko + %> Jelikoz jsme se tim omezili na hodnoty k blizké kg, mtuzeme déle

zanedbat vyssi fady Taylorova rozvoje, eiOk), Vysledkem je:

. k0+% ~ Y ’ /
z/z(z,t) ~ ez(wot—koz)/ N C(k, o kO) ez(w (ko)k't—FE'z) dk. (3_70)
ko= o—ik! (z—w! (ko)t)

Cely komplikovany vyraz pod integralem zavisi na proménnych z a ¢ jen na jediném misté:
v exponencidle je vyraz z — w'(ko)t, ktery je z hlediska integrace konstantni. Muzeme tedy
definovat funkci F'(z),

ko+5E ‘
Flz) = / O (k)e—it—koa gy, (3.71)

a psat vyslednou vlnu ¥(z,t) jako
U(z,t) =~ ei(wot*kOZ)F(z —w'(ko)t). (3.72)

Toto je analogicky vysledek jako u superpozice dvou harmonickych vin. Mame zde nosnou vinu

ellwol=koz) nostupujici fazovou rychlosti Vp = “,:—8 a tato je amplitudové modulovana modulacni
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funkei F'(x), kterd postupuje rychlosti w’(ko) (vzpomente na d’Alembertovo feseni F(z — vt)).
Méme tedy stejné vyrazy pro fdzovou a grupovou rychlost (jako u superpozice dvou harmo-
nickych vln):

wo dw

Utp kio, Ug = %(k()), (373)

predstavujici rychlosti postupu nosné a modulaéni viny.
3.4.3 Rozplyvani vlnového baliku

V predchozi kapitolce jsme po zanedbéani vyssich fadu Taylorova rozvoje obdrzeli postupujici
vinovy balik, jehoz amplitudovd obdlka mé ¢asové neménny tvar F'(z). Pod integrdlem jsme

zanedbali ¢len tvaru
(1
"\ 2 a2

ktery zpusobuje, ze funkce F'(x) neni v ¢ase konstantni, ale ma dodateénou ¢asovou zévislost,

exp

(k= ko)® + O((k — k:o)3)> t] , (3.74)

k=ko

F(z) — F(z,1). (3.75)

Tato dodatecna casova zavislost zptusobuje, ze postupujici amplitudova obdlka F(z — vg4t,t) v
¢ase méni svij tvar — deformuje se. Tomuto jevu se ika rozplyvdni vinovych baliku. Pokusme se
tento jev elementarné kvantifikovat.

Uvazujme opét spektrum vinového baliku (znovu znazornéné na obrazku 3.14 (a)) soustfedéného
okolo vlnového ¢isla kg o frekvenéni sifce Ak a k nému odpovidajici vlnovy balik (z,t).
Rozlozme ho na superpozici dvou baliki,

P(z,t) =9 (2,8) +Pi(2,0), (3.76)

kde balik 1_ je soustiedén okolo kg — % a ¢4 okolo ko — %, oba s §ifkou spektra %, viz

obrazek 3.14 (b).

C(k)
C(k)
\ =/€
Ak Ak
‘ % - kO_T kiO“rT
o k (b) Rozklad spektra vlnového baliku na dva
(a) Celkové spektrum vlnového baliku. podbaliky.

Obrazek 3.14: Rozklad spektra pro studium rozplyvani vlnového baliku.

Kazdy z téchto podbaliki se muze pohybovat jinou grupovou rychlosti:

dw dw
Vg— = %(k—)v Vg+ = %(k-l-)? (377)
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kde vy_, resp. vg4, oznacuje grupovou rychlost 9 _, resp. 4. Jaky bude rozdil téchto rychlosti
Avg?

w’(k+) _wl(k*> _ Ak ~ ! M _ % M
A (bt —k-) = wi(§) - = W' (ko) - = — (ko) =, (3.78)

Avg = Vg4 — Vg =

pfi upravéch jsme pouzili Lagrangeovu vétu o prirustku funkce a fakt, ze £ € (k—, k), £ =~ ko,
a spektralni stfedy jednotlivych podbaliku jsme oznacili k- = kg — %, resp. k4 = ko + %.
Plati tedy

1
Avy = 51);(160) Ak. (3.79)

Oznac¢ime (prostorovou) §itku baliku v ¢ase ¢ jako Az(t) a napisme, jak se tato bude ménit.
Necht je ¢asové $ifka puvodniho signalu f(t) vysilaného zdrojem At. Jeho pocdtecni siika je
pak

Az(0) = v At, (3.80)

jelikoz se pohybuje rychlosti vg a jeho vysldni trvd pfiblizné At. Stfedy baliku se od sebe vzdaluji
rychlosti Avy, takze §itka baliku v case t je

1
Az(t) = Az(0) + Avgt ~ Az(0) + §w”(k0)Ak t. (3.81)

Rozplyvéani vinovych baliki je jev, ktery obecné znehodnocuje nés vyslany signél. V piipadé,
ze vysilame radu baliku za sebou, dojde vlivem jejich rozplyvani k jejich piekryvu a nemoznosti
ze zdeformované signalu rozpoznat, zda balik je ¢ neni piitomen (timto zpusobem muzeme
primitivné kédovat bindrni signal).
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