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Kapitola 1

Kmity soustav s koneénym poctem
stupnu volnosti

1.1 Harmonicky oscilator
Systém popsany rovnici harmonického oscildtoru,
i+ w?r =0, (1.1)

je nejjednodussim systémem vykazujici kmitavy pohyb. Tento matematicky model slouzi k vice
¢i méné presnému popisu rady fyzikalnich systému. Naptiklad pro popis kmitani zavazi hmot-

nosti m na pruziné tuhosti k,
. k
ma + kx =0, w=4/—, (1.2)
m

anebo pro popis pohybu matematického kyvadla v blizkosti rovnovazné polohy,

mlg + mge = 0, W=7 (1.3)
¢i pro popis prubéhu proudu v LC obvodu,
Litir—o0 L (1.4)
—_ = U, w = . .
C VLC

Riuzné fyzikdlni systémy tedy vedou na stejny matematicky popis jejich chovani. To je
charakteristické pro celou fadu vlnovych jevu, kterymi se budeme zabyvat. Typicky budeme
uvazovat néjaky konkrétni fyzikdlni systém, ¢asto mechanicky, vytvorime jeho matematicky
model a budeme zkoumat vlnové jevy, které z ného plynou. Ziskané poznatky pak budou mit
obecnou platnost pro jakykoliv systém chovajici se dle stejného matematického modelu.

1.2 Matematicka vsuvka: Komplexni ¢isla a exponenciala

Komplexni éislo z € C je ¢islo tvaru z = a + ib, kde a,b € R a ¢ je komplexni jednotka s

vlastnosti i2 = —1. Séitani a ndsobeni téchto ¢isel je definovano ,piirozenym zpiisobem*.
Komplexné sdruzené éislo z je ¢islo z = a—ib. Plati vzorec z1z2 = Zz1-Z3. Velikost komplexniho

¢isla je definovdna jako |z| = Va2 + b2, tento vyraz je mozno zapsat jako |z| = v/2Z.
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Redlna a imaginarni ¢ast. Definujeme funkce Re : C — R a Im : C — R zvané redlna a
imaginarni ¢ast pomoci predpisi

Rez =a, Imz=0%

(pozor, imagindrni ¢dst neobsahuje komplexni jednotku!). Pokud je redlna ¢ast nulova, nazveme
¢islo ryze imagindrnim. Funkce Re a Im jsou rediné linedrni, tzn. plati

Re (21 + 22) = Rez1 + Re 29, Re (az) = aRez, a€R,

stejné pro Im. Pozor, Re(z122) # (Rez1)(Rez2) (stejné pro Im). Tyto funkce lze jednoduse
vyjadfit pomoci komplexniho sdruzeni:
Rez:z_gz, Imz:z_z

2i

Komplexni exponencidla. Uvazujme z = a +ib € C. Definujeme komplexni exponencialu
nasledujici vztahem:

e% 1= e = %1 = ¢ (cosb 4 isinb).
Specialni ptipad pro a = 0,
e®® = cosb+isinb, beR,

se nazyva Eulerv vzorec!. Plati [e?’| = 1 a mizeme tedy psat |e?| = e®.

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla. Kazdé komplexni ¢islo z € C muzeme zapsat ve
tvaru z = |z]e"?, ¢ € R. Cislu ¢ fikdme argument komplexniho ¢isla (toto ¢islo neni dané
jednoznac¢né, lze pricist libovolny celociselny ndsobek 27). Argument ¢ je feSenim rovnic

Rez . Im z
ﬁ, Slng@ =
z

Tyto rovnice se ¢asto formalné? sdruzuji do rovnice

COsS @ = W

Gaussova (komplexni) rovina. Komplexni ¢isla muzeme reprezentovat jako body (dvou-
rozmérné) roviny, kde kartézské osy tvoii redlnd a imaginarni ¢ast komplexnich ¢isel, viz obrazek
1.1.

(a) Kartézskd a goniometrickd reprezentace kom- (b) Jednotkové kruznice v Gaussové roviné tvorena
plexniho ¢&isla z zndzornénd v Gaussové roviné. komplexnimi ¢&isly tvaru e'?, p € R.

Obrazek 1.1: Gaussova rovina slouzi ke grafickému znazornéni komplexnich ¢isel, kde na vodorovnou osu
vynasime redlnou ¢ast a na svislou osu imaginarni ¢ast.

1Jehoz specidlnim piipadem je ,nejkrdsnéjsi matematicks identita“ e™ = —1.
2V tomto zapisu ztrdcime informaci o tom, zda ¢ € (0, 7) anebo ¢ € (m, 27).
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S¢itani komplexnich ¢isel mé pak geometricky vyznam séitani dvourozmérnych vektort
v Gaussové roviné. Cislo e'¥ predstavuje ¢islo na jednotkové kruznici. Intuitivni predstava o
nasobeni komplexnich ¢isel se ziskd z goniometrického zapisu:

2122 = | 21|97 |20]€%72 = |21 |20|el(P1 2.

Nésobeni éfslem e’ tedy piedstavuje rotaci o hel ¢ v komplexni roviné. Ndsoben{ ¢islem |z
predstavuje skalovani v této rovineé.

Komplexni zapis goniometrickych funkci. Z Eulerova vzorce piimo plynou néasledujici
vztahy: ' ‘
e + e W
BRI

e —e W

sing0:Imew: 2
7

cosp = Ree'¥ =

1.3 Matematicka vsuvka: Obycejné linearni diferencialni rov-
nice s konstantnimi koeficienty

Uvazujme nésledujici diferencidlni rovnici pro funkci z(t)
anz™ + ap_12" Y £+ agd + ard + agr = 0, (1.5)

kde koeficienty a; € R jsou realné konstanty, a, # 0. Redeni hledejme ve tvaru z(t) = e*. Po
dosazeni do (1.5) (a vykraceni e*) obdrzime tzv. charakteristicky polynom této rovnice

A A" + p_1Ap—1 +...—i—a2)\2 4+ aiA+ag=0. (16)

Necht A je kofen tohoto polynomu s redlnymi koeficienty, pak i A je kofen. Tzn. bud je
X € R anebo jsou kofeny komplexné sdruzend dvojice A, A € C.

Pokud jsou vSechny kofeny navzdjem ruzné (maji ndsobnost jedna) dostavame tzv. funda-
mentdlni systém Tesend

{e’\lt,eAQt, .. .,e/\"t}, (1.7)

jelikoZ je polynom (1.6) stupné n, méame n fundamentalnich Fegeni®.

Princip superpozice. Je-1i x1(t), x2(t) FeSeni rovnice (1.5), pak je feSenim i cix1(t) + cowa(t),
kde ¢; a ¢ jsou libovolné konstanty (obecné komplexni).
Obecné feseni rovnice (1.5) je obecnd komplexni linedrni kombinace fundamentélnich feseni:

z(t) = c1eM 4+ et + .+ cpetnt (1.8)

Komplexni a redlnd tedend. Je-li z(t) FeSeni rovnice (1.5), pak je feSenim i Z(t), Rex(t) a
Imz(t). Pokud tedy mame komplexni fundamentalni feSeni (pfislusné komplexné sdruzenym
kofentim \ = a + ib, A = a — ib) e a eM, mizeme pfejit k redlnym fundamentalnim fesenfm:

et —e
= e cos bt, ImeM = ———— = ¢ sinbt. (1.9)

Ny Mty Mt
eet = —— -
21

R

Toto je ekvivalentni restrikci komplexnich integracnich konstant podminkou ¢y = ¢; v linedrni
kombinaci ¢1eM + coe.
Obecné redlné feseni je pak redlnou linedrni kombinaci redlnych fundamentalnich feseni.

3Pokud je X kofen s ndsobnost{ k, pak tomuto kofenu piislusf k& fundamentalnich fesenf tvaru

«[eMJE(a)‘t7 .. ,tkilem}.



Pocatecni podminky. Obecné feseni obycejné diferencidlni rovnice n-tého fadu (tzn. nejvyssi
obsazena derivace je n-tého fadu) je zavislé na n integrac¢nich konstantich. Tyto se urcuji z
pocatecnich podminek. Typicky zaddnim hodnot nulté az n — 1 derivace v daném case tg:

2(to) =0, a(te) =vo, ..., a™D(te) ="V, (1.10)

Nehomogenni rovnice. Obecné feSeni, které jsme napsali, bylo reseni tzv. homogenni rovnice
— rovnice s nulovou pravou stranou. Pokud na pravou stranu piriddme zadanou funkci f(¢),

an®™ + an 2 £ agd 4 ard + agr = f(t), (1.11)

hovoifme o tzv. nehomogenni rovnici. Reseni nehomogenni rovnice se z linearity d& rozdélit na
dvé césti:
Z(t) = Tpom(t) + Tpare (T). (1.12)

Cast Tyem(t) je TeSeni plvodni rovnice s nulovou pravou stranu. Cast z,..(t) je libovolné
(konkrétni) feSeni splitujici rovnici s pravou stranou (1.11), funkei z,.,.(t) nazyvame partikuldrni
resent.

Harmonicky oscildtor. Pro rovnici harmonického oscildtoru (1.1) je charakteristicky po-
lynom tvaru

M4wr=0 (1.13)
s kofeny ;2 = Fiw a fundamentdlnim systémem reSeni
{et =ity (1.14)
Obecné komplexni feseni je tedy tvaru
z(t) = ¢t 4 cpe ™1, (1.15)
K redlnému feseni piejdeme aplikaci Re a Im na jedno z Feseni (napi. ¢™!) anebo restrikei
konstant c¢; a ¢y podminkou ¢; = é3 = a_zib:

. , 1 ; 1 ;
z(t) = aRee™" +bIme™! = acoswt + bsinwt = 5(@ —ib)e™" + i(a +ib)e ™t (1.16)

Pocateéni podminky vedouci na konkrétni fesSeni jsou obvykle pocatecni poloha a pocatecni
rychlost v ¢ase t = O:
x(0) = xo, %(0) = vo. (1.17)

1.4 Matematicka vsuvka: Stredni hodnoty

Mégjme funkci f(z) : R — R. Jeji sttedni hodnota v intervalu (z1, z2) je definovana jako

<f><$1,:v2> = ! / 2 f(z) dz.

T2 — I T

Lze definovat stiedni hodnotu pies celé R limitnim pfechodem

Pokud je funkce f periodickd s periodou L, je jeji stfedni hodnota ddna jako stfedni hodnota
pfes libovolny interval délky L:

1 z+L
() =DNaerr) = L/ f(2') da, kde 2 € R je libovolné.

Plati 1
(sinwt) = (coswt) = 0, (sin® wt) = (cos® wt) = 3 (1.18)
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1.5 Tlumeny harmonicky oscilator
Rovnice harmonického oscilatoru s tlumenim je
i+ 204 4+ wiz = 0. (1.19)

Nékdy se zavadi oznaceni I' = 24, kde ¢ je tzv. dekrement utlumu. PFedpokladame feSeni tvaru
z(t) = e, charakteristicky polynom je pak tvaru

A2 4 260 + wi = 0. (1.20)

Uvazujeme-li malé (tzv. podkritické) tlumeni § < wp, potom resenim (1.20) je dvojice kom-

plexné sdruzenych korenu
A2 = —0 tiy/wd — 42 (1.21)

Vysledné komplexni a redlné feseni tedy je

z(t) = e (clem + CQG_M) , z(t) = e (acoswt + bsinwt) (1.22)
kde jsme definovali w = \/wg — 62.

1.6 Buzeny harmonicky oscilator

Rovnici buzeného harmonického oscilatoru ziskame pfidanim budici sily na pravou stranu rov-
nice tlumeného oscilatoru:
&+ 204 + wix = B(t) (1.23)

Uvazujme harmonickou budici ,silu“ B(t) = B cos(Qt), resp. jeji komplexni tvar
B(t) = B, BeR. (1.24)

Hledejme pouze partikularni feseni této rovnice, které bude predstavovat ustdleny stav
kmitani buzeného harmonického oscilatoru. Vzhledem ke komplexifikaci budici sily bude toto
feSeni také komplexni. Pokud vezmeme jeho redlnou ¢ast, dostaneme feSeni pro puvodni redlnou
budici silu. Predpoklddejme feSeni ve tvaru

i(t) = Ae™™, (1.25)
kde A € C. Miizeme psat ¢islo A v goniometrickém tvaru, A = |Ale™%, a tedy
B(t) = |Ale! (¥ (1.26)

kde |A| predstavuje amplitudu vynucenych kmitu a ¢ je fazové zpozdéni kmitu za budici silou.
Po dosazeni naseho ansatzu (1.25) do rovnice (1.23) dostaneme

A(i2)* + 20 A(iQ) + wi A = B, (1.27)
z tohoto vztahu trividlné vyjadiime komplexni amplitudu A:

B

A= .
wg — Q2 + 2i6Q

(1.28)

4Slovo sfla je v uvozovkéch, jelikoz veli¢ina B(t) mé rozmér zrychleni, jelikoz v diferencidlni rovnici mame
osamostatnén ¢len .
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Amplituda vynucenych kmitu |A| je

- B
1A] = VAA = N e T (1.29)

Déle oznacime C' a —D jako redlnou a imaginarni ¢ast A, A = C' —iD. Vyraz pro A rozsifime
komplexné sdruzenym jmenovatelem a obdrzime

wg — Q2 — 2i6Q

A:B(wg — 0P £ 4020 =C—1iD. (1.30)
Nyni snadno zapiSeme koeficienty C' a D:
wg — 02 2692
C= 9 B, D= B. 1.31
(wg — Q2)2 + 462027 (wg — 02)2 + 46202 ( )

Koeficient C' se nazyva elastickd amplituda a koeficient D absorpéni amplituda. Redlné feSeni
je pak tvaru

z(t) = Re[£(t)] = Re[(C — iD)e™] = | A| cos(QU — ) = C cos Qt + D sin Q. (1.32)

A |Al,C, D

Obrézek 1.2: Na obrazku jsou znazornéné rezonancni kiivky harmonického oscilatoru buzeného harmo-
nickou budici silou. Cerné je zobrazena celkovd amplituda |A|, ¢ervené absorpéni amplituda D, modfe
elastickd amplituda C. Maximum amplitudy |A| je oznaceno Q, = \/ws — 262 < wy.

Pro fdzové zpozdéni vybuzenych kmiti mame vztah

—-D D 262
lvl=g - W= a_gr (1.33)

Vygkon doddvany budici silou. Pro¢ maji koeficienty C' a D néazev elastickd a absorpéni am-
plituda? Studujme vykon, ktery do systému dodava budici sila. Necht je uvazovany fyzikalni
systém kmitajictho zavazi na pruziné s tlumenim. Okamzita hodnota mechanického vykonu je
P(t) = F(t)v(t), kde F(t) = mB(t). Po dosazeni vyrazu pro B(t) a v(t) méame

P(t) = F(t)v(t) = mBcos Qt (—CQsin Qt + DQ cos ) . (1.34)

Pokud nyni spo¢teme ¢asovou stiedni hodnotu tohoto vykonu (pies jednu periodu) dostaneme
vysledek

w»Z%mBQD. (1.35)
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Casové stiedni hodnota dodévaného vykonu je tedy imérnd pouze absorpéni amplitudé D.
Vykon odpovidajici elastické amplitudé C' se pouze preléva ze zdroje budici sily do buzeného
systému a zpét tak, ze v pruméru nedochézi k prenosu energie. Chceme-li do systému dodéavat
co nejvice energie, budime systém na frekvenci, ktera odpovidda maximu absorpéni amplitudy
D.

Celkovd energie oscildtoru. Okamzitd hodnota energie oscilatoru je dana souctem jeho kine-
tické a potencialni energie:

1 1,

1
E(t) = §mv(t)2 + imwox(t)Q = §m|A|2 (92 sin?(Qt — o) + wd cos?(Qt — ®)). (1.36)

Pokud opét vypocteme casovou stifedni hodnotu pres jednu periodu ziskdme
1 2 (02 2

Vidime tedy, ze celkové energie je imérna celkové amplitudé kmitéani. Chceme-li naakumulovat
co nejvetsi energii v oscildtoru (jev rezonance), budime systém na frekvenci, kterd odpovidd
maximu celkové amplitudy |A|.

Maximum amplitudy |A| se nachézi v bodé Q4 = 4/ w% — 262, priblizné hodnota maxima
amplitudy D je v bodé® Qp =~ \/w? — 2. Pro malé hodnoty tlumeni § muZeme uvazovat
QA ~ QD ~ Wp.

Faktor kvality (&initel jakosti). Casto se zavadi veli¢ina tzv. faktoru kvality,

(E) _, (B)
(P)Ty (Eo)’

Q=2r (1.38)

kterd (az na ndsobek 27) udavé, kolika nasobek energie dodané za jednu periodu kmitani (Ep)
je ulozeno v kmitajicim systému.

Piiklad. Bezdrdtové nabijeni. Schéma bezdratového nabijectho obvodu je na obrazku 1.3.
Budici sila je vytvafend nabijeci stanici s vysilaci civkou, ktera vlivem vzdjemné indukénosti
budi napéti v civce L v nabijecim RLC obvodu. Odpor R reprezentuje nabijeny spotiebic.
Vyladénim budici frekvence napéti U(t) do blizkosti rezonance v nabijecim obvodu zpusobi
nejen nejvetsi prenos energie (maximum absorpéni amplitudy D) ale také nejvétsi amplitudu
napéti v nabijecim obvodu (maximum celkové amplitudy |A]).

C
B — F

U() — D
— R

Obrézek 1.3: Princip bezdratového nabijeni.

SPtesnd hodnota je dand feSenfm rovnice % = 0 s vysledkem

B \/w§—252+2 wi — 62w + 54
7 .

Qp
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1.7 Kmity soustav s n stupni volnosti

Pifejdéme nyni k soustavam s vice stupni volnosti. Harmonicky oscilator mél jeden stupen vol-
nosti — jeho poloha byla popsana jedinou soufadnici . Pro systém s n stupni volnosti popiSeme
jeho polohu kartézskymi souradnicemi & = (z1,...,zy).

Opét budeme uvazovat jednoduché mechanické modely jako napfiklad systém dvou zavazi
na pruzinédch jako na obrézku 1.4 popsany dvojici souradnic Z = (21, x2). Anebo dvojici kyvadel
spojenou pruzinou jako na obrazku 1.5 vyzadujici ¢tyii souradnice & = (x1, x2, T3, 4).

01 z1 O3 €2

Obrazek 1.4: Dvé podélné kmitajici zavazi na pruzinach.

€2 X4

O12 T1 O34 3

Obrézek 1.5: Dvé kyvadla spojend pruzinou.

Uvazujme Newtonovy pohybové rovnice obecného systému tvaru

ou
8952- ’

m;&; = F; = — 1€ {1,...,n}, (1.39)
kde m; je vzdy hmotnost télesa piislusnd souiadnici x; a kde sily v systému jsou popsané
potencidlni funkci U(xy, ..., zy).

Budeme se zabyvat pohybem (tzn. feSenim pohybovych rovnic) téchto soustav v okoli stabilni
rovnovadzné polohy.

Definice. Rovnovdznd poloha je takova poloha #y systému, pro niz plati F;(Zp) = 0 pro
Vi e {1,...,n}, tzn. v této poloze nepusobi zadné sily (byl-li systém v bodé &y v klidu, tak na
této pozici setrva nadéle). Sily jsou nulové pravé tehdy, kdyz ma potenciédl v bodé Zy staciondrni
bod, tzn.

ou
Fi(Zp) = =0, Vie{l,...,n}. (1.40)
Definice. Stabilni rovnovdznd poloha je takova rovnovazna poloha, kde je matice
02U
U;; == (1.41)
8$i8x]‘ F=7,

pozitivné definitni. Jinymi slovy mé potencidl v bodé Ty lokdlni minimum. Ze zdménnosti
parcidlnich derivaci je tato matice symetrickd U;; = Uj;.

Metoda na feseni pohybovych rovnic, kterd bude popsand nize, mé jeden technicky pozadavek
— je tfeba, aby rovnovazna poloha lezela v poc¢atku souradnic. Toho docilime zavedenim novych
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soufadnic £ substituci & = ¥ — Zp, kde &g jsou konstantni souradnice zvolené stabilni rovnovazné
polohy. Dosazenim této substituce do rovnic (1.39) mame na levé strané trividlné

2

i@(fz’ + 20;) = M. (1.42)

Na pravé strané musime provést substituci ve funkei potencidlu U(Z):

—

UE) :=Uo&&) =U(E+ Z), (1.43)

kde jsme definovali novou funkei U proménnych £. Inverzni vztah je U (&) = U(Z — o), po deri-
vaci této rovnosti (kde na pravé strané mame derivaci slozené funkce) dostaneme® (s vyuzitim
Einsteinova sumac¢niho pravidla)

ou _oU o, _oU, _oU
axi N 85] 6931 N 853 5” N 861 (1.44)

Pohybova rovnice ma tedy stejny tvar jako v ptivodnich soufadnicich Z:

oU
o0&

mif; = — (1.45)

1.7.1 Aproximace malych kmita

Pro obecny potencidl mohou byt rovnice (1.45) velmi obtizné fesitelné. My se uchylime k apro-
ximaci tzv. malych kmiti — budeme studovat chovani systému v blizkosti rovnovazné polohy.
Toho docilime rozvojem funkce potencidlu U do Taylorovy fady’ (okolo rovnovazné polohy,
tedy okolo bodu { = 0) a ponechdme si pouze prvni nenulovy ¢len.

t,j=1
Zkoumejme nyni jednotlivé fady rozvoje. Nulty fad pfedstavuje hodnotu potencidlu v rov-
novazné poloze Uy = U(0). Tuto muzeme volit nulovou, Uy := 0, jelikoz posun potencidlu o
konstantu nijak nevstupuje do pohybovych rovnic. Derivace v prvnim faddu pfedstavuje (minus)
sflu vyéislenou v rovnovazné poloze,

&fj +... (1.46)

_, _;

ou
23

Fi(0) = — (1.47)

-

SMéjme funkci f(zi,...,z%) : R® — R a k-tici funkei gi(y1,...,u) : R" = R. Funkei h(y1,...,) : R' = R
ziskdme slozenim
h(y17"'7yl):f(gl(y17"‘7yl)7"'7gk(y17"'7yl))

Potom plati retézové pravidlo
k

Of 9gm
8y1 mz Oxm Oy;
Toto pravidlo je rozsifenim pravidla o derivovani slozené funkcee, [f(g(x))]’ = f'(g9(x)) ¢'(z), do vice proménnych.

Zde mdme U (€) ~ f(x1,...,an), &(&) ~ gi(yr,- -, yn).
"Srovnej s Taylorovym rozvojem funkce jedné proménné! Pro funkci f(z) okolo bodu 0 mé nasledujici tvar:

ﬂ’ 1 d*f

2

f(z) = f(0)+ T+ — 73:-&-...

2 dx?
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ale ta je z definice rovnovazné polohy nulova! Prvni nenulovy fad je tedy ten druhy. Oznac¢ime-li
matici U jako
02U

Uy =
T ogog |,

(1.48)

(coz je konstantni ¢iselnd matice), kterou budeme nazyvat matici potencidlni energie, muzeme
potencial U psat ve tvaru

n
U =5 > Uity ... (1.49)
ij=1
kde tfemi teckami naznac¢ujeme vyssi fady Taylorova rozvoje, které v aproximaxi malych kmiti
zanedbdvame. Matice U je vlivem zadménnosti parcialnich derivaci symetricka, U;; = Uj;. Li-
bovolné slozitou funkei potencidlu U jsme nahradili kvadratickym polynomem ve vychylkéch z
rovnovazné polohy E
Dosad'me nyni aproximovany potencidl (1.49) do pravé strany pohybovych rovnic (1.47) a
upravujme (za pouziti Einsteinova sumac¢niho pravidla):

U _ 9
oG 04

1 1 1
<2Ujk€jfk> = ink: (055&k + &0ir) = B (Uieér +Uji&5) = Uy, (1.50)

kde jsme v posledni rovnosti pouzili symetrii matice U (a pFejmenovéni s¢itactho indexu). Apro-
ximaci potencialu jsme docilili toho, ze jsou pohybové rovnice linedrni

n
m;&; + Z[Uijfj =0. (1.51)
j=1
Zavedeme-li jesté matici T = diag (my, ..., m,), kterou budeme nazyvat matici kinetické ener-

gie®, muzeme psat

z": <Tijéj + Uijfj) =0,
j=1

nebo zapsano maticové

TE + UE = 0. (1.52)

Toto je findlni tvar® pohybovych rovnic, které nyni budeme fesit. Matice T a U jsou symetrické
pozitivné definitni konstantni matice.
1.7.2 Metoda méda

Intuitivné ocekdvame, ze ptfi malém vychyleni systému ze stabilni rovnovazné polohy bude
systém okolo této polohy oscilovat. Zkusme predpokladat feSeni obsahujici harmonické kmitani
et (pro zatim neuréenou thlovou frekvenci w). Uvazujme vektorovou funkci tvaru

£(t) = ae™t, (1.53)

8Kinetickou energii systému muzeme psét jako
T— limf’? _1 zn: Toésé,
21,:1 161 2ij:1 ISAY R

9 Jesté bychom rovnice mohli vynésobit T~ a dostat tvar € + (']I‘flTU)E: 0.
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kde @ € R™ je konstantni vektor. Tomuto tvaru feSeni se ¥ikd mdd. VSechny ¢ésti systému
kmitaji se stejnou thlovou frekvenci w a se stejnou fazi. Redlnd feSeni pak dostaneme napf.
zapusobenim Re a Im na ziskané komplexni feSeni. Dosazenim do rovnic (1.52) dostaneme

(Ta(iw)? + Ua)e™?t = 0. (1.54)
Po tpravé a vykraceni e
(U—-w’T)a@=0. (1.55)

Samoziejmé pozadujeme netrividlni (nenulové) feseni, takze hleddme takové frekvence w, aby
tiloha méla za feseni nenulovy vektor @. Pokud rovnici vyniasobime T~! a oznaéime A = T~'U
a A = w?, dostaneme tvar

(A —\)@ = 0. (1.56)

Jednd se tedy o ulohu nalezeni vlastnich ¢&isel a k nim ptislusnych vlastnich vektorti matice A.
Postupujeme tedy stejné jako v linearni algebie. Pozadavek nenulovosti vektoru @ je pozadavek
na nenulovost jadra operatoru U—w?T, ktery je ekvivalentni s jeho singuldrnosti, kterou snadno
zajistime nulovym determinantem:

det (U — w?T) = 0. (1.57)
Této rovnici se 1kd sekuldrni rovnice. Na levé strané je polynom n-tého stupné v proménné w?.
Kofeny tohoto polynomu ozna¢me w%, ke {1,...,n}. Piislusné vektory jadra k témto vlastnim
¢islim oznacime @y, tzn. feSime rovnice

(U — wiT) dj, = 0. (1.58)

Pro dany mdd je obecnym feSenim linedrni superpozice

—

fk(t) = 6k (Cleiwkt + Cge_iwk't) . (1.59)
Piejdeme-li k redlnému feseni (volbou ¢y = ¢1):
&(t) = Apaiy, cos(wit + @) (1.60)

Obecné feseni nalezené metodou maédu je pak linedrni superpozice véech médu:

£(t) = Agdiy, cos(wit + ¢x). (1.61)
k=1

Konstanty thlovych rychlosti wy a vektoru amplitud dy, jsou dané fyzikdlnim systémem, tzn.
napiiklad hmotnostmi jednotlivych zavazi a tuhostmi jednotlivych pruzin. Integraéni konstanty
amplitudy méda Ax a fdzovych posuvu ¢y jsou dané poc¢atetnimi podminkami, tzn. naptiklad
pocatecnimi polohami a rychlostmi jednotlivych zavazi.

Jelikoz hleddme kofeny tvaru w?, potfebujeme, aby tyto vychéazely kladné. To je zajisténo,
pokud jsou matice T a U pozitivné definitni. Pro fyzikdlni systémy, které vychylujeme ze stabilni
rovnovazné polohy, je toto vzdy splnéno.

Muze se stat, ze nékteré wy je ndsobnym kofenem sekuldrni rovnice. Pak se jednd o tzv.
degenerovanou tlohu. Nestane se ovSem nic jiného nez to, ze piislusné uhlové frekvenci wy
prislusi vice linedrné nezavislych vektort poméru amplitud @ (tzn. pro dané wy je jadro matice
U — w?T vicedimenzion4lnf).
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1.7.3 Kucharka

Rychle zopakujme kroky, kterymi se dostaneme k obecnému feseni metodou méd.
1. Zavedu souradnice E = (&1,...,&) € R™, které odmeéiuji vychylku z rovnovézné polohy.

2. Napisi pohybové rovnice ve tvaru Tg + [Ug =0, kde T, U € R™" jsou symetrické konstantni
matice. Pokud nutno, pouziji aproximaci malych kmitu.

—

3. Piedpokladam feseni ve tvaru £(t) = @e™?, @ € R™ je konstantni vektor pomért amplitud.

4. Dosadim do pohybovych rovnic a pozaduji netrivialitu feSeni, tzn. @ # 0. Dostanu (U — wQT) a=

0. Tyto podminky vedou na tzv. sekularni rovnici ‘IU — wQT‘ =0.

5. Sekuldrni rovnice je polynom n-tého stupné v w?. Najdu pifsluiné kofeny w,%. K nim najdu
piislusné vlastni vektory dj jako feSeni rce (U — w,%']I‘) ar = 0.

6. Obecné feseni pohybu je pak tvaru

E(t) = Agdiy, cos (wit + @) -
=1

1.8 Normalni souradnice

Polohu naseho fyzikalniho systému reprezentujeme n-tici soufadnic 5 Misto toho, abychom si
tuto polohu pfedstavovali napiiklad u mechanického systému jako konkrétni pozici jednotlivych
téles, zavedeme si abstraktni pojem konfiguracniho prostoru C. Ten bude predstavovat abstraktni
mnozinu v8ech moznych poloh daného fyzikalniho systému. Kazdy bod p € C pak predstavuje
konkrétni polohu naptiklad zavazi a pruzinek.

V nasem piipadé je situace pomérné jednoducha. Nase soutadnice E € R™ odméruji kartézské
vychylky téles z rovnovazné pozice a tim jednoznaéné urcuji polohu téchto téles. Za konfiguracni
prostor tedy muizeme povazovat pifmo prostor souradnic!®?, C = R™. Na obrizku 1.6 je jako
piiklad zndzornén konfiguraéni prostor pro jednoduchy mechanicky systém.

b

d (517 52)

.

§

01 ¢ 0z g

(a) Fyzikalni systém.

(b) Abstraktn{ konfiguraéni prostor C = R?.

Obrazek 1.6: Konfiguracni prostor pro podélné kmitajici systém dvou zavazi a tii pruzinek.

108amoziejmeé zélezd, jestli ddvé smysl volit zcela libovolnou polohu 56 R™. Napf. v aproximaci malych kmitu
vyzadujeme, aby £ bylo blizko 0. Muzeme se na to ale také divat tak, ze v aproximaci malych kmita jsme dostali
matematické pohybové rovnice, které dédvaji (matematicky) smysl pro jakékoliv £ € R".
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Normdlni soutadnice 77 € R™ jsou definované tak, ze kmité-li systém v i-tém mddu plati
n; = Acos(wit + @), e =0, k#i. (1.62)

Tohoto chovéni docilime, namifime-li nové souradné osy 7; ve smérech vektoru a@; (puvodni
soufadné osy mif{ ve smérech vektoru standardni baze €; = (0,...,0,1,0,...,0)). Reprezentace
i-tého médu v puvodnich a normélnich souradnicich tedy je

—

£(t) = Ad; cos(wit + @), 7(t) = A€; cos(wit + ). (1.63)

Transformaé¢ni vztah mezi puvodnimi soufadnicemi £ a normélnimi soufadnicemi 77 vypadé
nasledovné:

£ = AT, (1.64)

kde matice A,

A=la] ... &), (1.65)

je matice tvotrend sloupcovymi vektory a;. Tento transformacéni vztah mé piesné vlastnost po-

psanou vyse — prevadi feseni tvaru (1.63) pro 7j(t) na £(¢).
V normélnich soutfadnicich jsou pohybové rovnice tvaru

ik + wik = 0, (1.66)

tzn. systém se z matematického hlediska jevi jako soubor n nezavislych harmonickych oscildtort.
K definici normélnich souradnic se ¢asto jesté pridava nasledujici normaliza¢ni podminka

almTa; =1, Yie{l,...,n}. (1.67)

Tato nam fixuje velikost vektoru @; — tedy méfitko na novych soutadnicovych osich n;. Tyto
soufadnice stale nejsou definovany jednoznacéné. Mdme volnost ve vybéru znamének vektort
a; a také v pripadé degenerované ulohy mame volnost ve vybéru baze piislusného vice dimen-
zionalniho vlastniho podprostoru. Nicméné, formaln{ definice je nasledujici:

Definice: Necht @;,i € {1,...,n} jsou vlastni vektory tlohy (U — w?T)a@ = 0 normalizované
podminkou EL'Z-T']I‘EL} =1,i € {1,...,n}. Normdlni souradnice 7 jsou definované vztahem
£ = A, (1.68)

kde A je matice definovana v (1.65).
V téchto soufadnicich plati

ATTA =1,  ATUA = diag(w?,...,w?), (1.69)

n

viz dalsi kapitola.

Piiklad. Ilustrujme pojem normaélnich soutadnic na ptikladé podélnych kmitt dvou zavazi
na tfech pruzinkéch (viz obrazek 1.6). Obecné feseni je tvaru (pro m; = mg = m, k; = kg =
k‘g = k‘)

F(t) = A ( ! > cos(wnt + 1) + Az ( X ) cos(wat + 3). (1.70)

Pokud vybudime prvni méd, bude systém opisovat tsecku ve sméru vektoru dy; analogicky
pokud vybudime druhy méd. Viz obrazek 1.7.

19



az az

\J

T T

(a) Kmitén{ systému v prvnim médu. (b) Kmitan{ systému v druhém mddu.

Obrazek 1.7: Schematicky zakreslené trajektorie v konfiguraénim prostoru systému kmitajicim v jednot-
livych médech.

Chteéli bychom nyni zavést nové souradnice (11,72), které budou mit takovou vlastnost, ze
kmita-li systém v prvnim médu, tak cely pohyb bude popisovat pouze soufadnice 77 a druhd
soufadnice 72 bude nulova. Analogicky pro systém vybuzeny do druhého médu, pak chceme
n1 = 0 a pouze 1y popisujici polohu systému. Podivame-li se znovu na obrazek 1.7, vidime, ze
staci vést nové soufadné osy ve smérech vektort a; a do, coz je zndzornéno na obrazku 1.8.

)
N
. «
N / n2

AN 7/

N - 7/

N €9 .

N
N a2
N
N
N
»—p
s -
s €1 X1
7/
7/
7/
Y -

s a1~

7/ N
7/ AN
y N
/ 4

Obrézek 1.8: Normdlni souradnice (71, 72) mifici ve smérech vektorti poméru amplitud @; a dy. Bazické
vektory €7 a €3 mitici ve smérech os 1 a xs.

Chceme tedy pfejit od soufadnic & = (x1,x2) k novym soutadnicim 77 = (11, 72) pomoci
matice prechodu A definované jako ¥ = A7 (a tedy také 7= A~17F).

Potiebujeme matici A takovou, ze kdyz ji predhodime soufadnice 7 = (1,0)7, tak dostaneme
vektor @ a kdyz vektor 77 = (0,1)7, tak dostaneme vektor @». Tuto podminku zjevné splituje

nasledujici matice
_\ (= (1 1
p=((a) (@)= () 1) (1L.7)

tzn. do sloupcu ddme jednotlivé vektory a@;. Rozepsano po slozkéch (do jednotlivych soufadnic)
mame
1 — I T+ T2

= 1.72
2 y 12 9 (7)

r1=m+n2, T2=-—m1+n2, n =
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V téchto normalnich soutadnicich vypada pohyb systému nasledovné:

i(t) = <Z;§g) = A <(1)> cos(wit + 1) + Ag (?) cos(wat + ) = <j; 222%5;;1:;3) . (1.73)

V tomto piikladu jsme pro jednoduchost vynechali krok s normalizaci vektoru d.

1.9 Malé kmity teoreticky

V této kapitole odpovime na nékolik vtiravych otazek. Budou vlastni ¢isla A\, = W;% vzdy realna
a kladna? Budeme mit vzdy tolik vlastnich vektoru, aby vytvofily bazi R™? Jaktoze prechod k
norméalnim soufadnicim soucasné diagonalizuje matice T a U?

V dloze malych kmiti pracujeme se souradnicemi { € R™. Uvazujme tento prostor jako
vektorovy prostor V = R" dimenze n. V ném mame standardni bézi £ = (&;)],, kde

€& =1(0,...,0, _1 ,0,...00T. (1.74)

i-t4 slozka

Definujme nyni bilinedrni formy 7" a U,

T:VxV SR, U:VxV R, (1.75)

tak, ze (T)e = T a (U)e = U, tzn. aby matice téchto bilinedrnich forem!! ve standardni bazi

& byly pravé matice kinetické a potencidlni energie. Jelikoz matice T je pozitivné definitni,
tak je pozitivné definitni i forma T'. Symetrickd pozitivné definitni bilinedrn{ forma T definuje
skaldrn{ soucin na V', (e, e)7. Ozna(:_r’ne_’libovolnou12 ortonormalni bazi (dle skaldarniho sou¢inu
T) F = (fi)iz1- Ton. (fi, fi)r = T(fi; f3) = 0ij-

Vztah mezi bazemi £ a F je dany nasledovné pomoci regularni matice prechodu S,
n
fi=) S (1.76)
j=1

tento vztah definuje matici S). Pii pirechodu mezi bazemi se matice bilinedrnich forem trans-
]
fOI'Il’lujf

(B)r = ST(B)¢S. (1.77)

Konkrétné pro bilinedrni formy 7" a U:
(Mr=8"Ts=1, (U)r=s'USs. (1.78)

Jelikoz F je ON béze vzhledem k T, je matice (T)r jednotkova. Z transformac¢niho vztahu

formy T' mtzeme vyjadiit T~! = SS”. Ozna¢me U = (U)r, tato matice je symetricka,
U = (sTus)? =sTur's =sTus =1, (1.79)

(aredlnd). Teorie linedrni algebry 7ikd, Ze symetrickd matice mé redlnd vlastni ¢isla A a lze zvolit
vektory @y, z vlastnich podprostoru tak, aby tvorily ortonormalni bézi A = (a@;)}_; vektorového
prostoru V' vzhledem ke skaldrnimu souc¢inu T'. Jelikoz je forma U pozitivné definitni, vSechna
jeji vlastni éfsla musf byt kladnd, \; = w? > 0.

" Matice bilinedrn{ formy B v bézi £ = (€)%, je definovéna jako (B)e = B;; = B(&;, €;).
121 ibovolnou, ale danou. Tato béze bude pouze pomocné v nasem snazeni.
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Zde jsme hledali vlastni ¢isla matice U, tzn. Fesili jsme tilohu

U@)r=\Na)r — STUS(@)r=\a)F. (1.80)

(symbolem (@) vyznacujeme, Ze FeSenim téchto linedrnich rovnic jsou slozky vektoru @ v béazi
F). Po vynasobeni této rovnice matici S mame

SSTUS (@) = AS@5) — T UE@r) = (S@r). (1.81)
Pro transformaéni vztah vektorti mezi bazemi £ a F plati ()7 = S™1(%¥)¢. Slozky vektort ve
standardni bazi R™ budeme znacit pouze ¢. Tzn. S(@) 7 = @ a z rovnice (1.80) tedy plyne

T 'Ud=Xa < (U-AT)d=0. (1.82)

Tim jsme ukazali, ze vektory @ nalezené v metodé médu nejsou nic jiného nez slozkové vyjadieni
abstraktnich vektort @ ve standardni bazi £ ve vektorovém prostoru vybaveném formami 7" a
U.

V bazi A = (a;)}, je (T')a =1, jelikoz je to ON baze ((@;,d;)r = 6;;), a zaroven (U)4 =
diag (A1, ..., A\n), jelikoz je to béze tvorend vlastnimi vektory formy U. Definujeme-li matici
prechodu A jako

i =Y Ajij, (1.83)
j=1
pak bude platit
ATTA =T, ATUA = diag(w?,...,w2). (1.84)

Standardni béze ma slozky (€;)r = J;x, po dosazeni do definice matice prechodu A (1.83) mame
(@) = Aki, (1.85)

tedy ze matici A ziskdme tak, ze vektory a (resp. jejich slozky ve standardni bazi) nasklddame
vedle sebe do sloupcu:

A=la ] ... (& ]]. (1.86)

1.10 Tlumené malé kmity

Pohybové rovnice s tlumenim ) '
TE +TE+UE=0, (1.87)

kde matice tlumeni I' je symetricka, I'Z = T, pozitivné definitni (a redlnd). Typicky T' =
diag (201, ...,2d,).

Uvazujme opét ansatz v podobé médu £(t) = @eM, kde @ € C" je konstantni (obecné
komplexni) vektor. Dosazenim dostanu tzv. kvadratickou ilohu vlastnich ¢isel

(PT+ AL +U)a=0 (1.88)

vedouci na sekuldrni rovnici

det (\*T + AI' + U) =0, (1.89)

kde leva strana je polynom stupné 2n. Pti dostatecné slabém tlumeni jsou koteny komplexni. Je-
likoz mame polynom s redlnymi koeficienty, jsou koreny tvorené dvojicemi komplexné sdruzenych
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kofent (je-li A kofen, pak je i A kofen). Ke komplexné sdruzenému kofenu A piislusi komplexné
sdruzeny vektor d. Mame tedy vzdy dvojice feSeni

Gt)y=acM, &t)=ae. (1.90)

Uvazujme obecnou linedrni kombinaci téchto feseni (kterd Je z linearity pohybovych rovnic také
feseni) pro dany kotfen A (a k nému komplexné sdruzeny \):

£(t) = crae™ + cpie™ A (1.91)

Zapiseme-li nyni A = —x +iw, kde x > 0, a slozky vektoru a; € C v goniometrickém tvaru jako
aj = |ajle’® dostaneme

£(t) = |ajle™ (clei<wt+%> + C2e—i<wt+aj>) . (1.92)

Pozadujeme-li redlné feseni, pak opét plati podminka co = ¢7. Stejnym zpusobem jako u feSeni
rovnice harmonického oscildtoru muzeme piejit k feSeni tvaru

&i(t) = Alajle " cos(wt + aj + ), (1.93)

kde konstanty A a ¢ (vzniklé z konstanty ¢; = a — ib) jsou dané pocdteénimi podminkami.
Vidime, Ze pro tlumeny systém obecné nekmitaji vSechny ¢asti systému ve fazi! Kazdy stupen
volnosti je fazové posunut o thel o;!

Obecné feseni je pak ddno superpozici vSech médu (kterych je n):

Z Ak|a tcos (wkt + a( ) + gpk) , (1.94)
kde jsme oznadcili jednotlivé koi"eny jako A\ = —Kp + iwg a k nim prislusné vlastni vektory jako
>(k) ... . (k) (k>
a\”) a jejich slozky a;”’ = |a ]e .

1.11 Buzené malé kmity

Nyni uvazujeme pohybové rovnice tlumenych malych kmiti s nenulovou pravou tvarou ve tvaru
harmonické budici sily

TE + TE + UE = Fel®, (1.95)

kde F' € C". ZapiSeme-li F i = |Fj|e’%i miizeme interpretovat &isla | F}| jako amplitudy budicf sily
na jednotlivych stupnich volnosti a 3; jako fazovy posun harmonické budici sily na jednotlivych
stupnich volnosti.

Uvazujme nyni ansatz

£(t) = ae®, (1.96)

ktery je kombinaci ansatzi z buzenych kmitu harmonického oscildtoru a z metody médu, @ € C™.
Po dosazeni do pohybovych rovnic dostaneme

(T +iQr + U)d = F. (1.97)
Vektor @ pak z piedchozi rovnice ziskdme jednoduse inverzi matice A = —Q>T + QI + U:
— (—Q*T +4QT +U) " F. (1.98)
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Tato inverze existuje, jelikoz determinant matice A je nenulovy. Pro¢ tomu tak je? Matice A
je vlastné matice v rovnici (1.89), kdyz nahradime A\ = i€. Pro slabé tlumeni existuji pouze
komplexni kofeny A s nenulovou redlnou ¢asti. Redlné Q (tzn. ryze imagindrni \) tedy nemuze
byt kofenem a tudiz musi byt det A nenulovy.

Vlastni feSeni pro realnou budici silu je pak

£i(t) =Re [|aj|emfemt] = |a;| cos(2t + «;), (1.99)

kde jsme opét zapsali slozky vektoru @ v goniometrickém tvaru jako a; = |a;|e’. Cisla |a;| pak
piedstavuji vybuzené amplitudy v jednotlivych stupnich volnosti a ¢isla o; pak fdzové posunuti
oproti budici sile (kterd sama o sobé mohla byt ruzné posunutd v jednotlivych stupnich volnosti
pomoci konstant 3;).

Piiklad. Uvazujeme opét podélné kmity dvou zévazi na pruzinach se stejnymi hmotnostmi
téles a stejnymi tuhostmi pruzin. Tlumici matice bud T' = diag (7,7). Mame dva stupné volnosti
a budici sila ma dvé slozky F = (F1, F). Uvazujme 3; = 0 a tedy F; € R, i € {1,2}.

Na obrazcich 1.9, 1.10 a 1.11 jsou rezonanéni kiivky pro t¥i ruzné tvary budici sily F. Na
obrazcich jsou vyneseny absolutni hodnoty jednotlivych slozek vektoru @ = (a1, as). Cervené je
zndzornéna slozka |a1| a modie slozka |asg|.

Uvédomme si, ze dva médy nebuzeného netlumeného systému maji tvary @ = (1,1) a a =
(1,—1). V zavislosti na tvaru ,budiciho vektoru“ F' se mohou vyskytovat anebo naopak chybét
rezonancni peaky nad jednotlivymi vlastnimi frekvencemi buzeného systému.

Toto odlisuje jednotlivé obrazky. Na prvnim je budici sila nastavena tak, ze budi primérné
méd s vektorem @ = (1,1). Na druhém naopak pozorujeme rezonanéni peak nad médem s
a = (1,—1). Treti obrizek znazorniuje situaci s budici silou, kterd ,nepreferuje“ ani jeden z
d.

=
8

k|a’1|’ |a2|

Q

=,/ 3k _
w1 =14/ m W2

Obrézek 1.9: Budicf sila tvaru F = (1;0,75) mé rezonan¢ni peak v blizkosti frekvence prvniho médu.

24



k|a'l|a |a2|

w1 = m E:WQ

Obréazek 1.10: Budicf sila tvaru F = (1; —0.75) m4& rezonancni peak v blizkosti frekvence druhého médu.

|<Ll|a |a2|

| |

T T

k 3k
Y= Vom T2

Obrézek 1.11: Sila tvaru F = (1;0) dokéze vybudit oba médy.
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Kapitola

Kmity struny a postupné vlnéni

2.1 Retizek atomu

Zkoumejme nejprve chovani rady zavazi o hmotnostech m spojené pruzinami tuhosti k, viz
obrazek 2.1. Tento model se da povazovat za 1D krystal — tzv. fetizek atomu. Také se na tento
fyzikdlni systém da pohlizet jako na diskrétné modelovanou strunu, lano, atp.

Tk—1 Tk Tk+1
Obrazek 2.1: Retizek atomu alias priéné kmity fady zévazi.
Uvazujme pii¢né kmity tohoto systému a sestavme pohybove rovnice pro pfi¢nou vychylku

k-tého zavazi xp. Na obrazku 2.2 jsou zndazornéné sily Fy a F, od sousednich zavazi, véetné
jejich priénych prumétu le, ng.

Obréazek 2.2: Sily pusobici na k-té zavazi.

Pohybova rovnice bude tvaru
miy = Figp + Fo, = —|F1]sin191+\F2|sin192, (2.1)

kde tihly 91 a 95 sviraji pruziny s vodorovnym smérem. Délka nenataZené pruziny necht je ag a
v rovnovazném stavu jsou tedy pruziny napjaté na napéti T = k(a — ap). V aproximaci malych
vychylek miizeme uvazovat!, ze |Fy| = |Fy| =~ T a ze sin¥ ~ tg = %, kde Ax oznacuje rozdil

!Stejného vysledku bychom bez velkych geometrickych tivah doséhli rozvinutim potencidlu

U(Az) = %k (\/ a? + Azx? — ao)2

do druhého fadu Taylorova rozvoje.
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sousednich poloh zdvazi spojené danou pruzinou. Dosazenim téchto piedpokladu do rovnice
(2.1) obdrzime

. T
miy = — (g1 — 22k + Tp—1, ) - (2.2)

kde T
a
7:]{(1_70):/{’ (2.3)
a a
predstavuje ,efektivni“ tuhost pruzin pii pii¢nych kmitech. Pokud bychom napsali ptislusné

matice kinetické a potencidlni energie, mély by nasledujici tvar:
T
T = ) U=— , (2.4)

kde v ptipadé kone¢ného poctu zavazi v fetizku bychom museli doplnit piislusné okrajové
podminky napf. pevnych koncu, tj. o =0 a zny41 = 0 (kde N je pocet zavazi).

2.1.1 Reseni retizku

Hledejme Feseni pohybovych rovnic (2.2) pro nekoneény retizek atomu, tzn. mame nekoneénou
sadu rovnic pro kazdy index k € Z. Vezméme si inspiraci z metody médu, kde se predpokladéd
feSeni ve tvaru
Z(t) = ae™t. (2.5)
V nasem piipadé mé vektor @ nekoneéné mnoho slozek. Derivace slozek ansatzu (2.5) vypadaji
takto
z(t) = aet, i (t) = iqwe™?, #(t) = —w?are™, (2.6)

a po dosazeni do pohybovych rovnic (a vykraceni exponenciély):

T

—mw?a; = - (aj41 — 2a; 4+ a;—1) . (2.7)

Prostorovy ansatz. Zkusme tvary médu @ najit na zédkladé predpokladu, Ze na fetizku ptjdou

vybudit harmonické vlny. V komplexnim zapisu uvazujme Re e!*2+%) kde za soufadnici z do-
sadime piislusné (vodorovné) polohy jednotlivych zavazi, z = la:

a; = Re !®1a+9) — cos(kla + o), (2.8)

zatim neurcend konstanta k = 2T se nazyva vlnové éislo. Po dosazeni ansatzu (2.8) do (2.7):

Re [(2 _ %ﬁ) ei(klaﬂo)} — Re |¢iklate) (eika _|_€—ika) ' (2.9)

2coska

ikla

Po vykraceni e"™® a vyjadieni uhlové frekvence w mame

1—coska am ,

= am e 2.1
2 ar” (2.10)

Clen s cosinem piepiseme pomoci goniometrického vzorce pro dvojnasobny thel a dostaneme
vztah mezi thlovou frekvenci w a vlnovym ¢islem k:

w® = —sin” —. (2.11)



Tomuto vztahu se obecné fika disperzni vztah. Dvojice parametriu w a k musi spliiovat vztah
(2.11), aby vyraz
21(t) = (Re e ®9+9))(Re ™) = cos(kla + ¢) cos wt (2.12)

byl fesenim pohybovych rovnic (2.2). ReSeni (2.12) je ve tvaru stojaté viny, X (z) cos(wt + ¢),
tzn. amplituda stalého tvaru viny X (z) se harmonicky méni.
Disperzni vztah (2.11) m4 FeSeni pouze pro omezeny rozsah tihlovych frekvenci:

we <0, 2‘3);> (2.13)

V feci vlnovych ¢isel k (a vinovych délek A = 2% vybuzenych vln) to odpovida intervalu:

ka s 0
5 € <0, §> & ke <O’E> & Ae (2a,+00). (2.14)

Na nekonecném fetizku atomu tedy muzeme vybudit stojaté viny se spojitym rozsahem
vlnovych délek (a k nim je vzdy piislusnd dand thlova frekvence taktéz ze spojitého rozsahu).

Nelze ale vybudit stojatou vlnu s vinovou délkou kratsi nez je dvojnasobek vzdalenosti mezi

£)_

zévazimi 2a (a zdroven s tihlovou frekvenci vétsi nez /-

Pro oblast frekvenci (a vlnovych délek), pro kterd jsme nalezli feSeni pohybovych rov-
nic, fikdme, ze je Tetizek atomu transparentni prostredi — vlny danych parametri v tomto
prostiedi mohou existovat (3ifit se). Pro frekvence (a vlnové délky) mimo tuto oblast se prostiedi
nazyva reaktivni. Vice o téchto dvou typech prostiedi se dozvite v kapitole vénované disperznim
vztahum.

2.1.2 Spojita limita

Model fetizku zavazi je dobrym mikroskopickym modelem pro strunu. Nyni bychom chtéli prejit
ke spojitému popisu tak, Ze budeme pfiblizovat atomy k sobé (zahustovat je) — budeme limitné
zmensovat vzdélenost a, a — 0.

Uvazujme konecnou délku tetizku L, potom pocet zavazi je piiblizné N = % R4di bychom

drzeli napéti na Fetizku konstantni, 7" = konst., musim tedy piislusné zvySovat tuhost pruzin?
K = % Také chceme zachovat celkovou hmotnost struny M, takze zmensSujeme hmotnost
jednotlivych zavazi konst. = pL = M = mN, tzn. m = % (zavedli jsme oznaceni p jakozto

délkové hustoty fetizku, [p] = kg.m™1).

Déle zavedeme spojity popis polohy, kdy od diskrétni sady funkeci polohy jednotlivych zavazi
x1(t), prejdeme k funkci dvou proménnych v (z,t), kterd popisuje pri¢nou vychylku zdvazi na
misté z v ¢ase t. Zavazi jsou jen na soutadnicich z = la,l € Z,

zi(t) = ¥(la, 1), (2.15)

pro ostatni body z muize funkce ¢ nabyvat libovolnych hodnot?. Pro ilustraci také viz obréazek
2.3.

2Je dobré si uvédomit, ze toto neni n&jakd magie typu ,aby to vyslo“. Pokud vezmete pruzinu délky a a
tuhosti k a tuto rozpilite, vzniknou Vam dvé pruziny délky & a tuhosti 2k! ZvySovani tuhosti pruzin pfedpisem
% tedy jen znamend, ze nechdvdme pruziny stejného typu, jen je zkracujeme. Toto je jednoduchy dusledek definice
tuhosti k jako sily na jednotku vychyleni pruziny. Jdou snadno odvodit ,zdkony skladéni pruzin“ pro vysledné
tuhosti paralelniho a sériového zapojeni pruzin.

3Budeme potiebovat alespon dvojnisobnou diferencovatelnost.
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Obrézek 2.3: Funkee ¢(z, t) popisujici vychylku zdvazi.

Po dosazeni (2.15) do pohybovych rovnic (2.2), piepisu m = pa a oznaceni z = la:

. (zp(z+a,t) —(z,t)  Y(z,t) —w<z—a,t>>,

a a

(pa)i(z,t) =T (2.16)

kde symbolem 1/1 rozumime % (a obdobné symbolem ¢’ budeme rozumét %). Zavedeme-li

Y(z+a,t)—p(z,t)

novou funkei ¢(z,t) = , muzeme pohybové rovnice déle zapsat jako

¢(27 t) B ¢(Z ) t)

pi(t) =T (2.17)
a
Nynf pouzijeme na pravé strané Lagrangeovu vétu o stiedni hodnoté?:
n ¢,f+a»t —’l,b/ gvt
pi(e,t) = T (6, ) = TLEF @D Z V6D, (2.18)

a

kde £ € (z — a, z). Pouzijeme-li Lagrangovu vétu jesté jednou na novy zlomek na pravé strané
vznikly po dosazeni z definice funkce ¢(z,t), dostaneme

le}(Z,t) = TW’(’?J% (219)

kde n € (£,£+ a) a celkové n € (z — a, z 4+ a). Schematicky je poloha bodu { a n zndzornéna na

obrazku 2.4.
§ n E4a
z

zZ—aQa z zZ4+a
Obrézek 2.4: Polohy bodu £ a 1 na ¢iselné ose. Lagrangeova véta fikd, ze £ € (z — a,z) an € (£, + a).

Celkové muzeme Fict, ze n € (z — a,z + a).

V limité a — 0 jde  — 2z a vyslednd rovnice tedy je®

. 62 82
pY(z,t) = Ty"(2,t), neboli p a—;f(z,t) = Ta—;g(z,t). (2.20)

“Pro funkci f diferencovatelnou na intervalu (a, b) existuje bod ¢ € (a,b) takovy, ze

® Alternativné mtzeme funkci (2, t) rozvinout do Taylorovy fady

0 1 0%y

_ oy 107y 2 3
Y(z+ Az, t) = P(z,t) + 92 (z,t) Az + 5 522 (z,6)Az" + O(AZz®).
Dosazenim tohoto rozvoje do (2.16) (pro Az € {a,—a}) dostaneme
- 0% O(a®)
p(z,t) =T (ﬁ(z,t) T ) :

3
V limité @ — 0 ¢len O(a®) vymizi (zbytek v Taylorové rozvoji méa tu vlastnost, ze limita lima.—o O(ﬁf ) je

koneéna).
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Tato rovnice se nazyva vlnovd rovnice a budeme se s ni setkavat po cely zbytek semestru (skript).
Povsimnéte si, ze puvodni diskrétni rovnice (2.16) urcovala hodnotu funkce ¢ (z,t) pouze v

bodech z =la, | € Z. V limité a — 0 se tyto body zahustily a vysledkem je rovnice pro vSechna
z e R.

2.2 Kmity struny a vlnova rovnice
Odvod'me vlnovou rovnici pro strunu jesté jednou, ale nyni rovnou ze spojitého popisu. Necht

je struna v klidu natazena podél osy z na napéti T'. Vychylku bodu (z,0,0) budeme popisovat
vektorem ¢(z,t) = (¢z, 1y, V,), viz obrazek (2.5).

X

N

/ (1)

Y

Obrazek 2.5: Vychylka struny z rovnovazné polohy je popisovana vektorem 1/7(2, t).

Slozky 1, a 1, predstavuji dvé nezdvislé slozky piicnych vychylek — hovofime o dvou
polarizacich pfitného vInéni. Slozka b, pfedstavuje podélné kmity ve struné. My budeme
uvazovat pouze piritné kmity v jednom sméru, tzn. omezime se na tvar vektoru v = (1, 0,0)
(a prestaneme psat index x).

Uvazujme usek struny mezi body 21 a zo. Dle prvni véty impulsové je zména celkové hybnosti
tohoto kousku struny imeérna vyslednici vnéjsich sil,

—

dP — — — —
=FO— Bt By = I, (2.21)

kde sily ﬁl, resp. ﬁg, pusobi na levy, resp. pravy, konec zvoleného useku struny. Viz obrazek
2.6.

ﬁ2z F;

Y.

Obrézek 2.6: Sily Fy a Fy pusobici na tusek struny. V misté z;, resp. zo, svird struna s vodorovnym
smérem uhel ¢, resp. ¥s.

Budeme uvazovat pouze malé ptri¢né kmity — z tohoto predpokladu budou plynout nasledujici
aproximace. Zajimaji nas pouze pfi¢né pruméty sil, Fi, a Fo,:

Fxl = —‘F1| sin191 ] —Ttgﬁl = —Tgw (Zl,t), Fxg = ‘FQ’ Sinﬁg =~ Ttgﬁg = Taaw (zg,t),
z z
(2.22)
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kde jsme vyuzili predpoklad, ze pii malych vychylkach se velikost sil F; jen malo lisi od napéti
struny v rovnovazné poloze T a funkci sinus muzeme nahradit funkci tangens, kterou déle
nahradime derivaci funkce v ve sméru 2.

Podélné sily se v aproximaci malych vychylek pfesné vyrusi:

F,1 = —|Fi|cost = —T, F.o = |Fs|costy = T. (2.23)

V prvni vété impulsové (2.21) je netrividlni tedy pouze slozka x. Jeji pravou stranu muzeme
psat jako

oY 0 w

Fe) =T Z=(20,t) — ==(21,t) ) = t 2.24
19 =1 (560 - G an)) = TAS F (e (2:24)
kde jsme pouzili Lagrangeovu vétu o prirustku funkce, tj. £ € (zl, z9) (podrobnéji viz prechozi

kapitola o spojité limité Fetizku), a oznacili Az = z9 — z1. Podivejme se déle podrobnéji na levou
stranu véty impulsové. Celkovou hybnost muzeme vyjadiit pomoci rychlosti tézisté Vony:

ﬁ:MVCM, VCM = (V,,0,0), (2.25)
kde M znaci celkovou hmotnost vybraného useku struny. Poloha tézisté je dana jako
—» 1 . 21+ 22
R=— dl = 0 = 2.26
M/lpr <¢CM, y ZCM 9 >7 ( )

kde ¢ jsme oznacili polohu tézisté na ose x, viz obrazek 2.7.

X

oM

Z1 ZOM 22 z

Obréazek 2.7: Tézisté useku struny.

Sp:égt ’(/}CIM da’,'a/
CIM Z t Z t n?t J 2'2‘

kde jsme pouzili integrdlni vétu o stiedni hodnoté”, n € (21, 22). Leva strana véty impulsové
tedy ma tvar

dP, d? 0?1

- M— - M=

dt g Vo ot

(n,t). (2.28)

Celkovy tvar prvni véty impulsové (jeji netrividlni slozka x) v aproximaci malych vychylek je

0? 0?
PAZﬁ(% t) = TAZ*@ t). (2:29)
Po vykraceni Az muzeme provést limitu zo — z; a dospé&jeme k vinové rovnici
0?4 0%
— T—(z,t 2.30
Py (1) = TS (5, 1). (2:30)

5Kladné sméry dhli jsou voleny tak, aby korespondovaly s kladnou hodnotou derivace v daném bodé. Jelikoz
sfla F1, mif{ do zdporného sméru osy x, pfidali jsme explicitni znaménko u jejiho vyjadfeni.
"Pro funkci f spojitou na intervalu {a,b) existuje bod c € (a, b) takovy, ze

/f &) (b — a).

32



2.3 Podélné kmity

Porovnejme nyni piicné kmity s podélnymi, které jsme u spojitého odvozeni vinové rovnice
rovnou vynechali. Pracujme znovu s diskrétnim modelem zavazi a pruzin a podivejme se na
pravou stranu pohybovych rovnic (2.2). U pfiénych kmitu zde vystupuje faktor k (1 — %0), pro
podélné kmity by zde byl jednoduchy faktor k. Pro pruziny jejichz klidova délka ag je blizka a
bude platit

k (1 - %) < k. (2.31)
Tento ptredpoklad je pro model struny obvykle splnén. Pti napindni struny je jeji prodlouzeni
mnohem mensi nez jeji celkova délka, Al < [. Napéti v fetizku v rovnovazné poloze je T =
ka (1 — %)) Oznacme nyni T},,q. jako napéti, které by v fetizku muselo byt, aby se pfi¢né kmity
chovali jako podélné kmity s puvodnim napétim 7T'. Plati

Tpod. = ka = atedy T < Tpod. (2.32)

1_ @
a

kmita. Proto jsme je v predchozim popisu mohli zanedbat.
Na zéaveér jesté srovnejme popisy vychylek pro podélné a piicné kmity pomoci funkce (z, t)
na obrazku 2.8.

Tk—1 Tk Th41
Lk—1 Tk Tk+1
e e e

> I\ J 1\ I\ >
LF L‘J L&J z L[] L] L[] 2

T

L L
> ‘ ‘ >
o z z  z4Y(z,t) <
(a) Pficné kmity fetizku a struny. (b) Podélné kmity fetizku a struny.

Obrazek 2.8: Srovnani popisu podélnych a pficnych kmitt.

U piiénych kmitu je poloha kousku struny déna vektorem (z,1(z,t)). U podélnych kmitu
je vychyleny kus struny na soutadnici z + ¥(z, t).

2.4 Zvuk

Zvuk nenf nic jiného nez podélné vlnéni v materidlu. Odvod'me nyn{ vinovou rovnici pro tlakové
zmény zpusobené podélnym vinénim v idedlnim plynu. Uvazujme trubici plynu o prifezu S
podél osy z. Podélné vychylky plynu z rovnovazné polohy opét popiseme funkei ¢(z, t). Vezméme
maly tusek trubice (z, z + dz), pak vlivem vychylek se plyn posune na pozici

(z+9Y(2,t), 2+ dz + (2 + dz, t)). (2.33)
Na levy konec tiseku plynu pusobi tlak p(z,t), na pravy konec tlak p(z + dz,t). Viz obrazek 2.9.
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Obrézek 2.9: Trubice vzduchu a jeji maly tsek mezi body (z, z + dz). Funkce v (z,t) popisuje podélnou
vychylku ¢astic plynu z rovnovazné polohy. Funkce p(z,t) popisuje tlak v kazdém misté trubice.

Pohybova rovnice zvoleného tiseku bude opét dana prvni vétou impulsovou:

82
a—;f =p(2)S — p(z + dz)S, (2.34)

kde dM = pdV = podVy. dVy oznacuje puvodni objem tseku, dVy = Sdz, dV je objem po
posunuti o vychylky 1 (z,t). Hmotnost sledovaného kousku zustava konstantni, nase myslena

hranice se posouva s pfesunem molekul plynu. Objem dV se da vyjadfit nésledujicim zpiisobem
jako prufez krat délka:

dM

dV:S((2+dz+¢)(z+dz)) — (z+1/)(z))) =S <11L w(z+d62—w(z)) dz=8 <1+Zf) dz.

(2.35)

Dalsim dulezitym ptredpokladem je, ze déj v plynu je adiabaticky — tedy, ze se béhem zmén

tlaku nestihne vyméfiovat teplo mezi jednotlivymi ¢astmi plynu®. Pro adiabaticky déj v idedlnim
plynu plati

pV" = konst., (2.36)

kde x je Poissonova konstanta pfislusnd danému plynu. V naSem piipadé uvazujeme plyn v
nasem malém tseku o objemu dV, takze méme

po(dVp)" = pdV'", (2.37)

kde pg oznacuje tlak plynu v rovnovazné poloze. Vyjadiime-li tlak p:

(Y N (o
P—po(dv> —p0<1+8z) ~p0<1 ﬁ&z)’ (2.38)

kde jsme dosadili za dV z (2.35), za dVy = Sdz, a v posledni rovnosti pouzili Tayloruv rozvoj
do prvniho Fadu funkce (1 + z)* =~ 1 + ax.
Rozdil tlakt v ruznych mistech na pravé strané rovnice (2.34) muzeme zapsat pomoci deri-

vace: ,
pz+dz) —p(z) _op O
dz T 9. T Pa (2:39)

kde jsme vyuzili (2.38). Dosadime-li nyni predchozi vysledek do pohybové rovnice (2.34) (po
rozepsani dM = ppS dz):

2 2

Poaa% = Poff%- (2.40)

Toto je vlnova rovnice popisujici podélné kmity v trubici s plynem. V pfipadé, ze bychom

uvazovali izotermicky déj (ktery spliuje pV = konst.), chybéla by ndm ve vysledku Poissonova
konstanta «.

8Newton uvazoval déj izotermicky. Rychlost zvuku ve vzduchu mu pak vysla spatné.
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2.5 Kmity struny s pevnymi konci

Uvazujme nyni strunu délky L, ktera je napjata mezi body z = 0 a z = L. Pohyb struny se idi
vlnovou rovnici:
O Ty 0%
02 pg 0227
kde pg je délkova hustota a Tp je napéti na struné. Dale uvazujeme nésledujici okrajové podminky
— struna je na koncich nepohyblivé upevnéna, tzn.

2€(0,L), t€R, (2.41)

¥(0,t) =0, Y(L,t) =0, vt e R. (2.42)
Resen{ se pokusime najit metodou separace proménngjch. Piedpokladdame feSeni ve tvaru
Y(z,t) = Z(2)T(t), (2.43)

s nezndmymi funkcemi Z(z) a T'(t) jedné proménné. Pokud tento ansatz dosadime do vlnové
rovnice (2.41), obdrzime
. T
Z()T(t) = 222" (2)T(¢), (2.44)
Po

pokud nyni tuto rovnici vydélime Z(z)T(t) a vyndsobime L}—g, obdrzime separovanou rovnici

Z//

() = @i(t), Va,t € R, (2.45)

T T
kde leva strana je zavisla pouze na proménné z a prava strana pouze na t. Jelikoz tato rov-
nice musi byt splnéna pro vSechna z,t € R, tak se levad a prava strana musi rovnat spole¢né
konstanté”, oznaé¢me ji C' € R:

g 00 T

—(2) =C=—=—=(1). 2.46

() =C =220 (2.46)
Jednoduchou tpravou dospéjeme ke dvéma obyéejnym diferencidlnim rovnicim pro funkce Z(z)
a T'(t) se zatim neurcenou konstantou C'

. T
7'-cz=0, T-c=T=0. (2.47)
Po
Nez se pustime do feSeni rovnic (2.47), podivejme se na okrajové podminky (2.42), do kterych
dosadime ansatz (2.43):
¥(0,t) = Z(0)T'(t) =0, W(L,t)=Z(L)T(t) =0, vVt € R. (2.48)

Pozadujeme-li netrividlni 7'(¢) (a tedy i nenulové feseni ¢(z, t)), tak se okrajové podminky (2.48)
redukuji na:

Z(0)=0,  Z(L)=0. (2.49)

9Zderivujeme-li rovnici (2.45) podle proménné z, resp. t, obdrzime:

d (2N _,  _d(mT
dz=\ 2z ) 7 T At \To T )

Pokud ma funkce nulovou derivaci, musi tato funkce byt konstantni:

Z// POT
Z - ¢ 20— .
Z b To T 2

Ukézali jsme tedy, Ze se se levd, resp. prava, strana rovnice (2.45) rovnaji konstanté —C4, resp. —Cb. Ale jelikoz
se levé strany vyse napsanych rovnic rovnaji pro Vz,t, tak musi byt C; = Cb.
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Tyto tedy budeme muset splnit pii feSeni rovnice (2.47) pro funkci Z(z) se zatim neurcéenou
konstantou C. Reseni Z(z) je

Z(z) = c1e¥% + e ﬁz, (2.50)

kde ¢ a co jsou integraéni konstanty. Okrajové podminky tedy vypadaji nasledovneé
Z(0) =c1+c2 =0, Z(L) = c1eVOL 4 cpemVOL = . (2.51)
Po dosazeni z prvni rovnice do druhé mame podminku

cre~VOL (62\/6]: - 1) =0 (2.52)

Pozadujeme netrividlni feseni, tedy ci1(= —ca) # 0; exponencidla e~VCL je vzdy nenulova; je
tedy nutné, aby byl nulovy vyraz v zavorce. To je mozné pouze pro C < 0, tzn. vC = i\/|C],
a muzeme psat

ICIL — cos (2 yC\L) + isin (2 \C!L) =1, (2.53)
s FeSenim
|C|L = 2mm, m € N. (2.54)

To znamend, ze pfipustné konstanty C, pro které feSeni splnuje okrajové podminky, jsou
¢islované pfirozenymi ¢isly a konkrétné dané jako

mm\ 2
Oznacme ky, = "f*, pak muzeme psat /|Cy,| = kyy = "
Tvar funkce Z(z). Jedna okrajovd podminka dava ca = —c;. Podminka realnosti feseni
vyzaduje co = ¢1. To znamena, ze c¢; = ic a cog = —ic, kde ¢ € R.
Zm(z) =c (ieik’”z - ie_ikmz) = —2csin(knz) = Asin(kny,2). (2.56)

Jesté nam ke kazdému piipustnému C,, (tzn. tomu spliujicimu okrajové podminky) zbyva
fesit piislusnou ¢asovou rovnici pro T'(t), viz (2.47):

. ma\ 2 TO
T—I—(—) Dr_o. 2.57
L) o (2.57)
Tato m4& FeSeni tvaru:
T
Tpu(t) = Bsin | 225 [0 4 o0 ], (2.58)
L\ po

kde thlova frekvence wy, lze napsat pomoci vlnového ¢isla k,, jako

To To mm mm
W, = = —. 2.59
\/ 70 =\ — p” T (2.59)

Vysledné feseni pohybu struny ,,(z, t) piislusejici pfipustné hodnoté konstanty C,, ziskame
dosazenim do (2.43):

D (2,8) = Zim(2) T (t) = Ay sin (?) sin (L ZO t+ gom> : (2.60)
0
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kde jsme sdruzili zavislé integra¢ni konstanty a pojmenovali je A,, = AB. Tyto feseni predstavuji
vibra¢ni médy struny. Resenf vyslo ve tvaru tzv. stojatych vin, tzn. ve tvaru ¢ (z,t) = Z(2) sin(wt+
©0), kde si vlna zachovava svij tvar Z(z) a jen se méni jeji amplituda harmonickou funkei.

Jelikoz vlnova rovnice (2.41) je linedrni, je feSenim i linedrni kombinace vSech vyse nale-
zenych TeSeni:

“+oo
¢(2’t> = Z wm(zat)v (2'61)
m=1

kde koeficienty linedrni kombinace zastanou amplitudy A,, schované jiz ve funkcich ¢, (z,t)
(2.60). Vysledné obecné feseni nalezené metodou separace proménnych je

P(z,t) = Y Apsin (ky2) sin (Wit + @m) (2.62)

m=1

kde tthlova frekvence w a vlnové ¢&islo k spliuji nasledujici disperzni vztah a pripustné hodnoty
vlnovych ¢isel k,, jsou

T() mm
=./=k by = — N. 2.63
w P m=p ME (2.63)

Konstanty A,, a ., jsou dany poc¢ateénimi podminkami, naproti tomu konstanty w,, a kp,
jsou dany vlastnostmi fyzikalniho systému, ktery zkouméame, zde tedy délkou struny L, jeji
hustotou pp a napétim v ni Ty (a okrajovymi podminkami).

Na obréazku 2.10 jsou zndzornény prvni ¢tyii médy tohoto feSeni (tzn. funkce v az 1)y).

0 L

Obrézek 2.10: Prvni ¢tyfi médy pohybu struny s pevnymi konci. Tec¢kované jsou naznaceny tvary médua
posunuté o polovinu ¢asové periody.

2.5.1 Podminka volného konce

Druhym typem okrajové podminky na struné koneé¢né délky je okrajovda podminka volného
konce. Fyzikalné to znamend, Ze konec struny muze bez tifeni volné klouzat po tyci kolmé na
osu z. V nésledujicim textu bez 1jmy na obecnosti zvolme z = 0.
Uvazujeme-li, ze upevnéni struny ma hmotnost M, pak Newtonova pohybova rovnice pro
konec struny bude mit podobu
9% oY

kde na pravé strané je piicnd sila od struny pusobici na upevnéni struny.
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F, F,=T

\J

Obréazek 2.11: Pri¢nd sila pusobici na zavés hmotnosti M.

Pro nehmotny zavés, M = 0 dostavame z pohybové rovnice okrajovou podminku volného

gf(o, t)=0, (2.65)

tedy Ze na upevnéni nepusobi zaddné piicné sila; geometricky — struna do mista upevnéni prichdzi

konce tvaru

vodorovné.

2.6 Matematicka vsuvka: Fourierovy rady

Megjme periodickou funkci f : R — R s periodou 2L. Pak Fourierovou fadou fr funkce f
nazveme nasledujici funkci

+oo
fr(z) = % + mZZI <am cos ? + by, sin ?) , (2.66)

kde koeficienty a,, a by, jsou dané vztahy:

m m

I I
am:L/Lf(z)cos gzdz, m € No; bm:L/Lf(z)sin 2Zdz, m € N.| (2.67)

Pro po ¢éastech diferencovatelné funkce plati, Ze v bodech spojitosti Fourierova fada konver-
guje k puvodni funkci f, fr(z) = f(2). Pro bod nespojitosti zy plati

feteo) =3 (tm, £2)+ lim /). (2.68)
tedy Fourierova fada v tomto bodé konverguje k pruméru jednostrannych limit funkce f.
Fourierova fada ptredstavuje rozvoj periodické funkce f do diskrétni superpozice harmo-
nickych vin.
Pro sudé funkce (f(z) = f(—=x)), resp. liché funkce (f(z) = —f(—x)), se Fourierova rada
(2.66) a vzorce pro koeficienty a,, a by, (2.67) zjednodusi. Pro sudé funkce dostaneme

2 [t =
A = L/o f(z) cos m;rz dz, by, = 0, fr(z) = % + mzzzl Ay COS m;rz (2.69)
Pro liché funkce:
2 [ mmz = mmz
am =0, by, = L/o f(2)sin 7 dz, fr(z) = mE:l by, Sin 7 (2.70)
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*Poznamka z pohledu linedrni algebry: Fourierova fada je vlastné rozklad vektoru f z vek-
torového prostoru periodickych funkei F do (nekonecné) béze

B = {(cos kp2) %, (sinkm2)t 2 1, (2.71)

m=0"

kde k,, = "/*. Jestlize navic zavedeme skaldrni soucin dvou periodickych funkei f a g (f,g € F)

jako
L
)= [ 1@ d, (272

potom koeficienty a,, a b,, nejsou nic jiného nez koeficienty linearni kombinace ziskané jako
projekce vektoru f na vektory baze pomoci skalarniho souéinu (2.72)10:

am = (f,cos kmz), by, = (f,sinkpz), (2.73)

témto koeficientim se v linearn{ algebfe tik& Fourierovy koeficienty.

2.6.1 Sudé a liché prodlouzeni

Mégjme funkei f : (0, L) — R. Definujme jeji tzv. sudé a liché prodlouzeni fsuqe : R — R a
Jiiche : R = R.

Nejprve definujeme funkce fsua¢ @ fiichs na intervalu (0, L) tak, aby souhlasily s puvodni
funkei f:

foudélory =F, ficneliory = - (2.74)

Pak dodefinujeme funkce fsud¢ @ fiichs na intervalu (—L,0) takto:

fsudé(z) = f(_Z)v fliché(z) = _f(_z)7 z € <_L70>7 (2'75)

tzn. tak, aby funkce fiuq¢ byla suda na intervalu (—L, L) a funkce fiicne licha!! na (—L, L).

Na zaveér funkce fougs @ fiiche jednoznaéné dodefinujeme na celé R tak, aby se jednalo o
periodické funkce s periodou 2L. Vysledek téchto prodlouzeni pro konkrétni piipad funkce f z
obrazku 2.12 vidite na obrazku 2.13.

Obrazek 2.12: Puvodni funkce f : (0, L) — R definovand pouze na intervalu (0, L).

198 vyjimkou koeficientu ag, kde ndm vadi nenormovanost funkce f(z) =1, (f, f) = 2.

117 lichého prodlouzeni mize nastat problém pokud f(0) # 0 a f(L) # 0 (funkce pak nemtize byt lichd,
resp. periodickd). Tento problém muzeme bez obav ignorovat, jelikoz koeficienty Fourierovy fady am a bm, jsou
dané integrdlnimi vzorci a integrdly nejsou citlivé na zménu funkéni hodnoty integrované funkce v jednom bodé.
Muzeme si tedy predstavovat, ze pii lichém prodluzovéni redefinujeme ptuvodni funkci f tak, ze polozime f(0) =

F(L) =0.

39



fliché

(a) Sudé prodlouzen{ fsude. (b) Liché prodlouzeni fiiche.

Obrazek 2.13: Sudé a liché prodlouzeni funkce f.

Ze zadané funkce f : (0, L) — R jsme ziskali periodické sudé, resp. liché, funkce fsuq¢, resp.
fliche- Muzeme tedy pocitat jejich Fourierovy fady, které diky sudosti, resp. lichosti, vyjdou v
nasledujicich tvarech:

mmz
fsude = + Z Am COS s fhche Z by, sin (276)

kde koeficienty a,, a by, jsou dle (2.69), resp. (2.70), dané jako

/ fsude(2 cos / f(z cos dz,

/fllche sin - g /f sin — 2~ dz, (2.77)

kde jsme vyuzili toho, Ze fsua¢(2) = fiiecns(2) = f(z) pro z € (0, L). Pak plati

—i—Zamcos —Zb sm

Podaiilo se ndm tedy funkci f na intervalu (0, L) vyjddiit jako linedrni kombinaci bud pouze
funkci sinus anebo pouze funkci cosinus.

pro ze€ (0,L). (2.78)

2.7 ReSeni pocatecnich podminek pro pevné konce

Nyni chceme najit konkrétni pohyb struny, mame-li zadané ptislusné pocateéni podminky.
Napisme si postup této tlohy pro okrajové podminky pevnych konct.

Pocatecni podminky jsou tvoreny pocédtecéni polohou struny a poc¢atecéni rychlosti struny (pro
jednoduchost volime, ze jsou zadané v ¢ase t = 0). Tyto jsou zadané funkei poc¢atecni polohy
f:(0,L) — R (musime zadat po¢dteéni vychylku kazdého bodu struny) a funkci pocdteéni
rychlosti g : (0, L) — R (to samé pro pocatecni rychlost kazdého bodu struny). Nase hledané
konkrétni feSeni tedy musi spliiovat:

oY

¥(z,0) = f(2), 5 —(2,0) =g(2), Vze€(0,L). (2.79)

Abychom tohoto dosahli, méame k dispozici integra¢ni konstanty A,, a ¢m,, jejichz hodnotu
chceme urcit.
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Rozepsané pocateéni podminky. Rozepisme levé strany rovnic (2.79), tzn. dosad'me ¢as
t = 0 do obecného Feseni (2.62) a jeho ¢asové derivace:

+oo

$(z,0) = Y (Amsingm) sin 7= = £(2),
m=1

oY = . mwz

5 (5:0) = D (Apwim cos ¢y, sin 7 =9(2)- (2.80)
m=1

Liché prodlouzeni funkci f a g. Nyni bychom potfebovali napsat funkce f a g jako
Fourierovy fady, které budou obsahovat pouze funkce sin *7=. Toho snadno dosdhneme, pokud
si spocitame tady funkci f a g v lichém prodlouzeni (V1z kapitola 2.6.1):

= mmz = mmz
=D fmsin——,  g(z) =) gmsin——, (2.81)
m=1 m=1

kde koeficienty fi, a gm, jsou dané nésledujicimi vzorci:

= E/OL f(z)sin (m;rz) dz, Im = i/oLg(z) sin (m;rz) dz. (2.82)

Vysledné rovnice pro koeficienty A,,, .. Vlastni rovnice pro koeficienty A,, a @m
ziskdme porovnanim fad (2.80) a (2.81) ¢len po ¢lenu:

A Sin 0 = fin, AW COS O = Gm. (2.83)

Tyto rovnice miizeme (formalné!'?) vyfesit:

2
[+ T, tg om = fmtdm, (2.84)
) gm

2.8 d’Alembertovo reSeni vlnové rovnice

Uvazujme vlnovou rovnici tvaru

Y 0%y
ﬁ = U2@, (285)
kterou prepiSeme do nésledujiciho tvaru tim, zZe se na parcidlni derivace za¢neme divat jako na
diferencidlni operatory:
192 92

Diferencidlni operator na levé strané predchozi rovnice se nazyva d’Alembertiv operdtor™
a znadi se [:

19> 0?
O=—5— — —. 2.87
v2 ot 022 (287)
Diky zdménnosti parcidlnich derivaci plati i pro derivace poucka A? — B> = (A — B)(A+ B) a
muzeme psat
10 0 10 0
4 (Uat 82) <v6t+8z>w (2:88)
12Formaln{ je druhd rovnice, kters ve skutecnosti reprezentuje dvé rovnice sin p, = f—"’ a Ccos Py, = Ai’zm,

které jednoznacné definuji thel ¢, pro A,, # 0. Pokud A,, = 0, pfislusny méd chybi a na Jeho fazi nezdlezi.
13 Jing konvence zavadi d’Alembertiiv operator s opaénym znaménkem.
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Chteéli bychom nyni zavést nové proménné tak, aby se zjednodusil tvar rovnice (2.88). Toho
dosdhneme zavedenim proménnych £ a 7 dle nasledujicich pfedpisa

E=z—vt, n=z+ut, <z:§;n, t:772—vf>. (2.89)
Avt
n
=Z
3

Obrazek 2.14: Puvodni soutradnice (z,vt) a nové soufadnice (£, 7).

PrepiSme vlnovou rovnici v puvodnich proménnych z,¢ do novych proménnych &, n. Definu-
jeme novou funkei ¥(§,n) definovanou pomoci substituce:

B = v st oem) v (SFLIZE) (2:90)

Inverzni substituce bude pak vypadat nasledovné

Y(z,t) =Y(z —vt, z +vt) = P(&,n). (2.91)

Tyto substituéni vztahy ndm umoznuji transformovat derivace podle jednotlivych proménnych.
Derivujeme-li ¢ podle proménnych z a t, dostavame podle fetézového pravidla'?

ot 0c0t onot O on’
o _0pog  opon _ov 0P

9 = oc0: Tono. o oy (2.92)

Zkombinujeme-li tyto vysledky do tvaru operatoru vyskytujicich se v (2.88)
10 0 0 0 0 0\ - 0 ~
g _“ (=2 _Z2_ Y _ 2 — _9Z
(v ot 82)1/} (87} oE o 8n>w (%w’
19 0 0 0 0 0\ - 0 -
(oot a) = oet ot o) o= 2" (299)

“Mejme funkci f(z1,...,2x) : R® — R a k-tici funkef gi(y1,...,%) : R® = R. Funkci h(y1,...,u) : R' = R
ziskdme slozenim

h(yv, - y) = f oy, m)s - gk(yns - 0)

Potom plati retézové pravidlo
k

Oh S~ Of gm
Oyi B 2:1 Oxm Oyi '
Toto pravidlo je rozsifenim pravidla o derivovén{ slozené funkee, [f(g(z))]" = f'(g(z)) ¢'(z), do vice proménnych.

Zde mame ¥(€,n) ~ f(z1,22), £(2,1) ~ g1(y1,y2), N(2,t) ~ g2(y1,y2).
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V teéi differencidlnich operdtora tedy mame
10 0 0 10 0 0
22— 9L = =2 2.94
vot 0z Ceg  wot Tax Coy (2:94)

Dosadime-li tyto vyrazy do vlnové rovnice (2.88), mame

%
=0. 2.
aedn 0 (2.95)
Tato rovnice ma feeni’® v podobé
V(&) = F(&) + G(n), (2.96)

kde F,G : R — R jsou libovolné redlné funkce jedné redlné proménné (piislusné diferencova-
telné). Pomoci ptivodnich proménnych je funkce ¢ (z,t) tvaru

0(2,) = F(z = vt) + G(z + vt),

(2.97)

tomuto feseni fikdme d’Alembertovo tTeseni vinové rovnice. Jaky je fyzikalni vyznam tohoto
feseni? Uvazujme nejprve situaci s G = 0. V ¢ase t = 0 predstavuje funkce F(z) prosté tvar
vybuzené vilny. Déle se podivejme na vyvoj mista konstantni faze. Fidzi nazyvame argument
funkce F', tzn. z — vt. Najdéme casovou zavislost mista z.(t) jako Feseni rovnice z — vt = ¢, kde
c je libovolna konstanta. Toto je trivialné

ze(t) = ¢+ vt. (2.98)

(pro pocétec¢ni podminku z.(0) = zp dostaneme z.(t) = zo + vt). Konkrétni misto na viné se
tedy &fif rychlost v. Cést Feseni F(z — vt) tedy predstavuje vinu (o tvaru funkce F(z)) &fifci se
jako celek v kladném sméru osy z rychlosti v, této rychlosti se fika fazovd rychlost. Analogicky,
pokud bychom se divali na funkci G(z + vt), tato predstavuje vinu tvaru G(z) sifici se rychlosti
v do zédporného sméru osy z.

F(z —vt) G(z +vt)
N N

Y(z,t) = F(z — vt) + G(z + vt)

>
P

Obrézek 2.15: d’Alembertovo Feseni pfedstavujici superpozici dvou proti sobé postupujicich vin F(z —vt)
a G(z + vt).

15pokud rovnici napiseme v podobé ~
9 (0¥ _,
o \on) 7
vidime, ze funkce g—i je funkei pouze proménné n,

.
ais =9(n).

Tuto nyni zintegrujeme podle n a dostaneme

Dem) = / g(n) dn +F(©),
S —

G(n)

kde F(£) je integraéni konstantou vzhledem k integrovani podle proménné 7.
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2.8.1 Vyzairovani postupnych vin

Jakym zpusobem muzeme tyto postupné viny vybudit? Uvazujme, Ze naSe prostiedi, napf.
struna, ma v z = 0 kmitajici zdroj, ktery svym pohybem udava vychylku v tomto bodé:

$(0,1) = y(t), (2.99)

y(t) je libovolnd ale uréena funkce. Podmince tohoto typu, kdy udavame stav systému pro danou
polohu, se obecné tika okrajovd podminka. Urcuje tvar feSeni na okraji studovaného systému.
Toto je konkrétné podminka v z = 0. Abychom ziskali jednozna¢né feSeni tohoto problému
vyzafovani, je treba pfedepsat jesté druhou okrajovou podminku na druhém okraji systému,
zde z = +00. Pozadujeme, aby z nekoneéna nepfichazely zadné viny, tzn. predepisujeme G = 0.
Této okrajové podmince se fikd podminka vyzarovdnd.

Ted jiz muzeme najit konkrétni tvar d’Alembertova feseni. Po dosazeni ¢ (z,t) = F(z — vt)

do (2.99):
x

D(0,8) = F(—vt) = y(t) — F(z)=y (—5) (2.100)

Zname-li konkrétni tvar funkce F'(z) snadno jiz napiSeme

v

W(z,t) = F(z — vt) :y(—zvt> —y(t-3). (2.101)

Vysledné feSeni je tedy tvaru

Y(z,t) =y (t - %) : (2.102)

Co predstavuje vyraz v argumentu budici funkce y? Zlomek Z piedstavuje dobu, kterou signdlu
vyzafenému v bodé z = 0 trvéa dositit se do mista z. To znamend, Ze vlna, kterou pozoruji v
misté 2 v Case t, se ze zdroje vyzafila v case t — Z. Tomuto casu fikdme retardovany cas:

z
tr,=1——. 2.103
: (2109

Symbolicky muzeme psat
¥(z,t) = y(tr). (2.104)

2.8.2 Harmonicka postupna vina

Pokud zdroj harmonicky kmita dle predpisu

y(t) = Acos(wt + ¢), (2.105)
pak je vyzarend vlna tvaru
( %) A cos [w (—%) + cp} = Acos (%x — gp) , (2.106)
resp.
U(z, ( %) Acos [ (t — 7) + 4,0} = Acos (wt — %z + 90) . (2.107)

Oznacime-li vinové ¢&islo k = ¢ (disperzni vztah), dostdvame tvar harmonické postupné viny
Y(z,t) = Acos(wt — kz + ¢). (2.108)
Pro funkci G(x) = Acos(kx + ¢) mame vlnu postupujici opaénym smérem

P(z,t) = G(z +vt) = Acos(wt + kz + ¢). (2.109)
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2.8.3 Pocatecni tloha pro d’Alembertovo reseni

Uvazujeme strunu rozkladdajici se po celé ose z. Pocateéni podminky pro polohu a rychlost v
¢ase t = 0 maji podobu
oy
¥(z,0) = f(2), E(Z,O) =g(2), Vz € R, (2.110)
kde f,g : R — R jsou funkce pocatecéni polohy a rychlosti. Pokud do vyse uvedenych pocatec¢nich
podminek dosadime d’Alembertovo Feseni (2.97), dostaneme

99
ot

kde symbolem F”, resp. G’, rozumime %, resp. %. Zintegrujeme druhou z poc¢atec¢nich podminek

(podle proménné z),

P(2,0) = F(2) + G(2) = f(2), (2,0) = (—0)F'(2) + v G'(2) = g(2), (2.111)

Gz) — F(z) = i/g(z) dz+e, (2.112)

N—_———
9(2)

kde jsme oznagcili primitivni funkei (véetné konstanty %) jako g(z) a integracni konstantu jako
c. Nyni staci levou rovnici v (2.111) secist a odecist s predchozi rovnici a dostaneme

flz) —g(z) —c flx)+9(z) +c
2

. Gla) = . : (2.113)

F(x) =

. vie piei vali . Ve , Stnf Fesent splivwiict 2 ¢ ochtecn
kde jsme navic prejmenovali proménnou na x. Vysledné konkrétni feSeni spliujici zadané pocatecn
podminky dostaneme dosazenim do d’Alembertova feSenti:

f(z —vt) — g(z — vt) n f(z+vt) + g(z + vt)

P(z,t) = F(z —vt) + G(z +vt) = 5 2 ;

(2.114)

konstanty § se odecetly. Zopakujme, ze g(x) je primitivni funkce k %g(x), g(z) = %fg(x) dx.
Povs§imnéme si, ze vysledné feseni nezédlezi na hodnoté integra¢ni konstanty ¢ — nezélezi tedy

na vybéru primitivni funkce — a je tedy jednozna¢né uréeno pocatecnimi podminkami.

2.9 Energie vlnéni

Podivejme se nyni na vlnéni na struné z energetického pohledu — nalezneme vyrazy pro me-
chanickou energii v daném useku struny. Pohybovou rovnici struny jsme odvodili z prvni véty
impulsové, _

dP =,

= Fe), (2.115)
Jelikoz zédkon zachovani mechanické energie plati pro soustavy, kde nepiisobi vnéjsi sily, a jelikoz
na zvoleny tusek struny pusobi vnéjsi sily od zbytku struny, nebude se energie v daném misté
struny zachovavat, ale bude se prelévat z jednoho mista na druhé. Tyto ivahy nyni kvantifiku-
jeme.

Celkové energie je sumou kinetické a potencidlni energie. Kinetickd energie malého tseku
struny (z,z + dz) je
1 1 (oY

2
_ Lt a1 (oY
dT = 2dmv 5 (6t> dz, (2.116)

kde jsme dosadili dm = pdz.

45



Zavedeme obecné pojem hustoty energie € nasledujicim zptusobem. Je-li dF energie obsazend
v useku (z, z + dz), definujeme hustotu energie ¢ jako

dE = edz. (2.117)

Energie obsazend v konecné velkém tseku (z1, z9) pak je ddna jako

z2 z2
E —/ dE(z) —/ edz. (2.118)
zZ1 Z1

Zatimco jednotkou energie je [E] = J, jednotkou (délkové) hustoty energie je [¢] = J.m ™.

Hustota kinetické energie tedy dle predchozi definice a vyrazu (2.116)

1 ()’
r=1 <8t> , (2.119)

Déle, pro odvozeni vyrazu pro potencidlni energii vyuzijeme diskrétni model fetizku atomu
a jeho naslednou spojitou limitu. V dseku struny (z,z + dz) je celkovy potencidl souc¢tem po-
tencidlnich energii jednotlivych pruzin,

dU => U (2.120)
l

Linearizovany vyraz pro néartst potencialni energie pii pii¢nych kmitech je'S:
1
Ui = 5k (1 - @) (A2, (2.121)
a

kde Ay je rozdil vychylek sousednich zavazi, viz obrazek 2.16.

Obrézek 2.16: Vychylky 1; jednotlivych zavazi fetizku a jejich rozdil Ag.

Pocet pruzin mezi (z, z+dz) je AN = da—z. Pro maly 1sek struny mtzeme uvazovat, ze vSechna
Aty jsou piiblizné stejnd!” a tedy

1 Ay, \?
dU = dN Uy, = 5ka (1 - @) (‘Z”O) dz (2.122)
a

a

2
16 Jedn4 se aproximaci malych kmitd potencidlu pruziny pfi pifénych vychylkich U(y) = %k (\/a2 +y? — ao) .

1"D4, se to opét udélat i rigoréznéji. Vyraz AZ”“ se d4 pomoci véty o stfedn{ hodnoté zapsat jako '(&,t) a
poté
1 a 21 1
AU =" 5Tw'(gk, e 2 AU= / 5Tw’(z,t)%zz = §T¢’(g,t)2Az,
k 21

kde jsme pouzili definici Riemannova integrdlu jako limitu integralnich sou¢tu a v posledni rovnosti integralni
vétu o stfedni hodnoté. Pokud nyni Az — 0, pujde £ — z a dostanu

dU = %Tw'(z,t)Z dz.
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a

Provedenim spojité limity a — 0 (a drzeni T = ka (1 — 70) = konst.) pfejde podil A% pa

derivaci %—f a dostaneme

1 oy
dU = =T | — | d=z. 2.123
2 < 0z > ® ( )
Hustota potencidlni energie pak je
1, [(9p\?
==-T|—]) . 2.124
T < 0z ) ( )
Nyni jiz muzeme napsat hustotu celkové energie na struné jako
1 (oY oY
= =— fT — ) . 2.12
E=T+u= p<8t> + <8z> (2.125)

Celkovd energie v tseku (z1, z2) je ddna integrélem
22
Eley (1) = / £(z,t) dz. (2.126)
21
Podivejme se, jak se tato energie méni s ¢asem:

dE 2, 2) 2 e 2 ) 9% oY 0%
R —dz 4T
dt ot /Zl +

dz. (2.127)

P ot or2 0z 020t

Z1

Pouzijeme-li vlnovou rovnici, mame

dE,, ., 2Py P %y & oY O o O™
——= =T dz=T d T 2.12
dt L 002 rozat T /z1 9z <8t 02) 7= [81& 8z] (2.128)
Definujeme-li veli¢inu tok energie S
S(z,t) = aaqf g¢ (2.129)
pak muzeme rovnost (2.128) psat jako
dE.. . (t
20O 502y ) S, (2.130)

tedy ze ¢asova zmeéna energie v daném tuseku struny je dana bilanci vtoku a vytoku energie
na jeho koncich. Kladny tok v bodé z; celkovou enerii zvysuje a kladny tok v bodé z3 naopak
snizuje. Rovnost (2.130) predstavuje integralni zadkon zachovéni energie na struné. Ukazme, ze
tok energie S nenf nic jiného nez vykon sil napéti na struné. Podivejme se na situaci v bodé z;
na obrazek 2.17.

Y

Obrazek 2.17: Napetova sfla pusobici v bodé z; od zbytku struny na usek (z1,22). Rychlost pohybu
struny je v = at Velikost piicného primétu je Fj, = T cosa.
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Po dosazeni do vzorce pro mechanicky vykon:

P=F =T -%=-Tvcosa=—Fyv=— ?ﬁ%fzs, (2.131)
kde jsme ve skaldrnim soucinu explicitné uvedli znaménko minus, jelikoz v situaci na obrazku
2.17 sviraji vektory tupy thel. Ze vztahu P = S snadno napiSeme jednotky toku energie [S] =
W=1Js%

Diferencialni tvar zakona zachovani ziskame limitou zo — 2. PfepiSeme levou stranu zakona
zachovani pomoci integralni véty o stfedni hodnoté,

dE 0

kde Az = zp — z1. Po dosazeni do (2.130) (a vydéleni Az):

O,y S(z2t) = S(z1,t)  azo O 0S
(&1 = ~ = 5o =0 (2.133)

Provedenim limity Az — 0 dostaneme diferencidlni zdkon zachovani energie na struné'®:

0e  0S

— 4+ — =0. 2.134
ot Tz 0 (2.134)

Jedna se vlastné o rovnici kontinuity!?. Casové zména hustoty energie je déna (prostorovou)
zménou toku energie v daném misteé.

Energetické veliciny (e, 7, u, S) jsou kvadratické ve vychylce . Neplati tedy princip super-
pozice! Uvazujme superpozici dvou vin @ = 11 + 19, pak

Epr+ipa T Eby T Exa atd. (2.135)

Napriiklad pro ¢asovou derivaci mame

BN’ _ (04T (0v\T (92 001 Oy (2.136)
ot ot ot ot ot ot )
—
interferené¢ni ¢len
18Také bychom k nému mohli dospét jinym zptisobem. Piepsat (2.130) jako
dE *2 Oe 2 98
aw =) w" T e

dat vSechny ¢leny na jednu stranu,

2 (0e 0OS
/21 (a—F&)dsz,

a jelikoz tato rovnost musi platit pro libovolné z1, z2, musi byt integrand nulovy.
19V zpomeiite na rovnici kontinuity v elektfiné a magnetismu:

% +divj =0.

Pro 1D problém (proud tekouci jen ve sméru osy z) bychom dostali

Op , 0j _

8t+az_0'
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2.9.1 Energie v postupné viné

Uvazujme vInu postupujici jednim smérem

Y(z,t) = F(z — vt). (2.137)

Ozna¢me F'(z) = ((%7 pak derivace podle 2z a t maji nésledujici tvar a plati mezi nimi vztah:
oY oy oY oY

— =F'(z— ot — = —wF'(z—vt) — —v—=—. 2.138

e G A T Yor T ot (2.138)

Dusledkem toho plati rovnost hustoty kinetické a potencialni energie, u = 7, neb

1 (op\? 1 ,[op\* 1. [0¢\?
N e o T ) =27 (X)) = 2.139
i 2p<8t> 27" \ 92 o' \az) — " (2.139)
Pro celkovou energie tedy € = v + 7 = 2u = 27.
Podivejme se déle na tok energie v postupné viné. Muzeme zvolit dvé ruzné ipravy:

2
S = —T?ﬁégf =Tv <glﬁ> =21V =¢€v (2.140)
TN\ (v’
I (m) _z ((%) , (2.141)

kde jsme zavedli veli¢inu impedance Z = \/Tp (po dosazeni z v = %) Jeden vysledek tedy je

S=c¢v, tok energie = hustota energie - rychlost Sifeni viny. (2.142)

Muzeme Fict, Ze §ifeni vlny na struné je vlastné Sifeni energie podél struny. Anebo druhy
vysledek:

o\ 2
S=7 <E;f> tok energie = impedance - kvadrat rychlosti, (2.143)
ktery iké jak pfepocitat rychlost v daném bodé na tok energie v daném bodé — skrze konstantu
umeérnosti zvanou impedance.

2.9.2 Priklad: Harmonicka postupna vilna

Pro harmonickou vinu,
F(x) = Acoskz, W(z,t) = F(z —vt) = Acos(wt — kz), (2.144)

dostaneme nasledujici tvary hustot kinetické a potencialni energie a toku energie:

1
T = —pAiw?sin®(wt — kz),

2
Lo j2,2 2 1T 5 9 . 9
u= §TA k* sin®(wt — kz) = iﬁA w?sin®(wt — kz) =7,
S = Z A% sin?(wt — kz). (2.145)
Pro stiedni hodnoty mame
L a2 o L, 42 2
(1) = (u) = ZPA w?, (S) = §ZA w”. (2.146)
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Kapitola 3

Disperzni vztah, vinové baliky,
grupova rychlost

3.1 Fazova rychlost, disperzni vztah

3.1.1 Postupné vinéni

Uvazujme postupnou harmonickou vlnu v (z,t) (anebo jeji komplexifikaci) tvaru:
P(z,t) = Acos(wt — kz), P(z,t) = AWk, (3.1)

kde w nazyvame thlova frekvence, [w] = s™!, k vinové éislo, [k] = m~!. Tyto udévaji periodu
T, [T] = s, a vlnovou délku A, [A\] = m, tohoto vlnéni vztahy

w=", k== (3.2)

N‘

—
T=2 v

Obrazek 3.1: Harmonické postupna vlna. V libovolném daném bodé z = zy pozoruji harmonické kmitani
s periodou T'. V prostoru méa harmonicka vlna vlnovou délku A. Vlna se jako celek pohybuje fazovou
rychlosti v,,.

Studujme nyni funkci faze p(t) = wt — kz. Odvodme vztah pro rychlosti pohybu mista
konstantni faze, p(t) = ¢o = konst. Vyjadfeme z této rovnice implicitné zadanou funkeci z(¢):

pt) =wt—kz=po — =(t)=Tt— 2 =vt— L. (3.3)

7 ni vycteme tzv. fdzovou rychlost o velikosti




3.1.2 Disperzni vztah

Na parametry w a k zatim nemame zadna omezeni (kromé toho, ze uvazujeme pouze kladné
hodnoty). Chceme-li ale harmonickou postupnou vlnu vybudit v néjakém prostiedi, nepodaii
se to pro libovolné kombinace tithlové rychlosti w a vlnového éisla k.
Piiklad. Uvazujme vlnovou rovnici,

O 0%

oz~ a2
a dosadme do ni harmonickou postupnou vinu (3.1) a pozadujme, Ze vinovd rovnice je splnéna
pro v8echny body prostoru a ¢asu. Jednotlivé derivace vyjdou nasledovné

(3.5)

0? 0?
R (30
a tedy
(w? — v?k?)Y = 0. (3.7)

Pozadujeme-li netrividlni feseni (tzn. nenulovou amplitudu postupné viny), musi byt splnén
vztah
w = vk. (3.8)

Tato relace se nazyva disperzni vztah. Udava piipustné kombinace thlovych frekvenci w a vl-
novych ¢isel k, pro které je postupna vina feSenim vlnové rovnice. Z tvaru disperzniho vztahu
vidime, ze konstanta v ve vlnové rovnici ma vyznam fazové rychlosti.

Obecné je disperzni vztah tvaru

w=w(k), k= k(w) (3.9)

(jeden tvar je inverzi druhého). Tedy je to funkce w(k), anebo k(w) dand fyzikdlnim prostiedim.
Tento vztah charakterizuje vlnové vlastnosti daného prostiedi v tom smyslu, ze ndm urcuje
pripustné (tzn. Fesici rovnice popisujici dané prostiedi) harmonické postupné viny sifici se timto
prostiredim:

w(z,t) — Aei(w(k)tsz) — Aei(wtfk(w)z)‘ (310)
Fazova rychlost téchto postupnych vin je ddna vzorci
L w ~ w(k) L w
Vp = 7 v (k) = 1 V(W) = ) (3.11)

Vidime, ze obecné muze fazova rychlost zaviset na thlové frekvenci w, resp. vlnovém ¢isle k,
vybuzené viny.

Interpretace dvou vzdjemné inverznich disperznich vztahu v (3.9) je zndzornénd na obrazku
3.2. Muzeme mit zdroj vlnéni kmitajici o ihlové frekvenci w, pak funkce k(w) udava, jaké bude
mit vzniklé postupné vinéni vinové ¢islo & (vinovou délku \). Anebo muzeme v prostiedi vybudit
stojaté viny o vlnovém ¢isle k, pak vyraz w(k) fekne, s jakou ihlovou frekvenci w budou kmitat.

(a) Vysilani postupné viny zdrojem o tihlové frek- A
venci w. (b) Stojaté kmity o vinové délce A.

Obrazek 3.2: Disperzni vztah udava vztah mezi dhlovou frekvenci w a vlnovym ¢&islem k = 27” (a tedy

vlnovou délkou \).
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Ukéazky ruznych disperznich vztahu jsou k nalezeni v tabulce 3.1.

Prostiedi Disperzni vztah Poznamka

struna, zvuk, EM vlna w = vk linearni disperzni vztah

fetizek atomu W = Wmae Sin Bk

vlnovod, ionosféra w? = w2, 4+ vik?

viny na mélké vodé w? = gktanh kh gravitace g, hloubka h

vlny na hluboké vodé  w = /gk, w? = gk + %kS povrchové napéti o, hustota vody p
neidealni struna w? = %kQ + ak?

svétlo v latce w= <k nw) =1+ awd —w?)!

Tabulka 3.1: Pfiklady disperznich vztahu v ruznych prostiedich.

3.1.3 Reaktivni prostredi

Co se stane, kdyz mame zdroj o thlové frekvenci w v daném prostiedi, ale neexistuje zadné
vlnové ¢islo k € R, které by splnilo dany disperzni vztah? V takovém ptipadé hovotfime o
reaktivnim prostredi. Ptesnéji feceno se dané prostiedi pro danou thlovou frekvenci jevi jako re-
aktivni. V tomto prostiedi nelze vybudit postupnou vinu o zvolené tihlové frekvenci w. Prostiedi,
které umoznuje siteni postupné viny s tihlovou frekvenci w, fikame transparentni prostreds.
Priklad. Podivejme se na ptiklad prostifedi, kterd ma nésledujici tvar disperzniho vztahu

P 0%
92 v 922 Winin¥ (3.12)
kde dana vlnova rovnice vpravo vede na disperzni vztah uvedeny vlevo.

Pro w € (wmin, +00) existuje k € R splaujici disperzni vztah. Pro w > wypn se tedy jedna
o transparentni prostiedi. Pro w < wyp;» nenajdu realné vinové ¢islo £ € R, ale existuje feseni
pro k € C:

w2 =w?. + 0%k o

man

k=) —min (3.13)

Pokud toto feseni pro k € C dosadim do postupné viny (kterd dala vzniknout disperznimu
vztahu) obdrzim tvar vlny, kterou zdroj vyvold v tomto reaktivnim prostedi:

1/)(2,25) _ ei(wtikz) _ ei(wtimz) — TRz Wt (314)

Tj. exponencialné tlumenou stojatou vinu, tato je zndzornéna na obrazku 3.3. Témto nesiticim se
vlnam se tiké evanescentni viny. V reaktivnim prostiedi se tedy vlna nesiii, ale je exponencidlné
tlumend — to je zpusobeno komplexnim Fesenim ik, kdy se z harmonickych kmitu (ve formé
komplexni exponencidly) stane redlnd exponenciéla.

stojatd vina

\ ¢

—

Obrazek 3.3: Zdroj vln o uhlové frekvenci w na hranici reaktivniho prostiedi vytvori exponencidlné
tlumenou stojatou vinu.

Na obrazku 3.4 je zndzornéno Sifeni vlny v transparentnim prostiedi, kterému do cesty
postavime reaktivni prostiedi kone¢né sifky. Pruchod reaktivnim prostiedi vinu ¢asteéné utlumi.
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Miuzeme definovat vzdélenost zvanou hloubka pronikdni, § = 1, kdy amplituda viny poklesne

K
pravé na 1/e.

reaktivni prostiedi

~ | .
I\VAVAVAVS

postupné vilnéni

sto jaté vinéni

postupné vlnéni

Obrézek 3.4: Postupnd vlna v transparentnim prostiedi, kterd narazi na tenké reaktivni prostiedi, se
casteéné exponencialné utlumi.

Piiklad. Podivejme se na komplikovangjsi piiklad fetizku atomu. Disperzni vztah je tvaru

a

3 (3.15)

W = Wmag Sin Bk, p=
ktery vznikl dosazenim stojaté viny
Ui(t) = [Re etFla]eit (3.16)

do pohybovych rovnic!, 1, udévé vychylku I-tého zévazi, a je vzdalenost jednotlivych téles, viz
obrazek 3.5. Vidime, Ze fetizek je transparentni prostiedi pro w € (0, Wmaz)-

P

a
=Y R
-1 I I+1 z

Obrézek 3.5: Retizek atomt. Jednotlivé atomy jsou éislované [ € Z, jejich vychylky jsou popsané funkcemi
¥y (t), vzdélenost mezi atomy je a.

Pro w € (0, wmas) existuje k € R spliaujici disperzni vztah. Pro reaktivni rezim, w > wpmaz,
zkusme stejny trik jako v pfedchozim pfipadé. Uvazujme k = ix:
w e PR — B

=siniffk = ———— = isinh Bk. (3.17)
Wmax 2Z

Bohuzel nedokazeme disperzni vztah splnit pro w, x € R. Musime se zbavit dodate¢ného faktoru
i. Pokud do ptivodniho disperzniho vztahu dosadime ansatz?

1
k:m+5g, (3.18)

pak vyjde
—Br 15 Bk,—i% —Bk Bk
wo_¢ e .e c_¢ te = cosh Bk, (3.19)
Wimaz 21 2

1Stojaté vinén{ vznikne superpozici postupnych vin, tedy disperzni vztah kéduje stejnou informaci pro po-
stupné i stojaté viny.
2Tento ansatz je vedeny znalost{ identity e

i T
'2

=1.
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tzn. hledany disperzni vztah pro reaktivni rezim je
W = Wpae cosh Bk (3.20)

a tvar vilny (po dosazeni k = ix —|— 5 do (3.16)):

Wi(t) = e—nlaeigglaeiwt _ (_l)le—mlaeiwt. (3.21)

3.2 Matematicka vsuvka: Fourierova transformace

Jiz jsme videli, jak rozlozit periodicky signél do (diskrétni) sumy harmonickych vin. Jednalo se
o rozklad periodické funkce do Fourierovy fady. Uvazujme funkci f(¢) : R — R s periodou T,
jeji Fourierova fada je pak?3

2
Z A, COS < m7rt> + by, sin < n;wt) , (3.22)

kde koeficienty a,,, by, jsou dany vzorci

T/2 T/2
2 / (2””“) dt, il / )sin <2mm> dt, (3.23)
T/2 T T/2 T

s~/

oznacime w; = 2% Vyssi frekvence pak muzeme psat jako wy, = mwy. Rozklad periodického

signdlu do Fourierovy fady iikd, ze potiebujeme diskrétni mnozstvi frekvenci, {w,, |m € N}.
Viz schematicky obrazek 3.6.

o e
A ag, bk

o °
° o Q
: °
. L4 :
: o)
: : ¢
: o)
. . °
: . Q

27 : o ®

T, | | | | | | >
T T T T T T T >
w1 le 3601 4(,«)1 5&11 6w1 7&)1

Obrazek 3.6: Schematicky znazornéné diskrétni frekvence ve Fourierové fadé.

Uvazujme nyni neperiodickou funkci f(t) : R — R. Pro kazdé T € R™ muzeme vypocitat
koeficienty am,b dle vzorcu (3.23) a dostat tak Fourierovu fadu periodického prodlouzeni
funkce f | . Nerigorozné treceno dostaneme Fourierovu transformaci jako limitu téchto
Fourlerovych rad pokud provedeme T — 4oc0. V takovém piipadé wi; — 0 a z diskrétnich
frekvenci mwi, m € N, se stane kontinuum frekvenci w € (0, +00).

Neperiodickou funkei f(¢) tedy muzu zapsat jako nasledujici limitu Fourierovych fad

+o0
. am(T) :
ft) = TETOO;O <w1 0 cos(muwit) + 78 @ sm(mwlt)) w1 (T), (3.24)

3Pro zjednoduseni nisledujiciho vykladu jsme koeficient ag zahrnuli pifmo do sumy, je tfeba pak myslet na
to, Ze vzorec pro vypocet ao je tfteba délit dvéma.
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kde jsem si vyrazy v fadé rozsifil frekvenci wi. Tento vyraz je vlastné Riemanntiv integral®:

ft) = o A(w) coswt + B(w) sinwt dw, (3.25)
0

kde jsme oznacili w = mw; a funkce A(w) a B(w) jsou definovény jako

. am(T) . b (T')
A = 1 B = 1 2
(w) T%H}rloo w1 (T) ’ (w) T%Hfoo w1 (T) ’ (3 6)
Provedenim téchto limit ziskame
1 —+oo 1 —+o00
Alw) = / f(t) coswt dt, B(w) = — / f(t) sinwt dt. (3.27)
T J o T ) o

Vztahy (3.25) a (3.27) predstavuji Fourierovu transformaci a jeji inverzi. Ukézali jsme, ze
neperiodické funkce lze zapsat jako spojitou superpozici harmonickych vin. Funkce A(w) a
B(w) budeme nazyvat spektrdlni funkce nebo spektra funkce f. Tyto funkce uddvaji amplitudy
jednotlivych harmonickych vin tvoticich funkci f.

Nerigoréznost naseho postupu spoc¢ivd v dvojitém limitovani. Nejprve vlastné délame li-
mitu pro ziskéni funkei A(w) a B(w) a poté délame limitu pro prechod od sumace k integraci.
Rigorézni postup nicméné vede na stejné vztahy.

3.2.1 Fourierova transformace v komplexnim zapisu

Zapisme Fourierovu transformaci (3.25) v fe¢i komplexnich exponencial:

+0o0
t) = A t B inwt d
f(t) ; (w) ycosw. +B(w) vsmwv w
etwt 4 o —iwt etlwt _g—iwt
2 21

_ /+oo A(w) —iB(w) gt | A(w) +iB(w)
0

2 2
—_— —_—

C(w) C(w)

et du. (3.28)

Muzeme tedy definovat komplexni spektralni funkei,

A(w) — iB(w)

Cw) = S22,

(3.29)
kédujici amplitudy A(w) a B(w) jako redlnou a imagindrni ¢ast (az na dvojku a minus).
Podivdme-li se nyni na vzorce pro A(w) a B(w) (3.27), vidime, ze maji smysl i pro w < 0
a plati

A(—w) = A(w), B(—w) = —B(w). (3.30)

Pro funkci C(w) z vyse uvedeného plyne C(—w) = C(w):

Cl—w) = A(—w) —22'B(—w) _ A(w) —;iB(w) _ O(w). (3.31)

47 definice Riemannova integralu plati
N a @
. a)y @& _
i 325 5 = [ s
Zde je situace zkomplikovéna tim, ze médme nekoneéné sumy odpovidajici integrovani pro w € (0, +00).
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Po dosazeni tohoto faktu do (3.28) ptejde Fourieruv integral na tvar

“+oo . +oo )
f(t) = C(w)e™* dw + C(—w)e ™ dw (3.32)
0 0

a po substituci v druhém integrilu @ = —w, do = —dw ziskdme tento velmi jednoduchy tvar
komplexni Fourierovy transformace

400 .
ft) = C(w)e™" dw. (3.33)

—00

Podminka C(—w) = C(w) je nutnou a postac¢ujici podminkou pro realitu funkce f(t). Vztah
pro vypocet funkce C(w) ziskdme prostou kombinaci vztahu (3.27):

w) —iB(w oo ,
Clw) = A”QB() _ % / F(t)e= dt. (3.34)

—0o0

Na tomto misté je vhodné poznamenat, ze existuji ruzné konvence zavedeni komplexni Fou-
. 1 - <, 1 1 . o vev 12
rierovy transformace. Faktor s= se ¢asto rozlozi na ——-—=— a jeden z faktoru se prifadi do
y 27 V2T V2T J P

vzorce pro rozklad f(t). Tato konvence vede na velmi symetricky tvar Fourierovy transformace,

+0o0 ) “+oo )
£(t) = \/12? /_ CW)e“ dw,  Clw) = \/12? /_ F(t)e ! dt. (3.35)

Dalsi moznou konvenéni zménou je prohodit funkce e** a e~ piipadné ve Fourierové trans-
formaci pouzivat jako proménnou frekvenci f = 5-. Pfi studiu literatury je tedy vzdy vhodné

se seznamit s pouzivanou konvenci.

3.3 Vlnové baliky a relace neurcitosti

Zdroj kmitajici ¢isté harmonickym prubéhem x(¢) po neomezenou dobu — zdroj harmonickych
postupnych vin ¥(z, t),

z(t) = Acos(wot + ), P(z,t) = Acos(wot — koz + ©), Vt € R, (3.36)

— neni zcela realisticky model. Takové vinéni se nazyva monochromatické, jelikoz jeho spektrum
obsahuje jedinou frekvenci wy, viz obrézek 3.7 (a). Proto zavadime pojem kvazimonochromatické
viny tvaru

z(t) = A(t) cos(wo(t) t + (1)), P(z,t) = A(ty) cos(wo(ty) t — ko(tr)z + ©(tr)), (3.37)

kde se amplituda A, frekvence w a fazovy posun ¢ mohou obecné v ¢ase ménit (symbol ¢,
oznac¢uje retardovany ¢as). Tyto zmény ale musi byt dostatetné pomalé tak, aby se v urc¢itém
casovém useku 7 > T = %” tyto parametry daly povazovat za témér konstantni — a tedy
vybrany tsek vlny trvani 7 dostatecné pfesné aproximuje monochromatickou vlnu. Spektrum
kvazimonochromatické viny je soustifedéné kolem frekvence wy, ale obsahuje celé kontinuum
frekvenci okolo, viz obrézek 3.7 (b).
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400
> | >
\ wo w ! wo w
(a) Spektrum monochromatického vInéni. (b) Spektrum kvazimonochromatického vlnéni.

Obrazek 3.7: Spektrum monochromatického a kvazimonochromatického vinéni.
Jednim z moznych piikladi je vysilani slabé tlumené harmonické viny tvaru

z(t) = e cos(wot), P(z,t) = e—o(t=3) cos(wot — koz), (3.38)

viz obrazek 3.8. Podminka slabého tlumeni je zde definovana tim, ze doba dtlumu 7 = é viny
na 1/e hodnoty amplitudy je mnohem vétsi nez perioda harmonickych kmitu:

T=a>>T=i, a < w. (3.39)

Obrazek 3.8: Exponencialné tlumené kmitani.

Poslednim pojmem, ktery zde budeme potiebovat je pojem wvinovy balik. Budeme tim ro-
zumeét Casové a prostorové ohrani¢ené vinéni. Neni tim pfimo mysSleno, Ze mimo danou ¢asovou
¢i prostorovou oblast musi vinéni zcela vymizet. Spise je minéno, aby ,hlavni“ édst vinéni (s
nejveétsi amplitudou, s nejvétsi energii) byla soustfedéna do omezeného ¢asového ¢i prostorového
intervalu. Pro vlnové baliky bychom tedy chtéli definovat veliciny At — casova sitka baliku — a
Az — prostorova §itka baliku. Tyto dvé veli¢iny budou mit mezi sebou jednoduchy vztah. Je-li
v rychlost pohybu baliku prostifedim, bude platit Az = v At.

Kvazimonochromatické vinové baliky ziskame jako spojitou superpozici harmonickych vin,
+00 . 2
(t) = Clw) e dw,  (zt)=a (t - 7) . (3.40)

oo v

Uvazujme jednoduchy model vlnového baliku, kdy zvolime redlnou spektralni funkeci C(w)
jako na obrazku 3.9. Tedy spektrum vycentrované okolo frekvence wqy a §ifce spektra Aw.
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Obrazek 3.9: Obdélnikové spektrum.

Fourierova transformace tohoto spektra pak vypada nasledovné

+o00 wo+%
z(t) = A(w) cos(wt) dw = / A cos(wt) dw (3.41)

0 w52

a po vypoctu a upravé pomoci souctového vzorce (viz cviceni) dostaneme vysledny tvar baliku,

sin (%t)

z(t) = AAw As, cos(wot), (3.42)
2

ktery je znazornén na obrazku 3.10. Po jeho vyslani ze zdroje bude mit tvar®

: Aw
sin ( 5=t ) z
w(Z, t) = AAWA(Z“’QtTT COS(Wot - koz), tr =1— ;, (3.43)
kde t, je retardovany cas.

Aomoa A /\/\/\/\/\N/\/\ [\NA/\/\/\/\A/\/\ NNV
VEETYYYY V~V.V,VV.%”‘V-\} UVLV.\/,\/\/.VIV NN N A

Obrézek 3.10: Vlnovy balik vznikly ze obdélnikového spektra. Vlastni prubéh funkce x(t) je zndzornén
plnou ¢arou. Amplitudova obalka je naznacena ¢arkované, obalka dand pouze nepiimou tmérou je na-
znacena Cerchované. Casy t+ oznacuji mista, kdy amplitudova obalka poprvé protina nulu.

Funkéni tvar vlnového baliku z(t) (3.42) se d4 napsat ve tvaru

sin (%t)
St

z(t) = A(t) cos(wot), kde A(t) =AAw (3.44)

sinxz __
ne o,

V case t = 0 se funkce spojité dodefinuje dle limity lim,_o
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To znamend, ze vlnovy balik je ve tvaru nosné harmonické vlny o frekvenci wy, ktera je mo-
dulovand amplitudovou obélkou popsanou funkci A(t) (viz ¢drkovand ¢éra na obrdzku 3.10
predstavujici funkce +A(t)). Naleznéme nyni sitku tohoto baliku tak, ze spocitame casy t4 a
t_ (ty+ > 0, t— < 0), kdy amplitudové obédlka poprvé protne nulu, a rozdil téchto c¢asu bude
predstavovat §itku tohoto baliku. Sinus méa prvni nuly v £+7 a tedy

A
7;%i::iw. (3.45)
Sitka baliku tedy je
47
At=ty —t_=— 3.46
+ A (3.46)
a po pieuspofadani dostaneme vztah
At - Aw = 47 = konst. (3.47)

Tento vztah tika, Ze ¢asova $itka baliku a Sitka jeho frekvencniho spektra je k sobé v nepiimé
timéfe! Cfm kratsf je vinovy balik, tim vice potfebujeme frekvenci na jeho vytvofenf (a naopak).
Konkrétni hodnota konstanty na pravé strané zavisi na konkrétni definici hodnot At a Aw a
neni pfili§ dualezitd. Hlavni je onen kvalitativni vztah nepfimé timéry.

Obecné se da dokazat nasledujici tvrzeni, které se nazyva relace neurcitosti:

At - Aw > . (3.48)

Soucin ¢asové sitky At a §itky spektra Aw nikdy nebude mensf nez uréité konstanta (nezévisla®
od tvaru signdlu ¢i spektra). V teorému jsou samoziejmé veli¢iny At a Aw rigorézné definovany.
Zde na to bohuzel neni prostor. Uvedme ale jednoduché tvrzeni z teorie Fourierovy analyzy,
které intuitivné ilustruje platnost relaci neurcitosti, prestoze je v zadném piipadé nedokazuje:

Mgéjme funkci f(t) a k ni pifslusnou spektralni funkci C(w). Uvazujme konstantu a € R™.
Potom plati, ze k funkci f(at) je spektralni funkce tvaru éC (%) Dokazme toto tvrzeni. Ozna¢me
Cfo(w) spektralni funkei k funkci f(at). Z definice Fourierova integralu mame

1 [t :
Co(w) = / flat)e ™" dt (3.49)
2 J_
Provedeme-li substituci ¢’ = at, dostaneme tvrzeni véty:
11 [F oy 1, (w
Co(w) = —— the et dt' = =C (—) . 3.50
W@ = 5 | H o (2 (3:50)

Nyni si uvédomme, co tato véta prakticky tvrdi. Necht je ¢asovd $iika vlnového baliku f(t)
velikosti At a k ni pfislusna sitka frekvenéniho spektra Aw,

At ... f) & CW) ... Aw. (3.51)

Nésobeni argumentu funkce f konstantou a > 0 pfedstavuje skdlovani casové osy. Pro a > 1
se funkce na ¢asové ose smrituje, pro a < 1 se funkce roztahuje. Casové sitka funkce f(at) je
tedy %. 7 tvrzeni véty je spektrum naskalované funkce tvaru éC (%), skédlovani frekvenéniho
spektra tedy probihd inverzné nez u ¢asového prubéhu funkce. Je-li puvodni sitka frekvenéniho
spektra Aw, u nagkdlované funkce bude aAw,

At

L S e éc(f) . 4w (3.52)

a
Soucin casové §itky a spektralni sirky tedy zustava konstantni pro libovolné ¢islo a:

At
() (a Aw) = At Aw. (3.53)

a

5Konstanta je naopak zavisld od konkrétni pouzité konvence ve Fourierové transformaci.
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3.4 Grupova rychlost

3.4.1 Superpozice dvou postupnych harmonickych vin

Nejprve si fenomén grupové rychlosti ukazeme na nejjednodussim mozném piikladu — super-
pozici dvou postupnych harmonickych vin. Uvazujme prostiedi s disperznim vztahem w(k) a
vezméme postupné viny s vilnovymi ¢isly k1 a ke, k nim pak z disperzniho vztahu ziskam piislusné
uhlové frekvence:

/{?1, kQ — w1 = w(kl), w9y = w(kg). (3.54)

Vezméme nasledujici superpozici vin se stejnou amplitudou a bez fazového posuvu’ a upravme

ji souctovym vzorcem:

P(z,t) = Acos(wit — kiz) + Acos (wat — kaz)

B w1 + wo k1 + ko w1 —wa k1 — ko
= 2Acos < 5 t— 5 z> cos ( 5 t— 5 z) . (3.55)
Nyni uvazujme k; blizké ko, BUNO k1 > k9. Oznacime si
k1 + ko k1 — ko
ko = k = . .
0 9 ; mod 2 (3 56)
Potom plati k,,,q < ko diky blizkosti hodnot k1, ko. Déle si oznac¢ime
wo = A2, (3.57)
2
diky blizkosti k1 a ko budou blizké i wy a we a tedy wi &~ we = wy. Déle upravujeme
wi —wy  w(ky) —w(ke) k1 —ky dw dw
= TR kmo ~ —(k kmo ) .
5 [ 5 Ik (&) Frmod dk:( 0) Kmod (3.58)

kde jsme pouzili Lagrangeovu vétu o piirustku funkce, £ € (k1, k2) a ndsledné derivaci aproxi-
movali ndhradou £ za k. Superpozice (3.55) pak bude mit pfiblizné tvar

Y(z,t) =~ 2A cos (wot — koz) cos (w’(k:o)k:modt — kmod z) ) (3.59)

Tato superpozice ma tvar souc¢inu dvou postupnych harmonickych vin. Prvni z nich je nosnd
vina s (vysokou) thlovou rychlosti wy a velkym vlnovym é&islem kg (malou vinovou délkou
Ao)- Druhd je modulaéni vina, kterd moduluje amplitudu nosné viny — tvoii jeji amplitudovou
obéalku. Tato vlna ma mnohem vétsi vinovou délku A,,pq (mensi vinové &islo kyeq). Dostaneme
tvar periodicky se opakujicich vinovych baliku. Viz obréazek 3.11.

A

Obrézek 3.11: Superpozice dvou postupnych harmonickych vin.

"Fézovy posuv nepfinasi nic navic, kromé delstho psani.
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Jaké jsou fazové rychlosti nosné a modulaéni vlny? Dle vztahu v = % dosadime pislusné
uhlové frekvence a vlnova ¢isla jednotlivych vin a dostaneme:

wo o w,(ko)kmod o dw

=, = — i = Vg = ————— = — (ko). 3.60
Unosna ULP k’o 9 Umodulacnz Ug kmod dk ( 0) ( )

Fézovou rychlost modulaéni viny nazyvame grupovd rychlost. Tato udava rychlost pohybu
vlnovych baliku, resp. jejich amplitudové obdlky, skrze prostiedi.

V piipadé, ze mame linedrn{ disperzni vztah tvaru w = vk, fazova rychlost nosné viny a
grupovéa rychlost se rovnaji. Jinak se obecné mohou lisit.

Fézové rychlosti puvodnich harmonickych vIn jsou

o wr_ wik) = w2 _ wiks)
L k 27 ke ko

Diky blizkosti k1 a k2 jsou tyto rychlosti blizké fazové rychlosti nosné viny, v, ~ v,1 = ves2.

(3.61)

3.4.2 Obecny vlnovy balik

Uvazujme nyni obecny vlnovy balik, ktery je spojitou superpozici harmonickych vin. Necht je
v prostfedi umistén zdroj, ktery vysila signal tvaru
+o0 )
ft) = C(w)e™" dw, (3.62)
—00
kde funkce spektra C'(w) je soustfedéna kolem frekvence wy, viz obrazek 3.12. Zdroj vyzaiuje
postupné viny, tudiz z kazdé harmonické slozky se stane postupné vlna:

ft) x et — (2, t) x @R (3.63)
kde k = k(w) je dané z disperzniho vztahu. Plné superpozice postupujici viny pak mé tvar
+o0 .
Y(z,t) = C(w)e!@t=Fw)2) g, (3.64)
—0o0

Nam se bude hodit integrovat spise pres vinova ¢cisla k, takze substituci,

dw ~ dw
w=w(k), dw = %dk, C(k) = C’(w(k))%, (3.65)
prejdeme ke tvaru, kde s¢itdme viny pomoci jejich vlinovych délek (vlnovych éisel):
+oo .
Y(z,t) = C(k)e!@ki=k2) qp. (3.66)

Spektralni funkce C(k) je také soustfedéna kolem jednoho vinového éisla kg = k(wp), jesté
jednou viz obrazek 3.12.

C(w), C(k)

Aw, Ak

| »
T L

\
wo, ko w, k

Obrézek 3.12: Spektrum vlnového balfku. Schematicky znazornéné spektralni funkce C(w) a C(k).
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Nyni rozvineme disperzni vztah do Taylorovy fady se stifedem ko,

(k) = (ko) +52 (ko) (k — ko) + O((k — ko)?), (3.67)
——

wo
a tento dosadime do jednotlivych harmonickych slozek tvotici celkovou vinu:

ei(w(k)tsz) ikoz ,—ikoz ,iwot i(w’(ko)(kfko)tsz)eiO((kfk:o)z)t

= € e e e
1
_ ei(wgt—kgz)ei(w’(ko)(k—ko)t—(k—ko)z) ¢iO((k—ko))t (3.68)

kde jsme si vyraz vynasobili vhodnou jedni¢kou a preusporadali ¢leny tak, ze jsme vytkli kom-
plexni nosnou vlnu. Dosadime predchozi vyraz do integralu (3.66) a pro zkraceni zapisu ozna¢ime
K =k — ko:
; +OO ~ : / / ! ; 12
w(z’ t) _ ez(wot—koz) C(k)l + k())ez(w (ko)k't—k z)ezO(k )tdk) (369)
— 0o

Nyni vyuzijeme toho, ze spektralni funkce C/(k) je soustFedéna kolem vlnového &sla kg (s ifkou
spektra Ak). Muzeme tedy aproximovat funkci v(z,t) tak, ze omezime obor integrace pouze
na k € (ko — %, ko + %> JelikoZz jsme se tim omezili na hodnoty k blizké kg, muzeme dale

zanedbat vyssi fady Taylorova rozvoje, iOk), Vysledkem je:

- k0+% ~ 0] ’ /
U(z,t) & ellwot—Foz) / C(K + ko) ' Ro)kT=K=) qp.. (3.70)
~—_—

ko= 5+ e—ik! (z—' (ko)1)
Cely komplikovany vyraz pod integralem zavisi na proménnych z a ¢ jen na jediném misté:
v exponencidle je vyraz z — w'(ko)t, ktery je z hlediska integrace konstantni. Muzeme tedy
definovat funkci F'(z),
k0+% B )
F(z) = / C(k)e~ ko) gp. (3.71)
k

Ak
0-%

a psat vyslednou vinu v¥(z,t) jako
P(z,t) =~ ei(wot_kOZ)F(z —w'(ko)t). (3.72)

Toto je analogicky vysledek jako u superpozice dvou harmonickych vin. Mame zde nosnou vinu
eiwot=ko2) postupujici fazovou rychlosti Vp = ‘;—8 a tato je amplitudové modulovana modulacni
funkei F(x), kterd postupuje rychlosti w’(ko) (vzpomerite na d’Alembertovo feseni F(z — vt)).
Mame tedy stejné vyrazy pro fdzovou a grupovou rychlost (jako u superpozice dvou harmo-
nickych vIn):

wo dw

vgo ?07 Ug:%(

predstavujici rychlosti postupu nosné a modulaéni viny.

ko), (3.73)

3.4.3 Rozplyvani vinového baliku

V ptedchozi kapitolce jsme po zanedbéani vyssich fadu Taylorova rozvoje obdrzeli postupujici
vlnovy balik, jehoz amplitudovd obédlka ma ¢asové neménny tvar F(z). Pod integralem jsme
zanedbali ¢len tvaru

exp [0 ((k —ko)?) t], (3.74)
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ktery zpusobuje, ze funkce F'(z) neni v ¢ase konstantni, ale ma dodatecnou ¢asovou zavislost,
F(z) — F(x,t). (3.75)

Tato dodatecnd casova zavislost zpusobuje, Ze postupujici amplitudova obalka F'(z — vgt,t) v
¢ase méni svij tvar — deformuje se. Tomuto jevu se tika rozplijvani vinovych baliku. Pokusme se
tento jev elementarné kvantifikovat.

Uvazujme opét spektrum vlnového baliku C(k) (znovu zndzornéné na obrézku 3.13 (a))
soustiedéné okolo vinového ¢&isla kg o frekvenéni $itce Ak a k nému odpovidajici vinovy balik
¥(z,t) (dany Fourierovou transformaci spektra C'(k)). Rozlozme ho na superpozici dvou baliki,

B(z,t) = O (2,8) + i (2, 8), (3.76)

kde frekvenéni spektrum baliku v je soustfedéno okolo kg — % a 14 okolo kg + %, oba s
sitkou spektra %, viz obrazek 3.13 (b).

C(k)
C(k)
\ =k
‘ % > ko*% kO“F%
ko f (b) Rozklad spektra vlnového baliku na dva pod-
(a) Celkové spektrum vilnového baliku. baliky.

Obrazek 3.13: Rozklad spektra pro studium rozplyvani vlnového baliku.

Kazdy z téchto podbaliki se muze pohybovat jinou grupovou rychlosti:
dw dw
= —(k= =—(k 3.77
vg dk( )7 Ug—l— dk( +)7 ( )
kde vy_, resp. vg4, oznacuje grupovou rychlost 9_, resp. ;. Jaky bude rozdil téchto rychlosti
Avg?

W(ky) —w'(k_ Ak Ak dv Ak
Avg = Vgy — Vg = ( ]:;3 — k;( )(k+ —k)= w'/(§)7 ~ W' (ko) = — % (ko)—-, (3.78)

2 dk 2

pii upravach jsme pouzili Lagrangeovu vétu o prirustku funkce a fakt, ze £ € (k—, k4), & = ko,
a spektralni stfedy jednotlivych podbaliku jsme oznaéili k- = kg — %, resp. ki = ko + %.
Plati tedy

1
Avg = 51};(1’6‘0) Ak. (3.79)

Ozna¢me (prostorovou) sifku baliku v case ¢ jako Az(t) a zkoumejme, jak se tato bude
ménit. Necht je c¢asovd §itka puvodniho signdlu f(t) vysilaného zdrojem At. Jeho pocétecni
sitka je pak

Az(0) = vyAt, (3.80)
jelikoz se pohybuje rychlosti v, a jeho vyslani trva ptiblizné At. Stfedy baliku se od sebe vzdaluji
rychlosti Avy, takze sitka baliku v case t je

Ax(t) = Az(0) + Avy t ~ Az(0) + %w”(kzo)Ak : (3.81)
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Rozplyvéni vinovych baliki je jev, ktery obecné znehodnocuje nés vyslany signél. V piipadé,
ze vysilame fadu baliku za sebou, dojde vlivem jejich rozplyvani k jejich pfekryvu a nemoznosti
ze zdeformované signalu rozpoznat, zda balik je ¢i neni piitomen (timto zpusobem muzeme
primitivné kédovat bindrni signél).
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Kapitola 4

Odrazy vin

V této kapitole se budeme zabyvat chovanim vln na rozhrani nékolika prostiedi. Koncepty
budeme ilustrovat na modelu struny. Za¢neme studiem polonekoneéné struny, ktera je v daném
misté zakoncend, viz obrazek 4.1. Potom piejdeme k piipadu, kdy mame dvé ruzné struny,
které jsou v daném misté spojené. Nasim cilem bude najit vyrazy pro proslé a odrazené viny v
zévislosti na predepsané viné dopadajici na rozhrani, viz obrazek 4.2.

dopadajici vina
—»

struna
zakonceni

-
odrazend vlna

Obréazek 4.1: Modelovd situace pro studium odrazu ¢.1: Zakonéeni jedné struny.

dopadajici vina rozhrani pros§la vina
— > —_—
1. struna 2. struna
-

odrazens vlna

Obrézek 4.2: Modelova situace pro studium odrazu ¢.2: Napojeni dvou strun.

4.1 Zakonceni struny

Uvazujme strunu o hustoté p a napéti T, kterd je pro jednoduchost zakoncend v z = 0. To
znamend, ze samotnd struna se rozkladd na z € (—o0,0). Viz obrazek 4.3.

T p

Y

Y(z,t),z € (—00,0)

_

Obrazek 4.3: Zakonceni jedné struny.
Pohyb struny je standardné popséan funkei piicné vychylky 1(z,t), kterd se pro z € (—o0,0)
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fidi vlnovou rovnici,

%y 0% T
=22 = = [=. 4.1
gz = U 92 Y p (41)
Uvazujme d’Alembertovo feSeni vlnové rovnice,
P(z,t) = F(z—wvt) + G(z+0t), (4.2)

dopadajici vina  odrazend vina

kde vlna ¢4(z,t) = F(z—wvt) piedstavuje predepsanou dopadajici vinu a vlna ¢,.(z,t) = G(z+uvt)
je hledana odrazend vlna. Dale musime predepsat okrajovou podminku na rozhrani z = 0, ktera
urc¢i, jak se vlna na tomto rozhrani bude odrazet. Zatim pro obecnost uvazujme, ze upevnéni
(zakonéeni, zaveés) struny ma hmotnost M a v misté upevnéni pusobi tfeci sila zdvisld na
rychlosti,

oY
F‘ﬁcm' = —Oéa(o, t), (43)
kde o predstavuje koeficient treci sily. Na upevnéni dédle pusobf silou samotna struna — pri¢nym
priumétem napétové sily F, = —T%’, viz obrazek 4.4.

Ny

Obrézek 4.4: Pritna sila od struny plsobici na zakonceni.

Zapiseme nyni obecnou pohybovou rovnici pro zakonceni. Z Newtonova druhého zakona
mame:
oy

_ _ 0 oy
MW(()? t) - Fl’ + Efenf - T&(O, t) « 8t (07 t) (44)

Uvazujeme-li nyni pro jednoduchost nehmotny zavés, M = 0, dostaneme v bodé z = 0
okrajovou podminku tvaru:

0%

(0,2) + aa—w((),t) =0, VteR. (4.5)

oY
T
ot

0z

Do této podminky déle dosadime d’Alembertovo feseni (4.2). Spoétenim piislusnych derivaci,

?5(0, t) = F'(—vt) + G'(vt), (?;f((), t) = —vF’(—vt) + vG' (vt), (4.6)

kde jsme oznacili F'(x) = %, dostaneme po dosazeni

T (F'(—vt) + G'(vt)) + o (—vF'(—vt) + vG' (vt)) = 0. (4.7)

Toto je rovnice pro nezndmy tvar odrazené viny G(z) pii zadaném tvaru dopadajici viny F'(x).
Vyjédiime tedy z predchozi rovnice funkci G':
av—T

G (vt) = T F (o). (4.8)
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Oznat¢me z = vt a dale zavedme veli¢inu impedance Z = \/Tp, pak % = Z. Muzeme (4.8)

pfrepsat jako
a—7
o ZF'(—m). (4.9)

Po zintegrovani dle proménné x nalezneme tvar odrazené viny G(z):

G'(z) =

7 —«

G(x):Z—i-a

F(-), (4.10)

kde jsme integra¢ni konstantu polozili ¢ = 0, protoze pouze posouva celé feseni ¥(z,t) po svislé
ose.

Ukézali jsme, ze odrazend vlna je pouze zrcadlovym preklopenim dopadajici viny, G(x)
F(—x), a amplituda se zméni konstatnim amplitudovym koeficientem

Z -«
R= 4.11
Z+a’ (411)
ktery se nazyva koeficient odrazu. Vysledné feseni je tvaru
Y(z,t) = F(z —vt) + RF(—(z + vt)). (4.12)

Pozadujeme-li, aby nedochéazelo k odrazim, R = 0, musi platit « = Z. Tteci sila ma v tom
piipadé takovou podobu, ze dokonale simuluje pokracovani struny a zadna vlna se neodrazi.
Tomuto ptipadu se fika korektni zakonceni. Piipad o # Z nazyvame nekorektnim zakoncenim.
Pokud uvazuji nulové tfeni, o = 0, dostanu podminku volného konce a R = 1. Pro velké tfeni,
a — +00, dostanu podminku pevného konce a R = —1.

4.2 Napojeni dvou strun

Pokro¢me k druhé modelové situaci — napojeni dvou riznych strun. Situace je podrobné zndzornéna
na obrazku 4.5. Prvni struna se rozklada na soufadnicich z € (—o0,0) a druha na z € (0, +00).
Parametry strun jsou oznacené p;, T; (a k nim komplementarni v; a Z;), i € {1,2}.

Ty, p1, (v1, Z1) \#\ Ty, p2, (v2, Z2)

0
P1(z,t), 2 € (—00,0)

Y

Ya(z,1), z € (0, 4+00)

Obréazek 4.5: Napojeni dvou strun.

Kazd4 ze strun se ¥idi pfislusnou vlnovou rovnici (s piislusnou hodnotou fazové rychlosti
’UZ'):

82¢‘ 2 82¢ .
at; =v; 822’, i€ {1,2}. (4.13)
Napisme piislusnd d’Alembertova feSeni na jednotlivych tdsecich struny a interpretujme jed-
notlivé ¢leny z hlediska studia odrazu vin, které prichazeji z prvni struny (tzn. ze z = —o0):

1/11(2,75) = Fl(Z — Ult) + Gl(z -+ ’Ult),
dopadajici vlna  odrazené vina
’ng(Z, t) = FQ(Z — Ugt) + GQ(Z + Ugt) . (414)

prosla vina =0
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Vina Gy (z+wat), tj. vina sifici se ze z = +00 nem4 v nasem modelu interpretaci. Pfedepiseme
tedy okrajovou podminku vyzafovani, tzn. polozime Go = 0. Zakazujeme Sifeni viny z +o00, ktera
by ndm naruSovala nase studium odraziu vin pfichézejici z prvni struny. Nasi tlohou tedy bude
pii predepsaném tvaru dopadajici viny Fj(z) nalézt tvary odrazené viny Gp(z) a proslé viny
FQ ((L‘)

Nyni musime napsat pfislusné podminky napojeni v misté z = 0. Prvn{ z nich je podminka
spojitého napojeni strun,

[01(0,1) = 2(0,1), VEER. (4.15)

Druhou podminkou je splnéni Newtonovy pohybové rovnice v misté napojeni. Situace je zndzornéna
na obrazku 4.6. Uvazujme prozatim obecné napojeni hmotnosti M. Na toto napojeni pak pusobi
piiéné prumeéty sil od jednotlivych strun.

Y

Obrézek 4.6: Pricné sily pusobici v misté napojeni.

Pohybova rovnice pak ma tvar

%12

M
ot?

= Fp1 + F,o, (416)

kde si na levé strané pohybové rovnice muzeme diky podmince spojitosti vybrat, jestli pouzijeme
zrychleni vychylky 11 nebo 14 (indikovédno symbolem v12). Vyjadieni pro pii¢né sily je nasledujici:
o1 Othy
Fp = _Tlg(oat)v Fyo :T2E(Oat)' (417)
Pokud nyni vezmeme hmotnost napojeni nulovou, M = 0, (nenulovou hmotnosti se budeme
zabyvat pozdéji), dostaneme podminku rovnosti priénych sil v misté napojeni:

5ur
0z

Iy

T
! 0z

(O’ t) = TQ

(0,t), VteR. (4.18)

Na zdkladé téchto dvou podminek napojeni, podminky spojitosti (4.15) a podminky rov-
nosti pficnych sil (4.18), vyjadiime tvar odrazené viny G;(x) a proslé viny Fy(x) pomoci tvaru
dopadajici viny F(z). Dosadme do podminek napojeni d’Alembertova feseni (4.14):

Fl(—Ult) -+ G1 (’Ult) = FQ(-UQt), TlFll(—Ult) + TlGll(Ult) = TQFQ/(—’Ugt) (4.19)
a proved me substituci x = —v1t:
_ vy / ! _ 1, vy
Fi(z)+ Gi(—x) = F, <Ex) , Fi(z)+ Gi(—x) = ﬁF2 (Hx> (4.20)

Integraci druhé z rovnic dle x obdrzime

T
Fi(z) — Gi(~x) = ﬁ%FQ (222). (4.21)
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kde jsme integracni konstantu zvolili nulovou, protoze pouze posunuje celou vyslednou funkci
1¥(z,t) o konstantu (zkuste si ji tam nechat a uvidite!). Konstantni ¢len na pravé strané je mozné
prepsat pomoci impedanci Z1 a Zo, Z = /1 p:

TQ V1 ZQ
- = . 4.22
T1 V2 Z1 ( )
Vysledkem je nasledujici soustava rovnic pro funkce Gi(z) a Fa(x):
Z
Fi(z) + Gi(~2) = Fy (—1:) . Fi(z) - Gi(—z) = Z—TFZ (—x) . (4.23)
Sectenim rovnic vyjadifme proslou vinu
27,
F ::PF’G1>, p—_=21 4.24
2(0) = PR (e S (1.2)

kde konstantni amplitudovy koeficient P nazyvame koeficient prichodu. Také se znaci T (koe-
ficient transmise), ale zde se to nehodi kvuli napéti ve strundch 7;. Odrazenou vinu vyjadiime
z prvai rovnice v (4.23) (plynouci z podminky spojitosti) po dosazeni z (4.24):

7y~ 7y

Gi(x) = (P —1)Fi(—z) = RF1(—x), R = N

(4.25)

koeficient R opét (jako u zakonceni jedné struny) nazveme koeficient odrazu. Vidime, ze z
podminky spojitosti plyne jednoduchy vztah mezi koeficienty prichodu a odrazu:

(420

Pro tplnost napisme i tvary vln ;(z,t) postupujicich po jednotlivych strundch:
P1(z,t) = Fi(z — vit) + RF1 (—(z + v1t)), Y9(z,t) = PFy (%(z - Ugi&)) . (4.27)

Vyslo ndm, Ze odraz na rozhrani dvou strun je v jistém smyslu velmi jednoduse se cho-
vajici jev. Odrazena vlna je zrcadlové prevrdacend a postupujici zpét po prvni struné. Prosla
vlna je pouze deformovand podilem fizovych rychlosti f]—? — pro vy > v; je vlna na druhé
strané roztazend, pro v < v; se naopak smrskne. Celd informace o prichodu a odrazu vin je
zakodovana v konstantnich amplitudovych koeficientech R a P — tyto jsou dané pouze parametry
struny a nikoliv tvarem dopadajici viny.

Vlna se neodrazi pokud jsou vyrovnané impedance na jednotlivych strunéch:

Tn  po
R=0 & ZI1=7, & —=-—". 4.28
AR - (4.28)
Koeficient odrazu muzeme napsat v ruznych podobéach
Z Z
_h=h _mol 175 (4.29)

Ltz 241 14 %

z téchto tvaru plyne, Ze koeficienty zavisi na poméru impedanci % a koeficienty pruchodu a

odrazu maji nasledujici rozsahy
Re (—1,1), P €(0,2). (4.30)

Pii fixnim Z; dostaneme pro Zs = 400 (pevny konec, nekone¢né tézka nebo napnutd struna)
koeficient R = —1 (P = 0), pro Zs = 0 (volny konec, nehmotna nebo nenapjata struna) pak
méame R=1 (P =2).
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4.2.1 Harmonicka dopadajici vina
Uvazujme dopadajici harmonickou vlnu (zde jeji komplexifikaci):

Fi(z) = At Ya(z,t) = Fi(z —vit) = Ae " @i=kz), (4.31)

kde jsme dopadajici ¢ast viny 11 (z,t) oznaécili jako ¥4(z,t) a pouzili jsme disperzni vztah w =
v1k;. Dosadme nyni tvar dopadajici viny Fy(z) do vzorcu (4.24) a (4.25) (a (4.27)). Odrazenou
a proslou vlnu zna¢ime ¥, (z,t) a 1 (z,1):

Gi(z) = RFy(—z),  ¥p(z,t) = Gi(z + vit) = RF|(—z — uit) = AR e 'WiHhiz)
Fy(z) = PFy (ﬁx) » Ui(z,t) = Fa(z —wvat) = PRy (%z - Ult> = APe TR (4.32)

kde jsme znovu pouzili disperzni vztah w = vi1k; a oznacili ko = klz—;. Podivejme se blize na
vlnové ¢islo proslé viny:

v
— = /62 = 714;1 = —— — )\2 = 72)\1' (4.33)

U1
VInova délka proslé viny se zméni pomérem fazovych rychlosti na prvni a druhé struné. Od-

povida to tomu, Ze rozhrani si miuzeme predstavovat jako zdroj vinéni buzeny dopadajici vinou
z prvni struny. Tento mysSleny zdroj pak vyzafuje proslou vlnu sifici se po druhé struné.

4.3 Energetické poméry

Podivejme se na vztahy mezi toky energie dopadajici, odrazené a proslé viny. Definujeme koe-
ficienty reflexivity (odrazivosti) a transmisivity jako podil pfislusnych toku energie:

(5,
Gaw) T (Gan) (4.34)

(u odrazivosti ddvame kolem energie odrazené vlny absolutni hodnotu, jelikoz tok energie
odrazené vlny je zdporny). Pro harmonickou postupnou vinu jsme si v kapitole o energetickych
veli¢indch na struné odvodili nasledujici vztah pro tok energie:

1
[(S)] = §ZA2w2. (4.35)
Toky energie pro jednotlivé viny pak jsou
1 1 1
(Sdop) = 5ZlA%P, |(Soar)| = 5ZlAQR%F, (Spr) = 522A2P2w2. (4.36)

Po dosazeni téchto vztahu do definic reflexivity a transmisivity (4.34), kde za amplitudy a
impedance dosadime pfislusné hodnoty:

Z
R=R?>  T=22p%. (4.37)
A

Vidime, ze mnozstvi odrazené energie (intenzita) je jednoduse déno kvadratem amplitudového
koeficientu R. Naproti tomu na mnozstvi proslé energie nelze usuzovat pouze ze zmény amplitud,
ale je tfeba v vzit v uvahu to, ze se jednd o ruznd prostiedi a ze tedy stejné amplitudy mohou
nést ruzné mnozstvi energie. Zde je tedy dodatec¢ny faktor poméru impedanci %
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Pouzijme pfedchoziho odstavce k vysvétleni ,paradoxu® pro piipad R — 1 a P — 2. Jedna
se o piipad, kdy Zo — 0. Témér celd vlna se odrazi (R — 1), ale zaroven projde vilna s témér
dvojnésobnou amplitudou (P — 2)! Zéroven ale vidime, ze koeficient transmisivity jde diky
nizké impedanci Zo k nule, 7 — 0, tzn. energie nesend proSlou vinou se také limitné blizi
nule. K zaddnému paradoxu tedy nedochazi. V ruznych prostiedich nestaci pouze porovnavat
amplitudy, abychom usuzovali na energie nesené jednotlivymi vinami. V limité volného konce
mame p = 0 nebo T' = 0. Nehmotna nebo nenatazena struna nepienasi zadnou energii.

Ze zékona zachovani energie plati, Ze suma toku energii proglé a odrazené vilny je rovna toku
energie dopadajici viny (v absolutnich hodnotach), plati{ tedy:

R+T =1, tzm. R>+ %PQ = 1. (4.38)
1

4.4 Koeficienty prichodu a odrazu zavislé na frekvenci

V minulych kapitolach jsme uvazovali, Ze napojeni dvou strun je nehmotné. Nyni se podivame na
opacny piipad. Uvidime, ze budeme muset zdsadné zménit doposud pouzivany postup nalezeni
odrazenych a pros§lych vin. Uvazujme tedy situaci zndzornénou na obrazku 4.7. Pro jednoduchost
vypoctu tentokrat uvazujeme, ze struny jsou napjaté na stejné napéti T, maji obecné ruzné
hustoty p1 a p2 a napojeni je realizovano hmotnym bodem nenulové hmotnosti M.

Pl,T M#O ,02,T

Obrazek 4.7: Napojeni s hmotou.

Zopakujme zde podminky napojeni — podminka spojitosti a pohybova rovnice bodu napo-
jeni:

Gr(0.8) = go(0,1), ¥t _ g (awg O

—(0,t) — —(0,¢ vVteR 4.39
12} S20.0-5100), weR (439
kde symbol 15 znamend, ze diky podmince spojitosti si muzeme vybrat, zda budeme uvazovat
vychylku i1 nebo . Zaméime se na druhou podminku. Vidime, Ze se zde michaji prvni a druhé
derivace a tedy jednoduchy postup pouzity u predchozich modelu, kdy jsme rovnici zintegrovali,
nebude mozny'. Zkusme udélat tikrok stranou. Uvédomme si, ze kazdy tvar dopadajici vlny

Fi(x) se da rozlozit do souc¢tu harmonickych vin pomoci Fourierovy transformace:

+00 )
Fi(z) = C(k) e dk. (4.40)
— 0o

Budeme tedy uvazovat dopadajici vinu ve formé harmonické postupné viny s jednotkovou
amplitudou, podivame se, co se odrazi a co projde, a vysledné feSeni pak muzeme zpét zapsat

'Po dosazeni d’Alembertovych feseni (4.14) do podminek napojeni (4.39) a tpravé dospéjeme k nésledujict
nehomogenni linearni diferencidlni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty:

T+ 3) 27
F(e) = =g B = —37g 7 (32)
2 2

Tato rovnice se dé feSit. Homogenni feSeni nalezneme standardni metodou charakteristického polynomu, neho-
mogenni feSeni nalezneme metodou variaci konstant. Vysledné velmi komplikované feseni ale neposkytuje pfilis
vhledu do jevu odrazu v takovémto prostiedi.
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jako (spojitou) superpozici téchto elementdrnich odrazu. Udélejme navic nésledujici ansatz —
predpokladejme, Ze i odrazend a pro§ld vlna budou ve tvaru harmonickych vin:

Fi(z) =%, Gi(z) = Re™™%  Fy(z) = P, ky= Lk, (4.41)

V2

kde vIlnové ¢islo ko je zménéno pomeérem fazovych rychlosti oproti vlnovému ¢éislu dopadajici
viny k1. Pokud se nam podaii najit feSeni tlohy odrazu v tomto tvaru, vime, Ze z jednoznaé¢nosti
feseni jsme nasli to spravné (a jediné). Zapisme d’Alembertova feseni v tomto ansatzu,

1[)1(Z,t) = Fl(z — ’Ult) + Gl(Z + ’Ult), wz(z,t) = FQ(Z — UQt), (4.42)

kde jednotlivé viny maji tvar:

(Z o Ult) —i(wt— k1z)7
Gi(z+uvit) = Re™ iwtthiz)
Fy(z — vgt) = P et Wihaz), (4.43)

Tyto dosadime do podminek napojeni (4.39). Z podminky spojitosti médme
et Re ™ =Pe ™ — 1+ R=P, (4.44)

a z pohybové rovnice napojeni (kde na levé strané volime funkci 19, jelikoz obsahuje pouze
jednu vlnu F5 a tedy dostaneme rovnici jednodussiho tvaru):

—PMuw?e™ ™t = T(iky) [R —1+ UIP} et (4.45)
V2

Z této rovnice vyjadiime koeficient P (po dosazeni za R = P — 1) s vysledkem:

2

P(W):H—Mw

€C, R(w)=Pw) -1, (4.46)

kde jsme se navic zbavili vinového ¢isla k1 dosazenim z disperzniho vztahu w = v1k;. Vidime
dvé prekvapivé skutecnosti. Koeficienty vysly zavislé na thlové frekvenci dopadajici viny w a
také nam tyto koeficienty vysly komplexni!

Komplexnost koeficientt jednoduse znamené, ze koeficienty kéduji nejen zménu amplitudy
proslé a odrazené viny, ale také fazovy posun. Muzeme, napi. pro koeficient P, pouzit gonio-
metricky tvar komplexniho ¢isla,

P = |Ple", (4.47)

které po dosazeni do tvaru proslé viny Fy(z) dava:
Fy(z) = Petke® = | p|eihente), (4.48)

Velikost koeficientu | P| tedy mé onen puvodni vyznam amplitudové modifikace proslé viny. Uhel
¢ v komplexni exponenciale e?? udava fazovy posun oproti dopadajici viné.

Zavislost koeficientu na dhlové frekvenci dopadajici viny w znamend, ze kazda harmonicka
slozka se pri odrazu obecné chova jinak. To méa dulezity dusledek, pokud se vratime k puvodni
uloze, kdy jsme jako tvar dopadajici viny volili obecnou funkei Fj(z). Vezméme jako piiklad
tvar odrazené vlny Gi(x). Ve Fourierové integralu (4.40) nahradime kazdou z harmonickych
slozek e za R(k)e~** (R(k) je funkce vznikla substituci w = vk z R(w)):

+00
Gi(z) = C(k)R(k)e **dk # RFy(—x). (4.49)

—00
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Jelikoz je koeficient R zavisly na w (na k), nelze ho z integralu vytknout a nelze tedy vyslednou
vlnu zapsat jako celkovy koeficient odrazu R krat zrcadlend dopadajici vina Fy (—z). Pfi koefici-
entech zavislych na frekvenci se dopadajici vlna pfi odrazu netrividlné deformuje (netrividlnosti
rozumime deformaci nad ramec zrcadleni u odrazené vlny a roztazenim pomérem % u proslé
viny).

4.5 Matice prenosu

V této kapitole budeme chtit koeficienty pruchodu a odrazu zakédovat do vhodné zvolené matice
tak, abychom nésledné mohli velmi jednoduchym zpusobem zaéit uvazovat odrazy na vice nez
jednom rozhrani.

Jako piiklad uvazujme napojeni dvou strun o impedancich Z; a Zs a budeme uvazovat
dopadajici vinu jednotkové amplitudy prichazejici nejprve zleva a potom také zprava. Uéelem
matice prenosu je prenést (transformovat) amplitudy vin z pravé struny na amplitudy vin na
levé struné.

Situace pro viny dopadajici zleva, resp. zprava, je zndzornéna na obrazku 4.8. Ozna¢me po
fadé dopadajici, proslou a odrazenou vinu jako 14, ¥, a 1, a jejich amplitudy 1, P a R (pfipadné
P’ a R’ pro vlnu dopadajici zprava). Podminka vyzafovan{ iik4, ze neprichdz{ vina z druhého
prostiedi proti sméru dopadajici viny.

A Zo Z1 Z

1 P R
—_— —_— —_— —

qud d)t @ 1/}7”

R P’ 1
- - - -
¢7’ 0 wt '(/)d
(a) Dopadajici vina zleva. (b) Dopadajici vlna zprava.

Obrazek 4.8: Napojeni dvou strun o impedancich Z; a Z5. Studujeme odrazy pro vilnu dopadajici zleva
i zprava.

Nyni piejdéme k vlastni definici matice prenosu D. Tato je definovdna nasledujici sadou

rovnic, kde neznamé jsou koeficienty matice ID:
1 P 0 R’
(2)=2() (2)-> (%) (4

Matice prenosu tedy prevadi amplitudové koeficienty z pravého prostiedi do levého. Ampli-
tudové koeficienty v jednotlivych prostiredich kodujeme do dvouslozkového vektoru, kde prvni
slozka odpovida vIné postupujici vpravo a druhd slozka viné postupujici vlevo. Vyfesenim rovnic
(4.50) po dosazen{ jiz zndmych tvarii koeficientt prichodu a odrazu? dostaneme

D (4.51)

Y (Dt 2y 2 7
S22y \Z1— 2y Z1+Z5)°

Pro situaci, kdy méme pouze jedno rozhrani mezi dvéma prostifedimi, matice pfenosu moc
uziteéna neni. Podivejme se ale na situaci, kdy vezmeme tfi spolu postupné sousedici prostiedi

2Koeficient odrazu R = 2;2 a pruchodu P = 1 4+ R. Pro koeficienty ,z druhé strany“ jenom piehodime
indexy u impedanci, R’ = 212, P =1+R.
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— napriklad t#i struny s impedancemi Zj, Zo a Z3. Pokud bychom postupovali tak, ze vzdy
na jednotlivych rozhranich rozdélime ,aktudlni“ dopadajici vinu na odrazenou a proslou cést,
dostaneme situaci popsanou na obrazku 4.9.

1. rozhrani 2. rozhrani

C :
—
) I P
e — — - R —
Uy (LB Yo (O

Obrazek 4.9: Dvé rozhrani mezi tfemi prostfedimi. Vlna 14 jednotkové amplitudy dopada zleva. Mezi
dvéma rozhranimi se odehraje nekoneéné mnoho odrazi (a pruchodu) a vyslednd odrazend vlna .,
resp. prosld vina 1, se ziskd jako superpozice vsech odrazenych, resp. proslych, piispévkia. Superpozici
vln v8ech postupujicich jednim a druhym smeérem v prostoru mezi rozhranimi znac¢ime ¥_, a ¥, . Po
se¢tenim vSech proslych a odrazenych piispévku (které opét vytvorl postupnou vlnu) muzeme urcit
celkovy“ koeficient pruchodu P a odrazu R.

Tento postup, kde s¢itdme nekoneéné mnoho ptrispévki, je sice zdlouhavy, ale mozny. Podivejme
se na situaci z pohledu matice pirenosu. Matice pfenosu prevadi amplitudy vyslednych postu-
pujicich vln z jednoho prostiedi do druhého. Schematicky je situace znazornéna na obrazku
4.10.

1. rozhrani 2. rozhrani
1 A P
—_— _— _—
wd ’(/}H wt
R Ae
- - -
Py Yo 0
Dl DZ

Obrézek 4.10: Dvé rozhrani a vysledné postupujici viny a jejich amplitudy. Amplitudy postupnych vin
mezi dvéma rozhranimi jsme oznacili A_, a A. . Matice pfenosu na jednotlivych rozhranich jsou oznaceny
Dl a ]D)Q.

Matice prenosu jednotlivych rozhrani, D a Dy, vztahuji prislusné amplitudy nasledujicim

T e )0

V piipadé, ze tyto rovnice slozime vylou¢enim amplitud A_, a A, , obdrzime

(;) = DD, <€> . (4.53)

V fe¢i matic prenosu se vrstveni rozhrani redukuje na pouhé nasobeni jednotlivych matic! Z
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rovnic (4.53) jiz snadno vyjadiime vysledné koeficienty R a P (slozky matic D; a Dy jsou zndmé
— specifikuji dand rozhrani).

V tvodu této ¢asti jsme vidéli odvozeni matice piechodu z jiz zndmych koeficientu pruchodu
a odrazu pro napojeni dvou strun v misté z = 0. Ukazme si obecnéjsi odvozeni tvaru matice D
pro rozhrani dvou strun na z = L. Nyni nepozadujeme podminku vyzafovani, jelikoz chceme
ziskat obecnou matici prenosu, kterd transformuje libovolné amplitudy vin postupujicich obéma
smeéry na obou stranach rozhrani. Uvazujme nésledujici postupné harmonické viny

Uip = Ag e’L(Wt—k‘lZ)’ Vop = Asp e’b(wt—kzz)’

Y = Ay el@tRz) o, = Agy e WiHh2z) (4.54)

kde vyznam znaceni je zndzornén na obrazku 4.11.

Z1 z=1L Z2
AR Aor
1R Yar

Ay Asg,

1L Par,

Obréazek 4.11: Postupné harmonické vlny v misté napojeni dvou strun v misté z = L.

Matice pienosu je zde definovana nésledujici rovnici:

Am) <A2R>

=D , 4.55
<A1L Agp (4.55)
tedy vztahem mezi amplitudami na obou stranach rozhrani. Najdéme tento vztah. Vyjdeme

jako obvykle z podminek napojeni pro struny, jen je ted musime upravit do obecné podoby pro
rozhrani na obecné soutadnici z = L. Prvni je podminka spojitosti,

wlR(La t) + ¢1L(L, t) = '(/}2R<L7 t) + wQL(L, t), (456)

a druhd je podminka rovnosti pi¢nych sil (uvazujeme nehmotné napojeni),

Ti (agf (L,t) + 8:;5 (L7t)> =T (agiR(L7t) . 8?? (L,t)) . (4.57)

Pro jednoduchost uvazujme, Ze napéti na obou strunéch jsou stejna, Ty = T, = T. Po
dosazeni harmonickych vln (4.54) do podminek napojeni (4.56) a (4.57) (a vykréceni exponencial
a —iT') obdrzime nésledujici sadu rovnic vztahujici amplitudové koeficienty A:

AlReleﬁL_i_AlLe'Lle :AzRefzkgL_i_AQLezkgL,

k:lAlRe_ile - k:lAlLeile = kQAQRe_ikzL — kQAQLeik2L. (4.58)

PtepiSme levé a pravé strany rovnic pomoci maticového zapisu:

e—ile eile AlR B e—ik‘gL eik‘zL AQR (4 59)
k.lefile _kl eile AlL - erikgL _k2eik2L A2L ) .

D Dgr
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kde jsme matici na levé, resp. pravé, strané rovnice oznacili Dy, resp. Dgr. Porovnanim tvaru
rovnic (4.55) definujici matici D a ziskané rovnice (4.59) z podminek napojeni je zfejmé, ze

matice prenosu je tvaru

D = D; 'Dg.

Provedenim inverze matice? a jejich vyndsobeni dostaneme vysledek

k i(k1—k2)L
D=2 (1) ettt

Dosazenim L = 0 dostaneme matici

1

1+ 2
]D)(L:O):2<1_£;

k
L=m
14+

1_ @) i(k1+k) L
k1

2 (1 _ %) o—ilk1+ka)L (1 n %) o—ilk1—k2)L

)

kterd je stejného tvaru jako jiz ziskand matice v (4.51), jelikoz plati vztah

ko  Z
ki Zy
3Inverze matice 2x2 je
ailr a1z -1
A= AT =
(a21 a22) ’ det A (
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Kapitola 5

Viny v prostoru

5.1 Rovinné viny

Kratce zopakujme, co vime o harmonickych postupnych vindch v jedné dimenzi. Jsou feSenim
jednorozmérné vlnové rovnice,

P 0%
o = o (51)
a mohou postupovat v kladném nebo zaporném sméru osy z:
Plat) = R, gz ) = iR, (52)

Zavedeme-li (jednorozmérny) vektor smeéru sifeni 7 = (£1), polohovy vektor 7 = (z) a tzv.
vinovy vektor k= k7, muzeme vyraz Fkz v postupné vlné zapsat jako k-7 Postupna vilna
tedy ziska tvar )

P(z,t) = Wk (5.3)

kde volbou vektoru 7 (resp. k= ki) volime smér postupu. Tento tvar je dobfe definovany pro
jakoukoliv dimenzi. Toho nyni vyuzijeme a budeme ho zkoumat ve 2D (a nésledné ve 3D).

Ptejdéme k dvourozmérné situaci. Jako model pro dvourozmérnou vlnu muzeme zvolit
pruznou bldnu, kterd se rozprostird v roviné (y,z) a uvazujeme piicné vychylky této blany
(ve sméru osy x) popsané funkei ¥(y, z,t). Viz obrazek 5.1.

X

Y

Y

Obrazek 5.1: Model dvourozmérného prostiedi ve fromé piicnych vychylek pruzné blany.

Uvazujme nyni dvourozmérny polohovy vektor = (y, z), jednotkovy vektor 7 = (n,,n.),
|7i| = 1, vinovy vektor k = k7 a vezméme vlnu opét tvaru (5.3), tj.

B(F, 1) = @R, (5.4)
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Podivejme se na tvar ,vlnoplochy“!, tj. mnoziny bodu s konstantni hodnotou faze. Funkce fize
je p(7,t) = wt — k - 7. Polozme

o(Ft) = wt — k-7 = o, wt — o = kyy + k.2 = k(nyy + n.z). (5.5)

Po rozepséani dostaneme algebraickou rovnici pfimky v roviné (y, z):

1

%(wt — o) = NyY + N2, (5.6)
Kfiivky konstantni faze jsou tedy piimky s vektorem 77 jako se svym normalovym vektorem, viz
obrazek 5.2 vlevo. V daném case je vyraz 7 - 7 konstatni. Zavedeme-li oznaceni jako na obrazku
5.2 vpravo, muzeme psat

1:ﬁ'F2:d:TiCOSQi, (57)

tedy, ze pro vSechny body na pfimce je skaldrni soucin 7 - 7 konstantni a ma vyznam kolmé
vzdélenosti piimky od pocatku d. Vzdélenost d se ovSem s ¢asem méndi, je to leva strana rovnice
(5.6). Rychlost postupu mista konstantni faze je v, = %. Pifmka kostantni faze se tedy pohybuje

ve sméru vektoru 7 — vektor sméru postupu vlny — fdzovou rychlosti v, = %. Vlnovy vektor

k = ki tedy kéduje zaroven vlnovou délku skrze svoji velikost, |k| = k = 27”, a zaroven smeér

postupu 7.

= konst. = konst.
a chematicky znazornény postup harmonické a primce konstantni faze plati -7 = rcos0 =
Sch ick A % h ické b) N { k i fa lati 7i-7 0
Lrovinné“ viny ve 2D. d = vt — 0.
Obréazek 5.2: Piimka konstantni faze pro 2D vInu.
Tato harmonické postupnd ,rovinna“? vlna je feSenfm 2D vInové rovnice
2 2 2
—aw:UQ —8¢+—8¢ = 02 Aopt) (5.8)
ot? dy? = 022 T '

kde jsme zavedli oznaceni 2D Laplaceova operdtoru Asp (zde v proménnych y a z). Tato vlnova
rovnice je pfimym zobecnénim jednorozmeérné vlnové rovnice. Tato rovnice by se dala ziskat
napiiklad spojitou limitou 2D mfize zdvazi na pruzinich (zobecnéni fetizku atomu do dvou
dimenz).

Na zakladé analyzy 2D piipadu dospéjeme ke piimocarému zobecnéni pro 3D piipad. Za-
vedeme tiirozmérné vektory: smér postupu 7, vlinovy vektor k= ki (a polohovy vektor
7= (z,y,2)): .

k= (ky, ky, k) = kil = k(ng,ny,n;), 7| = 1. (5.9)

Ve 2D bychom ji snad méli nazyvat ,,vinocarou*?
*Pifmkova?
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Vlna ¢(7,t) mé formélné stejny tvar jako v (5.4). Plocha konstantni faze je tentokrat rovina,
ke které je vektor 77 normalovym vektorem, tato se $iff prostorem fézovou rychlosti v, = ¥, viz
schématicky obrazek 5.3. Vlny tvaru (5.4) tedy nazyvame harmonické rovinné postupné viny.

z

z Y

Obrézek 5.3: Rovinnd vinoplocha v 3D prostoru sifici se prostorem ve sméru vektoru 7 (resp. E) rychlosti
w

Vo = %

Tato vina je feSenim tfirozmérné vlnové rovnice

v _ v AY = v? (a% O 82¢> : (5.10)

o ox? = Oy? 022

kde A je 3D Laplaceuv operator.
Na zavér si napiSme zobecnéni d’Alembertova fesSeni jednorozmérné vlnové rovnice. V jedné
dimenzi byly pouze dva mozné sméry Siteni viln — do kladného a zaporného sméru, tedy

P(z,t) = F(z —vt) + G(z + vt). (5.11)

Ve vice dimenzich jsou sméry Sifeni dané jednotkovym vektorem 7 a tedy danému sméru 7
prifadime postupnou rovinnou vlnu

W(7t) = F(7i - 7 — vt). (5.12)

Obecné teseni pak ziskdme jako superpozici postupnych rovinnych vin postupujicich ve vSech
moznych smérech:

V(7 ) = / Foy(i - 7— vt) dn. (5.13)

5.2 Sférické viny
Harmonickou postupnou vinu se sférickymi vlnoplochami predstavuje vina nasledujiciho tvaru
W(r,t) = pl(wt—kr) (5.14)
Ovéfme, ze plochy konstatni faze jsou skutecné sféry:
o(rt) = wt — kv/22 + y? + 22 = o, (5.15)
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po vyjadieni 72 dostaneme algebraickou rovnici sféry,

1 2
(k(Wt—SOo)> =2y’ + 2% (5.16)

R(t)2=(vt—rp)?2

kde polomér R(t) se zvétsuje fazovou rychlosti v = . Sférickd vlna je schematicky zndzornéna
na obrazku 5.4.

xT

Obréazek 5.4: Kulova vlnoplocha sférické vlny v 3D prostoru rozsifujici se rychlosti v,.
Bohuzel sféricka vina s konstantni amplitudou nespliuje vlnovou rovnici,

)

— = v A, 5.17
Naleznéme proto skutecné feSeni vinové rovnice pro sféricky symetrické viny, tzn. uvazujeme
funkci 1(r, t) jako funkci pouze vzdalenosti od poc¢atku r (a ¢asu t). K tomu budeme potiebovat
vyjadiit Laplaceuv operdator A = 8%2 + 8%2 + % pomoci derivaci dle radidlni souiadnice r, %.

Na cviceni z TEF1 jste si ukazali3, ze

0%y 200

Ax(r)

3Nejprve vezméme prvni derivaci funkee 1(r, t).

811)_871&87’ _%ﬂ
dx;  Or Ox;  Or 1’

kde jsme pouzili identitu % = i, Druhd derivace pak je
0 0y 0 (Opm _821p:cixi oY 0 (&)
Ox; Oxi Oz \ Or T ’

T

T o2 r r | Or om

2
Vyuzivame Einsteinovo sumaéni pravidlo, tzn. pfes druhé derivace % (tedy pfes index i) se s¢itd. Pak plati

ziz; = 2. Jesté potiebujeme spocitat clen

0 (xl) B Siir — mi 5 _ Opr — ] (5 xm) 2
r T -

Ox; \r r2 r2 72 7’
v posledni rovnosti jsme vyscitali pies i, tzn. d;; = 3 a opét z;x; = r2. Celkem tedy mame
*p 20y
AY(r,t) = — + ———
w(rt) or? * r Or
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Vlnova rovnice pro vlnu s funkéni zavislosti ¢(r, t) je tedy tvaru

0% 0% 20y

Pravé strana vlnové rovnice v soufadnici r se dé zapsat jako (ovérte!):

¢ 20y 182(ry)

or2 " ror r or2

(5.20)

Po dosazeni zpét do vlnové rovnice (5.17) a vynasobeni r dostaneme

Prv) _ L0°ry)
o2 or? '’

(5.21)

coz je jednorozmérna vlnovéd rovnice v prostorové soutradnici r pro funkei ¥(r,t) = r(r,t)!
Reseni jednorozmérné vinové rovnice zndme, je jim d’Alembertovo feSeni:

U(r,t) = F(r —vt) + G(r + vt), (5.22)

po vyjadieni ¢ = %\I/ dostaneme FeSeni puvodni vlnové rovnice pro sféricky symetrické viny

P(r,t):

P(r,t) = %F(r —ut) + %G(r + vt), (5.23)

kde F,G : R — R jsou libovolné funkece (dvakrat diferencovatelné). Vlna 2 F(r —vt) piedstavuje
sférickou vlnu §itici se z pocatku fazovou rychlosti v. Vlna %G(r + vt) predstavuje sférickou
vlnu §ifici se z nekone¢na smérem k pocatku, tuto vinu obvykle neuvazujeme — predepisujeme
podminku vyzafovani, G = 0. Pokud zvolime za tvar vyzafované vlny harmonickou funkei,
F(z) = e™** pifslusnd vina +(r,t) bude mit tvar

1. 1.
F(r—ot)= ;e’(wt_k”"), P(r,t) = ;e’(w’f_kr), (5.24)

kde jsme oznacili w = vk (disperzni vztah).
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Kapitola 6

Elektromagnetické vinéni

6.1 Rovinné elektromagnetické viny

Uvazujeme homogenni prostiedi vypliujici cely prostor tvofené linearnim dielektrikem a linedrnim
magnetikem. To znamend, ze prostiedi je mozné popsat dvéma (konstatnimi) parametry: per-
mitivitou € a permeabilitou u. Zavedeme také parametry relativni permitivita a relativni per-
meabilita pomoci relaci

£ = &r€p, H = trlo, (61)

kde g9 a pg jsou permitivita a permeabilita vakua. Maxwellovy rovnice pro elektromagnetické
pole E(7,t) a B(7,t) v tomto prostfedi bez volnych ndboju a proudu maji tvar:

. - 0B
divE =0 (Gaussuv zdkon), rot = 5 (Faradaytuv zékon),
5 5 Ny s OF , N
divB =0 (B je solenoidalni), rot B = Sh s (Ampér-Maxwelluv zdkon). (6.2)

Odvod'me vinové rovnice plynouci z téchto rovnic pro vektory EaB. Aplikujme diferencialni
operator rotace na Faradayuv zakon:

g — — — —
rot <_88t> =rotrot £ = graddivE — AE = —AE, (6.3)

kde jsme pfii dpravach pouzili diferencidlni identitu rotrot = graddiv — A a Gaussuv zékon.
Prohozenim derivaci na levé strané (6.3) a pouzitim Ampér-Maxwellova zékona obdrzime

2

9 ot B = E. (6.4)

ot INarT?)

Porovnanim pravych stran (6.3) a (6.4) dostaneme vlnovou rovnici pro vektor elektrického pole
E:

PE 1 =

— = —AEFE. 6.5

otz eu (6:5)
Stejnym postupem, pokud zaéneme s Ampér-Maxwellovym zdkonem, dospéjeme k vinové rovnici
pro vektor magnetického pole B:

#B 1, 5

— = —AB. 6.6

o2 ep (6:6)
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Mam tedy Sest nezavislych vinovych rovnic pro jednotlivé slozky vektoru E a B. Fazova rychlost
elektromagnetickych vin plynouci z vlnovych rovnic je

Vo= ——. (6.7)

V piipadé vakua mame v, = c a

(6.8)

©T Veomo
Muzeme definovat indexr lomu n prostiedi jako pomér rychlosti svétla ku fazové rychlosti v
daném prostiedi:

n==\/7%f (6.9)
posledni aproximace plyne z faktu, ze vétsina latek ma relativni magnetickou permeabilitu
blizkou jedné.

Jakékoliv Feseni vinovych rovnic (6.5) a (6.6) jeSté nemusi byt feseni puvodnich Maxwellovych
rovnic (6.2). Platnost vlnovych rovnic jsme odvodili z platnosti Maxwellovych rovnic. Jakékoliv
feSeni splnujici nage puvodni Maxwellovy rovnice bude i feSeni vlnovych rovnic, ale nemusi tomu
byt naopak. Uvazujme elektrické a magnetické rovinné postupné viny jakozto feSeni vlnovych
rovnic (6.5) a (6.6) tvaru:

E(Ft) = EgF(ii-7—wvt),  B(F,t) = By F(ii -7 — vt), (6.10)

kde vektory Ey a By jsou konstantn{ vektory. Tvar postupné viny F(x) je stejny pro vsech Sest
slozek vektorii. Stejné tak u viech uvazujeme stejny smér postupu 7', Nyni ovéiime, jestli tyto
postupné viny spliuji Maxwellovy rovnice. A pokud ne, tak za jakych podminek se tak stane.
Zainéme Gaussovym zdkonem, do néhoz dosadime E z (6.10):

divE = 0 = 8;E; = Eyyn;F' (it - 7 — vt) = (Eo - 1) F'(7A - 7 — vt), VP t, (6.11)

kde jsme vyuzili Einsteinovo sumacni pravidlo a 0;(7i - ¥) = n; (symbol 0; = %). Jestlize je
tvar nasi postupné viny F'(x) nekonstantni, pak urcité derivace F’(z) nemuze byt vSude nulovd
a musime pozadovat vymizeni skalarni souc¢inu

Ey-it=0, Eyli. (6.12)

7 Gaussova zékona tedy plyne nutnost kolmosti vektoru E (a tedy i E(F, t)) na smér Sifeni 7.
Identicky z podminky solenoidalnosti magnetického pole dostaneme podminku kolmosti vektoru
Eo na smér Siteni 7:
divB=0 = By-i=0, Byln. (6.13)
Elektromagnetickd vina je tedy vlna piicnd! Vychylky jsou kolmé na smér §ifeni.
Vezméme dale Faradayuv zdkon,

0B
ot’

ktery jsme si zapsali v indexovém zapisu (za pouziti Einsteinova sumaé¢niho pravidla). Po do-
sazeni postupnych vln a jejich proderivovani mame:

rot E = 5ijk8jEk = —0\B;, (6.14)

€Z-jkE0knj F,(ﬁ = ’Ut) = —(—’U)Bol' F/(ﬁ = Ut). (6.15)

!Tento ansatz, kdy uvazujeme stejné F' a stejné 7 je disledkem Maxwellovych rovnic. Pokud bychom pro
kazdou slozku E a B uvazovali jiny tvar postupné viny F(z) a jiny smér postupu 7, z Maxwellovych rovnic by
plynulo, ze si museji byt rovny. Pro jednoduchost tento krok vynechdvame a rovnou pfedpokladame stejné F' a
71 pro vSechny.

86



Vratime-li se zpét k vektorovému zapisu,
(ﬁ x By — v§0> F'(it - 7 — vt) = 0, (6.16)
po vykréceni F'(z) dostaneme podminku na vektory Ey a By:
7 X EO = ’L)Eo. (617)

Ke stejné podmince bychom dospéli i pouzitim Ampér-Maxwellova zdkona. Tato podminka fika,
ze vektor By je kolmy na vektor Fy a zaroven dava vztah mezi jejich velikostmi:

| Eo| = v| Bol. (6.18)

7 podminek (6.12), (6.13) a (6.17) plyne, ze soubor (E, B, ) je pravototivy ortogonlni soubor
vektort, viz obréazek 6.1. Splnéni téchto podminek zarucuje, ze postupné vilna (6.10) je feSenim
Maxwellovych rovnic.

E

a7, -
nxFE

Obrazek 6.1: Vektory E, B, i tvoifci pravotocivy ortogonalni systém vektoru.

Obrézek 6.2: Harmonicka postupna elektromagnetickd vina.

Uvazujeme-li harmonickou postupnou vlnu, tzn. zvolime (v komplexnim zapisu)
F(zx) = e, (6.19)

pak vyslednd elektromagnetickd vlna je tvaru

— — —

B(7t) = Bye " @t=F0  B(7t) = Bye i@k, (6.20)
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kde
Ey, By, tvoif pravotocivy OG soubor, w = U|E|, k=kii. (6.21)

Vztah w = v|k| je disperznim vztahem pro EM vinéni. Tato vlna je znézornéna na obrazku 6.2.
Pro specidlni volbu sméru postupu ve sméru osy z dostaneme

ii=(0,0,1), E=Eje "Wk B = Bje Wik (6.22)

6.2 Vyzarovani elektromagnetickych vin

V této kapitole se podivame na to, jak generovat elektromagnetické viny. Nejprve rychlé opa-
kovani z kurzu elektfiny a magnetismu. Pro naboj ¢ v klidu v po¢atku dostaneme coulombické

elektrické pole
. q T

E(7,t) (6.23)

-~ dwegrd’

které je radidlni a ubyva se vzdalenosti jako %2, viz obréazek 6.3 vlevo.

(a) Elektrické pole statického bodového ndboje. (b) Elektrické pole bodového ndboje pohybujiciho
se rovnomérné pifmocare.

Obrazek 6.3: Elektrické pole bodového naboje.

V pripadé, ze mame ndboj pohybujici se rovnomérné piimocare rychlosti ¢ tak, ze v ¢ase
t = 0 prochéazi pocatkem, je elektrické pole v ¢ase t = 0 tvaru

roy< 4 1=F T g v
E(T7O) - 47_[_50 (1 _ 62 Sin2 0)3/2 T.S? ﬁ - c7 (624)
r(9)

kde T'(0) je tzv. Heavisiduv faktor, tihel 0 je tihel mezi vektorem rychlosti ndboje ¥ a (polnim)
polohovym vektorem 7, faktor 8 = 7. Pole zlistdva radidlni, pouze se v riznych smérech méni
jeho velikost. Zde budeme uvazovat nizké rychlosti, v < ¢, takze Heavisiduv faktor aproxi-
mujeme jednickou, I'(#) ~ 1. Déle plati, ze elektrické pole se jako celek posunuje rychlosti ¥
spole¢né s ndbojem. Muzeme psat

—y

o q T .
E(7t) = Teq 17 7 =7 —t, (6.25)
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kde vyznam vektoru 7 je zndzornén na obrdzku 6.4. Jedna se tedy o vektor spojujici aktudln{
polohu naboje ¢ s mistem urcovéni elektrického pole.

Obrazek 6.4: Vztah mezi vektory 7 a 7. Vektor 7 je polohovy vektor bodu P, vektor 7 je vektor spojujici
naboj g s bodem P.

Uvedeny fakt, ze radialni pole se v celém prostoru pohybuje spolu s ndbojem, plati pouze
pokud se naboj celou dobu pohyboval rovnomérné piimocaie. Budeme nyni studovat situaci,
kdy

e v case t <0 je naboj v klidu v pocatku,
e v case 0 <t < 7 nechdme naboj akcelerovat na rychlost v
e prot > 7 se ndboj bude pohybovat rovnomérné pfimocare.

Budeme uvazovat konstantni akceleraci a ve sméru osy x, takze vysledna rychlost ¢ bude
také ve sméru osy x. Dobu akcelerace 7 budeme budeme uvazovat velmi malou, tak abychom
mohli povazovat vzdalenost, kterou naboj béhem akcelerace urazi, %GTZ, také za malou. Nyni
nemuzeme pokrocit dale, dokud si neuvedeme néasledujici tvrzeni: Vzruch se elektromagnetickym
polem §ii{ rychlosti ¢ a pole v misté P a v Case t je dané tim, co naboj délal v retardovaném
Case t, =t — %, kde R je vzdélenost mezi bodem P a polohou naboje v ¢ase t,, viz obrazek 6.5.
Nazvéme tento fakt princip retardovaného ¢asu. Ukazat, Ze tento princip ve vSi obecnosti plati,

je mimo nase aktudlni moznosti. Rigorézni odvozeni viz predniska TEF2.

tr=t—12

Obrazek 6.5: Princip retardovaného ¢asu. Pole vytvafené nabojem v ¢ase t, se rychlosti ¢ $if{ prostorem,
aby v case t = t, + % dorazilo do mista P.

Na zékladé tohoto principu muzeme pole v ¢éase t > 7 okolo ndboje rozdélit do tii oblasti
znazornénych na obrazku 6.6. Prvni je tenka kulova slupka sitky ¢ o poloméru ptiblizné ct —
tato bude predstavovat pole vyzarené nabojem béhem jeho akcelerace. Dalsi je pole vné této
slupky — toto je pole od néboje, kdy byl nehybny v pocatku. A posledni je pole uvniti této
slupky — pole pohybujiciho se naboje konstantni rychlosti v.

Nasim tikolem nyni bude uréit tvary poli v jednotlivych oblastech. Ale tvary poli vné a uvnitf
slupky jiz zndme, jsou to pole (6.23) a (6.25). Hlavnim tikolem tedy bude urcit akceleraéni pole
Egee piimo v misté slupky. Omezime se pouze na casy t > 7, kdy je jiz slupka akcelera¢niho
pole daleko od pocatku.
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Obrazek 6.6: Vyzarovani elektromagnetické viny. Plnou ¢arou jsou znazornény siloc¢ary elektrického pole.
Kulovd slupka §fiky ¢ (vyznacena cerchované) odpovidajici elekromagnetickému poli akecelerujiciho
naboje expanduje rychlosti ¢ a oddéluje oblasti poli od statického a pohybujictho se naboje. Teckované
jsou oznaceny silocary statického elektrického pole za¢inajici v pocdtku (uvniti slupky jsou nahrazeny
polem pohybujiciho se nédboje).

Podivejme se v detailu na silo¢aru elektrického pole v misté slupky na obrazku 6.7. Statické
pole Estat. 2 ,pohybujici se“ pole E’poh. majici silo¢aru pod stejnym uhlem se spojité napoji
silo¢arou akceleracéniho pole. Tento fakt je dan tim, ze pokud budeme postupné v nasem modelu
zmensSovat hodnotu zrychleni a do nuly, musi pole piejit na pole statického naboje vsude v
prostoru. Daéle si rozdélime akceleraéni pole Eacc. pritomné ve slupce na ¢ast rovnobéznou s
polohovym vektorem EH a ¢ast kolmou E | .

Obrézelg 6.7: Detail silocary elektgického pole v okoli slupky. Akcelera¢ni pole je rozdélené na kolmou
slozku E, a rovnobéznou slozku FE|| k polohovému vektoru 7.

Rovnobézné pole E) urcime z Gaussova zakona,

fﬁ -dS = 9, (6.26)
S 0

3

kde uzavienou plochu S zvolim jako na obrazku 6.8 — tedy jako véalcovou plochu prochézejici
skrze vnéjsi kraj slupky. Uvniti této plochy neni uzavien zadny naboj, tudiz @ = 0.
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Obrazek 6.8: Plocha S v Gaussové zakoné. Vilec je orientovany kolmo na povrch slupky a prochézi vnéjsi
stranou slupky tak, ze jedna podstava je pfimo ve slupce a druhé podstava v oblasti se statickym polem.

Tok plastém je nulovy — vné slupky mame pouze radidlni pole Estat.a které v plasti lezi, EH zZ
definice taktéz lezi v plasti a koneéné E | na jedné strané plasté vtéka, ale na druhé strané stejné
vytéka (uvazujeme S malé, aby se E | nestacilo ptili§ zmeénit). Zbyvaji tedy toky podstavami a
z Gaussova zakona se tyto toky musi rovnat (v absolutni hodnoté):

E|| Spodstava = stat.Spodstava- (627)

Plati tedy, ze velikost E je uplné stejné jako u statického elektrického pole:

1 q

_ 2 6.28
dmeg 2’ ( )

E
kde r je polomér slupky. Jestlize je slupka tenka (c7 je malé) a uvazujeme velké casy (t > 1),
v okoli slupky bude pla‘cit2 Epon. =~ EH ~ FEgtat.. Déale se podivejme na velikost F|. Nakresleme
si vybranou silo¢aru elektrického pole jesté detailnéji — jako na obrazku 6.9.

Obrézek 6.9: Detail silo¢ary elektrického pole pro t > 7. Uhel 6 oznacuje odklon sméru silo¢ar statického
a ,pohybujictho se“ pole od osy x (tzn. od vektoru #, resp. @). Sfika slupky je cr. Polomér vnéjsi
strany slupky (oddélujici statické elektrické pole Etat. je r, polomér vnitin{ strany slupky (oddélujic
,pohybujici se“ elektrické pole Epoh.) jer’ . Plati r = ¢t ar — 1" =~ cr, pro velkd ¢t (> 7) muzeme
uvazovat r = r’. Zdroven uvazujeme %aTz < vt, takze vzdalenost siloCar poli Estat. a Epoh. je vyt kde

v, je velikost kolmého prumeétu rychlosti 7, v; = vsinf, (tzn. Gplné jsme zanedbali vzdélenost %a7’2).

*Gausstiv zdkon bychom totiz mohli také pouzit na vnitin{ strané slupky s polem Epoh.
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Velikost F| vyjadiime pomoci podobnosti dvou trojihelnikti. Jeden je tvofen vektory E|
a Ej a druhy tvofen vzddlenostmi v, ¢ a c7:

cT E
—_—= 6.29
'UJ_t EJ_ ( )
Vyjadiime E
vt a,tr 1 gq 1 qay
g oot g _ 1 gar 6.30
L= Tl 2t 4megr?  Amegc? 1 (6.30)

kde jsme dosadili za F) z (6.28), v) = a7 (ai = asinf) a t = 7. Kolmou slozku elektrického
pole E | nazveme radiacni pole Erad:

1 qay

Eyoa = —— 494
e dmeg e r

(6.31)

Zabyvejme se nyni vlastnostmi radia¢niho pole analyzou vztahu (6.31). Vidime, Ze pole
zavisi na akceleraci naboje, nikoliv na jeho vysledné rychlosti. Pouze urychleny naboj vyzaiuje
elektromagnetické zareni.

Déle je radiaéni pole ruzné v ruznych smérech — je anizotropni — jelikoz zavisi na projekci
zrychleni a . Na obrazku 6.10 je zndzornéna kolma slozka @, vektoru zrychleni @. Je-li thel 0
uhel mezi vektory 7 a @, pak velikost kolmého zrychleni je a; = asin . Ve sméru zrychleni naboj
nevyzaiuje (aL (6 = 0) = 0), nejvice ndboj vyzaiuje kolmo na smér zrychleni (a) (0 = §) = a).

L_L‘L,CLL = asinf

Obrazek 6.10: Projekce akcelera¢niho vektoru do kolmého sméru ke sméru polohového vektoru .

Anizotropie vyzafovani se zndzornuje pomoci tzv. vyzarovaciho diagramu, ktery je pro nas
konkrétni piipad na obrazku 6.11. Vyzafovaci diagram znézorniuje intenzitu vyzarovani do jed-
notlivych smértu. V kapitole 6.3 o energetickych veli¢indch uvidime, Ze intenzita je imérnd
kvadratu amplitudy. Zde je amplituda elektrického pole ddna kolmym prumétem zrychleni a ) ,

ve vyzarovacim diagramu tedy vynasime veli¢inu ai_.
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Obrazek 6.11: Vyzafovaci diagram naboje urychleného ve sméru osy x. Jednd se o polarni diagram
(z,y) = (r(0) cos @, r(0) sin ), kde za funkci poloméru r(6) volime kvadrat kolmého prameétu zrychleni,
r(0) = a% (0) = a? sin? #. Vzdslenost vyzaiovaci kiivky od pocatku pod dhlem 6 vyjadiuje intenzitu
vyzafovani v daném smeéru.

Velmi piekvapivou vlastnosti radia¢niho pole je, ze ubyva se vzdalenosti jako %! Rovnobézna
slozka EH akcelera¢niho pole Eacc ubyva jako %2, stejné tak pole mimo slupku E';tat‘ a Epoh,,
viz schématicky obrazek 6.12. Ve velké vzdalenosti od zdroje tedy dominuje radia¢ni pole nad
polem statickym!

Erad X 1

L2 ] 1
\/Estat. X 73

Obrézek 6.12: Ubyvani statického a radia¢niho pole se vzdélenosti.

Plati, ze radia¢ni pole Erad je z definice kolmé na smér Sifent, Erad 1 3 kde §=17y = g .
Obecné plati (zde bez diukazu) stejny vztah pro vektory E,Bas jako u rovinné elektromagne-
tické viny. Soubor vektoru (Fyaq, Brad, §) tvoiil pravotocivou sadu ortogonalnich vektoru a pro

velikosti plati E,.q = c¢Braq. Viz schematicky obrazek 6.13.

—

Erad

Brad

Obrazek 6.13: Smeéry vektori Erada érad a §. Velikosti spliiuji Ey,q = cByaq-

Uvedeny specidlni piipad (kdy mame ndboj v klidu, pak obdobi krétké akcelerace a nako-
nec rovnomeérny piimoc¢ary pohyb) muzeme zobecnit nasledujicim zpusobem: Uvazujeme pohyb
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néboje takovy, ze se neustile vyskytuje v blizkosti po¢atku a jeho rychlost je mala vuci rychlosti
svétla, v < ¢, potom je radia¢ni pole ve velké vzdalenosti od poc¢atku tvaru

2 1 qai(ty)
Eraa(7t) = Cdmeg 2 1 ;

r
5 tr == t - E, (632)

kde @ (t,) je kolmé slozka zrychleni v retardovaném ¢ase ¢, a znaménko minus je dané tim,
ze radiacni pole mifi proti sméru vektoru a,, viz obrazky 6.6, 6.7 a 6.9. Zobecnéni odpovida
tomu, ze si radia¢ni pole predstavujeme jako sérii na sebe navazujicich slupek, kde radiac¢ni pole
v kazdé slupce odpovidé akceleraci naboje v ptislusném retardovaném c¢ase. Je-li pohyb naboje
q piedepsan funkei 7(t), potom zrychleni @(t) = #(t) a kolmou slozku zrychleni vypocitdme
jako

C_l]_ =a— (_i” =a— (Ei 7?0)?70, _'0 = -, (6.33)
tedy jako rozdil celého vektoru @ a rovnobézného primétu d|, ktery snadno vypocitdme pomoct

skalarniho soucinu.
Uvazujme jako piiklad naboj kmitajici podél osy z okolo pocatku se zrychlenim

a(t) = apZ cos(wt), Z=(0,0,1). (6.34)
Zrychleni v retardovaném case t, pak je
a(t,) = apZcos(wt,) = apz cos(wt — kr), (6.35)
kde jsme oznacili k = % (disperzni vztah). Velikost kolmého primétu je
|d)| = |d|sin6, (6.36)

kde 1hel € je dhel mezi vektory 2" a 7 (a tedy i standardni dhel 6 sférickych soutadnic). Po
dosazeni (6.34) a (6.36) do vzorce pro radiacni pole (6.32) dostaneme pro velikost vysledek
1 1 &
Erwa = %%ao - sin 0 cos(wt,) = 70 sin 6 cos(wt — kr), (6.37)

&o

kde jsme zavedli velicinu & pfedstavujici amplitudu elektrického pole v jednotkové vzdélenosti
od pocatku. Vidime, ze pro harmonicky kmitajici ndboj jsme dostali sférickou harmonickou
postupnou vlnu, kterd mé navic thlovou zavislost — anizotropii — danou dodateénym vyrazem
sin 6.

6.3 Energetické veliciny v elektromagnetickém poli

6.3.1 Hustota energie

Na predndsce z elektfiny a magnetismu jste si odvodili vztah pro hustotu energie statického
elektrického a magnetického pole:

L[ 2 13
w= <5E2 + MBQ> : (6.38)

Pfipomenime si znovu definici hustoty energie. Nyni mame elektromagnetické pole v 3D prostoru,
tudiz zde (oproti pfipadu na struné) hustota energie uréuje malé mnozstvi energie dE v objemu
dv:

dE = wdV, [w] = J.m™3. (6.39)
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Vztah (6.38) plati nejen pro staticka pole, ale pro jakédkoliv. Je to obecny vyraz pro hustotu
energie w(7, t) jakéhokoliv elektromagnetického pole (v linedrnim latkovém prostiedi s permiti-
vitou € a permeabilitou u). Toto tvrzeni ponechme bez dukazu.

6.3.2 Tok energie

Podivejme se na zménu hustoty energie w v ¢ase, tzn. pocitejme derivaci vyrazu podle ¢asu:

E - 10B
ow_ OB . 108

~=—.B 4
ot 0 wot (6.40)

kde jsme pouzili pravidlo o derivovani skaldarntho soucinu:

9 (1) 0 (1 1(0E; _  _0E\ 0E _ 0E 4
c‘9t<2E)_6t<2E’EZ)_2<8tEZ+EZ&5>_BtEl_ a P (64D

(a stejné pro pole B). Pouzitim Maxwellovych rovnic (6.2) nahradime ¢asové derivace za rotace
(z Faradayova a Ampér-Maxwellova zdkona):

%It” _ ; (ot B) - £~ (ot ) - B) (6.42)

Pomoci Einsteinova sumaénfho pravidla se d4 snadno dokdzat identita® (viz TEF1)
div(B x E) = (rot B) - E — (rot E) - B. (6.43)

Po dosazeni do (6.42) dostaneme rovnici kontinuity:

0 1- =
M L aiv(~ExB)=o, (6.44)
ot 1
kde ¢len v zavorce interpretujeme jako vektor toku energie. Oznac¢ime ho S a nazyva se Poyn-
tinguv vektor:
1. .
S=—-FExB. (6.45)
I
Jednotkou toku energie S je [g] = W.m 2. Mnozstvi energie dE, které protece skrze plosku dA
s normalovym vektorem 7 za ¢as dt je dano vztahem:

dE = (S - 1) dt dA. (6.46)

Rovnice kontinuity (6.44) predstavuje diferencidlni tvar zdkona zachovéni energie v elektro-
magnetickém poli. Integralni tvar ziskdme integrovanim pfes dany objem V:
d L
— [ wdV =— [ S-dA, (6.47)
dt Jy A
kde pravou stranu jsme ziskali pouzitim Gaussovy véty na objemovy integral, plocha A je hranici
objemu V', A = JV. Integralni tvar zakona iké, ze zména mnozstvi energie pole v objemu V je
déna celkovym tokem energie skrze hranici A.

3Pouzitim indexového zépisu a Einsteinova sumaéniho pravidla:

—

div(é X E) = 8¢(8ijkBjEk) = Eijk((aiBj)Ek + Bj (&Ek)) = EkE}“’jaiBj — BjEjikaiEk = E . I‘Oté — E -rot E.
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6.3.3 Hustota hybnosti

Elektromagnetické pole kromé energie nese také hybnost. Zavedeme pojem hustoty hybnosti g,
ktery udava mnozstvi hybnosti obsazené dp v elementu objemu dV:

dp=gdV. (6.48)
Jednotkou je

7] = [plm ™3 = (kgm.s™!).m™3 = kgm 257" (6.49)

Uvazujme pouze piipad elektromagnetického pole ve vakuu. Ukazeme, ze elektromagnetické
pole nese hybnost, kterou muze predavat nabitym c¢asticim. Obecné odvozeni viz prednédska
TEF2, kde se ukéze, ze obecné plati

1- 11- = e
§:75:7—EXB:50EXB. (6.50)
c c? o

My si pro jednoduchost a pouhou ilustraci ukdzeme pouze velmi hruby model rovinné harmo-
nické elektromagnetické viny a jeji interakce se silné tlumenym bodovym nabojem ¢. Uvidime,
jak je vlivem této interakce predavana hybnost elektromagnetického pole nabité ¢astici. Na
néboj pusobi Lorentzova sila od elektromagnetické viny,

Fr, = q(E + 7 x B), (6.51)

kde ¥ je rychlost naboje. Dédle na niaboj pusobi silna tfeci sila linedrné zavisla na rychlosti naboje
9. Pohybova rovnice je pak tvaru
md = —av + Fr. (6.52)

Pro velmi silné tlumeni je setrvaény ¢len md zanedbatelny vici tfecimu ¢lenu a@. V takovém
pripadé mame pohybovou rovnici
atv = Fr, (6.53)

kde rychlost ¢ je piimo umérnd pusobici sile a nikoli zrychleni @. Bez djmy na obecnosti
uvazujme, ze naboj je kladny, ¢ > 0. Pokud by v prochézejici viné bylo pfitomno pouze elek-
trické pole E, konala by ¢astice pouze kmitavy pohyb ve sméru elektrického pole, viz obrizek
6.14 vlevo. Nyni na tento pohyb superponujeme vliv magnetické ¢asti Lorentzovy sily. V jedné
pulperiodé elektromagnetické viny je situace znazornéna na obrazku 6.14 uprostied a v druhé
na obrazku 6.14 vpravo. Jelikoz se smér rychlosti preklapi soucasné se smérem elektrického pole
E, a tim padem i se smérem magnetického pole g, zustava smér magnetické ¢asti Lorentzovy
sily stejny — ve sméru postupu elektromagnetické viny!

E E B

v v /
T ﬁB q FB
QH —
v )é ﬁi .

E E

<o —Pp
S
°
.

Obrazek 6.14: Interakce nédboje s prochazejici rovinnou harmonickou postupnou vlnou. Vlevo je
znazornéna rychlost nabojem v vlivem elektrického pole E. Vektor rychlosti je orientovany ve sméru
pole E. Sméry magnetické ¢asti Lorentzovy sily jsou v obou pulperiodach EM viny ve sméru sifeni, jak
je znézornéno na obrazcich uprostied a vpravo.
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Kvantifikujme nyni tyto ivahy. Bez ijmy na obecnosti uvazujme EM vInu postupujici ve
sméru 11 = Z, elektrické pole kmitajici ve sméru &, £ = E,¥, a magnetické pole tedy kmitajici
ve sméru ¢, B = Byy. Lorentzova sila je pak tvaru

Fr=gq (E + U % é) = qE,Z + quyByZ — qu. By Z. (6.54)

Spocitejme ¢asovou stiedni hodnotu Lorentzovy sily F (kterd je zaroven ¢asovou stiedni hod-
notou preddvané hybnosti vlivem této sily):

dp = o
<£>:<ﬂ):0+ﬂmﬂwz—0 (6.55)
Prvni ¢len je nulovy diky harmonicnosti slozky E, a tfeti clen je nulovy protoze slozka B,
je harmonickd (tzn. ménici znaménko), ale v, je z duvodu diskutovaném vyse stéle kladné (s
poloviéni periodou oproti EM viné).

Déle studujme zménu energie ¢astice vlivem pusobici Lorentzovy sily:

dE - " .
— =P=F, - U=qU0-E+q0- (0% B) =qu.Ey,, (6.56)
dt ———

B-(5x7)=0

kde ndm zbyl pouze ¢len od elektrického pole (magnetické pole nekond praci; pouzili jsme
vektorovou identitu® @ - (b x ) = ¢- (@ x b)). Pro ¢asovou sttedni hodnotu dostaneme

<Cﬁf> = g{ua ) (6.57)

a pouzijeme-li vztah mezi velikosti elektrické a magnetické slozky v rovinné elektromagnetické

vlné, £, = cB,, dosp¢jeme k
dE
<dt> = qc(vyBy). (6.58)

Porovnanim (6.55) a (6.58) ziskdme vztah mezi pfedavanou hybnosti a energii:

@15

Hybnost a energie predavand ¢astici se musi dit na tkor hybnosti a energie elektromagnetického
pole, vynésobime-li predchozi vztah dt a vydélime dV, dostaneme

() = —(w) 7. (6.60)

V nésledujici kapitole uvidime, ze pro rovinnou vlnu je tento vysledek ekvivalentni (odmyslime-li
si stfedni hodnoty) s obecnym vztahem (6.50).

4Kterou opét snadno dokdzeme pomoci sumaéniho pravidla a indexového zépisu:

a- (b X 5) = aiaijkbjck = aijkaibjck = ckakijaibj =c- (d X b)
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6.3.4 Energetické veli¢iny v rovinné vlné

Specifikujme si nyni energetické veli¢iny pro piipad rovinné postupné vilny. V této vIiné tvoii
soubor vektoru (E, g,ﬁ) pravotocivy ortogondlni systém (7 je smér postupu, || = 1) a vztah
mezi velikostmi vektoru poli je E = vB (pro vakuum v = c).

Pro hustotu energie w dostaneme

1 1
- 7<5E2 + - B ) = cE?. (6.61)
2 n =~

2
BQZ%:E#E2

Pro Poyntinguv vektor S méme

S . S
S=—-ExB= \/>E><( x E) = \fEQﬁ, (6.62)
I I I

kde jsme vyuzili vztah B = % x E (plynouci z vlastnosti vektoru E B 7 pro rovinnou EM

vlnu) a také vztah E x (17 x E) E?7i, ktery si snadno rozmyslime z obrazku 6.1. Pro rovinnou
elektromagnetickou vlnu lze Poyntiguv vektor napsat pomoci hustoty energie:

S=vwi. (6.63)

Pro elektromagnetickou rovinnou postupnou vlnu ve vakuu muzeme pro hustotu hybnosti ¢
po dosazeni z vyjadieni pro Poyntingtuv vektor psat

1 g 1 — —
_6: *25 —wn = €0E x B. (664)
c
Pro harmonickou rovinnou postupnou vlnu §ifici se ve sméru osy Z (a vektor elektrického

pole kmitajici ve sméru osy x) jsou vektory E a B tvaru
E = EyT cos wt, B = By cos wt, Ey = cBy, n=7z. (6.65)

Pak hustota energie w a Poyntingtuv vektor S (a jejich casové stfedni hodnoty) vyjdou
= €
w = eE? = eE3 cos® wt, S = \/7E§ cos® wt 7, (6.66)
I

1 = 1 /e o
<w):§EE§, <S>:2\/;E§z (6.67)

Velikosti ¢asové stiedni hodnoty Poyntingova vektoru budeme fikat intenzita elektromagnetické
viny I = (|5]).

Energetické veli¢iny elektromagnetického pole jsou kvadratické v polich, stejné jako v pripadé
struny. Opét proto nemuzeme pouzivat komplexifikované viny pro jejich vypocet.

6.3.5 Tlak zareni

Vlivem nesené hybnosti pusobi elektromagnetickd vina tlakem na povrch, na ktery dopada.
Uvazujme nejprve piipad, kdy vlna dopadd kolmo na povrch a celd vina se absorbuje. Pak
se veSkera hybnost nesend touto vlnou pfeddvd danému povrchu. Kvantifikujme tyto tvahy.
Uvazujme malou plochu dS a maly ¢asovy okamzik dt. Tlak je z definice sila na jednotku

plochy,
dF dp

ds ~ dsdt’ (6.68)

p=
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a pusobici sila je predand hybnost za jednotku casu dF = % (pozor, p znagi tlak a dp hybnost).
Nyni se musime podivat, kolik hybnosti dp povrch absorbuje za Cas dt. Za ¢as dt na povrch
dopadne zafeni z objemu dV = cdt dS, viz obrézek 6.15. Hybnost obsazend v tomto objemu je
dp=gdV.

Obrazek 6.15: Zareni pohlcené ploskou velikosti dS za ¢as dt prichazi z objemu dV = cdt dS.

Po dosazeni do vyrazu (6.68) dostaneme

_gdV _ gcdtdS .
T usdt - dsat Y

P (6.69)

Pouzitim vztahu pro hustotu hybnosti v rovinné postupné viné (6.64) muzeme tlak zareni napsat
v nékolika ekvivalentnich tvarech:

S
p:cg:w:—.
C

(6.70)

Od druhé tyto rovnosti plati pouze ¢iselné, jelikoz jsme do vyrazu nenapsali |77| = 1, kde [77] = m,
a tim jsme pfisli o rozmér délky.
Pokud méame povrch s odrazivosti R, tlak zafeni se ptislusné zvysuje:

p=(1+R)w. (6.71)

Na zavér si uvedme pro predstavu velikost tlaku zafeni Slunce ve vzdalenosti 1 AU =~
150.10° km (tzn. ve vzdalenosti, kde obih4 Zemé). Tok energie sluneéniho zateni v této vzdalenosti
je S = 1361 W.m ™2 (zvany téz soldrni konstanta). Tlak zafeni pak je p = % =4,5.10"%Pa. Cim
budeme blize stfedu Slunce, tim bude tlak vétsi. Ve vzdélenosti d = 10%km od stfedu Slunce

(polomér Slunce Ry ~ 0,7.10% km) bude tlak 150%-krat vétsi, p = 0, 1 Pa.

6.3.6 Energie vyzarované viny

Podivejme se nyni na tok energie S elektromagnetické viny vyzafované bodovym nabojem.
Poyntinguv vektor

01 - -
S=—FExB (6.72)
Ho
nabude tvaru
o 1 [E0 0. (1 qg\'1 5, ..
S(r,t) = —EBrg =,/ —FE*‘ry =, — | —=ai(t 6.73
(.9) o " 1o (47T€062 ?“QGL(T)TO (6.73)

po dosazeni ze vztahu pro radiaéni pole pohybujiciho se ndboje (6.32) a vztahu mezi smérem
a velikosti vektort Ef a B (viz obrazek 6.13), t, = t— 7 je retardovany cas. Vidime, Ze tok energie
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mif{ v radidlnim sméru od zdroje. Spocitejme nyni tok energie prochézejici v ¢ase t sférou o
poloméru r. Zavedeme-li nyni sférické souradnice tak, ze osa z mifi ve sméru vektoru a(t,), pak
vyraz pro velikost kolmého prumétu zrychleni a, je

a; =asind, (6.74)

kde 6 je standardni thel sférickych soufadnic méfici odklon od osy z. Tok energie dP malou
ploskou dA, jejiz normélovy vektor je 7, je dan vztahem

dP =S -dA, (6.75)

kde dA = il dA. Plocha, skrze niz pocitame tok, je sféra, normalovy vektor miii také radidlnim
smeérem jako vektor S (viz obrazek 6.16), takze plati dP = S dA.

S
n
dA
Obrdzek 6.16: Ploska dA.

Celkovy vykon P(t,r) prochdzejici danym ¢asem ¢ sférou o daném poloméru r ziskdme
integraci:

2 T
P:/dP:/ / S 12 sin 6 dy db
A 0 0 T

2 ™ €0 1 q 2 1
o Jo 0 0

kde jsme za S dosadili z (6.73) a (6.74). Po upravé ziskdme

1 2 m
p=2r /2 <4 - qz) a2(t7~)/ sin® 6 df, (6.77)
Ho TEQ C 0

kde jsme vyintegrovali pies thel ¢ a vytknuli jsme vSechny konstanty, véetné zrychleni a(t,),
které je z pohledu integrace v daném t a na sfére konstantniho poloméru r také konstanta.
Jediné, co zbyva, je integral pies thel 0, ktery snadno spocteme:

™

/sin36d9—/ (1 — cos® @) sin6 do = —COSH—F}COS?)Q :é. (6.78)
0 0 3 0 3

Po dosazeni a upravé konstant je vysledkem tzv. Larmorova formule pro vykon vyzarovany
nerelativistickym bodovym nabojem:

2
Foq
P(t,r) = = a?(t,), (6.79)

formule se muze vyskytovat v ruznych podobéach dle toho, jakym zpusobem si vyberete zapsat

konstantu “—CO (pomoci vztahu ¢ = \/ﬁ) Vykon zavisi na poloméru sféry r pouze skrze retardo-

vany Cas t.. To znamenad, Ze energie obsazend ve sféfe expandujici rychlosti ¢ ztistava konstantni.
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Toto je zpusobeno tim, ze elektrické pole ubyva jako %, tim padem Poyntinguv vektor ubyva
jako %2, povrch sféry je naproti tomu imérny 72, tyto dva efekty se tak vyrusi.

Uvazujme harmonicky kmitajici ndboj, potom jeho poloha, kvadrat zrychleni véetné casové
stfedni hodnoty jsou:

x(t) = Acoswt, a?(t) = A%w* cos® wt, (a®(t)) = §A2w4. (6.80)
Casové stfedni hodnota unaseného vykonu pak je
2 2
(Py = K0T (2(1,)) = K0T g2, (6.81)

 6me " 127c

Tato jiz nijak nezavisi na r a tedy ,,v pruméru® je v kazdé slupce o poloméru r obsazend stejna
energie.

6.4 Index lomu v latce a v plazmatu

Uvazujme jednoduchy model pruchodu svétla latkou jakoZto interakce prochazejici elektromag-
netické vlny s vazanymi elektrony v atomech latky. Pro za¢atek uvazujme, ze v latce je piitomen
pouze jeden typ elektronu, ktery maé vlastni ihlovou frekvenci kmitu wgy vlivem vézéni v elek-
trickém poli jadra atomu.

:

jadro

Obrazek 6.17: Model elektronu vazaného v latce kmitajiciho pod vlivem elektrického pole z prochézejici
elektromagnetické viny.

Potom pohybova rovnice tohoto elektronu bude
mi + mwiz = Fy, (6.82)

kde m je hmotnost elektronu a F je Lorentzova sila pusobici na elektron v prochéazejici elektro-
magnetické vlné. Tlumeni elektronu v tomto jednoduchém modelu zanedbavame. Pokud nyni
v Lorentzoveé sile,

F,=q(E+vx B), (6.83)

odhadneme velikost magnetické ¢asti v prochézejici elektromagnetické vineé,
-, _, UV, = ,
|Ux B] <v|B|= E|E| < |E], (6.84)

vidime, Ze pro nerelativistické rychlosti, v < ¢, je, diky vztahu |E| = c|B |, mozné magnetickou
silu zanedbat. Pro nerelativisticky elektron tedy bude pohybova rovnice (6.82) pfiblizné tvaru

mE + mwiZ = —eE(t), (6.85)

kde e je elementarni elektricky naboj. Pro harmonickou elektromagnetickou vinu mame v daném
misté
E(t) = Ep cos(wt), (6.86)
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tzn. mame harmonicky oscildtor buzeny harmonickou budici silou. Vyuzijeme tedy vysledk
kapitoly 1.6, pfesnéji fe¢eno vztahu (1.25) a (1.28) (pro nulové tfeni), a muzeme psat

—

e

Z(t) = — cos wt. (6.87)

02 .2
mwo w

Kmitajici elektron vytvaii proménny dipdlovy moment p o velikosti

ez E(t)
f=—ef=——t_. 6.88
g S (6.88)

Takto pusobi elektromagnetickd vina na vsechny elektrony (s tihlovou frekvenci wg) pritomné
v latce. Jestlize v latce je pocetni hustota elektronu N, pak vektor polarizace P (predstavujici
objemovou hustotu dipélového momentu, dp'= P dV') je ddn vztahem

P=Np (6.89)
Permitivita ¢ prostiedi je vyjadritelnd ze vztahu pro elektrickou indukci D:

D=¢yE+P=c¢E. (6.90)

(tento vztah definuje & pro vysledné E a P). Dosadime-li do (6.90) hodnotu polarizace P,
dostaneme

Ne? 1 = =
€0 (1 + 622) E=cE (6.91)
mep wj — w
a tedy
Ne? 1
= 14— . 6.92
@) =0 (14 et (6.92)
Pro index lomu méame priblizny vztah n ~ /e, = %, tzn.
Ne? 1
=41+ ————. 6.93
n(w) \/ + meo o — o (6.93)

Mame-li dén index lomu n(w), zndme disperzni vztah daného prostiedi

3 (6.94)

Tento model kvantifikuje klasickou pfedstavu o interakci elektromagnetické viny s latkou.
Zmeéna fazové rychlosti EM vInéni pii pruchodu latkou se interpretuje jako efekt superpozice
indukovanych poli (od rozkmitavanych elektrontu) a prochédzejici viny.

Singularita pro w = wy by se odstranila zapoc¢itanim nenulového ttlumu jednotlivych elek-
tronu. Schematicky graf funkce indexu lomu n(w) (6.93) je na obrazku 6.18. V oblasti w < wy je
zlomek pod odmocninou kladny a tedy index lomu n > 1 (a v, < ¢). V oblasti w > wy je zlomek

Ne2
meo

zaporny. Pro frekvence v rozsahu w € (wo, y/wd + ) je vyraz pod odmocninou zaporny a celé

prosttedi se chovd jako reaktivni. Pro frekvence w > y/wd + % :i je prostiedi opét transparentni,
tentokrat ovsem s n < 1 (v, > c).
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Ne2
1+m50w3 )
1
1 * >
Wo Ne?
+m€g

Obrazek 6.18: Funkce indexu lomu n(w).

Typicky mame v latce vice elektronu ruznych typu (razné ,silné“ vazanych v atomu), tudiz
obecné bychom uvazovali hustoty jednotlivych typu elektront Ni s jejich vlastnimi frekvencemi
wy. Toto zobecnéni by vedlo na vztah pro index lomu

Nye?
1 . 6.95
\/ +Z meg wi — w2 —w? (6.95)

Pokro¢me k ptipadu plazmatu. V plazmatu mame elektrony a kladné nabité ionty, které se
mohou volné pohybovat. Podobné jako v pfipadé indexu lomu pro latku, zanedbavame pohyb
kladné nabitych iontu (v litce to byly jadra atomu) vzhledem k jejich mnohondsobné vyssi
hmotnosti oproti elektronim®. Pro plazma vyuzijeme piedchozich vysledkd jednoduse tak, ze
polozime wy = 0 — elektrony nejsou vazané. Z vysledku (6.93) tedy dostaneme

n(w)=4/1- N—€2i (6.96)

meg w2

Z obecného disperznfho vztahu pro index lomu w = £k muZeme vyjadtit n = %ck a po
dosazeni do (6.96),
1 Ne? 1
c2l<:2—2 =1—-——= (6.97)

2’
w meg w

a drobné tpravé obdrzime disperzni vztah pro vlny v plazmatu

w? = w’ + k7, (6.98)

. veqe . 2 ;.

kde jsme oznacili tzv. plazmovou frekvenci w, = N ;O. Pro w > w, se plazma chovd jako
transparentni prostiedi, pro w < wy, jako prostfedi reaktivni. V zemské ionosfére je v zdvislosti
na denni dobé, roénim obdobi a aktivité Slunce plazmova frekvence v rozmezi 10 — 30 MHz.

Vlny nizsich frekvenci tedy ionosférou neprochézeji a odrazi se.

6.5 VlInovod

Vlnovod je zafizeni, které dokaze vést elektromagnetické vinéni bez velkych ztrat. Zatimco ve
volném prostoru se elektromagneticka vina ze zdroje §iii jako sféricka vlna, kde amplituda ubyva

Proton je piiblizné dvou tisickrat tézsf nez elektron (TT” ~ 1836).
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se vzdélenosti. Vlnovod omezi §iten{ viny do omezeného prostoru podél jednoho sméru a zamezi
tak ubyvani amplitudy pii fieni. Redlné se jednd o kovovou trubku & oplechové vedeni® —
tedy o prostor ohraniceny kovovym plastém. Jako model ndm poslouzi dlouhy piimy vlnovod
obdélnikového prufezu, jehoz stény jsou z dokonale vodivého materidlu (materidlu s nulovym,
resp. zanedbatelnym odporem).

Zabyvejme se Sifenim elektrické casti elektromagnetické viny v tomto prostiedi. Vektor
elektrického pole E musi splilovat vlnovou rovnici a Gaussiv zakon,

O2E

5z = AAE, divE =0, (6.99)

tedy Uplné stejné rovnice jako napiiklad pro rovinnou elektromagnetickou vinu. Dulezity rozdil
je v pritomnosti okrajovych podminek. Hledame elektrické pole uvniti vlnovodu s pozadavkem
splnéni okrajovych podminek dokonale vodivyjch stén. Dokonale vodivé stény vynuti vymizeni
tecnijch slozek elektrického pole ve sténdch vinovodu. Tento fakt plyne z diferencialniho Ohmova
zékona tvaru

j=0E, (6.100)

ktery vztahuje proudovou hustotu ; ve vodici s pusobicim elektrickym polem E pomoci kon-
stanty ameérnosti o — vodivosti materidlu. Vyjadiime-li velikost elektrického pole E = % j a
uvazujeme-li nekoneénou vodivost (nulovy odpor), dostaneme E = 0. Fyzikélné feceno néboje
dokazi sledovat ménici se elektrické pole a vzdy ho sv§ym pohybem piesné vykompenzovat”.
Jelikoz ale ndboje musi zustavat ve sténé vlnovodu, nemuze kolmé slozka elektrického pole na
hranici stény vyvolavat pohyb naboju a zustdva tedy nevyrusena.

Zaved me soufadnice jako na obrazku 6.19, na tomto obrazku jsou také zndzornéné piislusné
tecné slozky v jednotlivych sténdch vlnovodu.

E.

A ;‘ )

Yy

/Z T/x,ﬁ
a

9

<Y

b

Obrazek 6.19: Obdélnikovy vinovod rozméru (a,b) orientovany ve sméru osy z. V hornf (a dolnf), resp.
pravé (a levé) sténé jsou zndzornéné prislusné teéné slozky elektrického pole E.

V takto zavedenych soutadnicich jsou okrajové podminky nésledujictho tvaru. Pro levou
(y =0) a pravou (y = b) sténu mame:

E.(z,0,2,t) = Ex(z,b,2,t) =0 Vx € (0,a), Vz,teR,
E.(x,0,z,t) = E,(x,b,2,t) =0 Vx € (0,a), Vz,teR. (6.101)

5 Asi jako vedeni vzduchotechniky.
"Pro statické pole tento fakt plati pro jakékoliv vodice. Statické elektrické pole ve vodiéi je vzdy nulové. Pro
nestatickd pole jiz vyzadujeme navic podminku dokonalé vodivosti.
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Pro horni (z = a) a dolni (z = 0) sténu:

Ey0,y,2,t) = Ey(a,y,z,t) =0 Vy € (0,b), Vz,t€R,
E.(0,y,2,t) = E.(a,y,2,t) =0 vy € (0,b), Vz,teR. (6.102)

Budeme nyni chtit najit co nejjednodussi feseni rovnic (6.99) spliujici okrajové podminky
(6.101) a (6.102), které se sifi podél vinovodu (tj. podél osy z). Nebudeme si klast za cil nalézt
tplné obecné feseni. Hledani feseni si muzeme zjednodusit, pokud budeme uvazovat elektrické
pole konstantni v nékterych smérech. Uréité chceme zachovat zavislost na soufadnicich z a t,
jelikoz chceme popsat vinu postupujici ve sméru osy z. Bohuzel, pokud bychom ponechali elek-
trické pole konstantni v rovinach zy, tzn. uvazovali bychom funkce E(z, t), okrajové podminky
vynuti nulovost feseni (viz dédle). Pridejme tedy zdvislost na jedné proménné navic a studujme,
co se stane. Vezméme elektrické pole napiiklad konstantni podél osy x, tzn. uvazujeme funkce

E = E(y, z1). (6.103)

Ansatz E(y,z,t) vede na vynulovani slozek E, a E. v celém prostoru vlnovodu. Proc?
Okrajové podminky pro horni a dolni sténu (6.102) hovoii o poli v bodech x = 0 a z = a, ale
nase pole je ve sméru z konstantni. Je-li nulové na okraji, musi byt nulové® i pro vsechna x:

O = Ey(o’yazat) = Ey(yvzat) = Ey(:c,y,z,t) \V/ZL‘,y,Z,t,
0= E,(0,y,2,t) = E,(y,2,t) = E.(zv,y,2,t) Vz,y,zt. (6.104)

Okrajové podminky nam zjednodusili elektrické pole E do podoby

—

E = (E,.0,0), E, = E.(y,z,t). (6.105)
Gaussuv zakon je pak splnén automaticky,
-  OF t
div B = 2B 28 (6.106)
ox
a z vlnové rovnice zbyla jedna slozka a Laplaceuv operdtor pusobi jen v soufadnicich y a z:
PE, o (0*E, 0*E,
2z =~ ¢ AE, =c < a7 + 5.2 | (6.107)

Stale nam zbyva okrajovd podminka pro slozku E, z (6.101):

E.(0,z,t) = Ey(b,2,t) =0 Vz,t € R. (6.108)

/v

Jak jsme jiz fikali, chceme najit elektrické pole 8ifici se podél osy z. Uvazujme tedy nasledujici
ansatz: ‘
Eu(y, 2,t) = Y (y)e'F=2), (6.109)

Napsali jsme elektrické pole jako postupnou vlnu ve sméru osy z s neznamou funkci Y soufadnice
y. Symbolem k, jsme oznacili vinové &islo pfislusejici sméru z. Jednotlivé derivace ve vinové
rovnici (6.107) vedou na vyrazy

I?E,
ot2

O?E,
Oy?

0%E,

= —CL)QY(y)ei(Wt_kzz)7 62’2

_ —ng(y)ei(Wt_kzz), _ Y//<y)€i(wt—kzz)’

(6.110)

8Ze stejného divodu vymizela i slozka E, pro pole, které mélo zévislost pouze E(z,t). Z okrajové podminky
levé a pravé stény (6.101) bychom dostali:

Ez($,0727t):EZ(Z,t):EI(Z,y7Z7t) V:C?yaZ?t'
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a po jejich dosazeni do (6.107) a vykraceni exponencidly dostaneme obycejnou diferencialni
rovnici pro funkei Y (y) tvaru
2
Y'+ (% —k2)Y =0. (6.111)
K

Okrajové podminky (6.108) se redukuji na néasledujici podminky na funkci Y (y):
Y(0)=0, Y(b)=0. (6.112)

Pro K < 0 jsou FeSeni hyperbolické funkce (K < 0) nebo linedrni funkce (K = 0) a pro tyto
nelze netrivialné okrajové podminky splnit. Pro K > 0 dostaneme rovnici

Y'+ kY =0, (6.113)

kde jsme si oznacili jako vlnové ¢&islo ve sméru y,

w2
by = — k2 (6.114)
Reseni (6.113) zapiSeme ve tvaru
Y (y) = acos(kyy) + Bsin(kyy). (6.115)

Naleznéme tvar feseni, které spliuje okrajové podminky (6.108):
0=Y(0)=a = 0=Y(b) = pFsin(kyb). (6.116)
Musime polozit o = 0 a pozadujeme-li netrivialitu feSeni, musi byt 5 # 0 a zaroven
kyb = mm, m €N (6.117)

(jelikoz kyb > 0, tak m € N). Ve vlnovodu tedy, prostfednictvim tvaru funkce Y (y), existuji
mody ¢islované ptirozenymi ¢isly m € N ve tvaru funkei sin. To je velmi podobné jako na struné
s pevnymi konci — pevné konce vynutily vymizeni vychylky v mistech upevnéni. Zde musi na
sténach vymizet elektrické pole v dusledku ,pevnych koncu* dokonalé vodivosti. Piipustnd
vlnové ¢&isla pro funkei Y (y) a k nim piislusné funkce Y, (y) tedy maji tvar

ki meN (6.118)

mm mwy)

y(m) = "7 Yin(y) = Bsin (k:y(m)y) = Bsin (T

Nyni dejme vSechny ziskané informace dohromady. Elektrické pole ve vlnovodu jde vybudit
v ruznych médech ¢éislovanych ptirozenym éislem m € N tvaru

- mmy

E = (E,0,0), Eu(y,2t) = Epsin (T) eilwt=hs2) (6.119)

(kde jsme misto 3 zacali psat Ep). Pfitom konstanty k, = %%, k. a w musi spliiovat disperzni
vztah (plynouci z (6.114)):

mmc\ 2
W= (k4 k) = () + 2 (6.120)

Oznacime-li Wyin(m) = “5°, muzeme disperzni vztah pro vinovod psit ve tvaru

W = Whin(m) + K, (6.121)

min(
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kde jsme navic piestali psat index u k., jelikoz, pfestoze mame elektrické pole v prostoru, se
efektivné jedna o postupujici vlnu pouze ve sméru z a neni tedy sporu o tom, Ze vlnové ¢&islo
k (diive k) popisuje vlnovou délku viny elektrického pole ve sméru z. Muzeme tedy pocitat
fazovou a grupovou rychlost elektromagnetické vlny postupujici vlnovodem podél osy z jako

w dw
Vo = 1 Vg = —— (6.122)

tedy dplné stejné jako u jednorozmérného vinéni.
Z disperzniho vztahu (6.121) plyne, ze pro dany méd (tzn. pro dané piirozené &islo m)
existuje minimdlni dhlovd frekvence wpyin(m), kterd se jesté muze vlnovodem sirit. Pro w >
Wnin(m) S€ jednd o prostred{ transparentni, pro w < Wyin(m) s€ jednd o reaktivni prostiedi.

cvvs

e
Wmin = wmin(l) = ? (6.123)
Pro vlnovod rozméru b = 10cm je to fmin = wg‘% = 1,5GHz. Pro frekvence w v reaktivnim

rezimu snadno nalezneme feSeni disperzniho vztahu v podobé k = ik, tzn.

w? = w2 — K2, (6.124)

min(m)

a vysledna vlna ve vlnovodu bude exponencialné tlumend stojata vlna tvaru

Ey(y, 2,t) = Eysin (@) erE et (6.125)

Vlnovod tedy vede elektromagnetickou vlnu bez zmenSovani amplitudy, ale jeho rozméry
musi byt dostatetné, aby vinu dané frekvence vibec mohl vést. Pokud rozméry vinovodu do-
state¢né nejsou, vlna se vlnovodem nesiti, ale vznikne exponencidlné tlumenda stojatd vlna.
Ukéazka jednotlivych médu je na obrazku 6.20.
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(c) Tret{ méd, m = 3. (d) Péty tlumeny méd, m = 5.

Obrézek 6.20: Znazornéni elektrického pole ve vlnovodu pro nékolik médu. Jsou zobrazeny viny pro fixn{
thlovou frekvenci w. Pfi zvysovéni ¢isla médu m se zvySuje minimalni uhlova frekvence wiin(m), az se
nevyhnutelné stane, ze od jistého mg se vlna pfestane §itit, zde se tak stalo pro my = 5 na poslednim
obrazku. Elektrické pole je konstantni podél osy x, na obréazcich je tedy znazornéné pole ve vybrané roviné
r = x9. ,Na zacatku“ vlnovodu jsou znézornéné piimo vektory elektrické intenzity E (Cerné), jinak je
grafem (barevné) spojité vykreslena intenzita elektrického pole bez zndzornéni jednotlivych vektoru. Pro
siifci se médy (m < mo) je vlna jako celek pohybuje vinovodem féazovou rychlosti vy, (pro kazdy méd
jinou), pro nesitivé médy (m > myg) dostdvame stojatou vinu.
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6.6 Podminky napojeni EM pole na rozhrani nevodivych prostredi

Uvazujme dvé homogenni prostiedi tvorené linearnim dielektrikem a magnetikem popsané per-
mitivitami €1 a €9 a permeabilitami p; a ps. Odvodime nyni tzv. podminky napojent elektrického
a magnetického pole na rozhrani téchto dvou prostiedi, které budou udévat vztah mezi hodno-
tami elektrického a magnetického pole na jedné a druhé strané rozhrani.

ZapiSme Maxwellovy rovnice v latkovém prostiedi pro obecné proménnou permitivitu € a
permeabilitu p:

div (¢E) = pyome  (Gaussiv zékon), divB =0 (B je solenoidlni),
rot E = —%5 (Faradayuv zdkon), rot (;é = Jyolné + a(gff) (Ampér-Maxwelluv zdkon).
(6.126)
Nevodivé prostiedi se propiSe do vymizeni volnych naboju a proudu:
Pyolne =0, Jyolns = 0. (6.127)

Obecn4 strategie bude takova, ze prepiSeme jednotlivé Maxwellovy rovnice do integralniho
tvaru, pouzijeme Gaussovu, resp. Stokesovu, vétu a vhodné zvolime objem/plochu/kiivku inte-
grace tak, aby poskytla vztahy mezi poli na jedné a druhé strané rozhrani.

Zatnéme s Gaussovym zakonem. Vyintegrovanim pies dany objem V a pouzitim Gaussovy
véty dostaneme

/ div (¢E)dV = f eE-dS =0, (6.128)
14 S

kde uzaviend plocha S je hranici objemu V, 0V = §S. Prava strana je nulova v dusledku
nepiitomnosti volnych naboji. Element plochy v integralu je dS = idS, kde it je jednotkovy
normalovy vektor k ploge S. Zvolme nyni za objem/plochu V' /S vélec, ktery je svou osou kolmy
na rozhrani dvou prostfedi tak, jak je zndzornéno na obrazku 6.21.

rozhrani

Obrazek 6.21: Valcova plocha S umisténa svou osou kolmo na rozhrani dvou homogennich prostfedi.
Plocha podstavy je S, a vyska vélce je h. Normalovy vektor k podstavé v prvnim prostiedi ozna¢me 1,
k druhé postavé je to pak —ri.

Integraéni oblast rozdélime na obé podstavy a pldst. Tzn. tok ® celym valcem muZeme
rozdélit na @ = @40 + Pp1 + Ppo:

A CL2 R ) A (6.129)
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kde integral pfes malou plochu podstavy jsme napsali? jako souéin plochy Sp a hodnoty skaldrniho
plast =  (2mr)h,
kde a je maximum funkce |E - 7| na plose pldsté a r je polomér podstavy. V limité h — 0 tok
plastém vymizi a po vykraceni S, z (6.129) obdrzime

sou¢inu F - 71 v daném misté. Tok pldstém muzeme odhadnout |®

plast

7. (51E1 - 52E2) —0, (6.130)

kde E; a E, predstavuji hodnoty elektrického pole z jedné a druhe strany rozhrani. Skalarni
soucin E-it geometricky predstavuje velikost prumeétu vektoru E do smeéru normalového vektoru,
tudiz predstavuje velikost normalové slozky elektrického pole E 1. Z Gaussova zakona tedy
plyne, ze normalové slozky elektrického pole maji na rozhrani skok dany pomérem ptislusnych
permitivit prostiedi:

e1E1L = e3Fs, Byl o (6.131)

Zcela stejny postup se aplikuje i pro druhou divergenéni Maxwellovu rovnici, tj. solenoidalnost
magnetického pole. Integralni tvar

/divédvzfé.d§:o (6.132)
\%4 S
po zvoleni valcové plochy jako v predchozim vede na

7 (él - Eg) —0, (6.133)

nebo-li normdlové slozky magnetického pole jsou na rozhrani spojité:

B, = B,). (6.134)

Jako dalsi nyni uvazujme Ampér-Maxwelluv zékon v (6.126), jehoz integralni tvar ziskdme
po vyintegrovani pies plochu S,

/ r0t< >dS / (% - (6.135)

a pouzitim Stokesovy véty na levou stranu rovnice dostaneme

flé-dfz/ 9EE) 43, (6.136)
11 s Ot

kde uzaviend kiivka [ je hranice plochy S, I = dS. Element délky v integralu je di = £dl, kde £
je jednotkovy teény vektor ke kiivce I, element plochy je opét dS = 7 dS. Zvolme za plochu S
(resp. jeji hranici [) obdélnik, jehoz plocha je kolmé k rozhrani prostiedi, tak jak je zndzornéno
na obrazku 6.22.

9Pouzivame vlastné zobécnénou vétu o stiedni hodnoté integralu. Integral spojité skaldrni funkce E-n pies
kompaktni (omezenou a uzavienou) plochu S muzeme napsat jako velikost této plochy krat funkéni hodnota v
néjakém bodé plochy:

/Sﬁ-ﬁdsz(E.ﬁ)(észﬁ(3~ﬁ(357

kde bod £ je blize neuréeny bod plochy S. Provedeme-li limitu S — 0 dostaneme funkénf hodnotu (E - i) ve
vybraném bodé, kolem kterého jsme zkonstruovali plochu S.
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Obrazek 6.22: Obdélnikovéa plocha S, resp. kiivka [ umisténd kolmo na rozhrani prostiedi. Oznac¢me
rozmér obdélniku napfi¢ rozhranimi i a podél rozhrani [. Jednotkovy teény vektor k levé strané obdelnika
je t, potom tecny vektor k pravé strané zachovavajici smér obihéni je —t.

Nejprve se podivejme na integral na pravé strané (6.136). Tento muzeme v absolutni hodnoté

odhadnout shora vyrazem oS = «lh, kde a je maximum funkce ‘8(;51) fi’ a S je obsah
zvoleného obdélnika. V limité h — 0 tento integrél tedy vymizi. Integraci na levé strané (6.136)
pres kiivku [ rozdélme na jednotlivé strany. Analogickou argumentaci jako vyse se ukaze, ze
integraly pfes horni a dolni stranu obdélnika v limité h — 0 vymizi. V integralnim tvaru
Ampér-Maxwellova zdkona tedy po provedeni limity h — 0 zbyde pouze:

1 g - ]. — —
—B,-{l——By-11=0, (6.137)
H1 K2

kde (pro pfipomenuti) [ je délka levé a pravé strany obdélnika a By a By jsou hodnoty magne-
tickych poli z jedné a druhé strany rozhrani. Po vykraceni'® I:

£ (Bl — BQ) = 0. (6.138)

M1 M2

Skaldrni soucin s vektorem ¢ dé velikost priimétu na smér teény k rozhrani. Jelikoz jsme na
zac¢dtku mohli volit orientaci obdélnikové plochy S libovolné, musi vztah (6.138) platit pro
libovolny teény vektor t. To ndm davé nasledujici vysledek

By _By  By_m

: , 6.139
po p2 By 2 ( )

tedy ze tecné slozky magnetického pole maji na rozhrani skok dany pomérem prislusnych per-
meabilit prostiedi.
Uplné stejné postupujeme i v pfipadé Faradayova zdkona. Integralni tvar

fﬁ-di: _[28 45 (6.140)
. g Ot

vede po zvoleni obdélnikové plochy jako v predchozim piipadé k podmince

7 <El - J@) =0 (6.141)

10A také limité [ — 0, abychom v opétovné pouzité integralni vété o stfedni hodnoté dostali hodnoty poli By
a Bs v dobfe definovanych mistech.
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a tedy teéné slozky elektrického pole jsou na rozhrani spojité:

By = Ey.

(6.142)

Na zavér shriime nalezené podminky napojeni elektrického a magnetického pole na rozhrani

dvou nevodivych prostiedi do tabulky (s uvedenim zakona, ze kterého plynou):

€1E_"1L = EQE_:QL (Gaussﬁv Zékon), élL = EQL (é je solenoidélnl'),

. L, 1 5 1 5
Ey = By (Faradayiv zédkon), —B; = —DBy (Ampér-Maxwelliv zdkon). (6.143)
M1 w2
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Kapitola 7

Polarizace

Ukézali jsme si, ze elektromagneticka postupnd vina je vina p¥icna. Elektrické a magnetické pole
je kolmé na smér sifeni. To znamend, ze existuji dva nezavislé sméry pro vektory elektrického
a magnetického pole — fikdme, ze mame dvé nezavislé polarizace. Budeme se vénovat popisu
pouze elektrické ¢asti viny E, magnetickd ¢ast pak je plné urcena ze vztahu B = %é’ x E , kde
§ je vektor sméru §ifeni. Zvolme soutfadnice tak, ze smér §ifeni je § = Z, pak muzeme za béazi
pricné roviny, ve které lezi vektory E zvolit naptiklad vektory & a ¢. Obecny vektor elektrického
pole tedy muzeme rozlozit do slozek mifici ve sméru osy = a y:

E=E, 7+ E,j. (7.1)

Jestlize budeme uvazovat harmonické postupné viny, muzeme za kazdou z téchto slozek z prin-
cipu superpozice zvolit vlnu s ruznou amplitudou a s ruznym fazovym posuvem:

E(F, t) = Exoei(wtsz+4ﬂl) 7+ Eyoei(wtsz+502) 7. (7.2)

Graficky jsou tyto dvé postupné slozky v navzdjem kolmych smérech Z a ¢ zndzornéné na
obrézku (7.1).

Obrazek 7.1: Dva linedrné nezavislé sméry elektrického pole — kazdd z vln muze mit obecné ruznou
amplitudu, zde Eyo a Ey, a ruzny fdzovy posun.

Fazovy rozdil téchto dvou slozek d¢p,
0p = (wt —kz + 1) — (Wt — kz +p2) = o1 — 2, (7.3)
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nezavisi na ¢ase ani misté v prostoru. Vybereme-li si nyni libovolné misto z = zg, muzeme

—

sledovat ¢asovy pritbéh elektrického pole E(t) = E(z0,t):
E(t) = By 7 WHeD) 1 B g 7 el@iHes) (7.4)
kde ¢} = ¢; — k2o, opét tedy plati
dp = 1 — P2 = P} — b, (7.5)

nezalezi tedy, ve kterém misté konkrétné budeme prubéh elektrického pole sledovat. Prestanme

tedy rozlisovat konkrétni hodnoty fazi ¢1 a 9 (tzn. napiiklad prestaneme psat ¢arky ve vyrazu

(7.4)). Zéroven posunem v prostoru o Az dosdhneme posunu ve fazi v obou vlnidch —kAz,

piipadné posunem v ¢ase o At dosdhneme posunu ve fazi v obou vindch o wAt. Z tohoto faktu

plyne, ze ve vyjadieni (7.4) si do obou exponencidl muzeme pfi¢ist vhodnou fazi (do obou

stejnou!), tak jak se ndm bude v daném piipadé hodit — aby se vyraz napiiklad zjednodusil.
Redalnd ¢ést z vyrazu (7.4),

E(t) = Eyo & cos(wt + ¢1) + Eyo §cos(wt + ), (7.6)

je parametrickou rovnici elipsy!. Vektor elektrického pole E (t) tedy v daném misté z = zy obecné
opisuje kiivku tvaru elipsy, viz obrazek 7.2. Rikdme, zZe je elektromagnetickd vlna elipticky
polarizovand.

Obrazek 7.2: P1i obecné polarizaci opisuje vektor elektrického pole ve vybraném bodé elipsu.

Podivejme se na vyraz pro intenzitu elektromagnetické vlny v obecné polarizaci (7.6). In-
tenzita je dana jako casova stfedni hodnota absolutni hodnoty toku energie:

. - €, =9
1= (3. s=\/;|E|2z. (7.7)

!Tento fakt se d4 ukdzat pfevodem parametrického tvaru (kde je parametrem ¢as t) do algebraického tvaru.
Rozepiseme slozky elektrického pole pomoci soué¢tovych vzorcu

E. = FE.o ( coswt cos 1 — sin wt sin <p1) R Ey=FEy ( cos wt cos o — sin wt sin c,pz)
Na tyto vztahy lze nahlizet jako na linedrni rovnice pro funkce sinwt a cos wt. Vyfesenim téchto rovnic dostaneme
coswt = aE, + bE,, sinwt = cE, + dEy,

kde ¢isla a, b, ¢, d jsou dané konkrétnimi hodnotami Ego, Eyo, ¢1, ¢2. Umocnénim na druhou a sectenim
dostaneme
1= (aE. + bE,)* + (cE. + dE,)?,

coz je rovnice kuzelosecky v proménnych E, a Ey (je to kvadraticky polynom v E, a Ey). Jelikoz hodnoty E,
a F, jsou omezené (amplitudami E,o a Eyo), musi se jednat o elipsu nebo jeji degenerované piipady (kruznice,
dsecka).
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Spoctéme tedy vyraz |E|? = E - E pro vinu (7.6),

\E|2 = Ego 72 cos2(wt +p1)+ E;O 7 COS2(wt + @2) + 2E,0Ey0(Z - ) cos(wt + ¢1) cos(wt + ¢2)
= E2,cos?(wt + ¢1) + Ejo cos®(wt 4 @3) + 0, (7.8)

vlivem kolmosti vektoru & a g interferen¢ni ¢len vymizi a celkova intenzita je pak jednodusSe
souctem intenzit v jednotlivych kolmych smérech (stfedovani v case da faktor % z funkef cos?):

1 /e
I= 2\/;(E§0 + Ego) = I, + 1, (7.9)

Vyslednd intenzita tedy zavisi pouze na amplitudach jednotlivych vin, nikoliv na vzajemné
fazi. Konkrétné je vyslednd intenzita imérnd sumé kvadrati amplitud vln v navzdjem kolmych
smeérech.

Kazdou vlnu tvaru (7.4) muzeme reprezentovat pomoci komplexniho dvouslozkového vektoru

E € C2, pokud si tvar elektrického pole E (t) (7.4) prepiseme nasledujicim zpusobem:

o , , . 2 . 2, E E. et
_ ) t—k wt—k — 1) _ 0 2
B(z,t) = (Exe'# @ + Eyoe'?2) 178 = Eeli=t9 - = <E2> - <Ezo eiso2> <C

(7.10)
Intenzita viny se pomoci tohoto vektoru zapise jako

1 /e, > 1 /e, - A 1 /e
I==,/2E|I?==./=(E|> + |Ey)*) = =, | = (E? + E2). 7.11
3y VP = 5\ 218 + Baf) = 5 = (58, + 53, (.11)

Podivejme se nyni na dva specialni pfipady polarizace. Piipad linedrni polarizace nastava,
pokud vektor elektrického pole E(t) kmitd v jednom daném sméru, viz obrizek 7.3, kde je
znézornén vektor E (t) v kolmé roviné zy, a také viz obrézek 7.4, kde je zndzornéno elektrické
pole v prostoru E(z, to) v daném case t.

Obrézek 7.3: Pt linedrni polarizaci vektor elektrického pole E(t) harmonicky kmitd v roviné zy (kolmé
na smér §ifeni podél osy z) podél jednotkového smérového vektoru i = (ng, ny).
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Obrézek 7.4: Prostorovy prubéh elektrického pole v linedrni polarizaci. Znézornéno je elektrické pole

—

E(z,tp) podél osy z v daném case tg.

Tento piipad nastava pro fazovy posun dp € {0, 7}, pak lze elektrické pole (7.4) zapsat ve
tvaru

B(t) = Bt @t9), = Byie® = B, (ij?) e, (7.12)

kde jednotkovy vektor 77 = (ng, n,) = (cos,sin ) reprezentuje smér kmitani elektrického pole
E(t) v roviné zy a thel 6 odklon tohoto vektoru od osy .

Druhym specidlnim ptipadem je kruhovd polarizace, kdy vektor elektrického pole E (t) opi-
suje v roviné zy kruznici. V tomto piipadé jesté rozlisSujeme dva podpiipady dle sméru obihani
vektoru E(t) Pokud pfi pohledu proti sméru $ifeni obihéd vektor E(t) proti sméru hodinovych
rucicek, hovotime o levotocivé kruhové polarizaci, pti pohybu po sméru hodinovych rucicek pak
o pravotocivé kruhové polarizaci®. Tyto polarizace zndzornéné v roviné xy jsou na obrizku
7.5. Pro kruhovou polarizaci tvori vektor elektrického pole E(z,to) v daném ¢ase podél osy z
Sroubovici, kterd je znédzornénd na obrazku 7.6.

Y Y
T x
(a) Levoto¢iva kruhov4 polarizace. (b) Pravotocivd kruhova polarizace.

Obrézek 7.5: Kruhové polarizace elektromagnetické viny. Smysl obéhu vektoru E (t) se urcuje pii pohledu
proti sméru postupu vlny (naznaceno osou z mitic{ smérem k ndm/z papiru).

2Bohuzel existuji dvé konvence. Druhs m4 definice pfesné opacné nez my zde.
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Obrézek 7.6: Prostorovy prubéh elektrického pole pro kruhovou polarizaci. Znazornéno je elektrické pole
E(z,tp) podél osy z v daném case to. V tomto pripadé se jednd o pravotocivou polarizaci (vlna postupuje
ve smeéru osy z a poté v dané roviné xy se bude vektor E(t) sroubovice otdc¢et po sméru hodinovych

ruci¢ek, naproti tomu samotna sroubovice se podél osy z obtaéi proti sméru hodinovych rucicek...).

Kruhovou polarizaci dostaneme pro dp = £5 a E,0 = Ey = Ep. Po dosazeni téchto
podminek do (7.4) je vysledkem vyraz

E(t) = Ey (Z cos(wt + o) £ Fsin(wt + ¢) ), (7.13)

g cos(wt+pF )

ktery je parametrickou rovnici kruznice. Znaménko plus u sinu (tzn. fdzi —%) odpovida le-

votocivé polarizaci a znaménko minus (tzn. fizi 47) pravotocivé®. V komplexnim zapisu méme

E(t) = Eo(7 @) 4 gel@tteF2))  E=F, < ! ) e, (7.14)

. T
etiz

Pokud nemame polarizace vyse zminénych specialnich typt, hovoiime, jak jiz bylo fe¢eno,
o obecné eliptické polarizaci. Tato muze byt opét rozdélena do dvou kategorii: levotocivé a
pravotoCivé, viz obrazek 7.7. V prostoru tvoii elektrické pole tvar eliptické Sroubovice.

3Tento fakt je snadno vidét pro malé kladné hodnoty fize wt + . Vektor elektrického pole pak mifi diky
cosinu ve sméru osy x a sinus malé kladné faze je také kladny. V zavislosti na znaménku pted sinem dostavame
vektor, ktery se za maly ¢as trochu pootoéil budto do kladného nebo zdporného sméru osy .
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levotociva

pravotociva

Obrazek 7.7: Levotociva a pravotociva elipticka polarizace.

7.1 Polarizator a vlnova desticka

V ptedchozi kapitole jsme si uvedli formalismus popisu polariza¢nich stavii a nyni se zaméfime
na to, jak polariza¢ni stavy meénit. Za tim tcelem si popiSeme dva zdkladni optické elementy,
polarizator a vlnovou desticku, které budeme postupné elektromagnetické viné stavét do cesty.

7.1.1 Polarizator

Polarizator je opticky element, ktery dovoluje pruchod pouze takové slozce elektrického pole,
které kmitd ve sméru osy polarizatoru — zvané osa propustnosti — popsané vektorem 7 = (ng, ny),
viz obrazek 7.8.

Obrézek 7.8: Z elektrického pole E dopadajici na polarizator je propusténa pouze slozka E|| rovnobézna
S osou propustnosti 7.

Jestlize tedy elektrické pole vstupujici do polarizatoru rozlozim na Ey = EH + E L, pak
vystupni pole bude Eput = EH' Akce polarizatoru se dé zapsat projekci vektoru Eiy na smér i
pomoci skaldrniho souc¢inu néasledujicim zpusobem:

—

Eout = (Ein - ) 7. (7.15)

Dale bychom chtéli ptusobeni polarizatoru zakédovat do vhodné transformace vektoru Ein, Eout e
C? komplexniho zépisu. Transformace (7.15) je linedrni a tudiz ji ptijde zakédovat do matice

P; € C>? — projektoru na osu 7, vztahujici vektory Ein, Eout takto:

Eout = IP>ﬁE_=in- (716)

Najdéme vyjadreni této matice rozepsanim vztahu (7.15):

2 2
2 ng\ _ (naBe+nanyEy\ _ (ng o onany\ (Ex\ _ o oz
Fou = (Exnx ” Eyny) <ny> - (nznyEm + nZEy B N Ty n; Ey = Pabin. (7.17)
—_————
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Zavedeme-li uhel 6 jako thel odklonu vektoru 7 od osy x, dostaneme vyjadieni 77 = (cos 6, sin 0)
a muzeme psat

(7.18)

cosfsind sin? 6

2 .
Pﬁ:P9:< cos“ 0 COS@SIH9>.

Uved'me si pifklady projektort na zdkladni osy propustnosti: Z, 7, 7 (osa propustnosti musi

byt jednotkovd):
(00 Pzrg =P ——1 b (7.19)
0 1)’ = T 2\1 1/° '

]P)f:]:P)O:(é 8), Py =P

Uvazujme linearné polarizovanou vlnu dopadajici na polarizator. Jak se zméni intenzita viny
po pruchodu polarizatorem? Bez djmy na obecnosti ved me osu x ve sméru vektoru vstupujiciho
polarizovaného svétla, tzn. Eyn = Eo 7 coswt. Osa propustnosti necht je obecné 7 = (cos @, sin 6),
kde tihel 8 nyni popisuje tithel mezi smérem kmitani linedrné polarizované viny a osou propust-
nosti polarizatoru. Po dosazeni do (7.15) vyjde vystupni vektor amplitudy

vl

Eoout = Eo( - 1) it = (Egcos ) i (7.20)

a tedy vystupni vlna bude tvaru Eout = (FEpcos@)ficoswt. Pokud dosadime tvary vstupni a
vystupni vlny do vztahu pro intenzitu vlny (7.7) dostaneme

Towt = \/? <|Eout\2> = \/?0052 0 <E§ cos? wt> = I, cos? 0. (7.21)
Iz 1

Tento vztah mezi intenzitami se nazyva Malusuv zdkon:

Iout = Iy cos? 6. ‘ (7.22)

7.1.2 Vlnova desticka

Piejdéme nyni k druhému optickému elementu a tim je vinovd desticka. VInova desticka umoznuje
ménit fazovy rozdil ¢1 — 2 mezi jednotlivymi kolmymi slozkami elektrického pole. Jak toho do-
ciluje? Podivejme se nejprve, o kolik se zmén{ vlastni faze viny po priichodu materidlem tloustky
d s indexem lomu n. Schematicky je situace znédzornéna na obrazku 7.9. V materidlu prochazi
vlna tvaru e/“'=52) kde k je vinové ¢islo dané disperznim vztahem w = ~k. Za destickou je
faze posunutd o —kd nez pred destickou. Obéma kolmym slozkam elektrického pole se ale faze
zmeéni stejné a ke zméné rozdilu fazi tedy nedochazi...

n

i(wt—kz

x ei(wt—koz) x e

Obrézek 7.9: Prichod vlny latkou o indexu lomu n. V materidlu prochdzi vina tvaru e*“t=%2) kde k je
vlnové ¢islo dané disperznim vztahem w = ~k.
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Abychom toho docilili, potfebujeme materidl, tzv. dvojlomny krystal, ktery se pro vilny po-
larizované v ruzném sméru chova jako materidl o ruzném indexu lomu, viz schematicky obrazek
7.10. Takovéto chovani vznika diky anizotropii dané latky. Odezva latky na prochézejici vinu
elektrického pole je ruznéd v zavislosti na orientaci vektoru elektrického pole (v zéavislosti na

polarizaci latky).

" \m "

Obrézek 7.10: Dvojlomny krystal. Pro elektrické pole orientované vertikdlnim smérem se chova jako
materidl o indexu lomu ng, pro elektrické pole orientované kolmo na vertikdlni pole, tzn. zde kmitajici v
horizontalnim sméru, se chové jako material o indexu lomu n.,.

Vlnova desticka z dvojlomného krystalu je parametrizovand dvéma na sebe kolmymi osami,
fi1 a fig, k nimz jsou piislusné ruzné indexy lomu ny a ny (pozor, nejednd se o velikosti vektoru

71 a 7ig, ty jsou jednotkové, |7i1| = |fi2| = 1) a svoji tloustkou d, resp. zménou fazového rozdilu
1~ 2 0 Ap.
ﬁl ny1
n2
T2

Obrazek 7.11: Znaceni os vlnové desticky z dvojlomného krystalu. Kolmé osy desticky jsou ve sméru iy
a 7o a k nim piislusné indexy lomu nq a nso.

Jak zavisi velikost zmény fdzového posunu Ap na velikostech ny, ny a d? Jak jsme si jiz
rekli, faze pred a za destickou se liS{ obecné o —kd, zde pro jednotlivé slozky elektrického pole
—kid a —kad. Je-li tedy elektrické pole na zacatku desticky tvaru

Ein(t) = E1 ) cos(wt + 1) + By ity cos(wt + ©a), (7.23)
bude pole na konci desticky
Eout(t) = Fj 711 cos(wt 4+ @1 — kid) + Es i cos(wt + p2 — kad). (7.24)
Rozdil fazi se pruchodem destickou zménil z ¢1 — w3 na Y1 — ws + Ap, kde Ap je

Ap = (ky — kp)d = %(ng — n1)d. (7.25)
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Vyuzijeme-li disperznf vztah ve vakuu w = ckg = 2¢, mizeme fazovy posun Ay zapsat pomoci

Ao
vinové délky Ay ve vakuu jako

Ap = —(ng2 —ny)d. (7.26)

Tento fazovy posun A pri¢itame k ¢asti viny odpovidajici indexu lomu ni. Toto muzeme
snadno vidét, pficteme-li do fazi obou vIn ve vyrazu (7.24) hodnotu kad (coz je operace neménici
polariza¢ni stav), pak dostaneme

Eout(t) = F 11 cos (wt + 1+ (k2 — kl)d) + FE 7ig cos (wt + goz). (7.27)
A
)

Pokud uvazujeme Ap pouze kladné, coz vyzaduje, abychom si oznacili indexy lomu tak, ze
n1 < ne, dostaneme praktické pravidlo: kladny fazovy posun Ay pricitame k té slozce elektrické
vlny, kterd odpovida mensimu indexu lomu.

Desticka zpusobujici zménu fazového rozdilu o Ap = § se nazyva cturtvinovd desticka, pro
fazovy posun Ap = 7 se nazyva pulvinovd desticka.

Jak zapiSeme akci vlnové desticky s fazovym posunem Ay v komplexnim zapisu? Resp.
jak definujeme matici Da,, transformujici komplexni vektor Ein € C? na vektor Eout e C? dle
predpisu
Eouwt = DapEin? (7.28)

Nejprve potiebujeme vinu elektrického pole rozepsat do sméru os vinové desticky 71 a 7s.
Toto muzeme ucinit pomoci projektoru na tyto osy, Ps, a Pz,. Pro na sebe kolmé jednotkové
vektory 711 a 7ip plati Pz, + Pz, = I, muzeme tedy napsat

—

J— Pﬁl Ey, + ]P)ﬁ2 Ein- (729)
Vystupni pole ziskdme tak, ze k ¢&sti, kterd odpovidd mensimu indexu lomu (uvazujme
ny < ng), pricteme fazovy posun Agp:

~ ~ A~
= = =

Eout = €"2%Py, Ein + Pit, Biy = (¢'29Pyy, + Pii, ) Bin. (7.30)
Porovnanim pravé strany (7.30) a definice matice D, (7.28) vidime, Ze plati
Da, = €29 Py, + Py, (7.31)

Uvazujeme-li napiiklad pro jednoduchost 71 = & a fls = ¢ (a pouzijeme definici projektoru
Pz a Py z (7.19)) dostaneme

. 1Ay
Day = ¢ Py + Py = <e 0 ?) . (7.32)

7.2 Meéreni polarizace

Uhlové frekvence w elektromagnetické viny je obvykle piilis velkd, nez abychom mohli méfit
piimo samotny prubéh elektrického pole (pro oblast viditelného svétla se jednd o frekvence
v Fadu stovek THz). Jsme tedy nevyhnutelné odsouzeni k méfeni pouze ¢asovych stiednich
hodnot jistych veli¢in. Pro urcéeni polarizaéniho stavu (a celkové intenzity) popsaného vztahem
(7.6) potiebujeme urcit hodnoty amplitud v jednotlivych smérech, E,g a Eyg, a dale hodnotu
fazového rozdilu ¢ — 9. Ukazme, ze tyto veli¢iny muzeme urcit méfenim nasledujicich intenzit:

L=(E}), I,=(E}), ILy=(ELE), Iy=(E(wt-5)Ey), (7.33)
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kde pod vyrazem E,(wt— 5) rozumime, Ze ve slozce E, posuneme fazi o —%. Pokud tyto

intenzity vypoc¢itdme dosazenim z obecné elipticky polarizovaného svétla (7.6) dostaneme

1
I, = (E}) = E2y{cos®(wt + ¢1)) = = Ex,

2
1
I, = (E2) = Bly(cos*(wt + 92)) = 5B,

1
Iy = (E.E,) = EIOEy0< cos(wt + 1) cos(wt + ¢2) > = §E10Ey0 cos(p1 — ¢2),

~
% ( cos(2wt+p1+p2) + cos(p1 —502))

1 )
Iy = (Ey(wt — 5)Ey) = Eony0< cos(wt + 1 — 5 ) cos(wt + ¢2) > = §Ex0Ey0 sin(p; — ¢2).

% ( sin(2wt+p1+e2) + sin(gpl—gog))
(7.34)

Z intenzit I, a I, dokdzeme vypocitat amplitudy E,q a E,9. Potom intenzity I, a Iz udavaji
sin a cos fdzového rozdilu, coz ho jednozna¢né urcuje (na intervalu (0, 27)).

Jak tyto Ctyfi intenzity dokdzeme prakticky zméfit? Intenzity I, resp. I, zméfime tak, zZe
dédme svétlu do cesty polarizdtor s osou propustnosti &, resp. ¥/, tyto propusti jen slozky E.., resp.
E,. Intenzitu I,, zméifme tak, Ze ddme svétlu do cesty linedrni polarizdtor s osou propustnosti

% . Vystupni intenzita po pruchodu timto polarizatorem pak vyjde

1
kmzah+gyﬂw. (7.35)

Posledn{ intenzitu Izy uréime tak, ze nejprve dame svétlu do cesty ¢tvrtvlnovou desticku s osou
i1 = ¥ (osa piislusejici mensimu indexu lomu) — tato pficte fazovy posun § do slozky E,, coz

je ekvivalentni odecten{ faze § ve slozce E, — a ndsledné opét polarizdtor s osou propustnosti

5%237 . 'V této konfiguraci je vystupni intenzita dana vztahem

1
I = 5(1“” + 1) + Izy. (7.36)

Tedy intenzity I, a I, zméfime piimo vloZenim piislusné orientovaného polarizatoru, inten-
zity I, a Iz dopocitdme z naméfenych intenzit Ioyt a Iog;.

7.3 Nepolarizované svétlo

N&s popis zatim obsahuje pouze pojem (tiplné, dokonale) polarizovaného svétla. Pro jakékoliv
hodnoty parametria E,g, Eyo, ©1, @2 ve viné tvaru (7.4), resp. (7.6), mame (dplné, dokonale)
polarizované svétlo. Jak tedy popiSeme nepolarizované svétlo? Co to vlastné je? Zhruba feceno je
nepolarizované svétlo takové svétlo, kterému se v ¢ase nadhodné méni jeho polarizace. Pfedstavme
si atom (elektron v atomu), ktery svym kmitdnim vyzafuje linedrné polarizované svétlo. Po
¢ase do atomu narazi jiny atom a zpusobi, Ze za¢ne kmitat v jiném sméru a tedy zméni rovinu
polarizace vyzafovaného svétla. Tento proces se v latce neustdle opakuje a tedy se neustéle
nahodné méni rovina polarizace vyzaifovaného svétla. Viz schematicky obrazek 7.12. Nyni se
tuto hrubou predstavu pokusime peclivéji definovat a kvantifikovat.
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Obrézek 7.12: Kmitajic{ atom vyzafujici linedrné polarizované svétlo. Vlivem vnéjsich ptusobeni (ndrazy
ostatnich atomu) mén{ ndhodné smér svého kmitédni vedouc{ ke zméné roviny polarizace vyzarovaného
svétla.

Nejprve uvedme tii dulezité éasové skaly, které budeme pii studiu nepolarizovaného svétla
potfebovat. Prvni skalou je perioda T samotného elektromagnetického vlnéni. Pro viditelné
svétlo je piiblizné T~ 10714 s.

Druhou skélou je tzv. koherencni cas tyon. Tento ¢as predstavuje dobu, po kterou se za-
chovava dana polarizace, tzn. v ivodnim ilustracnim piikladé doba, po kterou atom nerusené
kmita. Typicky tion ~ 1072 — 1078 s. Tento ¢as se také da definovat pomoci pojmu casové
koherence. Rekneme, ze pole v daném misté E (t) v casech t; a tg jsou ¢asové koherentni, jestlize
ze znalosti pole v okoli ¢asu t; dokdzeme urcit pole v okoli ¢asu t9 (a naopak). Koherenéni doba
tkon je tedy maximalni vzdalenost ¢asu |t; —t2], kdy jsou pole jesté vzdjemné koherentni. Pokud
nelze predpovédét pole v okoli to ze znalosti pole v okoli ¢1, fikdme, Ze jsou pole nekoherentni.

A posledni skalou je rozliSovaci doba t,o, piistroje, kterym métrime polarizaéni stav. Piistroj
méfi intenzitu dopadajictho svétla, kters je dand stfedovanim pres rozlisovaci dobu, I = (E2),,,, .
Nyni rozliSme dva piipady. Nejprve pokud tyon > tro, — v takovém piipadé budeme hovotit o
rychlém pfistroji. V tomto piipadé je pristroj schopen sledovat zmény polarizace a budeme
prosté méfit iplné polarizované svétlo, kterému se polarizace méni s periodou typ-

V piipadé, ze plati tyon <K troz — hovoiime o pomalém piistroji, — piistroj nedokaze sledovat
rychlé ndhodné zmény polarizace a v takovém pripadé budeme hovotit o svétle dopadajicim na
pristroj jako o nepolarizovaném svétle (pfesnéji fe¢eno o ¢astecné polarizovaném nebo nepola-
rizovaném svétle). Podivejme se nyni na toto méfeni intenzity pomalym ptistrojem podrobnéji.
Ukézeme, Ze méfenim souboru intenzit I, I, I, a Izy dokdzeme rozlisit polarizované svétlo
od nepolarizovaného (¢i ¢dsteéné polarizovaného).

Zobecnime zéapis Uplné polarizovaného svétla (7.6) tak, ze parametry Ego, Ey, ©1 a @2
mohou byt proménné v ¢ase:

E(t) = Exo(t) & cos(wt + @1 (t)) + Eyo(t) 7 cos(wt + pa(t)). (7.37)

Funkce E.(t), Eyo(t), ¢i1(t) a ¢a(t) se méni na skale koheren¢éniho casu tyon. Mizeme si
predstavovat, ze se velmi pomalu méni tak, ze po dobu tin zustavaji témér konstantni. Zaroven
diky nerovnosti T' < tyon je zména téchto funkci mnohem pomalejsi nez zména fize dana
clenem wt. Vysledné vztahy pro méfené intenzity I, I, I,y a Iz (7.34) vznikly stiedovanim
pres jednu periodu harmonickych vin (7.6) tvorici elektrické pole ve svétle. Jestlize nyni prove-
deme stiedovani pies jednu periodu T pro elektrické pole (7.37), muzeme diky vztahu T' < tyon
povazovat funkce Eyq(t), Eyo(t), ¢1(t) a @a(t) za téméf konstantni a vysledkem tohoto stfedovani
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budou ¢asové proménné intenzity,
Lo
1,(t) = 5B (0),
1
Iy(t) = §E§0(t)7

Ty (t) = = Eyolt) Eyo(t) cos(p1 (1) — (1)),

2
1
2

Leg(t) = 5 Eao(t) Eyo(8) sin(i1 (1) — a(2)), (7.38)

které se méni na skale ty.,. Pomalym piistrojem s rozliSovaci dobou t.,, pak naméiime takové
intenzity, které vzniknou dodateénym stiedovanim pres rozliSovaci dobu t,o,:

I, = <I$ (t)>troz7 Iy = <Iy(t)>troz7 Iwy = <Iwy<t)>troz7 I@ = <I@(t)>troz' (739)
Podivejme se, kolik tyto intenzity vyjdou pro model nepolarizovaného svétla, ktery jsme
nastinili v ivodu — tedy pro linedrné polarizované svétlo, kterému se ndhodné méni rovina
polarizace. Elektrické pole bude tvaru
E(t) = Eyi(t) cos(wt + ), (7.40)
kde smérovy vektor 7i(t) zapiSeme pomoci ¢asové proménného thlu 0(t) jako

7i(t) = (cosO(t),sinO(t)). (7.41)

Funkce thlu 6(¢) se méni na skile ty,, a uvazujeme, ze vSechny hodnoty thlu (0,27) jsou
rovnomérné zastoupeny. Intenzity (7.38) pro svétlo tvaru (7.40) jsou tvaru

I(t) = %Eg cos® (1),
1) = %Eg sin? 0(1),
Loy (t) = %Eg cos 0(¢) sin O(t) cos(p — @) = %Eg sin 20(t),
Loy(t) = %Eg cos B(¢) sin 6(t) sin(g — ) = 0. (7.42)

Stiedovani pies rozliSovaci dobu pfistroje t,o; = tion vede na

1 1
NV N VI (73
stiedni hodnoty (cos? 0(t))t,0, = (5in20(t))tr0, = % a (sin 20(t))t,0, = 0 vyjdou tiplné stejné jako

standardni casové stfedni hodnoty goniometrickych funkci pfes jednu periodu, jelikoz po dobu
méfeni to, se thel # mnohokrat zmeéni a rovnomérné pokryje interval (0, 27). Intenzity I, a
Izy vysly obé nulové, coz pro tplné polarizované svétlo neni mozné (sin a cos v (7.34) nemohou
byt soucasné nula)! Vidime tedy, ze nepolarizované svétlo dokdzeme méfrenim odlisit od svétla
polarizovaného.

Obecné v nepolarizovaném svétle dané intenzity mame podminku na funkce Eyo(t), Eyo(t),
©1(t) a pa2(t) plynouci pravé z konstantnosti celkové intenzity:

Iy = (E*) = (E} + E2) = I, + I, = konst. (7.44)
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V nepolarizovaném svétle se obecné hodnoty funkei E,o(t), Eyo(t), p1(t) a p2(t) méni ndhodné
a rovnomeérné nabyvaji vsech pfipustnych hodnot. Z této podminky jednak plyne

L =1, (7.45)
(nesmi zélezet na preznaceni os x a y). A dale pro ndhodné thly ¢1(t) a @o(t) plati

(cos(@1(t) = @2(t))tror = (sin(p1(t) — 2(t)))tros = 0. (7.46)
Ze vztahu (7.44), (7.45) a (7.46) pro nepolarizované svétlo plyne

1 1
I, = §Ig, I, = 510, I, =0, Iz = 0. (7.47)
Muzeme déle uvazovat superpozici iplné polarizovaného svétla a svétla nepolarizovaného.
Pak dostavame svétlo cdstecné polarizované. Polariza¢ni stav a stupen polarizace popisujeme
tzv. Stokesovymi parametry, které jsou dané vztahy

Py (7.48)

Obecné plati (zde bez dukazu)
P+ P} +P?<1. (7.49)

Pro tiplné polarizované svétlo pak P2 + P + P§ = 1 (tuto ¢4st 1ze snadno ukézat dosazenim do
(7.48) z (7.34)). Pro nepolarizované svétlo dostaneme P; = Py = P3 = 0 (dosazenim do (7.48) z
(7.47)). Déle definujeme stuperi polarizace jako velikost Stokesova vektoru P = (P, P, Ps), tj.
|]3\ = /P? + P; + P?. V piipadg, Ze plati 0 < |]3| < 1 nazveme svétlo édsteéné polarizované.
(Pro uplné polarizované svétlo méame |15| = 1 a pro nepolarizované svétlo |ﬁ| =0.)

7.4 Fresnelovy vzorce

V této kapitole se budeme zabyvat problémem pruchodu (lomu) a odrazu elektromagnetickych
vln na rovinném rozhrani dvou nevodivych prostiedi. Z Maxwellovych rovnic odvodime zakony
odrazu a lomu, nalezneme amplitudové koeficienty prichodu a odrazu v zdvislosti na thlu
dopadu a polarizaci dopadajici elektromagnetické viny. Pfedpovime existenci vyznac¢ného ihlu,
pii kterém se jistd polarizace neodrazi a umozni ndm tedy svétlo polarizovat odrazem. Pfi
feSeni vyuzijeme podminky napojeni na rozhrani nevodivych prostiedi, které jsme si odvodili v
kapitole 6.6.

Nechme na rovinné rozhrani dopadat rovinnou postupnou harmonickou elektromagnetickou
vlnu. Jako ansatz vezméme, Ze odrazend a prosla vlna budou také rovinné vlny, jejichz elektrické
slozky tedy muzeme zapsat ve tvaru

—

Ey= Ey ei(wt—lgd-ij B = By ei(wrt—lgrf)? E, = Ey ei(wtt—l;r?)’ (7.50)

kde Ed, E, a E; oznacuji po fadé dopadajici, odrazenou a proslou vinu. Konstantni amplitudové
vektory FEgo, Fro a Fy zatim nechavdme bez blizsitho uréeni. Magneticka ¢ast elektromagne-
tickych vin je jednoznacné dand vztahem

L1 . L
B=-fixE=-—xE=—kxEFE (7.51)
v



(pro ptislusné hodnoty w, v a k= k). Vinové vektory ka, Ky a ky udavaji smér postupu viny,

=

k = k7, a vinovou délku A = 2% Vztahy mezi thlovymi rychlostmi a vlnovymi ¢isly udavaji
piislusné disperzni vztahy

k c -

NG ny NG

- Cc -
wa = S = wr = Il =

d ’
ni VELM1 n

indexy lomu jsou dané vlastnostmi prostiedi jako n = /e, ., rychlost svétla je ¢ = \/;)W.

Rovinu dopadu definujeme jako rovinou kolmou na rovinné rozhrani a obsahujici vilnovy vek-
tor dopadajici viny /Zd, viz obrazek 7.13. Zavedeme kartézské souradnice tak, ze rovina rozhrani
je déna jako z = 0 a rovina dopadu je rovnobézna se soufadnicovou rovinou yz. Cela iloha je
pak transla¢né symetrickd podél osy =x.

transla¢ni
symetrie

rovina dopadu

\ ka / rozhran{

,,,,,,,,,,,,,,, A >
Y

\

Obrézek 7.13: Rovina rozhrani a na ni kolm4 rovina dopadu obsahujici vinovy vektor dopadajici viny
kq. Kartézské soutadnice jsou zavedené tak, ze rovina rozhrani je v z = 0 a rovina dopadu odpovida
rovindm rovnobéznym s rovinou yz.

Translacni symetrie podél osy = znamend, ze viny (7.50) nesmi zaviset na proménné z. To
znamena, ze vlnové vektory musi mit nulovou slozku k,,

k= (0,ky, k) (7.53)

(u dopadajici viny je toto tvrzeni trividlni, jelikoz jsme zavedli soutradnice tak, aby kq, =
0, netrividlni je tento fakt pro odrazenou a proslou vinu). Cely problém pruchodu a odrazu
elektromagnetické viny je tedy rovinny. Dale zavedeme po fadé thly dopadu ¥4, odrazu ¥, a
pruchodu (lomu) ¥ jako odklony sméru postupu piislusnych vin od kolmice k rozhrani, viz
obrazek 7.14.
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dopadajici vlna ~ odraZend vlna

- 5

ka k.

€1, M1 Yy
Ll
€2, 12 rozhrani

prosla vina

v

Obrazek 7.14: Elektromagnetickd vlna dopadajici na rozhrani ve sméru vlnového vektoru Ed s odklonem
od kolmice ¥4. Pro odrazenou a proslou vlnu thly odklonu od kolmice ozna¢ime ¢, a .

Pomoci téchto thli mizeme vyjadrit jednotlivé slozky vinovych vektoru Ed, Ky a ky ndsledovné:
Ed = (0, kg sin ¥y, kq cos ¥q), k= (0, ky sin ¥y, —ky cos ), ke = (0, ky sin ¢, ky cos ¥y).
(7.54)
7.4.1 Zakon odrazu a lomu, kriticky tihel a totalni odraz

Zactnéme s prvni podminkou napojeni a to podminkou spojitosti tecnych slozek elektrického
pole na rozhrani,

Elll = E2Ha Edu + Er” = Et”, (7.55)

elektrické pole v prvnim prostiedi E, je souctem dopadajici a odrazené viny, Ed + Er, a pole v
druhém prostredi Es je dané prochazejici vinou E;. Po dosazeni z ansatzu (7.50) dostaneme

Ed0|| eiwt—kayy) | Er0|| pilwrt—kryy) _ Etou 6i(w¢t—ktyy)’ (7.56)

kde jsme vyuzili tvaru vinovych vektoru (7.53) a faktu, ze na rozhrani je z = 0. Podminka
(7.56) je linedrni kombinaci exponencidl (resp. sada nékolika linedrnich kombinaci). Pro obecné
nenulova elektrickd pole dostdavame, ze exponencidly musi byt linearné zavislé, to je ovSem
mozné jediné tak, ze jsou si rovny:

ez’(wt—kdyy) — ei(wrt—k'ryy) — ei(wtt_ktyy)’ Vy7 t e R. (757)
Pokud si maji byt tyto funkce rovny, musi si byt rovny parametry v nich:
W= Wy = Wy, kay = key = ky. (7.58)

Tedy thlové frekvence jednotlivych vin musi byt stejné (odted budeme psét pouze w) a teéné
slozky vlnovych vektort se musi rovnat (zde je te¢nou slozkou slozka y):

ka| = ke = k- (7.59)
Dosadime-li nyni vyjadfeni tecné slozky vlnovych vektori ky z (7.54) dostaneme

kgsintvq = kpsind, = ki sin v (7.60)
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a déle nahradime-li velikosti vlnovych vektoru z disperznich vztahu (7.52) (a vykrétime spole¢ny
faktor <):
n sin g = ny sin ¥, = ngy sin V. (7.61)

7 levé rovnosti plyne zdkon odrazu — thel dopadu se rovna thlu odrazu, — prava rovnost
predstavuje Snelluv zdkon lomu:

a = s,

’ nq sin 9q = ne sin Y. (7.62)

V dalsim budeme znacit tithel dopadu a odrazu 11, thel lomu 99, tzn. Snelliv zdkon bude

tvaru
n sind; = noy sin Ys. (7.63)

Pro my > no, tedy pii tzv. prachodu z opticky huststho do opticky fidsiho prostiedi, plyne
ze Snellova zdkona 2 > 1. Ovsem musi platit Jo < 7. Definujeme tzv. kriticky dhel Jc jako
takovy thel 91, pii kterém nastdva o = 5. Ze Snellova zdkona pro hodnotu kritického thlu

plyne

sindo = 2 (7.64)

ny

Pro thel dopadu 91 > ¥¢ se prosla vina ,nemé kam zalomit“ a dochazi k tzv. totdlnimu od-
razu, kdy do druhého prostiedi se vina nesiif a celd se odrazi. V tomto pfipadé se druhé prostiedi
chova jako reaktivni prostiedi. Podivejme se na tento fakt detailnéji. Uvazujme disperzni vztah
druhého prostfedi pro proslou vinu

2 2
2_Cp2_ ¢ g2 2
w” = P!kt] = P(kty + k). (7.65)
2 2
Vyjadiime slozku vlnového ¢isla Ky ve sméru osy z, udavajici, jak moc vlna postupuje ve sméru
08y z,

2
LR, (7.66)

k. =

Déle mtzeme z podminky (7.58) polozit kyy = kqy, z vyjadieni (7.54) mdme kq, = kqsin vy

a konecné kq muzeme vyjadrit z disperzniho vztahu v prvnim prostiedi (7.52), kg4 = “n;. Po
proveden{ téchto tiprav dostaneme vztah (7.66) pro k2, ve tvaru

w?

k2, = = (n3 —nisin®v;). (7.67)

Pro ¢ > ¥¢ nemé disperzni vztah (7.67) feSeni pro redlné k.. Tzn. skuteéné vidime, ze pro
Y1 > J¢ se druhé prostiedi chova jako reaktivni, tzn. nepodporuje §iteni elektromagnetické viny

ve sméru osy z. Reseni (7.67) nalezneme pro ansatz ki, = —ik, po dosazeni mame
2 W 2
K= (nfsin®* 9y —n3). (7.68)

Tvar elektromagnetické viny v druhém prostiedi ziskdme po dosazeni naseho ansatzu ky =
(0, k¢y, —ik) do tvaru proslé elektrické viny Ey (7.50):

Et — Et() ei(‘Ut—Et‘F) _ EtO ei(Wt_ktyy)e_Hz. (769)

Tento tvar pfedstavuje elektrickou vlnu postupujici ve sméru osy y, ale exponencialné tlumenou
ve sméru osy z. Muzeme opét definovat hloubku pronikéani § jako vzdalenost, na které amplituda
vlny poklesne na e~! ptivodni hodnoty. Zjevné 6 = k1.

128



7.4.2 Podminky napojeni pro jednotlivé polarizace

Uvazujme nyni vSechny podminky napojeni elektrického a magnetického pole na rozhrani,

By = Ey = (Eao + Exo),,, = (Ew),,
e1E1L = a2 = 51(Ed0 + ErO)Z = €2 (Eto)z,
By = By, = (Edo + érO)z = (éto)z,
1 = 1 - 1,~ = 1, =
—B;y=—8B — (Bgo + Br =—(B , 7.70
o D= B = oy Baot Buo),, = - (Bu),, (7.70)

kde na levé strané jsou uvedeny podminky bez soufadnic, na pravé strané jsme uvedli vztahy
pomoci jednotlivych slozek danych vektort. U v8ech vin jsou exponencialy na rozhrani stejné,
muzeme je tedy vykratit, a v podminkach napojeni zbudou pouze amplitudové vektory. Slozky
x a y jsou slozky teéné k rozhrani, slozka z je slozkou kolmou k rozhrani (viz zavedeni soutadnic
na obrézku 7.13). Pro prehlednost zépisu jsme zavedli znaceni (A + B), = A, + By, atp. pro
dalsi slozky.

Nyni musime postup rozdélit na dvé oddélené ¢asti podle polarizace dopadajici viny. Uvazujeme
linedrné polarizovanou dopadajici vlnu a jednou volime rovinu polarizace tak, ze elektrické pole
kmitd v roviné dopadu, podruhé volime rovinu polarizace s vektorem elektrického pole kmi-
tajicim kolmo na rovinu dopadu, viz obrazky 7.15.

/x( /:E(
777777777777 = [ = Tttt [ =
\ \ Y \ | Yy
\ \
\ \
\ A\
(a) Polarizace v roviné dopadu. (b) Polarizace kolmo na rovinu dopadu.

Obrazek 7.15: Rozlisime dva piipady podle sméru linedrni polarizace dopadajici viny.

Uvazujme ansatz, Ze polarizace se v odrazené a proslé viné zachova — to odpovida predstavé,
ze dopadajici vlna na rozhrani rozkmitdva ndboje ve sméru své polarizace, tyto naboje pak
vyzaiuji viny se stejnou polarizaci. Nyni muzeme zavést kladné sméry elektrického a magne-
tického pole v jednotlivych elektromagnetickych vinach. Chceme, aby trojice vektora E , Bak
tvorila pravotoc¢ivou soustavu vektortu. Vinové vektory k jsou dané, sméry vektoru elektrického
pole jsou omezené volbou polarizace v roviné dopadu nebo kolmo na rovinu dopadu. Zvolme
tedy kladné sméry napiiklad jako na obrazcich 7.16.
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\ \

(a) Piipad polarizace v roviné dopadu. Sméry mag- (b) Pifpad polarizace kolmo na rovinu dopadu.

netického pole B volime tak, aby sméfovaly v Sméry elektrického pole E volime tak, aby

kladném sméru osy z. Sméry elektrického pole E sméfovaly v kladném sméru osy z. Sméry magne-

jsou pak jiz urCeny z pravidla pravé ruky. tického pole B jsou pak jiz urCeny z pravidla pravé
ruky.

Obrézek 7.16: Kladné sméry vektoru elektrického pole Ea magnetického pole B pro jednotlivé polarizace.
Zakreslena je rovina dopadu s osami y a z.

Nyni muzeme specializovat obecné podminky napojeni v (7.70) pro jednotlivé piipady po-
larizace. Vlevo polarizace v roviné dopadu, vpravo polarizace kolmo na rovinu dopadu:

EdOy + ErOy = Etoyv Eqoz + Eroz = Frog,
e1(Eao: + Eroz) = £2F-, 0=0,
0= 07 BdOz + BrOz = BtOZa
i (Bde + BrOz) = iBtO:Bv i(Bd()y + BrOy) = iBt()y. (771)
M1 2 241 2

Nékteré podminky napojeni dopadly trividlné vlivem toho, ze v konkrétnim piipadé do daného
sméru elektrické nebo magnetické pole viubec nemiii a podminka je tedy automaticky splnéna.

Déle si vyjadiime jednotlivé slozky vektoru elektrického a magnetického pole pomoci Ghla
dopadu ¥ a lomu ¥5 z obrazku 7.16. Pro piipad polarizace v roviné dopadu méame:

Edo = Fq0(0, — cos ¥, sin ), E,o = E,0(0, cos 1, sinvy), Ey = E(0, — cos g, sints),

édo - Bd0(17070)7 BrO - BI‘O(l; 07 0)7 éto - Bt0<17 07 0)7 (772)

a pro polarizaci kolmo na rovinu dopadu:

Eao = Eqo(1,0,0), Eyo = Ev(1,0,0), Eyo = Eio(1,0,0),
Ed(] = Bqo(0,cos ¥, —sin ), B,y = Byo(0, — cos 91, —siny), By = Byo(0, cos P9, — sin ¥a).
(7.73)
Amplitudy magnetickych poli muzeme vyjadiit pomoci amplitud elektrickych poli
1 1 1
Bao = — Euqo, Byo = —Eyo, Biyo = —Exo- (7.74)
(%] V1 V2
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Zavedeme koeficienty prichodu P, resp. odrazu R, jako pomér amplitud proslé, resp. odrazené,
viny k amplitudé dopadajici viny.
E E
0w p=29
Eqo Eqo

Nyni dosadime tvary slozek elektrického a magnetického (7.72) a (7.73) do podminek napo-
jeni (7.71). Nahradime amplitudy magnetického pole dle (7.74) a na zavér v téchto rovnicich za-
vedeme koeficienty R a P pomocf definic (7.75). Ozna¢me symboly R a P koeficienty priichodu
a odrazu pro polarizaci v roviné dopadu a R, a P, pro koeficienty pro polarizaci kolmou na
rovinu dopadu. Po sérii téchto konu obdrzime tyto rovnice:

R:

(7.75)

(=1 + R)j) cosy = — P cos ¥z, 1+R, =Py,
81(1—}—R”)Sin’l91 :€2PH sin s, 0=0,
1 1
0=0, —(1+RJ_)sin191:—PJ_sin192,
U1 V2
11 11 11 11
—— 1+ R =——P, ——(1—=Ry)cost)y = ——P) cosVs. (7.76)
M1 1 M2 U2 M1 U1 2 V2

Dostali jsme vzdy tii rovnice pro prislusné koeficienty R a P. Ukazeme, ze vzdy dvé z rovnic
jsou stejné a zustanou ndm dvé nezavislé rovnice pro koeficienty pruchodu a odrazu. Siny v
rovnicich (7.76) muzeme odstranit pomoci Snellova zdkona,

sin 191 n9g
== 7.77
sin 192 nl’ ( )

a dospéjeme k

(1 + RJ_) =
ni1v1 nav2

“La + Ry = %H\, P. (7.78)

n
Zapisme vztahy mezi konstantami v, n, € a u:

1 1 1 11
. 7 €:¢{ -1 1r_ /e (7.79)
v VER n c\p nv o c v ,u
Po dosazeni téchto vztaht do rovnic (7.76) a (7.78) se ukaze, ze rovnice (7.78) nejsou nezavislé
(jsou stejné jako ¢tvrté rovnice v (7.76)).

7.4.3 Koeficienty prichodu a odrazu

Finalni tvar rovnic (po vypusténi zavislych rovnic (7.78) a dosazeni z (7.79)) pro koeficienty
pruchodu a odrazu pro piislusné polarizace je nésledujici:

i(14—1‘_’3”): 2PH, 1+ R, =Py,
K1 V 12

(1 — Ry) cosvy = Py cos 2, 1/;'J—L—l(l—llﬁ)cosﬁl = 1/Z—zplcosﬁg. (7.80)
1 2

ReSenim téchto rovnic ziskame

Ry = \/gcos v — \/;cos ) R \/gcos U — \/gcos )

£2 cos)y + =L cos 192 \ /Zl cosV + =2 cos 192

mfj
[ V)

&

Py = (14 Ry), P =1+R,. (7.81)
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Tento vysledek predstavuje piesné feSeni koeficientu pruchodu a odrazu na rozhrani dvou ne-

vodivych prostfedi plynouci z Maxwellovych rovnic. Veli¢ina \/E se nazyva impedance 7,

7 = (7.82)

o=

Pro vétsinu materidlu plati pu1 &~ uo ~ pg. Muzeme tedy psat

n:,/erur%\/az‘/grz\/m\/?. (7.83)
Hr €0 H

Po dosazeni pfedchoziho vyrazu do (7.81) dospéjeme k tzv. Fresnelovgm vzorcum:

R n9 cos V1 — Ny cos Yy R n1 cos U1 — ng cos Vg (7.84)
I ng cos ¥y + nqcosdy’ n1 cos ¥y + no cos o’

kde samoziejmé pouze jeden z 1hla je parametrem, druhy je uréen ze Snellova zakona.
Pro kolmy dopad, 91 = 0, mame ze Snellova zdkona 9 = 0 a Fresnelovy vzorce se redukuji

na jednoduchy tvar
R—im=nz (7.85)
ni +na
Tento vysledek je ale velmi podivny. Pii kolmém dopadu neni rovina dopadu jednoznacné de-
finovédna a obé polarizace jsou zcela ekvivalentni. Mély by tedy ddvat stejné vysledky. Kamen
drazu je v zavedeni kladnych sméru, viz obrazek 7.16. Pro pfipad polarizace v roviné dopadu
pro 91 — 0 vektory E’d a E, miif opatnym smérem, zatimco pro polarizaci kolmou na rovinu
dopadu mifi stdle stejnym smérem (ve sméru osy x). Tato situace upozornuje na fakt, ze pro
interpretaci Fresnelovych vzorcu je tieba mit informaci o tom, jak byly zavedené kladné sméry.
Jejich zavedeni pak muze ménit znaménka u koeficientii R a P ruznych polarizaci. A jako ob-
vykle, konvence v literatufe neni jednotna. Odsud dél v textu zménme kladny smér vektoru
E, pro pripad polarizace v roviné dopadu na opac¢ny. To zpusobi B — —R|, odted
tedy pracujeme s vyrazem pro R, ktery ma opa¢né znaménko nez je uvedené v (7.84), (pro
kolmy dopad tak dostaneme konzistentné R = %)
Tvary Fresnelovych vzorci muzeme dale zjednodusit, pokud dosadime za index lomu n;
pomoci Snellova zakona,

sin ¥
ny=ng 9 (7.86)
Dospéjeme tak k jednoduchym tvartim?
tg (9o — ¥ in(dy — 9
R = glla b)) g _sin(@2—0) (7.87)

- tg (192 =+ 191) ’ + Sin(ﬁQ + 191) )

Prubéhy téchto funkei jsou zndzornény na obrézcich 7.17, kde jsou rozdéleny ptipady pro ny < ne
a ny > no. Déle definujeme odrazivost jako R = R? uddvajici, jakd ¢dst intenzity dopadajici
vlny se odrazi, I, = R Iq. Grafy odrazivosti jsou taktéz na obrazku 7.17. Pro dhly ¥J; — 5
pro piipad n1 < ng jde odrazivost k jedné a z rozhrani se stdva dokonalé zrcadlo (podobné
pro ¥; — Y¢ pro piipad n; > ng). Hodnota odrazivosti se lis{ v zdvislosti na polarizaci (az na
U1 =0ad; = 7, resp. ¥1 = ¥J¢). To zpusobuje, ze dopada-li na rozhrani nepolarizované svétlo,
po odrazu se ¢astecné linedrné polarizuje.

Tvar R, se ziskd pfimocarym pouzitim souétového vzorce, u vyjadient R je potfeba nejprve pouzit vzorec
pro sinus dvojnésobného thlu a pak piislusny souctovy vzorec.
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A
1 14 .
[ .
> >
2 90°: ¥
—14 —14 °
(a) Koeficienty odrazu pro odraz na opticky (b) Koeficienty odrazu pro odraz na opticky Fidsim
hustsim prostiedi, tzn. situace pro n1 < ne. prostiedi, tzn. situace pro ne < mi. Pro uhly 9 >
Y¢ dochéazi k totdlnimu odrazu.
AR AR
e ) °
R/}
Ry
hd » hd A [
195 90 1 0° 193 190 90 1
(¢) Odrazivosti pro odraz na opticky hustsim (d) Odrazivosti pro odraz na opticky Fidsim
prostiedi, tzn. situace pro ni < nas. prostiedi, tzn. situace pro m; > ng. Pro dhly

¥ > 9¢ dochézi k totdlnimu odrazu.

Obrézek 7.17: Fresnelovy vzorce. Graf koeficienti odrazu R a odrazivosti R v zavislosti na ihlu dopadu
Y1 a polarizaci — v roviné dopadu R a R, kolmo na rovinu dopadu R, a Ry. Na obrizcich vlevo je
situace pro ny < ng, vpravo pro ni > ng. Brewsteruv thel 95 znaéi ihel, kdy Ry=R)=0.

7.4.4 Brewsteruv uhel, polarizace odrazem

P1i pohledu na grafy koeficienti odrazu, resp. odrazivosti, vidime, ze existuje specialni hodnota
thlu, pii které se polarizace v roviné dopadu viubec neodrazi. Tomuto uhlu se ¥ikd Brewstertv
thel.

Hledejme hodnotu thlu, pro ktery je koeficient odrazu nula. Pokud bychom uvazovali vynu-
lovéan{ ¢itatele ve vyrazech pro koeficient odrazu (at uz pro R) anebo R ), dostaneme podminku
%1 = ¥9. Tato ale nastdva jen pro %1 = 99 = 0 a potom R = % je nenulové.

Druhou moznosti je, ze jmenovatel bude nekonecno. Tato situace muze nastat jen s funkci
tangens, tg (Y2 + ¥1) = 400, tedy pro kombinaci ihlu

T

1492 = 7, (7.88)

tato podminka tedy definuje Brewsteruv uhel 1 = ¥ a tikd, ze pii dopadu pod Brewsterovym
thlem sviraji sméry odrazené a lomené viny pravy thel, viz obrazek 7.18.
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Obrazek 7.18: Paprsek dopadajici pod Brewsterovym thlem ¢g se zalomi tak, Zze smér proslé a odrazené
vlny svira pravy thel. Odrazeny paprsek je linearné polarizovan kolmo na rovinu dopadu, jelikoz koeficient
odrazu R je nulovy.

Po dosazeni do Snellova zdkona,

nysindg = ng sin (3—193), (7.89)
—_————
cosvp
vyjadiime
tgip = 2. (7.90)
ni

Tato rovnice méa FeSeni pro libovolnou kombinaci indext lomu ny a ns — tedy pro jakékoliv
rozhrani existuje Brewsteruv tihel.

Existenci Brewsterova uhlu lze vyuzit nékolikerym zpusobem. Nechame-li dopadat nepola-
rizované svétlo pod Brewsterovym tuhlem, elektrické pole kmitajici v roviné dopadu se neodrazi
a my ziskdme svétlo polarizované kolmo na smér dopadu. Tomuto jevu se iikd polarizace odra-
zem. Jak jiz bylo fec¢eno, pod jinym thlem se svétlo polarizuje ¢astecné. Dale mame-li linedrné
polarizované svétlo, muzeme ho nechat dopadat pod Bresterovym thlem tak, ze polarizace lezi
v roviné dopadu, v takovém piipadé se zadné svétlo neodrazi a rozhrani je dokonale pruhledné
— tomuto jevu se fika Brewsterovo okno.
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Kapitola 8

Interference a difrakce

Linearita Maxwellovych rovnic ma za néasledek princip superpozice — vezmeme-li jakakoliv dvé
feseni Maxwellovych rovnic, i jejich linearni kombinace je feSenim. Energetické veli¢iny jsou
ovsem kvadratické v polich — neplati u nich, ze vezmeme-li sumu feSeni, dostanu i ptislusnou
sumu energetickych veli¢in. Objevuje se dodatecny interferencni ¢len, ktery stoji za jevem in-
terference. V nasledujici kapitole si tento jev popiSeme na piikladu Michelsonova interferometru
a prozkouméme, jaké podminky mohou znemoznit pozorovani interference, resp. zpusobit vy-
mizeni interferen¢niho ¢lenu.

8.1 Michelsonuv interferometr

Michelsontuv interferometr je zndzornén a popsan na obrazku 8.1.

zdroj svétla zrcadlo

——— detektor

Obrézek 8.1: Michelsonuv interferometr. Paprsek ze zdroje svétla se déli na déli¢i svazku na dva, odrézi
se od zrcadel a poté se opét spoji, aby dopadl do detektoru. Délky drah jednotlivych paprsku oznacme
Iy, lo.

My se zaméiime na trochu obecngjsi a zaroven jednodussi usporadani znazornéné na obrazku
8.2. Hlavni zménou je nahrazeni jednoho zdroje svétla s délicem svazku rovnou dvéma zdroji.

135



51 zrcadlo

zdroje svétla
So N )
[ h~AnananndR polopropustné zreadlo

detektor

Obrazek 8.2: ,Pedagogicky® interferometr. Dva zdroje svétla jsou pomoci zrcadel nasmérované do de-
tektoru s drahami délek 1 a I5.

Zapisme elektrickd pole generovand v jednotlivych zdrojich svétla, uvazujeme, ze maji stej-
nou thlovou frekvenci w:

E;(t) = Eq cos(wt + ¢1), Ey(t) = Ey cos(wt + ¢2). (8.1)

Prozatim ptredpokladejme, ze fazova posunuti ¢; a @ jsou konstanty. Zaroveni jsme napsali
elektrické pole jako skalarni veli¢inu — jev polarizace a vlastni fakt, ze je veli¢ina elektrického
pole vektorova, zde nejsou pro néslednou diskuzi dulezité. Elektrické pole ve vzdéalenosti [ podél
drahy pifslusného paprsku miizeme zapsat! jako postupnou vinu

E(l,t) = Ecos(wt — kl + ¢). (8.2)
Vina dopadajici do detektoru je pak superpozici vin z jednotlivych zdroju:
Ep(t) = E1(l1,t) + Ea(l2,t) = Ey cos(wt — kly + ¢1) + Ea cos(wt — kla + p2). (8.3)

Nés zajim4 intenzita méfend detektorem s rozlisovaci dobou t,., > T'. Z periodicity viny Ep(t)
staci stfedovat pres jednu periodu 7"

Ip = <E%(t)>troz = <E%(t)>T
= (E?cos?(...)) + (Eycos?(...)) + 2E1 Ea(cos(wt — kly 4 ¢1) cos(wt — kla + ). (8.4)
Nyni ozna¢ime
1
=3B,  Ei=+2L ie{12}, (8.5)

tedy intenzity jednotlivych vin I; vyjddiime pomoci amplitud E; a obracené (a ignorujeme
konstantu \/% , coz pouze odpovidd jiné volbé jednotek). Zaroven pouzijeme souctovy vzorec na

soucin cosinu v (8.4):

1 1
Ip=1+ 1, +4+~/ 111 [2<cos(2wt — k‘(ll + l2) + 1+ SOQ> + §<COS(]€(Z1 — l2) + 1 — (,02)>

(8.6)
Po vystiredovani je pak vyslednd intenzita dopadajici do detektoru:
Ip =1 + I+ 2v/I1Ircos (k(ly — l2) + o1 — ¢2). (8.7)

Vyslednd intenzita zavisi na funkci fazového rozdilu Ay tvaru

Ap = k(l1 —12) + v1 — @, (8.8)

Hgnorujeme takové jevy jako ubytek amplitudy po priichodu polopropustnym zrcadlem anebo fizovy posuv
pri pruchodu, resp. odrazu, na jednotlivych zrcadlech. Muzeme si predstavovat, ze jsou zahrnuty do délky drdhy
l. Pro dalsi diskuze nejsou tyto jevy nijak podstatné.

136



ktera je zdvisla na rozdilu drah jednotlivych paprski. V zavislosti na tomto rozdilu pozoru-
jeme bud konstruktivni nebo destruktivni interferenci, intenzita se obecné muZe pohybovat v
intervalu

L+L—2VhL=NT —VI)? <Ip(Ap) < (VL +VE)Y? =1 + L+ 21 . (8.9)

Pro stejné intenzity obou zdroju, I1 = Is = Iy se vyraz zjednodusi na

Ip(Ap) = 2Ip(1 + cos Ap) € (0,4) 1. (8.10)

8.1.1 Vliv casové a prostorové koherence na viditelnost interference

V predchozim textu jsme uvazovali, ze fazové posuny 1 a @9 jsou konstantni. Toto je idealizo-
vany stav, ktery v realité nikdy nenastava. Uvazujme, ze posuvy féze jsou funkce ¢asu, ¢;(t) a
pa(t), takové, ze zustdvaji témeér konstantni po dobu ty,, > T — koherenéni dobu. Po uplynuti
koheren¢ni doby se hodnoty fazi ndhodné zméni. Pfipomenme, Ze u tepelnych zdroju viditelného
svétla mame T ~ 107 s a tiop ~ 107 9.

Podivejme se nejprve, jak se zméni vyrazy vypoctené v predchozi kapitole. Elektricka pole
vyzafovand z jednotlivych zdroju nyni nabudou tvaru

E15(t) = Eqpcos(wt + ¢12()). (8.11)
Podél paprsku pak mame postupné viny tvaru

Eya(li2,t) = Ergcos(wt — kli g + ¢1,2(tret1,2)), (8.12)

kde jsme funkce faze vyjadrili v prislusnych retardovanych ¢asech
I lo
tret1 =t — —, tret2 =1 — —. (813)
c c

Interferencni ¢ést iy intenzity Ip dopadajici do detektoru (8.7), kterd vznikla stfedovanim
pfes jednu periodu T, se nezméni, nebot po dobu jedné periody jsou fize o1 2(t) konstantni.
Interferen¢ni intenzita ale bude nyni casové zavisla s ¢asovou Skalou zmeény fyp:

Iint (t) =2 11[2 COS (k‘(ll — lg) =+ Wl(tretl) — Y2 (tretQ))- (8.14)

Vyslednd intenzita pozorovana v detektoru je dana dodateénym stifedovanim vztahu (8.14)
pfes rozliSovaci dobu piistroje tyq,:

Ip(t) = I+ Iz + (Tin(£) ) tros - (8.15)

Nyni rozlisime ruzné situace a budeme se zabyvat tim, jak vyjde vystfedovand intenzita
Ip(t) ze vztahu (8.15).

1. Zdroje S1 a S3 jsou prostorové koherentnd.

Prostorova koherence popisuje vztahy mezi svételnymi (elektrickymi) poli v ruznych mistech
prostoru. Rekneme, ze pole v mistech P; a Py jsou prostorové koherentni, jestlize ndm zna-
lost pole v misté P; umozni predpovédét pole v misté P» (a naopak). Pokud tomu tak
neni, fekneme, ze zdroje jsou prostorové nekoherentni.

Pokud jsou zdroje svétla S; a Sy prostorové koherentni, bude pro funkce faze platit?
©1(t) = pa(t) = @(t). Je nutno poznamenat, ze prostorova koherence zdroju svétla se

2Obecnéji pak @1 (t) — 2 (t) = konst., se zndmou hodnotou konstanty na pravé strané. My zde pro jednoduchost
volime nulovou pravou stranu.
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typicky zajistuje rozdélenim paprsku z jednoho zdroje, tak jak je tomu v Michelsonové
interferometru. Funkce fazového rozdilu Ay je tedy nyni tvaru

Ap =kl —b)+e(t—1)—p(t-L). (8.16)
Rozlisime dva pripady:

(a) Rozdil retardovanych ¢asu je mensi nez koherenéni doba, |tret1 — tret2| < tkon-
V takovém piipadé jsou hodnoty faze v ruznych (ale blizkych) ¢asech stejné, ve funkci
faze se odeCtou a interferen¢ni intenzita nebude zavisld na Case — interferenc¢ni jev
bude staly a tedy i viditelny.
Tato situace nastane pro |l1 — la]| < ctyon, nebot

1
ltret1 — treto| = [t — 2 —t+ 2 = |l —lal. (8.17)

Rozdil drah jednotlivych paprsku tedy musi byt mensi nez vzdalenost, kterou svétlo
urazi za koherenéni dobu. Pro tion ~ 1079 s mame |l — l2| < 30 cm.

(b) Rozdil retardovanych casu je vétsi nez koherenéni doba, [tret1 — tret2| => tkoh-
V tomto ptipadé porovnavame hodnoty fazovych posuvu v ruznych ,,oknech® ¢asové
koherence, tzn. fize se stihla mezi ¢asy tret1 @ tret2 Ndhodné zménit. Dostdavame tedy
situaci, kdy se veli¢ina
0p(t) = P(tret1) — P(tret2) (8.18)
nahodné meéni na ¢asové skéle ty,n. Musime opét rozlisit dva (pod)piipady:

i. Méme ,rychly® piistroj, tj. tyoz < tion- V takovém piipadé stfedujeme ve vyrazu
pro intenzitu (8.15) konstantu, jelikoz hodnota d je za dobu stfedovani neménna.
Rychly piistroj tedy pozoruje rychlé zmény interference na skéle tyqp.

ii. Méame ,,pomaly“ ptistroj, tj. tyoz > tion- Nyni se béhem rozliSovaci doby piistroje
hodnota fdze d mnohokrat ndhodné zméni vypliujic rovnomérné interval thla
(0, 27). Stredovani v intenzité (8.15) zpusobi vynulovéni interferenéniho kosinu a
interferen¢ni jev nebude pozorovatelny. Celkova intenzita naméfend v detektoru
bude prostym souctem intenzit jednotlivych paprskt, Ip = I1 + Is.

2. Zdroje S1 a So nejsou prostorové koherentni.

V takovém piipadé znalost pole u zdroje S; (a tedy znalost funkce ¢;(t)) neumoziuje
ur¢it funkei po(t). Rozdil dp(t) = p1(tret1) — w2(tret2) se nyni také ndhodné meéni na
casové skdle tyon (bez ohledu na velikost rozdilu |l; — lo|, resp. |tret1 — tret2|). Nastéava
tedy stejny pripad jako v 1. (b), tzn. v zévislosti na ,rychlosti* pristroje bud pozorujeme
rychlé zmény interferenén{ intenzity anebo je pozorovani interference znemoznéno.

V praktickém ptipadé pro optické jevy mame k dispozici pouze ,pomalé® piistroje a muzeme
tedy podrobnou diskuzi vyse shrnout do jednoduché poucky: Nekoherentni viny (af uz ¢asové
nebo prostorové) spolu neinterferuji, vysledna intenzita je dand prostym souctem intenzit jed-
notlivych vin.

To je také duavod, pro¢ jev interference v bézném zivoté pozorujeme jen za jistych okol-
nosti. Svétlo vysilané ruznymi zdroji svétla (nebo také nebodovymi zdroji svétla) je prostorove
nekoherentni a tedy interferenci nepozorujeme. Naopak pozorujeme napiiklad interferenci na
tenkych vrstvach (olejovd skvrna na vodé), kde drahovy rozdil jednotlivych paprsku je velmi
maly a tedy vlny jsou ¢asové koherentni.
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8.2 Difrakce

Pod problémem difrakce budeme rozumét usporadani na obrazku 8.3. Zdroj svétla vysila elek-
tromagnetické vinéni, které nechdme prochézet neprithlednou piepazkou s otvorem?® a vysledné
vinéni nechame dopadnout na stinitko, kde pozorujeme tzv. difrakéni obrazec, pod ¢éimz ro-
zumime rozlozeni intenzity vlny dopadajici na stinitko v zavislosti na poloze na stinitku. Nasim
tikolem bude na zdkladé usporddani experimentu predpovédét tvar difrakéniho obrazce.

G difrakéni obrazec
{ ]

zdroj svétla

stinitko
prepéazka s otvorem

Obrazek 8.3: Problém difrakce. Svétlo dopada na piepazku s otvorem a vytvari difrakéni obrazec na
stinitku.

8.2.1 Babinettv princip

Abychom dokéazali problém difrakce vubec néjakym zpusobem uchopit, podivejme se na to,
jak vlastné funguje nepruhlednd prepdzka. Nejprve uvazujme plnou prepazku bez jakéhokoliv
otvoru. Oznac¢me Edop pole dopadajici zleva na nepruhlednou pirepazku. Toto pole interaguje
s atomy tvorici prepazku a tyto atomy musi vyzafovat pole Eind takové, ze za pirepazkou se
obé pole superponuji na nulu:

Edop + Eind =0. (8.19)

Tzn. z definice nepruhledné prepazky musi byt indukované pole takové, ze v oblasti za prepazkou
presné vyrusi dopadajici pole.

EdOP Edop +

Obrézek 8.4: Plna prepazka musi indukovat takové pole, ze celkové pole za piepazkou je presné nulové.

Nyni myslené rozdélme pfepazku na oblasti A a B, viz obrazek 8.5. Indukované pole Eind
od plné prepazky lze rozlozit na indukovand pole od édsti A a B (pole od atomu tvoficich ¢dst
A a B):

Eind = Einaa + Einas- (8.20)

30tvor mize byt velmi rozlitnych a velmi komplexnich tvarii.

139



Obrézek 8.5: Prepazka myslené rozdélend na dvé oblasti A a B.

Nyni se rozhodneme odstranit ¢ast prepazky B. Jaké bude nyni pole za, piepazkou A,
ozna¢me ho EA7 Odstranénim ¢asti B musi vymizet indukované pole EmdB a za prepazkou
bude superpozice nasledujicich poli:

EA = Edop + EindA- (821)
Dosadime-li rozklad (8.20) do (8.19), dostaneme vztah
Edop + Einaa + Einap = 0. (8.22)

Jednoduchym presunutim ¢lenu Ej,qp na druhou stranu rovnitka dostaneme odpovéd na nasi
otazku:

Ep = —FEinap, (8.23)

tzn. pole za prepazkou s odstranénou ¢asti B je uplné stejné, jako bychom nechali vyzarovat
pouze ¢ast prepazky B (az na znaménko, ale na tom nebude vyslednd intenzita zaviset). Viz
schematicky obrazek 8.6. Rovnost (8.23) ndm velmi pomuze v feSeni problému difrakce.

e
D)) p))))
7

(a) Pole Eq= Edop + EindA' (b) Pole EindB'

Obrézek 8.6: Pole za piepazkou tvaru A (s otvorem B), Ey, je stejné jako pole vyzarované spuntem B,
EindB~

Dtlezité je poznamenat, ze Babinetuv princip plati pouze pfiblizné. Pro¢ tomu tak je? Indu-
kovand pole od ¢asti prepazky A a B se vzdajemné ovliviuji. To znamend, Zze po odstranéni ¢asti
prepazky B se pole Eind 4 nutné zméni. Viz schematicky obrazek 8.7. Tento efekt je nejvyraznéjsi
na hranici mezi A a B, vymizeni pole Einap bude zpusobovat nejvétsi zmény ve vyzarfovani
atomu v okoli hranice B. Jednim z na8ich pfedpokladi proto bude, aby otvor B byl dostateéné
velky v porovnani s vlnovou délkou prochazejictho svétla, D > A, kde jsme oznacili velikost
otvoru jako D.
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Obrézek 8.7: Dopadajici pole Edop indukuje pole vyzafovana z pirepazek A a B, Eind ! Eind B, a tyto
se vzajemné ovlivnuji.

8.2.2 Komplementarni stinitka

Prepazky A a B, kterd se navzdjem dopliiuji na plnou piepazku, nazyvame komplementdrni, viz
obrazek 8.8. Podivejme se nyni, jak se budou lisit difrakéni obrazce téchto komplementarnich
prepazek.

9

(a) A bez B. (b) B bez A.

Obrazek 8.8: Komplementarni stinitka.
Vyjdeme z jiz dokdzaného vztahu (8.23) a pfi¢tenim vhodné nuly ho upravme:
EA = —LindB — _(EindB + Edop) + Edop = Edop - EB, (824)

kde jsme oznadcili pole za ptrepazkou B (bez A), Edop + Einap, jako Ep. Vztah mezi poli pro
komplementarni prepazky je tedy

Ep = Eqop — Ea. (8.25)

Jako Babinetuv princip se pak oznacuje identita Es+ Ep = Edop, tedy ze superpozici poli
zpusobenych piftomnosti prepazky A, resp. B, dostaneme ptvodni pole Edop v nepiitomnosti
jakékoliv prepazky.
Vyznam identity (8.25) je nésledujici. V mistech, kde je dopadajici pole nulové, Edop =0,
plati za pfepazkou
Ep = —Ey, (8.26)

tedy, ze difrakéni obrazce od komplementarnich stinitek jsou stejné! (Pro jistotu zopakujme,
ze intenzita jakozto veli¢ina umérna kvadrétu elektrického pole na znaménka nehledi.) Tam,
kde je dopadajici pole nenulové, dochédzi k interferenci dopadajiciho pole a difrakéniho pole od
prepazky A. Situaci ilustruje nédsledujici piiklad s laserovym paprskem dopadajicim na stinitko.
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V piipadé nepfitomnosti jakékoliv pfepazky pozorujeme na stinitku samotné pole Edop jako
svitici tecku, viz obrazek 8.9.

laser Edop tecka

(I °

Obrazek 8.9: Laserovy paprsek predstavujici dopadajici pole Edop vytvari svitici tecku na stinitku.

Déame-li laserovému paprsku do cesty prepazku A, dostaneme difrakéni obrazec E A, Viz
obrazek 8.10 (a). Dame-li nyni do cesty komplementarni stinitko, mimo puvodni svitici tecku
pozorujeme uplné stejny difrakéni obrazec, viz obrazek 8.10 (b).

A
— EA N EB
laser  Eqop —_— laser  Egop B _—
( B %g’ ( B y @?
(a) Difrakéni obrazec Ea od stinitka A. (b) Difrakéni obrazec Ep od stinitka B.

Obrazek 8.10: Difrakéni obrazce od komplementarnich stinitek — zde napiiklad dvou uzkych Stérbin a
piislusného komplementu. V misté mimo puvodni svitici tecku jsou obrazce identické. V misté puvodni
tecky je pole Ep dané interferenci obrazce E4 s dopadajicim polem.

8.2.3 Huygensuv-Fresneltv princip

Nyni muzeme piistoupit k vlastnimu feseni difrakéniho problému. Pro jednoduchost budeme
uvazovat pouze piipad velmi vzdéaleného zdroje svétla v ose otvoru v prepazce. Diky tomu nam
na prepazku kolmo dopada rovinna postupna elektromagneticka vina.

V kapitole o Babinetové principu jsme ukdzali (viz vztah (8.23)), ze difrakéni obrazec v
pritomnosti prepazky A (a tedy pfitomnosti otvoru na misté B), E 4, je dan pouze indukovanym
polem vyzafovanym fiktivnimi naboji v misté otvoru B, Einap. Néaboje jsou rozkmitavané do-
padajici vlnou a samy pak vyzaruji sférické viny. Vzhledem k tomu, ze v pfipadé plné pfepazky
ma uloha translacni symetrii podél roviny piepazky, musi byt amplituda vyzafovanych vin v
kazdém misté prepazky stejna. Vysledné pole za pfepazkou je pak dano superpozici sférickych
vin vyzafovanych fiktivnimi ndboji v misté otvoru B. Tyto uvahy nds vedou k nésledujicimu
difrakénimu integrdlu popisujicimu pole v bodé P za prepazkou:

r

_ _ 1 .
Ep = E, / — eiWt=kr) g3, (8.27)
B

kde B je mnozina bodu tvoficich otvor v pfepazce, dS je element plochy a r je vzdalenost
mezi aktudlnim elementem plochy a bodem P. Tato vzdalenost jednak zpusobuje zmenSovéani
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amplitudy vyzafované viny a dédle vyraz —kr urcuje fazovy posun vyzafované vlny v misté bodu
P. Amplitudu Ey z nasich ivah neni mozné uré¢it. Nasi koneénou piedpovédi tedy bude pouze
relativni rozlozeni intenzit na stinitku.

V difrakénim integralu jsme iplné zanedbali, Ze vyzafovani ndboju neni izotropni. Naboje
jsou rozkmitdvané v roviné piepazky a budou tedy vyzafovat nejvice ve sméru kolmo na tuto
rovinu. Omezime se na konstatovani, ze nas difrakéni integral plati pouze pro takovou oblast
stinitka, kterad neni piilis vzddlend od kolmice prochézejici otvorem v prepézce.

Nyni zavedeme kartézské soutadnice (X, Y') v roviné pfepazky a (z,y) v roviné stinitka jako
na obrazku 8.11. Vzdalenost rovin pfepazky a stinitka ozna¢me L. Element plochy ma vyjadieni

dS =dXdY.

dopadajici rovinna vina

/
/ 7,z

\J

piepézka/otvor stinftko

Obrézek 8.11: Zavedeni kartézskych soufadnic (X,Y’) pro rovinu pfepdzky a (z,y) pro rovinu stinitka.
Vzdélenost r je pak vzdélenost mezi body (X,Y) a (x,y), vzdalenost R je mezi pocdtkem roviny prepdzky
a bodem (z,y) v roviné stinitka. Vzdalenost rovnobéznych rovin piepdzky a stinitka je L.

Vzdélenost r v difrakénim integralu (8.27) mé v takto zavedenych soufadnicich vyjadfent
r=r(z,y,X,Y), =17+ (X —2)* + (Y —y)> (8.28)

Timto je difrakéni tloha obecné vyfesend (samoziejmé se viemi omezenimi, které nase odvozeni
provazelo). Pro dany otvor B dokézeme pomoci difrakéniho integralu (8.27) urcit elektrické
pole E(x, y) na stinitku a nasledné vypocitat i prubéh intenzity I(z,y) = <E’2 (z,y)). Vzhledem
k neznalosti amplitudy Ey neurcujeme absolutni rozlozeni intenzity ale pouze relativni.

Na zavér vysvétleme pojem Huygensiuv-Fresneluv princip. Tento princip fika, ze body ot-
voru v piepazce jsou zdrojem sférickych vin (Huygensuv princip) a vysledné pole za piepazkou
ziskame jako jejich superpozici (Huygensuv-Fresneluv princip). Historicky byl tento princip po-
stulovan Fresnelem a pfimo vede na difrakéni integral (8.27). My jsme zde tento integrél (a tedy
i Huygensuv-Fresneluv princip) odvodili na zékladé Babinetova principu, principu superpozice
a studia vyzafovani kmitajicich naboju.
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8.2.4 Fraunhoferova difrakce

Difrakéni integral (8.27) je obecné na vypocet velmi slozity. My zde sérii aproximaci dospéjeme
k nejjednodussi mozné difrakci a tou je tzv. Fraunhoferova difrakce.

Zavedme nyn{ vzdédlenost R, kterd udava vzdalenost mista (z,y) na stinitku od po¢dtku O
roviny pfepazky, jesté jednou viz obrazek 8.11. Soutadnicové vyjadieni této vzdalenosti je

R? = L? + 2% + 4% (8.29)

Vidime, ze tato nezavisi na soutradnicich (X,Y’) a tedy z pohledu integrace v roviné piepazky
je vzdalenost R konstantni. Budeme nyni chtit vyjadrit vzdalenost » pomoci vzdalenosti R a
zanedbat nékteré ¢leny, aby se vyraz pod integralem zjednodusil. Dosazenim za L? ve vyjadfeni
r (8.28) z vyrazu pro R (8.29) dostaneme

2 =R’ 4+ (X —x)> —2® + (Y —y)? — 4> (8.30)
Odmocnénim a vytknutim R obdrzime hledany vyraz pro vztah mezi vzdalenostmi r a R:

X —2)2 — 22 1 (Y — )2 — 42
T:R\/1+( x) wRJrQ( v?:-y*

(8.31)

Nyni aproximujme odmocninu pouzitim Taylorova rozvoje do prvnfho fadu, v1+ z ~ 14%; zde
tedy musime predpokladat, ze rozmeéry otvoru v pfepazce (rozsahy soufadnic X a Y') a rozmeér
oblasti na stinitku, kde difrakéni obrazec pozorujeme (rozsahy soufadnic x a y) jsou mnohem
mensi nez vzdélenost stinitka od prepazky L (R ve jmenovateli jsme odhadli vzdalenosti L):

(8.32)

r%R<1+ (X2—2Xa:)+(Y2—2Yy)>‘

2R?

Zaroven, pokud je otvor v pfepazce dostatetné maly, mizeme dale zanedbat kvadratické
¢leny v soufadnicich piepazky X2 a Y2 vici linedrnim élentim 2Xz a 2Yy. Co piesné se ro-
zumi pojmem ,dostate¢né maly“ se dozvime pozdéji, az odvodime tzv. kritérium Fraunhoferovy
difrakce. Po zanedbani kvadratickych ¢lent dospéjeme k vysledné aproximaci pro vzdalenost r
tvaru

WR<1_M>:R_M_

R? R
Pokud bychom aproximovali jesté o trochu vice, dostaneme jednoduse r ~ R. Nyni tyto aproxi-
mace dosadime to difrakéniho integralu (8.27). Do féze exponencidly dosadime aproximaci (8.33)
a do tbytku amplitudy onu jesté hrubsi aproximaci r = R. Timto dospéjeme k Fraunhoferové
difrakénimu integrdlu:

(8.33)

. E, . ,
E(z,y) = foe“wt—’fm /B e R XTHYY) g x gy, (8.34)

Proc¢ jsme pouzili pro amplitudu hrubsi aproximaci nez pro fazi? Faze je pro jev interference
dulezitejsi nez amplituda — faze rozhoduje, jestli bude interference konstruktivni nebo destruk-
tivni, naproti tomu amplitudy rozhoduji pouze o tom, jak moc bude interference kontrastni?.
Navic ve funkci faze vystupuje vlnové ¢islo k = 27”, které je pro optické vlnové délky radu
10"m™!, tzn. i malé rozdily fize se velmi amplifikuji velkym vlnovym é&islem. Poslednim do-
datkem je, Ze pokud bychom pouzili ve funkei faze aproximaci r ~ R, nedostali bychom viubec
zadnou netrivialni interferenci.

4Tzn. jak velky bude jasovy rozdil mezi konstruktivni a destruktivni interferenci.
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Matematicka vsuvka. Ozna¢me nové proménné u a v jako

k k
— —— 8.35
U x, v 7 Yy ( )

a zavedme tzv. charakteristickou funkci f(X,Y) mnoziny B, f : R? — R, tak, ze

/1 pro(X,Y)eB
Potom integral ve Fraunhoferové difrakénim integrélu ziskd tvar
E(u,v) < [ f(X,Y)emX+Y) gx gy, (8.37)

R2

Toto je 2D Fourierova transformace (srovnej s 1D Fourierovou transformaci v sekci 3.2). Z
matematického hlediska je tedy elektrické pole na stinitku pfedpovézené Fraunhoferovou difrakci
dano dvourozmérnou Fourierovou transformaci charakteristické funkce f otvoru v prepazce.

Odvod'me nyni tzv. kritérium Fraunhoferovy difrakce, tzn. za jakych okolnosti muzZeme bez
obav zanedbat kvadratické ¢leny ve vyrazu (8.32). Pokud bychom je nezanedbali, vyskytl by se
v exponenciale ve funkci faze dodatecny fazovy posun tvaru

X2 4Yy?

Ao =
v=k—nr

(8.38)
Pokud ma tento dodateény ¢len jen minimdalné ovliviiovat vysledny interferené¢ni obrazec, musi
platit® Ay < 1. Vyjaddieme vlnové é&islo pomoci vlnové délky, k = 27”, a zavedme prumér D

jako prumér mysleného kruhu, do kterého se jiz cely otvor B vejde, viz obrazek 8.12.

Obrazek 8.12: Prumér D mysleného kruhu, do kterého se jiz schova cely otvor v piepazce B.

Nyni miizeme ve vyrazu pro fizovy posun (8.38) pouzit odhady X2 +Y2 < 1D?a L < R:

1
4
2r X2+Y2  wD?

L G| .
N or —da S (8.39)

Numericky faktor 7 zahodime (zvétsime na jednicku) a dospéjeme tak k finalnimu kritériu

Fraunhoferovy difrakce:

2

D
L>—, D? < \L. (8.40)

Vysledné kritérium tedy kvantifikuje, jak moc musi byt stinitko vzdélené, pfipadné jak moc
maly musi byt otvor v pifepazce, abychom mohli bez obav pouzit Fraunhoferovu difrakci.

5Vidime tedy, ze jsme udélali uréity argumentaéni posun. Nakonec neni az tak dilezité, jak je kvadraticky
¢len velky v porovnani s linedrnim, ale jak moc pfispéje do vysledného fazového posunu, kde zména fize o w
predstavuje rozdil mezi konstruktivni a destruktivni interferenci.
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V pripadé, ze kritérium Fraunhoferovy difrakce neni splnéno, jedné se pak o Fresnelovu
difrakci. Stejné tak hovorime o Fresnelové difrakci v pripadé, ze zdroj svétla neni dostateéné
vzdaleny od prepazky s otvorem, takze nemuzeme uvazovat, ze na prepazku dopadaji rovinné
vlny. Touto slozitéjsi difrakci se zde nebudeme zabyvat.

Na zavér se podivejme na geometricky vyznam ¢lenu % ve Fraunhoferové integrélu.

Bez tjmy na obecnosti polozme Y,y = 0 a studujme vyraz jen v roviné (z, z), resp. (X, Z).
Situace je zndzornénd na obrazku 8.13. Hlavni je zavedeni thlu 6, ktery predstavuje thel, pod
kterym z pocatku prepdzky vidime bod na stinitku, a vzdédlenosti kolmého prumétu I, opét viz
obrazek 8.13. Potom plati vztah | = X'sinf = X 3. Velkd vzdalenost stinitka zapricifiuje, ze
paprsky vychéazejici z pocatku prepdzky a z bodu ve vzdélenosti X jsou téméi rovnobézné a
rozdil jejich délek R—r je pfiblizné roven [. Ve Fraunhoferové aproximaci si tedy predstavujeme,
ze vSechny paprsky dopadajici v daném misté na stinitko vychézeji z prislusnych bodu v otvoru
B rovnobézné pod tdhlem 6 a drdhové rozdily jsou pak dané prosté kolmym prumeétem mezi
jednotlivymi paprsky.

A A
-
r velka
X 0 vzdalenost
R
3% 0
19) L \ oz

Obrazek 8.13: Geometricky vyznam funkce faze ve Fraunhoferové difrakci. Uhel 6 se da vyjadrit jako
sinf = . Vzdélenost [ je ddna jako velikost odvésny trojihelniku vzniklého kolmym priumétem z bodu
X na paprsek vychazejici z poc¢dtku prepdzky. Velikost | muzeme vyjadfit jako | = X sinf = %.

V nésledujicich sekcich budeme studovat aplikace Fraunhoferova integrélu na nékolika zakladnich
tvarech otvoru v prepazce.

8.2.5 Younguv pokus

Younguv pokus predstavuje studium difrakce na dvou obdélnikovych stérbinach. Hlavni rysy to-
hoto experimentu se zachovaji i v piipadé, ze si celou situaci zjednodusime nadhradou obdélnikovych
otvoru za dva bodové otvory, viz schematicky obrazek 8.14. Situaci si dale zjednodusime tim,
ze vysledny difrakéni obrazec budeme studovat pouze na ose z, tzn. pro y = 0. Je samoziejmé
mozné celou situaci spocitat s plnym zachovanim geometrie dvou obdélnikovych S§térbin, viz
cviceni piiklad 11.7.
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Obrazek 8.14: Younguv pokus na dvoustérbiné. Pro jednoduchost vykladu provedeme ndhradu
obdélnikovych stérbin za bodové otvory.

Fraunhoferuv integral (8.34) se pak zméni na pouhou sumu dvou ¢lent,

/B — Y, (8.41)

2 zdroje

kde polohy zdroji jsouY =0a X = j:%, kde d oznacuje vzdalenost bodovych otvoru v prepazce,
viz obrazek 8.15.

A X A"
71%R+%JE ?(E
a |
2 R
9 !
0 |Oo| = L 0 Z, z
d ;
—5T mn~R-42

Obrézek 8.15: Younguv pokus na dvoustérbiné.

Konkrétné dostaneme nésledujici vyjadieni pro elektrické pole podél osy z, E (x):

E(m) _ %ei(wt—kR) <ei%gx + e—i%%x) _ @ei(wt—kR)Qcos <kdx>

2E) 1
= ﬁoe’(“’t_kR) cos (desin 9) , (8.42)

kde jsme zavedli tihel 6 stejné jako na obrazku 8.13, tzn. jako sinf = %, viz také obrdzek 8.15.
Intenzita pozorovand na stinitku bude

I(sinf) = ((Re E)*) = 2 (cos®(wt — kR)) cos ik:dsme = C08 ik‘dsm0 . (8.43)

Intenzita samoziejmé slabne se zvétsujici se vzdalenosti od stinitka jako %, ale hlavni je in-

terferen¢ni ¢len dany kvadratem kosinu. Body, kdy tento kosinus nabyvd maxima jsou dany
podminkou

1
de sinf =mm, m e Z, (8.44)
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a tedy difrakéni maxima jsou na stinitku vidét pfiblizné pod thly

A
sin 0,, = m—, mE Z. (8.45)

Vidime, ze velikost ,ohybu“ (tzn. jak moc je maximum odklonéno od pfimého sméru) je piimo
imérnd vinové délce A\ — ¢im delsi vinova délka, tim vice se svétlo ohyba — a nepiimo imérna
vzdalenosti §térbin d — ¢im jsou $térbiny bliz, tim vice jsou maxima vzdalend od pifimého
sméru. Cislo m se nazyva 7dd mazima a maximalni pozorovatelny iad je zFejmé dan nasledujici
podminkou:

sinf <1 m

<1 m< —. (8.46)

Qul >
> Q.

Prubéh intenzity na ose x na stinitku je zobrazen na obrazku 8.16 i s piislu$né vyznacenymi

AVAVAVAVA

sin 0

>

Obrézek 8.16: Prubéh intenzity na ose z na stinitku pro dva bodové zdroje zndzornéné jako funkce

proménné sin . Maxima intenzity jsou v bodech sinf,, = m%, m € Z.

Pokud se zajimame piimo o kartézské soufadnice difrakénich maxim na stinitku, staci z
definice sin = & vyjadfit x:
A

Tm = Ry, sinb, ~ ng, (8.47)

kde jsme pro jednoduchost uvazovali maxima v blizkosti pocatku, kde muzeme aproximovat
R = /L2 + 22 ~ L. Vzdélenost sousednich difrakénich maxim na stinitku je pak

>

Ar = Tpi1 — Ty = L —. (8.48)

S

8.2.6 Difrakéni miizka

Zobecnénim Youngova pokusu je piipad difrakcéni miizky, kdy pocet obdélnikovych Stérbin zo-
becnime na libovolné pfirozené éislo N € N, N > 2. Opét si situaci zjednodusime nahradou
koneéné velkych obdélnikovych stérbin za bodové otvory, viz obrazek 8.17. Pribéh intenzity
budeme zkoumat pouze na ose z. Vzdalenost sousednich bodt necht je opét d.
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Obrazek 8.17: Difrakéni miizka. Opét budeme pro jednoduchost uvazovat bodové otvory a intenzitu na
stinitku na ose .

/
g —
/

Zaved me souiadnice v roviné piepazky tak, Ze prvni otvor lezi v poc¢atku a kazdy dalsi lezi
v kladné ¢asti osy X, tj. na soufadnicich X; = jd, j € {0,1,..., N — 1}, viz obrazek 8.18.

e .

N-1)d
( ) TN—-1 B
(N—2)d N "

3d T3

2d 2

dy R
9 !
O |Oo| = L o Z,z

Obrazek 8.18: Zavedeni soufadnic pro piipad difrakéni miizky. Bodové otvory lezi na souradnicich X; =
jd, j€40,1,2,..., N —1}. Vzddlenosti od jednotlivych otvoru k bodu na stinftku jsou ve Fraunhoferové
aproximaci 7; & R — jd%.

Fraunhoferuv integrél (8.34) je nyni, podobné jako v piipadé Youngova pokusu (viz napf.
(8.42)), suma sférickych vin pies jednotlivé bodové otvory:

> EO i(wt—kR) = iE (jd)x EO i(wt—kR) = iked)’
Bla) = e S ekl — 20 @R). (8.49)
j=0 §=0
Na sumu pouzijeme vzorec pro soucet konetné geometrické rady,
N-—1 N
E i — 1
= (8.50)
k=0

a vysledny vyraz si vhodné rozsitime, abychom se nakonec zbavili co nejvice komplexnich ex-
ponencial prevodem na goniometrické funkce:

— -k -k .d -k d
E( ) EO i(wi—kR) ezﬁNxd —1 e 'r%3 e*'LENacf (8 51)
r)=—e . . .
R pird _ | ik —ifNzg
Pak jiz jen upravujeme:
— .1 T -1 x =
itkdNZ —itkdN % in (kN2
B D0iw-kme? T C 2T R idkdN-1)% _ @ei(wtfka%kd(Nfl)%)SID (RN%)
- -1 -1 - . °
elgkdf _ o—igkdE sin (%x%)
(8.52)
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Vyslednd intenzita na stinitku zapsand pomocf thlu 0, sinf = %, je

(8.53)

_— Eg sin (%kNd sin 9) 2
I = E)?) —
(Re E)) 2R2 sin (%k:dsin 9)

Zkoumejme nyni, stejné jako u Youngova pokusu, polohu difrakénich maxim. Tyto jsou nyni

dané nulovym jmenovatelem (limita intenzity ale samozfejmé vyjde kone¢nd). Jmenovatel je
nulovy za podminky

1
desiHQ =mm, mEZ. (8.54)

Tato podminka je ale tiplné stejnd jako v piipadé dvojstérbiny! Viz podminka (8.44). Tzn.

muzeme pirevzit vysledky o ihlové poloze difrakénich maxim (8.45), poc¢tu difrakénich maxim
(8.46) a vzdélenosti maxim na stinitku (8.48):

sinf,, =m

Ev

(8.55)

Jak se tedy lisi pripad difrakéni miizky od Youngova pokusu se dvéma Stérbinami? Podivejme
se na graf intenzity na ose x na stinitku na obrazku 8.19 pro N = 10. Difrakéni maxima jsou
uzsi v zavislosti na poc¢tu §térbin, toto zuzovani je znédzornéné na obrazku 8.20.

Al

2 A 0 22 sin 0
d d

W peg

Obrazek 8.19: Prubéh intenzity na ose x na stinitku pro difrakéni miizku zndzornéné jako funkce

proménné sinf. Maxima intenzity jsou v bodech sin@,, = m%, m € Z. Zde je konkrétné znazornén
pfipad pro N = 10 stérbin.
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N =10
N =20

sin 6

&}ya>>

Obrézek 8.20: Sitka difrakénich maxim pro ruzny pocet §térbin v difrakéni miizce. Poloha maxim zustava
stejnd, méni se jen jejich §itka nepfimo timérné s poctem Stérbin.

Sitku difrakénfho maxima definujeme pro jednoduchost jako vzdalenost bodi, kdy inten-
zita poprvé okolo tohoto maxima dosahuje nulové hodnoty. Tyto body jsou dany prvnimi nu-
lami ¢itatele v intenzité (8.53), kdy je jmenovatel zdroven nenulovy. Pro centrdlni maximum
dostavame:

1 . . 1A
§kNdsm Oy = =+, sinfy = :I:NE (8.56)
Pro sifku maxima A(sinf) mame:
. . : 2 A 2\
A(Sln@) = Sin 9_1,_ —sinf_ = NE, Ab =~ NE, (857)

kde jsme aproximovali sin 6 = 6.

Difrakéni miizka se ¢asto pouzivé jako spektrometr. Uhly, pod kterymi pozorujeme difrakéni
maxima (s vyjimkou centrdlnitho maxima), zavisi na vlnové délce svétla. Dopadd-li tedy na
difrakéni miizku svétlo slozené z vice vlnovych délek, na stinitku se maxima pro jednotlivé
vlnové délky zobrazi v ruznych bodech. Na stinitku pak muzeme urcit, z kterych vlnovych
délek se svétlo dopadajici na difrakéni miizku skladd — muzeme tedy urc¢it jeho spektrum.

Nesmime ale zapomenout na fakt, ze difrakéni maxima maji kone¢nou §itku. Budou-li tedy ve
spektru pritomné piilis blizké vlnové délky, na stinitku je nebudeme schopni rozlisit. Jednoduché
kritérium rozliSovaci schopnosti miizky je takové, ze vzdalenost difrakénich maxim prislusejicich
jednotlivym vlnovym délkdm musi byt vétsi nez je Sitka téchto difrakénich maxim. Poloha
difrakénich maxim pro dvé vinové délky i a Ay je

A A
sinfy = mgl, sin 0y = mf (8.58)
Chceme, aby vzdédlenost maxim byla vétsi nez §itka téchto maxim:
Al X 2\ A1+ A2
777 Nd’ A1 — Ao| > N (8.59)
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kde jsme pro sitku maxim zvolili pro jednoduchost stfedni vlnovou délku A = %
8.2.7 Stérbina koneéné sitky

Posledni aplikaci Fraunhoferova integralu, kterou si detailné ukazeme, je difrakce na jedné
obdélnikové stérbiné, viz schematicky obrazek 8.21 vlevo.

Ay

b
2

/ X

H 3| 9|2

_b

/ 2

(a) Obdélnikov4 stérbina. (b) Soutadnice obdélniku v roviné piepazky.

Obrazek 8.21: Difrakce na obdélnikové §térbiné s rozméry a X b.

Piimym pouzitim Fraunhoferova integrélu (8.34), kde soufadnicové vyjadieni obdélnikové
Stérbiny B je znazornéno na obrazku 8.21 vpravo, ukazeme:

a/2  rb/2 a/2 b2
E(l‘,y) O(/ ez%(xXerY) dX dY = (/ ezEdeX> (/ ezngdY>
—a/2 J—b/2 —a/2 —b/2

= [;eigazX] [:eizkayy 481n (k;ﬁ%x) Sin (kﬁ §y)
"rY —aj2 L'RY —b/2 RY RY
I . /1
_ b sin (Qka%) sin (ikb%) o
~ T Tha Tkby .
2 R 2 R

Vzhledem k tomu, Ze neumime ur¢it amplitudu Ey v difrakénim integralu, omezili jsme se
pouze na vypocet vlastniho (fazového) integralu. Pokud se budeme déle zajimat pouze o prubéh
elektrického pole a intenzity na ose x (tzn. budeme uvazovat y = 0), dostaneme vyrazy

in (Lkdsin 0 in (Lkdsin6) \
Bo,0) oc SRRSO o) (S (hdsing) ) (8.61)
ik‘dsmﬁ §kdsm0

kde jsme symbolem d = a oznacili §itku Stérbiny ve sméru osy x a opét zavedli thel 6 jako
sinf = %. Funkce intenzity (v proménné sin@ jiz neni periodicka, ale ma tvar funkce (Si’g“)z,

kde u = %kd sin #). Graf intenzity na ose z je na obrazku 8.22.
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Obrazek 8.22: Prubéh intenzity na ose x na stinitku pro §térbinu sitky zndzornéné jako funkce proménné
sin@. Poloha minim je v bodech sin6,, = m3, m € Z\ {0}.

Sitka centralniho maxima je dand vzdalenosti prvnich nul intenzity, tzn.

%kdsin 0y = =+, A(sinf) = sinf; —sinf_ = %, Al =~ % (8.62)
Uhlové velikosti hlavniho maxima A# se také jinak fika velikost whlové rozbihavosti paprsku.
Jakmile je sifeni elektromagnetické viny omezeno otvorem néjaké velikosti, dochazi na tomto
otvoru k difrakci a paprsek za otvorem nezustava stale stejné velky, ale rozsifuje se mirou danou
prislusnou tdhlovou rozbihavosti. Piikladem omezeni je napiiklad koneéna velikost vystupniho ot-
voru laserového systému, koneénd velikost ¢ocky dalekohledu, atp. Jinak feceno, nelze dosdhnout
presné ,rovnobéznosti“ prostorové omezeného paprsku, ale vzdy se vlivem difrakce bude rozbihat.

Dale se podivejme na polohu minim. Tyto polohy jsou dany nulovosti ¢itatele, tzn.

1

ikd sinf =mm, meZ\{0}, (8.63)
coz je opét stejnd podminka jako v pfipadé Youngova pokusu anebo difrakéni miizky (jen jde
ted o minima misto maxim), tzn. plati stejné vztahy,

A d A
i =m= < - Ax = L— .64
sin 0, m= m< 5, T 7 (8.64)

pro polohu minim, pocet viditelnych minim a vzdalenost minim na stinitku.

8.2.8 Difrakce na kruhovém otvoru

Piirozené se nabizi se ptat, jak bude vypadat difrakce na kruhovém otvoru? Ocekdvame, ze
jelikoz ma otvor rota¢ni symetrii, bude mit stejnou symetrii i difrakéni obrazec.

e
e

Obrazek 8.23: Difrakce na kruhovém otvoru.
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P1i vypoctu difrakéniho obrazce se jevi jako vyhodné nezavadét do roviny prepazky a stinitka
kartézské soutanice X,Y a x,y, ale polarni soufadnice p, ¢ a r, . Ze symetrie tlohy pak bude
vysledna intenzita zavisld pouze na soutadnici r, I(r). Bohuzel pies zddnlivou jednoduchost
této tlohy vede vysledny difrakéni integral na specidlni funkce zvané Besselovy J,(z), n € Ny.
Vyslednd difrakéni intenzita mé tvar

Jl(ékdsin9)>2 (5.65)

I(sin@
(sin )oc( %kdsin&

kde d je prumér otvoru a sinf = 1 = ﬁ Besselovy funkce mohou byt definovany integrély

1 ™
In(z) = / cos(nu — z sinu) du. (8.66)
T Jo
Tvar funkce I(sinf) je znazornén na obrazku 8.24. Centralni maximum, které je definované
polohami prvnich nulovych bodu intenzity I je uréené prvni nulou funkce Ji(x) pro x > 0.
Hodnota x se nedd analyticky vycislit, takze ji zapiSme ve tvaru x = am, kde a &~ 1, 22. Potom
polohy prvnich minim na stinitku budou na pozicich

sinf = :I:a%. (8.67)

Al

T
«

22 3 sin 0

d d

>
>

Obrézek 8.24: Tvar funkee I(sin®) pro difrakci na kruhovém otvoru — zndzornéna éernou barvou. Sedou
barvou je pro srovndn{ zobrazen prubéh funkce I(sin?) na (obdélnikové) stérbiné §itky d. Centralni
maximum pro kruhovy otvor je o néco §irsi nez pro stérbinu.

8.2.9 Vliv koherence na viditelnost difrakéniho obrazce

Nyni se zabyvejme otdzkou, co muze znemoznit pozorovani jevu difrakce. Jelikoz je difrakce
interferen¢nim jevem, tak na jeji viditelnost bude mit vliv koherence svételného zdroje, ktery
difrakci vyvolava.

Jev difrakce je vyvolany drahovymi rozdily (a tim vyvolanymi fazovymi rozdily) vin vzni-
kajicich na otvoru prepdzky (Babinetuv princip) a dopadajicich na konkrétni misto stinitka.
Jestlize prepazku osvécujeme bodovym zdrojem svétla s dobou cCasové koherence tyon, pak
rozdil drah jednotlivych paprski musi byt mnohem mensi nez ctyon. Na konci kapitoly 8.2.4 o
Fraunhoferové difrakci jsme ukéazali, ze rozdil drah je velikosti dsin 8, kde d je velikost otvoru
v piepézce. Pro tepelné zdroje mame tyon ~ 10785 a tedy ction ~ 30 cm. Casova koherence te-
pelnych zdroju tedy nebude problém pro otvory v pfepdzce mnohem mensi nez 30 centimetri. V
opa¢ném pripadé se bude snizovat kontrast interferenéniho obrazce a tedy i viditelnost difrakce.
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Jak to bude v ptipadé nebodového zdroje svétla? V tepelném nebodovém zdroji jsou jeho
jednotlivé body zdrojem prostorové nekoherentnich vln — na zakladé znalosti vlny vyzarované
z jednoho bodu zdroje nedokdzeme pfedpovédét vinu vychazejici z jiného mista zdroje. Jako
jednoduchy piiklad uvazujme nebodovy zdroj svétla skladajici se ze t¥i diskrétnich bodovych
zdroju jako na obrazku 8.25.

zdroje svétla

Obrézek 8.25: Nebodovy zdroj svétla tvofeny body A, B a C. Body A a B jsou umisténé na ose otvoru
kolmé k prepédzce (a stinitku). Bod C je naopak vyoseny. Na stinitku jsou pak schematicky zndzornéné
difrakéni obrazce od individudlnich zdroju A, B a C.

V ¢asti o vlivu koherence na viditelnost interference jsme si ukézali, Ze nekoherentni viny
spolu neinterferuji — tedy intenzity od jednotlivych vIn se prosté s¢itaji. Takze obrazce od zdroju
A a B se jednoduse piekryji a interferencni obrazec zlstane nezménén (viz schematické grafy
na stinitku na obrazku 8.25). Zbyva nyni urcit, jak bude vypadat difrakéni obrazec od zdroje
C — tedy zdroje pfi¢né posunutého mimo osu otvoru v prepazce. Tuto situaci jsme zatim viubec
neuvazovali — vzdy jsme brali rovinné viny dopadajici kolmo na piepazku.

Odpoved je nastést! pomérné jednoduchd. V takovém pifpadé bude hlavni difrakéni maxi-
mum posunuto mimo osu otvoru tak, aby piimka prochéazejici zdrojem C' a maximem na stinitku
prochézela stfedem otvoru v prepazce, viz obrazek 8.26.

Obrazek 8.26: Drahy krajnich paprsku vychazejici ze zdroje C' dopadajicich na jedno misto na stinitku.
Délky téchto paprski jsou s; + r1 a so + ro. Konstruktivni interference vznikéd tam, kde se tyto drahy
rovnaji. V takovém piipadé navic plati s — sy =19 —r; =1 = dsinf, kde d je velikost otvoru.

Posun zdroje mimo osu otvoru v prepdzce tedy zpusobuje posun difrakéniho obrazce na
stinitku. Superpozice difrakénich obrazct od velmi blizkych zdroju A a C tak bude jevit jako
rozmazani difrakéniho obrazce zpusobeného pouze zdrojem A. Spojité rozlozeny (nebodovy)
zdroj svétla pak bude na stinitku vytvaret nekoneénou superpozici neinterferujicich difrakénich
obrazcu — tato superpozice se bude jevit jako rozmazani puvodniho difrakéniho obrazce. V
pripadé, ze rozmér zdroje svétla bude natolik velky, Ze poloha hlavnich difrakénich maxim od
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krajnich bodu zdroje svétla dosdhne na difrakéni maxima prvniho fadu od centralnich bodu
zdroje svétla, difrakéni obrazec zcela vymizi. Pfedchozi véta poslouzi jako kritérium pro urcéeni
limitu velikosti zdroje svétla, aby nebylo rozmazéni difrakéniho obrazce piilis velké. Podivejme
se na obrazek 8.27, kde zavedeme potiebné geometrické veli¢iny.

zdroj svétla _<<=|1. fad

ffffff . S

Obrézek 8.27: Uvazujeme zdroj svétla pravé takové sitky s ve vzddlenosti Ly od pfepédzky (s thlovou
velikost{ Ad), ze zpusobuje piekryv maxima nultého fadu od krajnich bodu zdroje s maximem prvniho
fadu od centralnich bodu zdroje.

Kvantitativné pozadavek dostatecné nerozmazanosti zapiSeme jako

(8.68)

Vzdélenost interferenénich maxim pro bodovy zdroj svétla je Af = % a pro malé A muzeme

psat A =~ Lis Muzeme pak dostat ruzné tvary nerovnosti (8.68) dle konkrétni aplikace:
A A A
Lis < e resp. 5 <K Ly T resp. d < S (8.69)

Na zavér uved me maly piiklad. Uhlova velikost Slunce na obloze je asi AY = 30’. Uvazujme,
ze dominantni vinova délka ve viditelném svétle je A = 600 nm, poté ndm vyse uvedené kritérium
déva d < 70 pm. Abychom tedy mohli pozorovat ohyb sluneéniho svétla, muselo by prochézet
otvory mensimi nez 70 ym < 0,1 mm!
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