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1.5 Tlumený harmonický oscilátor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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2.1.1 Řešeńı řet́ızku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Kapitola 1

Kmity soustav s konečným počtem
stupň̊u volnosti

1.1 Harmonický oscilátor

Systém popsaný rovnićı harmonického oscilátoru,

ẍ+ ω2x = 0, (1.1)

je nejjednodušš́ım systémem vykazuj́ıćı kmitavý pohyb. Tento matematický model slouž́ı k v́ıce
či méně přesnému popisu řady fyzikálńıch systémů. Např́ıklad pro popis kmitáńı závaž́ı hmot-
nosti m na pružině tuhosti k,

mẍ+ kx = 0, ω =

√
k

m
, (1.2)

anebo pro popis pohybu matematického kyvadla v bĺızkosti rovnovážné polohy,

mlϕ̈+mgϕ = 0, ω =

√
g

l
, (1.3)

či pro popis pr̊uběhu proudu v LC obvodu,

LÏ +
1

C
I = 0, ω =

1√
LC

. (1.4)

Různé fyzikálńı systémy tedy vedou na stejný matematický popis jejich chováńı. To je
charakteristické pro celou řadu vlnových jev̊u, kterými se budeme zabývat. Typicky budeme
uvažovat nějaký konkrétńı fyzikálńı systém, často mechanický, vytvoř́ıme jeho matematický
model a budeme zkoumat vlnové jevy, které z něho plynou. Źıskané poznatky pak budou mı́t
obecnou platnost pro jakýkoliv systém chovaj́ıćı se dle stejného matematického modelu.

1.2 Matematická vsuvka: Komplexńı č́ısla a exponenciála

Komplexńı č́ıslo z ∈ C je č́ıslo tvaru z = a + ib, kde a, b ∈ R a i je komplexńı jednotka s
vlastnost́ı i2 = −1. Sč́ıtáńı a násobeńı těchto č́ısel je definováno

”
přirozeným zp̊usobem“.

Komplexně sdružené č́ıslo z̄ je č́ıslo z̄ = a−ib. Plat́ı vzorec z1z2 = z1·z2. Velikost komplexńıho
č́ısla je definována jako |z| =

√
a2 + b2, tento výraz je možno zapsat jako |z| =

√
zz̄.
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Reálná a imaginárńı část. Definujeme funkce Re : C→ R a Im : C→ R zvané reálná a
imaginárńı část pomoćı předpis̊u

Re z = a, Im z = b

(pozor, imaginárńı část neobsahuje komplexńı jednotku!). Pokud je reálná část nulová, nazveme
č́ıslo ryze imaginárńım. Funkce Re a Im jsou reálně lineárńı, tzn. plat́ı

Re (z1 + z2) = Re z1 + Re z2, Re (αz) = αRe z, α ∈ R,

stejně pro Im. Pozor, Re (z1z2) 6= (Re z1)(Re z2) (stejně pro Im). Tyto funkce lze jednoduše
vyjádřit pomoćı komplexńıho sdružeńı:

Re z =
z + z̄

2
, Im z =

z − z̄
2i

.

Komplexńı exponenciála. Uvažujme z = a+ ib ∈ C. Definujeme komplexńı exponenciálu
následuj́ıćı vztahem:

ez := ea+ib = eaeib = ea (cos b+ i sin b) .

Speciálńı př́ıpad pro a = 0,
eib = cos b+ i sin b, b ∈ R,

se nazývá Euler̊uv vzorec1. Plat́ı |eib| = 1 a můžeme tedy psát |ez| = ea.
Goniometrický tvar komplexńıho č́ısla. Každé komplexńı č́ıslo z ∈ C můžeme zapsat ve

tvaru z = |z|eiϕ, ϕ ∈ R. Č́ıslu ϕ ř́ıkáme argument komplexńıho č́ısla (toto č́ıslo neńı dané
jednoznačně, lze přič́ıst libovolný celoč́ıselný násobek 2π). Argument ϕ je řešeńım rovnic

cosϕ =
Re z

|z|
, sinϕ =

Im z

|z|
.

Tyto rovnice se často formálně2 sdružuj́ı do rovnice

tgϕ =
Im z

Re z
.

Gaussova (komplexńı) rovina. Komplexńı č́ısla můžeme reprezentovat jako body (dvou-
rozměrné) roviny, kde kartézské osy tvoř́ı reálná a imaginárńı část komplexńıch č́ısel, viz obrázek
1.1.

Re z

Im z

z = a+ ib = |z|eiϕ

a

b

0

ϕ

|z|

(a) Kartézská a goniometrická reprezentace kom-
plexńıho č́ısla z znázorněná v Gaussově rovině.

1

i

−1

−i

ϕ

eiϕ

Re z

Im z

1

(b) Jednotková kružnice v Gaussově rovině tvořená
komplexńımi č́ısly tvaru eiϕ, ϕ ∈ R.

Obrázek 1.1: Gaussova rovina slouž́ı ke grafickému znázorněńı komplexńıch č́ısel, kde na vodorovnou osu
vynáš́ıme reálnou část a na svislou osu imaginárńı část.

1Jehož speciálńım př́ıpadem je
”
nejkrásněǰśı matematická identita“ eiπ = −1.

2V tomto zápisu ztráćıme informaci o tom, zda ϕ ∈ 〈0, π) anebo ϕ ∈ 〈π, 2π).

8



Sč́ıtáńı komplexńıch č́ısel má pak geometrický význam sč́ıtáńı dvourozměrných vektor̊u
v Gaussově rovině. Č́ıslo eiϕ představuje č́ıslo na jednotkové kružnici. Intuitivńı představa o
násobeńı komplexńıch č́ısel se źıská z goniometrického zápisu:

z1z2 = |z1|eiϕ1 |z2|eiϕ2 = |z1||z2|ei(ϕ1+ϕ2).

Násobeńı č́ıslem eiϕ tedy představuje rotaci o úhel ϕ v komplexńı rovině. Násobeńı č́ıslem |z|
představuje škálováńı v této rovině.

Komplexńı zápis goniometrických funkćı. Z Eulerova vzorce př́ımo plynou následuj́ıćı
vztahy:

cosϕ = Re eiϕ =
eiϕ + e−iϕ

2
, sinϕ = Im eiϕ =

eiϕ − e−iϕ

2i
.

1.3 Matematická vsuvka: Obyčejné lineárńı diferenciálńı rov-
nice s konstantńımi koeficienty

Uvažujme následuj́ıćı diferenciálńı rovnici pro funkci x(t)

anx
(n) + an−1x

(n−1) + . . .+ a2ẍ+ a1ẋ+ a0x = 0, (1.5)

kde koeficienty ai ∈ R jsou reálné konstanty, an 6= 0. Řešeńı hledejme ve tvaru x(t) = eλt. Po
dosazeńı do (1.5) (a vykráceńı eλt) obdrž́ıme tzv. charakteristický polynom této rovnice

anλ
n + an−1λn−1 + . . .+ a2λ

2 + a1λ+ a0 = 0. (1.6)

Necht’ λ je kořen tohoto polynomu s reálnými koeficienty, pak i λ̄ je kořen. Tzn. bud’ je
λ ∈ R anebo jsou kořeny komplexně sdružená dvojice λ, λ̄ ∈ C.

Pokud jsou všechny kořeny navzájem r̊uzné (maj́ı násobnost jedna) dostáváme tzv. funda-
mentálńı systém řešeńı {

eλ1t, eλ2t, . . . , eλnt
}
, (1.7)

jelikož je polynom (1.6) stupně n, máme n fundamentálńıch řešeńı3.
Princip superpozice. Je-li x1(t), x2(t) řešeńı rovnice (1.5), pak je řešeńım i c1x1(t) + c2x2(t),

kde c1 a c2 jsou libovolné konstanty (obecně komplexńı).
Obecné řešeńı rovnice (1.5) je obecná komplexńı lineárńı kombinace fundamentálńıch řešeńı:

x(t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t + . . .+ cne
λnt. (1.8)

Komplexńı a reálná řešeńı. Je-li x(t) řešeńı rovnice (1.5), pak je řešeńım i x̄(t), Rex(t) a
Imx(t). Pokud tedy máme komplexńı fundamentálńı řešeńı (př́ıslušné komplexně sdruženým
kořen̊um λ = a+ ib, λ̄ = a− ib) eλt a eλ̄t, můžeme přej́ıt k reálným fundamentálńım řešeńım:

Re eλt =
eλt + eλ̄t

2
= eat cos bt, Im eλt =

eλt − eλ̄t

2i
= eat sin bt. (1.9)

Toto je ekvivalentńı restrikci komplexńıch integračńıch konstant podmı́nkou c2 = c̄1 v lineárńı
kombinaci c1e

λt + c2e
λ̄t.

Obecné reálné řešeńı je pak reálnou lineárńı kombinaćı reálných fundamentálńıch řešeńı.

3Pokud je λ kořen s násobnost́ı k, pak tomuto kořenu př́ısluš́ı k fundamentálńıch řešeńı tvaru

{eλt, teλt, . . . , tk−1eλt}.
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Počátečńı podmı́nky. Obecné řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice n-tého řádu (tzn. nejvyšš́ı
obsažená derivace je n-tého řádu) je závislé na n integračńıch konstantách. Tyto se určuj́ı z
počátečńıch podmı́nek. Typicky zadáńım hodnot nulté až n− 1 derivace v daném čase t0:

x(t0) = x0, ẋ(t0) = v0, . . . , x(n−1)(t0) = x
(n−1)
0 . (1.10)

Nehomogenńı rovnice. Obecné řešeńı, které jsme napsali, bylo rešeńı tzv. homogenńı rovnice
– rovnice s nulovou pravou stranou. Pokud na pravou stranu přidáme zadanou funkci f(t),

anx
(n) + an−1x

(n−1) + . . .+ a2ẍ+ a1ẋ+ a0x = f(t), (1.11)

hovoř́ıme o tzv. nehomogenńı rovnici. Řešeńı nehomogenńı rovnice se z linearity dá rozdělit na
dvě části:

x(t) = xhom(t) + xpart(t). (1.12)

Část xhom(t) je řešeńı p̊uvodńı rovnice s nulovou pravou stranu. Část xpart(t) je libovolné
(konkrétńı) řešeńı splňuj́ıćı rovnici s pravou stranou (1.11), funkci xpart(t) nazýváme partikulárńı
řešeńı.

Harmonický oscilátor . Pro rovnici harmonického oscilátoru (1.1) je charakteristický po-
lynom tvaru

λ2 + ω2 = 0 (1.13)

s kořeny λ1,2 = ±iω a fundamentálńım systémem řešeńı

{eiωt, e−iωt}. (1.14)

Obecné komplexńı řešeńı je tedy tvaru

x(t) = c1e
iωt + c2e

−iωt. (1.15)

K reálnému řešeńı přejdeme aplikaćı Re a Im na jedno z řešeńı (např. eiωt) anebo restrikćı
konstant c1 a c2 podmı́nkou c1 = c̄2 = a−ib

2 :

x(t) = aRe eiωt + b Im eiωt = a cosωt+ b sinωt =
1

2
(a− ib)eiωt +

1

2
(a+ ib)e−iωt. (1.16)

Počátečńı podmı́nky vedoućı na konkrétńı řešeńı jsou obvykle počátečńı poloha a počátečńı
rychlost v čase t = 0:

x(0) = x0, ẋ(0) = v0. (1.17)

1.4 Matematická vsuvka: Středńı hodnoty

Mějme funkci f(x) : R→ R. Jej́ı středńı hodnota v intervalu 〈x1, x2〉 je definována jako

〈f〉〈x1,x2〉 =
1

x2 − x1

∫ x2

x1

f(x) dx.

Lze definovat středńı hodnotu přes celé R limitńım přechodem

〈f〉 ≡ 〈f〉〈−∞,∞〉 = lim
x′→∞

1

2x′

∫ x′

−x′
f(x) dx.

Pokud je funkce f periodická s periodou L, je jej́ı středńı hodnota dána jako středńı hodnota
přes libovolný interval délky L:

〈f〉 = 〈f〉〈x,x+L〉 =
1

L

∫ x+L

x
f(x′) dx′, kde x ∈ R je libovolné.

Plat́ı

〈sinωt〉 = 〈cosωt〉 = 0, 〈sin2 ωt〉 = 〈cos2 ωt〉 =
1

2
. (1.18)
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1.5 Tlumený harmonický oscilátor

Rovnice harmonického oscilátoru s tlumeńım je

ẍ+ 2δẋ+ ω2
0x = 0. (1.19)

Někdy se zavád́ı označeńı Γ = 2δ, kde δ je tzv. dekrement útlumu. Předpokládáme řešeńı tvaru
x(t) = eλt, charakteristický polynom je pak tvaru

λ2 + 2δλ+ ω2
0 = 0. (1.20)

Uvažujeme-li malé (tzv. podkritické) tlumeńı δ < ω0, potom rešeńım (1.20) je dvojice kom-
plexně sdružených kořen̊u

λ1,2 = −δ ± i
√
ω2

0 − δ2. (1.21)

Výsledné komplexńı a reálné řešeńı tedy je

x(t) = e−δt
(
c1e

iωt + c2e
−iωt) , x(t) = e−δt (a cosωt+ b sinωt) , (1.22)

kde jsme definovali ω =
√
ω2

0 − δ2.

1.6 Buzený harmonický oscilátor

Rovnici buzeného harmonického oscilátoru źıskáme přidáńım bud́ıćı śıly na pravou stranu rov-
nice tlumeného oscilátoru:

ẍ+ 2δẋ+ ω2
0x = B(t) (1.23)

Uvažujme harmonickou bud́ıćı
”
śılu“4 B(t) = B cos(Ωt), resp. jej́ı komplexńı tvar

B̂(t) = BeiΩt, B ∈ R. (1.24)

Hledejme pouze partikulárńı řešeńı této rovnice, které bude představovat ustálený stav
kmitáńı buzeného harmonického oscilátoru. Vzhledem ke komplexifikaci bud́ıćı śıly bude toto
řešeńı také komplexńı. Pokud vezmeme jeho reálnou část, dostaneme řešeńı pro p̊uvodńı reálnou
bud́ıćı śılu. Předpokládejme řešeńı ve tvaru

x̂(t) = AeiΩt, (1.25)

kde A ∈ C. Můžeme psát č́ıslo A v goniometrickém tvaru, A = |A|e−iϕ, a tedy

x̂(t) = |A|ei(Ωt−ϕ), (1.26)

kde |A| představuje amplitudu vynucených kmit̊u a ϕ je fázové zpožděńı kmit̊u za bud́ıćı silou.
Po dosazeńı našeho ansatzu (1.25) do rovnice (1.23) dostaneme

A(iΩ)2 + 2δA(iΩ) + ω2
0A = B, (1.27)

z tohoto vztahu triviálně vyjádř́ıme komplexńı amplitudu A:

A =
B

ω2
0 − Ω2 + 2iδΩ

. (1.28)

4Slovo śıla je v uvozovkách, jelikož veličina B(t) má rozměr zrychleńı, jelikož v diferenciálńı rovnici máme
osamostatněn člen ẍ.
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Amplituda vynucených kmit̊u |A| je

|A| =
√
AĀ =

B√
(ω2

0 − Ω2)2 + 4δ2Ω2
. (1.29)

Dále označ́ıme C a −D jako reálnou a imaginárńı část A, A = C − iD. Výraz pro A rozš́ı̌ŕıme
komplexně sdruženým jmenovatelem a obdrž́ıme

A = B
ω2

0 − Ω2 − 2iδΩ

(ω2
0 − Ω2)2 + 4δ2Ω2

= C − iD. (1.30)

Nyńı snadno zaṕı̌seme koeficienty C a D:

C =
ω2

0 − Ω2

(ω2
0 − Ω2)2 + 4δ2Ω2

B, D =
2δΩ

(ω2
0 − Ω2)2 + 4δ2Ω2

B. (1.31)

Koeficient C se nazývá elastická amplituda a koeficient D absorpčńı amplituda. Reálné řešeńı
je pak tvaru

x(t) = Re [x̂(t)] = Re [(C − iD)eiΩt] = |A| cos(Ωt− ϕ) = C cos Ωt+D sin Ωt. (1.32)

Ω

|A|, C,D

0 ω0Ωr

Obrázek 1.2: Na obrázku jsou znázorněné rezonančńı křivky harmonického oscilátoru buzeného harmo-
nickou bud́ıćı silou. Černě je zobrazena celková amplituda |A|, červeně absorpčńı amplituda D, modře
elastická amplituda C. Maximum amplitudy |A| je označeno Ωr =

√
ω2
0 − 2δ2 < ω0.

Pro fázové zpožděńı vybuzených kmit̊u máme vztah

tg (−ϕ) =
−D
C

→ tgϕ =
D

C
=

2δΩ

ω2
0 − Ω2

. (1.33)

Výkon dodávaný bud́ıćı silou. Proč maj́ı koeficienty C a D název elastická a absorpčńı am-
plituda? Studujme výkon, který do systému dodává bud́ıćı śıla. Necht’ je uvažovaný fyzikálńı
systém kmitaj́ıćıho závaž́ı na pružině s tlumeńım. Okamžitá hodnota mechanického výkonu je
P (t) = F (t)v(t), kde F (t) = mB(t). Po dosazeńı výraz̊u pro B(t) a v(t) máme

P (t) = F (t)v(t) = mB cos Ωt (−CΩ sin Ωt+DΩ cos Ωt) . (1.34)

Pokud nyńı spočteme časovou středńı hodnotu tohoto výkonu (přes jednu periodu) dostaneme
výsledek

〈P 〉 =
1

2
mB ΩD. (1.35)
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Časová středńı hodnota dodávaného výkonu je tedy úměrná pouze absorpčńı amplitudě D.
Výkon odpov́ıdaj́ıćı elastické amplitudě C se pouze přelévá ze zdroje bud́ıćı śıly do buzeného
systému a zpět tak, že v pr̊uměru nedocháźı k přenosu energie. Chceme-li do systému dodávat
co nejv́ıce energie, bud́ıme systém na frekvenci, která odpov́ıdá maximu absorpčńı amplitudy
D.

Celková energie oscilátoru. Okamžitá hodnota energie oscilátoru je dána součtem jeho kine-
tické a potenciálńı energie:

E(t) =
1

2
mv(t)2 +

1

2
mω2

0x(t)2 =
1

2
m|A|2

(
Ω2 sin2(Ωt− α) + ω2

0 cos2(Ωt− α)
)
. (1.36)

Pokud opět vypočteme časovou středńı hodnotu přes jednu periodu źıskáme

〈E〉 =
1

4
m|A|2

(
Ω2 + ω2

0

)
. (1.37)

Vid́ıme tedy, že celková energie je úměrná celkové amplitudě kmitáńı. Chceme-li naakumulovat
co největš́ı energii v oscilátoru (jev rezonance), bud́ıme systém na frekvenci, která odpov́ıdá
maximu celkové amplitudy |A|.

Maximum amplitudy |A| se nacháźı v bodě ΩA =
√
ω2

0 − 2δ2, přibližná hodnota maxima
amplitudy D je v bodě5 ΩD ≈

√
ω2

0 − δ2. Pro malé hodnoty tlumeńı δ můžeme uvažovat
ΩA ≈ ΩD ≈ ω0.

Faktor kvality (činitel jakosti). Často se zavád́ı veličina tzv. faktoru kvality,

Q = 2π
〈E〉
〈P 〉T0

= 2π
〈E〉
〈E0〉

, (1.38)

která (až na násobek 2π) udává, kolika násobek energie dodané za jednu periodu kmitáńı 〈E0〉
je uloženo v kmitaj́ıćım systému.

Př́ıklad. Bezdrátové nab́ıjeńı. Schéma bezdrátového nab́ıjećıho obvodu je na obrázku 1.3.
Bud́ıćı śıla je vytvářená nab́ıjećı stanićı s vyśılaćı ćıvkou, která vlivem vzájemné indukčnosti
bud́ı napět́ı v ćıvce L v nab́ıjećım RLC obvodu. Odpor R reprezentuje nab́ıjený spotřebič.
Vyladěńım bud́ıćı frekvence napět́ı U(t) do bĺızkosti rezonance v nab́ıjećım obvodu zp̊usob́ı
nejen největš́ı přenos energie (maximum absorpčńı amplitudy D) ale také největš́ı amplitudu
napět́ı v nab́ıjećım obvodu (maximum celkové amplitudy |A|).

B(t)

L

C

R

U(t)

Obrázek 1.3: Princip bezdrátového nab́ıjeńı.

5Přesná hodnota je daná řešeńım rovnice dD
dΩ

= 0 s výsledkem

ΩD =

√
ω2

0 − 2δ2 + 2
√
ω4

0 − δ2ω2
0 + δ4

√
3

.
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1.7 Kmity soustav s n stupni volnosti

Přejděme nyńı k soustavám s v́ıce stupni volnosti. Harmonický oscilátor měl jeden stupeň vol-
nosti – jeho poloha byla popsána jedinou souřadnićı x. Pro systém s n stupni volnosti poṕı̌seme
jeho polohu kartézskými souřadnicemi ~x = (x1, . . . , xn).

Opět budeme uvažovat jednoduché mechanické modely jako např́ıklad systém dvou závaž́ı
na pružinách jako na obrázku 1.4 popsaný dvojićı souřadnic ~x = (x1, x2). Anebo dvojici kyvadel
spojenou pružinou jako na obrázku 1.5 vyžaduj́ıćı čtyři souřadnice ~x = (x1, x2, x3, x4).

x1 x2O1 O2

Obrázek 1.4: Dvě podélně kmitaj́ıćı závaž́ı na pružinách.

x1

x2

x3

x4

O12 O34

Obrázek 1.5: Dvě kyvadla spojená pružinou.

Uvažujme Newtonovy pohybové rovnice obecného systému tvaru

miẍi = Fi = −∂U
∂xi

, i ∈ {1, . . . , n}, (1.39)

kde mi je vždy hmotnost tělesa př́ıslušná souřadnici xi a kde śıly v systému jsou popsané
potenciálńı funkćı U(x1, . . . , xn).

Budeme se zabývat pohybem (tzn. řešeńım pohybových rovnic) těchto soustav v okoĺı stabilńı
rovnovážné polohy.

Definice. Rovnovážná poloha je taková poloha ~x0 systému, pro ńıž plat́ı Fi(~x0) = 0 pro
∀i ∈ {1, . . . , n}, tzn. v této poloze nep̊usob́ı žádné śıly (byl-li systém v bodě ~x0 v klidu, tak na
této pozici setrvá nadále). Śıly jsou nulové pravě tehdy, když má potenciál v bodě ~x0 stacionárńı
bod, tzn.

Fi(~x0) =
∂U

∂xi

∣∣∣∣
~x=~x0

= 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}. (1.40)

Definice. Stabilńı rovnovážná poloha je taková rovnovážná poloha, kde je matice

Uij :=
∂2U

∂xi∂xj

∣∣∣∣
~x=~x0

(1.41)

pozitivně definitńı. Jinými slovy má potenciál v bodě ~x0 lokálńı minimum. Ze záměnnosti
parciálńıch derivaćı je tato matice symetrická Uij = Uji.

Metoda na řešeńı pohybových rovnic, která bude popsaná ńıže, má jeden technický požadavek
– je třeba, aby rovnovážná poloha ležela v počátku souřadnic. Toho doćıĺıme zavedeńım nových
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souřadnic ~ξ substitućı ~ξ = ~x−~x0, kde ~x0 jsou konstantńı souřadnice zvolené stabilńı rovnovážné
polohy. Dosazeńım této substituce do rovnic (1.39) máme na levé straně triviálně

miẍi = mi
d2

dt2
(ξi + x0i) = miξ̈i. (1.42)

Na pravé straně muśıme provést substituci ve funkci potenciálu U(~x):

Ũ(~ξ) := U ◦ ~x(~ξ) = U(~ξ + ~x0), (1.43)

kde jsme definovali novou funkci Ũ proměnných ~ξ. Inverzńı vztah je U(~x) = Ũ(~x−~x0), po deri-
vaci této rovnosti (kde na pravé straně máme derivaci složené funkce) dostaneme6 (s využit́ım
Einsteinova sumačńıho pravidla)

∂U

∂xi
=
∂Ũ

∂ξj

∂ξj
∂xi

=
∂Ũ

∂ξj
δij =

∂Ũ

∂ξi
. (1.44)

Pohybová rovnice má tedy stejný tvar jako v p̊uvodńıch souřadnićıch ~x:

miξ̈i = −∂Ũ
∂ξi

. (1.45)

1.7.1 Aproximace malých kmit̊u

Pro obecný potenciál mohou být rovnice (1.45) velmi obt́ıžně řešitelné. My se uchýĺıme k apro-
ximaci tzv. malých kmit̊u – budeme studovat chováńı systému v bĺızkosti rovnovážné polohy.
Toho doćıĺıme rozvojem funkce potenciálu Ũ do Taylorovy řady7 (okolo rovnovážné polohy,
tedy okolo bodu ~ξ = 0) a ponecháme si pouze prvńı nenulový člen.

Ũ(~ξ) = Ũ(0) +

n∑
i=1

∂Ũ

∂ξi

∣∣∣∣∣
~ξ=0

ξi +
1

2

n∑
i,j=1

∂2Ũ

∂ξi∂ξj

∣∣∣∣∣
~ξ=0

ξi ξj + . . . (1.46)

Zkoumejme nyńı jednotlivé řády rozvoje. Nultý řád představuje hodnotu potenciálu v rov-
novážné poloze U0 = Ũ(0). Tuto můžeme volit nulovou, U0 := 0, jelikož posun potenciálu o
konstantu nijak nevstupuje do pohybových rovnic. Derivace v prvńım řádu představuje (minus)
śılu vyč́ıslenou v rovnovážné poloze,

Fi(0) = − ∂Ũ

∂ξi

∣∣∣∣∣
~ξ=0

, (1.47)

6Mějme funkci f(x1, . . . , xk) : Rk → R a k-tici funkćı gi(y1, . . . , yl) : Rl → R. Funkci h(y1, . . . , yl) : Rl → R
źıskáme složeńım

h(y1, . . . , yl) = f (g1(y1, . . . , yl), . . . , gk(y1, . . . , yl))

Potom plat́ı řetězové pravidlo

∂h

∂yi
=

k∑
m=1

∂f

∂xm

∂gm
∂yi

.

Toto pravidlo je rozš́ı̌reńım pravidla o derivováńı složené funkce, [f(g(x))]′ = f ′(g(x)) g′(x), do v́ıce proměnných.

Zde máme Ũ(~ξ) ∼ f(x1, . . . , xn), ξi(~x) ∼ gi(y1, . . . , yn).
7Srovnej s Taylorovým rozvojem funkce jedné proměnné! Pro funkci f(x) okolo bodu 0 má následuj́ıćı tvar:

f(x) = f(0) +
df

dx

∣∣∣∣
x=0

x+
1

2

d2f

dx2

∣∣∣∣
x=0

x2 + . . .
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ale ta je z definice rovnovážné polohy nulová! Prvńı nenulový řád je tedy ten druhý. Označ́ıme-li
matici U jako

Uij =
∂2Ũ

∂ξi∂ξj

∣∣∣∣∣
~ξ=0

(1.48)

(což je konstantńı č́ıselná matice), kterou budeme nazývat matićı potenciálńı energie, můžeme
potenciál Ũ psát ve tvaru

Ũ(~ξ) =
1

2

n∑
i,j=1

Uijξiξj + . . . , (1.49)

kde třemi tečkami naznačujeme vyšš́ı řády Taylorova rozvoje, které v aproximaxi malých kmit̊u
zanedbáváme. Matice U je vlivem záměnnosti parciálńıch derivaćı symetrická, Uij = Uji. Li-
bovolně složitou funkci potenciálu Ũ jsme nahradili kvadratickým polynomem ve výchylkách z
rovnovážné polohy ~ξ.

Dosad’me nyńı aproximovaný potenciál (1.49) do pravé strany pohybových rovnic (1.47) a
upravujme (za použit́ı Einsteinova sumačńıho pravidla):

−Fi =
∂Ũ

∂ξi
=

∂

∂ξi

(
1

2
Ujkξjξk

)
=

1

2
Ujk (δijξk + ξjδik) =

1

2
(Uikξk + Ujiξj) = Uijξj , (1.50)

kde jsme v posledńı rovnosti použili symetrii matice U (a přejmenováńı sč́ıtaćıho indexu). Apro-
ximaćı potenciálu jsme doćılili toho, že jsou pohybové rovnice lineárńı!

miξ̈i +
n∑
j=1

Uijξj = 0. (1.51)

Zavedeme-li ještě matici T = diag (m1, . . . ,mn), kterou budeme nazývat matićı kinetické ener-
gie8, můžeme psát

n∑
j=1

(
Tij ξ̈j + Uijξj

)
= 0,

nebo zapsáno maticově

T~̈ξ + U~ξ = 0. (1.52)

Toto je finálńı tvar9 pohybových rovnic, které nyńı budeme řešit. Matice T a U jsou symetrické
pozitivně definitńı konstantńı matice.

1.7.2 Metoda mód̊u

Intuitivně očekáváme, že při malém vychýleńı systému ze stabilńı rovnovážné polohy bude
systém okolo této polohy oscilovat. Zkusme předpokládat řešeńı obsahuj́ıćı harmonické kmitáńı
eiωt (pro zat́ım neurčenou úhlovou frekvenci ω). Uvažujme vektorovou funkci tvaru

~ξ(t) = ~a eiωt, (1.53)

8Kinetickou energii systému můžeme psát jako

T =
1

2

n∑
i=1

miξ̇
2
i =

1

2

n∑
i,j=1

Tij ξ̇iξ̇j .

9Ještě bychom rovnice mohli vynásobit T−1 a dostat tvar ~̈ξ + (T−1U)~ξ = 0.
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kde ~a ∈ Rn je konstantńı vektor. Tomuto tvaru řešeńı se ř́ıká mód. Všechny části systému
kmitaj́ı se stejnou úhlovou frekvenćı ω a se stejnou fáźı. Reálná řešeńı pak dostaneme např.
zap̊usobeńım Re a Im na źıskané komplexńı řešeńı. Dosazeńım do rovnic (1.52) dostaneme

(T~a(iω)2 + U~a)eiωt = 0. (1.54)

Po úpravě a vykráceńı eiωt: (
U− ω2T

)
~a = 0. (1.55)

Samozřejmě požadujeme netriviálńı (nenulové) řešeńı, takže hledáme takové frekvence ω, aby
úloha měla za řešeńı nenulový vektor ~a. Pokud rovnici vynásob́ıme T−1 a označ́ıme A = T−1U
a λ = ω2, dostaneme tvar

(A− λ)~a = 0. (1.56)

Jedná se tedy o úlohu nalezeńı vlastńıch č́ısel a k nim př́ıslušných vlastńıch vektor̊u matice A.
Postupujeme tedy stejně jako v lineárńı algebře. Požadavek nenulovosti vektoru ~a je požadavek
na nenulovost jádra operátoru U−ω2T, který je ekvivalentńı s jeho singulárnost́ı, kterou snadno
zajist́ıme nulovým determinantem:

det
(
U− ω2T

)
= 0. (1.57)

Této rovnici se ř́ıká sekulárńı rovnice. Na levé straně je polynom n-tého stupně v proměnné ω2.
Kořeny tohoto polynomu označme ω2

k, k ∈ {1, . . . , n}. Př́ıslušné vektory jádra k těmto vlastńım
č́ısl̊um označ́ıme ~ak, tzn. řeš́ıme rovnice(

U− ω2
kT
)
~ak = 0. (1.58)

Pro daný mód je obecným řešeńım lineárńı superpozice

~ξk(t) = ~ak
(
c1e

iωkt + c2e
−iωkt

)
. (1.59)

Přejdeme-li k reálnému řešeńı (volbou c2 = c̄1):

~ξk(t) = Ak~ak cos(ωkt+ ϕk). (1.60)

Obecné řešeńı nalezené metodou mód̊u je pak lineárńı superpozice všech mód̊u:

~ξ(t) =

n∑
k=1

Ak~ak cos(ωkt+ ϕk). (1.61)

Konstanty úhlových rychlost́ı ωk a vektor̊u amplitud ~ak jsou dané fyzikálńım systémem, tzn.
např́ıklad hmotnostmi jednotlivých závaž́ı a tuhostmi jednotlivých pružin. Integračńı konstanty
amplitudy mód̊u Ak a fázových posuv̊u ϕk jsou dané počátečńımi podmı́nkami, tzn. např́ıklad
počátečńımi polohami a rychlostmi jednotlivých závaž́ı.

Jelikož hledáme kořeny tvaru ω2, potřebujeme, aby tyto vycházely kladné. To je zajǐstěno,
pokud jsou matice T a U pozitivně definitńı. Pro fyzikálńı systémy, které vychylujeme ze stabilńı
rovnovážné polohy, je toto vždy splněno.

Může se stát, že některé ωk je násobným kořenem sekulárńı rovnice. Pak se jedná o tzv.
degenerovanou úlohu. Nestane se ovšem nic jiného než to, že př́ıslušné úhlové frekvenci ωk
př́ısluš́ı v́ıce lineárně nezávislých vektor̊u poměr̊u amplitud ~a (tzn. pro dané ωk je jádro matice
U− ω2

kT v́ıcedimenzionálńı).

17



1.7.3 Kuchařka

Rychle zopakujme kroky, kterými se dostaneme k obecnému řešeńı metodou mód̊u.

1. Zavedu souřadnice ~ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, které odměřuj́ı výchylku z rovnovážné polohy.

2. Naṕı̌si pohybové rovnice ve tvaru T~̈ξ+U~ξ = 0, kde T,U ∈ Rn,n jsou symetrické konstantńı
matice. Pokud nutno, použiji aproximaci malých kmit̊u.

3. Předpokládám řešeńı ve tvaru ~ξ(t) = ~aeiωt, ~a ∈ Rn je konstantńı vektor poměr̊u amplitud.

4. Dosad́ım do pohybových rovnic a požaduji netrivialitu řešeńı, tzn. ~a 6= 0. Dostanu
(
U− ω2T

)
~a =

0. Tyto podmı́nky vedou na tzv. sekulárńı rovnici
∣∣U− ω2T

∣∣ = 0.

5. Sekulárńı rovnice je polynom n-tého stupně v ω2. Najdu př́ıslušné kořeny ω2
k. K nim najdu

př́ıslušné vlastńı vektory ~ak jako řešeńı rce
(
U− ω2

kT
)
~ak = 0.

6. Obecné řešeńı pohybu je pak tvaru

~ξ(t) =
n∑
k=1

Ak~ak cos (ωkt+ ϕk) .

1.8 Normálńı souřadnice

Polohu našeho fyzikálńıho systému reprezentujeme n-tićı souřadnic ~ξ. Mı́sto toho, abychom si
tuto polohu představovali např́ıklad u mechanického systému jako konkrétńı pozici jednotlivých
těles, zavedeme si abstraktńı pojem konfiguračńıho prostoru C. Ten bude představovat abstraktńı
množinu všech možných poloh daného fyzikálńıho systému. Každý bod p ∈ C pak představuje
konkrétńı polohu např́ıklad závaž́ı a pružinek.

V našem př́ıpadě je situace poměrně jednoduchá. Naše souřadnice ~ξ ∈ Rn odměřuj́ı kartézské
výchylky těles z rovnovážné pozice a t́ım jednoznačně určuj́ı polohu těchto těles. Za konfiguračńı
prostor tedy můžeme považovat př́ımo prostor souřadnic10, C = Rn. Na obrázku 1.6 je jako
př́ıklad znázorněn konfiguračńı prostor pro jednoduchý mechanický systém.

ξ1 ξ2O1 O2

(a) Fyzikálńı systém.

ξ1

ξ2

(ξ1, ξ2)

(b) Abstraktńı konfiguračńı prostor C = R2.

Obrázek 1.6: Konfiguračńı prostor pro podélně kmitaj́ıćı systém dvou zavaž́ı a tř́ı pružinek.

10Samozřejmě zálež́ı, jestli dává smysl volit zcela libovolnou polohu ~ξ ∈ Rn. Např. v aproximaci malých kmit̊u
vyžadujeme, aby ~ξ bylo bĺızko 0. Můžeme se na to ale také d́ıvat tak, že v aproximaci malých kmit̊u jsme dostali
matematické pohybové rovnice, které dávaj́ı (matematický) smysl pro jakékoliv ~ξ ∈ Rn.
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Normálńı souřadnice ~η ∈ Rn jsou definované tak, že kmitá-li systém v i-tém mód̊u plat́ı

ηi = A cos(ωit+ ϕ), ηk = 0, k 6= i. (1.62)

Tohoto chováńı doćıĺıme, namı́̌ŕıme-li nové souřadné osy ηi ve směrech vektor̊u ~ai (p̊uvodńı
souřadné osy mı́̌ŕı ve směrech vektor̊u standardńı báze ~ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)). Reprezentace
i-tého módu v p̊uvodńıch a normálńıch souřadnićıch tedy je

~ξ(t) = A~ai cos(ωit+ ϕ), ~η(t) = A~ei cos(ωit+ ϕ). (1.63)

Transformačńı vztah mezi p̊uvodńımi souřadnicemi ~ξ a normálńımi souřadnicemi ~η vypadá
následovně:

~ξ = A~η, (1.64)

kde matice A,

A =

~a1

 . . .

~an
 , (1.65)

je matice tvořená sloupcovými vektory ~ai. Tento transformačńı vztah má přesně vlastnost po-
psanou výše – převád́ı řešeńı tvaru (1.63) pro ~η(t) na ~ξ(t).

V normálńıch souřadnićıch jsou pohybové rovnice tvaru

η̈k + ω2
kηk = 0, (1.66)

tzn. systém se z matematického hlediska jev́ı jako soubor n nezávislých harmonických oscilátor̊u.

K definici normálńıch souřadnic se často ještě přidává následuj́ıćı normalizačńı podmı́nka

~aTi T~ai = 1, ∀i ∈ {1, . . . , n}. (1.67)

Tato nám fixuje velikost vektor̊u ~ai – tedy měř́ıtko na nových souřadnicových osách ηi. Tyto
souřadnice stále nejsou definovány jednoznačně. Máme volnost ve výběru znamének vektor̊u
~ai a také v př́ıpadě degenerované úlohy máme volnost ve výběru báze př́ıslušného v́ıce dimen-
zionálńıho vlastńıho podprostoru. Nicméně, formálńı definice je následuj́ıćı:

Definice: Necht’ ~ai, i ∈ {1, . . . , n} jsou vlastńı vektory úlohy (U−ω2T)~a = 0 normalizované
podmı́nkou ~aTi T~ai = 1, i ∈ {1, . . . , n}. Normálńı souřadnice ~η jsou definované vztahem

~ξ = A~η, (1.68)

kde A je matice definovaná v (1.65).

V těchto souřadnićıch plat́ı

ATTA = I, ATUA = diag(ω2
1, . . . , ω

2
n), (1.69)

viz daľśı kapitola.

Př́ıklad. Ilustrujme pojem normálńıch souřadnic na př́ıkladě podélných kmit̊u dvou závaž́ı
na třech pružinkách (viz obrázek 1.6). Obecné řešeńı je tvaru (pro m1 = m2 = m, k1 = k2 =
k3 = k):

~x(t) = A1

(
1
−1

)
cos(ω1t+ ϕ1) +A2

(
1
1

)
cos(ω2t+ ϕ2). (1.70)

Pokud vybud́ıme prvńı mód, bude systém opisovat úsečku ve směru vektoru ~a1; analogicky
pokud vybud́ıme druhý mód. Viz obrázek 1.7.
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x1

x2

~a1

~a2

(a) Kmitáńı systému v prvńım módu.

x1

x2

~a1

~a2

(b) Kmitáńı systému v druhém módu.

Obrázek 1.7: Schematicky zakreslené trajektorie v konfiguračńım prostoru systému kmitaj́ıćım v jednot-
livých módech.

Chtěli bychom nyńı zavést nové souřadnice (η1, η2), které budou mı́t takovou vlastnost, že
kmitá-li systém v prvńım módu, tak celý pohyb bude popisovat pouze souřadnice η1 a druhá
souřadnice η2 bude nulová. Analogicky pro systém vybuzený do druhého módu, pak chceme
η1 = 0 a pouze η2 popisuj́ıćı polohu systému. Pod́ıváme-li se znovu na obrázek 1.7, vid́ıme, že
stač́ı vést nové souřadné osy ve směrech vektor̊u ~a1 a ~a2, což je znázorněno na obrázku 1.8.

x1

x2

η2

η1

~e1

~e2

~a1

~a2

Obrázek 1.8: Normálńı souřadnice (η1, η2) mı́̌ŕıćı ve směrech vektor̊u poměru amplitud ~a1 a ~a2. Bazické
vektory ~e1 a ~e2 mı́̌ŕıćı ve směrech os x1 a x2.

Chceme tedy přej́ıt od souřadnic ~x = (x1, x2) k novým souřadnićım ~η = (η1, η2) pomoćı
matice přechodu A definované jako ~x = A ~η (a tedy také ~η = A−1~x).

Potřebujeme matici A takovou, že když j́ı předhod́ıme souřadnice ~η = (1, 0)T , tak dostaneme
vektor ~a1 a když vektor ~η = (0, 1)T , tak dostaneme vektor ~a2. Tuto podmı́nku zjevně splňuje
následuj́ıćı matice

P =

((
~a1

)(
~a2

))
=

(
1 1
−1 1

)
, (1.71)

tzn. do sloupc̊u dáme jednotlivé vektory ~ai. Rozepsáno po složkách (do jednotlivých souřadnic)
máme

x1 = η1 + η2, x2 = −η1 + η2, η1 =
x1 − x2

2
, η2 =

x1 + x2

2
(1.72)
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V těchto normálńıch souřadnićıch vypadá pohyb systému následovně:

~η(t) =

(
η1(t)
η2(t)

)
= A1

(
1
0

)
cos(ω1t+ϕ1) +A2

(
0
1

)
cos(ω2t+ϕ2) =

(
A1 cos(ω1t+ ϕ1)
A2 cos(ω2t+ ϕ2)

)
. (1.73)

V tomto př́ıkladu jsme pro jednoduchost vynechali krok s normalizaćı vektor̊u ~a.

1.9 Malé kmity teoreticky

V této kapitole odpov́ıme na několik vt́ıravých otázek. Budou vlastńı č́ısla λk = ω2
k vždy reálná

a kladná? Budeme mı́t vždy tolik vlastńıch vektor̊u, aby vytvořily bázi Rn? Jaktože přechod k
normálńım souřadnićım současně diagonalizuje matice T a U?

V úloze malých kmit̊u pracujeme se souřadnicemi ~ξ ∈ Rn. Uvažujme tento prostor jako
vektorový prostor V = Rn dimenze n. V něm máme standardńı bázi E = (~ei)

n
i=1, kde

~ei = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i-tá složka

, 0, . . . 0)T . (1.74)

Definujme nyńı bilineárńı formy T a U ,

T : V × V → R, U : V × V → R, (1.75)

tak, že (T )E = T a (U)E = U, tzn. aby matice těchto bilineárńıch forem11 ve standardńı bázi
E byly právě matice kinetické a potenciálńı energie. Jelikož matice T je pozitivně definitńı,
tak je pozitivně definitńı i forma T . Symetrická pozitivně definitńı bilineárńı forma T definuje
skalárńı součin na V , 〈•, •〉T . Označme libovolnou12 ortonormálńı bázi (dle skalárńıho součinu
T ) F = (~fi)

n
i=1. Tzn. 〈~fi, ~fj〉T = T (~fi, ~fj) = δij .

Vztah mezi bázemi E a F je daný následovně pomoćı regulárńı matice přechodu S,

~fi =
n∑
j=1

Sji~ej (1.76)

(tento vztah definuje matici S). Při přechodu mezi bázemi se matice bilineárńıch forem trans-
formuj́ı

(B)F = ST (B)ES. (1.77)

Konkrétně pro bilineárńı formy T a U :

(T )F = STTS = I, (U)F = STUS. (1.78)

Jelikož F je ON báze vzhledem k T , je matice (T )F jednotková. Z transformačńıho vztahu
formy T můžeme vyjádřit T−1 = S ST . Označme Ũ = (U)F , tato matice je symetrická,

ŨT = (STUS)T = STUT S = STUS = Ũ, (1.79)

(a reálná). Teorie lineárńı algebry ř́ıká, že symetrická matice má reálná vlastńı č́ısla λk a lze zvolit
vektory ~ak z vlastńıch podprostor̊u tak, aby tvořily ortonormálńı bázi A = (~ai)

n
i=1 vektorového

prostoru V vzhledem ke skalárńımu součinu T . Jelikož je forma U pozitivně definitńı, všechna
jej́ı vlastńı č́ısla muśı být kladná, λi = ω2

i > 0.

11Matice bilineárńı formy B v bázi E = (~ei)
n
i=1 je definována jako (B)E = Bij = B(~ei, ~ej).

12Libovolnou, ale danou. Tato báze bude pouze pomocná v našem snažeńı.
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Zde jsme hledali vlastńı č́ısla matice Ũ, tzn. řešili jsme úlohu

Ũ(~a)F = λ(~a)F → STUS (~a)F = λ(~a)F . (1.80)

(symbolem (~a)F vyznačujeme, že řešeńım těchto lineárńıch rovnic jsou složky vektor̊u ~a v bázi
F). Po vynásobeńı této rovnice matićı S máme

SSTU (S (~a)F ) = λ (S (~a)F ) → T−1U (S (~a)F ) = λ (S (~a)F ) . (1.81)

Pro transformačńı vztah vektor̊u mezi bázemi E a F plat́ı (~v)F = S−1(~v)E . Složky vektor̊u ve
standardńı bázi Rn budeme značit pouze ~v. Tzn. S(~a)F = ~a a z rovnice (1.80) tedy plyne

T−1U~a = λ~a ↔ (U− λT)~a = 0. (1.82)

T́ım jsme ukázali, že vektory ~a nalezené v metodě mód̊u nejsou nic jiného než složkové vyjádřeńı
abstraktńıch vektor̊u ~a ve standardńı bázi E ve vektorovém prostoru vybaveném formami T a
U .

V bázi A = (~ai)
n
i=1 je (T )A = I, jelikož je to ON báze (〈~ai,~aj〉T = δij), a zároveň (U)A =

diag (λ1, . . . , λn), jelikož je to báze tvořená vlastńımi vektory formy U . Definujeme-li matici
přechodu A jako

~ai =
n∑
j=1

Aji~ej , (1.83)

pak bude platit
ATTA = I, ATUA = diag(ω2

1, . . . , ω
2
n). (1.84)

Standardńı báze má složky (~ei)k = δik, po dosazeńı do definice matice přechodu A (1.83) máme

(~ai)k = Aki, (1.85)

tedy že matici A źıskáme tak, že vektory ~a (resp. jejich složky ve standardńı bázi) naskládáme
vedle sebe do sloupc̊u:

A =

~a1

 . . .

~an
 . (1.86)

1.10 Tlumené malé kmity

Pohybové rovnice s tlumeńım

T~̈ξ + IΓ~̇ξ + U~ξ = 0, (1.87)

kde matice tlumeńı IΓ je symetrická, IΓT = IΓ, pozitivně definitńı (a reálná). Typicky IΓ =
diag (2δ1, . . . , 2δn).

Uvažujme opět ansatz v podobě módu ~ξ(t) = ~a eλt, kde ~a ∈ Cn je konstantńı (obecně
komplexńı) vektor. Dosazeńım dostanu tzv. kvadratickou úlohu vlastńıch č́ısel(

λ2T + λIΓ + U
)
~a = 0 (1.88)

vedoućı na sekulárńı rovnici
det
(
λ2T + λIΓ + U

)
= 0, (1.89)

kde levá strana je polynom stupně 2n. Při dostatečně slabém tlumeńı jsou kořeny komplexńı. Je-
likož máme polynom s reálnými koeficienty, jsou kořeny tvořené dvojicemi komplexně sdružených
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kořen̊u (je-li λ kořen, pak je i λ̄ kořen). Ke komplexně sdruženému kořenu λ̄ př́ısluš́ı komplexně
sdružený vektor ~a. Máme tedy vždy dvojice řešeńı

~ξ1(t) = ~a eλt, ~ξ2(t) = ~a eλ̄t. (1.90)

Uvažujme obecnou lineárńı kombinaci těchto řešeńı (která je z linearity pohybových rovnic také
řešeńı) pro daný kořen λ (a k němu komplexně sdružený λ̄):

~ξ(t) = c1~ae
λt + c2~ae

λ̄t. (1.91)

Zaṕı̌seme-li nyńı λ = −κ+ iω, kde κ > 0, a složky vektoru aj ∈ C v goniometrickém tvaru jako
aj = |aj |eiαj dostaneme

ξj(t) = |aj |e−κt
(
c1e

i(ωt+αj) + c2e
−i(ωt+αj)

)
. (1.92)

Požadujeme-li reálné řešeńı, pak opět plat́ı podmı́nka c2 = c1. Stejným zp̊usobem jako u řešeńı
rovnice harmonického oscilátoru můžeme přej́ıt k řešeńı tvaru

ξj(t) = A|aj |e−κt cos(ωt+ αj + ϕ), (1.93)

kde konstanty A a ϕ (vzniklé z konstanty c1 = a − ib) jsou dané počátečńımi podmı́nkami.
Vid́ıme, že pro tlumený systém obecně nekmitaj́ı všechny část́ı systému ve fázi! Každý stupeň
volnosti je fázově posunut o úhel αj !

Obecné řešeńı je pak dáno superpozićı všech mód̊u (kterých je n):

ξj(t) =

n∑
k=1

Ak|a
(k)
j |e

−κkt cos
(
ωkt+ α

(k)
j + ϕk

)
, (1.94)

kde jsme označili jednotlivé kořeny jako λk = −κk + iωk a k nim př́ıslušné vlastńı vektory jako

~a(k) a jejich složky a
(k)
j = |a(k)

j |e
iα

(k)
j .

1.11 Buzené malé kmity

Nyńı uvažujeme pohybové rovnice tlumených malých kmit̊u s nenulovou pravou tvarou ve tvaru
harmonické bud́ıćı śıly

T~̈ξ + IΓ~̇ξ + U~ξ = ~FeiΩt, (1.95)

kde ~F ∈ Cn. Zaṕı̌seme-li Fj = |Fj |eiβj můžeme interpretovat č́ısla |Fj | jako amplitudy bud́ıćı śıly
na jednotlivých stupńıch volnosti a βj jako fázový posun harmonické bud́ıćı śıly na jednotlivých
stupńıch volnosti.

Uvažujme nyńı ansatz
~ξ(t) = ~a eiΩt, (1.96)

který je kombinaćı ansatz̊u z buzených kmit̊u harmonického oscilátoru a z metody mód̊u, ~a ∈ Cn.
Po dosazeńı do pohybových rovnic dostaneme(

−Ω2T + iΩIΓ + U
)
~a = ~F . (1.97)

Vektor ~a pak z předchoźı rovnice źıskáme jednoduše inverźı matice A = −Ω2T + iΩIΓ + U:

~a =
(
−Ω2T + iΩIΓ + U

)−1 ~F . (1.98)

23



Tato inverze existuje, jelikož determinant matice A je nenulový. Proč tomu tak je? Matice A
je vlastně matice v rovnici (1.89), když nahrad́ıme λ = iΩ. Pro slabé tlumeńı existuj́ı pouze
komplexńı kořeny λ s nenulovou reálnou část́ı. Reálné Ω (tzn. ryze imaginárńı λ) tedy nemůže
být kořenem a tud́ıž muśı být detA nenulový.

Vlastńı řešeńı pro reálnou bud́ıćı śılu je pak

ξj(t) = Re
[
|aj |eiαjeiΩt

]
= |aj | cos(Ωt+ αj), (1.99)

kde jsme opět zapsali složky vektoru ~a v goniometrickém tvaru jako aj = |aj |eiαj . Č́ısla |aj | pak
představuj́ı vybuzené amplitudy v jednotlivých stupńıch volnosti a č́ısla αj pak fázové posunut́ı
oproti bud́ıćı śıle (která sama o sobě mohla být r̊uzně posunutá v jednotlivých stupńıch volnosti
pomoćı konstant βj).

Př́ıklad. Uvažujeme opět podélné kmity dvou závaž́ı na pružinách se stejnými hmotnostmi
těles a stejnými tuhostmi pružin. Tlumı́ćı matice bud’ IΓ = diag (γ, γ). Máme dva stupně volnosti
a bud́ıćı śıla má dvě složky ~F = (F1, F2). Uvažujme βi = 0 a tedy Fi ∈ R, i ∈ {1, 2}.

Na obrázćıch 1.9, 1.10 a 1.11 jsou rezonančńı křivky pro tři r̊uzné tvary bud́ıćı śıly ~F . Na
obrázćıch jsou vyneseny absolutńı hodnoty jednotlivých složek vektoru ~a = (a1, a2). Červeně je
znázorněna složka |a1| a modře složka |a2|.

Uvědomme si, že dva módy nebuzeného netlumeného systému maj́ı tvary ~a = (1, 1) a ~a =
(1,−1). V závislosti na tvaru

”
bud́ıćıho vektoru“ ~F se mohou vyskytovat anebo naopak chybět

rezonančńı peaky nad jednotlivými vlastńımi frekvencemi buzeného systému.

Toto odlǐsuje jednotlivé obrázky. Na prvńım je bud́ıćı śıla nastavená tak, že bud́ı primárně
mód s vektorem ~a = (1, 1). Na druhém naopak pozorujeme rezonančńı peak nad módem s
~a = (1,−1). Třet́ı obrázek znázorňuje situaci s bud́ıćı silou, která

”
nepreferuje“ ani jeden z

mód̊u.

Ω

|a1|, |a2|

ω1 =
√

k
m

√
3k
m = ω2

1

Obrázek 1.9: Bud́ıćı śıla tvaru ~F = (1; 0, 75) má rezonančńı peak v bĺızkosti frekvence prvńıho módu.
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Ω

|a1|, |a2|

ω1 =
√

k
m

√
3k
m = ω2

1

Obrázek 1.10: Bud́ıćı śıla tvaru ~F = (1;−0.75) má rezonančńı peak v bĺızkosti frekvence druhého módu.

Ω

|a1|, |a2|

ω1 =
√

k
m

√
3k
m = ω2

1

Obrázek 1.11: Śıla tvaru ~F = (1; 0) dokáže vybudit oba módy.
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Kapitola 2

Kmity struny a postupné vlněńı

2.1 Řet́ızek atomů

Zkoumejme nejprve chováńı řady závaž́ı o hmotnostech m spojené pružinami tuhosti k, viz
obrázek 2.1. Tento model se dá považovat za 1D krystal – tzv. řet́ızek atomů. Také se na tento
fyzikálńı systém dá pohĺıžet jako na diskrétně modelovanou strunu, lano, atp.

k k
xkxk−1 xk+1

k k

m m m

a a

Obrázek 2.1: Řet́ızek atomů alias př́ıčné kmity řady závaž́ı.

Uvažujme př́ıčné kmity tohoto systému a sestavme pohybové rovnice pro př́ıčnou výchylku
k-tého závaž́ı xk. Na obrázku 2.2 jsou znázorněné śıly ~F1 a ~F2 od sousedńıch závaž́ı, včetně
jejich př́ıčných pr̊umět̊u ~F1x, ~F2x.

~F1

~F2

~F1x

~F2x

xk

xk−1

xk+1

ϑ1

ϑ2

Obrázek 2.2: Śıly p̊usob́ıćı na k-té závaž́ı.

Pohybová rovnice bude tvaru

mẍk = F1x + F2x = −|F1| sinϑ1 + |F2| sinϑ2, (2.1)

kde úhly ϑ1 a ϑ2 sv́ıraj́ı pružiny s vodorovným směrem. Délka nenatažené pružiny necht’ je a0 a
v rovnovážném stavu jsou tedy pružiny napjaté na napět́ı T = k(a− a0). V aproximaci malých
výchylek můžeme uvažovat1, že |F1| ≈ |F2| ≈ T a že sinϑ ≈ tgϑ = ∆x

a , kde ∆x označuje rozd́ıl

1Stejného výsledku bychom bez velkých geometrických úvah dosáhli rozvinut́ım potenciálu

U(∆x) =
1

2
k
(√

a2 + ∆x2 − a0

)2

do druhého řádu Taylorova rozvoje.
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sousedńıch poloh závaž́ı spojené danou pružinou. Dosazeńım těchto předpoklad̊u do rovnice
(2.1) obdrž́ıme

mẍk =
T

a
(xk+1 − 2xk + xk−1, ) . (2.2)

kde
T

a
= k

(
1− a0

a

)
= k′ (2.3)

představuje
”
efektivńı“ tuhost pružin při př́ıčných kmitech. Pokud bychom napsali př́ıslušné

matice kinetické a potenciálńı energie, měly by následuj́ıćı tvar:

T =


. . .

m
m

. . .

 , U =
T

a


. . .

. . .
. . .

−1 2 −1
−1 2 −1

. . .
. . .

. . .

 , (2.4)

kde v př́ıpadě konečného počtu závaž́ı v řet́ızku bychom museli doplnit př́ıslušné okrajové
podmı́nky např. pevných konc̊u, tj. x0 = 0 a xN+1 = 0 (kde N je počet závaž́ı).

2.1.1 Řešeńı řet́ızku

Hledejme řešeńı pohybových rovnic (2.2) pro nekonečný ret́ızek atomů, tzn. máme nekonečnou
sadu rovnic pro každý index k ∈ Z. Vezměme si inspiraci z metody mód̊u, kde se předpokládá
řešeńı ve tvaru

~x(t) = ~a eiωt. (2.5)

V našem př́ıpadě má vektor ~a nekonečně mnoho složek. Derivace složek ansatzu (2.5) vypadaj́ı
takto

xl(t) = ale
iωt, ẋl(t) = ialωe

iωt, ẍl(t) = −ω2ale
iωt, (2.6)

a po dosazeńı do pohybových rovnic (a vykráceńı exponenciály):

−mω2al =
T

a
(al+1 − 2al + al−1) . (2.7)

Prostorový ansatz. Zkusme tvary mód̊u ~a naj́ıt na základě předpokladu, že na řet́ızku p̊ujdou
vybudit harmonické vlny. V komplexńım zápisu uvažujme Re ei(kz+ϕ), kde za souřadnici z do-
sad́ıme př́ıslušné (vodorovné) polohy jednotlivých závaž́ı, z = la:

al = Re ei(kla+ϕ) = cos(kla+ ϕ), (2.8)

zat́ım neurčená konstanta k = 2π
λ se nazývá vlnové č́ıslo. Po dosazeńı ansatzu (2.8) do (2.7):

Re
[(

2− am

T
ω2
)
ei(kla+ϕ)

]
= Re

ei(kla+ϕ)
(
eika + e−ika

)
︸ ︷︷ ︸

2 cos ka

 . (2.9)

Po vykráceńı eikla a vyjádřeńı úhlové frekvence ω máme

1− cos ka

2
=
am

4T
ω2. (2.10)

Člen s cosinem přeṕı̌seme pomoćı goniometrického vzorce pro dvojnásobný úhel a dostaneme
vztah mezi úhlovou frekvenćı ω a vlnovým č́ıslem k:

ω2 =
4T

am
sin2 ka

2
. (2.11)
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Tomuto vztahu se obecně ř́ıká disperzńı vztah. Dvojice parametr̊u ω a k muśı splňovat vztah
(2.11), aby výraz

xl(t) = (Re ei(kla+ϕ))(Re eiωt) = cos(kla+ ϕ) cosωt (2.12)

byl řešeńım pohybových rovnic (2.2). Řešeńı (2.12) je ve tvaru stojaté vlny, X(z) cos(ωt + ϕ),
tzn. amplituda stálého tvaru vlny X(z) se harmonicky měńı.

Disperzńı vztah (2.11) má řešeńı pouze pro omezený rozsah úhlových frekvenćı:

ω ∈

〈
0,

√
4T

am

〉
. (2.13)

V řeči vlnových č́ısel k (a vlnových délek λ = 2π
k vybuzených vln) to odpov́ıdá intervalu:

ka

2
∈
〈

0,
π

2

〉
↔ k ∈

〈
0,
π

a

〉
↔ λ ∈ 〈2a,+∞〉. (2.14)

Na nekonečném řet́ızku atomů tedy můžeme vybudit stojaté vlny se spojitým rozsahem
vlnových délek (a k nim je vždy př́ıslušná daná úhlová frekvence taktéž ze spojitého rozsahu).
Nelze ale vybudit stojatou vlnu s vlnovou délkou kratš́ı než je dvojnásobek vzdálenosti mezi

závaž́ımi 2a (a zároveň s úhlovou frekvenćı větš́ı než
√

4T
am).

Pro oblast frekvenćı (a vlnových délek), pro která jsme nalezli řešeńı pohybových rov-
nic, ř́ıkáme, že je řet́ızek atomů transparentńı prostřed́ı – vlny daných parametr̊u v tomto
prostřed́ı mohou existovat (š́ı̌rit se). Pro frekvence (a vlnové délky) mimo tuto oblast se prostřed́ı
nazývá reaktivńı. Vı́ce o těchto dvou typech prostřed́ı se dozv́ıte v kapitole věnované disperzńım
vztah̊um.

2.1.2 Spojitá limita

Model řet́ızku závaž́ı je dobrým mikroskopickým modelem pro strunu. Nyńı bychom chtěli přej́ıt
ke spojitému popisu tak, že budeme přibližovat atomy k sobě (zahušt’ovat je) – budeme limitně
zmenšovat vzdálenost a, a→ 0.

Uvažujme konečnou délku řet́ızku L, potom počet závaž́ı je přibližně N = L
a . Rádi bychom

drželi napět́ı na řet́ızku konstantńı, T = konst., muśım tedy př́ıslušně zvyšovat tuhost pružin2

k′ = T
a . Také chceme zachovat celkovou hmotnost struny M , takže zmenšujeme hmotnost

jednotlivých závaž́ı konst. = ρL = M = mN , tzn. m = M
N (zavedli jsme označeńı ρ jakožto

délkové hustoty řet́ızku, [ρ] = kg.m−1).

Dále zavedeme spojitý popis polohy, kdy od diskrétńı sady funkćı polohy jednotlivých závaž́ı
xl(t), přejdeme k funkci dvou proměnných ψ(z, t), která popisuje př́ıčnou výchylku závaž́ı na
mı́stě z v čase t. Závaž́ı jsou jen na souřadnićıch z = la, l ∈ Z,

xl(t) = ψ(la, t), (2.15)

pro ostatńı body z může funkce ψ nabývat libovolných hodnot3. Pro ilustraci také viz obrázek
2.3.

2Je dobré si uvědomit, že toto neńı nějaká magie typu
”
aby to vyšlo“. Pokud vezmete pružinu délky a a

tuhosti k a tuto rozp̊uĺıte, vzniknou Vám dvě pružiny délky a
2

a tuhosti 2k! Zvyšováńı tuhosti pružin předpisem
T
a

tedy jen znamená, že necháváme pružiny stejného typu, jen je zkracujeme. Toto je jednoduchý d̊usledek definice
tuhosti k jako śıly na jednotku vychýleńı pružiny. Jdou snadno odvodit

”
zákony skládáńı pružin“ pro výsledné

tuhosti paralelńıho a sériového zapojeńı pružin.
3Budeme potřebovat alespoň dvojnásobnou diferencovatelnost.
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z

ψ

z0

ψ(z0, t)

Obrázek 2.3: Funkce ψ(z, t) popisuj́ıćı výchylku závaž́ı.

Po dosazeńı (2.15) do pohybových rovnic (2.2), přepisu m = ρa a označeńı z = la:

(ρa)ψ̈(z, t) = T

(
ψ(z + a, t)− ψ(z, t)

a
− ψ(z, t)− ψ(z − a, t)

a

)
, (2.16)

kde symbolem ψ̇ rozumı́me ∂ψ
∂t (a obdobně symbolem ψ′ budeme rozumět ∂ψ

∂z ). Zavedeme-li

novou funkci φ(z, t) = ψ(z+a,t)−ψ(z,t)
a , můžeme pohybové rovnice dále zapsat jako

ρ ψ̈(z, t) = T
φ(z, t)− φ(z − a, t)

a
(2.17)

Nyńı použijeme na pravé straně Lagrangeovu větu o středńı hodnotě4:

ρψ̈(z, t) = Tφ′(ξ, t) = T
ψ′(ξ + a, t)− ψ′(ξ, t)

a
, (2.18)

kde ξ ∈ (z − a, z). Použijeme-li Lagrangovu větu ještě jednou na nový zlomek na pravé straně
vzniklý po dosazeńı z definice funkce φ(z, t), dostaneme

ρ ψ̈(z, t) = Tψ′′(η, t), (2.19)

kde η ∈ (ξ, ξ + a) a celkově η ∈ (z − a, z + a). Schematicky je poloha bod̊u ξ a η znázorněna na
obrázku 2.4.

z
zz − a z + a

ξ ξ + aη

Obrázek 2.4: Polohy bod̊u ξ a η na č́ıselné ose. Lagrangeova věta ř́ıká, že ξ ∈ (z − a, z) a η ∈ (ξ, ξ + a).
Celkově můžeme ř́ıct, že η ∈ (z − a, z + a).

V limitě a→ 0 jde η → z a výsledná rovnice tedy je5

ρ ψ̈(z, t) = Tψ′′(z, t), neboli ρ
∂2ψ

∂t2
(z, t) = T

∂2ψ

∂z2
(z, t). (2.20)

4Pro funkci f diferencovatelnou na intervalu 〈a, b〉 existuje bod c ∈ (a, b) takový, že

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a .

5Alternativně můžeme funkci ψ(z, t) rozvinout do Taylorovy řady

ψ(z + ∆z, t) = ψ(z, t) +
∂ψ

∂z
(z, t) ∆z +

1

2

∂2ψ

∂z2
(z, t)∆z2 +O(∆z3).

Dosazeńım tohoto rozvoje do (2.16) (pro ∆z ∈ {a,−a}) dostaneme

ρψ̈(z, t) = T

(
∂2ψ

∂z2
(z, t) +

O(a3)

a2

)
.

V limitě a → 0 člen O(a3) vymiźı (zbytek v Taylorově rozvoji má tu vlastnost, že limita lim∆z→0
O(∆z3)

a3
je

konečná).
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Tato rovnice se nazývá vlnová rovnice a budeme se s ńı setkávat po celý zbytek semestru (skript).

Povšimněte si, že p̊uvodńı diskrétńı rovnice (2.16) určovala hodnotu funkce ψ(z, t) pouze v
bodech z = la, l ∈ Z. V limitě a→ 0 se tyto body zahustily a výsledkem je rovnice pro všechna
z ∈ R.

2.2 Kmity struny a vlnová rovnice

Odvod’me vlnovou rovnici pro strunu ještě jednou, ale nyńı rovnou ze spojitého popisu. Necht’

je struna v klidu natažena podél osy z na napět́ı T . Výchylku bodu (z, 0, 0) budeme popisovat
vektorem ~ψ(z, t) = (ψx, ψy, ψz), viz obrázek (2.5).

z

x

y

~ψ(z, t)

Obrázek 2.5: Výchylka struny z rovnovážné polohy je popisována vektorem ~ψ(z, t).

Složky ψx a ψy představuj́ı dvě nezávislé složky př́ıčných výchylek – hovoř́ıme o dvou
polarizaćıch př́ıčného vlněńı. Složka ψz představuje podélné kmity ve struně. My budeme
uvažovat pouze př́ıčné kmity v jednom směru, tzn. omeźıme se na tvar vektoru ψ = (ψx, 0, 0)
(a přestaneme psát index x).

Uvažujme úsek struny mezi body z1 a z2. Dle prvńı věty impulsové je změna celkové hybnosti
tohoto kousku struny úměrná výslednici vněǰśıch sil,

d~P

dt
= ~F (e) = ~F1 + ~F2 = ~Fx, (2.21)

kde śıly ~F1, resp. ~F2, p̊usob́ı na levý, resp. pravý, konec zvoleného úseku struny. Viz obrázek
2.6.

z

x

z1 z2

~F2
~F2x

~F1x~F1

ϑ2
ϑ1

∆z

Obrázek 2.6: Śıly ~F1 a ~F2 p̊usob́ıćı na úsek struny. V mı́stě z1, resp. z2, sv́ırá struna s vodorovným
směrem úhel ϑ1, resp. ϑ2.

Budeme uvažovat pouze malé př́ıčné kmity – z tohoto předpokladu budou plynout následuj́ıćı
aproximace. Zaj́ımaj́ı nás pouze př́ıčné pr̊uměty sil, ~F1x a ~F2x:

Fx1 = −|F1| sinϑ1 ≈ −T tgϑ1 = −T ∂ψ
∂z

(z1, t), Fx2 = |F2| sinϑ2 ≈ T tgϑ2 = T
∂ψ

∂z
(z2, t),

(2.22)
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kde jsme využili předpoklad, že při malých výchylkách se velikost sil Fi jen málo lǐśı od napět́ı
struny v rovnovážné poloze T a funkci sinus můžeme nahradit funkćı tangens, kterou dále
nahrad́ıme derivaćı funkce ψ ve směru z.6

Podélné śıly se v aproximaci malých výchylek přesně vyruš́ı:

Fz1 = −|F1| cosϑ1 ≈ −T, Fz2 = |F2| cosϑ2 ≈ T. (2.23)

V prvńı větě impulsové (2.21) je netriviálńı tedy pouze složka x. Jej́ı pravou stranu můžeme
psát jako

F (e)
x = T

(
∂ψ

∂z
(z2, t)−

∂ψ

∂z
(z1, t)

)
= T∆z

∂2ψ

∂z2
(ξ, t), (2.24)

kde jsme použili Lagrangeovu větu o př́ır̊ustku funkce, tj. ξ ∈ (z1, z2) (podrobněji viz přechoźı
kapitola o spojité limitě řet́ızku), a označili ∆z = z2−z1. Pod́ıvejme se dále podrobněji na levou
stranu věty impulsové. Celkovou hybnost můžeme vyjádřit pomoćı rychlosti těžǐstě ~VCM :

~P = M~VCM , ~VCM = (Vx, 0, 0), (2.25)

kde M znač́ı celkovou hmotnost vybraného úseku struny. Poloha těžistě je dána jako

~R =
1

M

∫
l
ρ~r dl =

(
ψCM , 0, zCM =

z1 + z2

2

)
, (2.26)

kde ψCM jsme označili polohu těžǐstě na ose x, viz obrázek 2.7.

zz1 z2zCM

ψCM

x

Obrázek 2.7: Těžǐstě úseku struny.

Výpočet ψCM dává

ψCM (t) =
ρ

M

∫ z2

z1

ψ(z, t) dz =
1

∆z

∫ z2

z1

ψ(z, t) dz = ψ(η, t)
∆z

∆z
, (2.27)

kde jsme použili integrálńı větu o středńı hodnotě7, η ∈ (z1, z2). Levá strana věty impulsové
tedy má tvar

dPx
dt

= M
d2

dt2
ψCM = M

∂2ψ

∂t2
(η, t). (2.28)

Celkový tvar prvńı věty impulsové (jej́ı netriviálńı složka x) v aproximaci malých výchylek je

ρ∆z
∂2ψ

∂t2
(η, t) = T∆z

∂2ψ

∂z2
(ξ, t). (2.29)

Po vykráceńı ∆z můžeme provést limitu z2 → z1 a dospějeme k vlnové rovnici

ρ
∂2ψ

∂t2
(z, t) = T

∂2ψ

∂z2
(z, t). (2.30)

6Kladné směry úhl̊u jsou voleny tak, aby korespondovaly s kladnou hodnotou derivace v daném bodě. Jelikož
śıla F1x mı́̌ŕı do záporného směru osy x, přidali jsme explicitńı znaménko u jej́ıho vyjádřeńı.

7Pro funkci f spojitou na intervalu 〈a, b〉 existuje bod c ∈ (a, b) takový, že∫ b

a

f(x) dx = f(c) (b− a).
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2.3 Podélné kmity

Porovnejme nyńı př́ıčné kmity s podélnými, které jsme u spojitého odvozeńı vlnové rovnice
rovnou vynechali. Pracujme znovu s diskrétńım modelem závaž́ı a pružin a pod́ıvejme se na
pravou stranu pohybových rovnic (2.2). U př́ıčných kmit̊u zde vystupuje faktor k

(
1− a0

a

)
, pro

podélné kmity by zde byl jednoduchý faktor k. Pro pružiny jejichž klidová délka a0 je bĺızká a
bude platit

k
(

1− a0

a

)
� k. (2.31)

Tento předpoklad je pro model struny obvykle splněn. Při naṕınáńı struny je jej́ı prodloužeńı
mnohem menš́ı než jej́ı celková délka, ∆l � l. Napět́ı v řet́ızku v rovnovážné poloze je T =
ka
(
1− a0

a

)
. Označme nyńı Tpod. jako napět́ı, které by v řet́ızku muselo být, aby se př́ıčné kmity

chovali jako podélné kmity s p̊uvodńım napět́ım T . Plat́ı

Tpod. = ka =
T

1− a0
a

a tedy T � Tpod. (2.32)

Vybudit podélné kmity srovnatelné amplitudy je tedy daleko náročněǰśı než u př́ıčných
kmit̊u. Proto jsme je v předchoźım popisu mohli zanedbat.

Na závěr ještě srovnejme popisy výchylek pro podélné a př́ıčné kmity pomoćı funkce ψ(z, t)
na obrázku 2.8.

z

xk−1 xk xk+1

z

x

z

ψ(z, t)

(a) Př́ıčné kmity řet́ızku a struny.

z

xk−1 xk xk+1

zz z + ψ(z, t)

ψ(z, t)

xk−1

(b) Podélné kmity řet́ızku a struny.

Obrázek 2.8: Srovnáńı popis̊u podélných a př́ıčných kmit̊u.

U př́ıčných kmit̊u je poloha kousku struny dána vektorem (z, ψ(z, t)). U podélných kmit̊u
je vychýlený kus struny na souřadnici z + ψ(z, t).

2.4 Zvuk

Zvuk neńı nic jiného než podélné vlněńı v materiálu. Odvod’me nyńı vlnovou rovnici pro tlakové
změny zp̊usobené podélným vlněńım v ideálńım plynu. Uvažujme trubici plynu o pr̊uřezu S
podél osy z. Podélné výchylky plynu z rovnovážné polohy opět poṕı̌seme funkćı ψ(z, t). Vezměme
malý úsek trubice 〈z, z + dz〉, pak vlivem výchylek se plyn posune na pozici〈

z + ψ(z, t), z + dz + ψ(z + dz, t)
〉
. (2.33)

Na levý konec úseku plynu p̊usob́ı tlak p(z, t), na pravý konec tlak p(z+ dz, t). Viz obrázek 2.9.
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S

zψ(z) ψ(z + dz)

z z + dz

p(z) p(z + dz)

Obrázek 2.9: Trubice vzduchu a jej́ı malý úsek mezi body 〈z, z + dz〉. Funkce ψ(z, t) popisuje podélnou
výchylku částic plynu z rovnovážné polohy. Funkce p(z, t) popisuje tlak v každém mı́stě trubice.

Pohybová rovnice zvoleného úseku bude opět dána prvńı větou impulsovou:

dM
∂2ψ

∂t2
= p(z)S − p(z + dz)S, (2.34)

kde dM = ρ dV = ρ0dV0. dV0 označuje p̊uvodńı objem úseku, dV0 = S dz, dV je objem po
posunut́ı o výchylky ψ(z, t). Hmotnost sledovaného kousku z̊ustává konstantńı, naše myšlená
hranice se posouvá s přesunem molekul plynu. Objem dV se dá vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem
jako pr̊uřez krát délka:

dV = S
((
z+dz+ψ(z+dz)

)
−
(
z+ψ(z)

))
= S

(
1 +

ψ(z + dz)− ψ(z)

dz

)
dz = S

(
1 +

∂ψ

∂z

)
dz.

(2.35)

Daľśım d̊uležitým předpokladem je, že děj v plynu je adiabatický – tedy, že se během změn
tlaku nestihne vyměňovat teplo mezi jednotlivými částmi plynu8. Pro adiabatický děj v ideálńım
plynu plat́ı

pV κ = konst., (2.36)

kde κ je Poissonova konstanta př́ıslušná danému plynu. V našem př́ıpadě uvažujeme plyn v
našem malém úseku o objemu dV , takže máme

p0(dV0)κ = p dV κ, (2.37)

kde p0 označuje tlak plynu v rovnovážné poloze. Vyjádř́ıme-li tlak p:

p = p0

(
dV0

dV

)κ
= p0

(
1 +

∂ψ

∂z

)−κ
≈ p0

(
1− κ∂ψ

∂z

)
, (2.38)

kde jsme dosadili za dV z (2.35), za dV0 = S dz, a v posledńı rovnosti použili Taylor̊uv rozvoj
do prvńıho řádu funkce (1 + x)α ≈ 1 + αx.

Rozd́ıl tlak̊u v r̊uzných mı́stech na pravé straně rovnice (2.34) můžeme zapsat pomoćı deri-
vace:

p(z + dz)− p(z)
dz

=
∂p

∂z
≈ −p0κ

∂2ψ

∂z2
, (2.39)

kde jsme využili (2.38). Dosad́ıme-li nyńı předchoźı výsledek do pohybové rovnice (2.34) (po
rozepsáńı dM = ρ0S dz):

ρ0
∂2ψ

∂t2
= p0κ

∂2ψ

∂z2
. (2.40)

Toto je vlnová rovnice popisuj́ıćı podélné kmity v trubici s plynem. V př́ıpadě, že bychom
uvažovali izotermický děj (který splňuje pV = konst.), chyběla by nám ve výsledku Poissonova
konstanta κ.

8Newton uvažoval děj izotermický. Rychlost zvuku ve vzduchu mu pak vyšla špatně.
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2.5 Kmity struny s pevnými konci

Uvažujme nyńı strunu délky L, která je napjatá mezi body z = 0 a z = L. Pohyb struny se ř́ıd́ı
vlnovou rovnićı:

∂2ψ

∂t2
=
T0

ρ0

∂2ψ

∂z2
, z ∈ (0, L), t ∈ R, (2.41)

kde ρ0 je délková hustota a T0 je napět́ı na struně. Dále uvažujeme následuj́ıćı okrajové podmı́nky
– struna je na konćıch nepohyblivě upevněna, tzn.

ψ(0, t) = 0, ψ(L, t) = 0, ∀t ∈ R. (2.42)

Řešeńı se pokuśıme naj́ıt metodou separace proměnných. Předpokládáme řešeńı ve tvaru

ψ(z, t) = Z(z)T (t), (2.43)

s neznámými funkcemi Z(z) a T (t) jedné proměnné. Pokud tento ansatz dosad́ıme do vlnové
rovnice (2.41), obdrž́ıme

Z(z)T̈ (t) =
T0

ρ0
Z ′′(z)T (t), (2.44)

pokud nyńı tuto rovnici vyděĺıme Z(z)T (t) a vynásob́ıme ρ0

T0
, obdrž́ıme separovanou rovnici

Z ′′

Z
(z) =

ρ0

T0

T̈

T
(t), ∀z, t ∈ R, (2.45)

kde levá strana je závislá pouze na proměnné z a pravá strana pouze na t. Jelikož tato rov-
nice muśı být splněna pro všechna z, t ∈ R, tak se levá a pravá strana muśı rovnat společné
konstantě9, označme ji C ∈ R:

Z ′′

Z
(z) = C =

ρ0

T0

T̈

T
(t). (2.46)

Jednoduchou úpravou dospějeme ke dvěma obyčejným diferenciálńım rovnićım pro funkce Z(z)
a T (t) se zat́ım neurčenou konstantou C:

Z ′′ − CZ = 0, T̈ − CT0

ρ0
T = 0. (2.47)

Než se pust́ıme do řešeńı rovnic (2.47), pod́ıvejme se na okrajové podmı́nky (2.42), do kterých
dosad́ıme ansatz (2.43):

ψ(0, t) = Z(0)T (t) = 0, ψ(L, t) = Z(L)T (t) = 0, ∀t ∈ R. (2.48)

Požadujeme-li netriviálńı T (t) (a tedy i nenulové řešeńı ψ(z, t)), tak se okrajové podmı́nky (2.48)
redukuj́ı na:

Z(0) = 0, Z(L) = 0. (2.49)

9Zderivujeme-li rovnici (2.45) podle proměnné z, resp. t, obdrž́ıme:

d

dz

(
Z′′

Z

)
= 0, 0 =

d

dt

(
ρ0

T0

T̈

T

)
.

Pokud má funkce nulovou derivaci, muśı tato funkce být konstantńı:

Z′′

Z
= −C1,

ρ0

T0

T̈

T
= −C2.

Ukázali jsme tedy, že se se levá, resp. pravá, strana rovnice (2.45) rovnaj́ı konstantě −C1, resp. −C2. Ale jelikož
se levé strany výše napsaných rovnic rovnaj́ı pro ∀z, t, tak muśı být C1 = C2.
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Tyto tedy budeme muset splnit při řešeńı rovnice (2.47) pro funkci Z(z) se zat́ım neurčenou
konstantou C. Řešeńı Z(z) je

Z(z) = c1e
√
Cz + c2e

−
√
Cz, (2.50)

kde c1 a c2 jsou integračńı konstanty. Okrajové podmı́nky tedy vypadaj́ı následovně

Z(0) = c1 + c2 = 0, Z(L) = c1e
√
CL + c2e

−
√
CL = 0. (2.51)

Po dosazeńı z prvńı rovnice do druhé máme podmı́nku

c1e
−
√
CL
(
e2
√
CL − 1

)
= 0 (2.52)

Požadujeme netriviálńı řešeńı, tedy c1(= −c2) 6= 0; exponenciála e−
√
CL je vždy nenulová; je

tedy nutné, aby byl nulový výraz v závorce. To je možné pouze pro C < 0, tzn.
√
C = i

√
|C|,

a můžeme psát

e2i
√
|C|L = cos

(
2
√
|C|L

)
+ i sin

(
2
√
|C|L

)
= 1, (2.53)

s řešeńım

2
√
|C|L = 2mπ, m ∈ N. (2.54)

To znamená, že př́ıpustné konstanty C, pro které řešeńı splňuje okrajové podmı́nky, jsou
č́ıslované přirozenými č́ısly a konkrétně dané jako

Cm = −
(mπ
L

)2
. (2.55)

Označme km = mπ
L , pak můžeme psát

√
|Cm| = km = mπ

L .

Tvar funkce Z(z). Jedna okrajová podmı́nka dává c2 = −c1. Podmı́nka reálnosti řešeńı
vyžaduje c2 = c̄1. To znamená, že c1 = ic a c2 = −ic, kde c ∈ R.

Zm(z) = c
(
ieikmz − ie−ikmz

)
= −2c sin(kmz) = A sin(kmz). (2.56)

Ještě nám ke každému př́ıpustnému Cm (tzn. tomu splňuj́ıćımu okrajové podmı́nky) zbývá
řešit př́ıslušnou časovou rovnici pro T (t), viz (2.47):

T̈ +
(mπ
L

)2 T0

ρ0
T = 0. (2.57)

Tato má řešeńı tvaru:

Tm(t) = B sin

(
mπ

L

√
T0

ρ0
t+ ϕm

)
, (2.58)

kde úhlová frekvence ωm lze napsat pomoćı vlnového č́ısla km jako

ωm =

√
T0

ρ0
km =

√
T0

ρ0

mπ

L
, km =

mπ

L
. (2.59)

Výsledné řešeńı pohybu struny ψm(z, t) př́ıslušej́ıćı př́ıpustné hodnotě konstanty Cm źıskáme
dosazeńım do (2.43):

ψm(z, t) = Zm(z)Tm(t) = Am sin
(mπz

L

)
sin

(
mπ

L

√
T0

ρ0
t+ ϕm

)
, (2.60)
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kde jsme sdružili závislé integračńı konstanty a pojmenovali jeAm = AB. Tyto řešeńı představuj́ı
vibračńı módy struny. Řešeńı vyšlo ve tvaru tzv. stojatých vln, tzn. ve tvaru ψ(z, t) = Z(z) sin(ωt+
ϕ0), kde si vlna zachovává sv̊uj tvar Z(z) a jen se měńı jej́ı amplituda harmonickou funkćı.

Jelikož vlnová rovnice (2.41) je lineárńı, je řešeńım i lineárńı kombinace všech výše nale-
zených řešeńı:

ψ(z, t) =

+∞∑
m=1

ψm(z, t), (2.61)

kde koeficienty lineárńı kombinace zastanou amplitudy Am schované již ve funkćıch ψm(z, t)
(2.60). Výsledné obecné řešeńı nalezené metodou separace proměnných je

ψ(z, t) =

∞∑
m=1

Am sin (kmz) sin (ωmt+ ϕm) , (2.62)

kde úhlová frekvence ω a vlnové č́ıslo k splňuj́ı následuj́ıćı disperzńı vztah a př́ıpustné hodnoty
vlnových č́ısel km jsou

ω =

√
T0

ρ0
k, km =

mπ

L
, m ∈ N. (2.63)

Konstanty Am a ϕm jsou dány počátečńımi podmı́nkami, naproti tomu konstanty ωm a km
jsou dány vlastnostmi fyzikálńıho systému, který zkoumáme, zde tedy délkou struny L, jej́ı
hustotou ρ0 a napět́ım v ńı T0 (a okrajovými podmı́nkami).

Na obrázku 2.10 jsou znázorněny prvńı čtyři módy tohoto řešeńı (tzn. funkce ψ1 až ψ4).

L0 z

m = 1

m = 2

m = 3

m = 4

Obrázek 2.10: Prvńı čtyři módy pohybu struny s pevnými konci. Tečkovaně jsou naznačeny tvary mód̊u
posunuté o polovinu časové periody.

2.5.1 Podmı́nka volného konce

Druhým typem okrajové podmı́nky na struně konečné délky je okrajová podmı́nka volného
konce. Fyzikálně to znamená, že konec struny může bez třeńı volně klouzat po tyči kolmé na
osu z. V následuj́ıćım textu bez újmy na obecnosti zvolme z = 0.

Uvažujeme-li, že upevněńı struny má hmotnost M , pak Newtonova pohybová rovnice pro
konec struny bude mı́t podobu

M
∂2ψ

∂t2
(0, t) = Fx = T

∂ψ

∂z
(0, t), (2.64)

kde na pravé straně je př́ıčná śıla od struny p̊usob́ıćı na upevněńı struny.
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z

~T
~Fx, Fx = T ∂ψ

∂z

0

M

Obrázek 2.11: Př́ıčná śıla p̊usob́ıćı na závěs hmotnosti M .

Pro nehmotný závěs, M = 0 dostáváme z pohybové rovnice okrajovou podmı́nku volného
konce tvaru

∂ψ

∂z
(0, t) = 0, (2.65)

tedy že na upevněńı nep̊usob́ı žádná př́ıčná śıla; geometricky – struna do mı́sta upevněńı př́ıcháźı
vodorovně.

2.6 Matematická vsuvka: Fourierovy řady

Mějme periodickou funkci f : R → R s periodou 2L. Pak Fourierovou řadou fF funkce f
nazveme následuj́ıćı funkci

fF (z) =
a0

2
+

+∞∑
m=1

(
am cos

mπz

L
+ bm sin

mπz

L

)
, (2.66)

kde koeficienty am a bm jsou dané vztahy:

am =
1

L

∫ L

−L
f(z) cos

mπz

L
dz, m ∈ N0; bm =

1

L

∫ L

−L
f(z) sin

mπz

L
dz, m ∈ N. (2.67)

Pro po částech diferencovatelné funkce plat́ı, že v bodech spojitosti Fourierova řada konver-
guje k p̊uvodńı funkci f , fF (z) = f(z). Pro bod nespojitosti z0 plat́ı

fF (z0) =
1

2

(
lim

z→z0+
f(z) + lim

z→z0−
f(z)

)
, (2.68)

tedy Fourierova řada v tomto bodě konverguje k pr̊uměru jednostranných limit funkce f .

Fourierova řada představuje rozvoj periodické funkce f do diskrétńı superpozice harmo-
nických vln.

Pro sudé funkce (f(x) = f(−x)), resp. liché funkce (f(x) = −f(−x)), se Fourierova řada
(2.66) a vzorce pro koeficienty am a bm (2.67) zjednoduš́ı. Pro sudé funkce dostaneme

am =
2

L

∫ L

0
f(z) cos

mπz

L
dz, bm = 0, fF (z) =

a0

2
+

+∞∑
m=1

am cos
mπz

L
. (2.69)

Pro liché funkce:

am = 0, bm =
2

L

∫ L

0
f(z) sin

mπz

L
dz, fF (z) =

+∞∑
m=1

bm sin
mπz

L
. (2.70)
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*Poznámka z pohledu lineárńı algebry: Fourierova řada je vlastně rozklad vektoru f z vek-
torového prostoru periodických funkćı F do (nekonečné) báze

B = {(cos kmz)
+∞
m=0 , (sin kmz)

+∞
m=1}, (2.71)

kde km = mπ
L . Jestliže nav́ıc zavedeme skalárńı součin dvou periodických funkćı f a g (f, g ∈ F)

jako

〈f, g〉 :=
1

L

∫ L

−L
f(z)g(z) dz, (2.72)

potom koeficienty am a bm nejsou nic jiného než koeficienty lineárńı kombinace źıskané jako
projekce vektoru f na vektory báze pomoćı skalárńıho součinu (2.72)10:

am = 〈f, cos kmz〉, bm = 〈f, sin kmz〉, (2.73)

těmto koeficient̊um se v lineárńı algebře ř́ıká Fourierovy koeficienty.

2.6.1 Sudé a liché prodloužeńı

Mějme funkci f : 〈0, L〉 → R. Definujme jej́ı tzv. sudé a liché prodloužeńı fsudé : R → R a
fliché : R→ R.

Nejprve definujeme funkce fsudé a fliché na intervalu 〈0, L〉 tak, aby souhlasily s p̊uvodńı
funkćı f :

fsudé|〈0,L〉 = f, fliché|〈0,L〉 = f. (2.74)

Pak dodefinujeme funkce fsudé a fliché na intervalu 〈−L, 0〉 takto:

fsudé(z) = f(−z), fliché(z) = −f(−z), z ∈ 〈−L, 0〉, (2.75)

tzn. tak, aby funkce fsudé byla sudá na intervalu 〈−L,L〉 a funkce fliché lichá11 na 〈−L,L〉.
Na závěr funkce fsudé a fliché jednoznačně dodefinujeme na celé R tak, aby se jednalo o

periodické funkce s periodou 2L. Výsledek těchto prodloužeńı pro konkrétńı př́ıpad funkce f z
obrázku 2.12 vid́ıte na obrázku 2.13.

L0 z

f(z)

Obrázek 2.12: Původńı funkce f : 〈0, L〉 → R definovaná pouze na intervalu 〈0, L〉.

10S výjimkou koeficientu a0, kde nám vad́ı nenormovanost funkce f(z) = 1, 〈f, f〉 = 2.
11U lichého prodloužeńı může nastat problém pokud f(0) 6= 0 a f(L) 6= 0 (funkce pak nemůže být lichá,

resp. periodická). Tento problém můžeme bez obav ignorovat, jelikož koeficienty Fourierovy řady am a bm jsou
dané integrálńımi vzorci a integrály nejsou citlivé na změnu funkčńı hodnoty integrované funkce v jednom bodě.
Můžeme si tedy představovat, že při lichém prodlužováńı redefinujeme p̊uvodńı funkci f tak, že polož́ıme f(0) =
f(L) = 0.
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L0 z

fsudé

−L

(a) Sudé prodloužeńı fsudé.

L0 z

fliché

−L

(b) Liché prodloužeńı fliché.

Obrázek 2.13: Sudé a liché prodloužeńı funkce f .

Ze zadané funkce f : 〈0, L〉 → R jsme źıskali periodické sudé, resp. liché, funkce fsudé, resp.
fliché. Můžeme tedy poč́ıtat jejich Fourierovy řady, které d́ıky sudosti, resp. lichosti, vyjdou v
následuj́ıćıch tvarech:

fsudé(z) =
a0

2
+

+∞∑
m=1

am cos
mπz

L
, fliché(z) =

+∞∑
m=1

bm sin
mπz

L
, (2.76)

kde koeficienty am a bm jsou dle (2.69), resp. (2.70), dané jako

am =
2

L

∫ L

0
fsudé(z) cos

mπz

L
dz =

2

L

∫ L

0
f(z) cos

mπz

L
dz,

bm =
2

L

∫ L

0
fliché(z) sin

mπz

L
dz =

2

L

∫ L

0
f(z) sin

mπz

L
dz, (2.77)

kde jsme využili toho, že fsudé(z) = fliché(z) = f(z) pro z ∈ 〈0, L〉. Pak plat́ı

f(z) =
a0

2
+

+∞∑
m=1

am cos
mπz

L
=

+∞∑
m=1

bm sin
mπz

L
pro z ∈ 〈0, L〉. (2.78)

Podařilo se nám tedy funkci f na intervalu 〈0, L〉 vyjádřit jako lineárńı kombinaci bud’ pouze
funkćı sinus anebo pouze funkćı cosinus.

2.7 Řešeńı počátečńıch podmı́nek pro pevné konce

Nyńı chceme naj́ıt konkrétńı pohyb struny, máme-li zadané př́ıslušné počátečńı podmı́nky.
Napǐsme si postup této úlohy pro okrajové podmı́nky pevných konc̊u.

Počátečńı podmı́nky jsou tvořeny počátečńı polohou struny a počátečńı rychlost́ı struny (pro
jednoduchost voĺıme, že jsou zadané v čase t = 0). Tyto jsou zadané funkćı počátečńı polohy
f : 〈0, L〉 → R (muśıme zadat počátečńı výchylku každého bodu struny) a funkćı počátečńı
rychlosti g : 〈0, L〉 → R (to samé pro počátečńı rychlost každého bodu struny). Naše hledané
konkrétńı řešeńı tedy muśı splňovat:

ψ(z, 0) = f(z),
∂ψ

∂t
(z, 0) = g(z), ∀z ∈ 〈0, L〉. (2.79)

Abychom tohoto dosáhli, máme k dispozici integračńı konstanty Am a ϕm, jejichž hodnotu
chceme určit.
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Rozepsané počátečńı podmı́nky. Rozepǐsme levé strany rovnic (2.79), tzn. dosad’me čas
t = 0 do obecného řešeńı (2.62) a jeho časové derivace:

ψ(z, 0) =

+∞∑
m=1

(Am sinϕm) sin
mπz

L
= f(z),

∂ψ

∂t
(z, 0) =

+∞∑
m=1

(Amωm cosϕm) sin
mπz

L
= g(z). (2.80)

Liché prodloužeńı funkćı f a g. Nyńı bychom potřebovali napsat funkce f a g jako
Fourierovy řady, které budou obsahovat pouze funkce sin mπz

L . Toho snadno dosáhneme, pokud
si spoč́ıtáme řady funkćı f a g v lichém prodloužeńı (viz kapitola 2.6.1):

f(z) =
+∞∑
m=1

fm sin
mπz

L
, g(z) =

+∞∑
m=1

gm sin
mπz

L
, (2.81)

kde koeficienty fm a gm jsou dané následuj́ıćımi vzorci:

fm =
2

L

∫ L

0
f(z) sin

(mπz
L

)
dz, gm =

2

L

∫ L

0
g(z) sin

(mπz
L

)
dz. (2.82)

Výsledné rovnice pro koeficienty Am, ϕm. Vlastńı rovnice pro koeficienty Am a ϕm
źıskáme porovnáńım řad (2.80) a (2.81) člen po členu:

Am sinϕm = fm, Amωm cosϕm = gm. (2.83)

Tyto rovnice můžeme (formálně12) vyřešit:

Am =

√
f2
m +

g2
m

ω2
m

, tgϕm =
fmωm
gm

. (2.84)

2.8 d’Alembertovo řešeńı vlnové rovnice

Uvažujme vlnovou rovnici tvaru
∂2ψ

∂t2
= v2∂

2ψ

∂z2
, (2.85)

kterou přeṕı̌seme do následuj́ıćıho tvaru t́ım, že se na parciálńı derivace začneme d́ıvat jako na
diferenciálńı operátory: (

1

v2

∂2

∂t2
− ∂2

∂z2

)
ψ = 0. (2.86)

Diferenciálńı operátor na levé straně předchoźı rovnice se nazývá d’Alembert̊uv operátor13

a znač́ı se �:

� =
1

v2

∂2

∂t2
− ∂2

∂z2
. (2.87)

Dı́ky záměnnosti parciálńıch derivaćı plat́ı i pro derivace poučka A2 −B2 = (A−B)(A+B) a
můžeme psát

�ψ =

(
1

v

∂

∂t
− ∂

∂z

)(
1

v

∂

∂t
+

∂

∂z

)
ψ = 0 (2.88)

12Formálńı je druhá rovnice, která ve skutečnosti reprezentuje dvě rovnice sinϕm = fm
Am

a cosϕm = gm
Amωm

,
které jednoznačně definuj́ı úhel ϕm pro Am 6= 0. Pokud Am = 0, př́ıslušný mód chyb́ı a na jeho fázi nezálež́ı.

13Jiná konvence zavád́ı d’Alembert̊uv operátor s opačným znaménkem.
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Chtěli bychom nyńı zavést nové proměnné tak, aby se zjednodušil tvar rovnice (2.88). Toho
dosáhneme zavedeńım proměnných ξ a η dle následuj́ıćıch předpis̊u

ξ = z − vt, η = z + vt,

(
z =

ξ + η

2
, t =

η − ξ
2v

)
. (2.89)

z

vt

η

ξ

Obrázek 2.14: Původńı souřadnice (z, vt) a nové souřadnice (ξ, η).

Přepǐsme vlnovou rovnici v p̊uvodńıch proměnných z, t do nových proměnných ξ, η. Definu-
jeme novou funkci ψ̃(ξ, η) definovanou pomoćı substituce:

ψ̃(ξ, η) := ψ (z(ξ, η), t(ξ, η)) = ψ

(
ξ + η

2
,
η − ξ

2v

)
. (2.90)

Inverzńı substituce bude pak vypadat následovně

ψ(z, t) = ψ̃(z − vt, z + vt) = ψ̃(ξ, η). (2.91)

Tyto substitučńı vztahy nám umožňuj́ı transformovat derivace podle jednotlivých proměnných.
Derivujeme-li ψ podle proměnných z a t, dostáváme podle řetězového pravidla14

∂ψ

∂t
=
∂ψ̃

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂ψ̃

∂η

∂η

∂t
= −v∂ψ̃

∂ξ
+ v

∂ψ̃

∂η
,

∂ψ

∂z
=
∂ψ̃

∂ξ

∂ξ

∂z
+
∂ψ̃

∂η

∂η

∂z
=
∂ψ̃

∂ξ
+
∂ψ̃

∂η
. (2.92)

Zkombinujeme-li tyto výsledky do tvaru operátor̊u vyskytuj́ıćıch se v (2.88)(
1

v

∂

∂t
− ∂

∂z

)
ψ =

(
∂

∂η
− ∂

∂ξ
− ∂

∂ξ
− ∂

∂η

)
ψ̃ = −2

∂

∂ξ
ψ̃,(

1

v

∂

∂t
+

∂

∂z

)
ψ =

(
∂

∂η
− ∂

∂ξ
+

∂

∂ξ
+

∂

∂η

)
ψ̃ = 2

∂

∂η
ψ̃. (2.93)

14Mějme funkci f(x1, . . . , xk) : Rk → R a k-tici funkćı gi(y1, . . . , yl) : Rl → R. Funkci h(y1, . . . , yl) : Rl → R
źıskáme složeńım

h(y1, . . . , yl) = f (g1(y1, . . . , yl), . . . , gk(y1, . . . , yl))

Potom plat́ı řetězové pravidlo

∂h

∂yi
=

k∑
m=1

∂f

∂xm

∂gm
∂yi

.

Toto pravidlo je rozš́ı̌reńım pravidla o derivováńı složené funkce, [f(g(x))]′ = f ′(g(x)) g′(x), do v́ıce proměnných.
Zde máme ψ̃(ξ, η) ∼ f(x1, x2), ξ(z, t) ∼ g1(y1, y2), η(z, t) ∼ g2(y1, y2).
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V řeč́ı differenciálńıch operátor̊u tedy máme

1

v

∂

∂t
− ∂

∂z
= −2

∂

∂ξ
,

1

v

∂

∂t
+

∂

∂z
= 2

∂

∂η
. (2.94)

Dosad́ıme-li tyto výrazy do vlnové rovnice (2.88), máme

∂2ψ̃

∂ξ∂η
= 0. (2.95)

Tato rovnice má řešeńı15 v podobě

ψ̃(ξ, η) = F (ξ) +G(η), (2.96)

kde F,G : R −→ R jsou libovolné reálné funkce jedné reálné proměnné (př́ıslušně diferencova-
telné). Pomoćı p̊uvodńıch proměnných je funkce ψ(z, t) tvaru

ψ(z, t) = F (z − vt) +G(z + vt), (2.97)

tomuto řešeńı ř́ıkáme d’Alembertovo řešeńı vlnové rovnice. Jaký je fyzikálńı význam tohoto
řešeńı? Uvažujme nejprve situaci s G ≡ 0. V čase t = 0 představuje funkce F (z) prostě tvar
vybuzené vlny. Dále se pod́ıvejme na vývoj mı́sta konstantńı fáze. Fáźı nazýváme argument
funkce F , tzn. z − vt. Najděme časovou závislost mı́sta zc(t) jako řešeńı rovnice z − vt = c, kde
c je libovolná konstanta. Toto je triviálně

zc(t) = c+ vt. (2.98)

(pro počátečńı podmı́nku zc(0) = z0 dostaneme zc(t) = z0 + vt). Konkrétńı mı́sto na vlně se
tedy š́ı̌ŕı rychlost́ı v. Část řešeńı F (z − vt) tedy představuje vlnu (o tvaru funkce F (z)) š́ı̌ŕıćı se
jako celek v kladném směru osy z rychlost́ı v, této rychlosti se ř́ıká fázová rychlost. Analogicky,
pokud bychom se d́ıvali na funkci G(z+ vt), tato představuje vlnu tvaru G(z) š́ı̌ŕıćı se rychlost́ı
v do záporného směru osy z.

z

F (z − vt) G(z + vt)

ψ(z, t) = F (z − vt) +G(z + vt)

Obrázek 2.15: d’Alembertovo řešeńı představuj́ıćı superpozici dvou proti sobě postupuj́ıćıch vln F (z−vt)
a G(z + vt).

15Pokud rovnici naṕı̌seme v podobě
∂

∂ξ

(
∂ψ̃

∂η

)
= 0,

vid́ıme, že funkce ∂ψ̃
∂η

je funkćı pouze proměnné η,

∂ψ̃

∂η
= g(η).

Tuto nyńı zintegrujeme podle η a dostaneme

ψ̃(ξ, η) =

∫
g(η) dη︸ ︷︷ ︸
G(η)

+F (ξ),

kde F (ξ) je integračńı konstantou vzhledem k integrováńı podle proměnné η.
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2.8.1 Vyzařováńı postupných vln

Jakým zp̊usobem můžeme tyto postupné vlny vybudit? Uvažujme, že naše prostřed́ı, např.
struna, má v z = 0 kmitaj́ıćı zdroj, který svým pohybem udává výchylku v tomto bodě:

ψ(0, t) = y(t), (2.99)

y(t) je libovolná ale určená funkce. Podmı́nce tohoto typu, kdy udáváme stav systému pro danou
polohu, se obecně ř́ıká okrajová podmı́nka. Určuje tvar řešeńı na okraji studovaného systému.
Toto je konkrétně podmı́nka v z = 0. Abychom źıskali jednoznačné řešeńı tohoto problému
vyzařováńı, je třeba předepsat ještě druhou okrajovou podmı́nku na druhém okraji systému,
zde z = +∞. Požadujeme, aby z nekonečna nepřicházely žádné vlny, tzn. předepisujeme G ≡ 0.
Této okrajové podmı́nce se ř́ıká podmı́nka vyzařováńı.

Ted’ již můžeme naj́ıt konkrétńı tvar d’Alembertova řešeńı. Po dosazeńı ψ(z, t) = F (z − vt)
do (2.99):

ψ(0, t) = F (−vt) = y(t) −→ F (x) = y
(
−x
v

)
(2.100)

Známe-li konkrétńı tvar funkce F (x) snadno již naṕı̌seme

ψ(z, t) = F (z − vt) = y

(
−z − vt

v

)
= y

(
t− z

v

)
. (2.101)

Výsledné řešeńı je tedy tvaru

ψ(z, t) = y
(
t− z

v

)
. (2.102)

Co představuje výraz v argumentu bud́ıćı funkce y? Zlomek z
v představuje dobu, kterou signálu

vyzářenému v bodě z = 0 trvá doš́ı̌rit se do mı́sta z. To znamená, že vlna, kterou pozoruji v
mı́stě z v čase t, se ze zdroje vyzářila v čase t− z

v . Tomuto času ř́ıkáme retardovaný čas:

tr = t− z

v
. (2.103)

Symbolicky můžeme psát
ψ(z, t) = y(tr). (2.104)

2.8.2 Harmonická postupná vlna

Pokud zdroj harmonicky kmitá dle předpisu

y(t) = A cos(ωt+ ϕ), (2.105)

pak je vyzářená vlna tvaru

F (x) = y
(
−x
v

)
= A cos

[
ω
(
−x
v

)
+ ϕ

]
= A cos

(ω
v
x− ϕ

)
, (2.106)

resp.

ψ(z, t) = y
(
t− z

v

)
= A cos

[
ω
(
t− z

v

)
+ ϕ

]
= A cos

(
ωt− ω

v
z + ϕ

)
. (2.107)

Označ́ıme-li vlnové č́ıslo k = ω
v (disperzńı vztah), dostáváme tvar harmonické postupné vlny

ψ(z, t) = A cos(ωt− kz + ϕ). (2.108)

Pro funkci G(x) = A cos(kx+ ϕ) máme vlnu postupuj́ıćı opačným směrem

ψ(z, t) = G(z + vt) = A cos(ωt+ kz + ϕ). (2.109)
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2.8.3 Počátečńı úloha pro d’Alembertovo řešeńı

Uvažujeme strunu rozkládaj́ıćı se po celé ose z. Počátečńı podmı́nky pro polohu a rychlost v
čase t = 0 maj́ı podobu

ψ(z, 0) = f(z),
∂ψ

∂t
(z, 0) = g(z), ∀z ∈ R, (2.110)

kde f, g : R→ R jsou funkce počátečńı polohy a rychlosti. Pokud do výše uvedených počátečńıch
podmı́nek dosad́ıme d’Alembertovo řešeńı (2.97), dostaneme

ψ(z, 0) = F (z) +G(z) = f(z),
∂ψ

∂t
(z, 0) = (−v)F ′(z) + v G′(z) = g(z), (2.111)

kde symbolem F ′, resp.G′, rozumı́me dF
dx , resp. dGdx . Zintegrujeme druhou z počátečńıch podmı́nek

(podle proměnné z),

G(z)− F (z) =
1

v

∫
g(z) dz︸ ︷︷ ︸
g̃(z)

+ c, (2.112)

kde jsme označili primitivńı funkci (včetně konstanty 1
v ) jako g̃(z) a integračńı konstantu jako

c. Nyńı stač́ı levou rovnici v (2.111) seč́ıst a odeč́ıst s předchoźı rovnićı a dostaneme

F (x) =
f(x)− g̃(x)− c

2
, G(x) =

f(x) + g̃(x) + c

2
, (2.113)

kde jsme nav́ıc přejmenovali proměnnou na x. Výsledné konkrétńı řešeńı splňuj́ıćı zadané počátečńı
podmı́nky dostaneme dosazeńım do d’Alembertova řešeńı:

ψ(z, t) = F (z − vt) +G(z + vt) =
f(z − vt)− g̃(z − vt)

2
+
f(z + vt) + g̃(z + vt)

2
, (2.114)

konstanty c
2 se odečetly. Zopakujme, že g̃(x) je primitivńı funkce k 1

vg(x), g̃(x) = 1
v

∫
g(x) dx.

Povšimněme si, že výsledné řešeńı nezálež́ı na hodnotě integračńı konstanty c – nezálež́ı tedy
na výběru primitivńı funkce – a je tedy jednoznačně určeno počátečńımi podmı́nkami.

2.9 Energie vlněńı

Pod́ıvejme se nyńı na vlněńı na struně z energetického pohledu – nalezneme výrazy pro me-
chanickou energii v daném úseku struny. Pohybovou rovnici struny jsme odvodili z prvńı věty
impulsové,

d~P

dt
= ~F (e). (2.115)

Jelikož zákon zachováńı mechanické energie plat́ı pro soustavy, kde nep̊usob́ı vněǰśı śıly, a jelikož
na zvolený úsek struny p̊usob́ı vněǰśı śıly od zbytku struny, nebude se energie v daném mı́stě
struny zachovávat, ale bude se přelévat z jednoho mı́sta na druhé. Tyto úvahy nyńı kvantifiku-
jeme.

Celková energie je sumou kinetické a potenciálńı energie. Kinetická energie malého úseku
struny 〈z, z + dz〉 je

dT =
1

2
dmv2 =

1

2
ρ

(
∂ψ

∂t

)2

dz, (2.116)

kde jsme dosadili dm = ρ dz.
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Zavedeme obecně pojem hustoty energie ε následuj́ıćım zp̊usobem. Je-li dE energie obsažená
v úseku 〈z, z + dz〉, definujeme hustotu energie ε jako

dE = ε dz. (2.117)

Energie obsažená v konečně velkém úseku 〈z1, z2〉 pak je dána jako

E =

∫ z2

z1

dE(z) =

∫ z2

z1

ε dz. (2.118)

Zat́ımco jednotkou energie je [E] = J, jednotkou (délkové) hustoty energie je [ε] = J.m−1.

Hustota kinetické energie tedy dle předchoźı definice a výrazu (2.116)

τ =
1

2
ρ

(
∂ψ

∂t

)2

. (2.119)

Dále, pro odvozeńı výrazu pro potenciálńı energii využijeme diskrétńı model řet́ızku atomů
a jeho následnou spojitou limitu. V úseku struny 〈z, z + dz〉 je celkový potenciál součtem po-
tenciálńıch energíı jednotlivých pružin,

dU =
∑
l

Ul. (2.120)

Linearizovaný výraz pro nár̊ust potenciálńı energie při př́ıčných kmitech je16:

Ul =
1

2
k
(

1− a0

a

)
(∆ψl)

2 , (2.121)

kde ∆ψl je rozd́ıl výchylek sousedńıch závaž́ı, viz obrázek 2.16.

∆ψl
ψl

ψl+1

za

Obrázek 2.16: Výchylky ψl jednotlivých závaž́ı řet́ızku a jejich rozd́ıl ∆ψl.

Počet pružin mezi 〈z, z+dz〉 je dN = dz
a . Pro malý úsek struny můžeme uvažovat, že všechna

∆ψl jsou přibližně stejná17 a tedy

dU = dN Ul0 =
1

2
ka
(

1− a0

a

)(∆ψl0
a

)2

dz (2.122)

16Jedná se aproximaci malých kmit̊u potenciálu pružiny při př́ıčných výchylkách U(y) = 1
2
k
(√

a2 + y2 − a0

)2

.
17Dá se to opět udělat i rigorózněji. Výraz ∆ψk

a
se dá pomoćı věty o středńı hodnotě zapsat jako ψ′(ξk, t) a

poté

∆U =
∑
k

1

2
Tψ′(ξk, t)

2 a
a→0−→ ∆U =

∫ z2

z1

1

2
Tψ′(z, t)2dz =

1

2
Tψ′(ξ, t)2∆z,

kde jsme použili definici Riemannova integrálu jako limitu integrálńıch součt̊u a v posledńı rovnosti integrálńı
větu o středńı hodnotě. Pokud nyńı ∆z → 0, p̊ujde ξ → z a dostanu

dU =
1

2
Tψ′(z, t)2 dz.
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Provedeńım spojité limity a → 0 (a držeńı T = ka
(
1− a0

a

)
= konst.) přejde pod́ıl ∆ψ

a na

derivaci ∂ψ
∂z a dostaneme

dU =
1

2
T

(
∂ψ

∂z

)2

dz. (2.123)

Hustota potenciálńı energie pak je

u =
1

2
T

(
∂ψ

∂z

)2

. (2.124)

Nyńı již můžeme napsat hustotu celkové energie na struně jako

ε = τ + u =
1

2
ρ

(
∂ψ

∂t

)2

+
1

2
T

(
∂ψ

∂z

)2

. (2.125)

Celková energie v úseku 〈z1, z2〉 je dána integrálem

E〈z1,z2〉(t) =

∫ z2

z1

ε(z, t) dz. (2.126)

Pod́ıvejme se, jak se tato energie měńı s časem:

dE〈z1,z2〉

dt
=

∫ z2

z1

∂ε

∂t
dz =

∫ z2

z1

ρ
∂ψ

∂t

∂2ψ

∂t2
+ T

∂ψ

∂z

∂2ψ

∂z∂t
dz. (2.127)

Použijeme-li vlnovou rovnici, máme

dE〈z1,z2〉

dt
= T

∫ z2

z1

∂ψ

∂t

∂2ψ

∂z2
+
∂ψ

∂z

∂2ψ

∂z∂t
dz = T

∫ z2

z1

∂

∂z

(
∂ψ

∂t

∂ψ

∂z

)
dz = T

[
∂ψ

∂t

∂ψ

∂z

]z2
z1

. (2.128)

Definujeme-li veličinu tok energie S

S(z, t) = −T ∂ψ
∂t

∂ψ

∂z
, (2.129)

pak můžeme rovnost (2.128) psát jako

dE〈z1,z2〉(t)

dt
= S(z1, t)− S(z2, t), (2.130)

tedy že časová změna energie v daném úseku struny je dána bilanćı vtoku a výtoku energie
na jeho konćıch. Kladný tok v bodě z1 celkovou enerii zvyšuje a kladný tok v bodě z2 naopak
snižuje. Rovnost (2.130) představuje integrálńı zákon zachováńı energie na struně. Ukažme, že
tok energie S neńı nic jiného než výkon sil napět́ı na struně. Pod́ıvejme se na situaci v bodě z1

na obrázek 2.17.

zz1

~v

~F = ~T
~Fpr

α

Obrázek 2.17: Napět’ová śıla p̊usob́ıćı v bodě z1 od zbytku struny na úsek 〈z1, z2〉. Rychlost pohybu
struny je v = ∂ψ

∂t . Velikost př́ıčného pr̊umětu je Fpr = T cosα.
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Po dosazeńı do vzorce pro mechanický výkon:

P = ~F · ~v = ~T · ~v = −T v cosα = −Fpr v = −T ∂ψ
∂z

∂ψ

∂t
= S, (2.131)

kde jsme ve skalárńım součinu explicitně uvedli znaménko minus, jelikož v situaci na obrázku
2.17 sv́ıraj́ı vektory tupý úhel. Ze vztahu P = S snadno naṕı̌seme jednotky toku energie [S] =
W = J.s−1.

Diferenciálńı tvar zákona zachováńı źıskáme limitou z2 → z1. Přeṕı̌seme levou stranu zákona
zachováńı pomoćı integrálńı věty o středńı hodnotě,

dE

dt
=

∂

∂t
ε(ξ, t)∆z, (2.132)

kde ∆z = z2 − z1. Po dosazeńı do (2.130) (a vyděleńı ∆z):

∂ε

∂t
(ξ, t) = −S(z2, t)− S(z1, t)

∆z

∆z→0−→ ∂ε

∂t
+
∂S

∂z
= 0 (2.133)

Provedeńım limity ∆z → 0 dostaneme diferenciálńı zákon zachováńı energie na struně18:

∂ε

∂t
+
∂S

∂z
= 0. (2.134)

Jedná se vlastně o rovnici kontinuity19. Časová změna hustoty energie je dána (prostorovou)
změnou toku energie v daném mı́stě.

Energetické veličiny (ε, τ , u, S) jsou kvadratické ve výchylce ψ. Neplat́ı tedy princip super-
pozice! Uvažujme superpozici dvou vln ψ = ψ1 + ψ2, pak

εψ1+ψ2 6= εψ1 + εψ2 , atd. (2.135)

Např́ıklad pro časovou derivaci máme(
∂ψ

∂t

)2

=

(
∂ψ1 + ψ2

∂t

)2

=

(
∂ψ1

∂t

)2

+

(
∂ψ2

∂t

)2

+ 2
∂ψ1

∂t

∂ψ2

∂t︸ ︷︷ ︸
interferenčńı člen

. (2.136)

18Také bychom k němu mohli dospět jiným zp̊usobem. Přepsat (2.130) jako

dE

dt
=

∫ z2

z1

∂ε

∂t
dz = −

∫ z2

z1

∂S

∂z
dz,

dát všechny členy na jednu stranu, ∫ z2

z1

(
∂ε

∂t
+
∂S

∂z

)
dz = 0,

a jelikož tato rovnost muśı platit pro libovolné z1, z2, muśı být integrand nulový.
19Vzpomeňte na rovnici kontinuity v elektřině a magnetismu:

∂ρ

∂t
+ div~j = 0.

Pro 1D problém (proud tekoućı jen ve směru osy z) bychom dostali

∂ρ

∂t
+
∂j

∂z
= 0.
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2.9.1 Energie v postupné vlně

Uvažujme vlnu postupuj́ıćı jedńım směrem

ψ(z, t) = F (z − vt). (2.137)

Označme F ′(x) = dF
dx , pak derivace podle z a t maj́ı následuj́ıćı tvar a plat́ı mezi nimi vztah:

∂ψ

∂z
= F ′(z − vt), ∂ψ

∂t
= −vF ′(z − vt) −→ −v∂ψ

∂z
=
∂ψ

∂t
. (2.138)

Důsledkem toho plat́ı rovnost hustoty kinetické a potenciálńı energie, u = τ , neb

τ =
1

2
ρ

(
∂ψ

∂t

)2

=
1

2
ρv2

(
∂ψ

∂z

)2

=
1

2
T

(
∂ψ

∂z

)2

= u (2.139)

Pro celkovou energie tedy ε = u+ τ = 2u = 2τ .
Pod́ıvejme se dále na tok energie v postupné vlně. Můžeme zvolit dvě r̊uzné úpravy:

S = −T ∂ψ
∂z

∂ψ

∂t
= Tv

(
∂ψ

∂z

)2

= 2τv = ε v (2.140)

=
T

v

(
∂ψ

∂t

)2

= Z

(
∂ψ

∂t

)2

, (2.141)

kde jsme zavedli veličinu impedance Z =
√
Tρ (po dosazeńı z v =

√
T
ρ ). Jeden výsledek tedy je

S = ε v, tok energie = hustota energie · rychlost š́ı̌reńı vlny. (2.142)

Můžeme ř́ıct, že š́ı̌reńı vlny na struně je vlastně š́ı̌reńı energie podél struny. Anebo druhý
výsledek:

S = Z

(
∂ψ

∂t

)2

tok energie = impedance · kvadrát rychlosti, (2.143)

který ř́ıká jak přepoč́ıtat rychlost v daném bodě na tok energie v daném bodě – skrze konstantu
úměrnosti zvanou impedance.

2.9.2 Př́ıklad: Harmonická postupná vlna

Pro harmonickou vlnu,

F (x) = A cos kx, ψ(z, t) = F (z − vt) = A cos(ωt− kz), (2.144)

dostaneme následuj́ıćı tvary hustot kinetické a potenciálńı energie a toku energie:

τ =
1

2
ρA2ω2 sin2(ωt− kz),

u =
1

2
TA2k2 sin2(ωt− kz) =

1

2

T

v2
A2ω2 sin2(ωt− kz) = τ,

S = ZA2ω2 sin2(ωt− kz). (2.145)

Pro středńı hodnoty máme

〈τ〉 = 〈u〉 =
1

4
ρA2ω2, 〈S〉 =

1

2
ZA2ω2. (2.146)
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Kapitola 3

Disperzńı vztah, vlnové baĺıky,
grupová rychlost

3.1 Fázová rychlost, disperzńı vztah

3.1.1 Postupné vlněńı

Uvažujme postupnou harmonickou vlnu ψ(z, t) (anebo jej́ı komplexifikaci) tvaru:

ψ(z, t) = A cos(ωt− kz), ψ̂(z, t) = Aei(ωt−kz), (3.1)

kde ω nazýváme úhlová frekvence, [ω] = s−1, k vlnové č́ıslo, [k] = m−1. Tyto udávaj́ı periodu
T , [T ] = s, a vlnovou délku λ, [λ] = m, tohoto vlněńı vztahy

ω =
2π

T
, k =

2π

λ
. (3.2)

Tato vlna je znázorněná na obrázku 3.1.

λ = 2π
k

T = 2π
ω

vϕ
z

Obrázek 3.1: Harmonická postupná vlna. V libovolném daném bodě z = z0 pozoruji harmonické kmitáńı
s periodou T . V prostoru má harmonická vlna vlnovou délku λ. Vlna se jako celek pohybuje fázovou
rychlost́ı vϕ.

Studujme nyńı funkci fáze ϕ(t) = ωt − kz. Odvod’me vztah pro rychlosti pohybu mı́sta
konstantńı fáze, ϕ(t) = ϕ0 = konst. Vyjádřeme z této rovnice implicitně zadanou funkci z(t):

ϕ(t) = ωt− kz = ϕ0 −→ z(t) =
ω

k
t− ϕ0

k
= vϕt−

ϕ0

k
. (3.3)

Z ńı vyčteme tzv. fázovou rychlost o velikosti

vϕ =
ω

k
. (3.4)
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3.1.2 Disperzńı vztah

Na parametry ω a k zat́ım nemáme žádná omezeńı (kromě toho, že uvažujeme pouze kladné
hodnoty). Chceme-li ale harmonickou postupnou vlnu vybudit v nějakém prostřed́ı, nepodař́ı
se to pro libovolné kombinace úhlové rychlosti ω a vlnového č́ısla k.

Př́ıklad. Uvažujme vlnovou rovnici,

∂2ψ

∂t2
= v2∂

2ψ

∂z2
, (3.5)

a dosad’me do ńı harmonickou postupnou vlnu (3.1) a požadujme, že vlnová rovnice je splněna
pro všechny body prostoru a času. Jednotlivé derivace vyjdou následovně

∂2ψ

∂t2
= −ω2ψ,

∂2ψ

∂z2
= −k2ψ, (3.6)

a tedy
(ω2 − v2k2)ψ = 0. (3.7)

Požadujeme-li netriviálńı řešeńı (tzn. nenulovou amplitudu postupné vlny), muśı být splněn
vztah

ω = vk. (3.8)

Tato relace se nazývá disperzńı vztah. Udává př́ıpustné kombinace úhlových frekvenćı ω a vl-
nových č́ısel k, pro které je postupná vlna řešeńım vlnové rovnice. Z tvaru disperzńıho vztahu
vid́ıme, že konstanta v ve vlnové rovnici má význam fázové rychlosti.

Obecně je disperzńı vztah tvaru

ω = ω(k), k = k(ω) (3.9)

(jeden tvar je inverźı druhého). Tedy je to funkce ω(k), anebo k(ω) daná fyzikálńım prostřed́ım.
Tento vztah charakterizuje vlnové vlastnosti daného prostřed́ı v tom smyslu, že nám určuje
př́ıpustné (tzn. řeš́ıćı rovnice popisuj́ıćı dané prostřed́ı) harmonické postupné vlny š́ı̌ŕıćı se t́ımto
prostřed́ım:

ψ(z, t) = Aei(ω(k)t−kz) = Aei(ωt−k(ω)z). (3.10)

Fázová rychlost těchto postupných vln je dána vzorci

vϕ =
ω

k
, vϕ(k) =

ω(k)

k
, vϕ(ω) =

ω

k(ω)
. (3.11)

Vid́ıme, že obecně může fázová rychlost záviset na úhlové frekvenci ω, resp. vlnovém č́ısle k,
vybuzené vlny.

Interpretace dvou vzájemně inverzńıch disperzńıch vztah̊u v (3.9) je znázorněná na obrázku
3.2. Můžeme mı́t zdroj vlněńı kmitaj́ıćı o úhlové frekvenci ω, pak funkce k(ω) udává, jaké bude
mı́t vzniklé postupné vlněńı vlnové č́ıslo k (vlnovou délku λ). Anebo můžeme v prostřed́ı vybudit
stojaté vlny o vlnovém č́ısle k, pak výraz ω(k) řekne, s jakou úhlovou frekvenćı ω budou kmitat.

vϕ

λ

ω

(a) Vyśıláńı postupné vlny zdrojem o úhlové frek-
venci ω.

λ

ω

(b) Stojaté kmity o vlnové délce λ.

Obrázek 3.2: Disperzńı vztah udává vztah mezi úhlovou frekvenćı ω a vlnovým č́ıslem k = 2π
λ (a tedy

vlnovou délkou λ).
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Ukázky r̊uzných disperzńıch vztah̊u jsou k nalezeńı v tabulce 3.1.

Prostřed́ı Disperzńı vztah Poznámka
struna, zvuk, EM vlna ω = vk lineárńı disperzńı vztah
řet́ızek atomů ω = ωmax sinβk
vlnovod, ionosféra ω2 = ω2

min + v2k2

vlny na mělké vodě ω2 = gk tanh kh gravitace g, hloubka h
vlny na hluboké vodě ω =

√
gk, ω2 = gk + σ

ρ k
3 povrchové napět́ı σ, hustota vody ρ

neideálńı struna ω2 = T
ρ k

2 + αk4

světlo v látce ω = c
nk, n(ω) =

√
1 + α(ω2

0 − ω2)−1

Tabulka 3.1: Př́ıklady disperzńıch vztah̊u v r̊uzných prostřed́ıch.

3.1.3 Reaktivńı prostřed́ı

Co se stane, když máme zdroj o úhlové frekvenci ω v daném prostřed́ı, ale neexistuje žádné
vlnové č́ıslo k ∈ R, které by splnilo daný disperzńı vztah? V takovém př́ıpadě hovoř́ıme o
reaktivńım prostřed́ı. Přesněji řečeno se dané prostřed́ı pro danou úhlovou frekvenci jev́ı jako re-
aktivńı. V tomto prostřed́ı nelze vybudit postupnou vlnu o zvolené úhlové frekvenci ω. Prostřed́ı,
které umožňuje š́ı̌reńı postupné vlny s úhlovou frekvenćı ω, ř́ıkáme transparentńı prostřed́ı.

Př́ıklad. Pod́ıvejme se na př́ıklad prostřed́ı, která má následuj́ıćı tvar disperzńıho vztahu

ω2 = ω2
min + v2k2 ↔ ∂2ψ

∂t2
= v2∂

2ψ

∂z2
− ω2

minψ, (3.12)

kde daná vlnová rovnice vpravo vede na disperzńı vztah uvedený vlevo.

Pro ω ∈ 〈ωmin,+∞) existuje k ∈ R splňuj́ıćı disperzńı vztah. Pro ω ≥ ωmin se tedy jedná
o transparentńı prostřed́ı. Pro ω < ωmin nenajdu reálné vlnové č́ıslo k ∈ R, ale existuje řešeńı
pro k ∈ C:

k = i

√
ω2
min − ω2

v2
= iκ. (3.13)

Pokud toto řešeńı pro k ∈ C dosad́ım do postupné vlny (která dala vzniknout disperzńımu
vztahu) obdrž́ım tvar vlny, kterou zdroj vyvolá v tomto reaktivńım prostřed́ı:

ψ(z, t) = ei(ωt±kz) = ei(ωt±iκz) = e∓κzeiωt. (3.14)

Tj. exponenciálně tlumenou stojatou vlnu, tato je znázorněna na obrázku 3.3. Těmto neš́ı̌ŕıćım se
vlnám se ř́ıká evanescentńı vlny. V reaktivńım prostřed́ı se tedy vlna neš́ı̌ŕı, ale je exponenciálně
tlumená – to je zp̊usobeno komplexńım řešeńım iκ, kdy se z harmonických kmit̊u (ve formě
komplexńı exponenciály) stane reálná exponenciála.

ω

stojatá vlna

Obrázek 3.3: Zdroj vln o úhlové frekvenci ω na hranici reaktivńıho prostřed́ı vytvoř́ı exponenciálně
tlumenou stojatou vlnu.

Na obrázku 3.4 je znázorněno š́ı̌reńı vlny v transparentńım prostřed́ı, kterému do cesty
postav́ıme reaktivńı prostřed́ı konečné š́ı̌rky. Pr̊uchod reaktivńım prostřed́ı vlnu částečně utlumı́.
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Můžeme definovat vzdálenost zvanou hloubka pronikáńı, δ = 1
κ , kdy amplituda vlny poklesne

právě na 1/e.

vϕ

vϕ

postupné vlněńı

postupné vlněńı

stojaté vlněńı

reaktivńı prostřed́ı

Obrázek 3.4: Postupná vlna v transparentńım prostřed́ı, která naraźı na tenké reaktivńı prostřed́ı, se
částečně exponenciálně utlumı́.

Př́ıklad. Pod́ıvejme se na komplikovaněǰśı př́ıklad řet́ızku atomů. Disperzńı vztah je tvaru

ω = ωmax sinβk, β =
a

2
, (3.15)

který vznikl dosazeńım stojaté vlny

ψl(t) = [Re eikla]eiωt (3.16)

do pohybových rovnic1, ψl udává výchylku l-tého závaž́ı, a je vzdálenost jednotlivých těles, viz
obrázek 3.5. Vid́ıme, že řet́ızek je transparentńı prostřed́ı pro ω ∈ 〈0, ωmax〉.

a

l l + 1l − 1 z

ψl

Obrázek 3.5: Řet́ızek atomů. Jednotlivé atomy jsou č́ıslované l ∈ Z, jejich výchylky jsou popsané funkcemi
ψl(t), vzdálenost mezi atomy je a.

Pro ω ∈ 〈0, ωmax〉 existuje k ∈ R splňuj́ıćı disperzńı vztah. Pro reaktivńı režim, ω > ωmax,
zkusme stejný trik jako v předchoźım př́ıpadě. Uvažujme k = iκ:

ω

ωmax
= sin iβκ =

e−βκ − eβκ

2i
= i sinhβκ. (3.17)

Bohužel nedokážeme disperzńı vztah splnit pro ω, κ ∈ R. Muśıme se zbavit dodatečného faktoru
i. Pokud do p̊uvodńıho disperzńıho vztahu dosad́ıme ansatz2

k = iκ+
1

β

π

2
, (3.18)

pak vyjde
ω

ωmax
=
e−βκei

π
2 − eβκe−i

π
2

2i
=
e−βκ + eβκ

2
= coshβκ, (3.19)

1Stojaté vlněńı vznikne superpozićı postupných vln, tedy disperzńı vztah kóduje stejnou informaci pro po-
stupné i stojaté vlny.

2Tento ansatz je vedený znalost́ı identity ei
π
2 = i.
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tzn. hledaný disperzńı vztah pro reaktivńı režim je

ω = ωmax coshβκ (3.20)

a tvar vlny (po dosazeńı k = iκ+ 1
β
π
2 do (3.16)):

ψl(t) = e−κlae
i 1
β
π
2
la
eiωt = (−1)le−κlaeiωt. (3.21)

3.2 Matematická vsuvka: Fourierova transformace

Již jsme viděli, jak rozložit periodický signál do (diskrétńı) sumy harmonických vln. Jednalo se
o rozklad periodické funkce do Fourierovy řady. Uvažujme funkci f(t) : R → R s periodou T ,
jej́ı Fourierova řada je pak3

f(t) =
+∞∑
m=0

am cos

(
2mπt

T

)
+ bm sin

(
2mπt

T

)
, (3.22)

kde koeficienty am, bm jsou dány vzorci

am =
2

T

∫ T/2

−T/2
f(t) cos

(
2mπt

T

)
dt, bm =

2

T

∫ T/2

−T/2
f(t) sin

(
2mπt

T

)
dt, (3.23)

kde index m ∈ N0 indexuje frekvence, z kterých skládáme p̊uvodńı signál. Nejnižš́ı frekvenci
označ́ıme ω1 = 2π

T . Vyšš́ı frekvence pak můžeme psát jako ωm = mω1. Rozklad periodického
signálu do Fourierovy řady ř́ıká, že potřebujeme diskrétńı množstv́ı frekvenćı, {ωm |m ∈ N}.
Viz schematický obrázek 3.6.

ω1 2ω1 3ω1 4ω1 5ω1 6ω1 7ω1
ω

2π
T

ak, bk

Obrázek 3.6: Schematicky znázorněné diskrétńı frekvence ve Fourierově řadě.

Uvažujme nyńı neperiodickou funkci f(t) : R → R. Pro každé T ∈ R+ můžeme vypoč́ıtat
koeficienty am, bm dle vzorc̊u (3.23) a dostat tak Fourierovu řadu periodického prodloužeńı
funkce f |〈−T

2
,T

2
〉. Nerigorózně řečeno dostaneme Fourierovu transformaci jako limitu těchto

Fourierových řad, pokud provedeme T → +∞. V takovém př́ıpadě ω1 → 0 a z diskrétńıch
frekvenćı mω1, m ∈ N, se stane kontinuum frekvenćı ω ∈ 〈0,+∞).

Neperiodickou funkci f(t) tedy můžu zapsat jako následuj́ıćı limitu Fourierových řad

f(t) = lim
T→+∞

+∞∑
m=0

(
am(T )

ω1(T )
cos(mω1t) +

bm(T )

ω1(T )
sin(mω1t)

)
ω1(T ), (3.24)

3Pro zjednodušeńı následuj́ıćıho výkladu jsme koeficient a0 zahrnuli př́ımo do sumy, je třeba pak myslet na
to, že vzorec pro výpočet a0 je třeba dělit dvěma.
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kde jsem si výrazy v řadě rozš́ı̌ril frekvenćı ω1. Tento výraz je vlastně Riemann̊uv integrál4:

f(t) =

∫ +∞

0
A(ω) cosωt+B(ω) sinωt dω, (3.25)

kde jsme označili ω = mω1 a funkce A(ω) a B(ω) jsou definovány jako

A(ω) = lim
T→+∞

am(T )

ω1(T )
, B(ω) = lim

T→+∞

bm(T )

ω1(T )
, (3.26)

Provedeńım těchto limit źıskáme

A(ω) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) cosωt dt, B(ω) =

1

π

∫ +∞

−∞
f(t) sinωt dt. (3.27)

Vztahy (3.25) a (3.27) představuj́ı Fourierovu transformaci a jej́ı inverzi. Ukázali jsme, že
neperiodické funkce lze zapsat jako spojitou superpozici harmonických vln. Funkce A(ω) a
B(ω) budeme nazývat spektrálńı funkce nebo spektra funkce f . Tyto funkce udávaj́ı amplitudy
jednotlivých harmonických vln tvoř́ıćıch funkci f .

Nerigoróznost našeho postupu spoč́ıvá v dvojitém limitováńı. Nejprve vlastně děláme li-
mitu pro źıskáńı funkćı A(ω) a B(ω) a poté děláme limitu pro přechod od sumace k integraci.
Rigorózńı postup nicméně vede na stejné vztahy.

3.2.1 Fourierova transformace v komplexńım zápisu

Zapǐsme Fourierovu transformaci (3.25) v řeči komplexńıch exponenciál:

f(t) =

∫ +∞

0
A(ω) cosωt︸ ︷︷ ︸

eiωt+e−iωt
2

+B(ω) sinωt︸ ︷︷ ︸
eiωt−e−iωt

2i

dω

=

∫ +∞

0

A(ω)− iB(ω)

2︸ ︷︷ ︸
C(ω)

eiωt +
A(ω) + iB(ω)

2︸ ︷︷ ︸
C̄(ω)

e−iωt dω. (3.28)

Můžeme tedy definovat komplexńı spektrálńı funkci,

C(ω) =
A(ω)− iB(ω)

2
, (3.29)

kóduj́ıćı amplitudy A(ω) a B(ω) jako reálnou a imaginárńı část (až na dvojku a minus).
Pod́ıváme-li se nyńı na vzorce pro A(ω) a B(ω) (3.27), vid́ıme, že maj́ı smysl i pro ω < 0
a plat́ı

A(−ω) = A(ω), B(−ω) = −B(ω). (3.30)

Pro funkci C(ω) z výše uvedeného plyne C(−ω) = C̄(ω):

C(−ω) =
A(−ω)− iB(−ω)

2
=
A(ω) + iB(ω)

2
= C̄(ω). (3.31)

4Z definice Riemannova integrálu plat́ı

lim
N→+∞

N∑
k=1

f
(
k a
N

) a
N

=

∫ a

0

f(x) dx.

Zde je situace zkomplikována t́ım, že máme nekonečné sumy odpov́ıdaj́ıćı integrováńı pro ω ∈ 〈0,+∞).
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Po dosazeńı tohoto faktu do (3.28) přejde Fourier̊uv integrál na tvar

f(t) =

∫ +∞

0
C(ω)eiωt dω +

∫ +∞

0
C(−ω)e−iωt dω (3.32)

a po substituci v druhém integrálu ω̃ = −ω, dω̃ = −dω źıskáme tento velmi jednoduchý tvar
komplexńı Fourierovy transformace

f(t) =

∫ +∞

−∞
C(ω)eiωt dω. (3.33)

Podmı́nka C(−ω) = C̄(ω) je nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro realitu funkce f(t). Vztah
pro výpočet funkce C(ω) źıskáme prostou kombinaćı vztah̊u (3.27):

C(ω) =
A(ω)− iB(ω)

2
=

1

2π

∫ +∞

−∞
f(t)e−iωt dt. (3.34)

Na tomto mı́stě je vhodné poznamenat, že existuj́ı r̊uzné konvence zavedeńı komplexńı Fou-
rierovy transformace. Faktor 1

2π se často rozlož́ı na 1√
2π

1√
2π

a jeden z faktor̊u se přǐrad́ı do

vzorce pro rozklad f(t). Tato konvence vede na velmi symetrický tvar Fourierovy transformace,

f(t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
C(ω)eiωt dω, C(ω) =

1√
2π

∫ +∞

−∞
f(t)e−iωt dt. (3.35)

Daľśı možnou konvenčńı změnou je prohodit funkce eiωt a e−iωt, př́ıpadně ve Fourierově trans-
formaci použ́ıvat jako proměnnou frekvenci f = ω

2π . Při studiu literatury je tedy vždy vhodné
se seznámit s použ́ıvanou konvenćı.

3.3 Vlnové baĺıky a relace neurčitosti

Zdroj kmitaj́ıćı čistě harmonickým pr̊uběhem x(t) po neomezenou dobu – zdroj harmonických
postupných vln ψ(z, t),

x(t) = A cos(ω0t+ ϕ), ψ(z, t) = A cos(ω0t− k0z + ϕ), ∀t ∈ R, (3.36)

– neńı zcela realistický model. Takové vlněńı se nazývá monochromatické, jelikož jeho spektrum
obsahuje jedinou frekvenci ω0, viz obrázek 3.7 (a). Proto zavád́ıme pojem kvazimonochromatické
vlny tvaru

x(t) = A(t) cos(ω0(t) t+ ϕ(t)), ψ(z, t) = A(tr) cos(ω0(tr) t− k0(tr)z + ϕ(tr)), (3.37)

kde se amplituda A, frekvence ω a fázový posun ϕ mohou obecně v čase měnit (symbol tr
označuje retardovaný čas). Tyto změny ale muśı být dostatečně pomalé tak, aby se v určitém
časovém úseku τ � T = 2π

ω tyto parametry daly považovat za téměř konstantńı – a tedy
vybraný úsek vlny trváńı τ dostatečně přesně aproximuje monochromatickou vlnu. Spektrum
kvazimonochromatické vlny je soustředěné kolem frekvence ω0, ale obsahuje celé kontinuum
frekvenćı okolo, viz obrázek 3.7 (b).
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ω

C(ω)

ω0

+∞

(a) Spektrum monochromatického vlněńı.

ω

C(ω)

ω0

(b) Spektrum kvazimonochromatického vlněńı.

Obrázek 3.7: Spektrum monochromatického a kvazimonochromatického vlněńı.

Jedńım z možných př́ıklad̊u je vyśıláńı slabě tlumené harmonické vlny tvaru

x(t) = e−αt cos(ω0t), ψ(z, t) = e−α(t− zv ) cos(ω0t− k0z), (3.38)

viz obrázek 3.8. Podmı́nka slabého tlumeńı je zde definována t́ım, že doba útlumu τ = 1
α vlny

na 1/e hodnoty amplitudy je mnohem větš́ı než perioda harmonických kmit̊u:

τ =
1

α
� T =

2π

ω0
, α� ω0. (3.39)

t

x(t)

Obrázek 3.8: Exponenciálně tlumené kmitáńı.

Posledńım pojmem, který zde budeme potřebovat je pojem vlnový baĺık. Budeme t́ım ro-
zumět časově a prostorově ohraničené vlněńı. Neńı t́ım př́ımo myšleno, že mimo danou časovou
či prostorovou oblast muśı vlněńı zcela vymizet. Sṕı̌se je mı́něno, aby

”
hlavńı“ část vlněńı (s

největš́ı amplitudou, s největš́ı energíı) byla soustředěna do omezeného časového či prostorového
intervalu. Pro vlnové baĺıky bychom tedy chtěli definovat veličiny ∆t – časová š́ı̌rka baĺıku – a
∆z – prostorová š́ı̌rka baĺıku. Tyto dvě veličiny budou mı́t mezi sebou jednoduchý vztah. Je-li
v rychlost pohybu baĺıku prostřed́ım, bude platit ∆z = v∆t.

Kvazimonochromatické vlnové baĺıky źıskáme jako spojitou superpozici harmonických vln,

x(t) =

∫ +∞

−∞
C(ω) eiωt dω, ψ(z, t) = x

(
t− z

v

)
. (3.40)

Uvažujme jednoduchý model vlnového baĺıku, kdy zvoĺıme reálnou spektrálńı funkci C(ω)
jako na obrázku 3.9. Tedy spektrum vycentrované okolo frekvence ω0 a š́ı̌rce spektra ∆ω.
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ω

C(ω)

ω0

A
2

∆ω

Obrázek 3.9: Obdélńıkové spektrum.

Fourierova transformace tohoto spektra pak vypadá následovně

x(t) =

∫ +∞

0
A(ω) cos(ωt) dω =

∫ ω0+ ∆ω
2

ω0−∆ω
2

A cos(ωt) dω (3.41)

a po výpočtu a úpravě pomoćı součtového vzorce (viz cvičeńı) dostaneme výsledný tvar baĺıku,

x(t) = A∆ω
sin
(

∆ω
2 t
)

∆ω
2 t

cos(ω0t), (3.42)

který je znázorněn na obrázku 3.10. Po jeho vysláńı ze zdroje bude mı́t tvar5

ψ(z, t) = A∆ω
sin
(

∆ω
2 tr

)
∆ω
2 tr

cos(ω0t− k0z), tr = t− z

v
, (3.43)

kde tr je retardovaný čas.

t

x(t)

t+t−

A∆ω

Obrázek 3.10: Vlnový baĺık vzniklý ze obdélńıkového spektra. Vlastńı pr̊uběh funkce x(t) je znázorněn
plnou čarou. Amplitudová obálka je naznačena čárkovaně, obálka daná pouze nepř́ımou úměrou je na-
značena čerchovaně. Časy t± označuj́ı mı́sta, kdy amplitudová obálka poprvé prot́ıná nulu.

Funkčńı tvar vlnového baĺıku x(t) (3.42) se dá napsat ve tvaru

x(t) = A(t) cos(ω0t), kde A(t) = A∆ω
sin
(

∆ω
2 t
)

∆ω
2 t

. (3.44)

5V čase t = 0 se funkce spojitě dodefinuje dle limity limx→0
sin x
x

= 1.
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To znamená, že vlnový baĺık je ve tvaru nosné harmonické vlny o frekvenci ω0, která je mo-
dulovaná amplitudovou obálkou popsanou funkćı A(t) (viz čárkovaná čára na obrázku 3.10
představuj́ıćı funkce ±A(t)). Nalezněme nyńı š́ı̌rku tohoto baĺıku tak, že spoč́ıtáme časy t+ a
t− (t+ > 0, t− < 0), kdy amplitudová obálka poprvé protne nulu, a rozd́ıl těchto čas̊u bude
představovat š́ı̌rku tohoto baĺıku. Sinus má prvńı nuly v ±π a tedy

∆ω

2
t± = ±π. (3.45)

Š́ı̌rka baĺıku tedy je

∆t = t+ − t− =
4π

∆ω
(3.46)

a po přeuspořádáńı dostaneme vztah

∆t ·∆ω = 4π = konst. (3.47)

Tento vztah ř́ıká, že časová š́ı̌rka baĺıku a š́ı̌rka jeho frekvenčńıho spektra je k sobě v nepř́ımé
úměře! Č́ım kratš́ı je vlnový baĺık, t́ım v́ıce potřebujeme frekvenćı na jeho vytvořeńı (a naopak).
Konkrétńı hodnota konstanty na pravé straně záviśı na konkrétńı definici hodnot ∆t a ∆ω a
neńı př́ılǐs d̊uležitá. Hlavńı je onen kvalitativńı vztah nepř́ımé úměry.

Obecně se dá dokázat následuj́ıćı tvrzeńı, které se nazývá relace neurčitosti :

∆t ·∆ω ≥ π. (3.48)

Součin časové š́ı̌rky ∆t a š́ı̌rky spektra ∆ω nikdy nebude menš́ı než určitá konstanta (nezávislá6

od tvaru signálu či spektra). V teorému jsou samozřejmě veličiny ∆t a ∆ω rigorózně definovány.
Zde na to bohužel neńı prostor. Uved’me ale jednoduché tvrzeńı z teorie Fourierovy analýzy,
které intuitivně ilustruje platnost relaćı neurčitosti, přestože je v žádném př́ıpadě nedokazuje:

Mějme funkci f(t) a k ńı př́ıslušnou spektrálńı funkci C(ω). Uvažujme konstantu a ∈ R+.
Potom plat́ı, že k funkci f(at) je spektrálńı funkce tvaru 1

aC
(
ω
a

)
. Dokažme toto tvrzeńı. Označme

Ca(ω) spektrálńı funkci k funkci f(at). Z definice Fourierova integrálu máme

Ca(ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(at) e−iωt dt (3.49)

Provedeme-li substituci t′ = at, dostaneme tvrzeńı věty:

Ca(ω) =
1

a

1

2π

∫ +∞

−∞
f(t′)e−i

ω
a
t′ dt′ =

1

a
C
(ω
a

)
. (3.50)

Nyńı si uvědomme, co tato věta prakticky tvrd́ı. Necht’ je časová š́ı̌rka vlnového baĺıku f(t)
velikosti ∆t a k ńı př́ıslušná š́ı̌rka frekvenčńıho spektra ∆ω,

∆t . . . f(t) ↔ C(ω) . . . ∆ω. (3.51)

Násobeńı argumentu funkce f konstantou a > 0 představuje škálováńı časové osy. Pro a > 1
se funkce na časové ose smršt’uje, pro a < 1 se funkce roztahuje. Časová š́ı̌rka funkce f(at) je
tedy ∆t

a . Z tvrzeńı věty je spektrum naškálované funkce tvaru 1
aC
(
ω
a

)
, škálováńı frekvenčńıho

spektra tedy prob́ıhá inverzně než u časového pr̊uběhu funkce. Je-li p̊uvodńı š́ı̌rka frekvenčńıho
spektra ∆ω, u naškálované funkce bude a∆ω,

∆t

a
. . . f(at) ↔ 1

a
C
(ω
a

)
. . . a∆ω. (3.52)

Součin časové š́ı̌rky a spektrálńı š́ırky tedy z̊ustává konstantńı pro libovolné č́ıslo a:(
∆t

a

)
(a∆ω) = ∆t∆ω. (3.53)

6Konstanta je naopak závislá od konkrétńı použité konvence ve Fourierově transformaci.
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3.4 Grupová rychlost

3.4.1 Superpozice dvou postupných harmonických vln

Nejprve si fenomén grupové rychlosti ukážeme na nejjednodušš́ım možném př́ıkladu – super-
pozici dvou postupných harmonických vln. Uvažujme prostřed́ı s disperzńım vztahem ω(k) a
vezměme postupné vlny s vlnovými č́ısly k1 a k2, k nim pak z disperzńıho vztahu źıskám př́ıslušné
úhlové frekvence:

k1, k2 −→ ω1 = ω(k1), ω2 = ω(k2). (3.54)

Vezměme následuj́ıćı superpozici vln se stejnou amplitudou a bez fázového posuvu7 a upravme
ji součtovým vzorcem:

ψ(z, t) = A cos (ω1t− k1z) +A cos (ω2t− k2z)

= 2A cos

(
ω1 + ω2

2
t− k1 + k2

2
z

)
cos

(
ω1 − ω2

2
t− k1 − k2

2
z

)
. (3.55)

Nyńı uvažujme k1 bĺızké k2, BÚNO k1 > k2. Označ́ıme si

k0 =
k1 + k2

2
, kmod =

k1 − k2

2
. (3.56)

Potom plat́ı kmod � k0 d́ıky bĺızkosti hodnot k1, k2. Dále si označ́ıme

ω0 =
ω1 + ω2

2
, (3.57)

d́ıky bĺızkosti k1 a k2 budou bĺızké i ω1 a ω2 a tedy ω1 ≈ ω2 ≈ ω0. Dále upravujeme

ω1 − ω2

2
=
ω(k1)− ω(k2)

k1 − k2

k1 − k2

2
=
dω

dk
(ξ) kmod ≈

dω

dk
(k0) kmod, (3.58)

kde jsme použili Lagrangeovu větu o př́ır̊ustku funkce, ξ ∈ (k1, k2) a následně derivaci aproxi-
movali náhradou ξ za k0. Superpozice (3.55) pak bude mı́t přibližně tvar

ψ(z, t) ≈ 2A cos (ω0t− k0z) cos
(
ω′(k0)kmod t− kmod z

)
. (3.59)

Tato superpozice má tvar součinu dvou postupných harmonických vln. Prvńı z nich je nosná
vlna s (vysokou) úhlovou rychlost́ı ω0 a velkým vlnovým č́ıslem k0 (malou vlnovou délkou
λ0). Druhá je modulačńı vlna, která moduluje amplitudu nosné vlny – tvoř́ı jej́ı amplitudovou
obálku. Tato vlna má mnohem větš́ı vlnovou délku λmod (menš́ı vlnové č́ıslo kmod). Dostaneme
tvar periodicky se opakuj́ıćıch vlnových baĺık̊u. Viz obrázek 3.11.

z

ψ vg

vϕ

Obrázek 3.11: Superpozice dvou postupných harmonických vln.

7Fázový posuv nepřináš́ı nic nav́ıc, kromě deľśıho psańı.
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Jaké jsou fázové rychlosti nosné a modulačńı vlny? Dle vztahu v = ω
k dosad́ıme př́ıslušné

úhlové frekvence a vlnová č́ısla jednotlivých vln a dostaneme:

vnosná = vϕ =
ω0

k0
, vmodulačńı = vg =

ω′(k0)kmod
kmod

=
dω

dk
(k0). (3.60)

Fázovou rychlost modulačńı vlny nazýváme grupová rychlost. Tato udává rychlost pohybu
vlnových baĺıku, resp. jejich amplitudové obálky, skrze prostřed́ı.

V př́ıpadě, že máme lineárńı disperzńı vztah tvaru ω = vk, fázová rychlost nosné vlny a
grupová rychlost se rovnaj́ı. Jinak se obecně mohou lǐsit.

Fázové rychlosti p̊uvodńıch harmonických vln jsou

vϕ1 =
ω1

k1
=
ω(k1)

k1
, vϕ2 =

ω2

k2
=
ω(k2)

k2
. (3.61)

Dı́ky bĺızkosti k1 a k2 jsou tyto rychlosti bĺızké fázové rychlosti nosné vlny, vϕ ≈ vϕ1 ≈ vϕ2.

3.4.2 Obecný vlnový baĺık

Uvažujme nyńı obecný vlnový baĺık, který je spojitou superpozićı harmonických vln. Necht’ je
v prostřed́ı umı́stěn zdroj, který vyśılá signál tvaru

f(t) =

∫ +∞

−∞
C(ω)eiωt dω, (3.62)

kde funkce spektra C(ω) je soustředěna kolem frekvence ω0, viz obrázek 3.12. Zdroj vyzařuje
postupné vlny, tud́ıž z každé harmonické složky se stane postupná vlna:

f(t) ∝ eiωt −→ ψ(z, t) ∝ ei(ωt−kz), (3.63)

kde k = k(ω) je dané z disperzńıho vztahu. Plná superpozice postupuj́ıćı vlny pak má tvar

ψ(z, t) =

∫ +∞

−∞
C(ω)ei(ωt−k(ω)z) dω. (3.64)

Nám se bude hodit integrovat sṕı̌se přes vlnová č́ısla k, takže substitućı,

ω = ω(k), dω =
dω

dk
dk, C̃(k) := C(ω(k))

dω

dk
, (3.65)

přejdeme ke tvaru, kde sč́ıtáme vlny pomoćı jejich vlnových délek (vlnových č́ısel):

ψ(z, t) =

∫ +∞

−∞
C̃(k)ei(ω(k)t−kz) dk. (3.66)

Spektrálńı funkce C̃(k) je také soustředěna kolem jednoho vlnového č́ısla k0 = k(ω0), ještě
jednou viz obrázek 3.12.

ω, k

C(ω), C̃(k)

ω0, k0

∆ω,∆k

Obrázek 3.12: Spektrum vlnového baĺıku. Schematicky znázorněné spektrálńı funkce C(ω) a C̃(k).
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Nyńı rozvineme disperzńı vztah do Taylorovy řady se středem k0,

ω(k) = ω(k0)︸ ︷︷ ︸
ω0

+
dω

dk
(k0)(k − k0) +O((k − k0)2), (3.67)

a tento dosad́ıme do jednotlivých harmonických složek tvoř́ıćı celkovou vlnu:

ei(ω(k)t−kz) = eik0ze−ik0z︸ ︷︷ ︸
=1

eiω0tei(ω
′(k0)(k−k0)t−kz)eiO((k−k0)2)t

= ei(ω0t−k0z)ei
(
ω′(k0)(k−k0)t−(k−k0)z

)
eiO((k−k0)2)t, (3.68)

kde jsme si výraz vynásobili vhodnou jedničkou a přeuspořádali členy tak, že jsme vytkli kom-
plexńı nosnou vlnu. Dosad́ıme předchoźı výraz do integrálu (3.66) a pro zkráceńı zápisu označ́ıme
k′ = k − k0:

ψ(z, t) = ei(ω0t−k0z)

∫ +∞

−∞
C̃(k′ + k0)ei(ω

′(k0)k′t−k′z)eiO(k′2)tdk. (3.69)

Nyńı využijeme toho, že spektrálńı funkce C̃(k) je soustředěna kolem vlnového č́ısla k0 (s š́ı̌rkou
spektra ∆k). Můžeme tedy aproximovat funkci ψ(z, t) tak, že omeźıme obor integrace pouze
na k ∈ 〈k0 − ∆k

2 , k0 + ∆k
2 〉. Jelikož jsme se t́ım omezili na hodnoty k bĺızké k0, můžeme dále

zanedbat vyšš́ı řády Taylorova rozvoje, eiO(k′2). Výsledkem je:

ψ(z, t) ≈ ei(ω0t−k0z)

∫ k0+ ∆k
2

k0−∆k
2

C̃(k′ + k0) ei(ω
′(k0)k′t−k′z)︸ ︷︷ ︸

e−ik
′(z−ω′(k0)t)

dk. (3.70)

Celý komplikovaný výraz pod integrálem záviśı na proměnných z a t jen na jediném mı́stě:
v exponenciále je výraz z − ω′(k0)t, který je z hlediska integrace konstantńı. Můžeme tedy
definovat funkci F (x),

F (x) =

∫ k0+ ∆k
2

k0−∆k
2

C̃(k)e−i(k−k0)xdk, (3.71)

a psát výslednou vlnu ψ(z, t) jako

ψ(z, t) ≈ ei(ω0t−k0z)F
(
z − ω′(k0)t

)
. (3.72)

Toto je analogický výsledek jako u superpozice dvou harmonických vln. Máme zde nosnou vlnu
ei(ω0t−k0z) postupuj́ıćı fázovou rychlost́ı vϕ = ω0

k0
a tato je amplitudově modulována modulačńı

funkćı F (x), která postupuje rychlost́ı ω′(k0) (vzpomeňte na d’Alembertovo řešeńı F (z − vt)).
Máme tedy stejné výrazy pro fázovou a grupovou rychlost (jako u superpozice dvou harmo-
nických vln):

vϕ =
ω0

k0
, vg =

dω

dk
(k0), (3.73)

představuj́ıćı rychlosti postupu nosné a modulačńı vlny.

3.4.3 Rozplýváńı vlnového baĺıku

V předchoźı kapitolce jsme po zanedbáńı vyšš́ıch řád̊u Taylorova rozvoje obdrželi postupuj́ıćı
vlnový baĺık, jehož amplitudová obálka má časově neměnný tvar F (x). Pod integrálem jsme
zanedbali člen tvaru

exp
[
i O
(
(k − k0)2

)
t
]
, (3.74)
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který zp̊usobuje, že funkce F (x) neńı v čase konstantńı, ale má dodatečnou časovou závislost,

F (x) −→ F (x, t). (3.75)

Tato dodatečná časová závislost zp̊usobuje, že postupuj́ıćı amplitudová obálka F (z − vgt, t) v
čase měńı sv̊uj tvar – deformuje se. Tomuto jevu se ř́ıká rozplýváńı vlnových baĺık̊u. Pokusme se
tento jev elementárně kvantifikovat.

Uvažujme opět spektrum vlnového baĺıku C̃(k) (znovu znázorněné na obrázku 3.13 (a))
soustředěné okolo vlnového č́ısla k0 o frekvenčńı š́ı̌rce ∆k a k němu odpov́ıdaj́ıćı vlnový baĺık
ψ(z, t) (daný Fourierovou transformaćı spektra C̃(k)). Rozložme ho na superpozici dvou baĺık̊u,

ψ(z, t) = ψ−(z, t) + ψ+(z, t), (3.76)

kde frekvenčńı spektrum baĺıku ψ− je soustředěno okolo k0 − ∆k
4 a ψ+ okolo k0 + ∆k

4 , oba s

š́ı̌rkou spektra ∆k
2 , viz obrázek 3.13 (b).

k

C̃(k)

k0

∆k

(a) Celkové spektrum vlnového baĺıku.

k

C̃(k)

k0

k0−∆k
4

k0+∆k
4

∆k
2

(b) Rozklad spektra vlnového baĺıku na dva pod-
baĺıky.

Obrázek 3.13: Rozklad spektra pro studium rozplýváńı vlnového baĺıku.

Každý z těchto podbaĺık̊u se může pohybovat jinou grupovou rychlost́ı:

vg− =
dω

dk
(k−), vg+ =

dω

dk
(k+), (3.77)

kde vg−, resp. vg+, označuje grupovou rychlost ψ−, resp. ψ+. Jaký bude rozd́ıl těchto rychlost́ı
∆vg?

∆vg = vg+ − vg− =
ω′(k+)− ω′(k−)

k+ − k−
(k+ − k−) = ω′′(ξ)

∆k

2
≈ ω′′(k0)

∆k

2
=
dvg
dk

(k0)
∆k

2
, (3.78)

při úpravách jsme použili Lagrangeovu větu o př́ır̊ustku funkce a fakt, že ξ ∈ (k−, k+), ξ ≈ k0,
a spektrálńı středy jednotlivých podbaĺık̊u jsme označili k− = k0 − ∆k

4 , resp. k+ = k0 + ∆k
4 .

Plat́ı tedy

∆vg =
1

2
v′g(k0) ∆k. (3.79)

Označme (prostorovou) š́ı̌rku baĺıku v čase t jako ∆z(t) a zkoumejme, jak se tato bude
měnit. Necht’ je časová š́ı̌rka p̊uvodńıho signálu f(t) vyśılaného zdrojem ∆t. Jeho počátečńı
š́ı̌rka je pak

∆z(0) = vg∆t, (3.80)

jelikož se pohybuje rychlost́ı vg a jeho vysláńı trvá přibližně ∆t. Středy baĺık̊u se od sebe vzdaluj́ı
rychlost́ı ∆vg, takže š́ı̌rka baĺıku v čase t je

∆z(t) = ∆z(0) + ∆vg t ≈ ∆z(0) +
1

2
ω′′(k0)∆k t. (3.81)
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Rozplýváńı vlnových baĺık̊u je jev, který obecně znehodnocuje náš vyslaný signál. V př́ıpadě,
že vyśıláme řadu baĺık̊u za sebou, dojde vlivem jejich rozplýváńı k jejich překryvu a nemožnosti
ze zdeformované signalu rozpoznat, zda baĺık je či neńı př́ıtomen (t́ımto zp̊usobem můžeme
primitivně kódovat binárńı signál).
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Kapitola 4

Odrazy vln

V této kapitole se budeme zabývat chováńım vln na rozhrańı několika prostřed́ı. Koncepty
budeme ilustrovat na modelu struny. Začneme studiem polonekonečné struny, která je v daném
mı́stě zakončená, viz obrázek 4.1. Potom přejdeme k př́ıpadu, kdy máme dvě r̊uzné struny,
které jsou v daném mı́stě spojené. Naš́ım ćılem bude naj́ıt výrazy pro prošlé a odražené vlny v
závislosti na předepsané vlně dopadaj́ıćı na rozhrańı, viz obrázek 4.2.

zakončeńı

odražená vlna

dopadaj́ıćı vlna

struna

Obrázek 4.1: Modelová situace pro studium odraz̊u č.1: Zakončeńı jedné struny.

rozhrańı

1. struna 2. struna

odražená vlna

dopadaj́ıćı vlna prošlá vlna

Obrázek 4.2: Modelová situace pro studium odraz̊u č.2: Napojeńı dvou strun.

4.1 Zakončeńı struny

Uvažujme strunu o hustotě ρ a napět́ı T , která je pro jednoduchost zakončená v z = 0. To
znamená, že samotná struna se rozkladá na z ∈ (−∞, 0〉. Viz obrázek 4.3.

z0

T, ρ

ψ(z, t), z ∈ (−∞, 0〉

Obrázek 4.3: Zakončeńı jedné struny.

Pohyb struny je standardně popsán funkćı př́ıčné výchylky ψ(z, t), která se pro z ∈ (−∞, 0)
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ř́ıd́ı vlnovou rovnićı,

∂2ψ

∂t2
= v2∂

2ψ

∂z2
, v =

√
T

ρ
. (4.1)

Uvažujme d’Alembertovo řešeńı vlnové rovnice,

ψ(z, t) = F (z − vt)︸ ︷︷ ︸
dopadaj́ıćı vlna

+ G(z + vt)︸ ︷︷ ︸
odražená vlna

, (4.2)

kde vlna ψd(z, t) = F (z−vt) představuje předepsanou dopadaj́ıćı vlnu a vlna ψr(z, t) = G(z+vt)
je hledaná odražená vlna. Dále muśıme předepsat okrajovou podmı́nku na rozhrańı z = 0, která
urč́ı, jak se vlna na tomto rozhrańı bude odrážet. Zat́ım pro obecnost uvažujme, že upevněńı
(zakončeńı, závěs) struny má hmotnost M a v mı́stě upevněńı p̊usob́ı třećı śıla závislá na
rychlosti,

Ftřeńı = −α∂ψ
∂t

(0, t), (4.3)

kde α představuje koeficient třećı śıly. Na upevněńı dále p̊usob́ı silou samotná struna – př́ıčným
pr̊umětem napět’ové śıly Fx = −T ∂ψ

∂z , viz obrázek 4.4.

z

~T
~Fx, Fx = −T ∂ψ

∂z (0, t)

0

M

Obrázek 4.4: Př́ıčná śıla od struny p̊usob́ıćı na zakončeńı.

Zaṕı̌seme nyńı obecnou pohybovou rovnici pro zakončeńı. Z Newtonova druhého zákona
máme:

M
∂2ψ

∂t2
(0, t) = Fx + Ftřeńı = −T ∂ψ

∂z
(0, t)− α∂ψ

∂t
(0, t). (4.4)

Uvažujeme-li nyńı pro jednoduchost nehmotný závěs, M = 0, dostaneme v bodě z = 0
okrajovou podmı́nku tvaru:

T
∂ψ

∂z
(0, t) + α

∂ψ

∂t
(0, t) = 0, ∀t ∈ R. (4.5)

Do této podmı́nky dále dosad́ıme d’Alembertovo řešeńı (4.2). Spočteńım př́ıslušných derivaćı,

∂ψ

∂z
(0, t) = F ′(−vt) +G′(vt),

∂ψ

∂t
(0, t) = −vF ′(−vt) + vG′(vt), (4.6)

kde jsme označili F ′(x) = dF
dx , dostaneme po dosazeńı

T
(
F ′(−vt) +G′(vt)

)
+ α

(
−vF ′(−vt) + vG′(vt)

)
= 0. (4.7)

Toto je rovnice pro neznámý tvar odražené vlny G(x) při zadaném tvaru dopadaj́ıćı vlny F (x).
Vyjádř́ıme tedy z předchoźı rovnice funkci G′:

G′(vt) =
αv − T
αv + T

F ′(−vt). (4.8)
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Označme x = vt a dále zaved’me veličinu impedance Z =
√
Tρ, pak T

v = Z. Můžeme (4.8)
přepsat jako

G′(x) =
α− Z
α+ Z

F ′(−x). (4.9)

Po zintegrováńı dle proměnné x nalezneme tvar odražené vlny G(x):

G(x) =
Z − α
Z + α

F (−x), (4.10)

kde jsme integračńı konstantu položili c = 0, protože pouze posouvá celé řešeńı ψ(z, t) po svislé
ose.

Ukázali jsme, že odražená vlna je pouze zrcadlovým překlopeńım dopadaj́ıćı vlny, G(x) ∝
F (−x), a amplituda se změńı konstatńım amplitudovým koeficientem

R =
Z − α
Z + α

, (4.11)

který se nazývá koeficient odrazu. Výsledné řešeńı je tvaru

ψ(z, t) = F (z − vt) +RF (−(z + vt)). (4.12)

Požadujeme-li, aby nedocházelo k odraz̊um, R = 0, muśı platit α = Z. Třećı śıla má v tom
př́ıpadě takovou podobu, že dokonale simuluje pokračováńı struny a žádná vlna se neodráž́ı.
Tomuto př́ıpadu se ř́ıká korektńı zakončeńı. Př́ıpad α 6= Z nazýváme nekorektńım zakončeńım.
Pokud uvažuji nulové třeńı, α = 0, dostanu podmı́nku volného konce a R = 1. Pro velké třeńı,
α→ +∞, dostanu podmı́nku pevného konce a R = −1.

4.2 Napojeńı dvou strun

Pokročme k druhé modelové situaci – napojeńı dvou r̊uzných strun. Situace je podrobně znázorněná
na obrázku 4.5. Prvńı struna se rozkládá na souřadnićıch z ∈ (−∞, 0〉 a druhá na z ∈ 〈0,+∞).
Parametry strun jsou označené ρi, Ti (a k nim komplementárńı vi a Zi), i ∈ {1, 2}.

T1, ρ1, (v1, Z1) T2, ρ2, (v2, Z2)

ψ1(z, t), z ∈ (−∞, 0〉 ψ2(z, t), z ∈ 〈0,+∞)
z0

Obrázek 4.5: Napojeńı dvou strun.

Každá ze strun se ř́ıd́ı př́ıslušnou vlnovou rovnićı (s př́ıslušnou hodnotou fázové rychlosti
vi):

∂2ψi
∂t2

= v2
i

∂2ψi
∂z2

, i ∈ {1, 2}. (4.13)

Napǐsme př́ıslušná d’Alembertova řešeńı na jednotlivých úsećıch struny a interpretujme jed-
notlivé členy z hlediska studia odraz̊u vln, které přicházej́ı z prvńı struny (tzn. ze z = −∞):

ψ1(z, t) = F1(z − v1t)︸ ︷︷ ︸
dopadaj́ıćı vlna

+G1(z + v1t)︸ ︷︷ ︸
odražená vlna

,

ψ2(z, t) = F2(z − v2t)︸ ︷︷ ︸
prošlá vlna

+G2(z + v2t)︸ ︷︷ ︸
= 0

. (4.14)
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Vlna G2(z+v2t), tj. vlna š́ı̌ŕıćı se ze z = +∞ nemá v našem modelu interpretaci. Předeṕı̌seme
tedy okrajovou podmı́nku vyzařováńı, tzn. polož́ıme G2 = 0. Zakazujeme š́ı̌reńı vlny z +∞, která
by nám narušovala naše studium odraz̊u vln přicházej́ıćı z prvńı struny. Naš́ı úlohou tedy bude
při předepsaném tvaru dopadaj́ıćı vlny F1(x) nalézt tvary odražené vlny G1(x) a prošlé vlny
F2(x).

Nyńı muśıme napsat př́ıslušné podmı́nky napojeńı v mı́stě z = 0. Prvńı z nich je podmı́nka
spojitého napojeńı strun,

ψ1(0, t) = ψ2(0, t), ∀t ∈ R. (4.15)

Druhou podmı́nkou je splněńı Newtonovy pohybové rovnice v mı́stě napojeńı. Situace je znázorněná
na obrázku 4.6. Uvažujme prozat́ım obecně napojeńı hmotnosti M . Na toto napojeńı pak p̊usob́ı
př́ıčné pr̊uměty sil od jednotlivých strun.

z
~T1

~Fx1

0

M

~T2
~Fx2

Obrázek 4.6: Př́ıčné śıly p̊usob́ıćı v mı́stě napojeńı.

Pohybová rovnice pak má tvar

M
∂2ψ12

∂t2
= Fx1 + Fx2, (4.16)

kde si na levé straně pohybové rovnice můžeme d́ıky podmı́nce spojitosti vybrat, jestli použijeme
zrychleńı výchylky ψ1 nebo ψ2 (indikováno symbolem ψ12). Vyjádřeńı pro př́ıčné śıly je následuj́ıćı:

Fx1 = −T1
∂ψ1

∂z
(0, t), Fx2 = T2

∂ψ2

∂z
(0, t). (4.17)

Pokud nyńı vezmeme hmotnost napojeńı nulovou, M = 0, (nenulovou hmotnost́ı se budeme
zabývat později), dostaneme podmı́nku rovnosti př́ıčných sil v mı́stě napojeńı:

T1
∂ψ1

∂z
(0, t) = T2

∂ψ2

∂z
(0, t), ∀t ∈ R. (4.18)

Na základě těchto dvou podmı́nek napojeńı, podmı́nky spojitosti (4.15) a podmı́nky rov-
nosti př́ıčných sil (4.18), vyjádř́ıme tvar odražené vlny G1(x) a prošlé vlny F2(x) pomoćı tvaru
dopadaj́ıćı vlny F1(x). Dosad’me do podmı́nek napojeńı d’Alembertova řešeńı (4.14):

F1(−v1t) +G1(v1t) = F2(−v2t), T1F
′
1(−v1t) + T1G

′
1(v1t) = T2F

′
2(−v2t) (4.19)

a proved’me substituci x = −v1t:

F1(x) +G1(−x) = F2

(
v2
v1
x
)
, F ′1(x) +G′1(−x) =

T2

T1
F ′2

(
v2
v1
x
)

(4.20)

Integraćı druhé z rovnic dle x obdrž́ıme

F1(x)−G1(−x) =
T2

T1

v1

v2
F2

(
v2
v1
x
)
, (4.21)
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kde jsme integračńı konstantu zvolili nulovou, protože pouze posunuje celou výslednou funkci
ψ(z, t) o konstantu (zkuste si ji tam nechat a uvid́ıte!). Konstantńı člen na pravé straně je možné
přepsat pomoćı impedanćı Z1 a Z2, Z =

√
Tρ:

T2

T1

v1

v2
=
Z2

Z1
. (4.22)

Výsledkem je následuj́ıćı soustava rovnic pro funkce G1(x) a F2(x):

F1(x) +G1(−x) = F2

(
v2
v1
x
)
, F1(x)−G1(−x) =

Z2

Z1
F2

(
v2
v1
x
)
. (4.23)

Sečteńım rovnic vyjádř́ıme prošlou vlnu

F2(x) = PF1

(
v1
v2
x
)
, P =

2Z1

Z1 + Z2
, (4.24)

kde konstantńı amplitudový koeficient P nazýváme koeficient pr̊uchodu. Také se znač́ı T (koe-
ficient transmise), ale zde se to nehod́ı kv̊uli napět́ı ve strunách Ti. Odraženou vlnu vyjádř́ıme
z prvńı rovnice v (4.23) (plynoućı z podmı́nky spojitosti) po dosazeńı z (4.24):

G1(x) = (P − 1)F1(−x) = RF1(−x), R =
Z1 − Z2

Z1 + Z2
, (4.25)

koeficient R opět (jako u zakončeńı jedné struny) nazveme koeficient odrazu. Vid́ıme, že z
podmı́nky spojitosti plyne jednoduchý vztah mezi koeficienty pr̊uchodu a odrazu:

1 +R = P. (4.26)

Pro úplnost napǐsme i tvary vln ψi(z, t) postupuj́ıćıch po jednotlivých strunách:

ψ1(z, t) = F1(z − v1t) +RF1(−(z + v1t)), ψ2(z, t) = PF1

(
v1
v2

(z − v2t)
)
. (4.27)

Vyšlo nám, že odraz na rozhrańı dvou strun je v jistém smyslu velmi jednoduše se cho-
vaj́ıćı jev. Odražená vlna je zrcadlově převrácená a postupuj́ıćı zpět po prvńı struně. Prošlá
vlna je pouze deformovaná pod́ılem fázových rychlost́ı v2

v1
– pro v2 > v1 je vlna na druhé

straně roztažená, pro v2 < v1 se naopak smrskne. Celá informace o pr̊uchodu a odrazu vln je
zakódovaná v konstantńıch amplitudových koeficientech R a P – tyto jsou dané pouze parametry
struny a nikoliv tvarem dopadaj́ıćı vlny.

Vlna se neodráž́ı pokud jsou vyrovnané impedance na jednotlivých strunách:

R = 0 ⇔ Z1 = Z2 ⇔ T1

T2
=
ρ2

ρ1
. (4.28)

Koeficient odrazu můžeme napsat v r̊uzných podobách

R =
Z1 − Z2

Z1 + Z2
=

Z1
Z2
− 1

Z1
Z2

+ 1
=

1− Z2
Z1

1 + Z2
Z1

, (4.29)

z těchto tvar̊u plyne, že koeficienty záviśı na poměru impedanćı Z1
Z2

a koeficienty pr̊uchodu a
odrazu maj́ı následuj́ıćı rozsahy

R ∈ 〈−1, 1〉, P ∈ 〈0, 2〉. (4.30)

Při fixńım Z1 dostaneme pro Z2 = +∞ (pevný konec, nekonečně těžká nebo napnutá struna)
koeficient R = −1 (P = 0), pro Z2 = 0 (volný konec, nehmotná nebo nenapjatá struna) pak
máme R = 1 (P = 2).
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4.2.1 Harmonická dopadaj́ıćı vlna

Uvažujme dopadaj́ıćı harmonickou vlnu (zde jej́ı komplexifikaci):

F1(x) = Aeik1x, ψd(z, t) = F1(z − v1t) = Ae−i(ωt−k1z), (4.31)

kde jsme dopadaj́ıćı část vlny ψ1(z, t) označili jako ψd(z, t) a použili jsme disperzńı vztah ω =
v1k1. Dosad’me nyńı tvar dopadaj́ıćı vlny F1(x) do vzorc̊u (4.24) a (4.25) (a (4.27)). Odraženou
a prošlou vlnu znač́ıme ψr(z, t) a ψt(z, t):

G1(x) = RF1(−x), ψr(z, t) = G1(z + v1t) = RF1(−z − v1t) = ARe−i(ωt+k1z),

F2(x) = PF1

(
v1
v2
x
)
, ψt(z, t) = F2(z − v2t) = PF1

(
v1
v2
z − v1t

)
= AP e−i(ωt−k2z), (4.32)

kde jsme znovu použili disperzńı vztah ω = v1k1 a označili k2 = k1
v1
v2

. Pod́ıvejme se bĺıže na
vlnové č́ıslo prošlé vlny:

2π

λ2
= k2 =

v1

v2
k1 =

v1

v2

2π

λ1
−→ λ2 =

v2

v1
λ1. (4.33)

Vlnová délka prošlé vlny se změńı poměrem fázových rychlost́ı na prvńı a druhé struně. Od-
pov́ıdá to tomu, že rozhrańı si můžeme představovat jako zdroj vlněńı buzený dopadaj́ıćı vlnou
z prvńı struny. Tento myšlený zdroj pak vyzařuje prošlou vlnu š́ı̌ŕıćı se po druhé struně.

4.3 Energetické poměry

Pod́ıvejme se na vztahy mezi toky energie dopadaj́ıćı, odražené a prošlé vlny. Definujeme koe-
ficienty reflexivity (odrazivosti) a transmisivity jako pod́ıl př́ıslušných tok̊u energie:

R =
|〈Sodr〉|
〈Sdop〉

, T =
〈Spr〉
〈Sdop〉

, (4.34)

(u odrazivosti dáváme kolem energie odražené vlny absolutńı hodnotu, jelikož tok energie
odražené vlny je záporný). Pro harmonickou postupnou vlnu jsme si v kapitole o energetických
veličinách na struně odvodili následuj́ıćı vztah pro tok energie:

|〈S〉| = 1

2
ZA2ω2. (4.35)

Toky energie pro jednotlivé vlny pak jsou

〈Sdop〉 =
1

2
Z1A

2ω2, |〈Sodr〉| =
1

2
Z1A

2R2ω2, 〈Spr〉 =
1

2
Z2A

2P 2ω2. (4.36)

Po dosazeńı těchto vztah̊u do definic reflexivity a transmisivity (4.34), kde za amplitudy a
impedance dosad́ıme př́ıslušné hodnoty:

R = R2, T =
Z2

Z1
P 2. (4.37)

Vid́ıme, že množstv́ı odražené energie (intenzita) je jednoduše dáno kvadrátem amplitudového
koeficientu R. Naproti tomu na množstv́ı prošlé energie nelze usuzovat pouze ze změny amplitud,
ale je třeba v vźıt v úvahu to, že se jedná o r̊uzná prostřed́ı a že tedy stejné amplitudy mohou
nést r̊uzné množstv́ı energie. Zde je tedy dodatečný faktor poměru impedanćı Z2

Z1
.
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Použijme předchoźıho odstavce k vysvětleńı
”
paradoxu“ pro př́ıpad R→ 1 a P → 2. Jedná

se o př́ıpad, kdy Z2 → 0. Téměř celá vlna se odráž́ı (R → 1), ale zároveň projde vlna s téměř
dvojnásobnou amplitudou (P → 2)! Zároveň ale vid́ıme, že koeficient transmisivity jde d́ıky
ńızké impedanci Z2 k nule, T → 0, tzn. energie nesená prošlou vlnou se také limitně bĺıž́ı
nule. K žádnému paradoxu tedy nedocháźı. V r̊uzných prostřed́ıch nestač́ı pouze porovnávat
amplitudy, abychom usuzovali na energie nesené jednotlivými vlnami. V limitě volného konce
máme ρ = 0 nebo T = 0. Nehmotná nebo nenatažená struna nepřenáš́ı žádnou energii.

Ze zákona zachováńı energie plat́ı, že suma tok̊u energíı prošlé a odražené vlny je rovna toku
energie dopadaj́ıćı vlny (v absolutńıch hodnotách), plat́ı tedy:

R+ T = 1, tzn. R2 +
Z2

Z1
P 2 = 1. (4.38)

4.4 Koeficienty pr̊uchodu a odrazu závislé na frekvenci

V minulých kapitolách jsme uvažovali, že napojeńı dvou strun je nehmotné. Nyńı se pod́ıváme na
opačný př́ıpad. Uvid́ıme, že budeme muset zásadně změnit doposud použ́ıvaný postup nalezeńı
odražených a prošlých vln. Uvažujme tedy situaci znázorněnou na obrázku 4.7. Pro jednoduchost
výpočtu tentokrát uvažujeme, že struny jsou napjaté na stejné napět́ı T , maj́ı obecně r̊uzné
hustoty ρ1 a ρ2 a napojeńı je realizováno hmotným bodem nenulové hmotnosti M .

M 6= 0
ρ1, T ρ2, T

Obrázek 4.7: Napojeńı s hmotou.

Zopakujme zde podmı́nky napojeńı – podmı́nka spojitosti a pohybová rovnice bodu napo-
jeńı:

ψ1(0, t) = ψ2(0, t), M
∂2ψ12(0, t)

∂t2
= T

(
∂ψ2

∂z
(0, t)− ∂ψ1

∂z
(0, t)

)
, ∀t ∈ R, (4.39)

kde symbol ψ12 znamená, že d́ıky podmı́nce spojitosti si můžeme vybrat, zda budeme uvažovat
výchylku ψ1 nebo ψ2. Zaměřme se na druhou podmı́nku. Vid́ıme, že se zde mı́chaj́ı prvńı a druhé
derivace a tedy jednoduchý postup použitý u předchoźıch model̊u, kdy jsme rovnici zintegrovali,
nebude možný1. Zkusme udělat úkrok stranou. Uvědomme si, že každý tvar dopadaj́ıćı vlny
F1(x) se dá rozložit do součtu harmonických vln pomoćı Fourierovy transformace:

F1(x) =

∫ +∞

−∞
C(k) eikx dk. (4.40)

Budeme tedy uvažovat dopadaj́ıćı vlnu ve formě harmonické postupné vlny s jednotkovou
amplitudou, pod́ıváme se, co se odraźı a co projde, a výsledné řešeńı pak můžeme zpět zapsat

1Po dosazeńı d’Alembertových řešeńı (4.14) do podmı́nek napojeńı (4.39) a úpravě dospějeme k následuj́ıćı
nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koeficienty:

F ′′2 (x)−
T (1 + v2

v1
)

Mv2
2

F ′2(x) = − 2T

Mv2
2

F ′1

(
v2
v1
x
)
.

Tato rovnice se dá řešit. Homogenńı řešeńı nalezneme standardńı metodou charakteristického polynomu, neho-
mogenńı řešeńı nalezneme metodou variaćı konstant. Výsledné velmi komplikované řešeńı ale neposkytuje př́ılǐs
vhledu do jevu odrazu v takovémto prostřed́ı.
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jako (spojitou) superpozici těchto elementárńıch odraz̊u. Udělejme nav́ıc následuj́ıćı ansatz –
předpokládejme, že i odražená a prošlá vlna budou ve tvaru harmonických vln:

F1(x) = eik1x, G1(x) = Re−ik1x, F2(x) = P eik2x, k2 =
v1

v2
k1, (4.41)

kde vlnové č́ıslo k2 je změněno poměrem fázových rychlost́ı oproti vlnovému č́ıslu dopadaj́ıćı
vlny k1. Pokud se nám podař́ı naj́ıt řešeńı úlohy odrazu v tomto tvaru, v́ıme, že z jednoznačnosti
řešeńı jsme našli to správné (a jediné). Zapǐsme d’Alembertova řešeńı v tomto ansatzu,

ψ1(z, t) = F1(z − v1t) +G1(z + v1t), ψ2(z, t) = F2(z − v2t), (4.42)

kde jednotlivé vlny maj́ı tvar:

F1(z − v1t) = e−i(ωt−k1z),

G1(z + v1t) = Re−i(ωt+k1z),

F2(z − v2t) = P e−i(ωt−k2z). (4.43)

Tyto dosad́ıme do podmı́nek napojeńı (4.39). Z podmı́nky spojitosti máme

e−iωt +Re−iωt = P e−iωt −→ 1 +R = P, (4.44)

a z pohybové rovnice napojeńı (kde na levé straně voĺıme funkci ψ2, jelikož obsahuje pouze
jednu vlnu F2 a tedy dostaneme rovnici jednodušš́ıho tvaru):

−PMω2e−iωt = T (ik1)

[
R− 1 +

v1

v2
P

]
e−iωt. (4.45)

Z této rovnice vyjádř́ıme koeficient P (po dosazeńı za R = P − 1) s výsledkem:

P (ω) =
2

1 + v1
v2
− iMω

T

∈ C, R(ω) = P (ω)− 1, (4.46)

kde jsme se nav́ıc zbavili vlnového č́ısla k1 dosazeńım z disperzńıho vztahu ω = v1k1. Vid́ıme
dvě překvapivé skutečnosti. Koeficienty vyšly závislé na úhlové frekvenci dopadaj́ıćı vlny ω a
také nám tyto koeficienty vyšly komplexńı!

Komplexnost koeficient̊u jednoduše znamená, že koeficienty kóduj́ı nejen změnu amplitudy
prošlé a odražené vlny, ale také fázový posun. Můžeme, např. pro koeficient P , použ́ıt gonio-
metrický tvar komplexńıho č́ısla,

P = |P |eiϕ, (4.47)

které po dosazeńı do tvaru prošlé vlny F2(x) dává:

F2(x) = Peik2x = |P |ei(k2x+ϕ). (4.48)

Velikost koeficientu |P | tedy má onen p̊uvodńı význam amplitudové modifikace prošlé vlny. Úhel
ϕ v komplexńı exponenciále eiϕ udává fázový posun oproti dopadaj́ıćı vlně.

Závislost koeficient̊u na úhlové frekvenci dopadaj́ıćı vlny ω znamená, že každá harmonická
složka se při odrazu obecně chová jinak. To má d̊uležitý d̊usledek, pokud se vrát́ıme k p̊uvodńı
úloze, kdy jsme jako tvar dopadaj́ıćı vlny volili obecnou funkci F1(x). Vezměme jako př́ıklad
tvar odražené vlny G1(x). Ve Fourierově integrálu (4.40) nahrad́ıme každou z harmonických
složek eikx za R(k)e−ikx (R(k) je funkce vzniklá substitućı ω = v1k z R(ω)):

G1(x) =

∫ +∞

−∞
C(k)R(k)e−ikxdk 6= RF1(−x). (4.49)
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Jelikož je koeficient R závislý na ω (na k), nelze ho z integrálu vytknout a nelze tedy výslednou
vlnu zapsat jako celkový koeficient odrazu R krát zrcadlená dopadaj́ıćı vlna F1(−x). Při koefici-
entech závislých na frekvenci se dopadaj́ıćı vlna při odrazu netriviálně deformuje (netriviálnost́ı
rozumı́me deformaci nad rámec zrcadleńı u odražené vlny a roztažeńım poměrem v1

v2
u prošlé

vlny).

4.5 Matice přenosu

V této kapitole budeme cht́ıt koeficienty pr̊uchodu a odrazu zakódovat do vhodně zvolené matice
tak, abychom následně mohli velmi jednoduchým zp̊usobem zač́ıt uvažovat odrazy na v́ıce než
jednom rozhrańı.

Jako př́ıklad uvažujme napojeńı dvou strun o impedanćıch Z1 a Z2 a budeme uvažovat
dopadaj́ıćı vlnu jednotkové amplitudy přicházej́ıćı nejprve zleva a potom také zprava. Účelem
matice přenosu je přenést (transformovat) amplitudy vln z pravé struny na amplitudy vln na
levé struně.

Situace pro vlny dopadaj́ıćı zleva, resp. zprava, je znázorněna na obrázku 4.8. Označme po
řadě dopadaj́ıćı, prošlou a odraženou vlnu jako ψd, ψt a ψr a jejich amplitudy 1, P a R (př́ıpadně
P ′ a R′ pro vlnu dopadaj́ıćı zprava). Podmı́nka vyzařováńı ř́ıká, že nepřicháźı vlna z druhého
prostřed́ı proti směru dopadaj́ıćı vlny.

Z1 Z2

1

ψd

R

ψr

P
ψt

∅

(a) Dopadaj́ıćı vlna zleva.

Z1 Z2

∅

P ′

ψt

R′

ψr

ψd

1

(b) Dopadaj́ıćı vlna zprava.

Obrázek 4.8: Napojeńı dvou strun o impedanćıch Z1 a Z2. Studujeme odrazy pro vlnu dopadaj́ıćı zleva
i zprava.

Nyńı přejděme k vlastńı definici matice přenosu D. Tato je definována následuj́ıćı sadou
rovnic, kde neznámé jsou koeficienty matice D:(

1
R

)
= D

(
P
0

)
,

(
0
P ′

)
= D

(
R′

1

)
. (4.50)

Matice přenosu tedy převád́ı amplitudové koeficienty z pravého prostřed́ı do levého. Ampli-
tudové koeficienty v jednotlivých prostřed́ıch kódujeme do dvousložkového vektoru, kde prvńı
složka odpov́ıdá vlně postupuj́ıćı vpravo a druhá složka vlně postupuj́ıćı vlevo. Vyřešeńım rovnic
(4.50) po dosazeńı již známých tvar̊u koeficient̊u pr̊uchodu a odrazu2 dostaneme

D =
1

2Z1

(
Z1 + Z2 Z1 − Z2

Z1 − Z2 Z1 + Z2

)
. (4.51)

Pro situaci, kdy máme pouze jedno rozhrańı mezi dvěma prostřed́ımi, matice přenosu moc
užitečná neńı. Pod́ıvejme se ale na situaci, kdy vezmeme tři spolu postupně soused́ıćı prostřed́ı

2Koeficient odrazu R = Z1−Z2
Z1+Z2

a pr̊uchodu P = 1 + R. Pro koeficienty
”
z druhé strany“ jenom přehod́ıme

indexy u impedanćı, R′ = Z2−Z1
Z1+Z2

, P ′ = 1 +R′.
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– např́ıklad tři struny s impedancemi Z1, Z2 a Z3. Pokud bychom postupovali tak, že vždy
na jednotlivých rozhrańıch rozděĺıme

”
aktuálńı“ dopadaj́ıćı vlnu na odraženou a prošlou část,

dostaneme situaci popsanou na obrázku 4.9.

ψd

1

ψr

R

ψt

P

ψ→ ψ←

1. rozhrańı 2. rozhrańı

...

...
...

...

Obrázek 4.9: Dvě rozhrańı mezi třemi prostřed́ımi. Vlna ψd jednotkové amplitudy dopadá zleva. Mezi
dvěma rozhrańımi se odehraje nekonečně mnoho odraz̊u (a pr̊uchod̊u) a výsledná odražená vlna ψr,
resp. prošlá vlna ψt, se źıská jako superpozice všech odražených, resp. prošlých, př́ıspěvk̊u. Superpozici
vln všech postupuj́ıćıch jedńım a druhým směrem v prostoru mezi rozhrańımi znač́ıme ψ→ a ψ←. Po
sečteńım všech prošlých a odražených př́ıspěvk̊u (které opět vytvoř́ı postupnou vlnu) můžeme určit

”
celkový“ koeficient pr̊uchodu P a odrazu R.

Tento postup, kde sč́ıtáme nekonečně mnoho př́ıspěvk̊u, je sice zdlouhavý, ale možný. Pod́ıvejme
se na situaci z pohledu matice přenosu. Matice přenosu převád́ı amplitudy výsledných postu-
puj́ıćıch vln z jednoho prostřed́ı do druhého. Schematicky je situace znázorněna na obrázku
4.10.

ψd

1

ψr

R

ψt

P

∅

ψ→

ψ←

1. rozhrańı 2. rozhrańı

D1 D2

A→

A←

Obrázek 4.10: Dvě rozhrańı a výsledné postupuj́ıćı vlny a jejich amplitudy. Amplitudy postupných vln
mezi dvěma rozhrańımi jsme označili A→ a A←. Matice přenosu na jednotlivých rozhrańıch jsou označeny
D1 a D2.

Matice přenosu jednotlivých rozhrańı, D1 a D2, vztahuj́ı př́ıslušné amplitudy následuj́ıćım
zp̊usobem: (

1
R

)
= D1

(
A→
A←

)
,

(
A→
A←

)
= D2

(
P
0

)
. (4.52)

V př́ıpadě, že tyto rovnice slož́ıme vyloučeńım amplitud A→ a A←, obdrž́ıme(
1
R

)
= D1D2

(
P
0

)
. (4.53)

V řeči matic přenosu se vrstveńı rozhrańı redukuje na pouhé násobeńı jednotlivých matic! Z
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rovnic (4.53) již snadno vyjádř́ıme výsledné koeficienty R a P (složky matic D1 a D2 jsou známé
– specifikuj́ı daná rozhrańı).

V úvodu této části jsme viděli odvozeńı matice přechodu z již známých koeficient̊u pr̊uchodu
a odrazu pro napojeńı dvou strun v mı́stě z = 0. Ukažme si obecněǰśı odvozeńı tvaru matice D
pro rozhrańı dvou strun na z = L. Nyńı nepožadujeme podmı́nku vyzařováńı, jelikož chceme
źıskat obecnou matici přenosu, která transformuje libovolné amplitudy vln postupuj́ıćıch oběma
směry na obou stranách rozhrańı. Uvažujme následuj́ıćı postupné harmonické vlny

ψ1R = A1R e
i(ωt−k1z), ψ2R = A2R e

i(ωt−k2z),

ψ1L = A1L e
i(ωt+k1z), ψ2L = A2L e

i(ωt+k2z), (4.54)

kde význam značeńı je znázorněn na obrázku 4.11.

Z1 Z2

ψ1R

A1L

ψ1L

A2R

ψ2R

ψ2L

A2L

z = L

A1R

Obrázek 4.11: Postupné harmonické vlny v mı́stě napojeńı dvou strun v mı́stě z = L.

Matice přenosu je zde definována následuj́ıćı rovnićı:(
A1R

A1L

)
= D

(
A2R

A2L

)
, (4.55)

tedy vztahem mezi amplitudami na obou stranách rozhrańı. Najděme tento vztah. Vyjdeme
jako obvykle z podmı́nek napojeńı pro struny, jen je ted’ muśıme upravit do obecné podoby pro
rozhrańı na obecné souřadnici z = L. Prvńı je podmı́nka spojitosti,

ψ1R(L, t) + ψ1L(L, t) = ψ2R(L, t) + ψ2L(L, t), (4.56)

a druhá je podmı́nka rovnosti př́ıčných sil (uvažujeme nehmotné napojeńı),

T1

(
∂ψ1R

∂z
(L, t) +

∂ψ1L

∂z
(L, t)

)
= T2

(
∂ψ2R

∂z
(L, t) +

∂ψ2L

∂z
(L, t)

)
. (4.57)

Pro jednoduchost uvažujme, že napět́ı na obou strunách jsou stejná, T1 = T2 = T . Po
dosazeńı harmonických vln (4.54) do podmı́nek napojeńı (4.56) a (4.57) (a vykráceńı exponenciál
a −iT ) obdrž́ıme následuj́ıćı sadu rovnic vztahuj́ıćı amplitudové koeficienty A:

A1Re
−ik1L +A1Le

ik1L = A2Re
−ik2L +A2Le

ik2L,

k1A1Re
−ik1L − k1A1Le

ik1L = k2A2Re
−ik2L − k2A2Le

ik2L. (4.58)

Přepǐsme levé a pravé strany rovnic pomoćı maticového zápisu:(
e−ik1L eik1L

k1e
−ik1L −k1e

ik1L

)
︸ ︷︷ ︸

DL

(
A1R

A1L

)
=

(
e−ik2L eik2L

k2e
ik2L −k2e

ik2L

)
︸ ︷︷ ︸

DR

(
A2R

A2L

)
, (4.59)
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kde jsme matici na levé, resp. pravé, straně rovnice označili DL, resp. DR. Porovnáńım tvaru
rovnic (4.55) definuj́ıćı matici D a źıskané rovnice (4.59) z podmı́nek napojeńı je zřejmé, že
matice přenosu je tvaru

D = D−1
L DR. (4.60)

Provedeńım inverze matice3 a jejich vynásobeńı dostaneme výsledek

D =
1

2

 (1 + k2
k1

)
ei(k1−k2)L

(
1− k2

k1

)
ei(k1+k2)L(

1− k2
k1

)
e−i(k1+k2)L

(
1 + k2

k1

)
e−i(k1−k2)L

 . (4.61)

Dosazeńım L = 0 dostaneme matici

D(L = 0) =
1

2

(
1 + k2

k1
1− k2

k1

1− k2
k1

1 + k2
k1

)
, (4.62)

která je stejného tvaru jako již źıskaná matice v (4.51), jelikož plat́ı vztah

k2

k1
=
Z2

Z1
. (4.63)

3Inverze matice 2x2 je

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, A−1 =

1

detA

(
a22 −a12

−a21 a11

)
.
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Kapitola 5

Vlny v prostoru

5.1 Rovinné vlny

Krátce zopakujme, co v́ıme o harmonických postupných vlnách v jedné dimenzi. Jsou řešeńım
jednorozměrné vlnové rovnice,

∂2ψ

∂t2
= v2∂

2ψ

∂z2
, (5.1)

a mohou postupovat v kladném nebo záporném směru osy z:

ψ(z, t) = ei(ωt−kz), ψ(z, t) = ei(ωt+kz). (5.2)

Zavedeme-li (jednorozměrný) vektor směru š́ı̌reńı ~n = (±1), polohový vektor ~r = (z) a tzv.
vlnový vektor ~k = k ~n, můžeme výraz ∓kz v postupné vlně zapsat jako −~k · ~r. Postupná vlna
tedy źıská tvar

ψ(z, t) = ei(ωt−
~k·~r), (5.3)

kde volbou vektoru ~n (resp. ~k = k~n) voĺıme směr postupu. Tento tvar je dobře definovaný pro
jakoukoliv dimenzi. Toho nyńı využijeme a budeme ho zkoumat ve 2D (a následně ve 3D).

Přejděme k dvourozměrné situaci. Jako model pro dvourozměrnou vlnu můžeme zvolit
pružnou blánu, která se rozprost́ırá v rovině (y, z) a uvažujeme př́ıčné výchylky této blány
(ve směru osy x) popsané funkćı ψ(y, z, t). Viz obrázek 5.1.

y

z

x

(y, z)

ψ(y, z, t)

Obrázek 5.1: Model dvourozměrného prostřed́ı ve fromě př́ıčných výchylek pružné blány.

Uvažujme nyńı dvourozměrný polohový vektor ~r = (y, z), jednotkový vektor ~n = (ny, nz),

|~n| = 1, vlnový vektor ~k = k ~n a vezměme vlnu opět tvaru (5.3), tj.

ψ(~r, t) = ei(ωt−
~k·~r). (5.4)
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Pod́ıvejme se na tvar
”
vlnoplochy“1, tj. množiny bod̊u s konstantńı hodnotou fáze. Funkce fáze

je ϕ(~r, t) = ωt− ~k · ~r. Položme

ϕ(~r, t) = ωt− ~k · ~r = ϕ0, ωt− ϕ0 = kyy + kzz = k(nyy + nzz). (5.5)

Po rozepsáńı dostaneme algebraickou rovnici př́ımky v rovině (y, z):

1

k
(ωt− ϕ0) = nyy + nzz, (5.6)

Křivky konstantńı fáze jsou tedy př́ımky s vektorem ~n jako se svým normálovým vektorem, viz
obrázek 5.2 vlevo. V daném čase je výraz ~n ·~r konstatńı. Zavedeme-li označeńı jako na obrázku
5.2 vpravo, můžeme psát

~n · ~r1 = ~n · ~r2 = d = ri cos θi, (5.7)

tedy, že pro všechny body na př́ımce je skalárńı součin ~n · ~r konstantńı a má význam kolmé
vzdálenosti př́ımky od počátku d. Vzdálenost d se ovšem s časem měńı, je to levá strana rovnice
(5.6). Rychlost postupu mı́sta konstantńı fáze je vϕ = ω

k . Př́ımka kostantńı fáze se tedy pohybuje
ve směru vektoru ~n – vektor směru postupu vlny – fázovou rychlost́ı vϕ = ω

k . Vlnový vektor
~k = k ~n tedy kóduje zároveň vlnovou délku skrze svoji velikost, |~k| = k = 2π

λ , a zároveň směr
postupu ~n.

~n

vϕ

ϕ = konst.

λ = 2π
k

(a) Schematicky znázorněný postup harmonické

”
rovinné“ vlny ve 2D.

O

d

~r1

~r2

P1

P2

~n

θ2 θ1
ϕ = konst.

(b) Na př́ımce konstantńı fáze plat́ı ~n ·~r = r cos θ =
d = vϕt− ϕ0

k
.

Obrázek 5.2: Př́ımka konstantńı fáze pro 2D vlnu.

Tato harmonická postupná
”
rovinná“2 vlna je řešeńım 2D vlnové rovnice

∂2ψ

∂t2
= v2

(
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2

)
= v2∆2Dψ, (5.8)

kde jsme zavedli označeńı 2D Laplaceova operátoru ∆2D (zde v proměnných y a z). Tato vlnová
rovnice je př́ımým zobecněńım jednorozměrné vlnové rovnice. Tato rovnice by se dala źıskat
např́ıklad spojitou limitou 2D mř́ıže závaž́ı na pružinách (zobecněńı řet́ızku atomů do dvou
dimenźı).

Na zakladě analýzy 2D př́ıpadu dospějeme ke př́ımočarému zobecněńı pro 3D př́ıpad. Za-
vedeme tř́ırozměrné vektory: směr postupu ~n, vlnový vektor ~k = k ~n (a polohový vektor
~r = (x, y, z)):

~k = (kx, ky, kz) = k ~n = k(nx, ny, nz), |~n| = 1. (5.9)

1Ve 2D bychom ji snad měli nazývat
”
vlnočárou“?

2Př́ımková?
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Vlna ψ(~r, t) má formálně stejný tvar jako v (5.4). Plocha konstantńı fáze je tentokrát rovina,
ke které je vektor ~n normálovým vektorem, tato se š́ı̌ŕı prostorem fázovou rychlost́ı vϕ = ω

k , viz
schématický obrázek 5.3. Vlny tvaru (5.4) tedy nazýváme harmonické rovinné postupné vlny.

x y

z

~n

ϕ = konst.

Obrázek 5.3: Rovinná vlnoplocha v 3D prostoru š́ı̌ŕıćı se prostorem ve směru vektoru ~n (resp. ~k) rychlost́ı
vϕ = ω

k .

Tato vlna je řešeńım tř́ırozměrné vlnové rovnice

∂2ψ

∂t2
= v2∆ψ = v2

(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2

)
, (5.10)

kde ∆ je 3D Laplace̊uv operátor.

Na závěr si napǐsme zobecněńı d’Alembertova řešeńı jednorozměrné vlnové rovnice. V jedné
dimenzi byly pouze dva možné směry š́ı̌reńı vln – do kladného a záporného směru, tedy

ψ(z, t) = F (z − vt) +G(z + vt). (5.11)

Ve v́ıce dimenźıch jsou směry š́ı̌reńı dané jednotkovým vektorem ~n a tedy danému směru ~n
přǐrad́ıme postupnou rovinnou vlnu

ψ(~r, t) = F (~n · ~r − vt). (5.12)

Obecné řešeńı pak źıskáme jako superpozici postupných rovinných vln postupuj́ıćıch ve všech
možných směrech:

ψ(~r, t) =

∫
(~n)
F(~n)(~n · ~r − v t) d3n. (5.13)

5.2 Sférické vlny

Harmonickou postupnou vlnu se sférickými vlnoplochami představuje vlna následuj́ıćıho tvaru

ψ(r, t) = ei(ωt−kr). (5.14)

Ověřme, že plochy konstatńı fáze jsou skutečně sféry:

ϕ(r, t) = ωt− k
√
x2 + y2 + z2 = ϕ0, (5.15)
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po vyjádřeńı r2 dostaneme algebraickou rovnici sféry,(
1

k
(ωt− ϕ0)

)2

︸ ︷︷ ︸
R(t)2=(vt−r0)2

= x2 + y2 + z2, (5.16)

kde poloměr R(t) se zvětšuje fázovou rychlost́ı v = ω
k . Sférická vlna je schematicky znázorněna

na obrázku 5.4.

x y

z

O

r
ϕ = konst.

vϕ

Obrázek 5.4: Kulová vlnoplocha sférické vlny v 3D prostoru rozš́ı̌ruj́ıćı se rychlost́ı vϕ.

Bohužel sférická vlna s konstantńı amplitudou nesplňuje vlnovou rovnici,

∂2ψ

∂t2
= v2∆ψ. (5.17)

Nalezněme proto skutečné řešeńı vlnové rovnice pro sféricky symetrické vlny, tzn. uvažujeme
funkci ψ(r, t) jako funkci pouze vzdálenosti od počátku r (a času t). K tomu budeme potřebovat
vyjádřit Laplace̊uv operátor ∆ = ∂

∂x2 + ∂
∂y2 + ∂

∂z2 pomoćı derivaćı dle radiálńı souřadnice r, ∂
∂r .

Na cvičeńı z TEF1 jste si ukázali3, že

∆ψ(r) =
∂2ψ

∂r2
+

2

r

∂ψ

∂r
. (5.18)

3Nejprve vezměme prvńı derivaci funkce ψ(r, t).

∂ψ

∂xi
=
∂ψ

∂r

∂r

∂xi
=
∂ψ

∂r

xi
r
,

kde jsme použili identitu ∂r
∂xi

= xi
r

. Druhá derivace pak je

∂

∂xi

∂ψ

∂xi
=

∂

∂xi

(
∂ψ

∂r

xi
r

)
=
∂2ψ

∂r2

xi
r

xi
r

+
∂ψ

∂r

∂

∂xi

(xi
r

)
.

Využ́ıváme Einsteinovo sumačńı pravidlo, tzn. přes druhé derivace ∂2

∂x2i
(tedy přes index i) se sč́ıtá. Pak plat́ı

xixi = r2. Ještě potřebujeme spoč́ıtat člen

∂

∂xi

(xi
r

)
=
δiir − xi ∂r∂xi

r2
=
δiir − xixi

r

r2
=

1

r

(
δii −

xixi
r2

)
=

2

r
;

v posledńı rovnosti jsme vysč́ıtali přes i, tzn. δii = 3 a opět xixi = r2. Celkem tedy máme

∆ψ(r, t) =
∂2ψ

∂r2
+

2

r

∂ψ

∂r
.
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Vlnová rovnice pro vlnu s funkčńı závislost́ı ψ(r, t) je tedy tvaru

∂2ψ

∂t2
= v2

(
∂2ψ

∂r2
+

2

r

∂ψ

∂r

)
. (5.19)

Pravá strana vlnové rovnice v souřadnici r se dá zapsat jako (ověřte!):

∂2ψ

∂r2
+

2

r

∂ψ

∂r
=

1

r

∂2(rψ)

∂r2
. (5.20)

Po dosazeńı zpět do vlnové rovnice (5.17) a vynásobeńı r dostaneme

∂2(rψ)

∂t2
= v2∂

2(rψ)

∂r2
, (5.21)

což je jednorozměrná vlnová rovnice v prostorové souřadnici r pro funkci Ψ(r, t) = r ψ(r, t)!
Řešeńı jednorozměrné vlnové rovnice známe, je j́ım d’Alembertovo řešeńı:

Ψ(r, t) = F (r − vt) +G(r + vt), (5.22)

po vyjádřeńı ψ = 1
rΨ dostaneme řešeńı p̊uvodńı vlnové rovnice pro sféricky symetrické vlny

ψ(r, t):

ψ(r, t) =
1

r
F (r − vt) +

1

r
G(r + vt), (5.23)

kde F,G : R→ R jsou libovolné funkce (dvakrát diferencovatelné). Vlna 1
rF (r−vt) představuje

sférickou vlnu š́ı̌ŕıćı se z počátku fázovou rychlost́ı v. Vlna 1
rG(r + vt) představuje sférickou

vlnu š́ı̌ŕıćı se z nekonečna směrem k počátku, tuto vlnu obvykle neuvažujeme – předepisujeme
podmı́nku vyzařováńı, G = 0. Pokud zvoĺıme za tvar vyzařované vlny harmonickou funkci,
F (x) = eikx, př́ıslušná vlna ψ(r, t) bude mı́t tvar

F (r − vt) =
1

r
ei(ωt−kr), ψ(r, t) =

1

r
ei(ωt−kr), (5.24)

kde jsme označili ω = vk (disperzńı vztah).
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Kapitola 6

Elektromagnetické vlněńı

6.1 Rovinné elektromagnetické vlny

Uvažujeme homogenńı prostřed́ı vyplňuj́ıćı celý prostor tvořené lineárńım dielektrikem a lineárńım
magnetikem. To znamená, že prostřed́ı je možné popsat dvěma (konstatńımi) parametry: per-
mitivitou ε a permeabilitou µ. Zavedeme také parametry relativńı permitivita a relativńı per-
meabilita pomoćı relaćı

ε = εrε0, µ = µrµ0, (6.1)

kde ε0 a µ0 jsou permitivita a permeabilita vakua. Maxwellovy rovnice pro elektromagnetické
pole ~E(~r, t) a ~B(~r, t) v tomto prostřed́ı bez volných náboj̊u a proud̊u maj́ı tvar:

div ~E = 0 (Gauss̊uv zákon), rot ~E = −∂
~B

∂t
(Faradaẙuv zákon),

div ~B = 0 ( ~B je solenoidálńı), rot ~B = εµ
∂ ~E

∂t
(Ampér-Maxwell̊uv zákon). (6.2)

Odvod’me vlnové rovnice plynoućı z těchto rovnic pro vektory ~E a ~B. Aplikujme diferenciálńı
operátor rotace na Faradaẙuv zákon:

rot

(
−∂

~B

∂t

)
= rot rot ~E = grad div ~E −∆ ~E = −∆ ~E, (6.3)

kde jsme při úpravách použili diferenciálńı identitu rot rot = grad div − ∆ a Gauss̊uv zákon.
Prohozeńım derivaćı na levé straně (6.3) a použit́ım Ampér-Maxwellova zákona obdrž́ıme

− ∂

∂t
rot ~B = −εµ ∂

2

∂t2
~E. (6.4)

Porovnáńım pravých stran (6.3) a (6.4) dostaneme vlnovou rovnici pro vektor elektrického pole
~E:

∂2 ~E

∂t2
=

1

εµ
∆ ~E. (6.5)

Stejným postupem, pokud začneme s Ampér-Maxwellovým zákonem, dospějeme k vlnové rovnici
pro vektor magnetického pole ~B:

∂2 ~B

∂t2
=

1

εµ
∆ ~B. (6.6)
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Mám tedy šest nezávislých vlnových rovnic pro jednotlivé složky vektor̊u ~E a ~B. Fázová rychlost
elektromagnetických vln plynoućı z vlnových rovnic je

vϕ =
1
√
εµ
. (6.7)

V př́ıpadě vakua máme vϕ = c a

c =
1

√
ε0µ0

. (6.8)

Můžeme definovat index lomu n prostřed́ı jako poměr rychlosti světla ku fázové rychlosti v
daném prostřed́ı:

n =
c

vϕ
=
√
εrµr ≈

√
εr, (6.9)

posledńı aproximace plyne z faktu, že většina látek má relativńı magnetickou permeabilitu
bĺızkou jedné.

Jakékoliv řešeńı vlnových rovnic (6.5) a (6.6) ještě nemuśı být řešeńı p̊uvodńıch Maxwellových
rovnic (6.2). Platnost vlnových rovnic jsme odvodili z platnosti Maxwellových rovnic. Jakékoliv
řešeńı splňuj́ıćı naše p̊uvodńı Maxwellovy rovnice bude i řešeńı vlnových rovnic, ale nemuśı tomu
být naopak. Uvažujme elektrické a magnetické rovinné postupné vlny jakožto řešeńı vlnových
rovnic (6.5) a (6.6) tvaru:

~E(~r, t) = ~E0 F (~n · ~r − vt), ~B(~r, t) = ~B0 F (~n · ~r − vt), (6.10)

kde vektory ~E0 a ~B0 jsou konstantńı vektory. Tvar postupné vlny F (x) je stejný pro všech šest
složek vektor̊u. Stejně tak u všech uvažujeme stejný směr postupu ~n1. Nyńı ověř́ıme, jestli tyto
postupné vlny splňuj́ı Maxwellovy rovnice. A pokud ne, tak za jakých podmı́nek se tak stane.
Začněme Gaussovým zákonem, do něhož dosad́ıme ~E z (6.10):

div ~E = 0 = ∂iEi = E0iniF
′(~n · ~r − vt) = ( ~E0 · ~n)F ′(~n · ~r − vt), ∀~r, t, (6.11)

kde jsme využili Einsteinovo sumačńı pravidlo a ∂i(~n · ~r) = ni (symbol ∂i = ∂
∂xi

). Jestliže je
tvar naš́ı postupné vlny F (x) nekonstantńı, pak určitě derivace F ′(x) nemůže být všude nulová
a muśıme požadovat vymizeńı skalárńı součinu

~E0 · ~n = 0, ~E0 ⊥ ~n. (6.12)

Z Gaussova zákona tedy plyne nutnost kolmosti vektoru ~E0 (a tedy i ~E(~r, t)) na směr š́ı̌reńı ~n.
Identicky z podmı́nky solenoidálnosti magnetického pole dostaneme podmı́nku kolmosti vektoru
~B0 na směr š́ı̌reńı ~n:

div ~B = 0 ⇒ ~B0 · ~n = 0, ~B0 ⊥ ~n. (6.13)

Elektromagnetická vlna je tedy vlna př́ıčná! Výchylky jsou kolmé na směr š́ı̌reńı.
Vezměme dále Faradaẙuv zákon,

rot ~E = −∂
~B

∂t
, εijk∂jEk = −∂tBi, (6.14)

který jsme si zapsali v indexovém zápisu (za použit́ı Einsteinova sumačńıho pravidla). Po do-
sazeńı postupných vln a jejich proderivováńı máme:

εijkE0knj F
′(~n · ~r − vt) = −(−v)B0i F

′(~n · ~r − vt). (6.15)

1Tento ansatz, kdy uvažujeme stejné F a stejné ~n je d̊usledkem Maxwellových rovnic. Pokud bychom pro
každou složku ~E a ~B uvažovali jiný tvar postupné vlny F (x) a jiný směr postupu ~n, z Maxwellových rovnic by
plynulo, že si musej́ı být rovny. Pro jednoduchost tento krok vynecháváme a rovnou předpokládáme stejné F a
~n pro všechny.
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Vrat́ıme-li se zpět k vektorovému zápisu,(
~n× ~E0 − v ~B0

)
F ′(~n · ~r − vt) = 0, (6.16)

po vykráceńı F ′(x) dostaneme podmı́nku na vektory ~E0 a ~B0:

~n× ~E0 = v ~B0. (6.17)

Ke stejné podmı́nce bychom dospěli i použit́ım Ampér-Maxwellova zákona. Tato podmı́nka ř́ıká,
že vektor ~B0 je kolmý na vektor ~E0 a zároveň dává vztah mezi jejich velikostmi:

| ~E0| = v| ~B0|. (6.18)

Z podmı́nek (6.12), (6.13) a (6.17) plyne, že soubor ( ~E, ~B,~n) je pravotočivý ortogonálńı soubor
vektor̊u, viz obrázek 6.1. Splněńı těchto podmı́nek zaručuje, že postupná vlna (6.10) je řešeńım
Maxwellových rovnic.

~E

~n~B

~n× ~E

Obrázek 6.1: Vektory ~E, ~B, ~n tvoř́ıćı pravotočivý ortogonálńı systém vektor̊u.

~E

~B

~n

~E0

~B0

Obrázek 6.2: Harmonická postupná elektromagnetická vlna.

Uvažujeme-li harmonickou postupnou vlnu, tzn. zvoĺıme (v komplexńım zápisu)

F (x) = eikx, (6.19)

pak výsledná elektromagnetická vlna je tvaru

~E(~r, t) = ~E0 e
−i(ωt−~k·~r), ~B(~r, t) = ~B0 e

−i(ωt−~k·~r), (6.20)
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kde
~E0, ~B0, ~n tvoř́ı pravotočivý OG soubor, ω = v|~k|, ~k = k ~n. (6.21)

Vztah ω = v|~k| je disperzńım vztahem pro EM vlněńı. Tato vlna je znázorněna na obrázku 6.2.
Pro speciálńı volbu směru postupu ve směru osy z dostaneme

~n = (0, 0, 1), ~E = ~E0 e
−i(ωt−kz), ~B = ~B0 e

−i(ωt−kz). (6.22)

6.2 Vyzařováńı elektromagnetických vln

V této kapitole se pod́ıváme na to, jak generovat elektromagnetické vlny. Nejprve rychlé opa-
kováńı z kurzu elektřiny a magnetismu. Pro náboj q v klidu v počátku dostaneme coulombické
elektrické pole

~E(~r, t) =
q

4πε0

~r

r3
, (6.23)

které je radiálńı a ubývá se vzdálenost́ı jako 1
r2 , viz obrázek 6.3 vlevo.

q

~E

x

y

(a) Elektrické pole statického bodového náboje.

q

~E

~v

x

y

(b) Elektrické pole bodového náboje pohybuj́ıćıho
se rovnoměrně př́ımočaře.

Obrázek 6.3: Elektrické pole bodového náboje.

V př́ıpadě, že máme náboj pohybuj́ıćı se rovnoměrně př́ımočaře rychlost́ı ~v tak, že v čase
t = 0 procháźı počátkem, je elektrické pole v čase t = 0 tvaru

~E(~r, 0) =
q

4πε0

1− β2

(1− β2 sin2 θ)3/2︸ ︷︷ ︸
Γ(θ)

~r

r3
, β =

v

c
, (6.24)

kde Γ(θ) je tzv. Heavisid̊uv faktor, úhel θ je úhel mezi vektorem rychlosti náboje ~v a (polńım)
polohovým vektorem ~r, faktor β = v

c . Pole z̊ustává radiálńı, pouze se v r̊uzných směrech měńı
jeho velikost. Zde budeme uvažovat ńızké rychlosti, v � c, takže Heavisid̊uv faktor aproxi-
mujeme jedničkou, Γ(θ) ≈ 1. Dále plat́ı, že elektrické pole se jako celek posunuje rychlost́ı ~v
společně s nábojem. Můžeme psát

~E(~r, t) =
q

4πε0

~r′

r′3
, ~r′ = ~r − ~vt, (6.25)

88



kde význam vektoru ~r′ je znázorněn na obrázku 6.4. Jedná se tedy o vektor spojuj́ıćı aktuálńı
polohu náboje q s mı́stem určováńı elektrického pole.

~r

q

~r′

~vt

P

O

Obrázek 6.4: Vztah mezi vektory ~r a ~r′. Vektor ~r je polohový vektor bodu P , vektor ~r′ je vektor spojuj́ıćı
náboj q s bodem P .

Uvedený fakt, že radiálńı pole se v celém prostoru pohybuje spolu s nábojem, plat́ı pouze
pokud se náboj celou dobu pohyboval rovnoměrně př́ımočaře. Budeme nyńı studovat situaci,
kdy

• v čase t ≤ 0 je náboj v klidu v počátku,

• v čase 0 ≤ t ≤ τ necháme náboj akcelerovat na rychlost v

• pro t ≥ τ se náboj bude pohybovat rovnoměrně př́ımočaře.

Budeme uvažovat konstantńı akceleraci a ve směru osy x, takže výsledná rychlost ~v bude
také ve směru osy x. Dobu akcelerace τ budeme budeme uvažovat velmi malou, tak abychom
mohli považovat vzdálenost, kterou náboj během akcelerace uraźı, 1

2aτ
2, také za malou. Nyńı

nemůžeme pokročit dále, dokud si neuvedeme následuj́ıćı tvrzeńı: Vzruch se elektromagnetickým
polem š́ı̌ŕı rychlost́ı c a pole v mı́stě P a v čase t je dané t́ım, co náboj dělal v retardovaném
čase tr = t− R

c , kde R je vzdálenost mezi bodem P a polohou náboje v čase tr, viz obrázek 6.5.
Nazvěme tento fakt princip retardovaného času. Ukázat, že tento princip ve vš́ı obecnosti plat́ı,
je mimo naše aktuálńı možnosti. Rigorózńı odvozeńı viz přednáška TEF2.

q

P

t

R

tr = t− R
c

Obrázek 6.5: Princip retardovaného času. Pole vytvářené nábojem v čase tr se rychlost́ı c š́ı̌ŕı prostorem,
aby v čase t = tr + R

c dorazilo do mı́sta P .

Na základě tohoto principu můžeme pole v čase t > τ okolo náboje rozdělit do tř́ı oblast́ı
znázorněných na obrázku 6.6. Prvńı je tenká kulová slupka š́ı̌rky cτ o poloměru přibližně ct –
tato bude představovat pole vyzářené nábojem během jeho akcelerace. Daľśı je pole vně této
slupky – toto je pole od náboje, kdy byl nehybný v počátku. A posledńı je pole uvnitř této
slupky – pole pohybuj́ıćıho se náboje konstantńı rychlost́ı ~v.

Naš́ım úkolem nyńı bude určit tvary poĺı v jednotlivých oblastech. Ale tvary poĺı vně a uvnitř
slupky již známe, jsou to pole (6.23) a (6.25). Hlavńım úkolem tedy bude určit akceleračńı pole
~Eacc př́ımo v mı́stě slupky. Omeźıme se pouze na časy t � τ , kdy je již slupka akceleračńıho
pole daleko od počátku.
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x

y

cτc

c

c

v

Obrázek 6.6: Vyzařováńı elektromagnetické vlny. Plnou čarou jsou znázorněny siločáry elektrického pole.
Kulová slupka š́ı̌rky cτ (vyznačena čerchovaně) odpov́ıdaj́ıćı elekromagnetickému poli akceleruj́ıćıho
náboje expanduje rychlost́ı c a odděluje oblasti poĺı od statického a pohybuj́ıćıho se náboje. Tečkovaně
jsou označeny siločáry statického elektrického pole zač́ınaj́ıćı v počátku (uvnitř slupky jsou nahrazeny
polem pohybuj́ıćıho se náboje).

Pod́ıvejme se v detailu na siločáru elektrického pole v mı́stě slupky na obrázku 6.7. Statické
pole ~Estat. a

”
pohybuj́ıćı se“ pole ~Epoh. maj́ıćı siločáru pod stejným úhlem se spojitě napoj́ı

siločárou akceleračńıho pole. Tento fakt je dán t́ım, že pokud budeme postupně v našem modelu
zmenšovat hodnotu zrychleńı a do nuly, muśı pole přej́ıt na pole statického náboje všude v
prostoru. Dále si rozděĺıme akceleračńı pole ~Eacc. př́ıtomné ve slupce na část rovnoběžnou s
polohovým vektorem ~E‖ a část kolmou ~E⊥.

~Eacc.

~E‖

~E⊥

~Estat.

~Epoh.

Obrázek 6.7: Detail siločáry elektrického pole v okoĺı slupky. Akceleračńı pole je rozdělené na kolmou
složku ~E⊥ a rovnoběžnou složku ~E‖ k polohovému vektoru ~r.

Rovnoběžné pole ~E‖ urč́ıme z Gaussova zákona,∮
S

~E · d~S =
Q

ε0
, (6.26)

kde uzavřenou plochu S zvoĺım jako na obrázku 6.8 – tedy jako válcovou plochu procházej́ıćı
skrze vněǰśı kraj slupky. Uvnitř této plochy neńı uzavřen žádný náboj, tud́ıž Q = 0.
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~E⊥

~E‖

S

Obrázek 6.8: Plocha S v Gaussově zákoně. Válec je orientovaný kolmo na povrch slupky a procháźı vněǰśı
stranou slupky tak, že jedna podstava je př́ımo ve slupce a druhá podstava v oblasti se statickým polem.

Tok pláštěm je nulový – vně slupky máme pouze radiálńı pole ~Estat., které v plášti lež́ı, ~E‖ z

definice taktéž lež́ı v plášti a konečně ~E⊥ na jedné straně pláště vtéká, ale na druhé straně stejně
vytéká (uvažujeme S malé, aby se ~E⊥ nestačilo př́ılǐs změnit). Zbývaj́ı tedy toky podstavami a
z Gaussova zákona se tyto toky muśı rovnat (v absolutńı hodnotě):

E‖Spodstava = Estat.Spodstava. (6.27)

Plat́ı tedy, že velikost E‖ je úplně stejné jako u statického elektrického pole:

E‖ =
1

4πε0

q

r2
, (6.28)

kde r je poloměr slupky. Jestliže je slupka tenká (cτ je malé) a uvažujeme velké časy (t � τ),
v okoĺı slupky bude platit2 ~Epoh. ≈ ~E‖ ≈ ~Estat.. Dále se pod́ıvejme na velikost E⊥. Nakresleme
si vybranou siločáru elektrického pole ještě detailněji – jako na obrázku 6.9.

x

y

~v
1
2aτ

2
vt

~Estat.

~Eacc.

~Epoh.

θ

v⊥t

cτ

� r′

r

Obrázek 6.9: Detail siločáry elektrického pole pro t� τ . Úhel θ označuje odklon směru siločár statického
a

”
pohybuj́ıćıho se“ pole od osy x (tzn. od vektoru ~v, resp. ~a). Š́ı̌rka slupky je cτ . Poloměr vněǰśı

strany slupky (odděluj́ıćı statické elektrické pole ~Estat. je r, poloměr vnitřńı strany slupky (odděluj́ıćı

”
pohybuj́ıćı se“ elektrické pole ~Epoh.) je r′. Plat́ı r = ct a r − r′ ≈ cτ , pro velká t (� τ) můžeme

uvažovat r ≈ r′. Zároveň uvažujeme 1
2aτ

2 � vt, takže vzdálenost siločár poĺı ~Estat. a ~Epoh. je v⊥t, kde

v⊥ je velikost kolmého pr̊umětu rychlosti ~v, v⊥ = v sin θ, (tzn. úplně jsme zanedbali vzdálenost 1
2aτ

2).

2Gauss̊uv zákon bychom totiž mohli také použ́ıt na vnitřńı straně slupky s polem ~Epoh.
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Velikost E⊥ vyjádř́ıme pomoćı podobnosti dvou trojúhelńık̊u. Jeden je tvořen vektory ~E⊥
a ~E‖ a druhý tvořen vzdálenostmi v⊥t a cτ :

cτ

v⊥t
=
E‖

E⊥
. (6.29)

Vyjádř́ıme E⊥

E⊥ =
v⊥t

cτ
E‖ =

a⊥τ r

c2τ

1

4πε0

q

r2
=

1

4πε0

q

c2

a⊥
r
, (6.30)

kde jsme dosadili za E‖ z (6.28), v⊥ = a⊥τ (a⊥ = a sin θ) a t ≈ r
c . Kolmou složku elektrického

pole ~E⊥ nazveme radiačńı pole ~Erad:

Erad =
1

4πε0

q

c2

a⊥
r
. (6.31)

Zabývejme se nyńı vlastnostmi radiačńıho pole analýzou vztahu (6.31). Vid́ıme, že pole
záviśı na akceleraci náboje, nikoliv na jeho výsledné rychlosti. Pouze urychlený náboj vyzařuje
elektromagnetické zářeńı.

Dále je radiačńı pole r̊uzné v r̊uzných směrech – je anizotropńı – jelikož záviśı na projekci
zrychleńı a⊥. Na obrázku 6.10 je znázorněna kolmá složka ~a⊥ vektoru zrychleńı ~a. Je-li úhel θ
úhel mezi vektory ~r a ~a, pak velikost kolmého zrychleńı je a⊥ = a sin θ. Ve směru zrychleńı náboj
nevyzařuje (a⊥(θ = 0) = 0), nejv́ıce náboj vyzařuje kolmo na směr zrychleńı (a⊥(θ = π

2 ) = a).

O ~a

θ

~a⊥, a⊥ = a sin θ

a⊥(θ=
π
2 ) = a

a⊥(θ=0) = 0

~r

Obrázek 6.10: Projekce akceleračńıho vektoru do kolmého směru ke směru polohového vektoru ~r.

Anizotropie vyzařováńı se znázorňuje pomoćı tzv. vyzařovaćıho diagramu, který je pro náš
konkrétńı př́ıpad na obrázku 6.11. Vyzařovaćı diagram znázorňuje intenzitu vyzařováńı do jed-
notlivých směr̊u. V kapitole 6.3 o energetických veličinách uvid́ıme, že intenzita je úměrná
kvadrátu amplitudy. Zde je amplituda elektrického pole dána kolmým pr̊umětem zrychleńı a⊥,
ve vyzařovaćım diagramu tedy vynáš́ıme veličinu a2

⊥.
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~a x

y

θ

a2⊥
r

Obrázek 6.11: Vyzařovaćı diagram náboje urychleného ve směru osy x. Jedná se o polárńı diagram
(x, y) = (r(θ) cos θ, r(θ) sin θ), kde za funkci poloměru r(θ) voĺıme kvadrát kolmého pr̊umětu zrychleńı,
r(θ) = a2⊥(θ) = a2 sin2 θ. Vzdálenost vyzařovaćı křivky od počátku pod úhlem θ vyjadřuje intenzitu
vyzařováńı v daném směru.

Velmi překvapivou vlastnost́ı radiačńıho pole je, že ubývá se vzdálenost́ı jako 1
r ! Rovnoběžná

složka ~E‖ akceleračńıho pole ~Eacc úbývá jako 1
r2 , stejně tak pole mimo slupku ~Estat. a ~Epoh.,

viz schématický obrázek 6.12. Ve velké vzdálenosti od zdroje tedy dominuje radiačńı pole nad
polem statickým!

~Erad. ∝ 1
r

c

~Estat. ∝ 1
r2

Obrázek 6.12: Ubýváńı statického a radiačńıho pole se vzdálenost́ı.

Plat́ı, že radiačńı pole ~Erad je z definice kolmé na směr š́ı̌reńı, ~Erad ⊥ ~s, kde ~s = ~r0 = ~r
r .

Obecně plat́ı (zde bez d̊ukazu) stejný vztah pro vektory ~E, ~B a ~s jako u rovinné elektromagne-
tické vlny. Soubor vektor̊u ( ~Erad, ~Brad, ~s) tvoř́ı pravotočivou sadu ortogonálńıch vektor̊u a pro
velikosti plat́ı Erad = cBrad. Viz schematický obrázek 6.13.

~s

~Erad

~Brad

Obrázek 6.13: Směry vektor̊u ~Erad, ~Brad a ~s. Velikosti splňuj́ı Erad = cBrad.

Uvedený speciálńı př́ıpad (kdy máme náboj v klidu, pak obdob́ı krátké akcelerace a nako-
nec rovnoměrný př́ımočarý pohyb) můžeme zobecnit následuj́ıćım zp̊usobem: Uvažujeme pohyb
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náboje takový, že se neustále vyskytuje v bĺızkosti počátku a jeho rychlost je malá v̊uči rychlosti
světla, v � c, potom je radiačńı pole ve velké vzdálenosti od počátku tvaru

~Erad(~r, t) = − 1

4πε0

q

c2

~a⊥(tr)

r
, tr = t− r

c
, (6.32)

kde ~a⊥(tr) je kolmá složka zrychleńı v retardovaném čase tr a znaménko minus je dané t́ım,
že radiačńı pole mı́̌ŕı proti směru vektoru ~a⊥, viz obrázky 6.6, 6.7 a 6.9. Zobecněńı odpov́ıdá
tomu, že si radiačńı pole představujeme jako sérii na sebe navazuj́ıćıch slupek, kde radiačńı pole
v každé slupce odpov́ıdá akceleraci náboje v př́ıslušném retardovaném čase. Je-li pohyb náboje
q předepsán funkćı ~rq(t), potom zrychleńı ~a(t) = r̈q(t) a kolmou složku zrychleńı vypoč́ıtáme
jako

~a⊥ = ~a− ~a‖ = ~a− (~a · ~r0)~r0, ~r0 =
~r

r
, (6.33)

tedy jako rozd́ıl celého vektoru ~a a rovnoběžného pr̊umětu ~a‖, který snadno vypoč́ıtáme pomoćı
skalárńıho součinu.

Uvažujme jako př́ıklad náboj kmitaj́ıćı podél osy z okolo počátku se zrychleńım

~a(t) = a0~z cos(ωt), ~z = (0, 0, 1). (6.34)

Zrychleńı v retardovaném čase tr pak je

~a(tr) = a0~z cos(ωtr) = a0~z cos(ωt− kr), (6.35)

kde jsme označili k = ω
c (disperzńı vztah). Velikost kolmého pr̊umětu je

|~a⊥| = |~a| sin θ, (6.36)

kde úhel θ je úhel mezi vektory ~z a ~r (a tedy i standardńı úhel θ sférických souřadnic). Po
dosazeńı (6.34) a (6.36) do vzorce pro radiačńı pole (6.32) dostaneme pro velikost výsledek

Erad =
1

4πε0

q

c2
a0︸ ︷︷ ︸

E0

1

r
sin θ cos(ωtr) =

E0

r
sin θ cos(ωt− kr), (6.37)

kde jsme zavedli veličinu E0 představuj́ıćı amplitudu elektrického pole v jednotkové vzdálenosti
od počátku. Vid́ıme, že pro harmonicky kmitaj́ıćı náboj jsme dostali sférickou harmonickou
postupnou vlnu, která má nav́ıc úhlovou závislost – anizotropii – danou dodatečným výrazem
sin θ.

6.3 Energetické veličiny v elektromagnetickém poli

6.3.1 Hustota energie

Na přednášce z elektřiny a magnetismu jste si odvodili vztah pro hustotu energie statického
elektrického a magnetického pole:

w =
1

2

(
ε ~E2 +

1

µ
~B2

)
. (6.38)

Připomeňme si znovu definici hustoty energie. Nyńı máme elektromagnetické pole v 3D prostoru,
tud́ıž zde (oproti př́ıpadu na struně) hustota energie určuje malé množstv́ı energie dE v objemu
dV :

dE = w dV, [w] = J.m−3. (6.39)
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Vztah (6.38) plat́ı nejen pro statická pole, ale pro jakákoliv. Je to obecný výraz pro hustotu
energie w(~r, t) jakéhokoliv elektromagnetického pole (v lineárńım látkovém prostřed́ı s permiti-
vitou ε a permeabilitou µ). Toto tvrzeńı ponechme bez d̊ukazu.

6.3.2 Tok energie

Pod́ıvejme se na změnu hustoty energie w v čase, tzn. poč́ıtejme derivaci výrazu podle času:

∂w

∂t
= ε

∂ ~E

∂t
· ~E +

1

µ

∂ ~B

∂t
· ~B, (6.40)

kde jsme použili pravidlo o derivováńı skalárńıho součinu:

∂

∂t

(
1

2
~E2

)
=

∂

∂t

(
1

2
EiEi

)
=

1

2

(
∂Ei
∂t

Ei + Ei
∂Ei
∂t

)
=
∂Ei
∂t

Ei =
∂ ~E

∂t
· ~E (6.41)

(a stejně pro pole ~B). Použit́ım Maxwellových rovnic (6.2) nahrad́ıme časové derivace za rotace
(z Faradayova a Ampér-Maxwellova zákona):

∂w

∂t
=

1

µ

(
(rot ~B) · ~E − (rot ~E) · ~B

)
. (6.42)

Pomoćı Einsteinova sumačńıho pravidla se dá snadno dokázat identita3 (viz TEF1)

div ( ~B × ~E) = (rot ~B) · ~E − (rot ~E) · ~B. (6.43)

Po dosazeńı do (6.42) dostaneme rovnici kontinuity :

∂w

∂t
+ div

(
1

µ
~E × ~B

)
= 0, (6.44)

kde člen v závorce interpretujeme jako vektor toku energie. Označ́ıme ho ~S a nazývá se Poyn-
ting̊uv vektor :

~S =
1

µ
~E × ~B. (6.45)

Jednotkou toku energie ~S je [~S] = W.m−2. Množstv́ı energie dE, které proteče skrze plošku dA
s normálovým vektorem ~n za čas dt je dáno vztahem:

dE = (~S · ~n) dt dA. (6.46)

Rovnice kontinuity (6.44) představuje diferenciálńı tvar zákona zachováńı energie v elektro-
magnetickém poli. Integrálńı tvar źıskáme integrováńım přes daný objem V :

d

dt

∫
V
w dV = −

∫
A

~S · d ~A, (6.47)

kde pravou stranu jsme źıskali použit́ım Gaussovy věty na objemový integrál, plocha A je hranićı
objemu V , A = ∂V . Integrálńı tvar zákona ř́ıká, že změna množstv́ı energie pole v objemu V je
dána celkovým tokem energie skrze hranici A.

3Použit́ım indexového zápisu a Einsteinova sumačńıho pravidla:

div( ~B × ~E) = ∂i(εijkBjEk) = εijk((∂iBj)Ek +Bj(∂iEk)) = Ekεkij∂iBj −Bjεjik∂iEk = ~E · rot ~B − ~B · rot ~E.
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6.3.3 Hustota hybnosti

Elektromagnetické pole kromě energie nese také hybnost. Zavedeme pojem hustoty hybnosti ~g,
který udává množstv́ı hybnosti obsažené d~p v elementu objemu dV :

d~p = ~g dV. (6.48)

Jednotkou je

[~g] = [~p].m−3 = (kg.m.s−1).m−3 = kg.m−2.s−1. (6.49)

Uvažujme pouze př́ıpad elektromagnetického pole ve vakuu. Ukážeme, že elektromagnetické
pole nese hybnost, kterou může předávat nabitým částićım. Obecné odvozeńı viz přednáška
TEF2, kde se ukáže, že obecně plat́ı

~g =
1

c2
~S =

1

c2

1

µ0

~E × ~B = ε0
~E × ~B. (6.50)

My si pro jednoduchost a pouhou ilustraci ukážeme pouze velmi hrubý model rovinné harmo-
nické elektromagnetické vlny a jej́ı interakce se silně tlumeným bodovým nábojem q. Uvid́ıme,
jak je vlivem této interakce předávána hybnost elektromagnetického pole nabité částici. Na
náboj p̊usob́ı Lorentzova śıla od elektromagnetické vlny,

~FL = q( ~E + ~v × ~B), (6.51)

kde ~v je rychlost náboje. Dále na náboj p̊usob́ı silná třećı śıla lineárně závislá na rychlosti náboje
~v. Pohybová rovnice je pak tvaru

m~a = −α~v + ~FL. (6.52)

Pro velmi silné tlumeńı je setrvačný člen m~a zanedbatelný v̊uči třećımu členu α~v. V takovém
př́ıpadě máme pohybovou rovnici

α~v = ~FL, (6.53)

kde rychlost ~v je př́ımo úměrná p̊usob́ıćı śıle a nikoli zrychleńı ~a. Bez újmy na obecnosti
uvažujme, že náboj je kladný, q > 0. Pokud by v procházej́ıćı vlně bylo př́ıtomno pouze elek-
trické pole ~E, konala by částice pouze kmitavý pohyb ve směru elektrického pole, viz obrázek
6.14 vlevo. Nyńı na tento pohyb superponujeme vliv magnetické části Lorentzovy śıly. V jedné
p̊ulperiodě elektromagnetické vlny je situace znázorněna na obrázku 6.14 uprostřed a v druhé
na obrázku 6.14 vpravo. Jelikož se směr rychlosti překláṕı současně se směrem elektrického pole
~E, a t́ım pádem i se směrem magnetického pole ~B, z̊ustává směr magnetické části Lorentzovy
śıly stejný – ve směru postupu elektromagnetické vlny!

~v

q

~E

~E

~v

~v

q

~E

~B

~FB q

~E

~B

~FB

~v

Obrázek 6.14: Interakce náboje s procházej́ıćı rovinnou harmonickou postupnou vlnou. Vlevo je
znázorněná rychlost nábojem ~v vlivem elektrického pole ~E. Vektor rychlosti je orientovaný ve směru
pole ~E. Směry magnetické části Lorentzovy śıly jsou v obou p̊ulperiodách EM vlny ve směru š́ı̌reńı, jak
je znázorněno na obrázćıch uprostřed a vpravo.
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Kvantifikujme nyńı tyto úvahy. Bez újmy na obecnosti uvažujme EM vlnu postupuj́ıćı ve
směru ~n = ~z, elektrické pole kmitaj́ıćı ve směru ~x, ~E = Ex~x, a magnetické pole tedy kmitaj́ıćı
ve směru ~y, ~B = By~y. Lorentzova śıla je pak tvaru

~FL = q
(
~E + ~v × ~B

)
= qEx~x+ qvxBy~z − qvzBy~x. (6.54)

Spoč́ıtejme časovou středńı hodnotu Lorentzovy śıly ~FL (která je zároveň časovou středńı hod-
notou předávané hybnosti vlivem této śıly):〈

d~p

dt

〉
= 〈 ~FL〉 = 0 + q〈vxBy〉~z − 0. (6.55)

Prvńı člen je nulový d́ıky harmoničnosti složky Ex a třet́ı člen je nulový protože složka By
je harmonická (tzn. měńıćı znaménko), ale vz je z d̊uvodu diskutovaném výše stále kladné (s
polovičńı periodou oproti EM vlně).

Dále studujme změnu energie částice vlivem p̊usob́ıćı Lorentzovy śıly:

dE

dt
= P = ~FL · ~v = q~v · ~E + q ~v · (~v × ~B)︸ ︷︷ ︸

~B·(~v×~v)=0

= qvxEx, (6.56)

kde nám zbyl pouze člen od elektrického pole (magnetické pole nekoná práci; použili jsme
vektorovou identitu4 ~a · (~b× ~c) = ~c · (~a×~b)). Pro časovou středńı hodnotu dostaneme〈

dE

dt

〉
= q〈vxEx〉 (6.57)

a použijeme-li vztah mezi velikost́ı elektŕıcké a magnetické složky v rovinné elektromagnetické
vlně, Ex = cBy, dospějeme k 〈

dE

dt

〉
= qc〈vxBy〉. (6.58)

Porovnáńım (6.55) a (6.58) źıskáme vztah mezi předávanou hybnost́ı a energíı:

〈
d~p

dt

〉
=

1

c

〈
dE

dt

〉
~z. (6.59)

Hybnost a energie předávaná částici se muśı d́ıt na úkor hybnosti a energie elektromagnetického
pole, vynásob́ıme-li předchoźı vztah dt a vyděĺıme dV , dostaneme

〈~g〉 =
1

c
〈w〉~n. (6.60)

V následuj́ıćı kapitole uvid́ıme, že pro rovinnou vlnu je tento výsledek ekvivalentńı (odmysĺıme-li
si středńı hodnoty) s obecným vztahem (6.50).

4Kterou opět snadno dokážeme pomoćı sumačńıho pravidla a indexového zápisu:

~a · (~b× ~c) = aiεijkbjck = εijkaibjck = ckεkijaibj = ~c · (~a×~b).
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6.3.4 Energetické veličiny v rovinné vlně

Specifikujme si nyńı energetické veličiny pro př́ıpad rovinné postupné vlny. V této vlně tvoř́ı
soubor vektor̊u ( ~E, ~B,~n) pravotočivý ortogonálńı systém (~n je směr postupu, |~n| = 1) a vztah
mezi velikostmi vektor̊u poĺı je E = vB (pro vakuum v = c).

Pro hustotu energie w dostaneme

w =
1

2

(
εE2 +

1

µ
B2︸︷︷︸

B2=E2

v2 =εµE2

)
= εE2. (6.61)

Pro Poynting̊uv vektor ~S máme

~S =
1

µ
~E × ~B =

√
ε

µ
~E × (~n× ~E) =

√
ε

µ
E2 ~n, (6.62)

kde jsme využili vztah ~B = 1
v~n × ~E (plynoućı z vlastnost́ı vektor̊u ~E, ~B, ~n pro rovinnou EM

vlnu) a také vztah ~E× (~n× ~E) = E2~n, který si snadno rozmysĺıme z obrázku 6.1. Pro rovinnou
elektromagnetickou vlnu lze Poyntig̊uv vektor napsat pomoćı hustoty energie:

~S = v w ~n. (6.63)

Pro elektromagnetickou rovinnou postupnou vlnu ve vakuu můžeme pro hustotu hybnosti ~g
po dosazeńı z vyjádřeńı pro Poynting̊uv vektor psát

~g =
1

c2
~S =

1

c
w ~n = ε0

~E × ~B. (6.64)

Pro harmonickou rovinnou postupnou vlnu š́ı̌ŕıćı se ve směru osy ~z (a vektor elektrického
pole kmitaj́ıćı ve směru osy x) jsou vektory ~E a ~B tvaru

~E = E0~x cosωt, ~B = B0~y cosωt, E0 = cB0, ~n = ~z. (6.65)

Pak hustota energie w a Poynting̊uv vektor ~S (a jejich časové středńı hodnoty) vyjdou

w = εE2 = εE2
0 cos2 ωt, ~S =

√
ε

µ
E2

0 cos2 ωt ~z, (6.66)

〈w〉 =
1

2
εE2

0 , 〈~S〉 =
1

2

√
ε

µ
E2

0 ~z. (6.67)

Velikosti časové středńı hodnoty Poyntingova vektoru budeme ř́ıkat intenzita elektromagnetické
vlny I = 〈|~S|〉.

Energetické veličiny elektromagnetického pole jsou kvadratické v poĺıch, stejně jako v př́ıpadě
struny. Opět proto nemůžeme použ́ıvat komplexifikované vlny pro jejich výpočet.

6.3.5 Tlak zářeńı

Vlivem nesené hybnosti p̊usob́ı elektromagnetická vlna tlakem na povrch, na který dopadá.
Uvažujme nejprve př́ıpad, kdy vlna dopadá kolmo na povrch a celá vlna se absorbuje. Pak
se veškerá hybnost nesená touto vlnou předává danému povrchu. Kvantifikujme tyto úvahy.
Uvažujme malou plochu dS a malý časový okamžik dt. Tlak je z definice śıla na jednotku
plochy,

p =
dF

dS
=

dp

dS dt
, (6.68)
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a p̊usob́ıćı śıla je předaná hybnost za jednotku času dF = dp
dt (pozor, p znač́ı tlak a dp hybnost).

Nyńı se muśıme pod́ıvat, kolik hybnosti dp povrch absorbuje za čas dt. Za čas dt na povrch
dopadne zářeńı z objemu dV = c dt dS, viz obrázek 6.15. Hybnost obsažená v tomto objemu je
dp = g dV .

dS

c dt

dV

Obrázek 6.15: Zářeńı pohlcené ploškou velikosti dS za čas dt přicháźı z objemu dV = c dt dS.

Po dosazeńı do výrazu (6.68) dostaneme

p =
g dV

dS dt
=
g c dt dS

dS dt
= c g. (6.69)

Použit́ım vztah̊u pro hustotu hybnosti v rovinné postupné vlně (6.64) můžeme tlak zářeńı napsat
v několika ekvivalentńıch tvarech:

p = c g = w =
S

c
. (6.70)

Od druhé tyto rovnosti plat́ı pouze č́ıselně, jelikož jsme do výraz̊u nenapsali |~n| = 1, kde [~n] = m,
a t́ım jsme přǐsli o rozměr délky.

Pokud máme povrch s odrazivost́ı R, tlak zářeńı se př́ıslušně zvyšuje:

p = (1 +R)w. (6.71)

Na závěr si uved’me pro představu velikost tlaku zářeńı Slunce ve vzdálenosti 1 AU ≈
150.106 km (tzn. ve vzdálenosti, kde ob́ıhá Země). Tok energie slunečńıho zářeńı v této vzdálenosti
je S = 1361 W.m−2 (zvaný též solárńı konstanta). Tlak zářeńı pak je p = S

c = 4, 5.10−6 Pa. Č́ım
budeme bĺıže středu Slunce, t́ım bude tlak větš́ı. Ve vzdálenosti d = 106 km od středu Slunce
(poloměr Slunce R� ≈ 0, 7.106 km) bude tlak 1502-krát větš́ı, p = 0, 1 Pa.

6.3.6 Energie vyzařované vlny

Pod́ıvejme se nyńı na tok energie ~S elektromagnetické vlny vyzařované bodovým nábojem.
Poynting̊uv vektor

~S =
1

µ0

~E × ~B (6.72)

nabude tvaru

~S(~r, t) =
1

µ0
EB~r0 =

√
ε0

µ0
E2~r0 =

√
ε0

µ0

(
1

4πε0

q

c2

)2 1

r2
a2
⊥(tr)~r0 (6.73)

po dosazeńı ze vztahu pro radiačńı pole pohybuj́ıćıho se náboje (6.32) a vztahu mezi směrem
a velikost́ı vektor̊u ~E a ~B (viz obrázek 6.13), tr = t− r

c je retardovaný čas. Vid́ıme, že tok energie
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mı́̌ŕı v radiálńım směru od zdroje. Spoč́ıtejme nyńı tok energie procházej́ıćı v čase t sférou o
poloměru r. Zavedeme-li nyńı sférické souřadnice tak, že osa z mı́̌ŕı ve směru vektoru ~a(tr), pak
výraz pro velikost kolmého pr̊umětu zrychleńı a⊥ je

a⊥ = a sin θ, (6.74)

kde θ je standardńı úhel sférických souřadnic měř́ıćı odklon od osy z. Tok energie dP malou
ploškou dA, jej́ıž normálový vektor je ~n, je dán vztahem

dP = ~S · d ~A, (6.75)

kde d ~A = ~n dA. Plocha, skrze ńıž poč́ıtáme tok, je sféra, normálový vektor mı́̌ŕı také radiálńım
směrem jako vektor ~S (viz obrázek 6.16), takže plat́ı dP = S dA.

dA

~S

~n

Obrázek 6.16: Ploška dA.

Celkový výkon P (t, r) procházej́ıćı daným časem t sférou o daném poloměru r źıskáme
integraćı:

P =

∫
A
dP =

∫ 2π

0

∫ π

0
S r2 sin θ dϕ dθ︸ ︷︷ ︸

dA

=

∫ 2π

0

∫ π

0

√
ε0

µ0

(
1

4πε0

q

c2

)2 1

r2
a2(tr) sin2 θ r2 sin θ dϕ dθ, (6.76)

kde jsme za S dosadili z (6.73) a (6.74). Po úpravě źıskáme

P = 2π

√
ε0

µ0

(
1

4πε0

q

c2

)2

a2(tr)

∫ π

0
sin3 θ dθ, (6.77)

kde jsme vyintegrovali přes úhel ϕ a vytknuli jsme všechny konstanty, včetně zrychleńı a(tr),
které je z pohledu integrace v daném t a na sféře konstantńıho poloměru r také konstanta.
Jediné, co zbývá, je integrál přes úhel θ, který snadno spočteme:∫ π

0
sin3 θ dθ =

∫ π

0

(
1− cos2 θ

)
sin θ dθ =

[
− cos θ +

1

3
cos3 θ

]π
0

=
4

3
. (6.78)

Po dosazeńı a úpravě konstant je výsledkem tzv. Larmorova formule pro výkon vyzařovaný
nerelativistickým bodovým nábojem:

P (t, r) =
µ0q

2

6πc
a2(tr), (6.79)

formule se může vyskytovat v r̊uzných podobách dle toho, jakým zp̊usobem si vyberete zapsat
konstantu µ0

c (pomoćı vztahu c = 1√
µ0ε0

). Výkon záviśı na poloměru sféry r pouze skrze retardo-

vaný čas tr. To znamená, že energie obsažená ve sféře expanduj́ıćı rychlost́ı c z̊ustává konstantńı.
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Toto je zp̊usobeno t́ım, že elektrické pole ubývá jako 1
r , t́ım pádem Poynting̊uv vektor ubývá

jako 1
r2 , povrch sféry je naproti tomu úměrný r2, tyto dva efekty se tak vyruš́ı.

Uvažujme harmonicky kmitaj́ıćı náboj, potom jeho poloha, kvadrát zrychleńı včetně časové
středńı hodnoty jsou:

x(t) = A cosωt, a2(t) = A2ω4 cos2 ωt, 〈a2(t)〉 =
1

2
A2ω4. (6.80)

Časová středńı hodnota unášeného výkonu pak je

〈P 〉 =
µ0q

2

6πc
〈a2(tr)〉 =

µ0q
2

12πc
A2ω4. (6.81)

Tato již nijak nezáviśı na r a tedy
”
v pr̊uměru“ je v každé slupce o poloměru r obsažená stejná

energie.

6.4 Index lomu v látce a v plazmatu

Uvažujme jednoduchý model pr̊uchodu světla látkou jakožto interakce procházej́ıćı elektromag-
netické vlny s vázanými elektrony v atomech látky. Pro začátek uvažujme, že v látce je př́ıtomen
pouze jeden typ elektron̊u, který má vlastńı úhlovou frekvenci kmit̊u ω0 vlivem vázáńı v elek-
trickém poli jádra atomu.

e−

~x

~E(t)

jádro

Obrázek 6.17: Model elektronu vázaného v látce kmitaj́ıćıho pod vlivem elektrického pole z procházej́ıćı
elektromagnetické vlny.

Potom pohybová rovnice tohoto elektronu bude

m~̈x+mω2
0~x = ~FL, (6.82)

kde m je hmotnost elektronu a ~FL je Lorentzova śıla p̊usob́ıćı na elektron v procházej́ıćı elektro-
magnetické vlně. Tlumeńı elektronu v tomto jednoduchém modelu zanedbáváme. Pokud nyńı
v Lorentzově śıle,

~FL = q
(
~E + ~v × ~B

)
, (6.83)

odhadneme velikost magnetické části v procházej́ıćı elektromagnetické vlně,

|~v × ~B| ≤ v| ~B| = v

c
| ~E| � | ~E|, (6.84)

vid́ıme, že pro nerelativistické rychlosti, v � c, je, d́ıky vztahu | ~E| = c| ~B|, možné magnetickou
śılu zanedbat. Pro nerelativistický elektron tedy bude pohybová rovnice (6.82) přibližně tvaru

m~̈x+mω2
0~x = −e ~E(t), (6.85)

kde e je elementárńı elektrický náboj. Pro harmonickou elektromagnetickou vlnu máme v daném
mı́stě

~E(t) = ~E0 cos(ωt), (6.86)
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tzn. máme harmonický oscilátor buzený harmonickou bud́ıćı silou. Využijeme tedy výsledk̊u
kapitoly 1.6, přesněji řečeno vztah̊u (1.25) a (1.28) (pro nulové třeńı), a můžeme psát

~x(t) = − e

m

~E0

ω2
0 − ω2

cosωt. (6.87)

Kmitaj́ıćı elektron vytvář́ı proměnný dipólový moment ~p o velikosti

~p = −e~x =
e2

m

~E(t)

ω2
0 − ω2

. (6.88)

Takto p̊usob́ı elektromagnetická vlna na všechny elektrony (s úhlovou frekvenćı ω0) př́ıtomné
v látce. Jestliže v látce je početńı hustota elektron̊u N , pak vektor polarizace ~P (představuj́ıćı
objemovou hustotu dipólového momentu, d~p = ~P dV ) je dán vztahem

~P = N ~p. (6.89)

Permitivita ε prostřed́ı je vyjádřitelná ze vztahu pro elektrickou indukci ~D:

~D = ε0
~E + ~P = ε ~E. (6.90)

(tento vztah definuje ε pro výsledné ~E a ~P ). Dosad́ıme-li do (6.90) hodnotu polarizace ~P ,
dostaneme

ε0

(
1 +

Ne2

mε0

1

ω2
0 − ω2

)
~E = ε ~E (6.91)

a tedy

ε(ω) = ε0

(
1 +

Ne2

mε0

1

ω2
0 − ω2

)
. (6.92)

Pro index lomu máme přibližný vztah n ≈ √εr =
√

ε
ε0

, tzn.

n(ω) =

√
1 +

Ne2

mε0

1

ω2
0 − ω2

. (6.93)

Máme-li dán index lomu n(ω), známe disperzńı vztah daného prostřed́ı

ω =
c

n(ω)
k. (6.94)

Tento model kvantifikuje klasickou představu o interakci elektromagnetické vlny s látkou.
Změna fázové rychlosti EM vlněńı při pr̊uchodu látkou se interpretuje jako efekt superpozice
indukovaných poĺı (od rozkmitávaných elektron̊u) a procházej́ıćı vlny.

Singularita pro ω = ω0 by se odstranila započ́ıtáńım nenulového útlumu jednotlivých elek-
tron̊u. Schematický graf funkce indexu lomu n(ω) (6.93) je na obrázku 6.18. V oblasti ω < ω0 je
zlomek pod odmocninou kladný a tedy index lomu n > 1 (a vϕ < c). V oblasti ω > ω0 je zlomek

záporný. Pro frekvence v rozsahu ω ∈ (ω0,
√
ω2

0 + Ne2

mε0
) je výraz pod odmocninou záporný a celé

prostřed́ı se chová jako reaktivńı. Pro frekvence ω ≥
√
ω2

0 + Ne2

mε0
je prostřed́ı opět transparentńı,

tentokrát ovšem s n < 1 (vϕ > c).
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ω

n(ω)

1

0

ω0
√

ω2
0+

Ne2

mε0

√
1+ Ne2

mε0ω2
0

Obrázek 6.18: Funkce indexu lomu n(ω).

Typicky máme v látce v́ıce elektron̊u r̊uzných typ̊u (r̊uzně
”
silně“ vázaných v atomu), tud́ıž

obecně bychom uvažovali hustoty jednotlivých typ̊u elektron̊u Nk s jejich vlastńımi frekvencemi
ωk. Toto zobecněńı by vedlo na vztah pro index lomu

n(ω) =

√
1 +

∑
k

Nke2

mε0

1

ω2
k − ω2

. (6.95)

Pokročme k př́ıpadu plazmatu. V plazmatu máme elektrony a kladně nabité ionty, které se
mohou volně pohybovat. Podobně jako v př́ıpadě indexu lomu pro látku, zanedbáváme pohyb
kladně nabitých iont̊u (v látce to byly jádra atomů) vzhledem k jejich mnohonásobně vyšš́ı
hmotnosti oproti elektron̊um5. Pro plazma využijeme předchoźıch výsledk̊u jednoduše tak, že
polož́ıme ω0 = 0 – elektrony nejsou vázané. Z výsledku (6.93) tedy dostaneme

n(ω) =

√
1− Ne2

mε0

1

ω2
. (6.96)

Z obecného disperzńıho vztahu pro index lomu ω = c
nk můžeme vyjádřit n = 1

ω ck a po
dosazeńı do (6.96),

c2k2 1

ω2
= 1− Ne2

mε0

1

ω2
, (6.97)

a drobné úpravě obdrž́ıme disperzńı vztah pro vlny v plazmatu

ω2 = ω2
p + c2k2, (6.98)

kde jsme označili tzv. plazmovou frekvenci ωp =
√

Ne2

mε0
. Pro ω > ωp se plazma chová jako

transparentńı prostřed́ı, pro ω < ωp jako prostřed́ı reaktivńı. V zemské ionosféře je v závislosti
na denńı době, ročńım obdob́ı a aktivitě Slunce plazmová frekvence v rozmeźı 10 − 30 MHz.
Vlny nižš́ıch frekvenćı tedy ionosférou neprocházej́ı a odráž́ı se.

6.5 Vlnovod

Vlnovod je zař́ızeńı, které dokáže vést elektromagnetické vlněńı bez velkých ztrát. Zat́ımco ve
volném prostoru se elektromagnetická vlna ze zdroje š́ı̌ŕı jako sférická vlna, kde amplituda ubývá

5Proton je přibližně dvou tiśıckrát těžš́ı než elektron (
mp
me
≈ 1836).

103



se vzdálenost́ı. Vlnovod omeźı š́ı̌reńı vlny do omezeného prostoru podél jednoho směru a zameźı
tak ubýváńı amplitudy při š́ı̌reńı. Reálně se jedná o kovovou trubku či oplechové vedeńı6 –
tedy o prostor ohraničený kovovým pláštěm. Jako model nám poslouž́ı dlouhý př́ımý vlnovod
obdélńıkového pr̊uřezu, jehož stěny jsou z dokonale vodivého materiálu (materiálu s nulovým,
resp. zanedbatelným odporem).

Zabývejme se š́ı̌reńım elektrické části elektromagnetické vlny v tomto prostřed́ı. Vektor
elektrického pole ~E muśı splňovat vlnovou rovnici a Gauss̊uv zákon,

∂2 ~E

∂t2
= c2∆ ~E, div ~E = 0, (6.99)

tedy úplně stejné rovnice jako např́ıklad pro rovinnou elektromagnetickou vlnu. Důležitý rozd́ıl
je v př́ıtomnosti okrajových podmı́nek. Hledáme elektrické pole uvnitř vlnovodu s požadavkem
splněńı okrajových podmı́nek dokonale vodivých stěn. Dokonale vodivé stěny vynut́ı vymizeńı
tečných složek elektrického pole ve stěnách vlnovodu. Tento fakt plyne z diferenciálńıho Ohmova
zákona tvaru

~j = σ ~E, (6.100)

který vztahuje proudovou hustotu ~j ve vodiči s p̊usob́ıćım elektrickým polem ~E pomoćı kon-
stanty úměrnosti σ – vodivosti materiálu. Vyjádř́ıme-li velikost elektrického pole E = 1

σ j a
uvažujeme-li nekonečnou vodivost (nulový odpor), dostaneme E = 0. Fyzikálně řečeno náboje
dokáž́ı sledovat měńıćı se elektrické pole a vždy ho svým pohybem přesně vykompenzovat7.
Jelikož ale náboje muśı z̊ustávat ve stěně vlnovodu, nemůže kolmá složka elektrického pole na
hranici stěny vyvolávat pohyb náboj̊u a z̊ustává tedy nevyrušena.

Zaved’me souřadnice jako na obrázku 6.19, na tomto obrázku jsou také znázorněné př́ıslušné
tečné složky v jednotlivých stěnách vlnovodu.

x

y

z

O
b

a

~Ex ~Ez

~Ez

~Ey

Obrázek 6.19: Obdélńıkový vlnovod rozměr̊u (a, b) orientovaný ve směru osy z. V horńı (a dolńı), resp.

pravé (a levé) stěně jsou znázorněné př́ıslušné tečné složky elektrického pole ~E.

V takto zavedených souřadnićıch jsou okrajové podmı́nky následuj́ıćıho tvaru. Pro levou
(y = 0) a pravou (y = b) stěnu máme:

Ex(x, 0, z, t) = Ex(x, b, z, t) = 0 ∀x ∈ 〈0, a〉, ∀z, t ∈ R,
Ez(x, 0, z, t) = Ez(x, b, z, t) = 0 ∀x ∈ 〈0, a〉, ∀z, t ∈ R. (6.101)

6Asi jako vedeńı vzduchotechniky.
7Pro statická pole tento fakt plat́ı pro jakékoliv vodiče. Statické elektrické pole ve vodiči je vždy nulové. Pro

nestatická pole již vyžadujeme nav́ıc podmı́nku dokonalé vodivosti.
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Pro horńı (x = a) a dolńı (x = 0) stěnu:

Ey(0, y, z, t) = Ey(a, y, z, t) = 0 ∀y ∈ 〈0, b〉, ∀z, t ∈ R,
Ez(0, y, z, t) = Ez(a, y, z, t) = 0 ∀y ∈ 〈0, b〉, ∀z, t ∈ R. (6.102)

Budeme nyńı cht́ıt naj́ıt co nejjednodušš́ı řešeńı rovnic (6.99) splňuj́ıćı okrajové podmı́nky
(6.101) a (6.102), které se š́ı̌ŕı podél vlnovodu (tj. podél osy z). Nebudeme si klást za ćıl nalézt
úplně obecné řešeńı. Hledáńı řešeńı si můžeme zjednodušit, pokud budeme uvažovat elektrické
pole konstantńı v některých směrech. Určitě chceme zachovat závislost na souřadnićıch z a t,
jelikož chceme popsat vlnu postupuj́ıćı ve směru osy z. Bohužel, pokud bychom ponechali elek-
trické pole konstantńı v rovinách xy, tzn. uvažovali bychom funkce ~E(z, t), okrajové podmı́nky
vynut́ı nulovost řešeńı (viz dále). Přidejme tedy závislost na jedné proměnné nav́ıc a studujme,
co se stane. Vezměme elektrické pole např́ıklad konstantńı podél osy x, tzn. uvažujeme funkce

~E = ~E(y, z, t). (6.103)

Ansatz ~E(y, z, t) vede na vynulováńı složek Ey a Ez v celém prostoru vlnovodu. Proč?
Okrajové podmı́nky pro horńı a dolńı stěnu (6.102) hovoř́ı o poli v bodech x = 0 a x = a, ale
naše pole je ve směru x konstantńı. Je-li nulové na okraji, muśı být nulové8 i pro všechna x:

0 = Ey(0, y, z, t) = Ey(y, z, t) = Ey(x, y, z, t) ∀x, y, z, t,
0 = Ez(0, y, z, t) = Ez(y, z, t) = Ez(x, y, z, t) ∀x, y, z, t. (6.104)

Okrajové podmı́nky nám zjednodušili elektrické pole ~E do podoby

~E = (Ex, 0, 0), Ex = Ex(y, z, t). (6.105)

Gauss̊uv zákon je pak splněn automaticky,

div ~E =
∂Ex(y, z, t)

∂x
= 0, (6.106)

a z vlnové rovnice zbyla jedna složka a Laplace̊uv operátor p̊usob́ı jen v souřadnićıch y a z:

∂2Ex
∂t2

= c2∆Ex = c2

(
∂2Ex
∂y2

+
∂2Ex
∂z2

)
. (6.107)

Stále nám zbývá okrajová podmı́nka pro složku Ex z (6.101):

Ex(0, z, t) = Ex(b, z, t) = 0 ∀z, t ∈ R. (6.108)

Jak jsme již ř́ıkali, chceme naj́ıt elektrické pole š́ı̌ŕıćı se podél osy z. Uvažujme tedy následuj́ıćı
ansatz:

Ex(y, z, t) = Y (y)ei(ωt−kzz). (6.109)

Napsali jsme elektrické pole jako postupnou vlnu ve směru osy z s neznámou funkćı Y souřadnice
y. Symbolem kz jsme označili vlnové č́ıslo př́ıslušej́ıćı směru z. Jednotlivé derivace ve vlnové
rovnici (6.107) vedou na výrazy

∂2Ex
∂t2

= −ω2Y (y)ei(ωt−kzz),
∂2Ex
∂z2

= −k2
zY (y)ei(ωt−kzz),

∂2Ex
∂y2

= Y ′′(y)ei(ωt−kzz),

(6.110)

8Ze stejného d̊uvodu vymizela i složka Ex pro pole, které mělo závislost pouze ~E(z, t). Z okrajové podmı́nky
levé a pravé stěny (6.101) bychom dostali:

Ex(x, 0, z, t) = Ex(z, t) = Ex(x, y, z, t) ∀x, y, z, t.
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a po jejich dosazeńı do (6.107) a vykráceńı exponenciály dostaneme obyčejnou diferenciálńı
rovnici pro funkci Y (y) tvaru

Y ′′ +
(
ω2

c2
− k2

z

)︸ ︷︷ ︸
K

Y = 0. (6.111)

Okrajové podmı́nky (6.108) se redukuj́ı na následuj́ıćı podmı́nky na funkci Y (y):

Y (0) = 0, Y (b) = 0. (6.112)

Pro K ≤ 0 jsou řešeńı hyperbolické funkce (K < 0) nebo lineárńı funkce (K = 0) a pro tyto
nelze netriviálně okrajové podmı́nky splnit. Pro K > 0 dostaneme rovnici

Y ′′ + k2
y Y = 0, (6.113)

kde jsme si označili jako vlnové č́ıslo ve směru y,

ky =

√
ω2

c2
− k2

z . (6.114)

Řešeńı (6.113) zaṕı̌seme ve tvaru

Y (y) = α cos(kyy) + β sin(kyy). (6.115)

Nalezněme tvar řešeńı, které splňuje okrajové podmı́nky (6.108):

0 = Y (0) = α ⇒ 0 = Y (b) = β sin(kyb). (6.116)

Muśıme položit α = 0 a požadujeme-li netrivialitu řešeńı, muśı být β 6= 0 a zároveň

kyb = mπ, m ∈ N (6.117)

(jelikož kyb > 0, tak m ∈ N). Ve vlnovodu tedy, prostřednictv́ım tvaru funkce Y (y), existuj́ı
módy č́ıslované přirozenými č́ısly m ∈ N ve tvaru funkćı sin. To je velmi podobné jako na struně
s pevnými konci – pevné konce vynutily vymizeńı výchylky v mı́stech upevněńı. Zde muśı na
stěnách vymizet elektrické pole v d̊usledku

”
pevných konc̊u“ dokonalé vodivosti. Př́ıpustná

vlnová č́ısla pro funkci Y (y) a k nim př́ıslušné funkce Ym(y) tedy maj́ı tvar

ky(m) =
mπ

b
, Ym(y) = β sin

(
ky(m)y

)
= β sin

(mπy
b

)
, m ∈ N (6.118)

Nyńı dejme všechny źıskané informace dohromady. Elektrické pole ve vlnovodu jde vybudit
v r̊uzných módech č́ıslovaných přirozeným č́ıslem m ∈ N tvaru

~E = (Ex, 0, 0), Ex(y, z, t) = E0 sin
(mπy

b

)
ei(ωt−kzz), (6.119)

(kde jsme mı́sto β začali psát E0). Přitom konstanty ky = mπ
b , kz a ω muśı splňovat disperzńı

vztah (plynoućı z (6.114)):

ω2 = c2
(
k2
y + k2

z

)
=
(mπc

b

)2
+ c2k2

z . (6.120)

Označ́ıme-li ωmin(m) = mπc
b , můžeme disperzńı vztah pro vlnovod psát ve tvaru

ω2 = ω2
min(m) + c2k2, (6.121)
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kde jsme nav́ıc přestali psát index u kz, jelikož, přestože máme elektrické pole v prostoru, se
efektivně jedná o postupuj́ıćı vlnu pouze ve směru z a neńı tedy sporu o tom, že vlnové č́ıslo
k (dř́ıve kz) popisuje vlnovou délku vlny elektrického pole ve směru z. Můžeme tedy poč́ıtat
fázovou a grupovou rychlost elektromagnetické vlny postupuj́ıćı vlnovodem podél osy z jako

vϕ =
ω

k
, vg =

dω

dk
, (6.122)

tedy úplně stejně jako u jednorozměrného vlněńı.
Z disperzńıho vztahu (6.121) plyne, že pro daný mód (tzn. pro dané přirozené č́ıslo m)

existuje minimálńı úhlová frekvence ωmin(m), která se ještě může vlnovodem š́ı̌rit. Pro ω >
ωmin(m) se jedná o prostřed́ı transparentńı, pro ω < ωmin(m) se jedná o reaktivńı prostřed́ı.
Nejnižš́ı mód pro m = 1 má zároveň nejnižš́ı minimálńı úhlovou frekvenci

ωmin = ωmin(1) =
πc

b
. (6.123)

Pro vlnovod rozměru b = 10 cm je to fmin =
ωmin

2π = 1, 5 GHz. Pro frekvence ω v reaktivńım
režimu snadno nalezneme řešeńı disperzńıho vztahu v podobě k = iκ, tzn.

ω2 = ω2
min(m) − c

2κ2, (6.124)

a výsledná vlna ve vlnovodu bude exponenciálně tlumená stojatá vlna tvaru

Ex(y, z, t) = E0 sin
(mπy

b

)
e−κzeiωt. (6.125)

Vlnovod tedy vede elektromagnetickou vlnu bez zmenšováńı amplitudy, ale jeho rozměry
muśı být dostatečné, aby vlnu dané frekvence v̊ubec mohl vést. Pokud rozměry vlnovodu do-
statečné nejsou, vlna se vlnovodem neš́ı̌ŕı, ale vznikne exponenciálně tlumená stojatá vlna.
Ukázka jednotlivých mód̊u je na obrázku 6.20.
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(a) Prvńı mód, m = 1. (b) Druhý mód, m = 2.

(c) Třet́ı mód, m = 3. (d) Pátý tlumený mód, m = 5.

Obrázek 6.20: Znázorněńı elektrického pole ve vlnovodu pro několik mód̊u. Jsou zobrazeny vlny pro fixńı
úhlovou frekvenci ω. Při zvyšováńı č́ısla módu m se zvyšuje minimálńı uhlová frekvence ωmin(m), až se
nevyhnutelně stane, že od jistého m0 se vlna přestane š́ı̌rit, zde se tak stalo pro m0 = 5 na posledńım
obrázku. Elektrické pole je konstantńı podél osy x, na obrázćıch je tedy znázorněné pole ve vybrané rovině
x = x0.

”
Na začátku“ vlnovodu jsou znázorněné př́ımo vektory elektrické intenzity ~E (černě), jinak je

grafem (barevně) spojitě vykreslena intenzita elektrického pole bez znázorněńı jednotlivých vektor̊u. Pro
š́ı̌ŕıćı se módy (m < m0) je vlna jako celek pohybuje vlnovodem fázovou rychlost́ı vϕ(m) (pro každý mód
jinou), pro neš́ı̌rivé módy (m ≥ m0) dostáváme stojatou vlnu.
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6.6 Podmı́nky napojeńı EM pole na rozhrańı nevodivých prostřed́ı

Uvažujme dvě homogenńı prostřed́ı tvořené lineárńım dielektrikem a magnetikem popsané per-
mitivitami ε1 a ε2 a permeabilitami µ1 a µ2. Odvod́ıme nyńı tzv. podmı́nky napojeńı elektrického
a magnetického pole na rozhrańı těchto dvou prostřed́ı, které budou udávat vztah mezi hodno-
tami elektrického a magnetického pole na jedné a druhé straně rozhrańı.

Zapǐsme Maxwellovy rovnice v látkovém prostřed́ı pro obecně proměnnou permitivitu ε a
permeabilitu µ:

div (ε ~E) = ρvolné (Gauss̊uv zákon), div ~B = 0 ( ~B je solenoidálńı),

rot ~E = −∂
~B

∂t
(Faradaẙuv zákon), rot

( 1

µ
~B
)

= ~jvolné +
∂(ε ~E)

∂t
(Ampér-Maxwell̊uv zákon).

(6.126)

Nevodivé prostřed́ı se proṕı̌se do vymizeńı volných náboj̊u a proud̊u:

ρvolné = 0, ~jvolné = 0. (6.127)

Obecná strategie bude taková, že přeṕı̌seme jednotlivé Maxwellovy rovnice do integrálńıho
tvaru, použijeme Gaussovu, resp. Stokesovu, větu a vhodně zvoĺıme objem/plochu/křivku inte-
grace tak, aby poskytla vztahy mezi poli na jedné a druhé straně rozhrańı.

Začněme s Gaussovým zákonem. Vyintegrováńım přes daný objem V a použit́ım Gaussovy
věty dostaneme ∫

V
div (ε ~E) dV =

∮
S
ε ~E · d~S = 0, (6.128)

kde uzavřená plocha S je hranićı objemu V , ∂V = S. Pravá strana je nulová v d̊usledku
nepř́ıtomnosti volných náboj̊u. Element plochy v integrálu je d~S = ~n dS, kde ~n je jednotkový
normálový vektor k ploše S. Zvolme nyńı za objem/plochu V /S válec, který je svou osou kolmý
na rozhrańı dvou prostřed́ı tak, jak je znázorněno na obrázku 6.21.

V, ∂V = S

Sp

h

~n −~n

~E1, ~B1 ~E2, ~B2

rozhrańı

ε1, µ1 ε2, µ2

Obrázek 6.21: Válcová plocha S umı́stěná svou osou kolmo na rozhrańı dvou homogenńıch prostřed́ı.
Plocha podstavy je Sp a výška válce je h. Normálový vektor k podstavě v prvńım prostřed́ı označme ~n,
k druhé postavě je to pak −~n.

Integračńı oblast rozděĺıme na obě podstavy a plášt’. Tzn. tok Φ celým válcem můžeme
rozdělit na Φ = Φplášt’ + Φp1 + Φp2:

Φ = Φplášt’ +
(
ε1
~E1 · ~n− ε2

~E2 · ~n
)
Sp = 0, (6.129)
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kde integrál přes malou plochu podstavy jsme napsali9 jako součin plochy Sp a hodnoty skalárńıho

součinu ~E · ~n v daném mı́stě. Tok pláštěm můžeme odhadnout |Φplášt’| ≤ αSplášt’ = α (2πr)h,

kde α je maximum funkce | ~E · ~n| na ploše pláště a r je poloměr podstavy. V limitě h → 0 tok
pláštěm vymiźı a po vykráceńı Sp z (6.129) obdrž́ıme

~n ·
(
ε1
~E1 − ε2

~E2

)
= 0, (6.130)

kde ~E1 a ~E2 představuj́ı hodnoty elektrického pole z jedné a druhé strany rozhrańı. Skalárńı
součin ~E ·~n geometricky představuje velikost pr̊umětu vektoru ~E do směru normálového vektoru,
tud́ıž představuje velikost normálové složky elektrického pole ~E⊥. Z Gaussova zákona tedy
plyne, že normálové složky elektrického pole maj́ı na rozhrańı skok daný poměrem př́ıslušných
permitivit prostřed́ı:

ε1
~E1⊥ = ε2

~E2⊥,
E1⊥
E2⊥

=
ε2

ε1
. (6.131)

Zcela stejný postup se aplikuje i pro druhou divergenčńı Maxwellovu rovnici, tj. solenoidálnost
magnetického pole. Integrálńı tvar∫

V
div ~B dV =

∮
S

~B · d~S = 0 (6.132)

po zvoleńı válcové plochy jako v předchoźım vede na

~n ·
(
~B1 − ~B2

)
= 0, (6.133)

nebo-li normálové složky magnetického pole jsou na rozhrańı spojité:

~B1⊥ = ~B2⊥. (6.134)

Jako daľśı nyńı uvažujme Ampér-Maxwell̊uv zákon v (6.126), jehož integrálńı tvar źıskáme
po vyintegrováńı přes plochu S,∫

S
rot

(
1

µ
~B

)
· d~S =

∫
S

∂(ε ~E)

∂t
· d~S (6.135)

a použit́ım Stokesovy věty na levou stranu rovnice dostaneme∮
l

1

µ
~B · d~l =

∫
S

∂(ε ~E)

∂t
· d~S, (6.136)

kde uzavřená křivka l je hranice plochy S, l = ∂S. Element délky v integrálu je d~l = ~t dl, kde ~t
je jednotkový tečný vektor ke křivce l, element plochy je opět d~S = ~n dS. Zvolme za plochu S
(resp. jej́ı hranici l) obdélńık, jehož plocha je kolmá k rozhrańı prostřed́ı, tak jak je znázorněno
na obrázku 6.22.

9Použ́ıváme vlastně zoběcněnou větu o středńı hodnotě integrálu. Integrál spojité skalárńı funkce ~E · n přes
kompaktńı (omezenou a uzavřenou) plochu S můžeme napsat jako velikost této plochy krát funkčńı hodnota v
nějakém bodě plochy: ∫

S

~E · ~n dS = ( ~E · ~n)(~ξ)S = ~E(~ξ) · ~n(~ξ)S,

kde bod ~ξ je bĺıže neurčený bod plochy S. Provedeme-li limitu S → 0 dostaneme funkčńı hodnotu ( ~E · ~n) ve
vybraném bodě, kolem kterého jsme zkonstruovali plochu S.
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S, ∂S = l

h

~E1, ~B1 ~E2, ~B2

~t −~t

Obrázek 6.22: Obdélńıková plocha S, resp. křivka l umı́stěná kolmo na rozhrańı prostřed́ı. Označme
rozměr obdělńıku např́ıč rozhrańımi h a podél rozhrańı l. Jednotkový tečný vektor k levé straně obdelńıka
je ~t, potom tečný vektor k pravé straně zachovávaj́ıćı směr ob́ıháńı je −~t.

Nejprve se pod́ıvejme na integrál na pravé straně (6.136). Tento můžeme v absolutńı hodnotě

odhadnout shora výrazem αS = α l h, kde α je maximum funkce
∣∣∣∂(ε ~E)

∂t · ~n
∣∣∣ a S je obsah

zvoleného obdélńıka. V limitě h→ 0 tento integrál tedy vymiźı. Integraci na levé straně (6.136)
přes křivku l rozdělme na jednotlivé strany. Analogickou argumentaćı jako výše se ukáže, že
integrály přes horńı a dolńı stranu obdélńıka v limitě h → 0 vymiźı. V integrálńım tvaru
Ampér-Maxwellova zákona tedy po provedeńı limity h→ 0 zbyde pouze:

1

µ1

~B1 · ~t l −
1

µ2

~B2 · ~t l = 0, (6.137)

kde (pro připomenut́ı) l je délka levé a pravé strany obdélńıka a ~B1 a ~B2 jsou hodnoty magne-
tických poĺı z jedné a druhé strany rozhrańı. Po vykráceńı10 l:

~t ·

(
~B1

µ1
−
~B2

µ2

)
= 0. (6.138)

Skalárńı součin s vektorem ~t dá velikost pr̊umětu na směr tečný k rozhrańı. Jelikož jsme na
začátku mohli volit orientaci obdélńıkové plochy S libovolně, muśı vztah (6.138) platit pro
libovolný tečný vektor ~t. To nám dává následuj́ıćı výsledek

B1‖

µ1
=
B2‖

µ2
,

B1‖

B2‖
=
µ1

µ2
, (6.139)

tedy že tečné složky magnetického pole maj́ı na rozhrańı skok daný poměrem př́ıslušných per-
meabilit prostřed́ı.

Úplně stejně postupujeme i v př́ıpadě Faradayova zákona. Integrálńı tvar∮
l

~E · d~l = −
∫
S

∂ ~B

∂t
· d~S (6.140)

vede po zvoleńı obdélńıkové plochy jako v předchoźım př́ıpadě k podmı́nce

~t ·
(
~E1 − ~E2

)
= 0 (6.141)

10A také limitě l → 0, abychom v opětovně použité integrálńı větě o středńı hodnotě dostali hodnoty poĺı ~B1

a ~B2 v dobře definovaných mı́stech.
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a tedy tečné složky elektrického pole jsou na rozhrańı spojité:

~E1‖ = ~E2‖. (6.142)

Na závěr shrňme nalezené podmı́nky napojeńı elektrického a magnetického pole na rozhrańı
dvou nevodivých prostřed́ı do tabulky (s uvedeńım zákona, ze kterého plynou):

ε1
~E1⊥ = ε2

~E2⊥ (Gauss̊uv zákon), ~B1⊥ = ~B2⊥ ( ~B je solenoidálńı),

~E1‖ = ~E2‖ (Faradaẙuv zákon),
1

µ1

~B1‖ =
1

µ2

~B2‖ (Ampér-Maxwell̊uv zákon). (6.143)
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Kapitola 7

Polarizace

Ukázali jsme si, že elektromagnetická postupná vlna je vlna př́ıčná. Elektrické a magnetické pole
je kolmé na směr š́ı̌reńı. To znamená, že existuj́ı dva nezávislé směry pro vektory elektrického
a magnetického pole – ř́ıkáme, že máme dvě nezávislé polarizace. Budeme se věnovat popisu
pouze elektrické části vlny ~E, magnetická část pak je plně určena ze vztahu ~B = 1

v~s × ~E, kde
~s je vektor směru š́ı̌reńı. Zvolme souřadnice tak, že směr š́ı̌reńı je ~s = ~z, pak můžeme za bázi
př́ıčné roviny, ve které lež́ı vektory ~E zvolit např́ıklad vektory ~x a ~y. Obecný vektor elektrického
pole tedy můžeme rozložit do složek mı́̌ŕıćı ve směru osy x a y:

~E = Ex~x+ Ey~y. (7.1)

Jestliže budeme uvažovat harmonické postupné vlny, můžeme za každou z těchto složek z prin-
cipu superpozice zvolit vlnu s r̊uznou amplitudou a s r̊uzným fázovým posuvem:

~E(~r, t) = Ex0e
i(ωt−kz+ϕ1) ~x+ Ey0e

i(ωt−kz+ϕ2) ~y. (7.2)

Graficky jsou tyto dvě postupné složky v navzájem kolmých směrech ~x a ~y znázorněné na
obrázku (7.1).

~Ex

~Ey

~n

~Ex0

~Ey0

x

y

Obrázek 7.1: Dva lineárně nezávislé směry elektrického pole – každá z vln může mı́t obecně r̊uznou
amplitudu, zde Ex0 a Ey0, a r̊uzný fázový posun.

Fázový rozd́ıl těchto dvou složek δϕ,

δϕ = (ωt− kz + ϕ1)− (ωt− kz + ϕ2) = ϕ1 − ϕ2, (7.3)
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nezáviśı na čase ani mı́stě v prostoru. Vybereme-li si nyńı libovolné mı́sto z = z0, můžeme
sledovat časový pr̊uběh elektrického pole ~E(t) = ~E(z0, t):

~E(t) = Ex0 ~x e
i(ωt+ϕ′1) + Ey0 ~y e

i(ωt+ϕ′2), (7.4)

kde ϕ′i = ϕi − kz0, opět tedy plat́ı

δϕ = ϕ1 − ϕ2 = ϕ′1 − ϕ′2, (7.5)

nezálež́ı tedy, ve kterém mı́stě konkrétně budeme pr̊uběh elektrického pole sledovat. Přestaňme
tedy rozlǐsovat konkrétńı hodnoty fáźı ϕ1 a ϕ2 (tzn. např́ıklad přestaneme psát čárky ve výrazu
(7.4)). Zároveň posunem v prostoru o ∆z dosáhneme posunu ve fázi v obou vlnách −k∆z,
př́ıpadně posunem v čase o ∆t dosáhneme posunu ve fázi v obou vlnách o ω∆t. Z tohoto faktu
plyne, že ve vyjádřeńı (7.4) si do obou exponenciál můžeme přič́ıst vhodnou fázi (do obou
stejnou!), tak jak se nám bude v daném př́ıpadě hodit – aby se výraz např́ıklad zjednodušil.

Reálná část z výrazu (7.4),

~E(t) = Ex0 ~x cos(ωt+ ϕ1) + Ey0 ~y cos(ωt+ ϕ2), (7.6)

je parametrickou rovnićı elipsy1. Vektor elektrického pole ~E(t) tedy v daném mı́stě z = z0 obecně
opisuje křivku tvaru elipsy, viz obrázek 7.2. Ř́ıkáme, že je elektromagnetická vlna elipticky
polarizovaná.

x

y

~E(t)

Obrázek 7.2: Při obecné polarizaci opisuje vektor elektrického pole ve vybraném bodě elipsu.

Pod́ıvejme se na výraz pro intenzitu elektromagnetické vlny v obecné polarizaci (7.6). In-
tenzita je dána jako časová středńı hodnota absolutńı hodnoty toku energie:

I = 〈|~S|〉, ~S =

√
ε

µ
| ~E|2 ~z. (7.7)

1Tento fakt se dá ukázat převodem parametrického tvaru (kde je parametrem čas t) do algebraického tvaru.
Rozeṕı̌seme složky elektrického pole pomoćı součtových vzorc̊u

Ex = Ex0

(
cosωt cosϕ1 − sinωt sinϕ1

)
, Ey = Ey0

(
cosωt cosϕ2 − sinωt sinϕ2

)
Na tyto vztahy lze nahĺıžet jako na lineárńı rovnice pro funkce sinωt a cosωt. Vyřešeńım těchto rovnic dostaneme

cosωt = aEx + bEy, sinωt = cEx + dEy,

kde č́ısla a, b, c, d jsou dané konkrétńımi hodnotami Ex0, Ey0, ϕ1, ϕ2. Umocněńım na druhou a sečteńım
dostaneme

1 = (aEx + bEy)2 + (cEx + dEy)2,

což je rovnice kuželosečky v proměnných Ex a Ey (je to kvadratický polynom v Ex a Ey). Jelikož hodnoty Ex
a Ey jsou omezené (amplitudami Ex0 a Ey0), muśı se jednat o elipsu nebo jej́ı degenerované př́ıpady (kružnice,
úsečka).
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Spočtěme tedy výraz | ~E|2 = ~E · ~E pro vlnu (7.6),

| ~E|2 = E2
x0 ~x

2 cos2(ωt+ ϕ1) + E2
y0 ~y

2 cos2(ωt+ ϕ2) + 2Ex0Ey0(~x · ~y) cos(ωt+ ϕ1) cos(ωt+ ϕ2)

= E2
x0 cos2(ωt+ ϕ1) + E2

y0 cos2(ωt+ ϕ2) + 0, (7.8)

vlivem kolmosti vektor̊u ~x a ~y interferenčńı člen vymiźı a celková intenzita je pak jednoduše
součtem intenzit v jednotlivých kolmých směrech (středováńı v čase dá faktor 1

2 z funkćı cos2):

I =
1

2

√
ε

µ

(
E2
x0 + E2

y0

)
= Ix + Iy. (7.9)

Výsledná intenzita tedy záviśı pouze na amplitudách jednotlivých vln, nikoliv na vzájemné
fázi. Konkrétně je výsledná intenzita úměrná sumě kvadrát̊u amplitud vln v navzájem kolmých
směrech.

Každou vlnu tvaru (7.4) můžeme reprezentovat pomoćı komplexńıho dvousložkového vektoru

~̂E ∈ C2, pokud si tvar elektrického pole ~E(t) (7.4) přeṕı̌seme následuj́ıćım zp̊usobem:

~E(z, t) =
(
Ex0e

iϕ1~x+ Ey0e
iϕ2~y

)
ei(ωt−kz) = ~̂Eei(ωt−kz), ~̂E =

(
Ê1

Ê2

)
=

(
Ex0 e

iϕ1

Ey0 e
iϕ2

)
∈ C2.

(7.10)
Intenzita vlny se pomoćı tohoto vektoru zaṕı̌se jako

I =
1

2

√
ε

µ
‖ ~̂E‖2 =

1

2

√
ε

µ

(
|Ê1|2 + |Ê2|2

)
=

1

2

√
ε

µ

(
E2

0x + E2
0y

)
. (7.11)

Pod́ıvejme se nyńı na dva speciálńı př́ıpady polarizace. Př́ıpad lineárńı polarizace nastává,
pokud vektor elektrického pole ~E(t) kmitá v jednom daném směru, viz obrázek 7.3, kde je
znázorněn vektor ~E(t) v kolmé rovině xy, a také viz obrázek 7.4, kde je znázorněno elektrické
pole v prostoru ~E(z, t0) v daném čase t0.

x

y

~n
θ

~E(t)

Obrázek 7.3: Při lineárńı polarizaci vektor elektrického pole ~E(t) harmonicky kmitá v rovině xy (kolmé
na směr š́ı̌reńı podél osy z) podél jednotkového směrového vektoru ~n = (nx, ny).
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~s

~E0

x

y

~n

~E

z

Obrázek 7.4: Prostorový pr̊uběh elektrického pole v lineárńı polarizaci. Znázorněno je elektrické pole
~E(z, t0) podél osy z v daném čase t0.

Tento př́ıpad nastává pro fázový posun δϕ ∈ {0, π}, pak lze elektrické pole (7.4) zapsat ve
tvaru

~E(t) = E0 ~n e
i(ωt+ϕ), ~̂E = E0 ~n e

iϕ = E0

(
cos θ
sin θ

)
eiϕ, (7.12)

kde jednotkový vektor ~n = (nx, ny) = (cos θ, sin θ) reprezentuje směr kmitáńı elektrického pole
~E(t) v rovině xy a úhel θ odklon tohoto vektoru od osy x.

Druhým speciálńım př́ıpadem je kruhová polarizace, kdy vektor elektrického pole ~E(t) opi-
suje v rovině xy kružnici. V tomto př́ıpadě ještě rozlǐsujeme dva podpř́ıpady dle směru ob́ıháńı
vektoru ~E(t). Pokud při pohledu proti směru š́ı̌reńı ob́ıhá vektor ~E(t) proti směru hodinových
ručiček, hovoř́ıme o levotočivé kruhové polarizaci, při pohybu po směru hodinových ručiček pak
o pravotočivé kruhové polarizaci2. Tyto polarizace znázorněné v rovině xy jsou na obrázku
7.5. Pro kruhovou polarizaci tvoř́ı vektor elektrického pole ~E(z, t0) v daném čase podél osy z
šroubovici, která je znázorněná na obrázku 7.6.

x

y

~E(t)

z

(a) Levotočivá kruhová polarizace.

x

y

~E(t)

z

(b) Pravotočivá kruhová polarizace.

Obrázek 7.5: Kruhová polarizace elektromagnetické vlny. Smysl oběhu vektoru ~E(t) se určuje při pohledu
proti směru postupu vlny (naznačeno osou z mı́̌ŕıćı směrem k nám/z paṕıru).

2Bohužel existuj́ı dvě konvence. Druhá má definice přesně opačné než my zde.
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x

y

z

Obrázek 7.6: Prostorový pr̊uběh elektrického pole pro kruhovou polarizaci. Znázorněno je elektrické pole
~E(z, t0) podél osy z v daném čase t0. V tomto př́ıpadě se jedná o pravotočivou polarizaci (vlna postupuje

ve směru osy z a poté v dané rovině xy se bude vektor ~E(t) šroubovice otáčet po směru hodinových
ručiček, naproti tomu samotná šroubovice se podél osy z obtáč́ı proti směru hodinových ručiček...).

Kruhovou polarizaci dostaneme pro δϕ = ±π
2 a Ex0 = Ey0 = E0. Po dosazeńı těchto

podmı́nek do (7.4) je výsledkem výraz

~E(t) = E0

(
~x cos(ωt+ ϕ)± ~y sin(ωt+ ϕ)︸ ︷︷ ︸

~y cos(ωt+ϕ∓π
2

)

)
, (7.13)

který je parametrickou rovnićı kružnice. Znaménko plus u sinu (tzn. fázi −π
2 ) odpov́ıdá le-

votočivé polarizaci a znaménko minus (tzn. fázi +π
2 ) pravotočivé3. V komplexńım zápisu máme

~E(t) = E0

(
~x ei(ωt+ϕ) + ~y ei(ωt+ϕ∓

π
2

)
)
, ~̂E = E0

(
1

e∓i
π
2

)
eiϕ. (7.14)

Pokud nemáme polarizace výše zmı́něných speciálńıch typ̊u, hovoř́ıme, jak již bylo řečeno,
o obecné eliptické polarizaci. Tato může být opět rozdělena do dvou kategoríı: levotočivé a
pravotočivé, viz obrázek 7.7. V prostoru tvoř́ı elektrické pole tvar eliptické šroubovice.

3Tento fakt je snadno vidět pro malé kladné hodnoty fáze ωt + ϕ. Vektor elektrického pole pak mı́̌ŕı d́ıky
cosinu ve směru osy x a sinus malé kladné fáze je také kladný. V závislosti na znaménku před sinem dostáváme
vektor, který se za malý čas trochu pootočil bud’to do kladného nebo záporného směru osy y.

y

x

y

~E(t)

z

cos ε

+ sin ε

− sin ε
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y

~E(t)

pravotočivá

levotočivá

z
x

Obrázek 7.7: Levotočivá a pravotočivá eliptická polarizace.

7.1 Polarizátor a vlnová destička

V předchoźı kapitole jsme si uvedli formalismus popisu polarizačńıch stav̊u a nyńı se zaměř́ıme
na to, jak polarizačńı stavy měnit. Za t́ım účelem si poṕı̌seme dva základńı optické elementy,
polarizátor a vlnovou destičku, které budeme postupné elektromagnetické vlně stavět do cesty.

7.1.1 Polarizátor

Polarizátor je optický element, který dovoluje pr̊uchod pouze takové složce elektrického pole,
které kmitá ve směru osy polarizátoru – zvané osa propustnosti – popsané vektorem ~n = (nx, ny),
viz obrázek 7.8.

~n

~E~E‖

~E⊥

Obrázek 7.8: Z elektrického pole ~E dopadaj́ıćı na polarizátor je propuštěna pouze složka ~E‖ rovnoběžná
s osou propustnosti ~n.

Jestliže tedy elektrické pole vstupuj́ıćı do polarizátoru rozlož́ım na ~Ein = ~E‖ + ~E⊥, pak

výstupńı pole bude ~Eout = ~E‖. Akce polarizátoru se dá zapsat projekćı vektoru ~Ein na směr ~n
pomoćı skalárńıho součinu následuj́ıćım zp̊usobem:

~Eout =
(
~Ein · ~n

)
~n. (7.15)

Dále bychom chtěli p̊usobeńı polarizátoru zakódovat do vhodné transformace vektor̊u ~̂Ein, ~̂Eout ∈
C2 komplexńıho zápisu. Transformace (7.15) je lineárńı a tud́ıž ji p̊ujde zakódovat do matice

P~n ∈ C2,2 – projektoru na osu ~n, vztahuj́ıćı vektory ~̂Ein, ~̂Eout takto:

~̂Eout = P~n ~̂Ein. (7.16)

Najděme vyjádřeńı této matice rozepsáńım vztahu (7.15):

~Eout =
(
Exnx + Eyny

)(nx
ny

)
=

(
n2
xEx + nxnyEy
nxnyEx + n2

yEy

)
=

(
n2
x nxny

nxny n2
y

)
︸ ︷︷ ︸

P~n

(
Ex
Ey

)
= P~n ~Ein. (7.17)
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Zavedeme-li úhel θ jako úhel odklonu vektoru ~n od osy x, dostaneme vyjádřeńı ~n = (cos θ, sin θ)
a můžeme psát

P~n = Pθ =

(
cos2 θ cos θ sin θ

cos θ sin θ sin2 θ

)
. (7.18)

Uved’me si př́ıklady projektor̊u na základńı osy propustnosti: ~x, ~y, ~x+~y√
2

(osa propustnosti muśı

být jednotková):

P~x = P0 =

(
1 0
0 0

)
, P~y = Pπ

2
=

(
0 0
0 1

)
, P~x+~y√

2

= Pπ
4

=
1

2

(
1 1
1 1

)
. (7.19)

Uvažujme lineárně polarizovanou vlnu dopadaj́ıćı na polarizátor. Jak se změńı intenzita vlny
po pr̊uchodu polarizátorem? Bez újmy na obecnosti ved’me osu x ve směru vektoru vstupuj́ıćıho
polarizovaného světla, tzn. ~Ein = E0 ~x cosωt. Osa propustnosti necht’ je obecně ~n = (cos θ, sin θ),
kde úhel θ nyńı popisuje úhel mezi směrem kmitáńı lineárně polarizované vlny a osou propust-
nosti polarizátoru. Po dosazeńı do (7.15) vyjde výstupńı vektor amplitudy

~E0out = E0(~x · ~n)~n = (E0 cos θ)~n (7.20)

a tedy výstupńı vlna bude tvaru ~Eout = (E0 cos θ)~n cosωt. Pokud dosad́ıme tvary vstupńı a
výstupńı vlny do vztahu pro intenzitu vlny (7.7) dostaneme

Iout =

√
ε

µ

〈
| ~Eout|2

〉
=

√
ε

µ
cos2 θ

〈
E2

0 cos2 ωt
〉

= Iin cos2 θ. (7.21)

Tento vztah mezi intenzitami se nazývá Malus̊uv zákon:

Iout = Iin cos2 θ. (7.22)

7.1.2 Vlnová destička

Přejděme nyńı k druhému optickému elementu a t́ım je vlnová destička. Vlnová destička umožňuje
měnit fázový rozd́ıl ϕ1−ϕ2 mezi jednotlivými kolmými složkami elektrického pole. Jak toho do-
ciluje? Pod́ıvejme se nejprve, o kolik se změńı vlastńı fáze vlny po pr̊uchodu materiálem tloušt’ky
d s indexem lomu n. Schematicky je situace znázorněna na obrázku 7.9. V materiálu procháźı
vlna tvaru ei(ωt−kz), kde k je vlnové č́ıslo dané disperzńım vztahem ω = c

nk. Za destičkou je
fáze posunutá o −kd než před destičkou. Oběma kolmým složkám elektrického pole se ale fáze
změńı stejně a ke změně rozd́ılu fáźı tedy nedocháźı...

n

λ= 2π
k

λ0=
2π
k0

d

∝ ei(ωt−k0z) ∝ ei(ωt−kz)

Obrázek 7.9: Pr̊uchod vlny látkou o indexu lomu n. V materiálu procháźı vlna tvaru ei(ωt−kz), kde k je
vlnové č́ıslo dané disperzńım vztahem ω = c

nk.
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Abychom toho doćılili, potřebujeme materiál, tzv. dvojlomný krystal, který se pro vlny po-
larizované v r̊uzném směru chová jako materiál o r̊uzném indexu lomu, viz schematický obrázek
7.10. Takovéto chováńı vzniká d́ıky anizotropii dané látky. Odezva látky na procházej́ıćı vlnu
elektrického pole je r̊uzná v závislosti na orientaci vektoru elektrického pole (v závislosti na
polarizaci látky).

nl n↔

Obrázek 7.10: Dvojlomný krystal. Pro elektrické pole orientované vertikálńım směrem se chová jako
materiál o indexu lomu nl, pro elektrické pole orientované kolmo na vertikálńı pole, tzn. zde kmitaj́ıćı v
horizontálńım směru, se chová jako materiál o indexu lomu n↔.

Vlnová destička z dvojlomného krystalu je parametrizovaná dvěma na sebe kolmými osami,
~n1 a ~n2, k nimž jsou př́ıslušné r̊uzné indexy lomu n1 a n2 (pozor, nejedná se o velikosti vektor̊u
~n1 a ~n2, ty jsou jednotkové, |~n1| = |~n2| = 1) a svoj́ı tloušt’kou d, resp. změnou fázového rozd́ılu
ϕ1 − ϕ2 o ∆ϕ.

~n1

~n2

n1

n2

Obrázek 7.11: Značeńı os vlnové destičky z dvojlomného krystalu. Kolmé osy destičky jsou ve směru ~n1
a ~n2 a k nim př́ıslušné indexy lomu n1 a n2.

Jak záviśı velikost změny fázového posunu ∆ϕ na velikostech n1, n2 a d? Jak jsme si již
řekli, fáze před a za destičkou se lǐśı obecně o −kd, zde pro jednotlivé složky elektrického pole
−k1d a −k2d. Je-li tedy elektrické pole na začátku destičky tvaru

~Ein(t) = E1 ~n1 cos(ωt+ ϕ1) + E2 ~n2 cos(ωt+ ϕ2), (7.23)

bude pole na konci destičky

~Eout(t) = E1 ~n1 cos(ωt+ ϕ1 − k1d) + E2 ~n2 cos(ωt+ ϕ2 − k2d). (7.24)

Rozd́ıl fáźı se pr̊uchodem destičkou změnil z ϕ1 − ϕ2 na ϕ1 − ϕ2 + ∆ϕ, kde ∆ϕ je

∆ϕ = (k2 − k1)d =
ω

c
(n2 − n1)d. (7.25)
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Využijeme-li disperzńı vztah ve vakuu ω = ck0 = 2πc
λ0

, můžeme fázový posun ∆ϕ zapsat pomoćı
vlnové délky λ0 ve vakuu jako

∆ϕ =
2π

λ0
(n2 − n1)d. (7.26)

Tento fázový posun ∆ϕ přič́ıtáme k části vlny odpov́ıdaj́ıćı indexu lomu n1. Toto můžeme
snadno vidět, přičteme-li do fáźı obou vln ve výrazu (7.24) hodnotu k2d (což je operace neměńıćı
polarizačńı stav), pak dostaneme

~Eout(t) = E1 ~n1 cos
(
ωt+ ϕ1 + (k2 − k1)d︸ ︷︷ ︸

∆ϕ

)
+ E2 ~n2 cos

(
ωt+ ϕ2

)
. (7.27)

Pokud uvažujeme ∆ϕ pouze kladné, což vyžaduje, abychom si označili indexy lomu tak, že
n1 < n2, dostaneme praktické pravidlo: kladný fázový posun ∆ϕ přič́ıtáme k té složce elektrické
vlny, která odpov́ıdá menš́ımu indexu lomu.

Destička zp̊usobuj́ıćı změnu fázového rozd́ılu o ∆ϕ = π
2 se nazývá čtvrtvlnová destička, pro

fázový posun ∆ϕ = π se nazývá p̊ulvlnová destička.
Jak zaṕı̌seme akci vlnové destičky s fázovým posunem ∆ϕ v komplexńım zápisu? Resp.

jak definujeme matici D∆ϕ transformuj́ıćı komplexńı vektor ~̂Ein ∈ C2 na vektor ~̂Eout ∈ C2 dle
předpisu

~̂Eout = D∆ϕ
~̂Ein? (7.28)

Nejprve potřebujeme vlnu elektrického pole rozepsat do směr̊u os vlnové destičky ~n1 a ~n2.
Toto můžeme učinit pomoćı projektor̊u na tyto osy, P~n1

a P~n2
. Pro na sebe kolmé jednotkové

vektory ~n1 a ~n2 plat́ı P~n1
+ P~n2

= I, můžeme tedy napsat

~̂Ein = P~n1
~̂Ein + P~n2

~̂Ein. (7.29)

Výstupńı pole źıskáme tak, že k části, která odpov́ıdá menš́ımu indexu lomu (uvažujme
n1 < n2), přičteme fázový posun ∆ϕ:

~̂Eout = ei∆ϕP~n1
~̂Ein + P~n2

~̂Ein =
(
ei∆ϕP~n1

+ P~n2

)
~̂Ein. (7.30)

Porovnáńım pravé strany (7.30) a definice matice D∆ϕ (7.28) vid́ıme, že plat́ı

D∆ϕ = ei∆ϕ P~n1
+ P~n2

. (7.31)

Uvažujeme-li např́ıklad pro jednoduchost ~n1 = ~x a ~n2 = ~y (a použijeme definici projektor̊u
P~x a P~y z (7.19)) dostaneme

D∆ϕ = ei∆ϕ P~x + P~y =

(
ei∆ϕ 0

0 1

)
. (7.32)

7.2 Měřeńı polarizace

Úhlová frekvence ω elektromagnetické vlny je obvykle př́ılǐs velká, než abychom mohli měřit
př́ımo samotný pr̊uběh elektrického pole (pro oblast viditelného světla se jedná o frekvence
v řádu stovek THz). Jsme tedy nevyhnutelně odsouzeni k měřeńı pouze časových středńıch
hodnot jistých veličin. Pro určeńı polarizačńıho stavu (a celkové intenzity) popsaného vztahem
(7.6) potřebujeme určit hodnoty amplitud v jednotlivých směrech, Ex0 a Ey0, a dále hodnotu
fázového rozd́ılu ϕ1−ϕ2. Ukažme, že tyto veličiny můžeme určit měřeńım následuj́ıćıch intenzit:

Ix = 〈E2
x〉, Iy = 〈E2

y〉, Ixy = 〈ExEy〉, Ixy = 〈Ex(ωt− π
2 )Ey〉, (7.33)
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kde pod výrazem Ex(ωt − π
2 ) rozumı́me, že ve složce Ex posuneme fázi o −π

2 . Pokud tyto
intenzity vypoč́ıtáme dosazeńım z obecně elipticky polarizovaného světla (7.6) dostaneme

Ix = 〈E2
x〉 = E2

x0〈cos2(ωt+ ϕ1)〉 =
1

2
E2
x0,

Iy = 〈E2
y〉 = E2

y0〈cos2(ωt+ ϕ2)〉 =
1

2
E2
y0,

Ixy = 〈ExEy〉 = Ex0Ey0

〈
cos(ωt+ ϕ1) cos(ωt+ ϕ2)︸ ︷︷ ︸

1
2

(
cos(2ωt+ϕ1+ϕ2) + cos(ϕ1−ϕ2)

)
〉

=
1

2
Ex0Ey0 cos(ϕ1 − ϕ2),

Ixy = 〈Ex(ωt− π
2 )Ey〉 = Ex0Ey0

〈
cos(ωt+ ϕ1 − π

2 ) cos(ωt+ ϕ2)︸ ︷︷ ︸
1
2

(
sin(2ωt+ϕ1+ϕ2) + sin(ϕ1−ϕ2)

)
〉

=
1

2
Ex0Ey0 sin(ϕ1 − ϕ2).

(7.34)

Z intenzit Ix a Iy dokážeme vypoč́ıtat amplitudy Ex0 a Ey0. Potom intenzity Ixy a Ixy udávaj́ı
sin a cos fázového rozd́ılu, což ho jednoznačně určuje (na intervalu 〈0, 2π)).

Jak tyto čtyři intenzity dokážeme prakticky změřit? Intenzity Ix, resp. Iy, změř́ıme tak, že
dáme světlu do cesty polarizátor s osou propustnosti ~x, resp. ~y, tyto propust́ı jen složky Ex, resp.
Ey. Intenzitu Ixy změř́ıme tak, že dáme světlu do cesty lineárńı polarizátor s osou propustnosti
~x+~y√

2
. Výstupńı intenzita po pr̊uchodu t́ımto polarizátorem pak vyjde

Iout =
1

2
(Ix + Iy) + Ixy. (7.35)

Posledńı intenzitu Ixy urč́ıme tak, že nejprve dáme světlu do cesty čtvrtvlnovou destičku s osou
~n1 = ~y (osa př́ıslušej́ıćı menš́ımu indexu lomu) – tato přičte fázový posun π

2 do složky Ey, což
je ekvivalentńı odečteńı fáze π

2 ve složce Ex – a následně opět polarizátor s osou propustnosti
~x+~y√

2
. V této konfiguraci je výstupńı intenzita dána vztahem

Iout =
1

2
(Ix + Iy) + Ixy. (7.36)

Tedy intenzity Ix a Iy změř́ıme př́ımo vložeńım př́ıslušně orientovaného polarizátoru, inten-
zity Ixy a Ixy dopoč́ıtáme z naměřených intenzit Iout a Iout.

7.3 Nepolarizované světlo

Náš popis zat́ım obsahuje pouze pojem (úplně, dokonale) polarizovaného světla. Pro jakékoliv
hodnoty parametr̊u Ex0, Ey0, ϕ1, ϕ2 ve vlně tvaru (7.4), resp. (7.6), máme (úplně, dokonale)
polarizované světlo. Jak tedy poṕı̌seme nepolarizované světlo? Co to vlastně je? Zhruba řečeno je
nepolarizované světlo takové světlo, kterému se v čase náhodně měńı jeho polarizace. Představme
si atom (elektron v atomu), který svým kmitáńım vyzařuje lineárně polarizované světlo. Po
čase do atomu naraźı jiný atom a zp̊usob́ı, že začne kmitat v jiném směru a tedy změńı rovinu
polarizace vyzařovaného světla. Tento proces se v látce neustále opakuje a tedy se neustále
náhodně měńı rovina polarizace vyzařovaného světla. Viz schematický obrázek 7.12. Nyńı se
tuto hrubou představu pokuśıme pečlivěji definovat a kvantifikovat.
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Obrázek 7.12: Kmitaj́ıćı atom vyzařuj́ıćı lineárně polarizované světlo. Vlivem vněǰśıch p̊usobeńı (nárazy
ostatńıch atomů) měńı náhodně směr svého kmitáńı vedoućı ke změně roviny polarizace vyzařovaného
světla.

Nejprve uved’me tři d̊uležité časové škály, které budeme při studiu nepolarizovaného světla
potřebovat. Prvńı škálou je perioda T samotného elektromagnetického vlněńı. Pro viditelné
světlo je přibližně T ≈ 10−14 s.

Druhou škálou je tzv. koherenčńı čas tkoh. Tento čas představuje dobu, po kterou se za-
chovává daná polarizace, tzn. v úvodńım ilustračńım př́ıkladě doba, po kterou atom nerušeně
kmitá. Typicky tkoh ≈ 10−9 − 10−8 s. Tento čas se také dá definovat pomoćı pojmu časové
koherence. Řekneme, že pole v daném mı́stě ~E(t) v časech t1 a t2 jsou časově koherentńı, jestliže
ze znalosti pole v okoĺı času t1 dokážeme určit pole v okoĺı času t2 (a naopak). Koherenčńı doba
tkoh je tedy maximálńı vzdálenost čas̊u |t1− t2|, kdy jsou pole ještě vzájemně koherentńı. Pokud
nelze předpovědět pole v okoĺı t2 ze znalosti pole v okoĺı t1, ř́ıkáme, že jsou pole nekoherentńı.

A posledńı škálou je rozlǐsovaćı doba troz př́ıstroje, kterým měř́ıme polarizačńı stav. Př́ıstroj
měř́ı intenzitu dopadaj́ıćıho světla, která je daná středováńım přes rozlǐsovaćı dobu, I = 〈 ~E2〉troz .
Nyńı rozlǐsme dva př́ıpady. Nejprve pokud tkoh � troz – v takovém př́ıpadě budeme hovořit o
rychlém př́ıstroji. V tomto př́ıpadě je př́ıstroj schopen sledovat změny polarizace a budeme
prostě měřit úplně polarizované světlo, kterému se polarizace měńı s periodou tkoh.

V př́ıpadě, že plat́ı tkoh � troz – hovoř́ıme o pomalém př́ıstroji, – př́ıstroj nedokáže sledovat
rychlé náhodné změny polarizace a v takovém př́ıpadě budeme hovořit o světle dopadaj́ıćım na
př́ıstroj jako o nepolarizovaném světle (přesněji řečeno o částečně polarizovaném nebo nepola-
rizovaném světle). Pod́ıvejme se nyńı na toto měřeńı intenzity pomalým př́ıstrojem podrobněji.
Ukážeme, že měřeńım souboru intenzit Ix, Iy, Ixy a Ixy dokážeme rozlǐsit polarizované světlo
od nepolarizovaného (či částečně polarizovaného).

Zobecńıme zápis úplně polarizovaného světla (7.6) tak, že parametry Ex0, Ey0, ϕ1 a ϕ2

mohou být proměnné v čase:

~E(t) = Ex0(t) ~x cos(ωt+ ϕ1(t)) + Ey0(t) ~y cos(ωt+ ϕ2(t)). (7.37)

Funkce Ex0(t), Ey0(t), ϕ1(t) a ϕ2(t) se měńı na škále koherenčńıho času tkoh. Můžeme si
představovat, že se velmi pomalu měńı tak, že po dobu tkoh z̊ustavaj́ı téměř konstantńı. Zároveň
d́ıky nerovnosti T � tkoh je změna těchto funkćı mnohem pomaleǰśı než změna fáze daná
členem ωt. Výsledné vztahy pro měřené intenzity Ix, Iy, Ixy a Ixy (7.34) vznikly středováńım
přes jednu periodu harmonických vln (7.6) tvoř́ıćı elektrické pole ve světle. Jestliže nyńı prove-
deme středováńı přes jednu periodu T pro elektrické pole (7.37), můžeme d́ıky vztahu T � tkoh

považovat funkce Ex0(t), Ey0(t), ϕ1(t) a ϕ2(t) za téměř konstantńı a výsledkem tohoto středováńı
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budou časově proměnné intenzity,

Ix(t) =
1

2
E2
x0(t),

Iy(t) =
1

2
E2
y0(t),

Ixy(t) =
1

2
Ex0(t)Ey0(t) cos(ϕ1(t)− ϕ2(t)),

Ixy(t) =
1

2
Ex0(t)Ey0(t) sin(ϕ1(t)− ϕ2(t)), (7.38)

které se měńı na škále tkoh. Pomalým př́ıstrojem s rozlǐsovaćı dobou troz pak naměř́ıme takové
intenzity, které vzniknou dodatečným středováńım přes rozlǐsovaćı dobu troz:

Ix = 〈Ix(t)〉troz , Iy = 〈Iy(t)〉troz , Ixy = 〈Ixy(t)〉troz , Ixy = 〈Ixy(t)〉troz . (7.39)

Pod́ıvejme se, kolik tyto intenzity vyjdou pro model nepolarizovaného světla, který jsme
nast́ınili v úvodu – tedy pro lineárně polarizované světlo, kterému se náhodně měńı rovina
polarizace. Elektrické pole bude tvaru

~E(t) = E0 ~n(t) cos(ωt+ ϕ), (7.40)

kde směrový vektor ~n(t) zaṕı̌seme pomoćı časově proměnného úhlu θ(t) jako

~n(t) = (cos θ(t), sin θ(t)). (7.41)

Funkce úhlu θ(t) se měńı na škále tkoh a uvažujeme, že všechny hodnoty úhl̊u 〈0, 2π〉 jsou
rovnoměrně zastoupeny. Intenzity (7.38) pro světlo tvaru (7.40) jsou tvaru

Ix(t) =
1

2
E2

0 cos2 θ(t),

Iy(t) =
1

2
E2

0 sin2 θ(t),

Ixy(t) =
1

2
E2

0 cos θ(t) sin θ(t) cos(ϕ− ϕ) =
1

4
E2

0 sin 2θ(t),

Ixy(t) =
1

2
E2

0 cos θ(t) sin θ(t) sin(ϕ− ϕ) = 0. (7.42)

Středováńı přes rozlǐsovaćı dobu př́ıstroje troz � tkoh vede na

Ix =
1

4
E2

0 , Iy =
1

4
E2

0 , Ixy = 0, Ixy = 0, (7.43)

středńı hodnoty 〈cos2 θ(t)〉troz = 〈sin2 θ(t)〉troz = 1
2 a 〈sin 2θ(t)〉troz = 0 vyjdou úplně stejně jako

standardńı časové středńı hodnoty goniometrických funkćı přes jednu periodu, jelikož po dobu
měřeńı troz se úhel θ mnohokrát změńı a rovnoměrně pokryje interval 〈0, 2π). Intenzity Ixy a
Ixy vyšly obě nulové, což pro úplně polarizované světlo neńı možné (sin a cos v (7.34) nemohou
být současně nula)! Vid́ıme tedy, že nepolarizované světlo dokážeme měřeńım odlǐsit od světla
polarizovaného.

Obecně v nepolarizovaném světle dané intenzity máme podmı́nku na funkce Ex0(t), Ey0(t),
ϕ1(t) a ϕ2(t) plynoućı pravě z konstantnosti celkové intenzity:

I0 = 〈 ~E2〉 = 〈E2
x + E2

y〉 = Ix + Iy = konst. (7.44)
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V nepolarizovaném světle se obecně hodnoty funkćı Ex0(t), Ey0(t), ϕ1(t) a ϕ2(t) měńı náhodně
a rovnoměrně nabývaj́ı všech př́ıpustných hodnot. Z této podmı́nky jednak plyne

Ix = Iy (7.45)

(nesmı́ záležet na přeznačeńı os x a y). A dále pro náhodné úhly ϕ1(t) a ϕ2(t) plat́ı

〈cos(ϕ1(t)− ϕ2(t))〉troz = 〈sin(ϕ1(t)− ϕ2(t))〉troz = 0. (7.46)

Ze vztah̊u (7.44), (7.45) a (7.46) pro nepolarizované světlo plyne

Ix =
1

2
I0, Iy =

1

2
I0, Ixy = 0, Ixy = 0. (7.47)

Můžeme dále uvažovat superpozici úplně polarizovaného světla a světla nepolarizovaného.
Pak dostáváme světlo částečně polarizované. Polarizačńı stav a stupeň polarizace popisujeme
tzv. Stokesovými parametry, které jsou dané vztahy

P1 =
Ix − Iy
Ix + Iy

, P2 =
2Ixy
Ix + Iy

, P3 =
2Ixy
Ix + Iy

. (7.48)

Obecně plat́ı (zde bez d̊ukazu)

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 ≤ 1. (7.49)

Pro úplně polarizované světlo pak P 2
1 +P 2

2 +P 2
3 = 1 (tuto část lze snadno ukázat dosazeńım do

(7.48) z (7.34)). Pro nepolarizované světlo dostaneme P1 = P2 = P3 = 0 (dosazeńım do (7.48) z
(7.47)). Dále definujeme stupeň polarizace jako velikost Stokesova vektoru ~P = (P1, P2, P3), tj.
|~P | =

√
P 2

1 + P 2
2 + P 2

3 . V př́ıpadě, že plat́ı 0 < |~P | < 1 nazveme světlo částečně polarizované.

(Pro úplně polarizované světlo máme |~P | = 1 a pro nepolarizované světlo |~P | = 0.)

7.4 Fresnelovy vzorce

V této kapitole se budeme zabývat problémem pr̊uchodu (lomu) a odrazu elektromagnetických
vln na rovinném rozhrańı dvou nevodivých prostřed́ı. Z Maxwellových rovnic odvod́ıme zákony
odrazu a lomu, nalezneme amplitudové koeficienty pr̊uchodu a odrazu v závislosti na úhlu
dopadu a polarizaci dopadaj́ıćı elektromagnetické vlny. Předpov́ıme existenci význačného úhlu,
při kterém se jistá polarizace neodráž́ı a umožńı nám tedy světlo polarizovat odrazem. Při
řešeńı využijeme podmı́nky napojeńı na rozhrańı nevodivých prostřed́ı, které jsme si odvodili v
kapitole 6.6.

Nechme na rovinné rozhrańı dopadat rovinnou postupnou harmonickou elektromagnetickou
vlnu. Jako ansatz vezměme, že odražená a prošlá vlna budou také rovinné vlny, jejichž elektrické
složky tedy můžeme zapsat ve tvaru

~Ed = ~Ed0e
i(ωt−~kd·~r), ~Er = ~Er0e

i(ωrt−~kr·~r), ~Et = ~Et0e
i(ωtt−~kt·~r), (7.50)

kde ~Ed, ~Er a ~Et označuj́ı po řadě dopadaj́ıćı, odraženou a prošlou vlnu. Konstantńı amplitudové
vektory ~Ed0, ~Er0 a ~Et0 zat́ım necháváme bez bližš́ıho určeńı. Magnetická část elektromagne-
tických vln je jednoznačně daná vztahem

~B =
1

v
~n× ~E =

1

v

~k

k
× ~E =

1

ω
~k × ~E (7.51)
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(pro př́ıslušné hodnoty ω, v a ~k = k ~n). Vlnové vektory ~kd, ~kr a ~kt udávaj́ı směr postupu vlny,
~k = k ~n, a vlnovou délku λ = 2π

k . Vztahy mezi úhlovými rychlostmi a vlnovými č́ısly udávaj́ı
př́ıslušné disperzńı vztahy

ωd =
c

n1
|~kd| =

kd√
ε1µ1

, ωr =
c

n1
|~kr| =

kr√
ε1µ1

, ωt =
c

n2
|~kt| =

kt√
ε2µ2

, (7.52)

indexy lomu jsou dané vlastnostmi prostřed́ı jako n =
√
εrµr, rychlost světla je c = 1√

ε0µ0
.

Rovinu dopadu definujeme jako rovinou kolmou na rovinné rozhrańı a obsahuj́ıćı vlnový vek-
tor dopadaj́ıćı vlny ~kd, viz obrázek 7.13. Zavedeme kartézské souřadnice tak, že rovina rozhrańı
je dána jako z = 0 a rovina dopadu je rovnoběžná se souřadnicovou rovinou yz. Celá úloha je
pak translačně symetrická podél osy x.

rozhrańı

rovina dopadu

~kd

translačńı
symetrie

y

x

z

Obrázek 7.13: Rovina rozhrańı a na ńı kolmá rovina dopadu obsahuj́ıćı vlnový vektor dopadaj́ıćı vlny
~kd. Kartézské souřadnice jsou zavedené tak, že rovina rozhrańı je v z = 0 a rovina dopadu odpov́ıdá
rovinám rovnoběžným s rovinou yz.

Translačńı symetrie podél osy x znamená, že vlny (7.50) nesmı́ záviset na proměnné x. To
znamená, že vlnové vektory muśı mı́t nulovou složku kx,

~k = (0, ky, kz) (7.53)

(u dopadaj́ıćı vlny je toto tvrzeńı triviálńı, jelikož jsme zavedli souřadnice tak, aby kdx =
0, netriviálńı je tento fakt pro odraženou a prošlou vlnu). Celý problém pr̊uchodu a odrazu
elektromagnetické vlny je tedy rovinný. Dále zavedeme po řadě úhly dopadu ϑd, odrazu ϑr a
pr̊uchodu (lomu) ϑt jako odklony směr̊u postupu př́ıslušných vln od kolmice k rozhrańı, viz
obrázek 7.14.
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~kd ~kr

~kt

ϑd ϑr

ϑt

ε1, µ1

ε2, µ2 rozhrańı

dopadaj́ıćı vlna

prošlá vlna

odražená vlna

y

z

Obrázek 7.14: Elektromagnetická vlna dopadaj́ıćı na rozhrańı ve směru vlnového vektoru ~kd s odklonem
od kolmice ϑd. Pro odraženou a prošlou vlnu úhly odklon̊u od kolmice označ́ıme ϑr a ϑt.

Pomoćı těchto úhl̊u můžeme vyjádřit jednotlivé složky vlnových vektor̊u ~kd, ~kr a ~kt následovně:

~kd = (0, kd sinϑd, kd cosϑd), ~kr = (0, kr sinϑr,−kr cosϑr), ~kt = (0, kt sinϑt, kt cosϑt).
(7.54)

7.4.1 Zákon odrazu a lomu, kritický úhel a totálńı odraz

Začněme s prvńı podmı́nkou napojeńı a to podmı́nkou spojitosti tečných složek elektrického
pole na rozhrańı,

~E1‖ = ~E2‖, ~Ed‖ + ~Er‖ = ~Et‖, (7.55)

elektrické pole v prvńım prostřed́ı ~E1 je součtem dopadaj́ıćı a odražené vlny, ~Ed + ~Er, a pole v
druhém prostřed́ı ~E2 je dané procházej́ıćı vlnou ~Et. Po dosazeńı z ansatzu (7.50) dostaneme

~Ed0‖e
i(ωt−kdyy) + ~Er0‖e

i(ωrt−kryy) = ~Et0‖e
i(ωtt−ktyy), (7.56)

kde jsme využili tvaru vlnových vektor̊u (7.53) a faktu, že na rozhrańı je z = 0. Podmı́nka
(7.56) je lineárńı kombinaćı exponenciál (resp. sada několika lineárńıch kombinaćı). Pro obecně
nenulová elektrická pole dostáváme, že exponenciály muśı být lineárně závislé, to je ovšem
možné jedině tak, že jsou si rovny:

ei(ωt−kdyy) = ei(ωrt−kryy) = ei(ωtt−ktyy), ∀y, t ∈ R. (7.57)

Pokud si maj́ı být tyto funkce rovny, muśı si být rovny parametry v nich:

ω = ωr = ωt, kdy = kry = kty. (7.58)

Tedy úhlové frekvence jednotlivých vln muśı být stejné (odted’ budeme psát pouze ω) a tečné
složky vlnových vektor̊u se muśı rovnat (zde je tečnou složkou složka y):

~kd‖ = ~kr‖ = ~kt‖. (7.59)

Dosad́ıme-li nyńı vyjádřeńı tečné složky vlnových vektor̊u ky z (7.54) dostaneme

kd sinϑd = kr sinϑr = kt sinϑt (7.60)
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a dále nahrad́ıme-li velikosti vlnových vektor̊u z disperzńıch vztah̊u (7.52) (a vykrát́ıme společný
faktor ω

c ):
n1 sinϑd = n1 sinϑr = n2 sinϑt. (7.61)

Z levé rovnosti plyne zákon odrazu – úhel dopadu se rovná úhlu odrazu, – pravá rovnost
představuje Snell̊uv zákon lomu:

ϑd = ϑr, n1 sinϑd = n2 sinϑt. (7.62)

V daľśım budeme značit úhel dopadu a odrazu ϑ1, úhel lomu ϑ2, tzn. Snell̊uv zákon bude
tvaru

n1 sinϑ1 = n2 sinϑ2. (7.63)

Pro n1 > n2, tedy při tzv. pr̊uchodu z opticky hustš́ıho do opticky řidš́ıho prostřed́ı, plyne
ze Snellova zákona ϑ2 > ϑ1. Ovšem muśı platit ϑ2 ≤ π

2 . Definujeme tzv. kritický úhel ϑC jako
takový úhel ϑ1, při kterém nastává ϑ2 = π

2 . Ze Snellova zákona pro hodnotu kritického úhlu
plyne

sinϑC =
n2

n1
. (7.64)

Pro úhel dopadu ϑ1 > ϑC se prošlá vlna
”
nemá kam zalomit“ a docháźı k tzv. totálńımu od-

razu, kdy do druhého prostřed́ı se vlna neš́ı̌ŕı a celá se odraźı. V tomto př́ıpadě se druhé prostřed́ı
chová jako reaktivńı prostřed́ı. Pod́ıvejme se na tento fakt detailněji. Uvažujme disperzńı vztah
druhého prostřed́ı pro prošlou vlnu

ω2 =
c2

n2
2

|~kt|2 =
c2

n2
2

(k2
ty + k2

tz). (7.65)

Vyjádř́ıme složku vlnového č́ısla ~kt ve směru osy z, udávaj́ıćı, jak moc vlna postupuje ve směru
osy z,

k2
tz =

ω2

c2
n2

2 − k2
ty. (7.66)

Dále můžeme z podmı́nky (7.58) položit kty = kdy, z vyjádřeńı (7.54) máme kdy = kd sinϑ1

a konečně kd můžeme vyjádřit z disperzńıho vztahu v prvńım prostřed́ı (7.52), kd = ω
c n1. Po

provedeńı těchto úprav dostaneme vztah (7.66) pro k2
tz ve tvaru

k2
tz =

ω2

c2

(
n2

2 − n2
1 sin2 ϑ1

)
. (7.67)

Pro ϑ1 > ϑC nemá disperzńı vztah (7.67) řešeńı pro reálné ktz. Tzn. skutečně vid́ıme, že pro
ϑ1 > ϑC se druhé prostřed́ı chová jako reaktivńı, tzn. nepodporuje š́ı̌reńı elektromagnetické vlny
ve směru osy z. Řešeńı (7.67) nalezneme pro ansatz ktz = −iκ, po dosazeńı máme

κ2 =
ω2

c2

(
n2

1 sin2 ϑ1 − n2
2

)
. (7.68)

Tvar elektromagnetické vlny v druhém prostřed́ı źıskáme po dosazeńı našeho ansatzu ~kt =
(0, kty,−iκ) do tvaru prošlé elektrické vlny ~Et (7.50):

~Et = ~Et0 e
i(ωt−~kt·~r) = ~Et0 e

i(ωt−ktyy)e−κz. (7.69)

Tento tvar představuje elektrickou vlnu postupuj́ıćı ve směru osy y, ale exponenciálně tlumenou
ve směru osy z. Můžeme opět definovat hloubku pronikáńı δ jako vzdálenost, na které amplituda
vlny poklesne na e−1 p̊uvodńı hodnoty. Zjevně δ = κ−1.
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7.4.2 Podmı́nky napojeńı pro jednotlivé polarizace

Uvažujme nyńı všechny podmı́nky napojeńı elektrického a magnetického pole na rozhrańı,

~E1‖ = ~E2‖ ⇒
(
~Ed0 + ~Er0

)
x,y

=
(
~Et0

)
x,y
,

ε1
~E1⊥ = ε2

~E2⊥ ⇒ ε1

(
~Ed0 + ~Er0

)
z

= ε2

(
~Et0

)
z
,

~B1⊥ = ~B2⊥ ⇒
(
~Bd0 + ~Br0

)
z

=
(
~Bt0

)
z
,

1

µ1

~B1‖ =
1

µ2

~B2‖ ⇒ 1

µ1

(
~Bd0 + ~Br0

)
x,y

=
1

µ2

(
~Bt0

)
x,y
, (7.70)

kde na levé straně jsou uvedeny podmı́nky bez souřadnic, na pravé straně jsme uvedli vztahy
pomoćı jednotlivých složek daných vektor̊u. U všech vln jsou exponenciály na rozhrańı stejné,
můžeme je tedy vykrátit, a v podmı́nkách napojeńı zbudou pouze amplitudové vektory. Složky
x a y jsou složky tečné k rozhrańı, složka z je složkou kolmou k rozhrańı (viz zavedeńı souřadnic
na obrázku 7.13). Pro přehlednost zápisu jsme zavedli značeńı ( ~A + ~B)x = Ax + Bx, atp. pro
daľśı složky.

Nyńı muśıme postup rozdělit na dvě oddělené části podle polarizace dopadaj́ıćı vlny. Uvažujeme
lineárně polarizovanou dopadaj́ıćı vlnu a jednou voĺıme rovinu polarizace tak, že elektrické pole
kmitá v rovině dopadu, podruhé voĺıme rovinu polarizace s vektorem elektrického pole kmi-
taj́ıćım kolmo na rovinu dopadu, viz obrázky 7.15.

y

x

z

(a) Polarizace v rovině dopadu.

y

x

z

(b) Polarizace kolmo na rovinu dopadu.

Obrázek 7.15: Rozlǐśıme dva př́ıpady podle směru lineárńı polarizace dopadaj́ıćı vlny.

Uvažujme ansatz, že polarizace se v odražené a prošlé vlně zachová – to odpov́ıdá představě,
že dopadaj́ıćı vlna na rozhrańı rozkmitává náboje ve směru své polarizace, tyto náboje pak
vyzařuj́ı vlny se stejnou polarizaćı. Nyńı můžeme zavést kladné směry elektrického a magne-
tického pole v jednotlivých elektromagnetických vlnách. Chceme, aby trojice vektor̊u ~E, ~B a ~k
tvořila pravotočivou soustavu vektor̊u. Vlnové vektory ~k jsou dané, směry vektor̊u elektrického
pole jsou omezené volbou polarizace v rovině dopadu nebo kolmo na rovinu dopadu. Zvolme
tedy kladné směry např́ıklad jako na obrázćıch 7.16.
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z = 0 y

z

~Ed

~kd

~Bd

~Er

~kr

~Br

~kt

~Et

~Bt

x

ϑ1 ϑ1

ϑ2

(a) Př́ıpad polarizace v rovině dopadu. Směry mag-
netického pole ~B voĺıme tak, aby směřovaly v
kladném směru osy x. Směry elektrického pole ~E
jsou pak již určeny z pravidla pravé ruky.

z = 0 y

z

x

~Ed ~kd

~Bd

~Er

~kr
~Br

~kt

~Et

~Bt

ϑ1

ϑ2

ϑ1

(b) Př́ıpad polarizace kolmo na rovinu dopadu.
Směry elektrického pole ~E voĺıme tak, aby
směřovaly v kladném směru osy x. Směry magne-
tického pole ~B jsou pak již určeny z pravidla pravé
ruky.

Obrázek 7.16: Kladné směry vektor̊u elektrického pole ~E a magnetického pole ~B pro jednotlivé polarizace.
Zakreslená je rovina dopadu s osami y a z.

Nyńı můžeme specializovat obecné podmı́nky napojeńı v (7.70) pro jednotlivé př́ıpady po-
larizace. Vlevo polarizace v rovině dopadu, vpravo polarizace kolmo na rovinu dopadu:

Ed0y + Er0y = Et0y, Ed0x + Er0x = Et0x,

ε1

(
Ed0z + Er0z

)
= ε2Et0z, 0 = 0,

0 = 0, Bd0z +Br0z = Bt0z,

1

µ1

(
Bd0x +Br0x

)
=

1

µ2
Bt0x,

1

µ1

(
Bd0y +Br0y

)
=

1

µ2
Bt0y. (7.71)

Některé podmı́nky napojeńı dopadly triviálně vlivem toho, že v konkrétńım př́ıpadě do daného
směru elektrické nebo magnetické pole v̊ubec nemı́̌ŕı a podmı́nka je tedy automaticky splněna.

Dále si vyjádř́ıme jednotlivé složky vektor̊u elektrického a magnetického pole pomoćı úhl̊u
dopadu ϑ1 a lomu ϑ2 z obrázk̊u 7.16. Pro př́ıpad polarizace v rovině dopadu máme:

~Ed0 = Ed0(0,− cosϑ1, sinϑ1), ~Er0 = Er0(0, cosϑ1, sinϑ1), ~Et0 = Et0(0,− cosϑ2, sinϑ2),

~Bd0 = Bd0(1, 0, 0), ~Br0 = Br0(1, 0, 0), ~Bt0 = Bt0(1, 0, 0), (7.72)

a pro polarizaci kolmo na rovinu dopadu:

~Ed0 = Ed0(1, 0, 0), ~Er0 = Er0(1, 0, 0), ~Et0 = Et0(1, 0, 0),

~Bd0 = Bd0(0, cosϑ1,− sinϑ1), ~Br0 = Br0(0,− cosϑ1,− sinϑ1), ~Bt0 = Bt0(0, cosϑ2,− sinϑ2).
(7.73)

Amplitudy magnetických poĺı můžeme vyjádřit pomoćı amplitud elektrických poĺı

Bd0 =
1

v1
Ed0, Br0 =

1

v1
Er0, Bt0 =

1

v2
Et0. (7.74)
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Zavedeme koeficienty pr̊uchodu P , resp. odrazuR, jako poměr amplitud prošlé, resp. odražené,
vlny k amplitudě dopadaj́ıćı vlny.

R =
Er0

Ed0
, P =

Et0

Ed0
. (7.75)

Nyńı dosad́ıme tvary složek elektrického a magnetického (7.72) a (7.73) do podmı́nek napo-
jeńı (7.71). Nahrad́ıme amplitudy magnetického pole dle (7.74) a na závěr v těchto rovnićıch za-
vedeme koeficienty R a P pomoćı definic (7.75). Označme symboly R‖ a P‖ koeficienty pr̊uchodu
a odrazu pro polarizaci v rovině dopadu a R⊥ a P⊥ pro koeficienty pro polarizaci kolmou na
rovinu dopadu. Po sérii těchto úkon̊u obdrž́ıme tyto rovnice:

(−1 +R‖) cosϑ1 = −P‖ cosϑ2, 1 +R⊥ = P⊥,

ε1(1 +R‖) sinϑ1 = ε2P‖ sinϑ2, 0 = 0,

0 = 0,
1

v1
(1 +R⊥) sinϑ1 =

1

v2
P⊥ sinϑ2,

1

µ1

1

v1
(1 +R‖) =

1

µ2

1

v2
P‖,

1

µ1

1

v1
(1−R⊥) cosϑ1 =

1

µ2

1

v2
P⊥ cosϑ2. (7.76)

Dostali jsme vždy tři rovnice pro př́ıslušné koeficienty R a P . Ukážeme, že vždy dvě z rovnic
jsou stejné a z̊ustanou nám dvě nezávislé rovnice pro koeficienty pr̊uchodu a odrazu. Siny v
rovnićıch (7.76) můžeme odstranit pomoćı Snellova zákona,

sinϑ1

sinϑ2
=
n2

n1
, (7.77)

a dospějeme k
ε1

n1
(1 +R‖) =

ε2

n2
P‖,

1

n1v1
(1 +R⊥) =

1

n2v2
P⊥. (7.78)

Zapǐsme vztahy mezi konstantami v, n, ε a µ:

n =
c

v
, v =

1
√
εµ
,

ε

n
=

1

c

√
ε

µ
,

1

nv
=

1

c
,

1

µ

1

v
=

√
ε

µ
. (7.79)

Po dosazeńı těchto vztah̊u do rovnic (7.76) a (7.78) se ukáže, že rovnice (7.78) nejsou nezávislé
(jsou stejné jako čtvrté rovnice v (7.76)).

7.4.3 Koeficienty pr̊uchodu a odrazu

Finálńı tvar rovnic (po vypuštěńı závislých rovnic (7.78) a dosazeńı z (7.79)) pro koeficienty
pr̊uchodu a odrazu pro př́ıslušné polarizace je následuj́ıćı:√

ε1

µ1
(1 +R‖) =

√
ε2

µ2
P‖, 1 +R⊥ = P⊥,

(1−R‖) cosϑ1 = P‖ cosϑ2,

√
ε1

µ1
(1−R⊥) cosϑ1 =

√
ε2

µ2
P⊥ cosϑ2. (7.80)

Řešeńım těchto rovnic źıskáme

R‖ =

√
ε2
µ2

cosϑ1 −
√

ε1
µ1

cosϑ2√
ε2
µ2

cosϑ1 +
√

ε1
µ1

cosϑ2

, R⊥ =

√
ε1
µ1

cosϑ1 −
√

ε2
µ2

cosϑ2√
ε1
µ1

cosϑ1 +
√

ε2
µ2

cosϑ2

,

P‖ =

√
ε1
µ1√
ε2
µ2

(1 +R‖), P⊥ = 1 +R⊥. (7.81)
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Tento výsledek představuje přesné řešeńı koeficient̊u pr̊uchodu a odrazu na rozhrańı dvou ne-

vodivých prostřed́ı plynoućı z Maxwellových rovnic. Veličina
√

µ
ε se nazývá impedance Z,

Z =

√
µ

ε
. (7.82)

Pro většinu materiál̊u plat́ı µ1 ≈ µ2 ≈ µ0. Můžeme tedy psát

n =
√
εrµr ≈

√
εr ≈

√
εr
µr

=

√
µ0

ε0

√
ε

µ
. (7.83)

Po dosazeńı předchoźıho výrazu do (7.81) dospějeme k tzv. Fresnelovým vzorc̊um:

R‖ =
n2 cosϑ1 − n1 cosϑ2

n2 cosϑ1 + n1 cosϑ2
, R⊥ =

n1 cosϑ1 − n2 cosϑ2

n1 cosϑ1 + n2 cosϑ2
, (7.84)

kde samozřejmě pouze jeden z úhl̊u je parametrem, druhý je určen ze Snellova zákona.

Pro kolmý dopad, ϑ1 = 0, máme ze Snellova zákona ϑ2 = 0 a Fresnelovy vzorce se redukuj́ı
na jednoduchý tvar

R = ±n1 − n2

n1 + n2
. (7.85)

Tento výsledek je ale velmi podivný. Při kolmém dopadu neńı rovina dopadu jednoznačně de-
finována a obě polarizace jsou zcela ekvivalentńı. Měly by tedy dávat stejné výsledky. Kámen
úrazu je v zavedeńı kladných směr̊u, viz obrázek 7.16. Pro př́ıpad polarizace v rovině dopadu
pro ϑ1 → 0 vektory ~Ed a ~Er mı́̌ŕı opačným směrem, zat́ımco pro polarizaci kolmou na rovinu
dopadu mı́̌ŕı stále stejným směrem (ve směru osy x). Tato situace upozorňuje na fakt, že pro
interpretaci Fresnelových vzorc̊u je třeba mı́t informaci o tom, jak byly zavedené kladné směry.
Jejich zavedeńı pak může měnit znaménka u koeficient̊u R a P r̊uzných polarizaćı. A jako ob-
vykle, konvence v literatuře neńı jednotná. Odsud dál v textu změňme kladný směr vektoru
~Er pro př́ıpad polarizace v rovině dopadu na opačný. To zp̊usob́ı R‖ → −R‖, odted’

tedy pracujeme s výrazem pro R‖, který má opačné znaménko než je uvedené v (7.84), (pro
kolmý dopad tak dostaneme konzistentně R = n1−n2

n1+n2
).

Tvary Fresnelových vzorc̊u můžeme dále zjednodušit, pokud dosad́ıme za index lomu n1

pomoćı Snellova zákona,

n1 = n2
sinϑ2

sinϑ1
. (7.86)

Dospějeme tak k jednoduchým tvar̊um4

R‖ =
tg (ϑ2 − ϑ1)

tg (ϑ2 + ϑ1)
, R⊥ =

sin(ϑ2 − ϑ1)

sin(ϑ2 + ϑ1)
. (7.87)

Pr̊uběhy těchto funkćı jsou znázorněny na obrázćıch 7.17, kde jsou rozděleny př́ıpady pro n1 < n2

a n1 > n2. Dále definujeme odrazivost jako R = R2 udávaj́ıćı, jaká část intenzity dopadaj́ıćı
vlny se odraźı, Ir = R Id. Grafy odrazivosti jsou taktéž na obrázku 7.17. Pro úhly ϑ1 → π

2
pro př́ıpad n1 < n2 jde odrazivost k jedné a z rozhrańı se stává dokonalé zrcadlo (podobně
pro ϑ1 → ϑC pro př́ıpad n1 > n2). Hodnota odrazivosti se lǐśı v závislosti na polarizaci (až na
ϑ1 = 0 a ϑ1 = π

2 , resp. ϑ1 = ϑC). To zp̊usobuje, že dopadá-li na rozhrańı nepolarizované světlo,
po odrazu se částečně lineárně polarizuje.

4Tvar R⊥ se źıská př́ımočarým použit́ım součtového vzorce, u vyjádřeńı R‖ je potřeba nejprve použ́ıt vzorec
pro sinus dvojnásobného úhlu a pak př́ıslušný součtový vzorec.
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(a) Koeficienty odrazu pro odraz na opticky
hustš́ım prostřed́ı, tzn. situace pro n1 < n2.

ϑ190◦0◦

1

−1

R

ϑB

R⊥

R‖

ϑC

(b) Koeficienty odrazu pro odraz na opticky řidš́ım
prostřed́ı, tzn. situace pro n2 < n1. Pro úhly ϑ >
ϑC docháźı k totálńımu odrazu.

ϑ190◦0◦

1

0

R

ϑB

R⊥

R‖

(c) Odrazivosti pro odraz na opticky hustš́ım
prostřed́ı, tzn. situace pro n1 < n2.

ϑ190◦0◦

1

0

R

ϑB

R⊥
R‖

ϑC

(d) Odrazivosti pro odraz na opticky řidš́ım
prostřed́ı, tzn. situace pro n1 > n2. Pro úhly
ϑ > ϑC docháźı k totálńımu odrazu.

Obrázek 7.17: Fresnelovy vzorce. Graf koeficient̊u odrazu R a odrazivosti R v závislosti na úhlu dopadu
ϑ1 a polarizaci – v rovině dopadu R‖ a R‖, kolmo na rovinu dopadu R⊥ a R⊥. Na obrázćıch vlevo je
situace pro n1 < n2, vpravo pro n1 > n2. Brewster̊uv úhel ϑB znač́ı úhel, kdy R‖ = R‖ = 0.

7.4.4 Brewster̊uv úhel, polarizace odrazem

Při pohledu na grafy koeficient̊u odrazu, resp. odrazivosti, vid́ıme, že existuje speciálńı hodnota
úhlu, při které se polarizace v rovině dopadu v̊ubec neodráž́ı. Tomuto úhlu se ř́ıká Brewster̊uv
úhel.

Hledejme hodnotu úhlu, pro který je koeficient odrazu nula. Pokud bychom uvažovali vynu-
lováńı čitatele ve výrazech pro koeficient odrazu (at’ už pro R‖ anebo R⊥), dostaneme podmı́nku
ϑ1 = ϑ2. Tato ale nastává jen pro ϑ1 = ϑ2 = 0 a potom R = n1−n2

n1+n2
je nenulové.

Druhou možnost́ı je, že jmenovatel bude nekonečno. Tato situace může nastat jen s funkćı
tangens, tg (ϑ2 + ϑ1) = +∞, tedy pro kombinaci úhl̊u

ϑ1 + ϑ2 =
π

2
, (7.88)

tato podmı́nka tedy definuje Brewster̊uv úhel ϑ1 = ϑB a ř́ıká, že při dopadu pod Brewsterovým
úhlem sv́ıraj́ı směry odražené a lomené vlny pravý úhel, viz obrázek 7.18.
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ϑB ϑB

ϑ2

Obrázek 7.18: Paprsek dopadaj́ıćı pod Brewsterovým úhlem ϑB se zalomı́ tak, že směr prošlé a odražené
vlny sv́ırá pravý úhel. Odražený paprsek je lineárně polarizován kolmo na rovinu dopadu, jelikož koeficient
odrazu R‖ je nulový.

Po dosazeńı do Snellova zákona,

n1 sinϑB = n2 sin
(
π
2 − ϑB

)︸ ︷︷ ︸
cosϑB

, (7.89)

vyjádř́ıme

tgϑB =
n2

n1
. (7.90)

Tato rovnice má řešeńı pro libovolnou kombinaci index̊u lomu n1 a n2 – tedy pro jakékoliv
rozhrańı existuje Brewster̊uv úhel.

Existenci Brewsterova úhlu lze využ́ıt několikerým zp̊usobem. Necháme-li dopadat nepola-
rizované světlo pod Brewsterovým úhlem, elektrické pole kmitaj́ıćı v rovině dopadu se neodraźı
a my źıskáme světlo polarizované kolmo na směr dopadu. Tomuto jevu se ř́ıká polarizace odra-
zem. Jak již bylo řečeno, pod jiným úhlem se světlo polarizuje částečně. Dále máme-li lineárně
polarizované světlo, můžeme ho nechat dopadat pod Bresterovým úhlem tak, že polarizace lež́ı
v rovině dopadu, v takovém př́ıpadě se žádné světlo neodraźı a rozhrańı je dokonale pr̊uhledné
– tomuto jevu se ř́ıká Brewsterovo okno.
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Kapitola 8

Interference a difrakce

Linearita Maxwellových rovnic má za následek princip superpozice – vezmeme-li jakákoliv dvě
řešeńı Maxwellových rovnic, i jejich lineárńı kombinace je řešeńım. Energetické veličiny jsou
ovšem kvadratické v poĺıch – neplat́ı u nich, že vezmeme-li sumu řešeńı, dostanu i př́ıslušnou
sumu energetických veličin. Objevuje se dodatečný interferenčńı člen, který stoj́ı za jevem in-
terference. V následuj́ıćı kapitole si tento jev poṕı̌seme na př́ıkladu Michelsonova interferometru
a prozkoumáme, jaké podmı́nky mohou znemožnit pozorováńı interference, resp. zp̊usobit vy-
mizeńı interferenčńıho členu.

8.1 Michelson̊uv interferometr

Michelson̊uv interferometr je znázorněn a popsán na obrázku 8.1.

detektor

zrcadlo

zrcadlozdroj světla l1

l2

Obrázek 8.1: Michelson̊uv interferometr. Paprsek ze zdroje světla se děĺı na děliči svazku na dva, odráž́ı
se od zrcadel a poté se opět spoj́ı, aby dopadl do detektoru. Délky drah jednotlivých paprsk̊u označme
l1, l2.

My se zaměř́ıme na trochu obecněǰśı a zároveň jednodušš́ı uspořádáńı znázorněné na obrázku
8.2. Hlavńı změnou je nahrazeńı jednoho zdroje světla s děličem svazku rovnou dvěma zdroji.
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detektor

zrcadlo
S1

l1

l2

S2
polopropustné zrcadlo

zdroje světla

Obrázek 8.2:
”
Pedagogický“ interferometr. Dva zdroje světla jsou pomoćı zrcadel nasměrované do de-

tektoru s drahami délek l1 a l2.

Zapǐsme elektrická pole generovaná v jednotlivých zdroj́ıch světla, uvažujeme, že maj́ı stej-
nou úhlovou frekvenci ω:

E1(t) = E1 cos(ωt+ ϕ1), E2(t) = E2 cos(ωt+ ϕ2). (8.1)

Prozat́ım předpokládejme, že fázová posunut́ı ϕ1 a ϕ2 jsou konstanty. Zároveň jsme napsali
elektrické pole jako skalárńı veličinu – jev polarizace a vlastńı fakt, že je veličina elektrického
pole vektorová, zde nejsou pro následnou diskuzi d̊uležité. Elektrické pole ve vzdálenosti l podél
dráhy př́ıslušného paprsku můžeme zapsat1 jako postupnou vlnu

E(l, t) = E cos(ωt− kl + ϕ). (8.2)

Vlna dopadaj́ıćı do detektoru je pak superpozićı vln z jednotlivých zdroj̊u:

ED(t) = E1(l1, t) + E2(l2, t) = E1 cos(ωt− kl1 + ϕ1) + E2 cos(ωt− kl2 + ϕ2). (8.3)

Nás zaj́ımá intenzita měřená detektorem s rozlǐsovaćı dobou troz � T . Z periodicity vlny ED(t)
stač́ı středovat přes jednu periodu T :

ID = 〈E2
D(t)〉troz = 〈E2

D(t)〉T
= 〈E2

1 cos2(. . .)〉+ 〈E2 cos2(. . .)〉+ 2E1E2〈cos(ωt− kl1 + ϕ1) cos(ωt− kl2 + ϕ2)〉. (8.4)

Nyńı označ́ıme

Ii =
1

2
E2
i , Ei =

√
2Ii, i ∈ {1, 2}, (8.5)

tedy intenzity jednotlivých vln Ii vyjádř́ıme pomoćı amplitud Ei a obráceně (a ignorujeme

konstantu
√

ε
µ , což pouze odpov́ıdá jiné volbě jednotek). Zároveň použijeme součtový vzorec na

součin cosin̊u v (8.4):

ID = I1 + I2 + 4
√
I1I2

[
1

2
〈cos(2ωt− k(l1 + l2) + ϕ1 + ϕ2〉+

1

2
〈cos(k(l1 − l2) + ϕ1 − ϕ2)〉

]
(8.6)

Po vystředováńı je pak výsledná intenzita dopadaj́ıćı do detektoru:

ID = I1 + I2 + 2
√
I1I2 cos

(
k(l1 − l2) + ϕ1 − ϕ2

)
. (8.7)

Výsledná intenzita záviśı na funkci fázového rozd́ılu ∆ϕ tvaru

∆ϕ = k(l1 − l2) + ϕ1 − ϕ2, (8.8)

1Ignorujeme takové jevy jako úbytek amplitudy po pr̊uchodu polopropustným zrcadlem anebo fázový posuv
při pr̊uchodu, resp. odrazu, na jednotlivých zrcadlech. Můžeme si představovat, že jsou zahrnuty do délky dráhy
l. Pro daľśı diskuze nejsou tyto jevy nijak podstatné.
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která je závislá na rozd́ılu drah jednotlivých paprsk̊u. V závislosti na tomto rozd́ılu pozoru-
jeme bud’ konstruktivńı nebo destruktivńı interferenci, intenzita se obecně může pohybovat v
intervalu

I1 + I2 − 2
√
I1I2 = (

√
I1 −

√
I2)2 ≤ ID(∆ϕ) ≤ (

√
I1 +

√
I2)2 = I1 + I2 + 2

√
I1I2. (8.9)

Pro stejné intenzity obou zdroj̊u, I1 = I2 = I0 se výraz zjednoduš́ı na

ID(∆ϕ) = 2I0(1 + cos ∆ϕ) ∈ 〈0, 4〉I0. (8.10)

8.1.1 Vliv časové a prostorové koherence na viditelnost interference

V předchoźım textu jsme uvažovali, že fázové posuny ϕ1 a ϕ2 jsou konstantńı. Toto je idealizo-
vaný stav, který v realitě nikdy nenastává. Uvažujme, že posuvy fáze jsou funkce času, ϕ1(t) a
ϕ2(t), takové, že z̊ustávaj́ı téměř konstantńı po dobu tkoh � T – koherenčńı dobu. Po uplynut́ı
koherenčńı doby se hodnoty fáźı náhodně změńı. Připomeňme, že u tepelných zdroj̊u viditelného
světla máme T ≈ 10−14 s a tkoh ≈ 10−9 s.

Pod́ıvejme se nejprve, jak se změńı výrazy vypočtené v předchoźı kapitole. Elektrická pole
vyzařovaná z jednotlivých zdroj̊u nyńı nabudou tvaru

E1,2(t) = E1,2 cos(ωt+ ϕ1,2(t)). (8.11)

Podél paprsk̊u pak máme postupné vlny tvaru

E1,2(l1,2, t) = E1,2 cos(ωt− kl1,2 + ϕ1,2(tret1,2)), (8.12)

kde jsme funkce fáze vyjádřili v př́ıslušných retardovaných časech

tret1 = t− l1
c
, tret2 = t− l2

c
. (8.13)

Interferenčńı část Iint intenzity ID dopadaj́ıćı do detektoru (8.7), která vznikla středováńım
přes jednu periodu T , se nezměńı, nebot’ po dobu jedné periody jsou fáze ϕ1,2(t) konstantńı.
Interferenčńı intenzita ale bude nyńı časově závislá s časovou škálou změny tkoh:

Iint(t) = 2
√
I1I2 cos

(
k(l1 − l2) + ϕ1(tret1)− ϕ2(tret2)

)
. (8.14)

Výsledná intenzita pozorovaná v detektoru je dána dodatečným středováńım vztahu (8.14)
přes rozlǐsovaćı dobu př́ıstroje troz:

ID(t) = I1 + I2 + 〈Iint(t)〉troz . (8.15)

Nyńı rozlǐśıme r̊uzné situace a budeme se zabývat t́ım, jak vyjde vystředovaná intenzita
ID(t) ze vztahu (8.15).

1. Zdroje S1 a S2 jsou prostorově koherentńı.

Prostorová koherence popisuje vztahy mezi světelnými (elektrickými) poli v r̊uzných mı́stech
prostoru. Řekneme, že pole v mı́stech P1 a P2 jsou prostorově koherentńı, jestliže nám zna-
lost pole v mı́stě P1 umožńı předpovědět pole v mı́stě P2 (a naopak). Pokud tomu tak
neńı, řekneme, že zdroje jsou prostorově nekoherentńı.

Pokud jsou zdroje světla S1 a S2 prostorově koherentńı, bude pro funkce fáze platit2

ϕ1(t) = ϕ2(t) = ϕ(t). Je nutno poznamenat, že prostorová koherence zdroj̊u světla se

2Obecněji pak ϕ1(t)−ϕ2(t) = konst., se známou hodnotou konstanty na pravé straně. My zde pro jednoduchost
voĺıme nulovou pravou stranu.
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typicky zajǐst’uje rozděleńım paprsku z jednoho zdroje, tak jak je tomu v Michelsonově
interferometru. Funkce fázového rozd́ılu ∆ϕ je tedy nyńı tvaru

∆ϕ = k(l1 − l2) + ϕ
(
t− l1

c

)
− ϕ

(
t− l2

c

)
. (8.16)

Rozlǐśıme dva př́ıpady:

(a) Rozd́ıl retardovaných čas̊u je menš́ı než koherenčńı doba, |tret1 − tret2| � tkoh.

V takovém př́ıpadě jsou hodnoty fáze v r̊uzných (ale bĺızkých) časech stejné, ve funkci
fáze se odečtou a interferenčńı intenzita nebude závislá na čase – interferenčńı jev
bude stálý a tedy i viditelný.

Tato situace nastane pro |l1 − l2| � ctkoh, nebot’

|tret1 − tret2| =
∣∣∣t− l1

c − t+ l2
c

∣∣∣ =
1

c
|l1 − l2|. (8.17)

Rozd́ıl drah jednotlivých paprsk̊u tedy muśı být menš́ı než vzdálenost, kterou světlo
uraźı za koherenčńı dobu. Pro tkoh ≈ 10−9 s máme |l1 − l2| � 30 cm.

(b) Rozd́ıl retardovaných čas̊u je větš́ı než koherenčńı doba, |tret1 − tret2| � tkoh.

V tomto př́ıpadě porovnáváme hodnoty fázových posuv̊u v r̊uzných
”
oknech“ časové

koherence, tzn. fáze se stihla mezi časy tret1 a tret2 náhodně změnit. Dostáváme tedy
situaci, kdy se veličina

δϕ(t) = ϕ(tret1)− ϕ(tret2) (8.18)

náhodně měńı na časové škále tkoh. Muśıme opět rozlǐsit dva (pod)př́ıpady:

i. Máme
”
rychlý“ př́ıstroj, tj. troz � tkoh. V takovém př́ıpadě středujeme ve výrazu

pro intenzitu (8.15) konstantu, jelikož hodnota δϕ je za dobu středováńı neměnná.
Rychlý př́ıstroj tedy pozoruje rychlé změny interference na škále tkoh.

ii. Máme
”
pomalý“ př́ıstroj, tj. troz � tkoh. Nyńı se během rozlǐsovaćı doby př́ıstroje

hodnota fáze δϕ mnohokrát náhodně změńı vyplňuj́ıc rovnoměrně interval úhl̊u
〈0, 2π). Středováńı v intenzitě (8.15) zp̊usob́ı vynulováńı interferenčńıho kosinu a
interferenčńı jev nebude pozorovatelný. Celková intenzita naměřená v detektoru
bude prostým součtem intenzit jednotlivých paprsk̊u, ID = I1 + I2.

2. Zdroje S1 a S2 nejsou prostorově koherentńı.

V takovém př́ıpadě znalost pole u zdroje S1 (a tedy znalost funkce ϕ1(t)) neumožňuje
určit funkci ϕ2(t). Rozd́ıl δϕ(t) = ϕ1(tret1) − ϕ2(tret2) se nyńı také náhodně měńı na
časové škále tkoh (bez ohledu na velikost rozd́ılu |l1 − l2|, resp. |tret1 − tret2|). Nastává
tedy stejný př́ıpad jako v 1. (b), tzn. v závislosti na

”
rychlosti“ př́ıstroje bud’ pozorujeme

rychlé změny interferenčńı intenzity anebo je pozorováńı interference znemožněno.

V praktickém př́ıpadě pro optické jevy máme k dispozici pouze
”
pomalé“ př́ıstroje a můžeme

tedy podrobnou diskuzi výše shrnout do jednoduché poučky: Nekoherentńı vlny (at’ už časově
nebo prostorově) spolu neinterferuj́ı, výsledná intenzita je daná prostým součtem intenzit jed-
notlivých vln.

To je také d̊uvod, proč jev interference v běžném životě pozorujeme jen za jistých okol-
nost́ı. Světlo vyśılané r̊uznými zdroji světla (nebo také nebodovými zdroji světla) je prostorově
nekoherentńı a tedy interferenci nepozorujeme. Naopak pozorujeme např́ıklad interferenci na
tenkých vrstvách (olejová skvrna na vodě), kde dráhový rozd́ıl jednotlivých paprsk̊u je velmi
malý a tedy vlny jsou časově koherentńı.
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8.2 Difrakce

Pod problémem difrakce budeme rozumět uspořádáńı na obrázku 8.3. Zdroj světla vyśılá elek-
tromagnetické vlněńı, které necháme procházet nepr̊uhlednou přepážkou s otvorem3 a výsledné
vlněńı necháme dopadnout na st́ıńıtko, kde pozorujeme tzv. difrakčńı obrazec, pod č́ımž ro-
zumı́me rozložeńı intenzity vlny dopadaj́ıćı na st́ıńıtko v závislosti na poloze na st́ıńıtku. Naš́ım
úkolem bude na základě uspořádáńı experimentu předpovědět tvar difrakčńıho obrazce.

přepážka s otvorem
st́ıńıtko

zdroj světla

difrakčńı obrazec

Obrázek 8.3: Problém difrakce. Světlo dopadá na přepážku s otvorem a vytvář́ı difrakčńı obrazec na
st́ıńıtku.

8.2.1 Babinet̊uv princip

Abychom dokázali problém difrakce v̊ubec nějakým zp̊usobem uchopit, pod́ıvejme se na to,
jak vlastně funguje nepr̊uhledná přepážka. Nejprve uvažujme plnou přepážku bez jakéhokoliv
otvoru. Označme ~Edop pole dopadaj́ıćı zleva na nepr̊uhlednou přepážku. Toto pole interaguje

s atomy tvoř́ıćı přepážku a tyto atomy muśı vyzařovat pole ~Eind takové, že za přepážkou se
obě pole superponuj́ı na nulu:

~Edop + ~Eind = 0. (8.19)

Tzn. z definice nepr̊uhledné přepážky muśı být indukované pole takové, že v oblasti za přepážkou
přesně vyruš́ı dopadaj́ıćı pole.

~Edop ~Eind
~Edop+

Obrázek 8.4: Plná přepážka muśı indukovat takové pole, že celkové pole za přepážkou je přesně nulové.

Nyńı myšleně rozdělme přepážku na oblasti A a B, viz obrázek 8.5. Indukované pole ~Eind

od plné přepážky lze rozložit na indukovaná pole od část́ı A a B (pole od atomů tvoř́ıćıch část
A a B):

~Eind = ~EindA + ~EindB. (8.20)

3Otvor může být velmi rozličných a velmi komplexńıch tvar̊u.
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A

B

Obrázek 8.5: Přepážka myšleně rozdělená na dvě oblasti A a B.

Nyńı se rozhodneme odstranit část přepážky B. Jaké bude nyńı pole za přepážkou A,
označme ho ~EA? Odstraněńım části B muśı vymizet indukované pole ~EindB a za přepážkou
bude superpozice následuj́ıćıch poĺı:

~EA = ~Edop + ~EindA. (8.21)

Dosad́ıme-li rozklad (8.20) do (8.19), dostaneme vztah

~Edop + ~EindA + ~EindB = 0. (8.22)

Jednoduchým přesunut́ım členu ~EindB na druhou stranu rovńıtka dostaneme odpověd’ na naši
otázku:

~EA = − ~EindB, (8.23)

tzn. pole za přepážkou s odstraněnou část́ı B je úplně stejné, jako bychom nechali vyzařovat
pouze část přepážky B (až na znaménko, ale na tom nebude výsledná intenzita záviset). Viz
schematický obrázek 8.6. Rovnost (8.23) nám velmi pomůže v řešeńı problému difrakce.

A

(a) Pole ~EA = ~Edop + ~EindA.

B

(b) Pole ~EindB .

Obrázek 8.6: Pole za přepážkou tvaru A (s otvorem B), ~EA, je stejné jako pole vyzařované špuntem B,
~EindB .

Důležité je poznamenat, že Babinet̊uv princip plat́ı pouze přibližně. Proč tomu tak je? Indu-
kovaná pole od část́ı přepážky A a B se vzájemně ovlivňuj́ı. To znamená, že po odstraněńı části
přepážky B se pole ~EindA nutně změńı. Viz schematický obrázek 8.7. Tento efekt je nejvýrazněǰśı
na hranici mezi A a B, vymizeńı pole ~EindB bude zp̊usobovat největš́ı změny ve vyzařováńı
atomů v okoĺı hranice B. Jedńım z našich předpoklad̊u proto bude, aby otvor B byl dostatečně
velký v porovnáńı s vlnovou délkou procházej́ıćıho světla, D � λ, kde jsme označili velikost
otvoru jako D.

140



A

B

~Edop

~EindA
~EindB

Obrázek 8.7: Dopadaj́ıćı pole ~Edop indukuje pole vyzařovaná z přepážek A a B, ~EindA a ~EindB , a tyto
se vzájemně ovlivňuj́ı.

8.2.2 Komplementárńı st́ıńıtka

Přepážky A a B, která se navzájem doplňuj́ı na plnou přepážku, nazýváme komplementárńı, viz
obrázek 8.8. Pod́ıvejme se nyńı, jak se budou lǐsit difrakčńı obrazce těchto komplementárńıch
přepážek.

A

(a) A bez B.

B

(b) B bez A.

Obrázek 8.8: Komplementárńı st́ıńıtka.

Vyjdeme z již dokázaného vztahu (8.23) a přičteńım vhodné nuly ho upravme:

~EA = − ~EindB = −( ~EindB + ~Edop) + ~Edop = ~Edop − ~EB, (8.24)

kde jsme označili pole za přepážkou B (bez A), ~Edop + ~EindB, jako ~EB. Vztah mezi poli pro
komplementárńı přepážky je tedy

~EB = ~Edop − ~EA. (8.25)

Jako Babinet̊uv princip se pak označuje identita ~EA + ~EB = ~Edop, tedy že superpozićı poĺı

zp̊usobených př́ıtomnost́ı přepážky A, resp. B, dostaneme p̊uvodńı pole ~Edop v nepř́ıtomnosti
jakékoliv přepážky.

Význam identity (8.25) je následuj́ıćı. V mı́stech, kde je dopadaj́ıćı pole nulové, ~Edop = 0,
plat́ı za přepážkou

~EB = − ~EA, (8.26)

tedy, že difrakčńı obrazce od komplementárńıch st́ıńıtek jsou stejné! (Pro jistotu zopakujme,
že intenzita jakožto veličina úměrná kvadrátu elektrického pole na znaménka nehled́ı.) Tam,
kde je dopadaj́ıćı pole nenulové, docháźı k interferenci dopadaj́ıćıho pole a difrakčńıho pole od
přepážky A. Situaci ilustruje následuj́ıćı př́ıklad s laserovým paprskem dopadaj́ıćım na st́ıńıtko.
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V př́ıpadě nepř́ıtomnosti jakékoliv přepážky pozorujeme na st́ıńıtku samotné pole ~Edop jako
sv́ıt́ıćı tečku, viz obrázek 8.9.

laser tečka~Edop

Obrázek 8.9: Laserový paprsek představuj́ıćı dopadaj́ıćı pole ~Edop vytvář́ı sv́ıt́ıćı tečku na st́ıńıtku.

Dáme-li laserovému paprsku do cesty přepážku A, dostaneme difrakčńı obrazec ~EA, viz
obrázek 8.10 (a). Dáme-li nyńı do cesty komplementárńı st́ıńıtko, mimo p̊uvodńı sv́ıt́ıćı tečku
pozorujeme úplně stejný difrakčńı obrazec, viz obrázek 8.10 (b).

laser ~Edop

~EA

A

(a) Difrakčńı obrazec ~EA od st́ıńıtka A.

laser B

~EB
~Edop

(b) Difrakčńı obrazec ~EB od st́ıńıtka B.

Obrázek 8.10: Difrakčńı obrazce od komplementárńıch st́ıńıtek – zde např́ıklad dvou úzkých štěrbin a
př́ıslušného komplementu. V mı́stě mimo p̊uvodńı sv́ıt́ıćı tečku jsou obrazce identické. V mı́stě p̊uvodńı
tečky je pole ~EB dané interferenci obrazce ~EA s dopadaj́ıćım polem.

8.2.3 Huygens̊uv-Fresnel̊uv princip

Nyńı můžeme přistoupit k vlastńımu řešeńı difrakčńıho problému. Pro jednoduchost budeme
uvažovat pouze př́ıpad velmi vzdáleného zdroje světla v ose otvoru v přepážce. Dı́ky tomu nám
na přepážku kolmo dopadá rovinná postupná elektromagnetická vlna.

V kapitole o Babinetově principu jsme ukázali (viz vztah (8.23)), že difrakčńı obrazec v
př́ıtomnosti přepážky A (a tedy př́ıtomnosti otvoru na mı́stě B), ~EA, je dán pouze indukovaným
polem vyzařovaným fiktivńımi náboji v mı́stě otvoru B, ~EindB. Náboje jsou rozkmitávané do-
padaj́ıćı vlnou a samy pak vyzařuj́ı sférické vlny. Vzhledem k tomu, že v př́ıpadě plné přepážky
má úloha translačńı symetrii podél roviny přepážky, muśı být amplituda vyzařovaných vln v
každém mı́stě přepážky stejná. Výsledné pole za přepážkou je pak dáno superpozićı sférických
vln vyzařovaných fiktivńımi náboji v mı́stě otvoru B. Tyto úvahy nás vedou k následuj́ıćımu
difrakčńımu integrálu popisuj́ıćımu pole v bodě P za přepážkou:

~EP = ~E0

∫
B

1

r
ei(ωt−kr) dS, (8.27)

kde B je množina bod̊u tvoř́ıćıch otvor v přepážce, dS je element plochy a r je vzdálenost
mezi aktuálńım elementem plochy a bodem P . Tato vzdálenost jednak zp̊usobuje zmenšováńı
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amplitudy vyzařované vlny a dále výraz −kr určuje fázový posun vyzařované vlny v mı́stě bodu
P . Amplitudu ~E0 z našich úvah neńı možné určit. Naš́ı konečnou předpověd́ı tedy bude pouze
relativńı rozložeńı intenzit na st́ıńıtku.

V difrakčńım integrálu jsme úplně zanedbali, že vyzařováńı náboj̊u neńı izotropńı. Náboje
jsou rozkmitávané v rovině přepážky a budou tedy vyzařovat nejv́ıce ve směru kolmo na tuto
rovinu. Omeźıme se na konstatováńı, že náš difrakčńı integrál plat́ı pouze pro takovou oblast
st́ıńıtka, která neńı př́ılǐs vzdálená od kolmice procházej́ıćı otvorem v přepážce.

Nyńı zavedeme kartézské souřadnice (X,Y ) v rovině přepážky a (x, y) v rovině st́ıńıtka jako
na obrázku 8.11. Vzdálenost rovin přepážky a st́ıńıtka označme L. Element plochy má vyjádřeńı
dS = dX dY .

x

y

Z, z

přepážka/otvor st́ıńıtko

(x, y)

R

dopadaj́ıćı rovinná vlna
r

o

X

Y

B (X,Y )

O |Oo| = L

Obrázek 8.11: Zavedeńı kartézských souřadnic (X,Y ) pro rovinu přepážky a (x, y) pro rovinu st́ıńıtka.
Vzdálenost r je pak vzdálenost mezi body (X,Y ) a (x, y), vzdálenost R je mezi počátkem roviny přepážky
a bodem (x, y) v rovině st́ıńıtka. Vzdálenost rovnoběžných rovin přepážky a st́ıńıtka je L.

Vzdálenost r v difrakčńım integrálu (8.27) má v takto zavedených souřadnićıch vyjádřeńı

r = r(x, y,X, Y ), r2 = L2 + (X − x)2 + (Y − y)2. (8.28)

T́ımto je difrakčńı úloha obecně vyřešená (samozřejmě se všemi omezeńımi, které naše odvozeńı
provázelo). Pro daný otvor B dokážeme pomoćı difrakčńıho integrálu (8.27) určit elektrické
pole ~E(x, y) na st́ıńıtku a následně vypoč́ıtat i pr̊uběh intenzity I(x, y) = 〈 ~E2(x, y)〉. Vzhledem
k neznalosti amplitudy ~E0 neurčujeme absolutńı rozložeńı intenzity ale pouze relativńı.

Na závěr vysvětleme pojem Huygens̊uv-Fresnel̊uv princip. Tento princip ř́ıká, že body ot-
voru v přepážce jsou zdrojem sférických vln (Huygens̊uv princip) a výsledné pole za přepážkou
źıskáme jako jejich superpozici (Huygens̊uv-Fresnel̊uv princip). Historicky byl tento princip po-
stulován Fresnelem a př́ımo vede na difrakčńı integrál (8.27). My jsme zde tento integrál (a tedy
i Huygens̊uv-Fresnel̊uv princip) odvodili na základě Babinetova principu, principu superpozice
a studia vyzařováńı kmitaj́ıćıch náboj̊u.
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8.2.4 Fraunhoferova difrakce

Difrakčńı integrál (8.27) je obecně na výpočet velmi složitý. My zde séríı aproximaćı dospějeme
k nejjednodušš́ı možné difrakci a tou je tzv. Fraunhoferova difrakce.

Zaved’me nyńı vzdálenost R, která udává vzdálenost mı́sta (x, y) na st́ıńıtku od počátku O
roviny přepážky, ještě jednou viz obrázek 8.11. Souřadnicové vyjádřeńı této vzdálenosti je

R2 = L2 + x2 + y2. (8.29)

Vid́ıme, že tato nezáviśı na souřadnićıch (X,Y ) a tedy z pohledu integrace v rovině přepážky
je vzdálenost R konstantńı. Budeme nyńı cht́ıt vyjádřit vzdálenost r pomoćı vzdálenosti R a
zanedbat některé členy, aby se výraz pod integrálem zjednodušil. Dosazeńım za L2 ve vyjádřeńı
r (8.28) z výrazu pro R (8.29) dostaneme

r2 = R2 + (X − x)2 − x2 + (Y − y)2 − y2. (8.30)

Odmocněńım a vytknut́ım R obdrž́ıme hledaný výraz pro vztah mezi vzdálenostmi r a R:

r = R

√
1 +

(X − x)2 − x2 + (Y − y)2 − y2

R2
. (8.31)

Nyńı aproximujme odmocninu použit́ım Taylorova rozvoje do prvńıho řádu,
√

1 + x ≈ 1+ x
2 ; zde

tedy muśıme předpokládat, že rozměry otvoru v přepážce (rozsahy souřadnic X a Y ) a rozměr
oblasti na st́ıńıtku, kde difrakčńı obrazec pozorujeme (rozsahy souřadnic x a y) jsou mnohem
menš́ı než vzdálenost st́ıńıtka od přepážky L (R ve jmenovateli jsme odhadli vzdálenost́ı L):

r ≈ R
(

1 +
(X2 − 2Xx) + (Y 2 − 2Y y)

2R2

)
. (8.32)

Zároveň, pokud je otvor v přepážce dostatečně malý, můžeme dále zanedbat kvadratické
členy v souřadnićıch přepážky X2 a Y 2 v̊uči lineárńım člen̊um 2Xx a 2Y y. Co přesně se ro-
zumı́ pojmem

”
dostatečně malý“ se dozv́ıme později, až odvod́ıme tzv. kritérium Fraunhoferovy

difrakce. Po zanedbáńı kvadratických člen̊u dospějeme k výsledné aproximaci pro vzdálenost r
tvaru

r ≈ R
(

1− Xx+ Y y

R2

)
= R− Xx+ Y y

R
. (8.33)

Pokud bychom aproximovali ještě o trochu v́ıce, dostaneme jednoduše r ≈ R. Nyńı tyto aproxi-
mace dosad́ıme to difrakčńıho integrálu (8.27). Do fáze exponenciály dosad́ıme aproximaci (8.33)
a do úbytku amplitudy onu ještě hrubš́ı aproximaci r = R. T́ımto dospějeme k Fraunhoferově
difrakčńımu integrálu:

~E(x, y) =
~E0

R
ei(ωt−kR)

∫
B
ei

k
R

(Xx+Y y) dX dY. (8.34)

Proč jsme použili pro amplitudu hrubš́ı aproximaci než pro fázi? Fáze je pro jev interference
d̊uležitěǰśı než amplituda – fáze rozhoduje, jestli bude interference konstruktivńı nebo destruk-
tivńı, naproti tomu amplitudy rozhoduj́ı pouze o tom, jak moc bude interference kontrastńı4.
Nav́ıc ve funkci fáze vystupuje vlnové č́ıslo k = 2π

λ , které je pro optické vlnové délky řádu
107 m−1, tzn. i malé rozd́ıly fáze se velmi amplifikuj́ı velkým vlnovým č́ıslem. Posledńım do-
datkem je, že pokud bychom použili ve funkci fáze aproximaci r ≈ R, nedostali bychom v̊ubec
žádnou netriviálńı interferenci.

4Tzn. jak velký bude jasový rozd́ıl mezi konstruktivńı a destruktivńı interferenćı.
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Matematická vsuvka. Označme nové proměnné u a v jako

u =
k

R
x, v =

k

R
y (8.35)

a zaved’me tzv. charakteristickou funkci f(X,Y ) množiny B, f : R2 → R, tak, že

f(X,Y ) =

{
1 pro (X,Y ) ∈ B
0 pro (X,Y ) /∈ B. (8.36)

Potom integrál ve Fraunhoferově difrakčńım integrál̊u źıská tvar

E(u, v) ∝
∫
R2

f(X,Y ) ei(uX+vY ) dX dY. (8.37)

Toto je 2D Fourierova transformace (srovnej s 1D Fourierovou transformaćı v sekci 3.2). Z
matematického hlediska je tedy elektrické pole na st́ıńıtku předpovězené Fraunhoferovou difrakćı
dáno dvourozměrnou Fourierovou transformaćı charakteristické funkce f otvoru v přepážce.

Odvod’me nyńı tzv. kritérium Fraunhoferovy difrakce, tzn. za jakých okolnost́ı můžeme bez
obav zanedbat kvadratické členy ve výrazu (8.32). Pokud bychom je nezanedbali, vyskytl by se
v exponenciále ve funkci fáze dodatečný fázový posun tvaru

∆ϕ = k
X2 + Y 2

2R
. (8.38)

Pokud má tento dodatečný člen jen minimálně ovlivňovat výsledný interferenčńı obrazec, muśı
platit5 ∆ϕ � 1. Vyjádřeme vlnové č́ıslo pomoćı vlnové délky, k = 2π

λ , a zaved’me pr̊uměr D
jako pr̊uměr myšleného kruhu, do kterého se již celý otvor B vejde, viz obrázek 8.12.

O

D

B

Obrázek 8.12: Pr̊uměr D myšleného kruhu, do kterého se již schová celý otvor v přepážce B.

Nyńı můžeme ve výrazu pro fázový posun (8.38) použ́ıt odhady X2 + Y 2 ≤ 1
4D

2 a L ≤ R:

2π

λ

X2 + Y 2

2R
≤ π

4

D2

λL
� 1 (8.39)

Numerický faktor π
4 zahod́ıme (zvětš́ıme na jedničku) a dospějeme tak k finálńımu kritériu

Fraunhoferovy difrakce:

L� D2

λ
, D2 � λL. (8.40)

Výsledné kritérium tedy kvantifikuje, jak moc muśı být st́ıńıtko vzdálené, př́ıpadně jak moc
malý muśı být otvor v přepážce, abychom mohli bez obav použ́ıt Fraunhoferovu difrakci.

5Vid́ıme tedy, že jsme udělali určitý argumentačńı posun. Nakonec neńı až tak d̊uležité, jak je kvadratický
člen velký v porovnáńı s lineárńım, ale jak moc přispěje do výsledného fázového posunu, kde změna fáze o π
představuje rozd́ıl mezi konstruktivńı a destruktivńı interferenćı.
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V př́ıpadě, že kritérium Fraunhoferovy difrakce neńı splněno, jedná se pak o Fresnelovu
difrakci. Stejně tak hovoř́ıme o Fresnelově difrakci v př́ıpadě, že zdroj světla neńı dostatečně
vzdálený od přepážky s otvorem, takže nemůžeme uvažovat, že na přepážku dopadaj́ı rovinné
vlny. Touto složitěǰśı difrakćı se zde nebudeme zabývat.

Na závěr se pod́ıvejme na geometrický význam členu Xx+Y y
R ve Fraunhoferově integrálu.

Bez újmy na obecnosti položme Y, y = 0 a studujme výraz jen v rovině (x, z), resp. (X,Z).
Situace je znázorněná na obrázku 8.13. Hlavńı je zavedeńı úhlu θ, který představuje úhel, pod
kterým z počátku přepážky vid́ıme bod na st́ıńıtku, a vzdálenosti kolmého pr̊umětu l, opět viz
obrázek 8.13. Potom plat́ı vztah l = X sin θ = X x

R . Velká vzdálenost st́ıńıtka zapř́ıčiňuje, že
paprsky vycházej́ıćı z počátku přepážky a z bodu ve vzdálenosti X jsou téměř rovnoběžné a
rozd́ıl jejich délek R−r je přibližně roven l. Ve Fraunhoferově aproximaci si tedy představujeme,
že všechny paprsky dopadaj́ıćı v daném mı́stě na st́ıńıtko vycházej́ı z př́ıslušných bod̊u v otvoru
B rovnoběžně pod úhlem θ a dráhové rozd́ıly jsou pak dané prostě kolmým pr̊umětem mezi
jednotlivými paprsky.

X

O o
θ

X x

Z, zL

θ

l

x

R

r velká

vzdálenost

Obrázek 8.13: Geometrický význam funkce fáze ve Fraunhoferově difrakci. Úhel θ se dá vyjádřit jako
sin θ = x

R . Vzdálenost l je dána jako velikost odvěsny trojúhelńıku vzniklého kolmým pr̊umětem z bodu

X na paprsek vycházej́ıćı z počátku přepážky. Velikost l můžeme vyjádřit jako l = X sin θ = Xx
R .

V následuj́ıćıch sekćıch budeme studovat aplikace Fraunhoferova integrálu na několika základńıch
tvarech otvoru v přepážce.

8.2.5 Young̊uv pokus

Young̊uv pokus představuje studium difrakce na dvou obdélńıkových štěrbinách. Hlavńı rysy to-
hoto experimentu se zachovaj́ı i v př́ıpadě, že si celou situaci zjednoduš́ıme náhradou obdélńıkových
otvor̊u za dva bodové otvory, viz schematický obrázek 8.14. Situaci si dále zjednoduš́ıme t́ım,
že výsledný difrakčńı obrazec budeme studovat pouze na ose x, tzn. pro y = 0. Je samozřejmě
možné celou situaci spoč́ıtat s plným zachováńım geometrie dvou obdélńıkových štěrbin, viz
cvičeńı př́ıklad 11.7.
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Obrázek 8.14: Young̊uv pokus na dvouštěrbině. Pro jednoduchost výkladu provedeme náhradu
obdélńıkových štěrbin za bodové otvory.

Fraunhofer̊uv integrál (8.34) se pak změńı na pouhou sumu dvou člen̊u,∫
B
−→

∑
2 zdroje

, (8.41)

kde polohy zdroj̊u jsou Y = 0 a X = ±d
2 , kde d označuje vzdálenost bodových otvor̊u v přepážce,

viz obrázek 8.15.

xX

d
2

−d
2

O o
θ

|Oo| = L Z, z

R

r1 ≈ R+ d
2

x
R

r2 ≈ R− d
2

x
R

x

Obrázek 8.15: Young̊uv pokus na dvouštěrbině.

Konkrétně dostaneme následuj́ıćı vyjádřeńı pro elektrické pole podél osy x, ~E(x):

~E(x) =
~E0

R
ei(ωt−kR)

(
ei

k
R
d
2
x + e−i

k
R
d
2
x
)

=
~E0

R
ei(ωt−kR)2 cos

(
k

R

d

2
x

)
=

2 ~E0

R
ei(ωt−kR) cos

(
1

2
kd sin θ

)
, (8.42)

kde jsme zavedli úhel θ stejně jako na obrázku 8.13, tzn. jako sin θ = x
R , viz také obrázek 8.15.

Intenzita pozorovaná na st́ıńıtku bude

I(sin θ) = 〈(Re ~E)2〉 =
4E2

0

R2
〈cos2(ωt− kR)〉 cos2

(
1

2
kd sin θ

)
=

2E2
0

R2
cos2

(
1

2
kd sin θ

)
. (8.43)

Intenzita samozřejmě slábne se zvětšuj́ıćı se vzdálenost́ı od st́ıńıtka jako 1
R2 , ale hlavńı je in-

terferenčńı člen daný kvadrátem kosinu. Body, kdy tento kosinus nabývá maxima jsou dány
podmı́nkou

1

2
kd sin θ = mπ, m ∈ Z, (8.44)
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a tedy difrakčńı maxima jsou na st́ıńıtku vidět přibližně pod úhly

sin θm = m
λ

d
, m ∈ Z. (8.45)

Vid́ıme, že velikost
”
ohybu“ (tzn. jak moc je maximum odkloněno od př́ımého směru) je př́ımo

úměrná vlnové délce λ – č́ım deľśı vlnová délka, t́ım v́ıce se světlo ohýbá – a nepř́ımo úměrná
vzdálenosti štěrbin d – č́ım jsou štěrbiny bĺıž, t́ım v́ıce jsou maxima vzdálená od př́ımého
směru. Č́ıslo m se nazývá řád maxima a maximálńı pozorovatelný řád je zřejmě dán následuj́ıćı
podmı́nkou:

sin θ ≤ 1 m
λ

d
≤ 1 m ≤ d

λ
. (8.46)

Pr̊uběh intenzity na ose x na st́ıńıtku je zobrazen na obrázku 8.16 i s př́ıslušně vyznačenými
maximy.

sin θ

I

0 λ
d

2λ
d− 2λ

d
−λ
d

Obrázek 8.16: Pr̊uběh intenzity na ose x na st́ıńıtku pro dva bodové zdroje znázorněné jako funkce
proměnné sin θ. Maxima intenzity jsou v bodech sin θm = mλ

d , m ∈ Z.

Pokud se zaj́ımáme př́ımo o kartézské souřadnice difrakčńıch maxim na st́ıńıtku, stač́ı z
definice sin θ = x

R vyjádřit x:

xm = Rm sin θm ≈ Lm
λ

d
, (8.47)

kde jsme pro jednoduchost uvažovali maxima v bĺızkosti počátku, kde můžeme aproximovat
R =

√
L2 + x2 ≈ L. Vzdálenost sousedńıch difrakčńıch maxim na st́ıńıtku je pak

∆x = xm+1 − xm = L
λ

d
. (8.48)

8.2.6 Difrakčńı mř́ıžka

Zobecněńım Youngova pokusu je př́ıpad difrakčńı mř́ı̌zky, kdy počet obdélńıkových štěrbin zo-
becńıme na libovolné přirozené č́ıslo N ∈ N, N ≥ 2. Opět si situaci zjednoduš́ıme náhradou
konečně velkých obdélńıkových štěrbin za bodové otvory, viz obrázek 8.17. Pr̊uběh intenzity
budeme zkoumat pouze na ose x. Vzdálenost sousedńıch bod̊u necht’ je opět d.
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Obrázek 8.17: Difrakčńı mř́ıžka. Opět budeme pro jednoduchost uvažovat bodové otvory a intenzitu na
st́ıńıtku na ose x.

Zaved’me souřadnice v rovině přepážky tak, že prvńı otvor lež́ı v počátku a každý daľśı lež́ı
v kladné části osy X, tj. na souřadnićıch Xj = j d, j ∈ {0, 1, . . . , N − 1}, viz obrázek 8.18.

xX

O o|Oo| = L Z, z

x
...

d

2d

3d

(N−1)d
(N−2)d

R

θ

r1

r2

r3

rN−2

rN−1

Obrázek 8.18: Zavedeńı souřadnic pro př́ıpad difrakčńı mř́ıžky. Bodové otvory lež́ı na souřadnićıch Xj =
j d, j ∈ {0, 1, 2, . . . , N −1}. Vzdálenosti od jednotlivých otvor̊u k bodu na st́ıńıtku jsou ve Fraunhoferově
aproximaci rj ≈ R− jd xR .

Fraunhofer̊uv integrál (8.34) je nyńı, podobně jako v př́ıpadě Youngova pokusu (viz např.
(8.42)), suma sférických vln přes jednotlivé bodové otvory:

~E(x) =
~E0

R
ei(ωt−kR)

N−1∑
j=0

ei
k
R

(jd)x =
~E0

R
ei(ωt−kR)

N−1∑
j=0

(
ei

k
R
xd
)j
. (8.49)

Na sumu použijeme vzorec pro součet konečné geometrické řady,

N−1∑
k=0

xk =
xN − 1

x− 1
, (8.50)

a výsledný výraz si vhodně rozš́ı̌ŕıme, abychom se nakonec zbavili co nejv́ıce komplexńıch ex-
ponenciál převodem na goniometrické funkce:

~E(x) =
~E0

R
ei(ωt−kR) e

i k
R
Nxd − 1

ei
k
R
xd − 1

· e
−i k

R
x d

2

e−i
k
R
x d

2

· e
−i k

R
Nx d

2

e−i
k
R
Nx d

2

. (8.51)

Pak již jen upravujeme:

~E =
~E0

R
ei(ωt−kR) e

i 1
2
kdN x

R − e−i
1
2
kdN x

R

ei
1
2
kd x

R − e−i
1
2
kd x

R

e−i
1
2
kd(N−1) x

R =
~E0

R
ei(ωt−kR−

1
2
kd(N−1) x

R
) sin

(
k
RNx

d
2

)
sin
(
k
Rx

d
2

) .

(8.52)
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Výsledná intenzita na st́ıńıtku zapsaná pomoćı úhlu θ, sin θ = x
R , je

I = 〈(Re ~E)2〉 =
E2

0

2R2

(
sin
(

1
2kNd sin θ

)
sin
(

1
2kd sin θ

) )2

. (8.53)

Zkoumejme nyńı, stejně jako u Youngova pokusu, polohu difrakčńıch maxim. Tyto jsou nyńı
dané nulovým jmenovatelem (limita intenzity ale samozřejmě vyjde konečná). Jmenovatel je
nulový za podmı́nky

1

2
kd sin θ = mπ, m ∈ Z. (8.54)

Tato podmı́nka je ale úplně stejná jako v př́ıpadě dvoǰstěrbiny! Viz podmı́nka (8.44). Tzn.
můžeme převźıt výsledky o úhlové poloze difrakčńıch maxim (8.45), počtu difrakčńıch maxim
(8.46) a vzdálenosti maxim na st́ıńıtku (8.48):

sin θm = m
λ

d
, m ≤ d

λ
, ∆x = L

λ

d
. (8.55)

Jak se tedy lǐśı př́ıpad difrakčńı mř́ıžky od Youngova pokusu se dvěma štěrbinami? Pod́ıvejme
se na graf intenzity na ose x na st́ıńıtku na obrázku 8.19 pro N = 10. Difrakčńı maxima jsou
užš́ı v závislosti na počtu štěrbin, toto zužováńı je znázorněné na obrázku 8.20.

sin θ

I

0 λ
d

2λ
d− 2λ

d
−λ
d

Obrázek 8.19: Pr̊uběh intenzity na ose x na st́ıńıtku pro difrakčńı mř́ıžku znázorněné jako funkce
proměnné sin θ. Maxima intenzity jsou v bodech sin θm = mλ

d , m ∈ Z. Zde je konkrétně znázorněn
př́ıpad pro N = 10 štěrbin.

150



sin θ

I

0 λ
d

2λ
d− 2λ

d
−λ
d

N = 3

N = 4

N = 5

N = 10

N = 20

N = 2N = 2

Obrázek 8.20: Š́ı̌rka difrakčńıch maxim pro r̊uzný počet štěrbin v difrakčńı mř́ıžce. Poloha maxim z̊ustává
stejná, měńı se jen jejich š́ı̌rka nepř́ımo úměrně s počtem štěrbin.

Š́ı̌rku difrakčńıho maxima definujeme pro jednoduchost jako vzdálenost bod̊u, kdy inten-
zita poprvé okolo tohoto maxima dosahuje nulové hodnoty. Tyto body jsou dány prvńımi nu-
lami čitatele v intenzitě (8.53), kdy je jmenovatel zároveň nenulový. Pro centrálńı maximum
dostáváme:

1

2
kNd sin θ± = ±π, sin θ± = ± 1

N

λ

d
. (8.56)

Pro š́ı̌rku maxima ∆(sin θ) máme:

∆(sin θ) = sin θ+ − sin θ− =
2

N

λ

d
, ∆θ ≈ 2

N

λ

d
, (8.57)

kde jsme aproximovali sin θ ≈ θ.
Difrakčńı mř́ıžka se často použ́ıvá jako spektrometr. Úhly, pod kterými pozorujeme difrakčńı

maxima (s výjimkou centrálńıho maxima), záviśı na vlnové délce světla. Dopadá-li tedy na
difrakčńı mř́ıžku světlo složené z v́ıce vlnových délek, na st́ıńıtku se maxima pro jednotlivé
vlnové délky zobraźı v r̊uzných bodech. Na st́ıńıtku pak můžeme určit, z kterých vlnových
délek se světlo dopadaj́ıćı na difrakčńı mř́ıžku skládá – můžeme tedy určit jeho spektrum.

Nesmı́me ale zapomenout na fakt, že difrakčńı maxima maj́ı konečnou š́ı̌rku. Budou-li tedy ve
spektru př́ıtomné př́ılǐs bĺızké vlnové délky, na st́ıńıtku je nebudeme schopni rozlǐsit. Jednoduché
kritérium rozlǐsovaćı schopnosti mř́ıžky je takové, že vzdálenost difrakčńıch maxim př́ıslušej́ıćıch
jednotlivým vlnovým délkám muśı být větš́ı než je š́ı̌rka těchto difrakčńıch maxim. Poloha
difrakčńıch maxim pro dvě vlnové délky λ1 a λ2 je

sin θ1 = m
λ1

d
, sin θ2 = m

λ2

d
. (8.58)

Chceme, aby vzdálenost maxim byla větš́ı než š́ı̌rka těchto maxim:∣∣∣∣λ1

d
− λ2

d

∣∣∣∣ > 2λ

Nd
, |λ1 − λ2| >

λ1 + λ2

N
. (8.59)
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kde jsme pro š́ı̌rku maxim zvolili pro jednoduchost středńı vlnovou délku λ = λ1+λ2
2 .

8.2.7 Štěrbina konečné š́ı̌rky

Posledńı aplikaćı Fraunhoferova integrálu, kterou si detailně ukážeme, je difrakce na jedné
obdélńıkové štěrbině, viz schematický obrázek 8.21 vlevo.

(a) Obdélńıková štěrbina.

X

Y

a
2

−a
2

b
2

− b
2

O

(b) Souřadnice obdélńıku v rovině přepážky.

Obrázek 8.21: Difrakce na obdélńıkové štěrbině s rozměry a× b.

Př́ımým použit́ım Fraunhoferova integrálu (8.34), kde souřadnicové vyjádřeńı obdélńıkové
štěrbiny B je znázorněno na obrázku 8.21 vpravo, ukážeme:
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(
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)
1
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x
R

·
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(

1
2kb

y
R

)
1
2kb

y
R

. (8.60)

Vzhledem k tomu, že neumı́me určit amplitudu ~E0 v difrakčńım integrálu, omezili jsme se
pouze na výpočet vlastńıho (fázového) integrálu. Pokud se budeme dále zaj́ımat pouze o pr̊uběh
elektrického pole a intenzity na ose x (tzn. budeme uvažovat y = 0), dostaneme výrazy

E(x, 0) ∝
sin
(

1
2kd sin θ

)
1
2kd sin θ

, I(x, 0) ∝

(
sin
(

1
2kd sin θ

)
1
2kd sin θ

)2

, (8.61)

kde jsme symbolem d = a označili š́ı̌rku štěrbiny ve směru osy x a opět zavedli úhel θ jako

sin θ = x
R . Funkce intenzity (v proměnné sin θ již neńı periodická, ale má tvar funkce

(
sinu
u

)2
,

kde u = 1
2kd sin θ). Graf intenzity na ose x je na obrázku 8.22.
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sin θ

I

0 λ
d

2λ
d− 2λ

d
−λ
d

3λ
d− 3λ

d

Obrázek 8.22: Pr̊uběh intenzity na ose x na st́ıńıtku pro štěrbinu š́ı̌rky znázorněné jako funkce proměnné
sin θ. Poloha minim je v bodech sin θm = mλ

d , m ∈ Z \ {0}.

Š́ı̌rka centrálńıho maxima je daná vzdálenost́ı prvńıch nul intenzity, tzn.

1

2
kd sin θ± = ±π, ∆(sin θ) = sin θ+ − sin θ− =

2λ

d
, ∆θ ≈ 2λ

d
. (8.62)

Úhlové velikosti hlavńıho maxima ∆θ se také jinak ř́ıká velikost úhlové rozb́ıhavosti paprsku.
Jakmile je š́ı̌reńı elektromagnetické vlny omezeno otvorem nějaké velikosti, docháźı na tomto
otvoru k difrakci a paprsek za otvorem nez̊ustává stále stejně velký, ale rozšǐruje se mı́rou danou
př́ıslušnou úhlovou rozb́ıhavost́ı. Př́ıkladem omezeńı je např́ıklad konečná velikost výstupńıho ot-
voru laserového systému, konečná velikost čočky dalekohledu, atp. Jinak řečeno, nelze dosáhnout
přesné

”
rovnoběžnosti“ prostorově omezeného paprsku, ale vždy se vlivem difrakce bude rozb́ıhat.

Dále se pod́ıvejme na polohu minim. Tyto polohy jsou dány nulovost́ı čitatele, tzn.

1

2
kd sin θ = mπ, m ∈ Z \ {0}, (8.63)

což je opět stejná podmı́nka jako v př́ıpadě Youngova pokusu anebo difrakčńı mř́ıžky (jen jde
ted’ o minima mı́sto maxim), tzn. plat́ı stejné vztahy,

sin θm = m
λ

d
, m ≤ d

λ
, ∆x = L

λ

d
, (8.64)

pro polohu minim, počet viditelných minim a vzdálenost minim na st́ıńıtku.

8.2.8 Difrakce na kruhovém otvoru

Přirozeně se nab́ıźı se ptát, jak bude vypadat difrakce na kruhovém otvoru? Očekáváme, že
jelikož má otvor rotačńı symetrii, bude mı́t stejnou symetrii i difrakčńı obrazec.

Obrázek 8.23: Difrakce na kruhovém otvoru.
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Při výpočtu difrakčńıho obrazce se jev́ı jako výhodné nezavádět do roviny přepážky a st́ıńıtka
kartézské souřanice X,Y a x, y, ale polárńı souřadnice ρ, φ a r, ϕ. Ze symetrie úlohy pak bude
výsledná intenzita závislá pouze na souřadnici r, I(r). Bohužel přes zdánlivou jednoduchost
této úlohy vede výsledný difrakčńı integrál na speciálńı funkce zvané Besselovy Jn(x), n ∈ N0.
Výsledná difrakčńı intenzita má tvar

I(sin θ) ∝

(
J1(1

2kd sin θ)
1
2kd sin θ

)2

, (8.65)

kde d je pr̊uměr otvoru a sin θ = r
R = r√

L2+r2
. Besselovy funkce mohou být definovány integrály

Jn(x) =
1

π

∫ π

0
cos(nu− x sinu) du. (8.66)

Tvar funkce I(sin θ) je znázorněn na obrázku 8.24. Centrálńı maximum, které je definované
polohami prvńıch nulových bod̊u intenzity I je určené prvńı nulou funkce J1(x) pro x > 0.
Hodnota x se nedá analyticky vyč́ıslit, takže ji zapǐsme ve tvaru x = απ, kde α ≈ 1, 22. Potom
polohy prvńıch minim na st́ıńıtku budou na pozićıch

sin θ = ±αλ
d
. (8.67)

sin θ

I

0 λ
d

2λ
d− 2λ

d
−λ
d

3λ
d− 3λ

d
αλd

Obrázek 8.24: Tvar funkce I(sinϑ) pro difrakci na kruhovém otvoru – znázorněna černou barvou. Šedou
barvou je pro srovnáńı zobrazen pr̊uběh funkce I(sinϑ) na (obdélńıkové) štěrbině š́ı̌rky d. Centrálńı
maximum pro kruhový otvor je o něco širš́ı než pro štěrbinu.

8.2.9 Vliv koherence na viditelnost difrakčńıho obrazce

Nyńı se zabývejme otázkou, co může znemožnit pozorováńı jevu difrakce. Jelikož je difrakce
interferenčńım jevem, tak na jej́ı viditelnost bude mı́t vliv koherence světelného zdroje, který
difrakci vyvolává.

Jev difrakce je vyvolaný dráhovými rozd́ıly (a t́ım vyvolanými fázovými rozd́ıly) vln vzni-
kaj́ıćıch na otvoru přepážky (Babinet̊uv princip) a dopadaj́ıćıch na konkrétńı mı́sto st́ıńıtka.
Jestliže přepážku osvěcujeme bodovým zdrojem světla s dobou časové koherence tkoh, pak
rozd́ıl drah jednotlivých paprsk̊u muśı být mnohem menš́ı než c tkoh. Na konci kapitoly 8.2.4 o
Fraunhoferově difrakci jsme ukázali, že rozd́ıl drah je velikosti d sin θ, kde d je velikost otvoru
v přepážce. Pro tepelné zdroje máme tkoh ≈ 10−8 s a tedy c tkoh ≈ 30 cm. Časová koherence te-
pelných zdroj̊u tedy nebude problém pro otvory v přepážce mnohem menš́ı než 30 centimetr̊u. V
opačném př́ıpadě se bude snižovat kontrast interferenčńıho obrazce a tedy i viditelnost difrakce.
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Jak to bude v př́ıpadě nebodového zdroje světla? V tepelném nebodovém zdroji jsou jeho
jednotlivé body zdrojem prostorově nekoherentńıch vln – na základě znalosti vlny vyzařované
z jednoho bodu zdroje nedokážeme předpovědět vlnu vycházej́ıćı z jiného mı́sta zdroje. Jako
jednoduchý př́ıklad uvažujme nebodový zdroj světla skládaj́ıćı se ze tř́ı diskrétńıch bodových
zdroj̊u jako na obrázku 8.25.

otvor

A B

C

zdroje světla

Obrázek 8.25: Nebodový zdroj světla tvořený body A, B a C. Body A a B jsou umı́stěné na ose otvoru
kolmé k přepážce (a st́ıńıtku). Bod C je naopak vyosený. Na st́ıńıtku jsou pak schematicky znázorněné
difrakčńı obrazce od individuálńıch zdroj̊u A, B a C.

V části o vlivu koherence na viditelnost interference jsme si ukázali, že nekoherentńı vlny
spolu neinterferuj́ı – tedy intenzity od jednotlivých vln se prostě sč́ıtaj́ı. Takže obrazce od zdroj̊u
A a B se jednoduše překryj́ı a interferenčńı obrazec z̊ustane nezměněn (viz schematické grafy
na st́ıńıtku na obrázku 8.25). Zbývá nyńı určit, jak bude vypadat difrakčńı obrazec od zdroje
C – tedy zdroje př́ıčně posunutého mimo osu otvoru v přepážce. Tuto situaci jsme zat́ım v̊ubec
neuvažovali – vždy jsme brali rovinné vlny dopadaj́ıćı kolmo na přepážku.

Odpověd’ je naštěst́ı poměrně jednoduchá. V takovém př́ıpadě bude hlavńı difrakčńı maxi-
mum posunuto mimo osu otvoru tak, aby př́ımka procházej́ıćı zdrojem C a maximem na st́ıńıtku
procházela středem otvoru v přepážce, viz obrázek 8.26.

C

θ

θ

l

l

s1

s2

r1

r2

Obrázek 8.26: Dráhy krajńıch paprsk̊u vycházej́ıćı ze zdroje C dopadaj́ıćıch na jedno mı́sto na st́ıńıtku.
Délky těchto paprsk̊u jsou s1 + r1 a s2 + r2. Konstruktivńı interference vzniká tam, kde se tyto dráhy
rovnaj́ı. V takovém př́ıpadě nav́ıc plat́ı s2 − s1 = r2 − r1 = l = d sin θ, kde d je velikost otvoru.

Posun zdroje mimo osu otvoru v přepážce tedy zp̊usobuje posun difrakčńıho obrazce na
st́ıńıtku. Superpozice difrakčńıch obrazc̊u od velmi bĺızkých zdroj̊u A a C tak bude jevit jako
rozmazáńı difrakčńıho obrazce zp̊usobeného pouze zdrojem A. Spojitě rozložený (nebodový)
zdroj světla pak bude na st́ıńıtku vytvářet nekonečnou superpozici neinterferuj́ıćıch difrakčńıch
obrazc̊u – tato superpozice se bude jevit jako rozmazáńı p̊uvodńıho difrakčńıho obrazce. V
př́ıpadě, že rozměr zdroje světla bude natolik velký, že poloha hlavńıch difrakčńıch maxim od
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krajńıch bod̊u zdroje světla dosáhne na difrakčńı maxima prvńıho řádu od centrálńıch bod̊u
zdroje světla, difrakčńı obrazec zcela vymiźı. Předchoźı věta poslouž́ı jako kritérium pro určeńı
limitu velikosti zdroje světla, aby nebylo rozmazáńı difrakčńıho obrazce př́ılǐs velké. Pod́ıvejme
se na obrázek 8.27, kde zavedeme potřebné geometrické veličiny.

0. řád

1. řádzdroj světla

d

s

Ls L

∆ϑ ∆θ

Obrázek 8.27: Uvažujeme zdroj světla právě takové š́ı̌rky s ve vzdálenosti Ls od přepážky (s úhlovou
velikost́ı ∆ϑ), že zp̊usobuje překryv maxima nultého řádu od krajńıch bod̊u zdroje s maximem prvńıho
řádu od centrálńıch bod̊u zdroje.

Kvantitativně požadavek dostatečné nerozmazanosti zaṕı̌seme jako

∆ϑ� ∆θ. (8.68)

Vzdálenost interferenčńıch maxim pro bodový zdroj světla je ∆θ = λ
d a pro malé ∆ϑ můžeme

psát ∆ϑ ≈ s
Ls

. Můžeme pak dostat r̊uzné tvary nerovnosti (8.68) dle konkrétńı aplikace:

s

Ls
� λ

d
, resp. s� Ls

λ

d
, resp. d� λ

∆ϑ
. (8.69)

Na závěr uved’me malý př́ıklad. Úhlová velikost Slunce na obloze je asi ∆ϑ = 30′. Uvažujme,
že dominantńı vlnová délka ve viditelném světle je λ = 600 nm, poté nám výše uvedené kritérium
dává d � 70µm. Abychom tedy mohli pozorovat ohyb slunečńıho světla, muselo by procházet
otvory menš́ımi než 70µm < 0,1 mm!
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