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Neékolik poznamek

(1)

(2)

(3)

(4)
(5)

Dokument vznikl jako pfepis prednéasek p. doc. Marese z predmétu Algebra na katedre
matematiky FJFI v zimnim semestru 2008/2009.

VsSechna tvrzeni v pfednasce oznacovana jako pozorovani, lemmata, tvrzeni a véty budeme
nazyvat pouze lemmaty a vétami.

Prestoze jsou veskeré vyroky zapisovany tak, ze kvantifikatory nemaji zavorky, pro prehled-
nost psaného textu a uz ze zvyku zavorky psat budeme.

Pouzivame symbol € misto CC, divodem je zejména piehlednost tisténého textu.

Soucasti publikace je i rejstiik, ktery by mél pomoci s orientaci v textu.



1. TEORIE MNOZIN
° 1.1. NAIVNI TEORIE MNOZIN

(1) Cantor, 19. stoleti
(2) Vychazi z predstavy, ze kazdy objekt je mnozina.

V naivni teorii mnozin se brzy doslo k tzv. paradoxtim. Ve skutec¢nosti to nejsou paradoxy,
nebot paradox je ,neuvéfitelné, le¢ pravdivé tvrzeni“, ale zde jde skutecéné o spory v pravém
slova smyslu.

» 1.1.1. PRIKLAD (CANTORUV PARADOX). Necht U je mnoZina vSech mnozin a P (U) =
{z | x C U} jeji potenéni mnoZina (mnozina vsech jejich podmnozin). Potom nebot P (U) C U,
je |P (U)] < |U| (exaktni definice velikosti mnoziny je déle). Soucasné vsak VM (|P (M)| > |M]),
tedy 1 |P (U)| < |U], coz je spor.

» 1.1.2. PRIKLAD (RUSSELUV PARADOX). 2 predpoklady:
(1) kazdy vyrok V(z) definuje mnozinu;
(2) o kazdém prvku lze rozhodnout, zda do mnoziny patii, ¢i nikoli.

Potom definujme = := {y |y ¢ y}. Déle © € * = x ¢ = a zaroven x ¢ x = x € x, coZ je
Spor.

» 1.1.3. PRIKLAD (SEMANTICKE PARADOXY). Napf. paradox Krétana: , VSichni Kréfani jsou
1hafi.“ V této podobé vsak nefunguje a je tfeba jej poupravit: ,, Ted 1zu.“

1.2. AXIOMATICKA TEORIE MNOZIN
Teorie mnozin ma 2 axiomatiky, které jsou vsak ekvivalentni:

(1) Zermelova-Fraenkelova axiomatika (oznacovana ZF);

(2) Gédelova-Bernaysova axiomatika.
My budeme pracovat s Zermelovou-Fraenkelovou axiomatikou, jez vznikla v roce 1908.
> 1.2.1. AxioM (A0. AXIOMY ROVNOSTI).
(1) Va(z = x);
(2) VaVy(z =y =y = z);
(3) VaVyVz((x =y ANy = 2) = x = 2);

(4) Vx‘v’y(x =y= (Vuuer S uecy)AVulrcusye u)))

> 1.2.2. AXioM (Al. AXIOM EXISTENCE). 3Jz(z = z).



1.2.3. AXioM (A2. AXIOM EXTENZIONALITY). VaVy(z =y & Vu(u € z & u € y)).
1.2.4. AxioM (A3. AXIOM DVOJICE). VaVy3zVu(u € z< (u=xzVu=y)).

1.2.5. DEFINICE. Uspofadand dvojice (x,y) := {{z}, {z,y}}.
Usporadana n-tice (xy,...,x,) = (x1, (T2, ..., Tn)).

1.2.6. AxioM (A4. AXIOM SJEDNOCEN{ (sUMY). ) VzIzVu(u € 2z < Jy(u € y Ay € z)).
1.2.7. DEFINICE. Sumu systému x znacime z = |J .

1.2.8. Axiom (A5. SCHEMA AXIOMU VYDELENI). Necht F[u] je formule s volnou proménnou
u, jez neobsahuje volnou proménnou z. Potom axiomem je VxdzVu (u €z (uer ANF [u]))

1.2.9. PRIKLAD.
(1) F="uey'— prinik z =: x Ny.
(2) F="u¢y' —rozdil z =\ y.

(3) F="u # u” — existence prazdné mnoziny z =: ().

1.2.10. Axiom (A6. AXIOM POTENCE). Vz3zVu(u € z < u C ).
1.2.11. DEFINICE. Potenéni mnozinu mnoziny x znacime z = P (x).

1.2.12. AxioM (A7. AXIOM NEKONECNA). Fz(0 € 2 AVz(z € z = z U {z} € 2)).

1.2.13. PRIKLAD. P (0) = {0}. P ({0}) = {0, {0}}. P({0,{0}}) = {0, {0}, {{0}}, {0, {0}}}.

Tato posloupnost mnozin umoziiuje definovat pfirozend ¢isla (s nulou) jako mnoziny.
1.2.14. AxioM (A8. AXIOM FUNDOVANOSTI). Va(z #0 = 32(z € z AzNa =10)).
1.2.15. DUSLEDEK. VYy(y ¢ y).

1.2.16. AxioM (A9. AXIOM VYBERU). Nezafazuje se do ZF axiomatiky, pokud jej zahrneme,
pouzivame oznaceni ZFC (,,C* oznacuje ,axiom of Choice*).

1.2.17. DEFINICE (TRIDY V Z-F AXIOMATICE).
(1) Kazda formule F[u] definuje t¥idu Z = {u | F[u]}, u je mnozina.
(2) Tridy znac¢ime velkymi pismeny.
(3) Kazda mnozina je tfida z = {u |u € z}.
(4) Trida, ktera neni mnozinou, se nazyva vlastni t¥ida.

(5) U := {u | u = u} nazyvame universum a je to vlastni t¥ida.
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» 1.2.18. POzZNAMKA (GODELOVA-BERNAYSOVA AXIOMATIKA).
(1) Prvotnim pojmem je tiida.
(2) Mnozina je takovéa tiida, kterd je prvkem jiné tiidy.
(3) Trida, ktery neni mnozinou, je vlastni tiida.

(4) Obé teorie jsou ekvivalentni.

° 1.3. KARTEZSKY SOUCIN

» 1.3.1. DEFINICE. Méjme 2 t¥idy X, Y. Ttidu
X xY ={(u,v) [lue X ANvey}={z|Fuv(z=(u,v) A\ue X ANveY)}

nazveme kartézsky soudin X a Y.

» 1.3.2. LEMMA. Jsou-li x a y mnoziny, pak i kartézsky soucin x X y je mnozina.

o Dikaz. w € xAv ey = uv € XUY = {u},{uy,v} € PlzUy) = =z €
P(P(xUyY) = zxy={2€P(P(xUy))|Iudv(z=(u,v) ANu €z Av€Evy)}, tedy podle
schématu axiomu vydéleni je x X y mnozina. O



2. RELACE

» 2.0.1. DEFINICE. Necht M, ..., M, jsou libovolné mnoziny. Potom libovolné p C Mj x - - - X
M,, nazveme n-arni relaci na M; x --- x M, a ¢islo n aritou relace p.

» 2.0.2. DEFINICE.
(1) Kazdé R C M? nazyvame binarni relace na M?.

(2) R7':={{a,b) | (b,a) € R} je inverzni relace k R.

(3) RoS =RS:={{a,c) |3 e M({a,b) € RA (b,c) € S)} je soucin relaci.
(4) Dy = {{(a,a) |a € M} je diagonéla.

» 2.0.3. DEFINICE. Definujeme obecné vlastnosti, predpokladame platnost vyroki pro vSechna
a,b,c € M. Binarni relace je:

(1) reflexivni <= (a,a) € R <= Dy C R,
(2) transitivni <= (a,b) € RA(b,c) € R= (a,¢) € R <= RRCR;
(3) symetrickd <= (a,b) € R< (bya) e R <= R '=R;

(4) slabé antisymetrickd <= (a,b) € RA(b,a) E R=a=b <= R 'NRC Dy;

(5) silné antisymetrickd <= (a,b) € R= (ba) ¢ R < R 'NR=10;

(6) trichotonickd <= (a,b) ¢ R= ((b,a) € RVa=0b) < R 'URUDy =M%

» 2.0.4. DEFINICE. RozlisSujeme nésledujici typy relaci:

(1) ekvivalence (zn. =) je reflexivni, transitivni a symetrickd. Ekvivalence rozdéluje mnoZinu
na tiidy ekvivalence. Mnozina M= vSech ttid ekvivalence se nazyva faktorova mnozina
nebo téz faktor-mnozina M podle =.

(2) uspotddani (zn. <) je relace reflexivni, transitivni a slabé antisymetricka.

(3) ostré uspoifddani (zn. <) je relace transitivni a silné antisymetrické. Plati:

a<b&sa=bVa<b,
a<bsa#bAa<b.

(4) Uplné usporddani (linedrni uspoiéddani) je relace trichotonickd (kazdé dva prvky jsou
srovnatelné), slabé antisymetrickd, transitivni a reflexivni.




3. USPORADANE MNOZINY
3.1. USPORADANE MNOZINY. RETEZCE

» 3.1.1. DEFINICE.

(1) Mnozina M s uspofadanim < se nazyva uspofadand mnozina (M, <).

(2) Pfirozenym zptisobem jsou na M definovany operace >, <, >.

(83) Necht R C M je tplné usporadand, pak ji nazveme Fetézcem.

» 3.1.2. DEFINICE. Necht (M, <) je uspofadana mnozina, a € M. Pak a je:
(1) nejvetsi prvek (posledni prvek) <= (Vz € M)(z < a);

(2) nejmensi prvek (prvni prvek) <= (Vo € M)(z > a);

(3) maximalni prvek <= (Vo € M)(x > a = = = a);

(4) minimélni prvek <= (Vox € M)(x <a =z = a).

> 3.1.3. LEMMA.
(1) Je-li a € M posledni, je maximalni.

(2) Je-li a € M prvni, je minimalni.

» 3.1.4. PRIKLAD.

(1) (N, | ). Relace ,,déli“: a | b < (3¢ € Z)(b = ac). Prvni prvek je 1, posledni neni.
(2) (Np, | ). Prvnim prvkem ztstéava 1, ale poslednim je 0, nebot n | 0 pro vSechna cela ¢isla.

(3) (N~ {1}, | ). Neméa nejmensi, ale ma minimalni — jsou to vSechna prvodcisla.

» 3.1.5. DEFINICE. Necht (M, <) je usporddana mnozina, N C M. Pak:
(1) z € M je horni zavora podmnoziny N <= (Vz € N)(z < z).
(2) z € M je dolni zavora podmnoziny N <= (Y € N)(z > 2).

(8) N je shora omezend <= existuje horni zavora V.

(4) N je zdola omezend <= existuje dolni zavora V.

» 3.1.6. DEFINICE. Necht (A4, <) a (B, <) jsou 2 uspofddané mnoziny, f : A — B. Pak fekneme,
Ze f je izotonni (izotonie) <= (Va,y € A)(z <y = f(z) < f(y)).

» 3.1.7. DEFINICE. Necht (4, <) a (B, <) jsou 2 uspofadané mnoziny. Pak:
(1) f: A — B je izomorfizmus, pokud je bijektivni a f i f~! jsou izotonni, tj.

(Va,y € A)(z <y & fz) < fy))-

(2) A a B jsou izomorfni (zna¢ime A = B), pokud existuje izomorfismus A — B.



) 3.2. EXVIVALENCE, SUBVALENCE MNOZIN

» 3.2.1. DEFINICE.

(1) Rekneme, 7ze M a N jsou ekvivalentni (ekvipoten¢éni) <= existuje bijekce M na N.
Znacime M ~ N.

(2) Rekneme, %e M je subvalentni N <= existuje injekce (prosté zobrazeni) M do N.
Znacime M < N.

(3) Rekneme, 7e M je ostfe subvalentni N <= M < N A M #% N. Znac¢ime M = N nebo
M < N.

> 3.2.2. POZNAMKA.
(1) ~ je ekvivalence.

(2) Tiidam ekvivalence U~ pfifazujeme kardinalni ¢islo.

(3) =< neni uspotradani, nebot A X BAB x A = A =~ B, nikoli A = B (X je reflexivni,
tranzitivni, ale neni slabé antisymetricka). Lze tedy usporddat kardinalni ¢isla.

» 3.2.3. VETA (CANTOR, BERNSTEIN). Necht M a N jsou libovolné mnoziny. Pak

M<xN AN NM = M=xN.

o Dikaz. Vime, ze existuji injekce f : M — N a g : N — M. Oznaéme N; := f(M), M; :=

g(N), N{ == N~ Ny, M{ := M~ M. Pak f: M 2% Ny ag: N 25 M.
Definujme posloupnost z,, nasledovne:

(1) x € M;

(2) pokud x; € M, definuji x5 := g~ 'z, jinak je z; posledni v posloupnosti;
(3) pokud x5 € Ny, definuji 3 := f~'x,, jinak je 2, posledni v posloupnosti;
4) ...

Posloupnost je jednoduse rekurentni (kazdy prvek zavisi pouze na nejblizsim pfedchozim),
tedy se mnozina M direktné rozklada na 3 podmnoziny:

(1) =z € My; C M, pokud posledni ¢len posloupnosti obsahujici x je v M;
(2) z € My C M, pokud posledni ¢len posloupnosti obsahujici x je v N;
(3) r € My, € M, pokud je posloupnost obsahujici z nekonecna.

Obdobné definujeme Ny, Ny a Ny
Potom nutné Ny C Ny, a tedy plati, Ze f/ar,, : My LN Ny je prosté, protoze f je prosté,

a na, protoze Ny C f(M). Obdobné g/n, : Ny Dl My a konecné f/n, : My N Ny. Tedy
My =~ Ny My =~ Ny a My, = N4, z ¢ehoz diky disjunktnosti rozkladt plyne M ~ N. ]



» 3.2.4. VETA (CANTOR).

°  Dikaz.
(M < P(M)) Polozme f(x) := {x}.

(M % P (M)) Dutkaz sporem. Piedpokladejme, ze M ~ P (M).
Pak (3g : M N P (M)). Ozna¢me D :={zx € M |z ¢ g(z)}, d = g ' (D). Pak
e decD=d¢g(d) =D,
e d¢ D=deg(d) =D,

coz je spor. (Tento typ dikazu se nazgva Cantortv diagondlni argument.)

3.3. UPLNE USPORADANE MNOZINY

» 3.3.1. DEFINICE. Necht (A, <), (B, <) jsou 2 Gplné uspofddané mnoziny. Potom fekneme,
ze A je podobnd B (relace podobnost; zna¢ime A = B), pokud existuje zobrazeni f : A — B
nazyvané podobnost, které je bijektivni a izotonni.

» 3.3.2. LEMMA. Podobnost je ekvivalence na tfidé vsech tplné usporfadanych mnozin.

o Dikaz.
(reflexivita) Podobnosti je identita.
(symetrie) Podobnosti g : B — A je inverzni zobrazeni k podobnosti f : A — B.

(transitivita) existence podobnosti f : A — B a g : B — C zajistuje existenci podobnosti
h:A—=C,h=gof.

U

» 3.3.3. DEFINICE. Ordinélni typ je charakteristickd vlastnost tiid ekvivalence na vsech tplné
usporadanych mnozinach podle =. Znaci se ord A.

» 3.3.4. PRIKLAD.
(1) ord () =: 0.

(2) Necht K je iplné uspoiradand a |K| = k € N. Pak ord K =: k. (Jednoznacnost lze ukazat
matematickou indukei, kazdd mé prvni prvek.)

(8) ord(N, <) =: w.

» 3.3.5. VETA. Necht A a B jsou podobné mnoziny. Pak ma-li A prvni prvek, ma jej i B.



o Dikaz. Necht p je prvni v A a f: A — B je podobnost. Ukdzeme, Ze f(p) je prvni v B, tj.
(Vy € B)(3z € A)(y = f()). Ale p je prvni v A, tedy > p = y = f(z) > f(p). O

» 3.3.6. LEMMA. Libovolné 2 tplné uspotfadané konecné mnoziny o stejném poctu prvku jsou
podobné.

© Dikaz. Ukazeme indukci podle poctu prvkii:
(1) n=1,n = 2: zfejmé

(2) n>2:|A|=|B|=n.
Definujeme p, ¢ jako nejmensi prvky v A resp. B, A = A — {p}, B'= B — {q}. Pro A’ a
B’ mame z indukéniho pfedokladu podobnost f': A" = B’
Pro A, B definujeme podobnost:

[ fl(x) proxeA
f<x)_{q prox =p

» 3.3.7. PRIKLAD.
1) S={2n|neN} =N, f: S =N, f(z)=2x/2.
(2) Ng =N, f(z) =2+ 1.

(3) (Z,<) 2 (N, <), nebot N mé prvni a Z nikoliv, ale Z ~ N.

» 3.3.8. DEFINICE. Rekneme, 7e tiplné uspoiadani (M, <) je husté, prave kdyz:

Vr,y e M,z < y)(Fz € M)(z < z <y).

» 3.3.9. PRIKLAD.
(1) (Z, <) neni husté usporadani.
(2) (Q, <) je husté usporadani.

» 3.3.10. VETA (CANTOR). Libovolna spocetna husté usporadand mnozina, kterd nema ani
prvni, ani posledni prvek, je podobna (Q, <).

» 3.3.11. DEFINICE. Nechf A je uplné usporddand mnozina, a € A. Pak tsekem mnoziny A
uréenym prvkem a rozumime A, :={zr € A |z < a}.

» 3.3.12. VETA. A uplné usporadana:
(1) Jeliaprvniv A < A, =10.
(2) Je-li a posledni v A, pak A, = A~ {a}.
(8) Ze 2 ruznych tsektt mnoziny A je jeden tsekem druhého.

(4) a<b < A, C A,



(5) ({Aa|a € A}, C) je tplné usporddand mnozina.

(6) ({Aalae A}, C)=(4,<).

° 3.4. DOBRE USPORADANT{

» 3.4.1. DEFINICE. Rekneme, Ze mnozina M je dobfe usporddand, ma-li libovolna neprazdné
podmnozina M prvni prvek.

» 3.4.2. VETA. Dobré usporadani je tplné.

o  Dikaz. Meéjme libovolné a,b € M, a # b. Pak mnozina {a,b} C M ma prvni prvek, a tedy
a < bnebo b < a. O

> 3.4.3. VETA.
(1) Neprazdna dobfe usporddand mnozina ma prvni prvek.
(2) Libovolnd podmnozina dobfe usporadané mnoziny je dobfe usporadana.

(3) Mnozina podobna dobfe usporddané mnoziné je dobfe uspofadana. (Dobie usporadané
[

mnoziny maji tedy vlastni tiidy ekvivalence podle = a jejich ordinalni typ nazyvame
ordinélni ¢islo.)

(4) Libovolny prvek dobfe usporddané mnoziny M, ktery neni posledni (posledni vSak nemusi
existovat), ma néaslednika, t;.

(Vo € M,z neni posledni)(Jy € M)(Vz € M)(z <z Vz>y).

> 3.4.4. PRIKLAD. Mgé&jme (Z, <) s uspofadanim definovanym néasledovné:
1) z,y>20 z<yez<y;
2) z,y<0 z<y&e —x<—y;
B)rz<0<y y=<ux
Pak ord (Z, <) = w4+ w # w (ordN = ord Ny = w).

» 3.4.5. Axiom (A9. AXioM VYBERU). Nalibovolném M # () existuje selektor (vybérova funkce)
¢:P (M)~ {0} — M aplati: (VA C M, A #0)(¢(A) € A).

» 3.4.6. DEFINICE. Zermelova-Frankelova axiomatika s axiomem vybéru se oznacuje ZFC.

» 3.4.7. VETA (ZERMELO, Vv ZFC). Na libovolné mnoziné existuje binarni relace, ktera je
jejim dobrym usporadanim.



» 3.4.8. VETA (v ZFC). Necht M je iplné usporddand mnozina. Pak nasledujici vyroky jsou
ekvivalentni:

(1) M je dobre uspotadana;

(2) na M plati indukéni podminka:

(vN S M) (Ve e M(Yy e M(y<z=yeN)=zeN)=N=M)

(3) na M plati podminka konecnosti klesajicich fetézct (kazdy ostie klesajici Fetézec ma ko-
nec¢nou délku).

o Dikaz. Pro M = () je dikaz trividlni. Tedy necht M # (.

(1 = 2) Dikaz sporem. Necht (3N C M)(Vz e M(Vye M(y<x=>ye N)=z € N)AN &
M). M je dobfe usporddand, tedy mé prvni prvek p a podle predpokladu (neexistuje
y<p)jep€ N, tedy N # (. Didle M ~ N # () (N je vlastni podmnoZina), tedy existuje
prvai prvek ¢ € M ~ N. Potom (Vy < ¢)(y € N) = q € N, coz je spors g € M ~ N.

(2= 3) Nechf N je mnoZina vSech z € M, pro které neexistuje nekoneény ostte klesajici
fetézec zacinajici v z.

(3 = 1) Dokazeme sporem. Necht M neni dobfe usporadand, tedy nechf existuje neprazdna
N C M, ktera nema prvni prvek. Pak pro libovolné a € N je tsek N, neprazdny (jinak by
a byl prvni prvek) a podle axiomu vybéru (3¢ : P (N) ~ {0} — N)(¢(z) € z). Definujme
posloupnost (ay)?° nasledovné: ay := ¢(N); ars1 = ¢(N,, ). Protofe N, je neprazdna pro
vSechna a a a1 < aj (vlastnost tseku), je (ax) nekoneény ostte klesajici fetézec, coz je
spor.

[l

» 3.4.9. PRIKLAD. 0 je dobfe usporddand, N je dobfe uspoiadané, ord N = w = ord N,
7 neni pri pfirozeném usporadani dobie usporadana, Q také neni.

» 3.4.10. LEMMA. Budte A, B podobné dobfe usporadané mnoziny. Pak existuje pouze jedna
podobnost A na B.

o Dikaz. Necht f: A — B, g: A— B, f#g, M:={zecA|f(x)#g(x)} #0, M
A, p prvni prvek v M. by = f(p), ba = g(p), necht b; < b2. Necht a € A takové, ze g(a)
b1, g(a) < by = g(p). Z izotonie méame f(a) < f(p) = by = g(a). Z toho dostavame a € M, co
je spor.

I

N«

O

» 3.4.11. VETA. Usporddand mnozina (N, <) je usporddand dobte.

» 3.4.12. VETA. Necht A je dobfe usporddand mnozina, B C A, B 2 A, f : A — B je
podobnost. Pak (Vx € A)(f(z) > x).

o Dikaz. Oznatme M :={z € A| f(x) < x}. UkdZeme sporem, ze M je prazdna.
Necht M # (). Pak M C A, tedy mé prvni prvek p. Plati f(p) < p, tedy z izotonie f je
f(f(p) < f(p), a tedy f(p) je prvek M mensi nez p, coz je spor. O
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3.4.13. VETA. Ze 2 dobfe usporadanych mnozin je vzdy jedna podobna druhé nebo jejimu
useku.

3.4.14. DUSLEDEK. Dobfe usporfddand mnozina neni podobné zZadné podmnoziné svého tseku
ani zadnému tseku své podmnoziny, tedy ani zadnému svému tseku.

3.4.15. VETA (PRINCIP MAXIMALITY, ZORNOVO LEMMA, KURATOWSKEHO LEMMA). Necht
(M, <) je usporddand mnozina. Pak ma-li libovolny fetézec z M horni zavoru v M, pak libovolny
prvek a € M je srovnatelny s néjakym maximalnim prvkem v M. (A tedy existuje alespon jeden
maximalni prvek v M.)

3.4.16. VETA (SPECIALNI PRIPAD ZORNOVA LEMMATU). Necht (S, <) je systém mnozin
uspofadany inkluzi. Pokud pro kazdy fetézec R z S je |JR € S, pak (VA € S)(3B €
S, B maximélni)(A C B).

3.4.17. VETA. Relace subvalence je trichotonickd na t¥idé vSech mnozin (tj. libovolné 2 prvky
jsou srovnatelné).

Diikaz. Méjme 2 neprazdné mnoziny A, B € U. Ozna¢me M mnozinu vSech prostych zobrazeni
z Ado B, tedy M = {f ‘ fo(A) 2 B}. Kazdé f je specidlni podmnozina A X B, tedy (M, Q)
je uspofadani. Necht R C M je fetézec. Oznacme g := |J R Ukazeme, ze g € M.

(g je zobrazeni) Necht (a,bi),(a,b2) € g. Pak (3f1, fo € R)((a,b1) € f1,{a,b2) € fs). Bez
Ujmy na obecnosti je fi C fo, a tedy (a,by),{a,by) € fo, tedy (nebot f; je zobrazeni)
bl - bQ.

(g je injekce) Vezmeme (ay,b), (as,b) € g. Stejnym postupem dostaneme a; = as.

Tedy v M existuje maximalni prvek f. UkdZeme, Ze je budto def f = A nebo f(A) = B.
Necht (Ja € A)(a ¢ def f) a (b € B)(f~1({b}) = 0). Pak f' := f U (a,b) je bijekce z A do B
a f < f', coz je spor s maximalitou f. O

3.4.18. VETA. Libovolny netrividlni vektorovy prostor V' mé (kone¢nou nebo Hammelovu)
béazi.

Diikaz.  Oznacme S systém vsech linearné nezavislych podmnozin V' usporadany inkluzi. Ukazeme,
ze pro libovolny Fetézec R = {A4;|i=1,...,n,00} C Sje A:=JR € S. M&mé konecnou
linearni kombinaci Z?Zl aja; prvki z A. Pro kazdé a; existuje A;; takové, ze a; € A;;. Ozna-
¢me i, = max; g i;. Pak (Vj € k)(q; € 4;,, € S), tedy Z?:l aja; =0 < (V))(a; = 0), coz
znamena, ze A € §. Tedy podle Zornova lemmatu existuje maximalni prvek B € S.

Ukazeme, ze By, = V. Zjevné B, C V, tedy zbyva ukéazat, ze generuje: Vezméme v € V \ B.
Pak BU{v} 2 B je linearné zavisla (jinak by B nebyla maximalni v §). Tedy existuje kone¢néa
linedrni kombinace z BU{v} a nutné je koeficient u v nenulovy (jinak by kombinace byla nulova
a z B, ale B je linedrné nezéavisld). Tedy v € B,. O

3.4.19. VETA (HAUSDORFFUV PRINCIP, V ZFC). V libovolné uspofddané mnoziné je kazdy
fetézec Casti néjakého maximalniho fetézce (ve smyslu inkluze).
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» 3.4.20. VETA. V ZF axiomatice jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:

(1) axiom vybéru;
(2) princip dobrého uspotradani (Zermelova véta);
(3) princip maximality (Zornovo lemma);

(4) Hausdorftav princip.

3.5. USPORADANI KARTEZSKEHO SOUCINU

» 3.5.1. DEFINICE. Necht (A, <), (B,<), Ax B={{(a,b)|ac A be B}.

Pak definuji lexikografické usporadani:

(a,b) < {c,d) <= (a<c V (a=cNb<d)).

3.5.2. LEMMA. Jsou-li A, B dobie usporadané, pak i lexikografické usporadani na A x B je
dobré.

Dikaz. Necht ) £ M C A x B. Polozme My :={a € A|(3b € B)({a,b) € M)}. 0 # M C A,
tedy mé prvni prvek p. Polozme Mp := {b€ B |(p,b) € M}. ) # Mp C B, tedy ma prvni
prvek q.

Ukézeme, ze (V{(a,b) € M)((p,q) < (a,b)). Z definice M, je p < a a pokud p = a, je
z definice Mp q < b. U

3.5.3. DEFINICE. Necht A, B jsou dobfe usporddané mnoziny, o = ord A, § = ord B. Defi-
nujeme soucin ordinélnich ¢isel:

a-f:=ord(B x A).

3.5.4. PRIKLAD.

(1) ordN = w.

(2) w-w=ord(N x N) =: w?

(3) w-2=ord({a,b;a <b} xN) =w +w # w.

(4) 2-w=ord(N x {a,b}) =ordN =w. Tedy w-2 # 2 - w.
3.5.5. DEFINICE. Necht & = {A; |i € I'} je systém po dvou disjunktnich mnozin (disjunkt-
nost lze zarucit polozenin A} := {i} x A;. Necht (I, <;) je usporadani, stejné tak pro vsechna

i €1 je (A;, <;) usporadéani. Pak definujeme uspotadané sjednoceni usporddanych mnozin na
mnoziné A = JS. Necht a,b € A, a € A;, b € A;. Pak

a<bs (i<;jV(ii=jNa<;b)).
3.5.6. LEMMA. Uspofadani < na A je tplné/dobré, pokud <; i vSechna <; jsou tiplné/dobra.

Dikaz. Obdobné jako pro kartézsky soucin O
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» 3.5.7. DEFINICE. Necht A;, Ay jsou dobfe usporddané mnoziny, « = ord Ay, 8 = ord A,.
Definujeme soucet ordinalnich ¢isel:

a+ f:=ord U{Al’ Ay}

» 3.5.8. PRIKLAD.
(1) 1+w=ord|J{A = {a}; Ao =N} =w.
(2) w+1=ord|J{A1 =N; Ay = {a}} #w.
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4. ALGEBRA

» 4.0.1. DEFINICE. Necht n € N.

(1) Pak n-arni algebraickou operaci na M # () rozumime libovolnou (n + 1)-arni relaci w na
M, ktera spliuje podminku jednoznac¢nosti:

(‘v’xl,...,xn,y,zeM)(((xl,...,xn,y) cEw A (1,...,2,,2) Ew) :>y:z).

(2) Cislo n nazjvame arita nebo &etnost operace w.

(3) Pozndmka: w C M™™!. Podminka jednoznacnosti vyjadiuje, Ze w je zobrazeni M™ — M.
(4) Pro n = 0 fikdme, Ze w je nulérni, a w je jednoprvkova mnozina.

(5) Pron =1 fikdme, Ze w je unarni.

(6) Pron = 2 fikdme, Ze w je bindrni, a znacime w(zy, r9) =: T1WTs.

(7) Pro n = 3 iikdme, Ze w je ternarni.

» 4.0.2. DEFINICE.

(1) Algebra je uspofddand dvojice A = (M,Q), kde M # () je nosi¢ algebry A a Q je
neprazdna mnozina algebraickych operaci.

(2) Pro nosi¢ pouzivame znacku M =: A°®, ale Casto také jen M =: A.
(3) Je-li Q konecna, Q = {wy,...,wi}, znac¢ime A = (M, wy,...,wy).
(4) Je-li M konec¢nd, pak pocet prvkit M znacime |M| a nazyvame jej fad algebry A.

(5) Je-li M nekonecna, pak fikame, ze A mé nekonecny fad.
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5. TEORIE GRUP
° 5.1. GRUPOID. POLOGRUPA

» 5.1.1. DEFINICE. Algebru G = (M,w) s binarni operaci w nazyvame grupoid. Operaci w
obvykle znac¢ime - a fikdme multiplikativni grupoid, nebo + a fikdme aditivni grupoid.

» 5.1.2. DEFINICE. Grupoid G = (M, -) je asociativni neboli pologrupa, plati-li asociativni zdkon:
(Va,b,c € M)((ab)c = a(bc)).

» 5.1.3. DEFINICE. Definujeme standardni souéin: (a;) = ay; (a1a2) = a1 -ag; (a1 ...a, ape1) =
(a1 ...an)an1.

» 5.1.4. LEMMA. Plati-li asociativni zdkon, pak plati i zobecnény asociativni zakon:

(Vm, n e N) (Vai € M) ((a1 o) (1 < Q) = (a9 .- amm)).

o Dikaz. Dikaz provedeme matematickou indukei podle n.

(n =1) Plyne z definice standardniho soucinu.

(n—=n+1) (a1...am)(@mi1 - Cmin Gmint1) = (@1 ) (Qmat - - - Ggen) Gmsns1) =
(a1 - am)(@mat - - Cmtn))Gmtns1 = (@1« Q) Gmntr = (A1 -+« Qopeng1)-

O

» 5.1.5. DEFINICE. Grupoid G = (M,-) je komutativni grupoid, plati-li komutativni zakon:
(Va,b € M)(ab = ba).

» 5.1.6. DEFINICE. §,, je mnoZina vSech permutaci mnozZiny n.

» 5.1.7. LEMMA. V komutativni pologrupé plati zobecnény komutativni zakon:

(VTL S N)(Vﬂ' S Sn)(al < Qp = Ar() - .aﬂ-(n))
o Dikaz. Plati, ze kazdé m € §,, je konec¢nym slozenim sousednich transpozici. ([l

» 5.1.8. DEFINICE. V pologrupé definujeme pro a € M a n € Ny prirozenou mocninu:

n

——
n-krat

V aditivni pologrupé pouzivame oznaceni n X a.

> 5.1.9. PRIKLAD.
(1) G=(Q,®),z®y = =¥ neni asociativni.

(2) (C™™ +) je komutativni pologrupa.
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» 5.1.10. PRIKLAD.

(1) Ciselné pologrupy: nosi¢em je vidy podmnozina C, operace jsou piirozené operace na
Cislech, tj. (+) nebo (-).

(a) (
(b) (
(e) (
(2) (Z,—) je grupoid.

Z,+) je komutativni pologrupa nazyvana aditivni pologrupa celych ¢isel.

Z,-) je komutativni pologrupa nazyvana multiplikativni pologrupa celych ¢isel.

N, ) je komutativni pologrupa.

(3) Necht A £ () aM={f:A— A} aw = o je operace sloZeni zorazeni. Pak (M, o) je
pologrupa (nekomutativni) a nazyva se symetrickd pologrupa na A.

(4) (C™™.) je pologrupa (nekomutativni).

» 5.1.11. DEFINICE. Neutrdlnim prvkem grupoidu G = (M, -) rozumime libovolny prvek e € M
takovy, ze (Va € M)(ea = ae = a). Oby¢ejné znacime v multiplikativnim grupoidu e := 1 a
nazyvame jednotka a v aditivnim e := 0 a nazyvame nula.

» 5.1.12. LEMMA. Grupoid ma nejvyse jeden neutralni prvek.
o Dikaz. Necht ey, ey jsou neutralni prvky. Pak e; = ejes = es. O

» 5.1.13. DEFINICE. Necht G = (M, -) je grupoid s jednotkou. Inverznim prvkem k a € M je
prvek a=! takovy, Ze a la = aa"! = 1.

» 5.1.14. LEMMA. V pologrupé s jednotkou ma kazdy prvek nejvyse jeden prvek inverzni.
o Diikaz. Necht a; a as jsou inverzni k a. Pak a1 = a;1 = ay(aas) = (a1a)as = as. O

» 5.1.15. DEFINICE. Prvky, ke kterym existuje inverzni prvek, se nazyvaji invertibilni nebo
regularni. V aditivnim grupoidu pouzivame nazev opac¢ny prvek a znacku —a.

» 5.1.16. DEFINICE. Rekneme, %e v grupoidu G = (M, -) lze délit, plati-li, Ze
(Va,b e M)(3x,y € M)(ax =b A ya =b).
» 5.1.17. DEFINICE. Rekneme, Ze v grupoidu G = (M, -) lze kratit, plati-li, Ze
(Va,b,c € M)((ac =bcV ca = cb) = a =1b).
» 5.1.18. PRIKLAD. V pologrupé (N, +) lze kratit, nebot a + ¢ = b+ ¢ = a = b, ale nelze délit,

nebot a + x = b nemd vzdy FeSeni. M4 tedy smysl pojmy zavadét nezavisle, nebot kraceni a
déleni ze sebe nevyplyvaji.
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° 5.2. GRUPA

» 5.2.1. DEFINICE. Pologrupa G, ve které lze jednoznac¢né délit, se nazyva grupa. Je-li navic
G komutativni, nazyva se Abelova grupa.

» 5.2.2. VETA. V libovolné grupé existuje jednotka a kazdy prvek ma inverzni.

o Dikaz.

(existence jednotky) Vime, ze (Va,b)(3z,y)(ax = b A ya = b). Tedy pro konkrétni a existuje
e tak, ze ae = a. UkdZeme, Ze e je jednotka. Mé&jme libovolné b € M. Pak (Jy)(ya = b) a
be = (ya)e = y(ae) = ya = b. Tedy e je univerzalni prava jednotka. Symetricky ukazeme
existenci univerzalni levé jednotky e’. Plati ¢/ = e¢’e = e =: 1, tedy existuje jen jedna
jednotka a je prava i leva.

(invertibilita) Oznacme ap FeSeni ax = 1 a ay, feSeni ya = 1. Pak ap, = arl = ag(aap) =
(apa)ap = lap = ap. Tedy existuje inverzni a je jeden.

O

» 5.2.3. VETA. Nechf G je pologrupa, ve které existuje prava jednotka e a libovolny prvek a
m4 zprava inverzni prvek a~! vzhledem k e. Pak G je grupa (tj. lze v G délit).

o Dikaz.
ca=-cae=-caa (a N =cela ) =e(a ) =aa (o) = ae = q,

tedy e je i levou jednotkou. ([l

» 5.2.4. DEFINICE. V grupé definujeme pro a € G* a pro n € Z celou mocninu:

(1) a" definované drive;
(2) a® :=1;
8) a7 i= (@) = @)
V aditivni grupé G = (G*, +) pouzivame pron > 1 zdpisn X a:=a+ -+ + a.
grup (G +)p pro n > 1 zap \
n-krat

> 5.2.5. LEMMA. V libovolné grupé plati (a”)' = a™, v Abelové grupé navic (ab)” = a™b".

» 5.2.6. PRIKLAD.

(1) Z = (Z;+) je aditivni grupa celych ¢isel a je Abelova.

(2) (Q~ {0},-) je multiplikativni grupa nenulovych raciondlnich ¢isel a je Abelova.

(3) Obdobné pro R~ {0} a C ~ {0}.

(4) Necht A£0, M={f:A LN A}. Pak (M, o) je grupa nazyvané symetrickd grupa na

A. Jednotkou je identické zobrazeni a inverznim prvkem k f je f1.
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(5) Symetrickou grupu na n znac¢ime §,,.

(6) E = ({1},") je nejmensi mozna grupa nazyvana trividlni grupa.

(7) Pro n € N a pro k£ € n definujeme ap = COS%T7T + z'siny"T7r a nazyvame je

komplexni n-té odmocniny z 1. Plati aya; = ags; (nebo apa; = ags;—, pokud k +1 > n).
Jednotka je 1 = a, a a,' = a, ;. Oznaéme /1 = {a; |k € n}. Pak ({/1,:) je Abelova
grupa.

(8) Necht V' je vektorovy prostor. Pak (V,+) je Abelova grupa.
5.2.7. DEFINICE. Pologrupa s jednotkou se nazyva monoid.

5.2.8. PRIKLAD. Monoid slov. Necht A # () je abeceda. Pak o = ay . .. a, je slovo. Ozna¢me
AT mnozinu v8ech neprazdnych slov, ¢ prazdné slovo a A* = AT U {¢} mnozZinu vSech slov.
Definujme operaci zietézeni o tak, ze « o § = ay...a,by...b,. Pak (AT o) je pologrupa a
(A*, o) je monoid.

5.3. PODGRUPA

5.3.1. DEFINICE. Nechf G = (M,-) je grupa. Rekneme, 7e mnozina N C M, N # 0 je
uzaviend v G, plati-li:

(Ya,b € N)(ab™ € N).
5.3.2. LEMMA. Je-li N uzaviena v G = (M, ), pak je H = (N, -) grupa.

Dikaz. Ukézeme, ze H spliuje zékladni vlastnosti grupy:

(existence jednotky) Vezmu libovolné pevné a € N a polozim b := a. Pak vim, Ze aa™! =

1eN.

(invertibilita) K libovolnému b € N polozim a := 1. Pak vim, ze 16! = b1 € N.

(uzavienost vici operaci) K libovolnym a,c € N polozim b := ¢~!. Pak vim, Ze ac™! =

abe N.
O

5.3.3. DEFINICE. H definované v predchozim lemmatu nazyvame podgrupa grupy G a zna-
¢ime H € G.

5.3.4. LEMMA. G e G, EF e G.

5.3.5. DEFINICE. Netrividlni podgrupa je takovda H € G, ze plati H # G a H # F.

5.3.6. VETA. Bud G = (M,") grupa a pro i € I bud H; = (NV;,+) systém jejich podgrup.
Potom H := (" H; = () Ni,-> e G.

el el
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o Dikaz. Nezbytné 1 € H; tedy H # 0. (Va,b € H)(Vi € I)(a,b € H;) = (Va,b € H)(ab™! €
H)) = ab™' € H. O

» 5.3.7. DEFINICE. M¢jme G = (M,-) a a € M. Pak ozna¢ujeme (a) nejmensi podgrupu (ve
smyslu inkluze) grupy G obsahujici a, tj. (a) = ()| H.Podgrupu (a) nazgvame cyklickd podgrupa

HeG

a€H,
grupy G.
> 5.3.8. LEMMA. (a)* = {d" |k € Z}.
o Dukaz. Je uzaviena vici testovaci podmince, je podgrupou a je zjevné nejmensi. O

» 5.3.9. DEFINICE. Necht G = (M, ") je grupa, N C M libovolna jeji podmnozina. Pak de-
finujeme podgrupu generovanou N jako (N) = ({H € G |N C H*}. Mnozinu N nazyvame
generator ().

> 5.3.10. LEMMA. (N)*={a}'---ak |n €Ny,a; € Nk; € Z} = K.

o Diikaz. Zjevnd nemutZe byt (N)° mensi, stadi tedy ukazat, Zze K je podgrupou: Necht a =

afafn e Kab=100" b € K apotom ab~! = af - akn b tm 070,

O

» 5.3.11. DEFINICE.

(1) Necht H, K € G. Pak definujeme souéin podgrup H - K = (H* U K*).

(2) Nechf pro vsechna i € I je H; € G. Pak definujeme [[ H; = <U H;>.

el iel
» 5.3.12. PRIKLAD.

(1) Necht S je mnozina sudych celych ¢isel. Pak (S,+) € (Z,+) je netrivialni podgrupa.
Ovétime uzavienost: (Va,b € S)(a —b € S), coz ale zjevné plati.

(2) S, je grupa permutaci n, necht A, je mnoZina vSech sudych permutaci (pfesna definice
dale). Pak vSechna 7,0 € A, jsou slozenim sudého po¢tu transpozici a inverze vznikne
prectenim transpozic pozpatku. Tedy (A, o) € (8,, o), kterou nazyvame alternujici grupa.

8] = nl; pron > 2 je |[A,| = n!/2.

(3) (C/i ) € <C> )

° 5.4. RAD PRVKU GRUPY

» 5.4.1. DEFINICE. Bud G = (M, ) grupa, a € M.

(1) a mé nekonecny ¥4d, pokud (Vk,l € Z, k # £)(a® # a*).

(2) Nema-li a nekonecny fad, pak mé konecny 7ad a fadem prvku a rozumime min{r € N |a" = 1}.

» 5.4.2. LEMMA. Nechf a € G m4 fad r a pro n&jaké k € Z je a* = 1. Pak r | k.
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o Dikaz. 'V celych ¢islech plati princip déleni se zbytkem (dikladné probereme nize):
(Vk,r € Z,r #0)(,R€ Z,0 < R <r)(k=rl+ R).

Plati a® = a*(a")* =1, tedy R € Na R < r, coz je spor s tim, ze 7 je f4d a. Tedy R = 0 a
r| k. ]

» 5.4.3. DEFINICE. Bud G = (M, -) grupa. Rekneme, Ze G je

(1) periodickd/torzni, mé-1i libovolny jeji prvek koneény fad;

(2) bez torze, pokud mé kazdy prvek rizny od 1 nekonecny 1ad;

(3) smiSend v ostatnich pripadech.
» 5.4.4. LEMMA. Libovolna konecna grupa je periodicka.

» 5.4.5. PRIKLAD. UkéZeme, Ze nekonecné grupy mohou byt periodické, bez torze i smiSené.

(1) Oznacme G, = (V1,-)a M = |J G, = {cos2qr +isin2qn |q € Q}. Pak M je uzaviena
neN
v (C,):a,b€ M, a € Gy, b€ Gy (abH)¥ = (aF)' (W) =1-1=1, tedy ab™! € Gp.
Zjevné (M, -) je nekone¢nd grupa a fad prvku a € Gy je nejvyse roven k. Tedy (M, -) je
nekonec¢na a periodicka.

(2) (Z,+) je zjevné bez torze, nebot pro z € Zje k xn =0« z = 0.
(3) (C,-) je smiSend, nebot (M, ) € (C,-) je periodickd a napf. ¢islo 2 € C mé nekonecny

rad.

» 5.4.6. VETA (ALGORITMUS DELENI, O DELEN{ SE ZBYTKEM).

(Vk, 0 € Z, L #0)(Fhg,r € Z)(k=qgl+r N 0<r<|).

o Dikaz.

(existence) Polozme ¢ := {%J, tedy ¢’ < ‘% <qd+1.Pak ¢ |¢] <k < |¢|+ ], tedy pro
r:=k—¢ |l plati 0 < r < |{|. Polozme ¢ := ¢'sgn{, pak plati ¢/ +r = ¢'{sgnl +r =

q [l +k—qt] =k

(jednoznac¢nost) Méjme druhou dvojici ¢, 7 spliujici tvrzeni véty a pro spor nejprve predpo-
klédejme, Ze ¢ # ¢. Potom |7 — 7| = |(k — ¢l) — (k — q0)| = |¢¢ — q| = [{[[¢ — q| = |¢]- 1.
Ale (Vry,1m0 € Z,0 < r1o < [f] = 1)(|r1 — 12| < |¢| — 1), coz je spor. Tedy ¢ = ¢ a
r=k—qgl=k—gl=r.

0

» 5.4.7. DEFINICE. Nejvétsi spolecny délitel k, ¢ € Z je takové d € Z, ze:

(1) d|k, d[§

2) d|kAd | (= d|d
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» 5.4.8. POzNAMKA. Je-li ¢islo d nejvétsi spolecny délitel, pak i ¢islo —d je nejvétsi spolecny

délitel.

5.4.9. VETA. K libovolnym ¢islim k,¢ € Z existuje nejvétsi spolecny délitel d a existuji
u,v € 7 takové, ze
d = uk + vl.

Diikaz. Necht k,¢ # 0. Ozna¢me D := {uk + vl |u,v € Z} C Z. Mnozina D je uzaviena na
souCty a Z-nasobky. Definujme d := min{x € D |z > 0} a ukdZeme, Ze je nejvétsi spolecny
délitel.

k=dg+r,kdeqeZ al0<r<dr=k—dq,kdeke Dadqe D, tedyr e D ar<d,
tedy musi r = 0, jinak by r > 0 Ar < d. Tedy d | k a stejnym postupem d | /.

Necht d' | k a d' | £. Z toho vyplyva, Ze d’' déli vSechna ¢isla v D, tedy i d' | d. O

5.4.10. DEFINICE. Nezaporny nejvétsi spolecny délitel k a ¢ budeme znadit §(k, £). Rekneme,
ze k a £ jsou nesoudélnd, kdyz o(k, () = 1.

5.4.11. DEFINICE. Nejmensi spoleény nasobek ¢isel k a ¢ oznacujeme v(k, () a je to nejmensi
takové m € N, ze k|m a £ |m.

5.5. CYKLICKE GRUPY
5.5.1. DEFINICE. Rekneme, 7e grupa G je cyklické, je-li rovna nékteré ze svych cyklickych
podgrup, tedy (Ja € G)(G = (a) = {a" | n € Z}). Prvek a nazyvame generator grupy G.

5.5.2. LEMMA.

(1) Kazda cyklicka grupa je Abelova.

(2) Kazda cyklicka grupa je nejvyse spocetna.

5.5.3. PRIKLAD.
(1) Z = (Z,+) je nekonecna cyklickd grupa generovana prvkem 1 nebo —1:

Z=(Z+)=1)=(-1).
(2) Pro kazdé n € N je /1 konecna cyklickd grupa s fadem n, generatorem je napf. a; =
coS %’r + ¢sin 27”
5.5.4. VETA. Libovolna podgrupa cyklické grupy je cyklicka.
Diikaz. G = (a), H €@ G.Pro H = F je generatorem jednotka. Oznaéme p = min{i € N |a’ € H}.
Ukézeme, ze (a”) = H.
(©) Ztejmé.

(2) Vezmeémé libovolné x € H. Pak (3¢ € Z)(z = a?). Ozna¢me d = 6(p, q) = up + vq. Potom
a® = a"Pt4 = (aP)" - (a?)" € H. p je nejmensi, tedy d > p, ale d | p, tedy d < p, coz
dohromady dé&va p = d. Soucasné d | ¢, tedy ¢ = pr a a? = (a?)" € (aP).

[l
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» 5.5.5. LEMMA. Nekonecna cyklickd grupa (a) ma pravé 2 generatory, a to a a a™'.

1

» 5.5.6. VETA. Bud G = (a) cyklickd grupa fadu n a nechf 1 < k < n. Potom a* generuje G

pravé tehdy, kdyz jsou k a n nesoudélna.

Diikaz.

(=) G = <ak>. Tedy a = (ak)u. 7Z toho vyplyva, ze a*~' = 1. Kazdy generator mé tad n,
tedy a ma fad n, tedy ku — 1 = vn, tedy uk —on = 1, tedy d(k,n) = 1.

(<) Z nesoudélnosti existujf u, v tak, ze uk +vn = 1. Dale a = a' = a***" = (a*)" (a")" =
(a¥)"1* = (a*)". Tedy pro libovolné z € G je z = a" = (a"*)".

O

5.5.7. DEFINICE. Definujeme Eulerovu funkci ¢ : N — N, kde ¢(n) je pocet ¢isel z n ne-
soudélnych s n.

5.5.8. LEMMA. n je prvodislo pravé tehdy, kdyz ¢(n) =n — 1.

5.6. KONGRUENCE

5.6.1. DEFINICE. Méjme grupoid G = (M, -) a mé&jme ekvivalenci = na M. Pak pro libovolné
x € M definujeme T, jako t¥idu ekvivalence podle =, ktera obsahuje z, tedy x € T, € M /=
(korektnost je zajisténa disjunktnosti t¥id ekvivalence).

5.6.2. DEFINICE. Budte G = (M,-) grupoid a = ekvivalence na G. Rekneme, 7e = je
kongruence na G, plati-li, ze

(Va,b,c,de M)((az bAc=d) = ac= bd).
5.6.3. DEFINICE. Budte G = (M, ) grupoid a = kongruence na G. Pak definujeme souéin

tfid ekvivalence M /= jako T, - T, = T,,. (Korektnost definice je zajisténa definujici vlastnosti
kongruence.)

5.6.4. DEFINICE. Budte G = (M, +) grupoid a = kongruence na M. Pak definujeme faktorgrupoid
Gijko G/=:=(M/=,")

5.6.5. VETA. Budte G = (M, ) grupoid a = kongruence na M. Pak G / = je pologrupa, resp.
je komutativni, resp. ma jednotkou, resp. je grupa, ma-li odpovidajici vlastnost i G.

Diikaz.  Vsechny body jsou obdobné, ukdzeme asociativitu (pologrupa). Necht T,,T;,,T. €
M/ =. Pak (TaTb>Tc = Tach = T(ab)c = Ta(bc) = TaTbc = Ta<Tch). ]

5.6.6. DEFINICE. M¢jme Z = (Z,+) alibovolné m € Z. Pak definujeme kongruenci modulo m
(znacime =,,) nésledovné:

a=nb < (Is€Z)(a—b=sm).

Ttidy Z / =,, se nazyvaji zbytkové t¥idy po déleni m. Faktorgrupu Z / =, oznacujeme Z,,.

22



» 5.6.7. LEMMA. Relace =,, je kongruence na Z.

o Dikaz. Ukézeme, ze =, je ekvivalence a splnuje defini¢ni podminku kongruence.
(reflexivita) Plati a —a =0 = Om.
(symetrie) Nechf a —b = sm. Pak b —a = —sm = (—s)m.
(tranzitivita) Necht a—b = smab—c=tm.Paka—c = (a—b)+(b—c) = sm+tm = (s+t)m.
(kongruence) Necht a —b=smac—d=tm. Pak (a+c¢) — (b+d) = sm+tm = (s+t)m.

O

» 5.6.8. PRIKLAD.
(m=0) a=ob<0]a—b<s a=Db, tedy kazdy prvek ma svou jednoprvkovou t¥idu.

(m=1) a=1b< 1]a—b, tedy vSechny prvky lezi ve stejné tiidé.

» 5.6.9. LEMMA. Prom > 1 plati, Ze dvé celd ¢isla jsou v jedné tfidé Z / =,, pravé tehdy, kdyz
davaji stejny zbytek po déleni m. Tedy ttid ekvivalence podle =, je m.

o  Dukaz.

(=) ay,a0 € Z, a1 =, as. Pak a; = mqy + r1, ag = mqa + r2 a a; — ag = sm. Odectenim
prvnich dvou mame a; —ay = m(q; — q2) + (r1 —12) = sm, r; —ro = m(q — g2 — s), tedy
m | ry — 79, ale protoze 0 < 719 < m, je nutné r; = ro.

(<) Vime, Ze 11 = 19, tedy a; — as = m(q1 — @2), tedy s = ¢1 — q2 & a1 =, as.
(|Z / =m| = m) Toto je zjevné z predchoziho.

U

» 5.6.10. LEMMA. Faktorgrupa Z,, grupy Z = (Z,+) podle =, je cyklicka s generdtorem 77,
tedy Z,, = (T1).

5.7. HOMOMORFISMUS

» 5.7.1. DEFINICE. Budte G; = (M,,), Gy = (M>,-) grupoidy. Rekneme, 7e h : M; — M, je
homomorfismus grupoidii, pokud plati:

(Va,y € My)(h(xy) = h(z)h(y))

a budeme téz znacit h : G; — Gs.
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» 5.7.2. DEFINICE. Homomorfismus h se nazyva:

(1) monomorfismus, je-li prosty (injekce);

(2) epimorfismus, je-li na (surjekce);
(3) izomorfismus, je-li prosty a na (bijekce);

(4) endomorfismus, je-li G; = Go.

(5) automorfismus, je-li izomorfni endomorfismus (bijekce G — G).

» 5.7.3. DEFINICE. Existuje-li izomorfismus h : G; — G5, nazyvame grupoidy izomorfni a
znaCime G = Gs.

» 5.7.4. PRIKLAD. G := (R*,.), Gy := (R, +). Definujeme h : G} — G3 jako h(z) = Inz.
Zjevné h(zy) = h(x)+ h(y), tedy h je morfismus a z analyzy vime, Ze je bijekci. Tedy G = Gs.

» 5.7.5. DEFINICE. Mgéjme G = (M, -) grupu a kongruenci = na (. Definujeme pfirozené zobrazeni
(pfirozeny epimorfismus) hyat 0 G — G / = jako hyat(z) = T

» 5.7.6. LEMMA. Ay, je epimorfismus.

o Dikaz. Plati hyat(2y) = Ty = T0T,) = hnat () hnat (y), tedy b je homomorfismus. Soucasné pro
kazdou tfidu T}, plati T, = hpat(z), tedy je na. O

» 5.7.7. VETA. Libovolné 2 nekone¢né cyklické grupy jsou izomorfni. Libovolné 2 cyklické grupy
s poctem prvka n € N jsou izomorfni.

o Diikaz. Meéjme libovolnou G = (a) nekone¢nou. Ukazeme, ze G = Z = (Z,+). Definujeme
h:G — Z jako h(a") = n x 1 = n. Pak h je prosté zobrazeni (m # n < a™ # a"), a nebof je
G nekonecnd, je na. Operace = na grupéach je ekvivalenci, tedy pro libovolné G, G5 je G; = Z
aGg’EZ, tedy GlgGQ. ]

» 5.7.8. DEFINICE. Necht G = (M, ) je grupoid, N C M. Pak H = (N, -) nazveme podgrupoid
grupoidu G, pokud je H grupoid, tedy (Vz,y € H)(xzy € H). Znac¢ime H € G.

» 5.7.9. LEMMA. Budte Gy, Go grupoidy, h : G; — G5 homomorfismus. Pak h(G) € Go.

» 5.7.10. VETA (O HOMOMORFISMU). Budte Gy, Gy grupoidy, h : G; — G5 homomorfismus.
Pak existuje kongruence (oznacovand =) na Gy takova, ze h(G1) = G / =5, kde h(G;) znaci
obor hodnot h.

o Dikaz. Definujeme =, jako = =, y < h(z) = h(y), tedy =, je zjevné ekvivalence (je defino-
vana pomoci rovnosti) Necht a =, b a ¢ =, d. Pak h(ac) = h(a)h(c) = h(b)h(d) = h(bd), tedy
ac =p, bd a =5, je kongruence.

Definujeme ¢ : Gy /=, — h(Gy) jako ¢g(T,) = h(z). Definice je korektni, nebof 7, =
T, < h(xz) = h(y), z toho téz vyplyva, ze g je prosté. Z definice g pomoci h plyne, ze pokryje
celé h(Gh), tedy je na. Je homomorfismus, nebot ¢(7,7,) = g(Ty,) = h(zy) = h(x)h(y) =
9(T:)g(1y). O
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5.7.11. POzZNAMKA. Vsimnéme si, jak souvisi korektnost definice s prostotou. Pokud by bylo
T, = T, a zaroven h(z) # h(y), pak definice neni korektni. Pokud by bylo h(z) = h(y) a
zaroven T, # T,, pak zobrazeni neni prosté.

5.7.12. VETA. Necht h : G; — G5 je homomorfismus grupoidii a bud g zobrazeni definované
v ditkazu piedchozi véty. Pak hp.. = g th.

5.7.13. VETA. Budte G, G grupoidy, h : G; — G5 homomorfismus. Je-li G; pologrupa,
resp. je komutativni, resp. mé jednotku, resp. je grupa, ma tutéz vlastnost i grupoid h(Gh).

Diikaz. Dikaz vSech bodu je obdobny, ukdzeme pienos jednotky. Necht 1 € Gy, pak h(1) je
jednotkou v h(G1). Nebot pro libovolné y € h(G)) existuje x € G, takové, ze y = h(z). Potom
yh(1) = h(z)h(1) = h(x1) = h(xz) = y. Podobné zleva. O

5.7.14. DEFINICE. Bud G = (M,-) grupa, A, B C M. Pak definujeme soucin podmnozin
A-Bjako A-B:={ab|a € A, b€ B}. (Vztah mezi soufinem podmnozin a podgrup osvétlime
pozdéji.) Je-li B = {b}, pak znacime AB = Ab = {xb|x € A}.

5.7.15. DEFINICE. Bud H &€ G podgrupa grupy, definujeme néasledujici 2 relace:
(1) ag=bs b tac H;
(2) a=g bsab™ ! € H;

které nazyvame leva, resp. prava ekvivalence indukovana podgrupou H.

5.7.16. LEMMA. Indukované relace jsou ekvivalence.

Diikaz.

(reflexivita) a y=a < a'a € H®, ale a ta = 1.

(symetrie) a y=b< blac H* < (b'a) ' =a'be H* < b y=a.

(tranzitivita) a y=bAbpg=c< b la,clbe H* = c b la e H* = cla € H* < a g=c.

Podobné lze ukazat totéz pro =p. U

5.7.17. PRIKLAD. Zvolme b=1.Pakayg=1<a€ H asoucasné a = 1< a€ H, tedy H
je jedna ze tfid ekvivalence podle obou indukovanych ekvivalenci.

5.7.18. LEMMA. Oznac¢me T resp. T¥ t¥idu ekvivalence podle y=, resp. =y obsahujici
a € G*. Potom T = aH® a TY = H*a.

Diikaz. Opét lemma ukazeme pro levou ekvivalenci. TL je t¥ida y= obsahujici a. M&me
libovolné x € G. Pak r € TF & 2 y=a & a 'z € H* & (3h € H*)(a 'z = h) & (Fh €
H®)(x =ah) & x € aH". O
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» 5.7.19. VETA.

(1) Libovolné 2 tfidy rozkladt dle y= ¢i =p jsou (mnozinové) ekvivalentni. (,Kazda t¥ida
ma stejné prvki.)

(2) Levy rozklad je (mnozinové) ekvivalentni s pravym rozkladem. (,,Levych a pravych tfid
je stejny pocet.®)
o Dikaz.

(1) Libovolné 2 levé tiidy aH® a bH®. Definujme f : aH® — bH® jako f(z) = ba~'z. Necht
x = ah, pak f(x) = bh € bH*® tedy definice je korektni. Mé&me y = bh, pak y =
f(x) & ba'z & h=a"'v < x=ah € aH*. Podobné dokdZeme, Ze viechny pravé jsou
ekvivalentni. Z tranzitivity a z toho, ze H® je v obou faktorizacich, vyplyva, ze vSechny
levé ttidy jsou ekvivalentni se vSemi pravymi.

(2) Definujeme g : M / g= — M / =g jako g(aH®) = H*a~'. Zjevné je na, nebot a~! projde
celé G pravé tehdy, kdyZ a projde celé G. Plati: g(aH®) = g(bH®) & H*a ' = H*b ! &
al=pbtealbe H & (a7b) ' =blac H* & ayg=b< aH® = bH®, tedy g je
prosté (smér =) a definice je korektni (smér <).

U

» 5.7.20. DEFINICE. Poctu rozkladovych tfid podle indukovanych ekvivalenci se rika index
podgrupy H.

» 5.7.21. VETA (LAGRANGE). Sou¢in fadu a indexu libovolné podgrupy H konecné grupy G
je roven fadu G.

o Dikaz. Vsechny t¥idy maji pocet prvki, jako je fad H, a je jich tolik, jako je index H. 0

» 5.7.22. DUSLEDEK.
(1) Rad libovolné podgrupy koneéné grupy G déli fad G.

(2) Rad libovolného prvku konecéné grupy G déli ¥ad G.

» 5.7.23. DUSLEDEK. Ma4-li grupa G prvodiselny fad, je cyklickd a nemé Zadné netrivialni
podgrupy. VSechny grupy s prvociselnym fadem p jsou izomorfni.

o Diikaz. Grupa neni trividlni (ma ¥ad nejméné 2). Vezmu a # 1. Pak fad prvku a je p, (jed-
notkovy fad ma jen jednotka), tedy a generuje G. 0

» 5.7.24. VETA. Bud G cyklickd grupa fddu n a necht k | n. Potom existuje pravé jedna
podgrupa grupy G fadu k.
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o  Dukaz.

(existence) Necht a € G je generator grupy. Polozme H := (a™/*). Pak (a"/ ’“)k =1 a plati, Ze
pokud (a"/k)g =1, tak nl/k = sn, tedy { = ks a { > k.

(jednoznaénost) Nechf K € G je fadu k. Pak K = (a’) a (ae)k =1a/lk =sn=skn/ka
tedy £ = sd a a’ = (a"/k)s € H. Tedy K € H a z rovnosti poctu prvki plyne K = H.

0

» 5.7.25. DEFINICE. Bud G grupa. Rekneme, 7e podgrupa H € G je normalni (invariantni),
pokud y= a =y splyvaji, a zna¢ime H < G.

» 5.7.26. LEMMA. E 1 G; G<G.

o Dikaz.
(V) apg=bsbla=1lea=ba=pbsa=1sa=0.

(2) a g=b< b ta € G, coz plati pro libovolné a, b; stejné tak pro =g.

» 5.7.27. LEMMA. Je-li grupa G Abelova, je libovolna jeji podgrupa H € G normalni.

» 5.7.28. VETA. Rozklad grupy G je rozkladem podle kongruence pravé tehdy, je-li rozkladem
podle nékteré normalni podgrupy H <1 G.

o Dikaz.

(=) Necht = je kongruence na grupé G = (M, ). Vezméme t¥idu 77 a a,b € T1. Pak a =1 a
b=1tedyab=1 Také a ' =a !, tedy 1 = a .

Ukézeme, ze H = (T1,-) € G je normélni. Vezméme lib. x € M. Pakx € T, @ x = a &
ra'=1&za! € H* & (3h € H*)(za ' = h) & (3h € H*)(z = ha) & z € H*a.
Budeme-li nasobit a~! zleva, dostaneme x € aH*®. Tedy T, = aH®* = H®a, coz znamena,

ze H1Ga (=)= (g=) = (=n)
(<) Necht H < G, ukdzeme, ze =g je kongruence. Méjme a,b,c,d € M takové, ze a =y b
a ¢ =g d. Potom ac(bd)™' = acd™'b~'. Ozna¢me h := cd~' € H®, pak existuje b’ € H*
takové, ze ah = h'a. Tedy celkové dostavame ac(bd)™! = ahb™' = Wab™' € WH* = H.
O
° 5.8. VNITRNI AUTOMORFISMY

» 5.8.1. DEFINICE. Necht Ag, je mnozina vSech automorfismi na G. Pak definujme Ag =
(A%, ©)-

» 5.8.2. LEMMA. Necht G je grupa. Pak Ag je grupa a Ag € S¢.
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o Diikaz. Soucin (slozeni) 2 automorfismi je automorfismus, existuje jednotka (identita) a kazdy
automorfismus m4 inverzni. Necht z,y € G*, a € A%, pak a ™ (zy) = a Hala™ (z))a(a™(y))) =
a Hala ™ (z)a " y))) = a Hz)a " (y), tedy inverzni je opét morfismem. O

» 5.8.3. LEMMA. Necht a € M, o,(z) = aza™'. Pak o, je automorfismus.

o Dikaz.
(morfismus) Pro libovolné z,y € M plati a,(x)a,(y) = ara ' aya™ = arya™ = a,(xy).
(bijekce) Ukazeme, Ze «a,-1 je inverzni k ay, tj. (Vo € M)(az-1ay = aza,-1 = id). Pro

vsechna x € M plati (ag-104) (z) = ag-1(axa™) = a lara™a = 1zl = z, obdobné
(aqq-1) (x) = .

O

» 5.8.4. DEFINICE. Automorfismus « na G je vnitini, pravé kdyz (Ja € G*)(a(z) = axa™).
Takovy automorfismus znac¢ime a,.
Ozna¢me Z¢ mnozinu vSech vnitinich automorfismi.

» 5.8.5. LEMMA. Z; = (Z2,0) € A je grupa.

o Diikaz. Jednotkou je oy, ay(x) = 12171 = 2. (a0 ') (2) = ab~tzba™ = (ab~Y)z(ab )t =
Qgp—1() O

» 5.8.6. VETA. Podgrupa H grupy G je normalni prave tehdy, je-li uzaviena vici vsem vnitinim
automorfismtim, tj.

H<aG <= VaeG*)(Vx e H*)(au(x) € H®).

o Dikaz.

(=) Mé&me H < G alibovolné a € G* a x € H*. Pak ax € aH®* = H*a = (3h € H*)(ax =
ha) = axa™' € H*.

(<) Mgjme libovolné = € aH®, tedy * = ah = aha™'a = «a,(h)a a nebot a,(h) € H*, je
x € H*a a aH*®* C H®a. Obracenou inkluzi dokdzeme obdobné, tedy aH® = H*a.

O

» 5.8.7. POzZNAMKA. Véta dava navod, jako overit, ze H je normalni. Ale nesmime opomenout
overit, ze H vibec je podgrupou.

» 5.8.8. DEFINICE. Bud G grupa. Rekneme, 7e z,y € G* jsou konjungované, existuje-li a € G*
takové, Ze y = a,(x). Znadime z =g y.

» 5.8.9. LEMMA. Relace konjungovanosti je ekvivalence na G.
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» 5.8.10. DUSLEDEK. Podgrupa H grupy G je normélni pravé tehdy, je-li sjednocenim néjakych
ttid konjungovanych prvki.

» 5.8.11. DEFINICE. Budte G, G5 grupy, h : G; — G5 homomorfismus. Jidrem homomorfismu
h rozumime mnozinu ker h := h=1({1}) = {z € G} | h(z) = 1}.

» 5.8.12. LEMMA. Budte Gy, G grupy, h : Gy — G5 homomorfismus. Pak ker h <1 G.

o Dikaz.

(je podgrupa) Mgjme libovolné x,y € ker h, tj. h(x) = h(y) = 1. Pak h(zy™') = h(z)h(y™!) =
h(z)h(y)t =117t =1,

(je uzaviena viiéi automorfismim) Necht a € GY, x € ker h. Pak h(aza™t) = h(a)h(z)h(a™)

h(a)h(a™t) = h(aa™t) = (1) = 1.

» 5.8.13. LEMMA. Méjme H < G, faktorgrupu G / H a piirozeny epimorfismus hp.¢(z) = T,.
Pak ker hy,. = H.

o Dikaz. kerhp, ={x € G*|T, =T}, ale Ty = H®, tedy ker hy,, = H®. O
» 5.8.14. VETA. Normaélni podgrupy grupy G jsou pravé vSechna jadra homomorfismi na G,

t].
H <G <= (3h,h je homomorfismus na G)(H = ker h).

o Diukaz. Véta shnuje predchozi 2 tvrzeni. O
» 5.8.15. LEMMA. Homomorfismus h : G; — G5 je prosty pravé tehdy, je-li ker h = {1}.

o Dikaz.

(=) Obrazem jednoprvkové mnoziny je nejvyse jednoprvkovad mnozina a 1 je v jadru pro
vSechny homomorfismy.

(<) Necht kerh = {1}. M&me z,y € G; takové, ze h(z) = h(y). Pak 1 = h(z)h(y™!) =
h(zy) = xy ' €kerh = ay ' =1=z=y.

O

» 5.8.16. LEMMA. Necht h : G; — G5 je homomorfismus. Pak a =y, b pravé tehdy, je-li
h(a) = h(b).

o Dikaz. a=yenbs ab ! €kerh < h(ab™') =1 < h(a) = (D). O

» 5.8.17. VETA (O HOMOMORFISMU PRO GRUPY). Necht h : G; — G5 je homomorfismus
grup. Potom h(G,) = Gy / ker h.
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o  Dikaz. h(Gl) Gy /Eh =Gy /Ekerh- ]
» 5.8.18. VETA. Bud G grupa a budte H; <t G pro i € I. Potom

iel icl
o Dikaz.

(prunik) Mé&jme libovolné a € G* a ¢ € A. Pak (Vi € I)(z € H*) = (Vi)(a(z) € H;) =
a.(z) € A.

(soucin) Mé&jme libovolné a € G* a v € B. Plati B = (J, H?). Pak x = a}' -+ - af, kde k; € Z
a (Vj)(3i;)(a; € H). Protoze Hj, je podgrupa, je ak¥ e H? a protoze, je normélni, je
aq(aki) € H? . A konetné a,(r) = ag(af - akn) = a,(af) - - ag(akn). Tedy kazdy prvek

soucinu je ve sjednoceni podgrup, tedy je i v produktu podgrup.
O
» 5.8.19. LEMMA (0 TECCE). Bud G grupa, A < G a B € GG. Potom (AB)®* = A*B°.

o Dikaz. AB = (A*UDB®), ale A*B* ={ab|a € A*,bc B*}.

(€) Ukazeme, Ze A*B*® je uzaviend v grupé G. Plati AU B C A®B*® Zvolme libovolné z,y €
A*B*, 2 = a1by, y = asby. Potom xy~' = a1by(aghs) ™" = a1 biby tayt (biby )t bibyt = ab,

-~

—1
abﬂ?;l (ay ")EA®

kde @ € A* a b € B*. Tedy A®B* je podgrupa obsahujici A* U B®. Ale AB je nejmensi
takova, tedy inkluze plati.

(2) V AB jsou vsechny soudiny x - - - x,, kde x; € AU B tedy i vSechny souc¢iny tvaru ab.
O

» 5.8.20. DEFINICE. Bud G grupa. Pak Cg := {c € G | (Vx € M)(cx = xc)} nazveme centrum grupy
(tedy centrum grupy obsahuje pravé ty prvky grupy, které komutuji s kazdym prvkem.)

» 5.8.21. LEMMA. Bud G grupa, Cg jeji centrum. Pak:
(1) je-li G Abelova, je Cq = G;
(2) Ce QG
3) G/Cq =1g.
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o Dikaz.
(1) V Abelové grupé komutuji kazdé 2 prvky.

(2) Ukéazeme, ze C¢ je uzaviend vici vsem vnitinim automorfismim. Méjme libovolné a € G*
ac € Cg. Pak a,(c) = aca™ = caa™ = c € Cg.

(3) Definujme h : G — Zg jako h(a) = ag, h je epimorfismus. Pak I = h(G) = G /ker h.
Plati x € kerh & h(z) = a; =idg & (Vy € G*)(ayz™ =y) & (Vy € G*)(zy = yz) &
x € Cg, tedy kerh =Cg a Ic = G/ Cq.

O

» 5.8.22. VETA (O 1ZOMORFISMU). Bud G = (M,-) grupa, A, B € G. Je-li A < AB, potom
ANB<BaAB/A=B/(ANB).

o Dikaz. Tiidy AB/ A jsou tvaru A%c, kde c € (AB)®* = A*B*®. Tedy (a € A®,b € B*)(c = ab).
Vezméme fn. : AB — AB /A a polozme fp = fua/B. Ukdzeme, ze fp : B — AB /A je
epimorfismus, tedy, Ze v kazdé t¥idé A®ab lezi prvek z B. Tedy i a tab = b je v kazdé tiids.
Podlé véty o homomorfismu je AB/ A= B /ker fp, ale ker fg = {x € B | fp(x) =11 = A} =
{reB|lre A} =ANB. O

» 5.8.23. DEFINICE. Grupa, kterda nemd netrividlni norméalni podgrupy, tj. H < G = H =
GV H = F, se nazyva jednoduché.
> 5.8.24. PRIKLAD.
(1) FE je jednoducha.
(2) G o p € P prvcich jsou jednoduché, soucasné jsou cyklické, tedy Abelovy.
» 5.8.25. VETA. Bud G # E Abelova grupa. Potom G je jednoduché préavé tehdy, ma-li pr-
vociselny rad p.
o Dikaz.

(G je cyklickd) Nebyla-li by cyklicka, obsahovala by netrividlni podgrupu, kterd by byla nor-
maélni, nebot vSechny by byly normaélni (netrivialni podgrupou by bylo libovolné (a), kde

a#1).

(G je koneéna) Pokud neni kone¢nd, pak G = Z = (Z,+), ale napt. S = (S,+) < Z a S
odpovida néjaké netrividlni podgrupa G.

(neex. 1 # q | p) Podle predhazejici véty existuje podgrupa H tadu ¢, ktera je v Abelové nor-
malni, a tedy G neni jednoducha.

O

° 5.9. GRUPY PERMUTACT

» 5.9.1. DEFINICE. Bud A mnozina a M mnozina vSech bijekci A — A. Pak 8§4(M, o) je grupa
nazyvana symetrickd grupa. Oznac¢me ¢ identitu v 8 4.
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» 5.9.2. DEFINICE. Grupa permutaci je libovolna podgrupa symetrické grupy 8 4.

» 5.9.3. VETA (CAYLEY). Libovolné grupa je izomorfni s néjakou grupou permutaci.

o Dikaz. Mé&me G = (M,-), a € M; definujeme 7, : M — M jako m,(z) = az. Pro libovolné
y € M feSme 7,(z) = ax = y, dostaneme jedno feseni x = a~'y, tedy 7, je bijekce (permutace).
Definujme h : M — 8y, jako h(a) = 7, a ukdZeme, Ze h je homomorfismus: Méjme a, b, x €
M; pak h(ab)(x) = map(x) = abx = m,(bx) = 7o(mp(x)) = (wamp) () = (h(a)h(b))(x).
Ukézeme, ze h je monomorfni (prosty): kerh = {a € M |h(a) =€}, (Vz € M)(e(z) = x),
To(x) = €(x) =2, a = 1.
Plati G = h(G) € 8);. Tedy h(G) je grupa permutaci. O

» 5.9.4. PozNAMKA. Cayleyova véta se da formulovat i ndsledovné: Libovolnou grupu lze izo-
morfné vnofit do symetrické grupy.

» 5.9.5. PozNAMKA. Pro M =n se G izomorfné vnoii do 8; =: §,,.

» 5.9.6. POZNAMKA. w € 8, zapisované m = <p11 :::p" > je zobrazeni.

> 5.9.7. PRIKLAD. 7 €8s, m= (555 1a0¢s) lze zapsat jako 1 — 2 — 4(— 1);3 — 5(— 3);6 —

7(— 6);8(— 8), ale zkracené jako (124)(35)(67)(8). Zapis soucasné vyjadiuje slozeni cykli a
muzeme vynechat cykly s 1 prvkem. Tedy muzeme psat m = (124)(35)(67).

» 5.9.8. DEFINICE. Méjme 7 € §,,. Pak 7 je cyklus, pokud 7 = (p1p2...px), 1 < k < n, p; jsou
rizna. Cykly jsou nezavislé, pokud neobsahuji spolec¢ny prvek.

» 5.9.9. LEMMA. Libovolna permutace lze rozepsat jako soucin nezavislych cykli.

» 5.9.10. LEMMA.
(ky---ky) = (kiky) (krky_y) - - - (kiks) (kiks).

o Dikaz. Obrazkem. O

» 5.9.11. DUSLEDEK. Transpozice generuji 8,,. (Kazda permutace lze zapsat jako soucin trans-
pozic.)

» 5.9.12. POzZNAMKA. Lze ukdzat, Ze i sousedni transpozice generuji 8,. Déle lze ukazat, Ze
pro jakékoli n existuji 2 permutace, které generuji S,,, a to napt. 7 = (12) a 7 = (123...n).

» 5.9.13. VETA. BudneNao,m€S§,, 0= (k:1 ky,) - (/{:?1 -k ) je rozklad na (ne nutné
nezavislé) cykly. Potom a. (o) = (w(k{)---n (k) )) (71'( m)eeem(k)

Pm
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Diikaz.

(m=1) Mame 0 = (k; ...k,), oznac¢me o, := (7 (k1) ... 7 (k,)), tedy chceme o, (0) = o, coz,
protoze 7 je bijekce, je ekvivalentni o, (o) o m = o, o 7.
Ukazeme, ze (Vk € 0) (ar (o) (7 (k)) = ox (7 (k))). To jest (ror™t) (7 (k) = m (o (k))? =
o (7 (k)).

Necht k = k;, pak o (k) = k;+1 (polozime k1 := ki), tedy 7 (0 (k)) = 7 (kit1). Soucasné
ox (7 (k;)) = m (kiy1), coZ jsme potiebovali.

Pro k # k; jsou obé strany rovny 7 (k).
(m € N) S vyuzitim pfipadu m = 1 dostaneme

o (k. kD) (R k) =om (K k) e (R k) =
(m(ki)...m (kD)) - (w(B) .o (R)

5.9.14. DUSLEDEK. (ar(0))(m(k)) = 7(0(k)), o = ( L mn ) pak ay (0) = (’T“) = (n) )

P1 - Pn 7(p1) - 7(pn)

5.9.15. LEMMA. Libovolnd podgrupa H grupy G, kterd ma index 2, je normalni. (Index je
pocet rozkladovych tiid G / H).

Diikaz. Jedna ze tiid je H, druhé tedy nutné G ~. H. Rozklad je tedy jednoznacny. U

5.9.16. DEFINICE. Ozna¢me A,, grupu sudych permutaci (ovéfeni, Ze je grupa, je trividlni).
Pak A, nazyvame alternujici (pod)grupa.

5.9.17. DUSLEDEK. A, <38,,.
5.9.18. LEMMA. Necht Ae BeG.Pak A< G = A<B.
Diikaz. Lze jednoduse ukazat pomoci uzavienosti na vnitini automorfismy. U

5.9.19. PRIKLAD.

(n=1) Ay =8 =FL.

(n=2) Ay =F.

(n >3) A, je netrividlni normalni podgrupa.

(n=13) 8 = {id, (12),(13), (23), (123),(132)} a A3 = {id, (123),(132)} ma prvociselny pocet
prvki a je jednoducha.
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(n =4) A, métad 12 aneni jednoduchd, nebot obsahuje napi. K, := {id, (12)(34), (13)(24), (23)(14)}
a plati K4 < Ay. Predné je K4 uzaviena na skladani, soucin 2 se vzdy zobrazi na tieti,
napf. (12)(34) - (13)(24) = (23)(14). A kazd4 permutace je sama sob€ inverzni, tedy K,
je grupa.

K4 jsou vSechny (ij)(k(), kde tato 4 ¢isla jsou rizna. Ukdzeme, ze K, je uzaviend vaci
vnitinim automorfismim. o ((ij)(k¢)) = (w(i)7(j))(w(k)7(£)), ale nebot 7 je bijekce,
jsou to opét cisla 1,2, 3,4, jenom pfipadné prehazena.

K, nazyvame Kleinova grupa (matracova grupa - podle otaceni matrace).

Vsimnéme si, Ze také Lo := {id, (12)(34)} < K4 (ma polovinu prvki, tedy index rozkladu
podle £y je 2 a je normalni). Ale Lo 4 Ay.

» 5.9.20. VETA. Alternujici grupy A, jsou pro n # 4 jednoduché (tedy nemaji netrivialni
normalni podgrupu).

o Dikaz. Pron < 3 jsme platnost ukézali v pfedchozim ptikladé. Tedy necht n > 5. Mé&jme
libovolnou H <1 A,,, H # E. Ukazeme, ze H = A,,. Dtikaz se rozpada do 3 kroku.

(v H existuje 3cykl (u,v,w)) Vezméme m € H*® takovou, ktera meéni co nejmensi pocet prvkt
a neni identitou. Uréité neni transpozice (ta je lichd). Sporem, necht m # (u,v,w). Pak
rozklad na nezavislé cykly mize vypadat nasledovné:

(1) ™= (pq)(rs) - --. Pak existuje paté ¢islo, ozna¢me jej t.

vvvvv

Mé&jme ¢ := (rst) € A, sudou permutaci. Pak a,(7) = omo~! € H* (nebot H je nor-
malni). V prvnim pfipadé a,(m) = (pg)(st)--- # m a ve druhém a,(7) = (pgs) --- # .
Definujeme o := 77! (omo™') € H a neni jednotkova.

Ukazeme, ze o nechava na misté vice prvki nez .

(2) Mé&jme libovolné k € n tak, ze w(k) = k. Pak k & {p,q,r,s,t} a o(k) = k. Pak
o(k) = k, nebot Zadna z permutaci m, 7', 0 a o~! neméni k. Ale n(p) = g a o(p) = p
TODO. Tedy o méni nejméné o 1 méné ¢isel nez .

Obdobné pro (1). Tedy o nechéva na misté vice ¢isel nez .

(je-li v H jeden 3cyklus (u,v,w), jsou tam vSechny 3cykly) Zvolme libovolny 3cyklus (p, ¢, 7).
Polozme 7 := (“Zi’f;’,;) Nutné existuji takové y, z,Y, Z, ze 7 je suda, tj. m € A,,. Potom
ar((u,v,w)) = (7(u), 7(v), 7(w)) = (p,q,r) a nebot H je normalni, je (p,q,r) € H.
(3cykly generuji A,) Ukazeme, ze soucin 7 2 libovolnych transpozici lze rozlozit na 3cykly.
Je-li m = (p,q)(p,r) = (prq) je 3cyklus. Je-li @ = (p,q)(r,s) = (p,7,5)(p,q,s). Je-li

™= (p,q)(p,q) = (p.¢,7)(r, ¢, p) pro libovolné r.

O

° 5.10. KARTEZSKY A DIREKTNI SOUCIN GRUP

» 5.10.1. DEFINICE. Mé&jme G, ...,G, grupy, G; = (M;,). Ozna¢me M := M; X --- x M,
a definujme operaci -: (a1,...,a,) - (b1,...,b,) = (a1by,...,ayb,). Jednotkou bude 1), =
(1,...,1) a inverznim prvkem (ay,...,a,)"" = (a;,...,a;"). Grupu G := (M,-) nazyvame

n
kartézsky soucin grup a znacime G = X G;..
1
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» 5.10.2. DEFINICE. Budte G grupa a A, B € G. Rekneme, 7ze G je direktni soucin podgrup
A, B, je-li zobrazeni f: A x B — G, f(x,y) = xy izomorfismem grup. Znac¢ime G = A ® B.

» 5.10.3. POzNAMKA. Direktni soucin lze pfirozené zobecnit na konecné i spocetné systémy
podgrup.

» 5.10.4. LEMMA. Zobrazeni f z predchozi definice je homomorfismus pravé tehdy, kdyz (Va €
A*. b e B*)(ab = ba).

o Dikaz.
(=) ab= f({a,0)) = f((1,b) (a, 1)) = f(1,0)f(a,1) = ba.
(<) f((a1,b1) (a2, ba)) = f({araz, bibs)) = arazbiby = arbiasby = f({a1,b1))f ((az, b2)).

» 5.10.5. LEMMA. Zobrazeni f z predchozi definice je ,na“ pravé tehdy, kdyz A*B® = G°.
o Dikaz. A°®*B°® je z definice obor hodnot f. U

» 5.10.6. LEMMA. Je-li f z pfedchozi definice homomorfismus, pak je f prosty pravé tehdy,
je-li A*N B* ={1}.
o Dikaz.

(=) Vime, ze ker f = {(1,1)}. Necht ¢ € ANB. Pak trividlné c € Aac™' € Ba{c,c™!) € AxB.
A nebot f((c,c™!)) =cc™t =1, je (c,c™!) = (1,1), tedy hlavné c = 1.

(<) Necht A* N B* = {1}. M&jme libovolné (a,b) € ker f. Pak f(a,b) =ab =1, tedy a = b~!
anutnéa =01 € A*NB*atedy a=>b=1.

0
» 5.10.7. VETA. Plati G = A ® B pravé tehdy, kdyz plati:
(1) (Va € A*, b€ B*)(ab = ba);
(2) A*B* = G

(3) A*nB* = {1}.

» 5.10.8. POzZNAMKA. V aditivni grupé pouzivame nézev direktni soucet.

» 5.10.9. VETA. Je-li G = A B, pak plati
(4) A< G, B<«G;
(5) AB =G (tedy A a B komutuji);
(6) (Vx € G*)(F1a € A*,b € B*)(x = ab = ba).
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o Dikaz.
(4) Mé&me c€ G*, x € A, y € B apodle (2) jec=ab, a € A*, b € B*. Pak

1 (1)

V= abxbla™! = azbb ta~

1

a.(z) = cxe” =ara ' € A®

B.
——
ac(y) =cyct =abybta™t =byb taa! = byb~! € B°.
(5) Podle lemmatu o tecce je G* = A*B* C (AB)®* = G*, tedy AB = G.
(6) Zobrazeni f je bijekce, tedy existuje pravé jedna dvojice a,b takova, Ze f(a,b) = c.

O

» 5.10.10. VETA. Bud G cyklickd grupa fadu plfl -+ pFn — standardni rozklad na prvocisla. Pak
G=A0-0A,, kde A; ma 7ad p;. (v roce 2010/2011 nedélal)

» 5.10.11. PRIKLAD. Pro Zg=7/=¢= ({0,1,...,5},+) ma ¥ad 6 = 2- 3 a lze ji napsat jako
Zs = A@® B. Plati A* = {0,3} a B* = {0,2,4}.

> 5.10.12. VETA. Bud G =A® B. Pak G/ A= B.

o Dikaz. 7 vétyoizomorfismuje AB/ A= B/ANB,ale AB=G,ANB = E, tedy B/ E = B,
tedy G/ A= B. O
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6. OKRUHY
° 6.1. OKRUH

» 6.1.1. DEFINICE. Rekneme, 7e algebra R = (M, +, ) je okruh (angl. ring), pokud plati:

(1) algebra (M, +) je Abelova grupa; nazyvame ji aditivni grupa okruhu R a zna¢ime R, ;

(2) algebra (M, ) je grupoid; nazyvame jej multiplikativni grupoid okruhu R a znacime R,;

(3) distributivni zakon, tj.

(Va,b,c € M)(a(b+c) = (ab) + (ac) N (b+ c)a = (ba) + (ca)).
» 6.1.2. POzZNAMKA. Nékdy se v literatufe ocekava od okruhu jesté asociativita.

» 6.1.3. PRIKLAD. Z = (Z,+,-) je okruh celych &isel.

» 6.1.4. POZNAMKA. Jak jsme zvykli, ma operace nasobeni vétsi prioritu nez operace séitani,
tj. ab+ ¢ := (ab) + c.

» 6.1.5. DEFINICE. E = ({0}, +, ) je trividlni okruh.

» 6.1.6. DEFINICE. Rekneme, ze okruh R je asociativni, resp. je komutativni, resp. mé jednotku,
ma-li stejnou vlastnost i multiplikativni grupoid R,.

» 6.1.7. PRIKLAD.
(1) Okruh Z = (Z,+, ) je asociativni, komutativni a m4 jednotku.
(2) Okruh (C™", +,-) je asociativni, mé jednotku (jednotkovou matici), ale neni komutativni.

(3) Vektorovy prostor (V,+) s vektorovym sou¢inem x tvoii okruh (V, 4, x), ktery neni ani
asociativni, ani komutativni.

» 6.1.8. DEFINICE. Zerovy okruh je okruh R = (M, +,-), kde (Va,b € M)(ab :=0).
» 6.1.9. DEFINICE. Definujeme rozdil prvki, (Va,b € M)(a —b:=a+ (=b)).

» 6.1.10. VETA. Bud R = (M, +, ) okruh, necht a,b € M. Potom plati:
(1) ¢(a—b) = ca — cb; (a —b)c = ac — b
(2) 0-a=a-0=0;
(3) (—a)b = a(=b) = —(ab);
(4) (—a)(=b) = ab.
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Diikaz. VSechno je podobné, ukazeme prvni dve.
(1) cla—b)=cla—b)+cb—cb=cla—b+b) —cb=ca— cb.
(2) 0-a=(b—b)a=ba—ba=0.

U

6.1.11. DEFINICE. Ciselny okruh je libovolny okruh s piirozenymi ¢iselnymi operacemi a
s nosicem, ktery je ¢iselnou mnozinou.

6.1.12. DEFINICE. Délitelé nuly jsou libovolné a,b € R® takové, Ze a,b # 0, ale ab = 0.
Okruhem bez délitelii nuly rozumime okruh, ve kterém neexistuji délitelé nuly.

6.1.13. PRikLAD. Napi. (0) (Vo) = (00)-

6.1.14. VETA. Ciselné okruhy jsou bez délitel@ nuly, tj. pro a,b € R*® plati, Ze

(ab=0=(a=0V b=0)).

6.1.15. DEFINICE. Oborem integrity rozumime asociativni a komutativni okruh bez déliteli
nuly.

6.1.16. DEFINICE. Bud R = (M, +, ) okruh. Formalnim polynomem nad okruhem R rozu-
mime libovolnou nekone¢nou posloupnost (a,)52, prvka z M, v niz je koneény pocet prvki
nenulovych.

Takové n € Ny, Ze a, # 0a (Vi > n)(a; = 0), nazveme stupeti polynomu. Pro nulovy polynom
0 =0000... nedefinujeme stupen.

Posloupnost (a,,)5%, oznac¢ime 3 a,z™ nebo ag+az+ asx®+. ..+ a.x®, kde s je stupeii po-
lynomu. Jde o formalni zapis, nikoli sumu. Mnozinu vSech polynomi nad okruhem R oznac¢ime

R[z]*.

6.1.17. POzZNAMKA. Skalni algebraici fikaji « neurcitd (nejednd se o proménnou).

6.1.18. DEFINICE. Mg&jme okruh R a polynomy P = > a;x%, Q = Y b;z". Potom definujeme

soudet polynomt jako P + Q := > (a; + b;)z* a soucin polynomil jako PQ := > cpa®, kde
k

= 3y aibis.

6.1.19. POZNAMKA. Soucet i soucin polynomt jsou opét polynomy a operace jsou prirozené,
jaké zndme z analyzy.

6.1.20. DEFINICE. R[z| = (R[z]*,+, ) nazveme okruh polynomi nad okruhem R.

6.1.21. LEMMA. Pokud okruh R je asociativni, resp. je komutativni, resp. ma jednotku, ma
odpovidajici vlastnost i R[z]. Jednotkou v okruhu polynomi je 12° = 1000.. ..

6.1.22. LEMMA. Nemé-li okruh R délitele nuly, nem4 je ani okruh R[x].

38



Diikaz. M&jme P,Q € Rlx] ~ {0}, P = > a;x*, Q = >_ bz’ a necht stupent P je p a Q je q.
Méjme soucin PQ = > c;2*, pak je specidlné c,y, = > 0 a;b, 4. Pro i > p je a; = 0 a pro
i<pjep+q—i>qab; =0.Tedy cprq = a,b,, a nebot oba jsou nenulové a R nema délitele

nuly, je cp1q # 0, a tedy PQ # 0. O
6.1.23. DEFINICE. Méjme 1, ..., x, soubor neucitych. Pak definujeme R[z1, ..., x,] indukeci
jako R[xy,...,x,] == (R[z1, ...,z 1])[xn)-

6.1.24. VETA. Bud R obor integrity, pak také R[zq,...,x,] je obor integrity.
Dikaz. Dikaz provedeme snadno indukci podle n s vyuzitim predchoziho lemmatu. 0

6.2. TELESO

6.2.1. DEFINICE. Okruh R = (M, +, -) je téleso, pokud plati, Ze algebra (M ~. {0}, -) je grupa.
Grupu (M ~ {0}, ) nazyvame multiplikativni grupa télesa a znac¢ime T,. Téleso zna¢ime T, a
je-li T, Abelova, fekneme, Ze téleso T’ je komutativni.

6.2.2. LEMMA. Téleso vzdy obsahuje alespon 2 prvky, a to nulu a jednotku.

6.2.3. DEFINICE. Definujeme trividlni téleso F' = ({0,1},+, ). Operace na trividlnim télese
se definuji pomoci Cayleyovych tabulek:

+[0[1] [o]1]
001 010
11/0] 1]o[1

6.2.4. DEFINICE. Zékladni ¢iselna télesa:

(1) @:=(Q,+,);
(2) R = (Ra -+, ');
3) C:=(C,+,").

6.2.5. PozNAMKA. Okruh celych ¢isel Z = (Z, +, -) neni télesem!

6.2.6. PRIKLAD. Polozme M = {a +/2b ‘ a,b e Q}, pak (M, +,-) je téleso takové, ze Q &
a—v/2b

a?—2b2%"

M ¢ R. Jediné zajimavé je ukézat piftomnost inverzniho prvku: (a +/2b)~' =
Obecné lze definovat Q 5 = ((Q + /nQ), +, ) pro libovolné n € N.

6.2.7. VETA.
(1) Téleso nemé délitele nuly.

(2) Komutativni téleso je obor integrity.
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o  Dukaz.

(1) Nenulové prvky télesa tvoii grupu, tedy jsou uzaviené vic¢i nasobeni, a tedy nemiize
ab = 0.

(2) Teleso je vzdy asociativni, tedy je-li i komutativni, je oborem integrity z definice.

» 6.2.8. DEFINICE. Budte R = (M, +,) okruh a T' = (N, +, -) téleso.

(1) Rekneme, ze A C M, A # ) je uzaviena v okruhu R, plati-li
(Va,be A)(abe A N a—be A).

Algebru @ = (A, +, -) nazveme podokruh okruhu R a znacime ) € R.

(2) Rekneme, 7e B C N, B # () je uzavien v télese T, plati-li

(Va,be B)(b#0= (ab-' € B A a—b€ B)).

Algebru U = (B, +, ) nazveme podtéleso télesa T a znacime U € T'. Téleso T nazyvame
nadtéleso télesa U a relaci € rozsifenim téles.

> 6.2.9. PRIKLAD.
(1) Ozna¢me S = {2k |k € Z}. Pak plati (pro okruhy) (S, +,) €o (Z,+,") €o (Q, +, ).

(2) Pro télesa plati (Q,+,-) €r (R, +,) €r (C,+,-).

» 6.2.10. VETA. Budte R = (M, +,-) okruh, resp. téleso a necht Q; € R,i € I je systém
podokruhii, resp. podtéles. Pak (,.; G; je podokruh, resp. podtéleso R.

» 6.2.11. DEFINICE. Budte R = (M,+,-) okruh, A C M. Pak (A) == N{Q e R|ACQ}

nazyvame podokruh generovany mnozinou A.

» 6.2.12. LEMMA.

<A>. = {k)l X 11 .. Gy + 4k, X Apl - - - Ay, |n€No,mi e Nk € Z,aij S A}
o Dikaz. Mnozina obsahuje A, nelze nic vyjmout a je uzaviena v R. 0

» 6.2.13. DEFINICE. Budte R = (M, +,-) okruh a necht ); € R,i € I je systém podokruhd.
Pak definujeme soucet podokruhii jako » ., Q; := <UZE s Q;>

° 6.3. KONGRUENCE

» 6.3.1. DEFINICE. Bud R = (M, +,-) okruh a = ekvivalence na M. Rekneme, Ze = je
kongruence na okruhu R, plati-li:

(Va,b,c,de M)((a=b A c=d) = (a+c=b+d A ac=bd)).
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6.3.2. DEFINICE. Bud = kongruence na okruhu R. Pak R /= := (M /=,+,-) s operacemi
T,+ Ty, =T, a Ty :=1T,T, nazyvame faktorokruh okruhu R podle kongruence =.

6.3.3. LEMMA. Bud = kongruence na okruhu R. Pak faktorokruh R /= je okruh.

6.3.4. VETA. Je-li okruh R asociativni, resp. komutativni, resp. méa jednotku, potom ma
tutéz vlastnost i faktorokruh R/ =.

6.3.5. PozNAMKA. Neplati obecné, Ze faktorokruh télesa je télesem (nepfenasi se vlastnost
nemiti délitele nuly).

6.3.6. DEFINICE. Necht () € R je okruh a jeho podokruh. Pak definujeme ekvivalenci =¢ na
R tak,zea=gb&sa—-beqQ.

6.3.7. POZNAMKA. R, je Abelova, tedy =¢ je kongruence na grupé R, ne vSak kongruence
na okruhu R.

6.3.8. DEFINICE. Podokruh [ okruhu R nazyvame idedl v R a znac¢ime [ <1 R, plati-li, ze

(Va € I*)(Vr € R*)(ra € I* A ar € I°).

6.3.9. POZNAMKA.

(1) Pii ovérovani, ze I je idedl, je nejprve nutno ovéfit, ze je podokruhem, a pak teprve
definujici podminku idealu.

(2) Definujici vlastnost idealu je siln€jsi nez uzavienost viici nasobeni, tedy staci ovétit tuto
podminku a uzavienost viic¢i sc¢itani.

6.3.10. VETA. Ekvivalence = na R je kongruenci pravé tehdy, je-li ekvivalenci indukovanou
idedlem, tj. (31 < R)((=) = (=/)).

Dukaz.

(<) Vezméme tiidu T kongruence = a ukazeme, ze [ = (T, +, -) je hledany ideal.

Platia=0ab=0,tedya—b=0,atedya—beTy. Dilea=0ar=r,tedy ar =0 a
ra =0, a tedy ar,ra € Ty.

Z grup vime, ze (=) = (=r,), coz jsme chtéli ukazat.

(=) Méjme I <« R. Pak a =; b & a — b € I°*. Ekvivalence =; je kongruenci na R, tedy
zbyva ukazat druha podminka, tj. Ze ac =; bd, pokud a =; b a ¢ =; d. Plati ac — bd =
ac — ad + ad — bd = a(c — d) + (a — b)d, a nebot (¢ — d), (a — b) € I a idedl je uzavieny
na nasobeni vSemi prvky R a na s¢itani, je i a(c —d) + (a — b)d € 1.

O
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6.3.11. PRIKLAD. Mg¢&jme okruh celych ¢isel Z = (Z,+,-). Pak pro libovolné m € Ny defi-
nujeme =, jako a =,, b < (3s € Z)(a — b = sm). Pak I, := {sm |s € Z} je idedl a I, jsou
vSechny idedly na Z.

Zjevné splyva 7 /=,, a Z/I,. Budeme proto pouzivat spoletnou znacku Z,, a nazev
okruh zbytkovych tiid modulo m.

6.3.12. VETA. Necht m € N (tedy m # 0). Pak v jedné t¥idé Z,, lezi 2 ¢isla a, b pravé tehdy,
davaji-li stejny zbytek po déleni m. Okruh zbytkovych tiid Z,, ma rad m.

6.3.13. VETA. Budte R okruh s jednotkou, I <t R a necht 1 € I*. Pak [ = R.

Dikaz. Méjme libovolné r € R* a1l € I*. Pak nutné r-1 € I, a tedy R®* C I°. Opacné inkluze
plyne z definice idealu. 0

6.3.14. VETA. Bud R okruh. Pak:
(1) R< R,
(2) E < R.

6.3.15. DEFINICE.
(1) Ideal I < R nazveme netrivialni, pokud [ # R a I # E.

(2) Okruh R oznacujeme jednoduchy, pokud nemé netrivialni idealy.

6.4. JEDNODUCHE OKRUHY
6.4.1. VETA. Necht R je okruh a I < R. Pak I, < R,. (Tedy je-li I ideal, pak je i norméalni
podgrupou aditivni grupy R..)
6.4.2. VETA.
(1) Okruh R prvociselného fadu p je jednoduchy.

(2) Libovolné téleso T je jednoduchy okruh.

Dukaz.

(1) Pokud by R mél netrividlni idedl, pak by R, méla netrividlni norméalni podgrupu, ale
z prvociselnosti fadu vime, ze takova normalni podgrupa neexistuje.

(2) Méjme libovolny ideal I < T. Ukazeme, ze [ # E = I =T, tedy existuji pouze trivialni
idealy. Idedl je nenulovy, tedy (Ja € I* \ {0}). Pak a™' € T, tedy aa™' =1 € I°*, a tedy
I1=T.

O

» 6.4.3. POZNAMKA. Lze definovat jednostranné idealy, ale z dikazu je vidét, Ze téleso nema

ani jednostranné idealy.
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» 6.4.4. VETA. Prinik i soucet libovolného systému idealti v okruhu R je ideadl v R.

o Dikaz. Méjme systém I, < R pro a € J. Ozna¢me A =(\I,a B=>_1,

(prunik) Prinik je podokruhem, tedy staci ukazat definiéni podminku idealu. Méjme libovolné
ac€Aare R Pak (Va € J)(a € 1,), tedy (Va € J)(ar € 1,), tedy ar € A.

(soucet) Soucet je podokruhem, tedy opét staci ukézat definiéni podminku idedlu. Méjme
libovolné @ € B ar € R*. Pak a jetvarua = k; X ay1...Q1n, + -+ Kkm X Q1 -+ - G,y s
kde k; € Z a ay € |J I, Tedy zvIasté a; € I3, (a; vybere piislusny idedl). Pak soucin
Ao - - . Qipn, je tvaru a;r; pro néjaké r; € R®, tedy nebot 1, je idedl, je anr; € I, a také
b; = k; x apr; € 1,. Potom a = by + - - -+ b,,. Pro libovolné r € R® je ra =rb; +---+1b,,
a plati (Vi)(rb; € 1,,). Ale I,, CJ I, C (U I.) = B. Z uzavfenosti B na soulty je ra € B
a podobnym zpiisobem ukazeme, ze ar € B.

O

» 6.4.5. DEFINICE. Bud R = (M, +,+) okruh. Hlavnim idedlem generovanym prvkem a € M
(zna¢ime I,) rozumime nejmensi ideal v R obsahujici prvek a.

» 6.4.6. POzZNAMKA. Definice je korektni, nebot kazdy prvek lezi v néjakém idealu (pfinej-
hor$im a € R < R), a existuje nejmensi, nebof prinik systémem idealt obsahujicich a je ideal
obsahujici @ a je nutné nejmensi:

L=()J

J<R
acJ

» 6.4.7. LEMMA. Nechf R je asociativni a komutativni okruh, a € R a ozna¢me J, := {ra |r € R*}.
Pak J, je idedl a plati:

(1) M&-li R jednotku, je I, = J, (tedy J, je hlavni ideal generovany a).
(2) Nema-li R jednotku, je I, = (J,U{a}) ={ra+k xa|re R keZ}.
o Dikaz. Meéjme libovolné b = ra € J,, kde r € R a a € J, a libovolné q € R. Pak bqg = gb =
gra € R*a = J?, tedy J, splituje defini¢ni vlastnost idedlu. V hlavnim idealu generovaném a lezi

vSechny souciny tvaru ra, tedy nutné J, C I,. Pokud navic existuje jednotka, je a = la € J,,
a tedy J, = I,. Pokud jednotka neexistuje, je nutné J, rozsitit o nasobky a. O

» 6.4.8. DEFINICE. Asociativni a komutativni okruh nazveme okruhem hlavnich idealu, je-li
v ném kazdy ideal hlavni.

» 6.4.9. PRIKLAD. Ukazeme, ze Z = (Z, +, -) je okruh hlavnich idealt. Ideély 1, = {sm | s € Z}
jsou hlavni. Vezméme si libovolny idedl I <1 Z, pak vime, Ze I, je normalni podgrupa Z,. Ale
7, je cyklicka, tedy i I, je cyklickd, a tedy existuje generator m takovy, ze I = I, = (m) =
{kxm|keZ}={sm|seZ} Tedy I = I, a je hlavni.
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° 6.5. HOMOMORFISMY

» 6.5.1. DEFINICE. Budte R;, R, okruhy, R; = (M;, +,-). Rekneme, 7e h : M, — M, je
homomorfismus okruhti, pokud plati:

(Va,y € My)(h(x+y) = h(x) + h(y) A h(zy) = h(x)h(y)).

(Tedy h je homomorfismus na okruhu, pokud je homomorfismem na aditivnim i multiplikativ-
nim grupoidu.)
Znacime h : R; — R,.

» 6.5.2. DEFINICE. Podobné, jako na grupach, definujeme na okruzich monomorfismus, epimorfismus,
izomorfismus, endomorfismus, automorfismus.

» 6.5.3. DEFINICE. Okruhy R; a Ry jsou izomorfni (znac¢ime R; = Ry), pokud existuje izomor-
fismus A : Ry — Rs.

» 6.5.4. LEMMA. h(R;) € Rs.

» 6.5.5. VETA. Je-li R; asociativni, resp. komutativni, resp s jednotkou, pak tutéz vlastnost
mé i h(Ry).

» 6.5.6. POZNAMKA. Nepfenasi se vlastnost nemiti délitele nuly a byti télesem.

» 6.5.7. DEFINICE. J4drem homomorfismu h : Ry — Ry rozumime mnoZinu ker h := A1 ({0}) =
{x € R} | h(x) = 0}.

» 6.5.8. LEMMA. Nechtf h je homomorfismus. Pak
(1) kerh < Ry;

(2) h je monomorfni (prosty) pravé tehdy, kdyz ker h = {0}.

» 6.5.9. VETA. Podokruh okruhu R je idedl pravé tehdy, je-li jddrem néjakého homomorfismu
definovaného na R.

» 6.5.10. VETA (O HOMOMORFISMU OKRUHU). Budte R;, Ry okruhy a necht h : Ry — Ry je
homomorfismus. Potom h(R;) = R, / ker h.

» 6.5.11. VETA. Budte Ry, Ry okruhy, h: Ry — Ry monomorfismus. Je-li R; bez délitele nuly,
resp. télesem, pak mé odpovidajici vlastnost i podokruh h(R;) okruhu Rs.

° 6.6. PODILOVA TELESA

» 6.6.1. VETA. Necht m > 2. Okruh Z,, je okruhem s déliteli nuly pro m slozené a je komuta-
tivnim télesem pro m prvociselné.
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Dikaz.
(1) Méjme m = uv takové, ze u,v < m. Pak Ty =T,, =T, T, a T,,T, jsou délitelé nuly.

(2) Mé&jme m € P a necht k je takové, ze 0 < k < m. Pak, nebot §(k,m) = 1, existuji u,v € Z
takova, ze uk +vm = 1, z éehoz T, T, = Ty — T, T,, = Th, a tedy T, = T, *.

O

6.6.2. LEMMA. Bud R okruh. Potom R je bez délitelti nuly pravé tehdy, lze-li v jeho mul-
tiplikativnim grupoidu R, kratit nenulovym prvkem, t;j.

(Va,b,c € R*,c # 0)((ac = bcV ca = cb) = a=b).

Dikaz.

(=) Plati 0 = ac — bc = (a — b)c. Nebot ¢ # 0 a R je bez délitelii nuly, je a — b = 0, a tedy
a = b. Kraceni zleva se ukdze obdobné.

(<) Necht ab=0=0-bnebo ba =0 =1>b-0. Tedy pro b # 0 je a = 0, coz znamena, Ze nejsou
oba nenulové.

6.6.3. POzZNAMKA. MaA-li se okruh R vnofit do télesa, nutné nesmi mit délitele nuly.

6.6.4. LEMMA. Necht okruh Ry lze izomorfné vnofit do okruhu Ry a necht R} N R = (). Pak
existuje okruh @ takovy, ze Ry € Q a Q = Rs.

Diikaz. Definujme Q* = (RS ~\ h(R;)) U R} a definujme zobrazeni g : Q* — R$ nasledovné:

| h(z) proz € R}
9(x) = { x jinak

Zjevné g je bijekce. To nadm umoziuje definovat ) = (Q°,®,®) s operacemi a G b :=

97 (g9(a) +g(b)) aa®b:= g '(g(a) - g(b)). Pak g(a & b) = g(a) + g(b) a g(a ® b) = g(a) - g(b),
tedy ¢ je homomorfismus, a tedy izomorfismus.
Celkové tedy mame, ze QQ = Ry a Ry € Q). O

6.6.5. VETA. Libovolny obor integrity R lze vnofit do komutativniho télesa.

Dikaz.  Je-li R = FE, pak jej lze vnorit do trividlniho télesa F'. Tedy predpokladejme R # E.

Definujme mnozinu M := {(a,b) |a,b € R*,b # 0}. Déle definujeme = jako (a,b) = (c,d) <
ad = bc a ukazeme, Ze je ekvivalenci. Reflexivita a symetrie je zfejma, ukazeme transitivitu.
Necht ad = be a cf = de. Pak adf = bef = bed a z predchoziho lemmatu, z nenulovosti d a
z komutativity vidime, ze af = be.

Vezméme faktor-mnozinu M /= a oznacujme § tiidu M /= obsahujici prvek (a,b), tedy
(a,b) € $ € M /=. ,Zlomky" se chovaji pfirozené: § = § < (a,b) = (c,d) < ad = bc. Lze také
kratit nenulovym prvkem: 3= = 7.
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Definujeme okruh Ug := (M /=, ®,©) jako § & = “db;bc a $©f = 5. Nebot R neobsahuje

délitele nuly, nemame ve jmenovateli nulu. Zbyva ukazat korektnost deﬁnice: Méjme 3 = 7,
tj. a’'b=al, a 2—1 =5, tj. dd=cd.

Ukézeme, 7e 2tbe — ddAVe i pi(a/d + 1) = Vd'(ad + be), tj. bdd'd + bdb'd = V'd'ad +
b'd'be, tj. (a'b)dd + ('d)bb < (ab')dd + (cd' )bb', ale a'b = ab’ a dd = cd', tedy rovnost plati.

Podobné 1ze rozepsat operaci ©. U
Déle definujeme h : R — Ug jako h(z) = %2 pro a # 0 (nezavislost na vybéru a je zrejma)
Uk4Zeme, Ze h je monomorfismus. Plati h(z + y) = Hy)a = ot — (m)ﬁ(ya)a =Z g

h(z) © h(y) = &2 © L = Z2 — 22 Necht h(z) = 0, tJ ar = 0 ale a # 0 a nerou dehtele

aa

nuly, tedy x =0 a h je proste
Celkové tedy mame R = h(R) € Ug a podle piedchoziho lemmatu existuje téleso Tg takové,
ze R €@ Tgr = Ug.

6.6.6. DEFINICE. Okruh Ug z pfedchozi véty nazveme téleso zlomki.

6.6.7. POZNAMKA.
(1) Kazdy zlomek tvaru % je nulou.
(2) Kazdy zlomek tvaru £ je jednotkou.
(3) Plati —3 = 3% = 4.

(4) Proa #0 je (%)71 =5,

(5) Ug je obor integrity s jednotkou, tedy téleso.

6.6.8. DEFINICE. Téleso T, z predchozi véty nazveme podilové téleso oboru itegrity R.

6.6.9. LEMMA. Budte Ry, Ry obory integrity a 71, Ts jejich podilové télesa. Pak Ry = Ry =
T =T,

Dikaz. Ex1stuJe izomorfismus h : Ry — R, a definujme izomorfismus h : U; — U, jako

h (%) = h(b Je tieba trividlné ukazat, Ze obraz nezavisi na reprezentantu ¢, ze h(b) # 0 a Ze

h je izomorfismus. Tedy mame 77 = U; = Uy = Ts. ]
6.6.10. LEMMA. Te€leso T je nejmensi téleso obsahujici obor integrity R.

Dikaz. Necht S je libovolné téleso a R € S. Definujeme h : Uy — S jako h (%) = ab™!, coz
muzeme, protoze a, b jsou prvky télesa a b £ 0. Opét definice nezavisi na reprezentantu.

UkéZeme, Ze zobrazeni h je homomorfismus. h (¢ & <) = h (%“t<) = (ad + be)(bd) ™ =
add™'0~" + bed o7t = ab™' 4+ cd™t = h (%) + h(%). Zachovani soudinu se ové{ podobné.
Opomnéli jsme ovéfit, Ze prvky inverzni k prvkim z oboru integrity komutuji. Tedy necht
vy = yx, pak y = v yx, a tedy ya ' =27'y. Opét h (¢) =0 ab™' =04 a =0, tedy h je
prosté.

Celkové dostédvame, ze Tp = U = h (Ug) € S. O
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6.6.11. DUSLEDEK. Podilové téleso komutativniho télesa 7' (jako oboru integrity) je izomorfni
sT.

6.7. CHARAKTERISTIKA TELESA

6.7.1. PozNAMKA. Rad jednotky 1 jako prvku aditivni grupy 7', télesa T je nejmensi piiro-
zené ¢islo n € N takové, ze n x 1 =1+ --- 4+ 1 = 0. Pokud (Vn € N)(n x 1 # 0), mé jednotka
—_——

n-krat
nekonecny fad.

6.7.2. LEMMA. Jednotka ma v 7T, f4d nekone¢ny nebo prvociselny.

Diikaz. Lemma dokazeme sporem. Necht n = uv a u,v <n. Pak (ux1)-(vx1)=(1+...+
Dl+...41)=(uw) x1=nx1=0, tedy u x 1 av x 1 jsou délitelé nuly, coz je spor. [

6.7.3. DEFINICE. Rekneme, 7e téleso T mé charakteristiku (znacime ch T) p € P, resp. 0,
ma-li jednotka v T, 7ad p, resp. nekonecny.

6.7.4. DUSLEDEK.
(1) Vsechna ¢iselna télesa (napf. @), R, C') maji charakteristiku 0.
(2) Kazdé konecné téleso ma nenulovou charakteristiku.

(8) Teleso zbytkovych tfid Z, ma charakteristiku p.

6.7.5. VETA. Bud T téleso charakteristiky p, resp. 0. Pak libovolny prvek a € T, a # 0 mé
v T’y tad p, resp. nekonecny.

Dikaz. Platinxa =a+...+a =1la+...+1la = (1+---+1)a = (n x 1)a. Tedy
nxa=0<%<nx1=0, coz jsme chtéli ukazat. 0

6.8. PRVOTELESO

6.8.1. DEFINICE. Prvotélesem télesa T' rozumime jeho nejmensi podtéleso (prunik vSech jeho
podtéles). Prvotéleso znacime Pr.

6.8.2. VETA. Bud T téleso charakteristiky p, resp. 0. Potom prvotéleso T je izomorfni s téle-
sem zbytkovych tiid Z,, resp. s télesem raciondlnich cisel Q).

Diikaz. Oznacme Pr prvotéleso télesa T'. Pak nutné 1 € Pr. Definuji S := {k x 1|k € Z} a
nutné S C Pr. Plati (kx1)—({x1)=(k—¢)x1eSa{lx1)(kx1)=lkx1eS, tedy S
je podokruh okruhu 7'.

Definujeme h : Z — S jako h(k) = k x 1. Snadno ukézeme, Ze h je epimorfismus. Podle
véty o homomorfismu je h(Z) = S = Z / ker h.

Zkoumejme nasledujici 2 mozné pripady:

(chT=peP) Pak kerh = {k€Z|kx1=0} =1, Tedy S = Z/I, = Z,, a protoze p je
prvocislo, je Z, téleso. Z izomorfie S je také télesem a plati S C Pr, a nebot S je téleso
a Pr je nejmensi podtéleso, plati S = Pr a Pr = Z,.
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(chT=0) Pakkx1=0<k=0akerh=FE = {0}. Atedy S =2 Z/F = Z, ale Z neni
télesem, je pouze oborem integrity, tedy i S je oborem integrity a existuji podilova télesa
Ts a Ty, kterd jsou izomorfni. Vezméme Ug a definujme g : Us — T jako g (%) =ab !
O tomto zobrazeni jsme jiz diive ukézali, Zze je monomorfismus, tedy Ug = g (Ug) € T
(podtélesem). Ukazeme, ze g (Us) = Pr.

(S) Pr je nejmensi podtéleso, tedy Pr C g (Us).

(2) Méjme libovolné y € g(Us), y = ab™', kde a,b € S C Pr. Ale Pr je téleso, tedy
Yy € PT-

Tedy celkové mame Pr =g (Ug) 2 Us =Ts =Ty = Q.

» 6.8.3. POZNAMKA.

(1) Okruh Z nema délitele nuly, ale Z,,, pro m slozené maji délitele nuly. To dava protipriklad
k domnénce, Ze obecny homomorfismus zachova vlastnost nemiti délitele nuly.

(2) Necht T je jednoduchy okruh, tj. jediné jeho ideély jsou E a T. Ale vSechny idedly jsou
jadra vSech homomorfismi. Tedy bud ker h = E a h je monomorfismus, nebo kerh = T
a h(T) = {0}, coz zjevné neni télesem. To dava protipiiklad k domnénce, Ze obecny
homomorfismus zachovava télesovost.
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7. MODULY A LINEARNI ALGEBRY
° 7.1. MopuULYy

» 7.1.1. DEFINICE. Mg¢jme aditivni grupu G = (M, +) a mnozinu skaldri S # (). Pro kazdé
a € S definujeme endomorfismus znaceny stejné o : G — G. Pak systém Gg = (G,S5)
nazyvame grupa s operatory.

» 7.1.2. DEFINICE. Pfipustnou podgrupou grupy s operatory nazveme takové H € G, ze (Vo €
S)(Va € H*)(aa € H®).

» 7.1.3. PRIKLAD.

(1) Méjme libovolnou grupu G a mnozinu celych ¢isel Z jako skalary. Definujme pro k € Z a
x € G* hodnotu kz := k x x. Pak Gy je grupa s operatory.

(2) Necht G je Abelova grupa. Ozna¢me E; mnozinu vSech endomofrismi a definujme pro
h,g € Ez operace (h @ g)(z) :== h(x)+g(x) a (h® g)(x) := h(g(x)). Pak (€, @, ®) tvoii
okruh nazyvany okruh endomorfismi. Pak pfipustnou podgrupou grupy s operatory Ge,
je takova podgrupa, ktera je uzaviena vici vSem endomorfismim. Pripustné podgrupy
Geg,, se nazyvaji uplné charakteristické.

(3) Pripustné podgrupy G4, se nazyvaji charakteristické.

(4) Pripustné podgrupy Gz, se nazyvaji normalni. (Narozdil od g nejsou Aq ani Zg okruhy,
pfesto mohou jejich prvky byt skalary.)

» 7.1.4. DEFINICE. Modulem rozumime grupu s operatory Ggr, kde R je asociativni okruh
s jednotkou a (Va,B € R*)(Va € G*)((a + B)a = aa + Ba A a(Ba) = (af)a). Modul Gg

nazveme unitarni, pokud 1-a = a.

» 7.1.5. DEFINICE. Unitarni modul G nazveme vektorovym prostorem, pokud R je télesem.

» 7.1.6. PRIKLAD. Vezméme G = R, a R = R. Pak (R, R) je modulem.

° 7.2. LINEARNI ALGEBRY

» 7.2.1. DEFINICE. Mgé&jme okruh R a mnozinu skalart S # (). Pak (R, S) je okruh s operétory,
pokud (R4, S) je grupa s operatory a plati (Va € S)(Va,b € R®)(a(ab) = (aa)b = a(ab)).

» 7.2.2. DEFINICE. Lineédrni algebra je dvojice (R, S), kde R je okruh, S je téleso a plati:
(1) (R4, S) je unitarni modul;

(2) (R,S) je okruh s operatory.

» 7.2.3. PozNAMKA. Pokud zapomeneme nasobeni skaléry, je linedrni algebra okruhem. Pokud
zapomeneme okruhové nasobeni, je vektorovym prostorem.
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> 7.2.4. PRIKLAD.
(1) (C™™ +,-) je linearni algebra nad C.
(2) (C™™, +,-) je linearni algebra nad R.
(8) Cpg je linearni algebra C' nad R.

(4) Rp je linearni algebra R nad R.
» 7.2.5. DEFINICE. Algebry definované nad télesem realnych ¢isel nazyvame realné.

» 7.2.6. POzNAMKA. Méjme U téleso a T' € U jeho podtéleso. Pak U je linedrni algebra nad
T a U,y je vektorovy prostor nad 7'.

7.3. ALGEBRA KVATERNIONU

Vymyslel ji Hamilton v Dublinu 16. fijna 1843.
Vezméme algebru C?? nad R a uvazujme podmnozinu

(2

Ukézeme, ze K je podalgebra C?2. Uzavienost v séitani matic je zjevnd, stejnd tak vaci
nasobeni redlnym cislem. Zbyva ndm uzavienost vici soucinu:

a b c d B ac —bd ad+ be
—ba) \—-dé) \—=bc—ad —bd+ac)’

Tedy K nad R je algebrou, kterou nazyvame kvaternionova algebra a jeji prvky nazyvame
kvaterniony.

Je asociativni, neni komutativni, ma jednotku ( (1) (1)) a je algebrou s délenim (tedy K jako
okruh je télesem) — ukazeme. Pro dané a, b hledame ¢, d, aby ac —bd = 1 a bc + ad = 0. Zbylé
dvé rovnice jsou linedrné zavislé na téchto dvou. Matice soustavy s neznamymi ¢, d je (% _ab) a

a,bE(C}.

jeji determinant je D = |a|® + |b]>. Tedy podle Cramerova pravidla je ¢ = Lad= 2, tedy

d= =L
D
ZapisSme a = a1 + awi a b = By + [Bat, kde a9, B12 € R. Pak

a b - 051+042i ﬂl—Fﬁzi . 10 1 0 01 02
(—ba)_<—51+52m1—a2z = {gq ) 2o ) T Lio) T2 o )
e 2 J

Tedy dim K = 4 a (e, i, j, k) tvofi bazi K. Prvky baze se nasobi podle nasledujici tabulky (prvni
¢initel vlevo, druhy nahote):

i |5 | k|
11 4]k
il =1 k |—j
PG T=k[=1] 3
k| j | —i| -1
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Oznacme Qg = {1,—1,i,—i,7,—j,k, —k}. Pak Qs s nasobenim podle tabulky je grupa
nazyvanéd kvaternionova grupa. V uvahu prichazeji ¢tyr- a dvouprvkové podgrupy. Jsou tfi
4prvkové podgrupy, napt. {1, —1,7,—i}, a jedna 2prvkova {1, —1}. Prvni 3 maji index 2, a jsou
tudiz normalni, taktéz 2prvkova je normalni. Tedy Qg je priklad neabelovské grupy, kterda ma
vsechny podgrupy normaélni. Takové grupy se nazyvaji hamiltonovské.

7.3.1. VETA (FROBENIUS). Bud A redlné asociativni koneénédimenzionalni linearni algebra
bez déliteli nuly. Je-li A komutativni, potom je izomorfni s algebrou Cgr nebo Rg. Neni-li A
komutativni, pak je izomorfni s algebrou kvaternionii.
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8. TEORIE SVAZU
8.1. SvAzZY

» 8.1.1. DEFINICE. Svazem (angl. lattice) rozumime algebru S = (M, A, V) se dvéma bindrnimi
operacemi takovou, zZe pro libovolné a, b, c € M plati:

(1) aANb=bAa, aVb=>Va (komutativni zékon);
(2) (aAb)Ac=aNn(bNc), (aVb)Ve=aV (bVc) (asociativni zdkon);

(3) an(bVa)=a, aV (bAa)=a (zikon absorpce).

Operaci A nazyvame priisek a operaci V spojeni.

» 8.1.2. LEMMA. Ve svazu S = (M, A, V) plati pro libovolny prvek a € M, ze a Aa = a a
aV a = a (tzv. idempotentnost)

o Dikaz. aANa=aA(aV(bAa))=a,drubd rovnost symetricky. O

» 8.1.3. VETA (PRINCIP DUALITY V TEORII SVAZU). Maéme-li formuli v teorii svazi, kterd
plati ve vSech svazech, pak dudlni formule vznikla prohozenim operaci priseku a spojeni opét
plati ve vsech svazech.

8.2. SVAZOVE USPORADANA MNOZINA
> 8.2.1. POzZNAMKA. Pripomeneme dulezité pojmy pro usporadané mnoziny (M, <).
(1) Horni zdvora mnoziny A C M je kazdé takové a € M, ze (Vz € A)(x < a).
(2) Ma-li mnozina hornich zavor prvni prvek, nazveme jej supremum A. Pro s = sup A plati:

(a) (Va € A)(a < s);
(b) (Ve M)((Vae A)(a<t)=s<t).

(3) sup® je prvni prvek mnoziny M (pokud existuje).

(4) sup M je posledni prvek mnoziny M (pokud existuje).

» 8.2.2. DEFINICE. Rekneme, Ze uspofadana mnozina (M, <) je svazové usporadans, ma-li v ni
libovolna 2prvkova mnozina infimum a supremum.

» 8.2.3. LEMMA. Pro libovolné prvky svazu plati, ze

aANb=a < aVb=0b.

o  Dukaz.
(=) avb=(aAb)Vb=b.

(<) anb=aAN(aVb)=a.
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> 8.2.4. VETA.

(1) Bud S = (M, A, V) svaz. Definujeme-li na M binarni relaci < jako a < b < aAb = a,
pak (M, <) je svazové usporadana.

(2) Bud (M, <) svazové usporadand mnozina. Definujeme-li na M binérni operace A,V jako
aANb:=inf{a,b} a aVb:=sup{a,b}, pak (M, A, V) je svazem.

o  Dukaz.

(1) (reflexivita) a <a < aNa=a.
(antisymetrie) a Ab=a a b/ a = 0>, a z komutativity plyne a = .
(transitivita) Necht a <bab<c¢,pakaAc=aAbAc=aAb=a.
(je svazové) Ukéazeme, Ze inf{a,b} = a A b. Obdobné sup{a,b} = a V b.

(2) (komutativita) a A b= inf{a,b} = inf{b,a} =bAa.

(asociativita) (a Ab) A c = inf{inf{a, b}, ¢} = inf{a,b, c} = inf{a,inf{b,c}} =a A (bAc)
s vyuzitim nasledujiciho lemmatu a faktu, ze kazda 2prvkova ma infimum.

(pohlceni) inf{a,sup{b,a}} = a z definice.

Druhy z kazdé dvojice axiomti dokdzeme podobné.

O

» 8.2.5. LEMMA. Méjme uspotfddanou mnozinu (M, <) a a,b,c € M. Potom pokud existuje
inf{inf{a,b},c} =: 4, je i = inf{a,b,c}. Pokud je navic (M, <) svazové uspofadand, plati
i = inf{a, inf{b, c}}.

o Dikaz.
(i <a,b,c) Jei<cai<inf{a,b}, tedy i < a,b.
(d <a,b,c=d<i) Nebotd <aad<b, jed<inf{a,b} asoucasnéjed < ¢, tedy d < inf{c, inf{a,b}} =1
Pokud je navic uspofadani svazové, pak existuje infimum 2prvkové mnoziny {b,c} a také

infimum 2prvkové mnoziny {a,inf{b,c}}. A tedy je podle prvniho tvzeni inf{a,inf{b,c}} =
inf{a, b, c} =i. O

» 8.2.6. PozNAMKA. Operace jsou jednoznacné svazané, nebof napf. pomoci A definujeme <
a to nam definuje V.

» 8.2.7. LEMMA. Bud S = (M, A, V) svaz a necht a,b,c € M. Potom plati

(a<b)=(aNc<bAcet aVc<bVec).
o Dukaz. 7 definice: aNcAbAc=aANc,aVecVbVe=bVec. 0]

» 8.2.8. DEFINICE. Méjme svaz S = (M, A, V). Pak pro N C M je T = (N, A, V) podsvazem
svazu S, pokud je T svazem, tj. pokud je N neprazdna a uzaviend vuci obéma operacim.
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> 8.2.9. PRIKLAD.

(1) Mnozinovy svaz S = (M,N,U), kde M je systém mnozin uzavieny na operace. Specialnim
ptipadem je M = P (A), kde snadno ovéfime platnost axiomt svazu. Svazové usporadani
mnozinového svazu je inkluze C.

Méjme A mnozinu a B C A jeji podmnozinu. Pak (P (B),N,U) je podsvazem svazu
(P(4),N,V).

Déle napt. ¢-algebry tvori mnozinové svazy.

(2) Pro libovolné a € S* je ({a}, A, V) podsvazem S.
Pro libovolné a,b € S*® je ({a,b}, A, V) podvazem S, pokud jsou srovnatelné.

(3) Uplné uspotfadana mnozina je usporadana svazoveé a supremum a infimum pfechazi v ma-
ximum a minimum (vzdy to bude jeden z obou prvkii). Piikladem jsou ¢iselné mnoziny
(Np, <) ¢i (R, <).

(4) Mé&jme usporadani (N, |) s usporadanim ,,déli“. Pak k Al je nejvétsi (podle |) takové d,
sed|kad|l,tj. k Al =g§(k,1). Obdobné k VI = v(k, ).

(5) Mé&jme G = (M, -) grupu a ozna¢me M systém vsSech jejich podgrup. Ozna¢me (A) = (N).
Pak umime definovat (<) jako a < b < anNb = a < a C b. Tedy prisek i relace jsou stejné
jako v mnozinovém svazu, ale vime, ze sjednoceni nemize byt spojenim. Definujeme ji
a Vb := sup{a,b}, to je nejmensi podgrupa G obsahujici a i b, coz je ab. Tedy plati

(v) = ().

(6) Ng = (N2&,N,-) je svaz v8ech normalnich podgrup grupy G. Pak N je podsvazem svazu
Sa.

(7) Podobné tvori svazy systémy podokruhti, ideald, podtéles, podprostori vektorového pro-
storu, doplnéné o prinik a soucet.

» 8.2.10. DEFINICE. M¢jme a,b € S°, a < b. Pak intervalem nazveme mnoZinu (a,b) =
{z |a <z <b}.

» 8.2.11. LEMMA. Interval (a,b) je podsvazem S.

o Dikaz. Mé&me x,y € (a,b). Ukdzeme, ze x Ay € (a,b). Plati x > a ay > a, tedy x Ay >
a ANy > a/a=a. Obdobné pro b a pro druhou operaci. O
° 8.3. IDEALY

» 8.3.1. DEFINICE. Bud S = (M, A, V) svaz. Idedlem rozumime libovolny jeho podsvaz [ ta-
kovy, ze plati
(Vael)(Vse M)(aNnsel).

54



» 8.3.2. LEMMA. Budte S = (M, A, V) svaz a I jeho podsvaz. Nésledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni:

(1) Mael)(Vse M)(aNnsel) (tj. 1 jeidedl);
2) (VaeD)(Whe S)b<a=bel),
(3) Va,be S)lavbel=a,bel).

o Dikaz.

(1=2) Méjme a € I a b < a. Pak podle predpokladu a A b € I, ale soucasné a A b = b, tedy
bel.

(2=3) Budavbel.Platia<aVbab<aVbapodle (2)jeaVbel.

3=1) Mé¢meaclase M.Paka=aV(aNs)el,atedyarsel.

O

» 8.3.3. DUSLEDEK. Idealy ve svazu S jsou takové I C M, I # (), ze plati (Va,b € M)(a,b €
I<savbel).

» 8.3.4. LEMMA. Budte S svaz a a € M. Pak mnozina [, := {x € M |z < a} je idedlem.
o Dikaz. I, je uzaviend vuci V a plati (2) v 8.3.2. O

» 8.3.5. DEFINICE. Idedl I, := {z € M |z < a} nazyvame hlavni idedl generovany prvkem a.
Je-1i ve svazu kazdy ideal hlavni, nazveme jej svaz hlavnich ideald.

» 8.3.6. DEFINICE. Bud S = (M,A,V) svaz. Filtrem rozumime libovolny jeho podsvaz F
takovy, ze plati
(Va € F)(Vs € M)(aV s €F).

8.4. IZOMORFISMUS SVAZU

» 8.4.1. DEFINICE. Budte 57 = (Mj,A,V) a Sy = (M, A, V) svazy. Zobrazeni h : M; — M,
nazveme homomorfismus, plati-li

(Vz,y € My)(h(z Ay) = h(z) A h(y) et h(z V y) = h(z) V h(y)).

Izomorfismus je takovy homomorfismus, ktery je bijektivni.
» 8.4.2. LEMMA. Homomorfismus svazi je izotonni zobrazeni.

o Dikaz. Méme h: S — Sy ax,y € S}, x <y. Potom h(x) A h(y) = h(zx Ay) = h(x), tedy
h(z) < h(y). O

» 8.4.3. VETA. Budte S; = (M1,A,V) a Sy = (Ms, A\,V) svazy. Zobrazeni h : M; — M je
izomorfismem svaz pravé tehdy, je-li izomorfismem svazové usporadanych mnozin.
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Diikaz. Pro obé implikace je pfedpokladem bijekce, a tedy existence h~!.

(=) Podle pfedchoziho lemmatu je © < y = h(x) < h(y). Zbyva tedy opacéné implikace.
Predpokladejme h(z) A h(y) = h(x). Potom diky bijekci je x Ay =z, a tedy = < y.

(<) Plati x Ay < 2, tedy h(z Ay) < h(z) a h(z A y) je dolni zévora h(z) a podobné je
dolni zavorou h(y). Mé&jme libovolné d € S3 takové, ze d < h(x) a d < h(y). Nebot h je
bijekce, existuje ¢ € S takové, ze h(c) = d. Plati h(c) < h(z) a h(c) < h(y), ¢ili ¢ < x
ac<uy,atedy ¢ <inf{z,y} a koneéné d = h(c) < h(zx A y). Tedy kazda dolni zévora
h(x),h(y) je nejvyse rovna h(x A y). Tedy h(z) A h(y) = h(z Ay). Obdobné ukizeme, Ze
W) Vv h(y) = hz Vv y).

O

8.4.4. DEFINICE. Ma4-li svaz nejmensi (prvni), resp. nejvétsi (posledni) prvek, nazveme jej
nulou, resp. jednotkou a znacime 0, resp. 1.

8.4.5. PRIKLAD.

(1) Mé&me mnozinu A a mnozinovy svaz (P (A4),N,U) s usporadanim C. Pak jednotkou je A
a nulou je ().

(2) Mé&jme svaz (N, §,7) s usporadanim (]). Pak jednotkou je ¢islo 0 (plati n|0) a nulou je
¢islo 1 (plati 1|n).

8.4.6. LEMMA. Libovolny minimalni prvek svazu je nulou. Libovolny maximélni prvek svazu
je jednotkou.

Dikaz. Ukézeme pouze prvni tvrzeni, druhé lze ukazat obdobné. Méjme m miniméalni a libo-
volné x € S®. Pak x Am < m, ale to je mozné jen tehdy, kdyz x Am = m, a tedy m < z. Tedy
m je prvni a je nulou. O

8.5. UPLNE SVAZY

8.5.1. DEFINICE. Svaz S = (M, A, V) nazveme uplnym svazem, ma-li v ném libovolna podm-
nozina N C M infimum i supremum.

8.5.2. POzZNAMKA. V kazdém svazu existuje infimum a supremum konecné podmnoziny.
V tplném svazu vyzadujeme existenci infima a suprema pro kazdou (prazdnou, konec¢nou,
spocetnou, nespocetnou) podmnozinu.

8.5.3. LEMMA. Uplny svaz mé nulu a jednotku.

Diikaz.
(1) 1 =sup M = inf ().
(2) 0 =inf M = sup.

56



» 8.5.4. PRIKLAD. V mnozinovém svazu S = (P (M),N,U) je infimem A C P (M) mnozina
(A C M a supremem | J A C M, tedy S je Gplny svaz.

» 8.5.5. VETA (O PEVNEM BODE). Bud S = (M, A, V) aplny svaz a bud f : M — M izotonie.
Pak existuje pevny bod izotonie f, tj.

(Fu € M)(f(u) = u).

o Dikaz. Definujeme U = {a € M | f(a) > a}. Jiste 0 € U, tedy U je neprazdni. Ozna¢me
u = sup U. Mé&jme libovolné a € U, pak u > a a z izotonie je f(u) > f(a) > a, tedy f(u)
je horni zévora U, a tedy u < f(u). Z izotonie déle dostavame, ze f(u) < f(f(u)), a tedy
f(u) € U, tedy f(u) < u. Celkové mame f(u) = u. O

» 8.5.6. VETA. Bud (M, <) uspofddand mnozina. Ma-li kazdd podmnozina M infimum, pak
ma kazda podmnozina M supremum.

o Diikaz. Mé&me N C M. Necht Z je mnozina hornich zdvor N. Dale Z # (), nebot v ni je
nejvétsi prvek M, coz je inf (). Pokud N = (), pak sup N je inf M.

Nyni mame (Vn € N)(Vz € Z)(n < z). Tedy kazdy prvek N je dolni zavorou Z a plati

n < inf Z, jehoz existenci predpoklddame. A nebot (Vn € N)(n < inf Z), tedy inf Z je horni

zévora a je nemensi z nich. Tedy sup N = inf Z. 0

» 8.5.7. DUSLEDEK. Bud (M, <) uspofadand mnozina. M4a-li kazd4d podmnozina M supremum,
pak ma kazda podmnozina M infimum.

» 8.5.8. DUSLEDEK. Bud (M, <) uspofadand mnozina. Ma-li kazdd podmnozina M infimum,
nebo ma-li kazdad podmnozina M supremum, pak (M, A, V) je Gplny svaz.

» 8.5.9. LEMMA. Bud S = (M, A, V) Gplny svaz. Potom prinik libovolného systému ideala v S
jeideal v S.

o Dikaz. Oznacme J, jednotlivé idedly a [ := () J,. Nebot 0 € M a0 € J,,je0 eI al#0.
Déle plati a € I < (Va)(a € J,) a pro vSechna « je (Va € J,)(Vs € M)(aAs € I), tedy mame
(Va e I)(Vs € M)(aAsel), cozje definiéni podminka idealu. O

» 8.5.10. DEFINICE. Rekneme, Ze svaz S; lze izomorfné vnofiit do svazu Sy, existuje-li mono-
morfismus h : S; — Sy. Potom plati S; = h(S;) € Ss.

» 8.5.11. VETA. Libovolny svaz lze izomorfné vnotit do tiplného svazu.

o Dikaz. Predpokladejme, ze svaz Sy = (M, A, V) nema nulu. Pak definujeme mnozinu M :=
My U {0} a pokladame (Vz € Mj)(0 < z). Tedy Sy € S := (M, A, V).

Ozna¢me Jg mnozinu vSech idedld svazu S. Je neprazdnd, nebot napt. {0}, S € Jg. Pak
(Js,C) je usporddana mnozina. Pro libovolné N C Jg je inf N = (N € Jg, a pokud oznacime
Zn mnozinu vSech hornich zavor N plati sup N = inf Zy = (" {I € Is | (VJ € N)(J C I)}. Tedy
pokud polozime IANJ :=1INJalVJ:=N{KecJs|l,JC K}, jeUs := (Ig,A,V) tplny
svaz.
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Definujeme zobrazeni h : M — Jg jako h(a) = I,. UkdZeme, Ze h je monomorfismus svazi,
tj. pokud oznac¢ime Hg mnozinu vsech hlavnich ideald S, méame h : M =2 Hg.

(h je prosté) Necht h(a) = h(b). Pak I, = I, tedy a < b a b < a, tedy a = b.

(h je mnozZinovy izomorfismus (M, <) a (Hg,C)) Méme a,b € M. Paka <b< I, C [, &
h(a) C h(b).

(h je svazovy izomorfismus) Vyplyva z predchoziho bodu a predchoziho vykladu.

0

» 8.5.12. PRIKLAD. Véta nam umoznuje prechod od @Q k R. Hlavnimi idedly v (Q, <) jsou
I,={x € Q |z <a}. Avsemiidealy jsou{z € Q |z <r}a{r € Q|z <r} provSechnar € R.

° 8.6. DISTRIBUTIVNI SVAZY

» 8.6.1. VETA. Bud S = (M, A, V) libovolny svaz. Pak pro libovolné prvky a,b,c € M plati:
(1) an(bVe)>(anb)V(aAc);
(2) aV(bAc)<(aVD)A(aVc);

(3) jellia<e platiaV (bAc) < (aVb)Ac.

o  Dukaz.

(1) Platib <bVe=aAb<aA(bVc)apodobné aAc<aA(bVc). Tedy aA (bV c) je horni
zavora {a A ¢,a A b}, a tedy je vétsi nebo rovno nez sup{a A c,a Ab} = (a Ac)V (aAD).

(2) Symetricky z duality.

(3) Plati a V¢ = ¢, tedy podle (2) jeaV (bAc) < (aVb)A(aVec)=(aVb)Aec.
0J

» 8.6.2. DEFINICE. Svaz S = (M, A, V) nazveme distributivni, pokud pro libovolné a,b,c € M
plati:

(D1) aAN(bVe)=(aAb)V(aAc)
(D2) aV(bAc)=(aVbd) A(aVec).

» 8.6.3. POZNAMKA. Pro rovnosti mame ve vSech svazech zaruceno platnost jedné nerovnosti.
Staci tedy dokazat nerovnosti opacné nez v predchozi vété.

» 8.6.4. LEmMA. (D1) = (D2).

aVe) = ((avb)Aa)V((aVb)Ac) =

o Ditkaz. Vyjdu z pravé strany (D2) a pouziji (D1): (
a bAc)=aV (bAc). O

aVb)A
aV((avb)Aec)=aV((anc)V(bAc)) = (aV( (

(
Ac))V

58



8.6.5. PRIKLAD. Piiklady distributivnich svazu:
(1) mnoZinové svazy;
(2) uplné usporddané mnoziny;
(3) (No,|) = (No, 8, 7).

8.6.6. PRIKLAD. Svazy podgrup, normalnich podgrup, ...nejsou obecné distributivni.

8.6.7. VETA. Libovolny podsvaz i libovolny homomorfni obraz distributivniho svazu je dis-
tributivni.

Diikaz. Distributivita je obecnd podminka, tedy se nemtze po zmenseni nosice porusit. Ho-
momorfismus zachovava prisek i spojeni, tedy zachovava distributivitu. [l

8.6.8. DEFINICE. Bud S = (M, A,V) svaz. Filtr F' se nazyva ultrafiltr, je-li F' # M a plati
(Va,be M)(aVbe F = (a € FvelbeF)).

Mnozinu vSech ultrafiltrt na S oznacujeme Us.
8.6.9. POZNAMKA. V defini¢ni podmince ultrafiltru plati z definice filtru i zpétna implikace.

8.6.10. POzZNAMKA. V matematické logice hraji filtry dtleZitou roli, pokud polozime spojeni
jako ,nebo® a prusek jako ,a zaroven“, pak podminka ultrafiltru vyjadiuje, kdy je konjunkce
pravdiva. Podminka filtru pak bude aAb € F < (a € Fetb e F).

8.6.11. PRIKLAD. Mgéjme S = (P(A),N,U)aa € A, tedy {a} € P (A). Pak definujeme hlavni
filtr Fi,y :={B € P(A) |{a} C B} ={B C A|a € B}. Pak Fi,) # 0, tedy Fio} # P (A).
Méjme By, By € P(A) a nechf a € B, U By, pak a € By nebo a € By, tedy By € F{q) nebo
By € Figy. Tedy Fy,y je ultrafiltr.
Ale Fy,py pro a # b neni ultrafiltr.

8.6.12. DEFINICE. Bud S = (M,A,V) a necht ) # N C M. Pak definujeme (N) jako
nejmensi filtr ve svazu S obsahujici N:

(N)=({FeFs|NCF}.

8.6.13. LEMMA. Budte S svaz, F filtr ve svazu S a bud ag € S°, déale ozna¢me H :=
{reS*|(3de F)(x>dAay)} Potom (FU{ap}) = H.

Dikaz.

(D) Pokud d € F,jedANag € (FU{ag}), atedy z =z V (dAag) € (FU{ap}).

59



= A ) 0y = . ) - . ] )

(S) Ukéazeme, ze F'U{ag} C H. Pro d € F plati, Ze d > d A ag. Déle mé&jme libovolné d € F
pak ag > d A ag. Pokud ukézeme, ze H je filtr, bude nutné nejmensi filtr nad F U {ao}
jeho podmnozinou.

Méjme T Zdl/\aoal’g ng/\ao pro néjakédl,g S F, pakxl/\xg Zdl/\ao/\l'g Z
di N\ ag N\ dy A ag. Polozme d :=dy ANdy € F, pak x4 Az > d A ag, tedy 1 Axy € H.

O
8.6.14. LEMMA. Sjednoceni fetézce filtri R je filtr.

Dikaz.
1) acUR,be S b>a. (IF)(ae FeR), tedy b e F, tedy b € R.

(2) a,b € |JR. Pak a € F}, b € Fy, bez ijmy na obecnosti necht 77 C Fy. Potom a,b € Fy, a
tedy aNbe F, CUR.

O

8.6.15. LEMMA. Budte S = (M, A, V) distributivni svaz, a,b € M a necht neplati a < b (tedy

a > b nebo nejsou srovnatelné). Potom existuje ultrafiltr F' svazu S tak, Ze a € F' a soucasné
b¢ F.

Dikaz. Necht F je mnozina vSech filtrti, které obsahuji a, ale neobsahuji b, tedy plati F =
{FeFslacFetb¢ F}. Nutné F, = {r € S|z >a} F b, tedy F, € F. V F usporddané
inkluzi mé libovolny fetézec R horni zavoru F' = | J F, kterd podle predchézejiciho lemmatu je
opét filtrem, a tedy trividlné F' € F, nebot a € F et b ¢ F. Dle Zornova lemmatu existuje v F
maximalni prvek Fj. Ukdzeme sporem, ze Fj je ultrafiltr.

Necht Fy neni ultrafiltr. Tedy existuji aj,as € S takové, ze a; V ay € Fy, ale a; ¢ Fp
ani ay ¢ Fy. Definujme Fy := (FoU{a1}) a Fy := (FyU{ag}), pticemz F; 2 Fy Ukadzeme
sporem, ze F) € JF vel F, € J a tim vytvorime spor s maximalitou Fj. Tedy musime ukazat, ze
b¢ Fyvelb ¢ Fy.

Necht b € Fy et b € Fy. Plati F; = {z | (3¢; € Fy)(z > ¢; N a;)}, tedy i pro b existuji ¢; tak,
Zeb>ciANayp ab>cy N ag. Polozme ¢ := ¢y Acy € Fy, tedy b > cANap ab > cA ay, tedy
b>(cAay)V (cAay) adiky distributivité je b > ¢ A (a1 V ag) € Fy, nebot ¢ € Fy, a1 V as € Fy.
Ale filtr je uzavieny vuci vétsim prvkam, tedy b € Fy, coz je spor.

Tedy mame F} € F vel Fy, € F, coz je spor s maximalitou £y v F. 0J

8.6.16. VETA (STONE). Libovolny distributivni svaz je izomorfni s néjakym mnozinovym
svazem. Jinymi slovy: libovolny distributivni svaz lze izomorfné vnotit do svazu vSech podm-
nozin néjaké mnoziny.

Dikaz. Méme S = (M, A,V) distributivni svaz. Oznaéme U = (P (Us),N,U). Definujeme
h: M — P(Us) jako h(z) := {F € Us |z € F'}. Ukadzeme, Ze h je monomorfismus.

(injekce) Méjme a,b € M, a # b, tj. (non a < b) vel (non b < a). Pak (IF, € Us)(a € Fret b ¢
Fy) vel (3F, e Us)(b € Fy et a ¢ Fy), tedy (3F1 € h(a) \ h(b)) vel (IF, € h(b) \ h(a)),
tedy h(a) # h(b).
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(h(a Ab) = h(a) N h(b)) Mé&jme libovolné F' € Us. Pak F € h(a ANb) < aNbE F o (a € Fet

be F) < (F€hla)et F € h(b)) < F € ha) N h(b).

(h(aV b) = h(a) Uh(b)) Méjme libovolné F € Us. Pak F € h(aVb) & aVb e F &Y (4

Fvelbe F) < (F € h(a) vel F € h(b)) < F € h(a) U h(b).

svaz

Celkové tedy mame S = h(S) € U. O

8.7. MODULARNI{ SVAZY

8.7.1. DEFINICE. Svaz S = (M, A, V) nazveme modularni, plati-li pro libovolné a,b,c € M,
a<cvztahaV (bAc)=(aVb)Aec.

8.7.2. VETA. Libovolny distributivni svaz je modularni.

Dikaz. Necht a < ¢, tedy c=aVcPakaV (bA-c) 2 (@aVb)A(aVe)=(aVb)Ac. O

8.7.3. LEMMA. Svaz S je modularni pravé tehdy, kdyz pro libovolné a, b, c € S® plati

aV(bA(aVe)=(aVb)A(aVc).

Dukaz.

(=) V defini¢nim vztahu polozime misto ¢ spojeni a V ¢ > a. Dostaneme primo dokazovanou
rovnost.

(<) Prolibovolné ¢ > aje aVe = ¢, atedy aV(bAc) = aV(bA(aVe)) = (aVb)A(aVe) = (aVb)Ac.

O
8.7.4. VETA. Svaz vSech normalnich podgrup libovolné grupy G je modularni.

Dikaz. Nerovnost > v defini¢ni podmince plati vzdy, tedy ukazeme, ze
(VA,B,C <1 G,A* C C*)(ABNC C A(BN(Q)).

Méjme libovolné x € (ABNC)*, tedy = € (AB)®* = A*B® aexistuji = ab, kdea € A* C C*®
abée B* tedy b =a'z,alealixzlezi v C° tedy b € C*. Tedy x = ab, kde a € A® a
beB*NC*=(BNC)°. O

8.7.5. VETA. Svaz vSech idedalt libovolného okruhu je modularni. Svaz vsech podprostorii
libovolného vektorového prostoru je modularni.

8.7.6. DEFINICE. Bud S = (M, A,V) svaz s nulou a jednotkou. Normdlni fada ve svazu S
je libovolna posloupnost (a;)™, prvki z M takova, Ze 1 = ag > a; > -+ > a,, = 0. Cislo m
nazveme délkou normaéalni fady.

8.7.7. DEFINICE. Rekneme, 7e normdlni fada (b;), je zjemnénim normalni fady (a;)™,,
pokud {a;}1, C {b;}7,. Zjemnéni nazveme vlastni, pokud n > m.
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» 8.7.8. DEFINICE. Normalni fada, kterd nema zadné vlastni zjemnéni, se nazyva hlavni fada.

» 8.7.9. VETA (SCHREIER). Libovolné 2 normélni fady v moduldrnim svazu maji zjemnéni
stejnych délek.

» 8.7.10. VETA (JORDAN, HOLDER).
(1) Libovolné 2 hlavni fady v moduldarnim svazu maji stejnou délku.

(2) Existuje-li v modularnim svazu hlavni fada, pak libovolnou normalni fadu lze zjemnit na
hlavni radu.

o Dikaz.

(1) Necht je (a;) kratsi hlavni fada. Pak ji podle Schreierovy véty lze zjemnit (vlastnim
zjemnénim), coZ je spor s tim, Ze je hlavni.

(2) Bud (a;) hlavni fada a (b;) libovolna normalni fada. Necht (b;) nelze zjemnit na hlavni
fadu. Pak existuje zjemnéni (c;) delsi, nez (a;) a podle Schreierovy véty lze najit jejich
zjemnéni stejnych délek. Protoze (ci) je delsi nez (a;), museli bychom (a;) zjemnit, coz je
spor s tim, ze je hlavni.

O

» 8.7.11. DEFINICE. Budte S = (M,A,V) svaz a a,b € M. Pro interval (a,b) pouzijeme
oznaceni b/a, tedy b/a := (a,b) ={xr € M |z > a et x < b}.

» 8.7.12. VETA. Budte S = (M, A, V) modularni svaz s nulou a jednotkou a a,b € M, a < b.
Pak (aVb)/a = b/(aAD).

o Diikaz. Definujme 2 zobrazeni, f : (a,aV by — (a Ab,b) jako f(z) =xAbag: {(aANbb) —
(a,a VvV b) jako g(y) = y V a. Ukdzeme korektnost definice, tedy mé&me a < x < a V b, pak
xAb>aNbaxAb< (aVb)Ab=D; korektnost druhé definice ukédzeme obdobné.

Zkoumejme zobrazeni g o f, tedy méjme = € (a,a V by, pak g(f(x)) = g(x Ab) = (x AD) Va,
a nebot z > a, je g(f(z)) =x A (bVa), anebot z < aVb,je g(f(x)) = . Podobné ukizeme,
7e fog =1id, a tedy f i g jsou bijekce. Ukdzeme, 7Ze f a ¢ jsou izomorfismy usporadanych
mnozin, tedy = < y & f(x) < f(y) < g(z) < g(y). Smér vpravo je snadny, pokud = < y, je
f(z)=xzANb<yAb= f(y) a podobné pro g. Pro smér vlevo predpokladejme, ze f(x) < f(y),
pak dostavame x = g(f(z)) < g(f(y)) = vy, a podobné pro g. Tedy jsme nasli mnozinovy, a tim
i svazovy izomorfismus obou intervali. 0

» 8.7.13. VETA. M¢&jme modularni svaz, ve kterém existuji hlavni fady (tedy svaz musi mit
nulu a jednotku). Definujeme-li |a| jako délku libovolné hlavni fady hlavniho idealu prvku a,
pak plati [a V b| + |a A b| = |a| + |b].

o Dukaz. Dle predchozi véty je |a VvV b| — |a| = |b] — |a A D]. O
» 8.7.14. DUSLEDEK. 1. véta o dimenzi.
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» 8.7.15. POzNAMKA. Pokud ve svazu najdeme 2 hlavni fady rtzné délky, tak vime, Ze svaz
neni modularni.
. 8.8. KOMPLEMENT

» 8.8.1. DEFINICE. Bud S = (M, A, V) svaz s nulou a jednotkou. Rekneme, Ze prvek o’ € M
je komplementem prvku a € M, plati-li:

(1) aNd =0;

(2) avd =1.

> 8.8.2. POZNAMKA. Zvl4sté v mnozinovych svazech pouzivdme ¢asto pro komplement prvku
A znacku CA.

» 8.8.3. PRIKLAD. Ve svazu S = (P(A),N,U) plati pro B C A, ze B’ = A\ B a komplement
existuje prave jeden.

» 8.8.4. PRikLAD. 0'=1;1 =0.

» 8.8.5. PRIKLAD. Komplement nemusi existovat, ale mtze jich i existovat vice.
(1) Mé&jme svaz s prvky {0, a, 1}, pak prvek a nemé komplement.
(2) Méjme svaz N5 nazyvany pentagon:
d
_—
ax
| i
a2

\
C

Prvek c predstavuje nulu, prvek d jednotku. K prvku a existuji 2 rtizné srovnatelné
komplementy a; a ay. Déale svaz Ny ma 2 hlavni fady rtzné délky (d,a,c a d,aq, as, c),
tedy neni modularni, a neni ani distributivni.

» 8.8.6. VETA. V moduldrnim svazu nema zadny prvek 2 rizné srovnatelné komplementy.

o Dikaz. Necht a; a as jsou komplementy a a nechf a; < ay. Pak plati a; = a3 A1 = a3 A(aVag) =
(ay Na)Vas =0V ay = as. O

» 8.8.7. VETA. Svaz je modularni pravé tehdy, kdyz neobsahuje jako podsvaz Ns.
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o  Dukaz.

(=) Sporem, tedy nechf obsahuje pentagon. Pak plati (ay Va) Aa; = dAa; = a1 # ay =
as Vc=ayV (aAay), coz je protipiiklad proti podmince modularity.

(«) Sporem, tedy necht neni modulérni. Tedy existuji a, b, ¢ takové, ze a < cale a A (bV ¢) <
(a Ab) V c. Ukdzeme, Ze a # ¢ a b je s nimi nesrovnatelny.
Necht a = ¢, pak a A (bV a) =a = (a Ab) V a, coz je spor, tedy a < c.
Necht b < avelb < ¢, pakjistée b<caaA(bVe)<a<c<(aAb) Ve

O

> 8.8.8. POZNAMKA (ALGEBRAICKY VTIP, KTERY NEZAZNEL NA PREDNASCE). Vite, pro¢ je
Sovétsky svaz modularni? Protoze nemé Pentagon.

» 8.8.9. PRIKLAD. Definujeme svaz My nazyvany diamant:

Pak M5 je moduléarni, ale neni distributivni, prvek a ma 2 komplementy, které nejsou srovna-
telné.

» 8.8.10. VETA. V libovolném distributivnim svazu s nulou a jednotkou ma kazdy prvek nejvyse
jeden komplement.

o Dikaz. Meéjme a a ay, ay jeho komplementy. Pak a; = a1 A1 = a;A(aVay) = (a1Aa)V(asAhay) =
0V (asAay) = ajAas, tedy a; < as. Ale distributivni svaz je modularni a a;, as jsou komplementy
stejného prvku, tedy a; = as. 0

» 8.8.11. VETA. Svaz je distributivni pravé tehdy, kdyz neobsahuje jako podsvaz ani Ns, ani
Ms.

» 8.8.12. DEFINICE. Rekneme, Ze svaz s nulou a jednotkou je komplementdrni, ma-li v ném
libovolny prvek alespon jeden komplement.

» 8.8.13. DEFINICE. Rekneme, 7e svaz s nulou a jednotkou je Booletiv, je-li distributivni a
komplementarni.

» 8.8.14. PRIKLAD. Piikladem Booleovych svazli jsou svazy mnozinové.
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» 8.8.15. PRIKLAD. Vratme se k 12prvkové alternujici grupé Ay, kterd neni jednoduché a nema4
zadnou 6prvkovou podgrupu (prestoze 6 | 12), a nakresleme schéma svazu jejich podgrup.

As 12 prvka

4 prvky Ky
Aél) A:())z) A§3) AéA‘) 3 prvky

2 prvky L(I) L

N

Vidime, Ze svaz vSech podgrup A, neni modulérni, nebot mé hlavni fady rizné délky. Je to
protipiiklad, kdyby si nékdo myslel, Ze svaz vSech (nejen normadlnich) podgrup je modularni.
Déle svaz podgrup A, ani svaz podgrup X, neni distributivni. Navic vSechny podgrupy X,
jsou normaélni, tedy neplati, Ze by libovolny svaz normalnich podgrup byl distributivni.

1 prvek

. 8.9. BOOLEOVA ALGEBRA

» 8.9.1. DEFINICE. Mg¢jme Booleuv svaz S = (M, A, V). Pak algebru Q = (M, A,V,’,0,1), kde
operace () je komplement a je unarni a operace 0 a 1 jsou nularni, tedy konstanty, nazveme
Booleova algebra.

» 8.9.2. VETA. Bud A Booleova algebra a necht a,b € A°®. Pak:
(1) 0=1, 1"=0
(2) (a) =
(3) anb=0sb<d, aVb=1sb>d;

(4) (anb) =d Vv, (aVvd) =d ANV (De Morganovy zékony).

o Dikaz. Ukézeme pouze tvrzeni 3 a 4.
B) b=bAl=bA(aVd)=0bANa)V(bAd)=0V(bAd)=bANd < b<d

(4) (anb)AN(@VY)=(aANbDANA)V(aNbAY)=0V0=0,
(anb)V(dVV)=(aVdVU)ANDbBVAVY)=1AN1=1;

» 8.9.3. LEMMA. Filtr F' ve Booleové svazu je ultrafiltr pravé tehdy, plati-li

(Ve eS*)(ze F&a' ¢ F).

65



o  Dukaz.

(=) Méjme libovolné z. Pak x Va2’ =1 € F, tedy = € F vel 2’ € F. Kdyby z,2' € F, pak
0=z Az € F, coz je spor s tim, ze ' # S°.

(«<) Méjme libovolné prvky a,b. Necht a Vb € F, ale a,b ¢ F. Pak a/,b' € F, tedy a’ NV =
(aVb) € F, coz je spor.

O

» 8.9.4. VETA. Libovolna Booleova algebra je izomorfni s néjakou mnozinovou Booleovou al-
gebrou.

o Diikaz. Definujeme zobrazeni f(z) = {F € Us |z € F'}. Vime, ze f zachovava prusek a spo-
jeni.

() f@)={FeUs|zreF} ={F els |z ¢ F} =Cf(x)
(0) f(0)={Fe€lUs|0€ F},ale0 € F = F =S5° coz nen filtr. Tedy f(0) = 0.
(1) f(1)={FeUs|1eF}=Us.

O

» 8.9.5. VETA. Libovolna konecné Booleova algebra je izomorfni mnozinové Booleové algebie
tvofené vSsemi podmnozinami vhodné mnoziny.

» 8.9.6. VETA.
(1) Libovolna konecna Booleova algebra ma pocet prvka roven ¢islu 2", n € N.

(2) K libovolnému n € N existuje az na izomorfii pravé jedna Booleova algebra s 2" prvky.

» 8.9.7. PRIKLAD. 2-, 4- a 8prvkova Booleova algebra.

<O &
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9. POLYNOMY NAD KOMUTATIVNIMI TELESY

9.1. PoLYyNnOMY

» 9.1.1. PozNAMKA. Budeme znacit T komutativni téleso a budeme vySetfovat okruh poly-

nomu nad télesem T, ktery znac¢ime T'[z]. Vime, Ze T'[x] je asociativni, komutativni, bez déliteli
nuly, tedy je oborem integrity s jednotkou 1 - z°.

9.1.2. VETA (O DELENI SE ZBYTKEM, ALGORITMUS DELENI). Budte P, P, € T[x| poly-
nomy, pricemz P, # 6. Pak existuji polynomy @, R € T[z] takové, ze P, = P»@Q + R, pfi¢emz
R =0 nebo st R < st Ps.

Diikaz. Pro P = @ plati P, = P, -0+ 0. Pro st P, < st P, je P, = P, -6+ P;. Tedy necht
Py #0astP >stPy,. Necht P, =" a;x" a P, =) bz, kde an, # 0, b, #0 am > n.
Diikaz provedeme matematickou indukei podle m.

(1) m =0, tedy i n =0, tedy P, = apz® a P, = boz°. Pak P, = apz® = (byz°)(aoby'z°) + 6.

(2) Necht m > 0 a necht tvrzeni plati polynomy P; stupné mensiho nez m. Definujme P, :=
Py—(a,b,'x™ ™) Py. Stupen (a,,b,, '2™~™) P, je m a jeho ¢len s nejvyssi mocninu je a,,z™.
Tedy ¢len P; s mocninou ™ je a,, — a,, = 0. Pokud je P, = 6, je P, = Py(amb, '™ ™) +6.
Pokud P, # 0, je st P <stP a podle indukéniho predpokladu existuji Q, R takové, ze
P, = PQ+RaR =0nebo stR < stP,. A koneénd P, = P, + (b ta™ ™) Py =

P, ((2 + (amb,;lxm—”)> +R. :
O

9.1.3. PozNAMKA. T[z] je Eukleidiv okruh, tj. kazdé 2 polynomy maji nejvétsiho spole¢ného
délitele a ten se da najit Eukleidovym algoritmem.

9.1.4. VETA. Okruh 7T[z| je okruhem hlavnich idealt.

Dikaz. Méjme libovolny idedl I < T'[z]. Pokud I = E = {0}, je I = Iy. Tedy necht I # E.
Méjme polynom P € I, P # 6 takovy, Zze ma nejmensi stupeni ze vSech nenulovych polynomt
v I. Ukézeme, ze I = Ip.

(I C Ip) Zvolme libovolny P, € I, pak vime, ze existuji @, R takové, ze P, = PQ + R, kde
R =0nebost R <stP.Déale R= P, —QP € I, tedy pokud by R # 6, nutné st R < st P,
coz je spor s minimalitou st P. Tedy R =60 a P, = PQ € Ip.

(Ip C I) Pokud P € I, pak také Ip C I.

U

9.1.5. DEFINICE. Budte P,Q € T[z]. Rekneme, ze Q déli P, existuje-li S € T'[x] takovy, Ze
P =@QS. Zna¢ime Q| P.

9.1.6. DEFINICE. Budte T, U komutativni télesa, ' € U a budte P = Y " ja;a’ € T[x] a
« € U. Pak polozime hodnotu polynomu P na prvku « jako P(a) =Y " ja;a' € U.
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» 9.1.7. DEFINICE. Bud P € T'[z|. Kofenem polynomu P (feSeni algebraické rovnice P(z) = 0)
rozumime libovolny prvek « z néjakého nadtélesa U T takovy, ze P(a) = 0.

» 9.1.8. VETA. Budte T' € U, P € T[z], a € U*. Potom

Pla)=0 <= (z—a)|P.

o  Dukaz.

(=) Necht P(a) =0a P = (r —a)Q + R. Plati R = 6 nebo st R < 1, tedy R = roz° pro
ro € T. Pak 0 = P(a) =0+ 19, tedy ro =0 a P = (z — a)Q.

(«) Plati P = (z — «)S tedy P(a) =0-S(a) = 0.

U
» 9.1.9. DUSLEDEK. MA4-li P navzajem ruzné kofeny ov,...,q, pak (z —aq)--- (z — ay) | P.
o Dikaz. Play)=0=(x—o)|P=P=(x—o)P.
Plag) =0= (e —a1)Pi(a2) =0=P = (r —ag)Po = P = (v —aq)(x — a2) P.
Po k krocich dostaneme P = (x — ay) - - - (v — ag) Py. O

» 9.1.10. DUSLEDEK. Polynom stupné n ma nejvyse n riznych kofent.

» 9.1.11. PozNAMKA. Neni-li 7" komutativni téleso, nemusi posledni dusledek platit.
Vezméme nap¥. okruh Z, ktery neni télesem, a 2% € Zj4[x]. Jeho kofeny jsou 0, 4, 8 a 12,
tedy jsou Ctyfi pro polynom stupné 2.
Méjme K téleso kvaterniont, které je nekomutativni, a polynom stupné dva, P := 22 +1 €
Klz]. Pak pro a = +i, +5, +k plati o? = —1, tedy m4 6 koFent.

» 9.1.12. DEFINICE. Derivaci polynomu P = >"" ja;2" € T[z] rozumime polynom P € T[z]

dany vztahem
n
P = E ja;x L.
i=1

> 9.1.13. POzNAMKA. Ve vztahu ) ", 4a;2'" " neni soudin ia; soucinem v télese, ale i x a;. Pro
jednoduchost zapis zkracujeme.

» 9.1.14. POzNAMKA. Derivace polynomu je formalné stejnd jako v analyze, nebudeme tedy
znovu dokazovat zndma tvrzeni, jako (PQ) = P'Q + PQ’ apod.

» 9.1.15. DEFINICE. BudteT € U, P € T[z], « € U®, m € Ny. Rekneme, 7e a je m-ndsobny koten
polynomu P, plati-li (z — «)™| P, ale (z — )™ { P.

» 9.1.16. VETA. Bud o m-nasobny kofen polynomu P. Potom « je alespon (m—1)-nasobnym
kofenem polynomu P’
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Ditkaz. Méme P = (x — a)™Q, tedy P’ = m(x — )™ 'Q + (x — a)"Q" = (v — o)™ 1 (mQ +
(z —a)Q). O

9.1.17. PozNAMKA. Pokud by 7" mélo nenulovou charakteristiku p a m bylo nasobkem p,
pak mQ(«a) =0 a plati P' = (z — a)"(Q)'.

9.1.18. DEFINICE. Rekneme, ze P € T[] stupné alespoii 1 je reducibilni nad T, existuji-li
P, P, € Tx] takové, ze 1 <st P, <stP a P = P, P,.
V opac¢ném pripadé rekneme, ze P je ireducibilni nad 7.

9.1.19. PozNAMKA. Reducibilita zévisi na télese.

(1) Polynom z*> — 2 € Q[z] je ireducibilni nad @, ale reducibilni nad R, nebof z? — 2 =

(:v+\/§) (x—\/ﬁ)

(2) Polynom z? + 1 € Q[z] je ireducibilni nad R, ale reducibilni nad C, nebof z? + 1 =
(x +1i)(x —1i).

9.1.20. LEMMA. Libovolny polynom stupné 1 je ireducibilni nad libovolnym télesem.
9.1.21. VETA.

(1) Nad C jsou ireducibilni pravé jen polynomy 1. stupné.
(2) Nad R jsou ireducibilni pravé jen polynomy 1. stupné a polynomy 2. stupné se zapornym
diskriminantem pfislusné kvadratické rovnice.
9.1.22. LEMMA. Ma-li polynom P € T'[z] v télese T" kofen, je nad télesem 7' reducibilni.

Diikaz. Pokud P(a) =0, plati P = (z — )@, kde Q € T'[z] O

9.1.23. POzNAMKA. Opacné implikace neplati. Napiiklad P = P,P, nad T, kde st P, > 2 a
nemaji koren v T'.

9.1.24. LEMMA. Je-li st P <3 a P je reducibilni nad 7', pak ma P v télese T koren.
Diikaz.  Alespon jeden z polynomi v rozkladu ma stupen 1. O

9.1.25. PozNAMKA. Kazdy ideél v okruhu polynomt je hlavni, tj. (VI < T'[z])(3IP € T|z])(I =
Ip). Déle Ip = Tx] - P.

Mgjme t¥idy ekvivalence T'[z] / Ip pro P # 6. Pak do jedné zbytkové tiidy patii 2 polynomy
pravé tehdy, davaji-li stejny zbytek po déleni polynomem P

Pro P = 6 jsou polynomy ekvivalentni pouze, kdyz jsou stejné.

Je-li st P = n, pak zbytkové polynomy jsou vSechny polynomy stupné nejvyse n — 1.

Zbytkovou t¥idu obsahujici polynom R oznacujeme R.

9.1.26. LEMMA. Je-li T konecné téleso fadu ¢, pak pocet zbytkovych tiid podle polynomu P
stupné n je q".
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» 9.1.27. LEMMA. T[z]|/ Ip je asociativni a komutativni okruh s jednotkou. Jednotkou je 1 - 20.

» 9.1.28. VETA. Je-li P € T'[x] reducibilni nad T, potom faktorokruh T'[z] / Ip obsahuje délitele
nuly.

o Dukaz. Existuje netrividlni rozklad P = P, P,. Dale [ =+ P,af=P=PP,. OJ

» 9.1.29. VETA. Je-li P € T[z] ireducibilni nad 7', potom je faktorokruh 7[z] / Ip komutativni
téleso.

o Diikaz. Vime, Ze je komutativni s jednotkou, zbyva ukazat, ze kazda nenulova t¥ida A ma
tfidu inverzni. Dtikaz provedeme netplnou matematickou indukci podle m = st A, pricemz
0<m<stP.

(m =0) Plati A= a2’ a a # 0. Potom az? - '2° = 12°, a tedy A 120 = 129.

(m > 1) Necht kazdy polynom stupné mensiho neZ m ma inverzni. P = AQ + R. Pak R = 0
nebo st R < st A = m. Nebot P je ireducibilni, je R # 6, jinak by bylo P = AQ, kde
st A <stP.

Tedy podle indukéniho predpokladu existuje R a déle plati: 6

vynasobeni (R)~! dostdvame § = AQ (E)fl + 12° a konecné (A

P=AQ+ R apo
-am’

-1

~—r

O

> 9.1.30. PRIKLAD. Mgjme redlny polynom P := z°+1 € R[z]. Pak R[z] / Ip = {a + bz | a,b € R}.
Plati

ay + bll’ + as + bgl' = (a1 + GQ) + (bl + b2)$

a1 + blx cag + bQIE = (alaQ) + (a,lbg + agbl)l' + (blbg)w2.

A nebof 22 =, —1, je 22 = —1, a tedy

ay + blx - Qg + bgl’ = (CllCLQ — blbz) + (Glbg -+ &le)l'.

Vime R[x] / Ip je komutativni téleso a operace jsou stejné jako v C'. To ndm umoziuje pomoci
R definovat komplexni ¢isla, stac¢i misto x psat vsude .

° 9.2. ADJUNKCE

» 9.2.1. DEFINICE. Méjme dvojici téles T € U a A C U*. Pak definujeme téleso T'(A) :=
N{V eU |T*UA®* C V} atikame, Ze vznika télesovou adjunkei A k 7.
Je-li A jednoprvkova, A = {a}, pak pouzivime oznaceni jednoduché adjunkce, a zna¢ime

T(a) :=T({a}).

> 9.2.2. PRIKLAD.
(1) Jeli ACT,jeT(A)=T.
2) Q({v2}) ={a+0v2]|a,beQ}.
(3) R(i) =C.
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» 9.2.3. DEFINICE. ProT € U a a € U definujeme T'[a] := {P(«a) | P € T|[x]}.
» 9.2.4. LEMMA. T[a] je podokruh T'(«).

o Dikaz. Pro libovolny polynom P € T'[z] je P(a) kombinaci a a prvkt z T', tedy T'[o] C T'(«).
Snadno se ukaze, ze je okruhem. O

» 9.2.5. LEMMA. T/[a] je obor integrity.
o Dikaz. T[a] je podokruhem komutativniho télesa T'(«), tedy je oborem integrity. |
» 9.2.6. LEMMA. Téleso T'(«) je izomorfni s podilovym télesem oboru integrity 7[«].

o Diikaz. Ozna¢me H = T|a]. Pak téleso zlomki Uy je izomorfni s podilovym télesem 7.
Definujeme h : Uy — T'(«) jako h (%) =ab ' proa,b € Hab+# 0. Tedy existuji P,Q € T'[x]
takové, ze a = P(a) ab = Q(«). Korektnost definice a fakt, ze h je monomorfismus jsme ukazali
difve pro obdobny piipad, tedy Uy = h(Uy) € T(a).
Ukazeme, ze T U {a} C h(Uy), coz uz staci pro to, aby T'(a) @ h(Ug). Zvolime Q = 129,
tedy b = Q(a) = 1. Volbou P = z dostaneme a = P(a) = v a tedy h ($) = a. Volbou P = ta’
pro libovolné ¢ € T dostaneme a = P(a) =t a tedy h () = t. O

» 9.2.7. LEMMA. Budte T' € U télesa, o € U® a necht h : T[z] — T[a] je definované jako
okr.
h(P) = P(«a). Potom T[a| = T|x]/ker h, pii¢emz ker h = {P € T|z] | P(a)) = 0}.

o Dikaz. Je h(P+ Q) = (P+ Q)(a) = P(a) + Q(a) = h(P) + h(Q) a podobné pro h(PQ),
tedy h je homomorfismus. Soucasné h je z definice T[] na, tedy h je epimorfismus. Tvrzeni
lemmatu jiz plyne z véty o homomorfismu. 0

» 9.2.8. DEFINICE. Budte T" € U télesa, a € U®. Pomoci zobrazeni h z predchoziho lemmatu
délime prvky U do 2 skupin.

(kerh = E = {0}) Pak a nazyvame transcendentni prvek nad télesem 7'

Déle podle lemmatu je T|a] = T'[z] / E = T[z] a izomorfni obory integrity maji izomofni
podilova télesa, tedy T'(«) = T'(x), kde symbolem T'(z) zna¢ime podilové téleso k T'[z],
tj. téleso racionalnich funkci.

(ker h # E) Pak o nazyvame algebraicky prvek.

Dale ker i je idedlem a my jsme v okruhu hlavnich ideald, tedy ker i = I pro néjaké
Q € T[z], Q # 0. Ze vSech takovych Q) vybereme polynom s nejmensim stupném n, ktery
je normovany (koeficient u 2™ je 1), a nazveme jej minimalni polynom prvku « nad 7" a
budeme jej znac¢it MT. Cislo n nazveme stupném prvku « a budeme jej znacnit st .

Navic T[] = T[x] /I, kde prava strana je téleso, a tedy z izomorfie i T'[a] je téleso
(pro algebraické a). A dale T'(a) = Tpjo) = T'|a) = T'lx] [/ Inr.

» 9.2.9. LEMMA. Minimalni polynom je ireducibilni nad 7.
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» 9.2.10. VETA. Bud « algebraicky prvek nad télesem T'. Potom T'(«) = T'[z] / I .

[

> 9.2.11. PRIKLAD.
(1) Vsechny prvky a € C jsou algebraické nad C a plati MS =z — a.

(2) Vsechny prvky a € C jsou algebraické nad R. Pro a € R plati M =2 —a aproa ¢ R
plati M® = (z — a)(z — @) = 22 — 2Re ax + |a|’.

(3) Algebraické ¢islo (bez udéni télesa) znamen4 algebraické nad Q. TotéZ pro transcendentni.
Priklady transcendentnich jsou 7 a e.

» 9.2.12. LEMMA. Bud « algebraicky prvek nad T. Potom T[a] = T'(«).

o Dikaz. Pro € T definujeme P = o~ '3z, pak P(a) = 3; polozme P = 12!, pak P(a) = a.
Tedy T'(«) C T'[er]. Opaé¢nou inkluzi jsme ukazali diive. O

» 9.2.13. VETA. Bud « algebraicky prvek nad télesem 7" a nechf st & = n. Potom dimy T'(«) =
n a jednou z bazi T'(a) je soubor (1,,a?,...,a" 1), a tedy libovolny prvek 8 € T(a) lze psat
ve tvaru = 3.0 ba’, kde b; € T*.

o Dikaz. Meéjme libovolné 5 € T'(a) = Ta]. Tedy (IP € Tz])(8 = P(a)). Pak podle véty o
déleni se zbytkem je P = M,Q+ R, kde R = 0 nebo st R < st M, = n, aplati R(a) = P(a) = 5.
Je-li R=S""""bia?, pak B =37 ba', a tedy definovany soubor generuje.

Ukazeme, ze je nezavisly. Necht existuje nenulové linedrni kombinace souboru, pak je tato
kombinace polynomem s niz$im stupném nez n, ktery mé v bodé o hodnotu 0, coz je spor

s minimalitou stupné M, . Tedy dany soubor je bazi a dimenze je n. ([l
» 9.2.14. VETA. Libovolny ireducibilni polynom ma kofen (obecné v nadtélese).

o Dikaz. Mame ireducibilni P € T[z]. Je-li st P = 1, je P = ay + a;x a mé kofen v T". Tedy
necht st P > 2.

Ozna¢me U := T[x]/Ip a nebot P je ireducibilni, je U komutativni téleso. Definujeme
zobrazeni h : T — U jako h(a) := az0. Snadno se ukaze, Ze h je okruhovy monomorfismus,
tedy T = h(T') € U. Zndmym postupem najdeme k télesu 7" nadtéleso V' tak, ze z U vyjmeme
h(T) a nahradime jej 7', tedy V = (U ~ h(T')) UT = U. Definujeme izomorfismus g : V. — U

jako
_Jnp)BeT
9(8) —{5 1BeV T

Ukazeme, 7ze kofenem P je prvek a € V, a = ¢g~' (7). Plati

zma?) =g (zo—x> — ' (P)=g(B)=0.

=0

Pl) = S = (L atw) gt ) =g
U

» 9.2.15. DUSLEDEK. Libovolny polynom stupné vétsiho nez nula méa kofen.
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» 9.2.16. POzNAMKA. V piedchozi vété je a algebraicky nad T" a navic P je jeho minimalnim
polynomem.

o Dikaz. Méme P(a) =0, tedy M | P (z véty o déleni). Navic P je ireducibilni, tedy P nem4
netrivialni délitele, a je tedy minimalnimu polynomu roven az na normovani koeficientu u
nejvyssi mocniny na 1. 0

» 9.2.17. DEFINICE. Budte T téleso a P € T[z]. Rozkladové téleso polynomu P je nejmensi
nadtéleso U o T takové, ze v ném lze P rozlozit na soucin linearnich polynomd, tj. Ze v ném
lezi vSechny koreny P.

» 9.2.18. VETA. Libovolny polynom stupné alespori 1 ma rozkladové téleso.

o Dikaz. Méme P € T[x] a necht P = P,--- P, pro P; € T[x] je rozklad na ireducibilni
polynomy. Jsou-li vSechny P; stupné jedna, je T' samo rozkladovym télesem. Tedy nechf napt.
P, ma stupen alespon 2. Pak existuje V' 3 T' takové, ze P, ma ve V koten «, tedy lze rozlozit
na polynom a linedrni polynom.

Tedy mame P = ;- --Q, rozklad v télese V', kde jisté ¢ > k, nebot jsme P, rozlozili. Je
mozné, ze jsme rozlozili vic, nez jen P;. Pokud opét zbydou néjaké stupné alespon 2, proces
opakujeme. O
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10. KONECNA TELESA
10.1. KONECNA TELESA
10.1.1. VETA (WEDDERBURN). Libovolné kone¢né téleso je komutativni.

10.1.2. VETA. Libovolné konec¢né téleso T' ma 7ad p”, kde p € P an € N, pficemz p = chT
an=dimg,T.

Diikaz. T je vektorovy prostor nad télesem Z, (az na izomorfie) a dimy, T = n, a tedy T >
a =", qu;, kde oy € Z, a (u;)! je baze T. Pocet n-tic (ay, ..., ay) je p" a z jednoznacnosti
vyjadreni prvku v bazi dostavame, ze prvka T je také p™. [l

10.1.3. LEMMA (BINOMICKA VETA). Necht R je asociativni a komutativni okruh s jednotkou,
necht a,b € R* a n € N. Pak plati:

(a+b)" =a" + 7:211 (T;) a4 b

10.1.4. LEMMA. V télese charakteristiky p € P plati:

(a£b)P" =a?" £,
Diikaz. Necht nejprve m = 1. Dtikaz provedeme matematickou indukci podle m.

m =1, a+b) Chceme ukazat, ze S 7= (?) a't?~" = 0. Zjevné plati, ze p|p! = (2)il(p — i)
=1 \ ¢ i
Nebot p je prvocislo, musi délit alespon jeden z ¢initelti. Nebof pro 0 < i <pjei <p a
p—i<p,plati p| (?), tedy (?) je nésobkem charakteristiky, a tedy (?)a’t?~" = 0.

(m=1,a—b) Prop=2je (a—b)?=a*—-2ab+ 0> =a’>—b*=a®>—b>+20> =a*+b* Prop
liché je (a — b)? = (a+ (=b))? = aP 4+ (=b)? = aP? — bP.

(n=m+1) (@) = (@0 ) = (@ £0")" = (@) & (") =0 £ 0"

10.1.5. LEMMA. V konecném télese fadu ¢ plati pro vSechny prvky a? = a.

Dikaz. Necht |U| =g, lib. a € U, a # 0. Pak a € U,, |U,| = ¢ — 1 a podle Lagrangeovy véty
iad a déli ¢ — 1, a tedy a?! = 1. Potom téZ a? = a, coz plati i pro a = 0, tedy pro viechny
prvky. 0

10.1.6. VETA. K libovolnym ¢islu p € P a n € N existuje az na izomorfismus pravé jedno
téleso fadu p™. Takové téleso znac¢ime GF(p") (Galoisova télesa).
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Diikaz. Polozme ¢ := p" a definujme P := 27 — x € Z,[x]. Nechf U je rozkladové téleso
polynomu P a necht Uy = {a € U | P(a) =0} = {a € U |a? = a}. Déle P’ = qz7 ' — 12° =
pp" ot — 129 = —12°, tedy derivace nemé kofen, a tedy vSechny kofeny P jsou 1nasobné.
Ukazeme, ze Uy je t&leso, tedy Ze je uzaviené v télese U. M&jme «, 8 € Uy. Pak (o — )7 =
(o — 6)pn =a?— 31 =a-—f, tedy a — 3 € Uy. Necht navic 8 # 0, pak (af71)? = a4 (5‘1)_1 =
aB™1, tedy a7t € Uy. Tedy jsme nalezli téleso o p™ prvcich.
Jednoznac¢nost nedokazujeme. O

10.1.7. LEMMA. Bud G = (M, ") grupa a necht a,b € M komutuji, tj. ab = ba, a ozna¢me
m = |a|, n = |b| a r = |ab|] fady prvki a, b a ab. Pak r|mn, a tedy r < mn. A jsou-li m,n
nesoudélna, je r = mn.

Diikaz. Plati (ab)™ = (a™)" (™)™ = 1"1™ = 1, tedy r | mn.
Pro nesoudélnd m,n je 1 = (ab)™ = (a™)"0™" = ™" = n|mr = n|r. Podobné také m|r,
tedy mn |r. O

10.1.8. VETA. Bud G = (M, ") grupa a necht a,b € M komutuji, tj. ab = ba, a oznacme
m = |a|, n = |b|] fady prvki a a b. Potom (3¢ € M)(|c| = v(m,n)).

Diikaz. Polozme m = pt* ... phr p,’ffll e pfff; an=pl-.. phr pfﬁ:il e pf.fj, pricemz k; > /;
proi € I a k; < {; jinak.

Dale ozna¢me m = pi* - - pf a n = plrfit - plte. Zjevné §(m, n) = 1. Oznatme @ = a= a
b=0bn. Pak |a] = m a ‘b| = n. Déle a a b komutuji a maji nesoudélné rady, oznacme ¢ = ab,
pak |c| = mn = v(m,n). O

10.1.9. VETA. Multiplikativni grupa libovolného kone¢ného télesa T je cyklicka.

Diikaz. Oznacme q = p™ = |T'| pocet prvku télesa T, tedy T'= GF(q) Vime, ze |T,| = g — 1.
Vezméme libovolné a € T?

Necht |a| = g —1, pak (a) = T\ a jsme hotovi. Necht tedy m = |a| < ¢ — 1. Mé&jme libovolné
b takové, ze pro n = |b| plati n|m. Tedy vime, ze b™ = 1, a tedy b je kofenem polynomu
" —1 € Z,[x], ktery mé nejvyse m kofent. A nebot m < ¢ — 1, existuje alespon jeden prvek b
takovy, ze pro n = |b| plati n t m. Vime, ze T\ je komutativni, tedy (3c)(|c| = v(m,n)) a nebot
ntm, je v(m,n) > m.

Po kone¢né mnoha krocich musime nezbytné dojit k ¢islu g — 1. 0J

10.1.10. DEFINICE. Primitivnim prvkem konec¢ného télesa T je libovolny generator jeho mul-
tiplikativni grupy.

10.1.11. DUSLEDEK. Libovolné kone¢né téleso mé primitivni prvek.

10.1.12. POzZNAMKA. M¢jme Z,[z] a P € Z,[z| ireducibilni stupné n. Pak Z,[z]| / Ip je téleso
o p" prvcich a v nasledujici vété ukazeme, ze takto lze zkonstruovat vSechna konecna télesa.
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» 10.1.13. PRIKLAD. Prozkoumejme GF(9).

9 =32 tedy Z3 = {0,1,2} a P = 2> + x + 2, P nemd v Z3 kofen, tedy je ireducibilni.

Plati 22 + 2 +2=p 0, tedy 2> =p —v —2=p 20+ 1 a 22°> = 2 + 2.

Prvky jsou {0,2° =1, 2l =2, 22 =22+ 1, 23 =222 + 2 =20 +2, 2* =2, 2° =22, 2% =
T+ 2, 7 = 2% + 2z = x + 1}. Pro kontrolu spoéitame, ze 2® = 2> + z =1 = 2°.

Tedy T je primitivnim prvkem GF(9). Vidy existuje P, aby T bylo primitivnim prvkem
prislusného konec¢ného télesa. Takové P nazyvame primitivni polynom.

10.1.14. VETA. K libovolnym p € P a n € N existuje P € Z,[z] takovy, ze st P =n a P je
ireducibilni nad Z,.

Dikaz. Uz vime, ze existuje U = GF (p"), plati chU = p a Z, je prvotéleso U. Necht a je
primitivni prvek U. Ukazeme, ze U = Z,(«).

(C) Pokud = =0, je z € Z,(a), pokud = # 0, je x = oF, tedy = € Z,(a).
(2) Plati Z, U{a} C U a Z,(a) je nejmensi takové, tedy Z,(a) C U.

Nutné « # 0, tedy o € U, a a?! = 1, kde ¢ = p™. Tedy « je kofenem polynomu x4~ ! —1 €
Z,|x] a « je algebraicky nad Z,. Necht M, je minimalni polynom prvku a nad Z,. Pak M, je
ireducibilni a je st M, = sta = dimy, Z,(a) = dimz, U = n.

Hledanym polynomem je tedy minimdlni polynom primitivniho prvku télesa GF(q). 0

10.2. EULEROVA FUNKCE ¢

» 10.2.1. DEFINICE. ¢ : N — N, ¢(n) je pocet ¢isel z n, kterd jsou s n nesoudélna.
> 10.2.2. PRIKLAD. 6(1) =1, ¢(2) = 1, 6(3) = 2, 6(4) = 2, ¢(5) = 4.

» 10.2.3. VETA. Budte p,q € P, n,m € N. Pak

(1) o(p) =p— L

(2) o(p") =p" —p" ' =p" (1 - %>;

(3) p # 4, pak ¢(pq) = ¢(p)o(q);

(4) 6(m,n) =1, pak ¢(mn) = ¢(m)¢(n).

o Dikaz.

(1) Speciélni ptipad (2).

(2) S p" jsou soudélné pravé viechny nasobky p, kterjch je v p* pravé p™/p.

(3) S pq jsou nesoudélné pravé vSechny nasobky p a ¢, kterych je v pg pravé g +p — 1.
(4) Bez dikazu.
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10.2.4. LEMMA. Necht k, ¢, m € N. Pak pokud §(k,m) = §(¢,m) = 1, plati §(k¢,m) = 1.

Diikaz. Existuji u,vi2 € Z tak, ze u1k +vim = 1 a ugl + vom = 1. Vynasobenim rovnosti
dostaneme (ujug)kl + (ugvek + viugl + vivom)m = 1. O

10.2.5. VETA. Mg&me m € N, m > 2. Uvazujme Z,, a definujme G, := {k |5(k,m) =1} C
Ze . Pak G, s operaci nasobeni tiid je grupa o ¢(m) prvcich.

Diikaz.  Soucin tiid pomoci pfedchoziho lemmatu zistane v G. Taktéz §5(1,m) = 1, tedy G

mé jednotku 1.

Pokud k € G*, pak (Ju,v)(uk+vm = 1), tedy uk+v_m =uk =1a (E)f1 = . A z definice
0
Eulerovy funkce plyne, ze |G,,| = ¢(m). O

10.2.6. VETA (EULER, FERMAT). Budte m € N, m > 2 a necht k£ € m je nesoudélné s m.
Pak ko) = 1.

Dikaz. Prok €G3, je (B)*™ =T, tedy ko™ =, 1. 0
10.2.7. VETA (MALA FERMATOVA VETA). JelipePake p/—\l, pak kPt =, 1
Dikaz. Specialni pripad Eulerovy-Fermatovy véty pro p € P, a tedy ¢(p) =p — 1. O

10.2.8. VETA (VELKA FERMATOVA VETA). Pron € N, n > 2 neexistuji pfirozend a, b, c
takova, ze a"™ 4+ 0" = .
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