Kapitola 1

Topologicky prostor, metricky prostor,

uplnost, kompaktnost

1.1 Topologické prostory

Znaceni 1.1.1. Bud X mnoZina. Potenéni mnoZinu mnoZiny X oznacime
P(X):={A; AC X}.
Pozndmka. Poten¢ni mnozina P(X) se ¢asto ztotoziluje s mnozinou

2% = {f: f: X = {0,1}}.

Kazdé zobrazeni f € 2% je totiz charakteristickou funkci pravé jedné podmnoziny A C X.

Toto oznaceni ale v dalsim pouzivat nebudeme.

Definice 1.1.2. Budte X mnozina. Systém podmnozin mnoziny X, 7 C P(X), nazveme
topologii na X, jestlize jsou splnény axiomy
1) 0, X e,

(2) pro libovolnou indexovou mnoziny < plati implikace

Vaed, Goer) = |JGaeT,

acd

(3) pro kazdé n € N plati implikace

(Vke{L,2,...,n},GreT) = () Grer

k,1<k<n

Prvky topologie T nazyvame oteviené podmnoZiny mnoziny X . O uspofadané dvojici (X, 7)

budeme mluvit jako o topologickém prostoru.
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Pozndmka. Mazeme shrnout, Ze axiomy nam fikaji nasledujici. Prazdn4d mnozina a cela
mnoZina X jsou oteviené, sjednoceni libovolného (!) systému otevienych mnozin je oteviené
mnozina a prunik libovolného kone¢ného systému otevienych mnozin je oteviena mnozina.

Abychom ovéfili, ze systém podmnozin 7 spliiuje axiom (3), staci se omezit na n=2,
to jest staci ukézat, ze prinik kazdych dvou mnozin z 7 patii do 7. Pomoci matematické
indukce lze pak snadno rozsirit uzavienost na prinik pro libovolny kone¢ny pocet mnozin

7Z T.

Definice 1.1.3. Budte X mnozina a 7 topologie na X. Systém podmnozin mnoziny X,

ktery je tvofen dopliky otevienych mnozin, oznac¢ime
ct:={F; F=X\G,GerT}.

Prvky c7 nazveme uzavrené podmnoziny mnoziny X.
Ovéteni nasledujiciho tvrzeni je snadné a je ponechano na ¢tenafi.

Tvrzeni 1.1.4. Budte X mnoZina a T topologie na X. Potom plati
(1) 0, X € cr,

(2) pro libovolnou indexovou mnoZiny </ plati implikace

(Vo€ o, F, € cT) = ﬂFaem',

(3) pro kazdé n € N plati implikace

(Vke{L,2,....n}, Freer) = ) Feecr

k,1<k<n

Pozndamka. Toto tvrzeni nam tedy fiki nésledujici. Prazdna mnozina a cela mnozina X
jsou uzaviené, prinik libovolného systému uzavienych mnozin je uzaviena mnozina a sjed-

noceni libovolného kone¢ného systému uzavienych mnozin je uzaviena mnozina.

Poznamka 1.1.5. Bud X mnoZina. Poten¢ni mnozina P(X) je usporadana inkluzi C.
Mluvime-li o nejmensi nebo nejvetsi podmnoziné X s danou vlastnosti, potom ,nejmensi“

¢i ,,nejvetsi“ se mysli vzhledem k tomuto usporadani.

Tvrzeni 1.1.6. Bud (X, 1) topologicky prostor. Pro kaZdou podmnozinu M C X plati
(1) existuje nejuétsi oteviend podmnozina G v X takovd, Ze G C M,

(2) existuje nejmenst uzaviend podmnozZina F v X takovd, Ze M C F.

Diikaz. (1) Polozme

G:= U A.

Aer, ACM
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Sjednoceni napravo je pfes neprazdny systém mnozin, nebot existuje alespon jedna oteviena
mnozina A € 7 s vlastnosti A C M, a sice A = (). Z druhého axiomu v definici topologie
(definice 1.1.2) plyne, Ze mnoZina G je oteviend, a ziejmé G C M. Ze zavedeni G je také
patrné, ze kdykoliv n&jaka oteviend mnozina G' C X spliuje G’ C M, potom G’ C G.

(2) Ovéfeni je velmi podobné jako v bodé (1). Tentokrat polozime

F = ﬂ A.

Acct,MCF
Doplnéni dalsich podrobnosti je ponechano na ¢tenafi. O

Definice 1.1.7. Budte (X, 7) topologicky prostor, M C X podmnoZina. Nejvétsi otevie-
nou podmnozinu obsazenou v M nazyvame vnitrkem mnoziny M a znacime ji M°. Nej-

mensi uzavienou mnozinu obsahujici M nazyvame uzavérem mnoziny M a znac¢ime ji M.

Definice 1.1.8. Budte (X, 7) topologicky prostor, x € X, U C X. Rekneme, 7e U je

okolim bodu =z, jestlize z € U°.

Pozndmka. Nékteri autofi navic pozaduji, aby okoli U bodu z bylo otevienou mnozinou.
My se pfidrzime vySe uvedené definice. Budeme-li se chtit omezit v nékterych tivahach na
oteviené okoli, musime to vyslovit jako dalsi pozadavek.

7 definice je ziejmé, ze neprazdna oteviend mnozina je otevienym okolim kazdého
svého bodu. Také je ziejmé, ze je-li U okolim bodu x v né&jakém topologickém prostoru,
pak U? je otevienym okolim bodu x. Proto se kdykoliv podle potfeby miizeme omezit jen
na oteviené okoli. Oteviené mnoziny v topologickém prostoru lze charakterizovat pomoci

okoli jejich bodu, jak je vysloveno v nasledujicim (snadném) cviceni.
Cvi€eni 1.1.9. Bud (X, 7) topologicky prostor.
(1) Bud dale G C X. Potom mnozina G je oteviend, pravé kdyz spliiuje

Ve e G, dokoli U, 3 z, U, C G.

Vyjadieno slovné: mnozina G je oteviend, pravé kdyz s kazdym svym bodem obsahuje
i n¢jaké jeho okoli.
(2) Budte ddle S C X, z € S. Potom x € S, pravé kdy? plati

Vokoli U, > z, U, NS # 0.

Vyjadreno slovné: bod patii do uzévéru néjaké mnoziny, pravé kdyz kazdé jeho okoli tuto

mnozinu protiné.

Piiklad 1.1.10. Bud X mnoZina.
(1) 1 = {0, X} je nejslabsi (nejhrubsi) topologie na X. Topologie 71 obsahuje pouze

povinné prvky (podle prvniho axiomu z definice topologie) ) a X a nic vic.
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(2) o = P(X) je nejsilnejsi (nejjemnéjsi) topologie na X. Tato topologie se také

nazyva diskrétni topologii. Kazda podmnozina X je v této topologii oteviena.

Tvrzeni 1.1.11. Budle (X, 1) topologicky prostor, M C X. Potom plati
(1) X\ M° =X\ M,
(2) X\ M = (X \ M)

Diikaz. Dukaz bude proveden na cviceni. O

1.2 BaAze topologie

Definice 1.2.1. Bud (X, 1) topologicky prostor. Rekneme, 7e systém otevienych mnozin

G C 7 je bdzi topologie T, jestlize spliiuje

VUer 3G cg U= ]G
Geg’

Poznamka 1.2.2. G C 7 je tedy bazi topologie 7, jestlize kazdou otevienou podmnozinu
v X lze vyjadiit jako sjednoceni mnozin z n&jakého podsystému G’ C G. To znamena, Ze

topologii 7 lze popsat pomoci jeji baze G takto

r={UaGgcg} (1.1)
Geg’
Specialné musi platit

x=|Jc. (1.2)

Geg
Druhym extrémnim pifpadem je G’ = (). Sjednoceni prazdného systému mnozin je prazdna
mnozina, a tak

=G (1.3)

Gel

Podminku na bazi topologie lze prepsat, jak je rozebrano v nasledujici poznamce.

Poznamka 1.2.3. Budte (X, 7) topologicky prostor, G C 7. Potom G je bazi 7, pravé
kdyz splhuje
YVUer,VeeU dGe G,z e GCU. (1.4)

Skute¢né, podminka (1.4) je nutna, jak je ziejmé piimo z definice baze topologie, to
jest z rovnice (1.1). Ukazme, Ze je také postacujici. Predpokladejme tedy, ze (1.4) plati.
Mame ukézat, ze plati rovnéz (1.1). Mé&jme danu libovolnou otevienou mnozinu U € 7.

Pro kazdé x € U zvolme G, € G tak, 7ze x € G, C U. Potom zi'ejmé

U=JG..

zeU



KAPITOLA 1. TOPOLOGICKY PROSTOR, METRICKY PROSTOR ... 5

Zadévat topologii pomoci baze je bézné a pohodlné. Proto je dobré podivat se na vztah
topologie a baze z opa¢né strany. Méjme danu mnozinu X a systém podmnozin G C P(X).
Muzeme se ptat, za jakych podminek je G bazi néjaké topologie, ¢ili kdy existuje topologie

7 na X takova, ze G je bazi 7. Odpovéd dava nasledujici véta.

Véta 1.2.4. Budte X mnoZina, G C P(X). Potom G je bdzi néjaké topologie T na X,
prave kdyz splnuje

(1) X = UGEQ G7

(2) VGl,GQ € 97 YV € G1 ﬂGg, Eng € Q, T € G3 - Gl ﬂGQ.

Diikaz. Jiz jsme si Fekli v poznamce 1.2.2; 7e pokud 7 existuje, tak je dana rovnici (1.1),
a je tedy urcena jednoznacné.

Zduvodnéme nejprve, ze podminky (1), (2) jsou nutné. Necht G je bazi topologie .
Podminku (1) jsme jiz také probrali v poznamce 1.2.2; viz rovnice (1.2). Déle jsou-li Gy,
Gy dvé mnoziny z G C 7, pak jsou oteviené a rovnéz Gy N Gy musi byt oteviend mnozina.
Podle poznamky 1.2.3 (nebo rovnice (1.1)) existuje G € G tak, ze x € G5 C G; N Gs.

Ukazme déle, ze podminky (1), (2) jsou postacujici. Necht jsou tedy splnény a definujme
7 rovnici (1.1). Mame ukizat, ze 7 je topologii na X. V8imnéme si, Ze podminka (2) nam
fika: jestlize G, Gy €G, potom G1 NGy € T.

(i) Urcité X € 7 podle podminky (1). Rovnéz () € 7, viz rovnice (1.3).

(ii) Necht jsou dany mnoZiny

U, = U G €1 proa € .,
GeGa

kde o7 je néjaka indexova mnozina a G, C G pro kazdé a. Potom

UUa: UG,kdeG:: Ugacg,

acd Geg aco

a tedy Uyey Ua € T.
(iii) Necht jsou dany mnoziny U, U; € T,

Up = U G prok=1,2,
Gegy

kde Gy,G> C G. Potom z distributivniho zédkona pro priniky a sjednoceni plyne

UlmU2: U GlﬂGg.
G1€G1,G2€G2

Jak bylo zminéno vyse, jestlize G; € G; C G, Go € Go C G, potom podle podminky (2) je
G1 N Gy € 7, a tak podle jiz dokdzaného bodu (ii) je Uy N U, € 7. ]
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Poznamka 1.2.5. Uvazme situaci, kdy na mnoziné X jsou zadany dvé béze B; a B,. Jim
prislusné topologie oznac¢ime po fadé 7 a 5. Pfirozené vznikéi otazka, za jakych podminek
se topologie 71 a 7o shoduji. Vzhledem k tomu, jak topologie definovana pomoci baze, je
zirejmé nasledujici tvrzeni.

K tomu, aby 71 = 7o, je nutné a staci, aby platilo
By C 15 a soucasné By C 17.

Vyjadreno slovné: kaZdd mnoZina z bdaze By musi biyjt oteviend v topologii 7o a naopak.
Nésledujici pojem uvadime pouze pro informaci, pracovat s nim déle nebudeme.

Definice 1.2.6. Budte (X, 7) topologicky prostor, x € X. Rekneme, 7e systém otevienych

okoli B, bodu x je bdzi okoli bodu x nebo také lokdlni bdzi v bodé x, jestlize
Vokoli U bodu x, 3B € B,, B C U.

Topologii na mnoziné X lze zadavat tak, ze v kazdém bodé x € X zaddme bazi okoli

B, tohoto bodu, pii¢emz mnozina G := |J, .y B, by méla spliiovat podminky na béazi

zeX
topologie.

1.3 Relativni topologie

Definice 1.3.1. Budte (X, 7) topologicky prostor, Y C X. Potom
v ={GNY;Ger}

je topologie na Y (samostatné ovéerte!). Nazyvame ji relativni topologii na Y. Rikéme, ze
(Y, 1v) je topologickym podprostorem prostoru (X, 7).

Pozndmka. Pii stejném znaceni jako v definici 1.3.1 bud M C Y. Pii pouzivani topologic-
kych pojmi pro mnozinu M by mélo byt vzdy jasno, zda mame na mysli pivodni topologii

7 na X nebo relativni topologii 7y na Y.

Priklad 1.3.2. Uvazujme redlnou piimku R s obvyklou topologii. Budte X :=[0,1] C R,
M =Y :=(0,1). Potom M = [0,1] v topologii na X, ale M = (0,1) v topologii na Y.
Abychom ve druhém pripadé zduraznili, Ze se jedn& o relativni topologii na Y, budeme
nékdy psat M namisto M.

1.4 Hromadny bod a izolovany bod mnoziny

Definice 1.4.1. Budte (X, 7) topologicky prostor, M C X. f{ekneme, zex € X je hromad-

nym bodem mnoziny M, jestlize kazdé okoli bodu x obsahuje alesponn jeden bod mnoziny



KAPITOLA 1. TOPOLOGICKY PROSTOR, METRICKY PROSTOR ... 7
M, ktery je rtzny od x. Tuto vlastnost mizeme také zapsat takto
VUer,zelU = (U\{z})NM #0.

f{ekneme, ze bod x € M je izolovanym bodem mnoziny M, jestlize neni hromadnym
bodem. To znamen4, Ze existuje okoli bodu z, které obsahuje z mnoziny M pouze bod z.

Tuto vlastnost mizeme také zapsat takto
W er, UNM ={z}.

Pov§imnéme si, Ze hromadny bod mnoziny M muZe, ale nemusi lezet v M. Naproti
tomu podle definice je izolovany bod mnoziny M jejim prvkem. Dale z definice okamzité
plyne, ze mnozina M je disjunktnim sjednocenim svych izolovanych bodi a téch svych
hromadnych bodu, které do ni patii. Pomoci hromadnych a izolovanych bodi muzeme

popsat uzavér mnoziny M.

Tvrzeni 1.4.2. Budte (X, T) topologickyj prostor, M C X. Potom uzdver M je disjunktnim
sjednocenim ndsledujicich tri mnozin

(1) izolované body mnoZiny M,

(2) hromadné body mnoZiny M patiici do M,

(3) hromadné body mnoZiny M nepatiici do M.

Diikaz. Dukaz bude proveden na cviceni. O

Disledek 1.4.3. Budte (X, T) topologicky prostor. Podmnozina M C X je uzaviend,
praveé kdyz obsahuje vsechny své hromadné body.

Specidlné jestlize mnoZina M nemd Zddné hromadné body, pak je uzaviend.

Diikaz. Mnozina M je uzaviena, pravé kdyz M = M. Podle tvrzeni 1.4.2 to nastane
pravé tehdy, jestlize je prazdné tieti mnozina zde vyjmenovand, to jest mnozina vSech

hromadnych bodi mnoziny M, které nepatii do M. O
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1.5 Druhy axiom spocetnosti, separabilita

Definice 1.5.1. Budte (X,7) topologicky prostor, S C X. Rekneme, #e mnozina S je
hustd v X, jestlize S = X.

Tvrzeni 1.5.2. Budte (X, 1) topologicky prostor, S C X. Mnozina S je hustd v X, pravé
kdyz spliiuje podminku
VG e 7\ {0}, GNS #0.

Vyjdadreno slovné: mnozZina je husta v X, pravé kdyZ md neprdzdny prinik s kaZdou

neprdzdnou otevienou mnozinou.
Diikaz. Dukaz bude proveden na cviceni. O

Definice 1.5.3. Rekneme, 7e topologicky prostor (X, 7) spliwje druhy axiom spocetnosti,
jestlize 7 mé spocetnou bazi. Rekneme, ze topologicky prostor je separabilni, jestlize ob-

sahuje spocetnou hustou podmnozinu.
Oba tyto pojmy nejsou zcela nezavislé, lze ukazat implikaci v jednom sméru.

Tvrzeni 1.5.4. JestliZe topologicky prostor (X, ) spliiuje druhy aziom spocetnosti, pak je

separabilni.

Diikaz. Bud G = {G,; n € N} spocetné baze topologie 7. Mizeme piredpokladat, ze G
je tvorena pouze neprazdnymi mnozinami. Pro kazdé n € N zvolme jeden bod s, € G,
a polozme

S :={sn; n € N}.

Tvrdime, ze S = X. Skutecn&, kdyby X \ S # (), pak by tato oteviend mnoZina musela
obsahovat alesponi jednu mnozinu G,, pro jisté n € N, a tedy i bod s,. To je spor se

zavedenim mnoziny S. O

1.6 Spojita zobrazeni

Definice 1.6.1. Budte (X, 71), (X2, 72) topologické prostory, f: X; — Xo. Rekneme, 7e

f je spojité zobrazeni (spojitd funkce), jestlize
WERS T2, f_l(G) € 71.

Vyjadieno slovné: f je spojité zobrazeni, jestlize vzor kazdé oteviené mnoziny je oteviena

mnozina.

Pozndmka. Zapisem f: X; — X, se rozumi, pokud neni upfesnéno jinak, ze zobrazeni f

je definovano vSude na Xj.
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Tvrzeni 1.6.2. SloZeni dvou spojitijch zobrazeni je spojité zobrazend.

Diikaz. Budte (X1,71), (X2, 1), (X3,73) topologické prostory, f: X7 — X, g: Xo — Xs.
Necht obé zobrazeni f, g jsou spojitd. Potom go f : X; — X3 a pro kazdou otevienou

mnozinu G C X3 z predpokladt plyne, Ze ¢~ }(G) C X, je oteviend mnoZina, a tedy i

(9o f)7H(G)=f"{97(G))
je oteviena mnozina. O

Definice 1.6.3. Budte (X, 7), (X3, 72) topologické prostory, f: X; — Xo, 9 € Xj.

Rekneme, Ze zobrazeni f je spojité v bodé xq, jestlize
Vokoli V' 5 f(zg), Jokoli U 3 zo, f(U) C V. (1.5)
Vezmeme-li v tvahu, zZe
fU)CV <= UcCf V),
muzeme (1.5) ekvivalentné piepsat
Vokoli V' 3 f(x¢), 20 € f1(V)°,

nebo také
VG €1, flzg) €G = o€ fHG).

Véta 1.6.4. Budte (X1, 71), (Xo, ) topologické prostory, f: X1 — Xy. Potom zobrazent
f je spojité, prave kdyz je spojité v kaZdém bodé prostoru X.

Diikaz. Dukaz bude proveden na cviceni. O

1.7 Axiomy oddélovani

Definice 1.7.1. Bud (X, 7) topologicky prostor.
(1) Rekneme, 7e X je Ti-prostor, jestlize pro kazdou dvojici navzajem riznych bodi

x,y € X existuje oteviené okoli bodu z, které neobsahuje bod y. Formalné zapsano
Ve,ye X,z #y) (U er)(x €U Ny ¢ U,).

(Poznamenejme, ze role bodu z, y lze samoziejmé zaménit.)
(2) f{ekneme, ze X je Ty-prostor nebo také Hausdorffiv prostor, jestlize pro kazdou dvojici

navzajem ruznych bodia v X existuji oteviena okoli téchto bodii, kterd jsou disjunktni.
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Formalné zapsano
Ve,ye X, 2 4y)AU,Ver) (zeUAyeV AUNV =0).

(3) f{ekneme, 7e X je requldrni prostor, jestlize pro kazdy bod x € X a kazdou uzavienou
podmnozinu A C X neobsahujici bod x existuji disjunktni oteviené mnoziny U a V/,
pficemz U je otevienym okolim bodu z a V' obsahuje mnoZinu A (tj. je otevienym okolim

mnoziny A). Formalné zapséno
Ve X)VAecer,z ¢ AYBU,VeT)(zeUNACV ANUNV =0).

f{ekneme, ze X je Tz-prostor, je-li soucasné regularni a T}..
(4) f{ekneme, 7ze X je normdlni prostor, jestlize pro kazdou dvojici disjunktnich uzavienych
podmnozin prostoru X existuji oteviena okoli téchto podmnozin, kterd jsou také dis-

junktni. Formalné zapsano
VA, Becr, ANB=0O)3U,Ver)ACUANBCV AUNV =0).

Rekneme, ze X je Ty-prostor, je-li souc¢asné normalni a 77.

Tvrzeni 1.7.2. Topologicky prostor (X, 1) je Ty, pravé kdyz kaZdd jednobodovd podmnoZina

prostoru X je uzaviend.
Diikaz. Dukaz bude proveden na cviceni. O

Poznamka 1.7.3. Axiomy 17, 15, T3, T, pro topologické prostory tvori ,ostie usporadanou
posloupnost v tom smyslu, Ze kazdy nasledujici axiom je silnéjsi nez jeho piredchudce.
Pritom pro kazdé j = 1,2, 3 existuje piiklad topologického prostoru, ktery splituje axiom

T}, ale nespliiuje T} 4;. Symbolicky miizeme psat

Ty 2T 2T 2 T

1.8 Kompaktnost

Definice 1.8.1. Bud (X, 1) topologicky prostor. Rekneme, 7e prostor X je kompaktni,
jestlize kazdé jeho oteviené pokryti (tj. pokryti prostoru X otevienymi mnozinami) méa

konec¢né podpokryti. Formalné zapsano

(vgcT, UG:X)(HQ'cg)(yg’|<ooA g G=X>.

Geg Geg’

Zde |G'| znaci pocet prvki systému mnozin G'.
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Poznamka 1.8.2. Néktefi autofi na rozdil od nas pozaduji, aby kompaktni prostor byl

navic Hausdorffuv.

Definice 1.8.3. Budte (X, 7) topologicky prostor, A C X. Rekneme, ze podmnozina A
je kompaktni, jestlize A je kompaktnim prostorem v relativni topologii.

Vzhledem k tomu, jak byla relativni topologie zavedena, miizeme definici ekvivalentné
preformulovat takto. Podmnozina A je kompakini, jestlize kazdé jeji oteviené pokryti

v prostoru X ma konec¢né podpokryti.

Poznamka 1.8.4. Bud'te (X, 7) topologicky prostor, B C X uzaviend podmnoZina. Po-
tom uzévér kazdé podmnoziny A C B v relativni topologii na B se shoduje s uzavérem A
v prostoru X.

Skutecné, podle definice relativni topologie mame

Podle piedpokladu je B uzaviena, proto A C B a a7 = A

Ptejdeme-li k doplnkiim mnozin, a tedy od otevienych mnozin k uzavienym, dostaneme

ekvivalentni popis kompaktnich topologickych prostori.

Véta 1.8.5. Topologicky prostor X je kompaktni, prave kdyz kaZdy systém jeho uzaviengch

podmnozin {Fy; o € '} (o je libovolnd indexovd mnoZina), ktery spliuje podminku

VB Cd, | B <oo = (| Fu#l,

acA

md neprdzdny pranik.

Diikaz. Polozme G, := X \ F,. Naopak mame F, = X \ G, a plati

N Fa#0 = |JG.#X

aEeA aER

Znéni véty mizeme tedy preformulovat nasledovné.
Prostor X je kompaktni, pravé kdyz pro kazdy systém otevienych podmnozin

G ={G,; a € &} v prostoru X plati implikace: jestlize G spliuje podminku

VB C A, | Bl <o = |]Ga#X,

aER

potom G nepokryva X.
Ekvivalentni vyrok s touto implikaci dostaneme, jestlize obé strany implikace znegu-

jeme a implikaci obratime. Vysledny vyrok zni: jestlize G pokryva X, potom

3B Cd, |B <o | Go=X.

aER
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Jinak feceno: jestlize G pokryva X, potom G méa kone¢né podpokryti.
Podle definice 1.8.1 vyrok, ke kterému jsme dospéli, skute¢né znamena, ze X je kom-
paktni. O

Véta 1.8.6. KazZdd uzaviend podmnoZina kompaktniho topologického prostoru je také kom-

paktni.

Diikaz. Budte X kompaktni topologicky prostor, A C X uzaviena podmnoZina. Vyjdeme
z definice 1.8.3 (v¢etné ekvivalentniho preformulovani). Necht je dano libovolné pokryti
mnoziny A systémem otevienych mnozin (v prostoru X), které oznacime {G,; o € #/}.
Potom
{Go; € Y U{X\ A}

je ziejmé oteviené pokryti celého prostoru X, nebot

(U GQ>U(X\A)3AU(X\A):X.

acd

Prostor X je kompaktni, a tedy existuje kone¢nd mnozina indexti & C o takova, ze

(U Ga>U(X\A):X:AU(X\A).

acH
Nutné
U G, D A.
aEA
Zadané pokryti mnoziny A méa tedy kone¢né podpokryti. m

Véta 1.8.7. V kompaktnim topologickém prostoru md kaZdd jeho nekonecnd podmnozina

alespon jeden hromadngj bod.

Diikaz. Nejprve si v§imnéme, ze postaci ukazat, ze kazda spocetna podmnozina kompakt-
niho prostoru v ném ma hromadny bod. Je tomu tak, nebot kazda nekonefnd mnozina
obsahuje spoc¢etnou podmnozinu.

Budte tedy X kompaktni topologicky prostor a S C X spocetnéd podmnozina. Body

mnozinu S usporddame do posloupnosti,

5':3{$k;k7€IN}
Polozme
X, :={xx; k >n} pron €N.
Mnoziny Xi, X, X3, ... tvoii klesajici posloupnost (vzhledem k inkluzi) a ziejmé plati

Vm € N, ﬂXn:meé@ a soucasné ﬂXn:@.

n=1 n=1
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Podle kritéria kompaktnosti z véty 1.8.5 nutné existuje alesponn jedno ny € N takové,
ze mnozina X,,, neni uzaviend. Dusledek 1.4.3 ndm pak 1ika, ze X,, ma alespon jeden

hromadny bod, nebot v opa¢ném piipadé by tato mnozina uzaviena byla. O

Veéta 1.8.8. Kazdd kompaktni podmnozina Hausdorffova topologického prostoru je uza-

vrend.

Diikaz. Budte X Hausdorffiv topologicky prostor, A C X kompaktni podmnoZzina. Déle
bud y € X \ A libovolny bod. Chceme ukézat, Zze mnozina A je uzaviena, neboli 7e X \ A
je oteviena.
VyuZijeme vlastnosti Hausdorffova prostoru a pro kazdy bod z € A zvolime oteviena
okoli bodu z a y,
U,>z, V, >y tak, ze U, NV, = 0.

Ziejmé systém otevienych mnozin {U,; x € A} pokryvad mnozinu A. 7Z kompaktnosti A
plyne, ze existuje kone¢né mnoho bodi xq,xs,...2, € A, n € N, tak, ze

n

AclJu,,.

J=1

Polozme

VNACVN ( UU%,> =J(vnu,) =0
j=1
Zjistili jsme, ze V' C X \ A, a tak kazdy bod y € X \ A lezi v této mnoziné i s néjakym

svym okolim. To znamen4, ze X \ A je otevienid mnozina. O]

Véta 1.8.9. Spojity obraz kompaktniho prostoru (tj. obraz kompaktniho prostoru pii spo-

jJitém zobrazent) je kompakind.

Diikaz. Budte X, Y topologické prostory, f: X — Y spojité zobrazeni a necht prostor
X je kompaktni. M&me dano libovolné oteviené pokryti {V,; o € &/} mnoziny f(X)

v prostoru Y. Neni tézké nahlédnout, Ze plati ekvivalence

fX)c|Jva = XcC f—l( U va) = ro).

acd acd acd

Ze spojitosti zobrazeni f plyne, Ze vSechny mnoziny f~'(V,) jsou oteviené, a proto

{f/7Y(V,); o € &} je oteviené pokryti kompaktniho prostoru X. Existuje tedy koncena
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mnozina indexi % C &7, pro kterou

Xc e = fx)c Ve

acEHR acXh
To dokazuje kompaktnost mnoziny f(X). O

Nésledujici pojem je uvadén jen pro informaci a v dalsim vykladu nebude pouzivan,

moznéa s vyjimkou jednoho piikladu na cviceni.

Definice 1.8.10. f{ekneme, ze topologicky prostor je lokdlne kompakini, jestlize kazdy
jeho bod méa kompaktni okoli.

Poznamka 1.8.11. Pro Hausdorffovy prostory je vlastnost ,,byt lokdlné kompaktni ekvi-
valentni s nasledujici zdanlivé silnéjsi vlastnosti. Je-li Hausdorffuv prostor lokalné kom-

paktni, pak pro libovolny jeho bod a kazdé okoli tohoto bodu existuje kompaktni podokoli.
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Definice 1.8.12. f{ekneme, ze posloupnost (z,)nen v topologickém prostoru X konverguje
k o € X, jestlize kazdé okoli bodu zy obsahuje vSechny ¢leny této posloupnosti az na
konec¢né mnoho.

Skute¢nost, ze néjaka posloupnost (z,).en konverguje k xy v prostoru X, budeme
vétsinou zapisovat takto

Tp —> To V X.

Poznamka 1.8.13. V Hausdorffovych prostorech miize mit kazda posloupnost nejvyse
jednu limitu. Skutecné, dva rizné body v Hausdorffové prostoru lze oddélit jejich okolimi,
ktera jsou disjunktni, a neni mozné, aby néjaka posloupnost méla vSechny své ¢leny az na

kone¢né mnoho v obou takovychto okolich soucasné.

Definice 1.8.14. f{ekneme, ze topologicky prostor X je sekvencidlné kompaking, jestlize

z kazdé posloupnosti v X Ize vybrat podposloupnost, kterd v tomto prostoru konverguje.

Poznamka 1.8.15. Obecné pojmy ,kompaktni“ a ,sekvencidlné kompaktni“ jsou nezévislé.
To znamena, Ze existuji priklady topologickych prostorii, které jsou kompaktni a nejsou
sekvencialné kompaktni a naopak. Jak uvidime pozdéji, v metrickych prostorech jsou tyto

pojmy ekvivalentni.

1.9 Kartézsky soucin topologickych prostort

Na kartézském soucinu dvou topologickych prostori se zavadi topologie, ktera je pfirozené
odvozena z topologii obou soucinitelt, jak popiSeme nize. Takovyto kartézsky soucin proto

budeme vzdy povazovat také za topologicky prostor.

Lemma 1.9.1. Budle (X, 7x), (Y, 7y) topologické prostory. Potom systém mnozin
B={UxV;Uecrx,Ven} (1.6)

je bdaze topologie na X X Y.

Diikaz. Dukaz se opird o vétu 1.2.4. Potiebujeme ovéfit, 7e jsou splnény podminky (1),
(2) z této véty. Je ale ziejmé, ze podminka (1) je splnéna, nebot systém mnozin B urcité
pokryva X x Y, dokonce X xY € B.

Pro ovéfeni podminky (2) staci uvazit, ze pro Uy,U, € 7x a V;,V2 € 7, tedy pro
Uy x Vi,Uy x Vo € B, mame

(U x V)N Uy x Vo) = (U NUy) x (ViNVa) €B.

A tak v podmince (2) pro G; = U; x V} a Go = Us x V5, miuzeme jednoduse polozit
Gg = G1 N Gg (pI’O JakYkOhV bod x z Gl N Gg) L]
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Definice 1.9.2. Budte (X, 7x), (Y, 7y) topologické prostory. Topologie 7xxy na X x Y

zavadime jako topologii urc¢enou bazi (1.6).

Poznamka 1.9.3. (1) Tento postup, jak zavést topologii na kartézském soucinu topolo-
gickych prostorti, 1ze jednoduse zobecnit na libovolny kone¢ny pocet souciniteli.

(2) Ozna¢me
px: X XY 5 X:(ryy) =z, py: X XY =Y (2,y) =y

projekce na prvni a druhou slozku v kartézském soucinu. Pro zavedenou topologii na X xY

jsou tyto projekce spojité. Je-li totiz U € 7x, potom
p;l(U) =UXxY € BC 7xxy

(vime, Ze Y € 1y). Podobné pro py.
Na druhé strané topologie na X XY je zavedena pravé jako nejhrubsi (nejslabsi) topolo-
gie, pro kterou jsou projekce px, py spojitd zobrazeni. Skutecné, jsou-li px a py spojita

zobrazeni vzhledem k néjaké topologii 7 na X XY, U € 7x a V' € 7y, pak mnozina
px ()Np, (V) =UxY)N(XxV)=UxV

musi byt oteviend, to jest U X V € 7. Baze B zavedena v (1.6) je tvofena mnozinami pravé

tohoto tvaru, proto B C7. Potom ale také 7x.y C 7.

Tvrzeni 1.9.4. Budte (X, 7x), (Y, 7y) topologické prostory, F a G po Tadé bize topologii
T a Ty. Potom

B={UxV,UeF,Veg}
je bdze topologie Txxy .
Diikaz. Dikaz bude proveden na cviceni. O

Véta 1.9.5. Kartézsky soucin konecného poctu kompaktnich topologickyjch prostori je kom-

paktni prostor.
K dikazu budeme potiebovat dvé lemmata.

Lemma 1.9.6. Budte X, Y topologické prostory, xo € X. Potom zobrazeni
1Y > X XYy~ (20,9)
je spojité.

Diikaz. M&me danu otev¥enou mnozinu W C X x Y. Pro libovolny bod y € f~1(W) je
f(y) = (zo,y) € W a vzhledem k definici topologie na X X Y existuji oteviené mnoziny
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Uc X,V CY tak, 7e
(z0,y) EU XV C W.

Potom plati
Vy' eV, f(Y) = (z0,y) € W,

atedy y € V. .C f~1(W). To dokazuje, Ze f~*(W) je oteviend mnoZina. O

Lemma 1.9.7. Budle X, Y topologické prostory, xg € X, K CY kompaktni podmnoZina,
W C X xY oteviend mnozina. Necht {zo} x K C W. Potom ezistuje okoli U bodu xq
takové, Ze U x K C W.

Diikaz. Pro kazdy bod y € K je (xo,y) € W, a tak muzeme zvolit oteviené mnoziny
U, C X aV, CY takové, ze
(xo,y) € Uy, x V,, C W.

Je ziejmé, 7e K C UyeK Vy- Toto oteviené pokryti ma konec¢né podpokryti,

Kc|JV, kden€eN, yi,... . yn € K.

J=1

Potom U := ﬂ;.lzl Uy, je oteviené okoli bodu z.
Ptitom tvrdime, ze U x K C W. Skute¢né, pro kazdy bod (z,y) € U x K existuje
index j, 1 < j < n, takovy, Ze y € V.. Potom (z,y) € U,, x V,,, CW. O

Diikaz vety 1.9.5. Vétu staéi dokdzat pro dva kompaktni prostory X a Y. Rozsitit jeji
platnost na libovolny kone¢ny pocet kompaktnich prostoru Ize snadno pomoci matematické
indukce.

Méjme dano néjaké oteviené pokryti

X xY = U Wy, o7 je mnozina index.

acd

Pro kazdé = € X je podle lemmatu 1.9.6 podmnozina {z} x Y C X XY spojitym obrazem
kompaktniho prostoru Y, a proto je také kompaktni, viz véta 1.8.9. Existuje tedy konecné

mnozina indexi &7 (z) C 7 takova, ze

{z}xyc |J W

a € A (x)

Podle lemmatu 1.9.7 existuje oteviené okoli U, > z takové, ze

v, xyc ) w.
a€d ()
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Nyni z otevieného pokryti {U,; x € X} kompaktniho prostoru X miizeme vybrat kone¢né
podpokryti {U,,,..., U, }, kde n € N, z1,...,x, € X. Polozme
o =) (x)),

j=1
coz je koneCna mnozina indext. Dostavame
XxY:(UUmj) <Y =W, xy)cly U Wa={J Wa
J=1 Jj=1 j=l a € (z)) acd

Dochazime tak k zavéru, ze kazdé oteviené pokryti topologického prostoru X x Y ma

konec¢né podpokryti. O

1.10 Metrické prostory

Definice 1.10.1. Metricky prostor je usporadana dvojice (X, o), kde X je mmnozina
a 0: X — [0,400), kterd spliiuje axiomy:

(1) Yo,y € X, o(z,y) = o(y, ),
(2) Va,y € X, o(z,y) =0 <= z =y,

(3) Va,y,2 € X, o(x, 2) < o(x,y) + o(y, 2).
Zobrazeni p nazyvame metrika.

Pozndmka. Axiom (3) se nazyva trojihelnikovd nerovnost.

Znaceni 1.10.2. V metrickém prostoru (X, ) zavedeme oznaceni pro koule uréené ostrou

a neostrou nerovnosti. Pro z € X a r > 0 pokladame

B(z,r) = {yeX;olry) <r},
B(z,r) = {ye€X;olz,y) <7}
Do této definice miZeme zahrnout i pifpad r = 0. Potom B(z,0) = 0, B(x,0) = {x}.

Tvrzeni 1.10.3. Bud (X, o) metricky prostor. Pak systém vsech kouli
B:={B(z,r); z € X, r >0}

je bazi topologie.

Pozndmka. Tato baze urcuje topologii, o které mizeme fici, Ze je indukovana metrikou.
Kazdy metricky prostor tak automaticky povazujeme za topologicky prostor. Podmnozina
G metrického prostoru (X, o) je oteviena, pravé kdyz s kazdym svym bodem z € G

obsahuje i né&jaké jeho kulové okoli B(x,r), r > 0.
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Diikaz. Dikaz byl proveden na cviceni. O

Poznamka 1.10.4. Je ponechino ¢tenafi na rozmysleni, 7Ze koule v metrickém prostoru
(X, o) maji nasledujici topologické vlastnosti. Pro x € X a r > 0 je B(z,r) oteviena
mnoZina, B(x,r) je uzaviena mnozina. Jako vidy B(z,r) zna¢ uzavér mnoziny B(x,r).

Pro 0 < ry < ry plati
B(xz,r) C B(z,r1) C B(:L',rl) C B(zx,rs).

Poznamenejme jesté, ze v nékterych pomérné specialnich pripadech miize nastat nerovnost

B(z,7) # B(x,r) i pro r > 0. P¥iklad byl uveden na cvicen.

Priklad 1.10.5. Kazdy normovany vektorovy prostor (V|| - ||) je soucasné metrickym

prostorem. Metrika o na V je definovana
Va,y €V, o(z,y) = [z —yl|.

Ovéfeni axiomu metriky je bezprostfedni.

Poznamka 1.10.6. (1) Necht na mnoziné X jsou dany dvé metriky o; a g9, kterym po
fadé odpovidaji topologie 7 a 7. Dale ozna¢me po fadé Bi(x,r) a By(z, 1) oteviené koule
urc¢ené témito metrikami pro z € X, r > 0. Podobné jako v poznamce 1.2.5 se muzeme
ptat, kdy 7 = 7. Vzhledem k tomu, jak metrika urcuje topologii, plati tvrzeni

T1 = To, prdavé kdyz pro kazdé v € X a kazdé r > 0 existuji ', r" > 0 takové, Ze
Bi(z,r") C By(z,7) a Ba(z,r") C Bi(z,r).

Jak je snadno vidét, k tomu stac¢i, aby bylo mozné metriky navzajem odhadnout jednu
pomoci druhé takto:

existuji konstanty 0 < A < B takové, Ze

Ve,y € X, Aoi(z,y) < 0o(z,y) < Boi(z,y).

Potom ovSem také

1

1
Vo,y € X, 5 02(z,y) < o1(z,y) < ZQQ(%?/)-

V tom pripadé miizeme ftici, 7e metriky o, a g9 jsou ekvivalentnsi.
(2) Budte (X, o0x), (Y,0y) dva metrické prostory. Na kartézském soucinu X x Y pak

muzeme zavést metriku vicero zptusoby, které jsou vSak ekvivalentni ve smyslu predchozi
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poznamky. Asi nejjednodussi volbou je polozit
Vo, w9 € X, Vyi,y2 €7, QXxY((xhyl), ($2,y2)) = ox (1, 72) + oy (Y1, Y2)- (1.7)
Dalsi ekvivalentni moznosti jsou
QXxY((ﬂUl, y1), (IQ, y2)) ‘= max {Qx(xh x?)a Qy(yh 92)}

nebo

oxxy ((T1,91), (T2, 42)) =V ox (21, 22)? + 0y (y1,42)? -

Posledni volba metriky se naptiklad uplatiiuje pti kartézském soucinu euklidovskych pros-
tort.
Ovéfeni, Ze tyto volby jsou navzajem ekvivalentni, bude provedeno na cviceni.

(3) Uvazujeme nadale dva metrické prostory (X, ox), (Y, oy), kterym odpovidaji po fadé
topologie 7x a 7y. Na X X Y muzeme piirozené zavést topologii dvéma ruznymi zpii-
soby, a sice bud jako topologii na kartézském sou¢inu dvou topologickych prostori, nebo
jako topologii uré¢enou metrikou (1.7). Ve skute¢nosti se obé topologie shoduji. Abychom
rovnost téchto topologii ukazali, staci ovérit nasledujici dvé podminky

(1)

(V(z,y) € X x Y )(Vr > 0)(3ri,r2 > 0)(Bx(z,m1) x By(y,72) C Bxxy((2,9),7)),
(i)

(V(z,y) € X x Y )(Vry,72>0)(3r > 0)( Bxxy((z,y),7) C Bx(z,r1) X By (y,72)).

Tento problém opét ponechame na cviceni.
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Tvrzeni 1.10.7. Budte (X, o) metricky prostor, x € X, (x,)nen posloupnost v X. Potom

T, > v X < lim o(x,,x)=0.

n—oo

Diikaz. Jednéa se jen o piepis definice. Vime, Ze x,, — x, pravé kdyz kazdé okoli bodu x
obsahuje v8echny body posloupnosti (z,) az na kone¢né mnoho. Pfitom U C X je okolim
bodu z, pravé kdyz existuje r > 0 takové, ze B(z,r) C U. Muzeme se proto omezit jen na

kulova okoli a dostavame
T, = x < VYr>0,3ng €N, Vn > ngy, z, € B(z,r).

Posledni vyrok je ale ekvivalentni s tim, ze lim, ,o o(x,,z) = 0, nebot z, € B(z,r)

znamend presné, ze o(z,,x) < r. O

Véta 1.10.8. Budte (X, o) metricky prostor, S C X. Potom S je uzaviend mnoZina,

prave kdyz pro libovolnou posloupnost (x,)nen v X a kazdé x € X je splnéna implikace
(w2 v X)AN(YneN, z,€S5) = zeb. (1.8)

Diikaz. Vime, 7e x € S, pravé kdy?z kazdé okoli bodu x protind S (viz cvigeni).
Dokéazeme, 7e podminka (1.8) je nutna. Predpokladejme tedy, 7e S = S a (2,)nen je
posloupnost v S takova, ze z, — = v X. Pro libovolné okoli U bodu x existuje alespon
jedno (dokonce nekoneéné mnoho) n € N tak, ze x,, € U. Odtud plyne U N S # (0, a tedy
reS=25.
Dokéazeme, Ze podminka (1.8) je postacujici. Predpokladejme tedy, Ze (1.8) je splnéno.
Pro libovolny bod z € S plati

Vn € N, B(x,%)ms%(i).

Pro kazdé n € N tak mizeme zvolit x, € S takové, ze o(z,,x) < 1/n. Potom ale
lim,, o 0(2,, ) =0, a tedy x,, — x v X. Podle (1.8) odtud plyne x € S. To dokazuje, ze
Scs, i S =S8. O

Poznamka 1.10.9. (1) Kazdy metricky prostor (X, o) je T} topologicky prostor. Skute¢né,
pro x,y € X, x # y, polozme r := p(x,y) > 0. Potom oteviena mnozina B(z,r) obsahuje
x, ale neobsahuje y.

(2) Stejné snadno lze ukazat, ze metricky prostor je Ty topologickym prostorem neboli
Hausdorffovym prostorem. Pfi stejném znaceni jako v bodé (1) jsou zfejmé koule B(x,r/2)
a B(y,r/2) po fadé oteviena okoli bodu z a y. Sta¢i ukizat, ze tato okoli jsou disjunktni.

Skute¢né tomu tak je. Kdyby existoval bod z € B(x,r/2) N B(y,r/2), tak by platila

nerovnost

roor
o(x,y) < oz, 2) + o(z,y) < §+§ =
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cOZ je spor.
Néasledujici véta rika, Ze obé tvrzeni z predeslé poznamky lze jesté podstatné zesilit.
Véta 1.10.10. KazZdy metricky prostor je normdlni, a je tedy Ty topologickym prostorem.

Diikaz. Budte (X, o) metricky prostor, Y, Z C X uzaviené podmnoziny a necht YNZ = ().
Mnozina X \ Z je oteviena a Y C X \ Z, a proto pro kazdé y € Y existuje polomér
ry, > 0 takovy, 7e B(y,r,) C X \ Z, tedy B(y,r,) N Z = .
Podobné pro kazdé z € Z existuje 7 > 0 tak, ze B(z,7/)NY = 0.

Polozme
1

r! r
— Ty — Tz
U= UB(;;, ; ) Vo= UB(Z, : )
yey zeZ
Jisté U,V C X jsou oteviené mnoziny, Y C U, Z C V. Tvrdime, Ze UNV = (.
Abychom to ovérili, pro spor piedpokladejme, Ze existuje a € U N'V. To znamena, ze

existuji body y € Y a z € Z, pro které

T”

/r/
Y a o(z,a) < EZ

< —Z
o(y,a) 5

Pro urcitost predpokléddejme, ze r; < r”. Potom

I

7“/ 7“/
o(y,z) < o(y,a) + o(z,a) < 5‘” +o < .

Dostavame o(y, z) < r” a odtud y € B(z,77)NY # (), coz je spor. O
Véta 1.10.11. Metricky prostor splniuje druhy axiom spocetnosti, prave kdyz je separabilni.
Diikaz. Dikaz byl proveden na cviceni. O

Poznamka 1.10.12. Jelikoz metricky prostor je Hausdorffuv, kazda jeho kompaktni

podmnozina je uzaviena.

Definice 1.10.13. Budte (X, o) metricky prostor, M C X. Rekneme, 7e mnozina M je
omezend, jestlize M C B(x,r) pro néjaky stfed z € X a polomér r > 0.

Poznamka 1.10.14. (1) PodmnoZina omezené mnoziny je zfejmé také omezena mnozina.
(2) V metrickém prostoru mé&me danu kouli B(z,r), kde x € X a r > 0, a dal$i bod
y € X. Potom pro dostatetné velké ' > 0 je B(x,r) C B(y,r'). Ctenaf se sam snadno
presvédd, ze staci volit ' = r + o(x, y).

Odtud plyne, ze volba stfedu x v definici 1.10.13 neni nijak podstatna. Bude-li to pro
nas vyhodné, mizeme se omezit na néjaky pevny stied zy € X spole¢ny pro vSechny
omezené mnoziny. Pro kazdou omezenou mnozinu M C X pak existuje ry; > 0 tak, ze
M C B(xzg, ).

(3) Z bodu (2) poznamky je zfejmé, ze sjednoceni kone¢ného po¢tu omezenych mnozin je
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omezena mnozina.

(4) Kompaktni podmnoziny metrického prostoru jsou omezené (zdiavodnéte!).

Definice 1.10.15. Budte (X, ) metricky prostor, M, A C X podmnoziny a ¢ > 0.

Rekneme, 7ze A je e-sit mnoziny M, jestlize

M C U B(z,e).
zeA
Poznamka 1.10.16. V definici se nekladou zadné pozadavky na vzajemnou polohu mnozin
M a A. Piipousti se napiiklad, Zze A je podmnozinou mnoziny M stejné tak, jako Ze obé
mnoziny jsou disjunktni. Neni ale tézké nahlédnout, Ze plati nasledujici tvrzeni.

Je-li A e-sit mnoziny M, pak existuje 2e-sit A’ mnoziny M takova, ze A" C M. Jestlize
|A| < 0o, pak A’ 1ze volit tak, aby |A'| < |A| (zde | - | znadi pocet prvki).

Skutefné, muzeme piedpokladat, ze pro kazdé z € A je B(x,e) N M # (). V opacném
piipadé bychom mohli bod x z mnoziny A vynechat a zmenSend mnozina by byla stéle
e-siti. Pi tomto pfedpokladu muzeme pro kazdé x € A zvolit y, € B(x,e) N M. Po-
tom B(z,e) C B(y.,2¢) (ponechéno ¢tenafi na ovéteni). Polozime A’ := {y,; x € A}
a dostavame

M C U B(y, 2¢).

ycA’

Definice 1.10.17. Budte (X, o) metricky prostor, M C X. Rekneme, 7e mnozina M je

totdlné omezend, jestlize pro kazdé e > 0 existuje kone¢na (!) e-sit mnoziny M.

Poznamka 1.10.18. (1) Je zfejmé, ze kazda totalné omezend mnozina je omezena.

(2) Pro totélné omezenou mnozinu M v metrickém prostoru plati
Ve > 0, dkonecna e-sit A, C M mnoziny M.

(3) Uzaveér jakékoliv koule v metrickém prostoru je omezena mnozina, viz poznamka 1.10.4.
Proto kazda mnozina je omezené, pravé kdyz jeji uzavér je omezen& mnozina.
(4) V euklidovském prostoru R™ je kazda mnozina totalné omezend, pravé kdyz je omezena.

Je tomu tak, protoze v R" prekompaktni mnozina znamena totéZ co omezena mnozina.

Lemma 1.10.19. Budte X topologicky Ty prostor, M C X, x € X. Je-li x hromadnym

bodem mmnoziny M, potom kaZdé okoli bodu x obsahuje nekonecne mnoho bodi mnoZiny
M.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje okoli U > z, pro které [UNM| < oo. Mazeme

navic predpokladat, ze okoli U je oteviené. Potom mnozina

Fi=MnU\{z})
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je také konecnd, a tedy podle tvrzeni 1.7.2 je uzaviena. Proto V := U \ F je oteviena
mnozina obsahujici bod z, ¢ili oteviené okoli bodu z. Pritom z této konstrukce plyne, ze
M NV C {x}, coz je spor s definici hromadného bodu. O

Lemma 1.10.20. Jestlize v metrickém prostoru md kaZdd nekonecnd podmnoZina hro-

madngj bod, pak je tento prostor totdlné omezeny.

Diikaz. Bud (X, ) metricky prostor, ve kterém mé kazda nekoneénd podmnozina hro-
madny bod. Pro spor predpokladejme, 7Ze existuje € > 0, pro které neexistuje konec¢na
e-sit prostoru X.

Tvrdime, Ze potom existuje posloupnost (x,) C X s vlastnosti
Vm,n € N, m #n, je o(xm,x,) > €. (1.9)

Tuto posloupnost sestrojime rekurzivneé.

(i) z; € X volime libovolné.

(ii) Necht n € N a ¢leny posloupnosti x1,...,z, byly jiz zvoleny. Podle pfedpokladu
Ui, B(zj,e) # X. Clen z,1 volime libovolné tak, aby

Toy1 € X\ | Blay.e).

J=1

Z této konstrukce je ziejmé, ze podminka (1.9) je splnéna.
Mnozina

M :={z,; n € N}

je nekonecnd, a proto ma alespon jeden hromadny bod y € X. Existuje tedy n € N takové,

7e 0(Tn,y) < €/2 a souCasné z,, # y. Pro kazdé m € N, m # n, dostavame

£ £
o(@m,y) 2 0(Tn, Tm) = 020, y) > € = 5 =2,

a proto x,, ¢ B(y,&/2). Dostavame spor s lemmatem 1.10.19. O
Véta 1.10.21. KaZdd kompakini podmnozZina metrického prostoru je totdlné omezend.

Diikaz. Podmnozina metrického prostoru s relativni topologii je také metrickym pros-
torem. Relativni topologie je urcend metrikou, kterou dostaneme jako ztzeni metriky
z celého prostoru na uvazovanou podmnozinu. Je-li tato podmnozina navic kompaktni,
pak je sama o sobé kompaktnim metrickym prostorem. Staci proto ukazat, ze kazdy kom-
paktni metricky prostor je totalné omezeny.

7 véty 1.8.7 vime, Ze kazda nekonec¢nd mnozina v kompaktnim topologickém prostoru
mé hromadny bod. Jedné-li se o kompaktni metricky prostor, pak podle lemmatu 1.10.20

tato vlastnost zarucuje, ze uvazovany prostor je totdlné omezeny. ]
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Véta 1.10.22. Totdlneé omezeny metricky prostor je separabilni.

Diikaz. Bud (X, o) totalné omezeny metricky prostor. Pro kazdé n € N zvolime kone¢nou
(1/n)-sit A,, C X a polozime

S = [_len.

Mnozina S je nejvySe spocetna. Tvrdime, ze je husta v X.

Mame ukéazat, Ze pro libovolné = € X a kazdé r > 0 je B(xz,r) NS # ), viz tvrzeni
1.5.2. Zvolime n € N, n > 1/r. Potom existuje a € A, takové, ze x € B(a,1/n), a tedy
o(x,a) < 1/n < r. To ovéem znamena, 7e a € B(z,r) NS # 0. O

Kombinaci vét 1.10.21 a 1.10.22 dostavame okamzité nasledujici vysledek.

Disledek 1.10.23. KazZdy kompaktni metricky prostor je separabilni.
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Pro metrické prostory lze obratit implikaci z véty 1.8.7.

Véta 1.10.24. Metricky prostor je kompaktni, prave kdyZ kaZdd jeho nekonecnd pod-

mnozina md hromadng bod.

Diikaz. Tmplikace (=) plati obecné pro vSechny kompaktni topologické prostory a byla
dokézana ve vété 1.8.7. Dokazeme implikaci («<). Bud (X, 0) metricky prostor takovy, ze
kazd4 jeho nekoneénd podmnozina v ném mé& hromadny bod. Chceme ukazat, ze kazdé
oteviené pokryti prostoru X ma konecéné podpokryti. Dikaz rozdélime na dvé ¢asti.

(I) Tvrdime, 7ze kazdé oteviené pokryti prostoru X ma nejvyse spocetné podpokryti.

Prostor X je podle lemmatu 1.10.20 totalné omezeny, podle véty 1.10.22 je separabilni
a podle véty 1.10.11 splituje druhy axiom spocetnosti. Mizeme tedy zvolit spocetnou bazi
topologie B.

Méjme déno libovolné oteviené pokryti G prostoru X,

x=Ja.

Geg

Pro kazdé x € X zvolme G, € G tak, ze x € GG,. Déle zvolime B, € B takovy prvek baze,
pro ktery
r e B, CG,.

Polozme

B :={B,;ze X} CB.

B’ je nejvyse spoetny systém otevienych mnozin, ktery spliuje

Us=UB=x

BeB’ zeX

Z konstrukce systému B’ je patrné, pro kazdé B € B’ muZeme zvolit Gg € G tak, Ze
B c Gpg. Polozme
G :={Gp; Be B} Cg.

Potom G’ je nejvySe spofetny podsystém otevieného pokryti G, ktery je také pokrytim,

Ue=UGs>|JB=X

Geg’ BeB’ Bep’

nebot

Pokud by pokryti G’ bylo kone¢né, jsme hotovi. Uvazujme dale pfipad, kdy G’ je spocetné
pokryti prostoru X.
(IT) Tvrdime, Ze spocetné oteviené pokryti G’ prostoru X méa kone¢né podpokryti.
Pro spor pfedpokladejme, 7Ze G’ nemé zadné konec¢né podpokryti. Ocislujme prvky
systému G’,
G = {Gy; k € N}.
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Podle naseho ptedpokladu plati

vneN, |Gy #X.
k=1

Miuzeme tedy nalézt posloupnost (x,) C X, ktera spliiuje

VneN, z, € X\ |G
k=1

Potom mnozina

M :={z,; n € N}

je nutné nekonecné (kdyby byla kone¢na, tak by M C Ufle G pro dostatecné velké
N € N). Podle predpokladu mnozina M méa hromadny bod z, € X. K nému existuje

m € M takové, ze

Xo € 6 Gk =:U.
k=1

Mnozina U je otevienym okolim bodu zy. Soucasné pro kazdé n > m mame z,, ¢ U. To
ovSem znamend, Ze prunik M N U mé nejvySe m — 1 prvki, tedy je konecny. Dostavame

tak spor s vlastnosti hromadného bodu, viz lemma 1.10.19. O]
Véta 1.10.25. Metricky prostor je kompaktni, prdvée kdyZ je sekvencidlné kompaktni.

Diikaz. (=) Bud (X, g) kompaktni metricky prostor. Chceme ukéazat, Ze je sekvencialné
kompaktni. Mé&jme v X dénu libovolnou posloupnost (z,). Uvazme mnozinu M, jejimiz

prvky jsou ¢leny této posloupnosti, to jest
M = {z,; n € N}.

Rozlisime dva pripady.

(i) M je kone¢na. Potom nutné existuje y € M takové, ze x,, = y pro nekone¢né mnoho

indexi n € N. Existuje tedy posloupnost (z!) vybrand z (x,), ktera spliuje ¥n € N,
x, = y. Potom samozfejmé 2/, — y v X.
(ii) M je nekonefna mnozina. Potom podle véty 1.10.24 ma M hromadny bod y € X.

Tvrdime, 7e existuje ostfe rostouci posloupnost indexii (1 )ken spliujici podminku

1
VkeN, z, € B(y, E) (1.10)

Tuto posloupnost muzeme nalézt rekurzivné. Index n; € N zvolime libovolné tak, aby
bylo splnéno (1.10) pro k = 1. Necht jsme jiz nalezli indexy nq; < ng < ... <mng_1, k > 2.

Index ny volime tak, aby platilo ny > nj_; a soucasné (1.10). Podle lemmatu (1.10.19)
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je takova volba skute¢né mozna. Polozme ) := x,, pro vSechna k € N. Potom (z}) je
posloupnost vybrana z (x,) a z podminky (1.10) plyne, ze 2}, - y v X.

(<) Piedpokladejme, ze X je sekvencialné kompaktni. Mé&jme danu libovolnou neko-
nec¢nou podmnozinu M C X. K ovéfeni kompaktnosti staci podle véty 1.10.24 ukazat, ze
M mé& hromadny bod.

V mnoziné M zvolime spocetnou podmnozinu, jejiz body ocislujeme indexy z N.
Dostaneme tak posloupnost (x,) v prostoru X, ktera spliiuje
(i) {zn; n e N} C M,

(ii) vSechny ¢leny posloupnosti (z,) jsou navzajem ruzné.

Ze sekvencialni kompaktnosti potom plyne, Ze existuje konvergentni posloupnost (z/,) vy-
brana z (z,), =i, — y € X. Kazdé okoli limitnitho bodu y proto obsahuje nekone¢né
mnoho ¢lent posloupnosti (z,,), a tedy nekoneéné mnoho bodia z M. To znamena, Ze y je

hromadnym bodem mnoziny M. O]

Poznamka 1.10.26. Pripomenme, jak lze ekvivalentné prepsat pojem ,spojité zobrazeni“
v pripadé metrickych prostori.

Budte (X, 0x), (Y, 0y) metrické prostory, f: X — Y. Zobrazeni [ je spojité, prdvé
kdyz pro kazdou posloupnost (x,) v prostoru X plati

r, > €X = f(z,) = f(z) €Y.

Vyjdadreno slovné: zobrazeni mezi metrickymi prostory je spojité, prave kdyz zobrazuje kon-
vergentni posloupnosti na konvergentni.
Poznamenejme jesté, ze implikace zleva doprava plati obecné i pro topologické prostory.

Diukaz bude rozebran na cviceni.

1.11 Uplnost

Definice 1.11.1. Posloupnost (x,,)nen v metrickém prostoru (X, o) se nazyva cauchyouvskd,
jestlize
lim o(zm,z,) =0.

m,n—00

Tuto vlastnost lze ekvivalentné piepsat takto
(Ve > 0)(Ing € N)(Ym,n > ng)(o(m, x,) < €)

nebo také
(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(Vk € N)(o(zp, Tpik) < €).

Poznamka 1.11.2. Kazd4a konvergentni posloupnost v metrickém prostoru je cauchyovska

(zopakujte si dikaz!).
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Déle jesté jednou pfipomenme, 7e v metrickém prostoru (obecné&ji v kazdém Haus-

dorffové prostoru) ma kazda posloupnost nejvyse jednu limitu.

Definice 1.11.3. f{ekneme, 7e metricky prostor je uplny, jestlize kazda cauchyovska posloup-

nost v ném maé limitu.

Poznamka 1.11.4. Budte (X, o) uplny metricky prostor, Y C X. Potom Y je také

automaticky metrickym prostorem s metrikou ziZenou z X na Y. Pritom plati
(Y, Q‘ny) je uplny metricky prostor <= Y C X je uzaviend podmnozina.

Zduvodnéni je ponechéno na ¢tenafi.

Poznamka 1.11.5. Obc¢as muze byt uzite¢né nasledujici pozorovani.

Jestlize z cauchyovské posloupnosti v néjakém metrickém prostoru lze vybrat konver-
gentni podposloupnost, pak konverguje i celd posloupnost k téZe limite.

Skute¢né, bud (x,) cauchyovska posloupnost v metrickém prostoru (X, o). Necht exis-

tuje ostie rostouci posloupnost indexu (n) takova, ze
T, — x € X pro k — oo.
Méjme déno € > 0. Potom existuji kg € N tak, ze

)

VEk > ko, o(zn,,z) <

DO ™

ang € N tak, ze

™

VYm,n > ng, o(Tm,T,) < =.

[\]

Zvolme k € N takové, ze k > ko a n, > ng. Potom pro vSechna n > ng dostavame
€ €
Q(xna .I’) S Q(xm xnk) + Q(mnkvx) < 5 + 5 =¢&.

To dokazuje, ze z, — x.
Véta 1.11.6. Kazdy kompaktni metricky prostor je iplny.

Diikaz. Bud (z,) cauchyovska posloupnost v kompaktnim metrickém prostoru X. Podle
véty 1.10.25 je X také sekvencidlné kompaktni, a proto existuje konvergentni posloupnost

(«!) vybrana z (z,,), x,, = = € X. Podle poznamky 1.11.5 mame také z, -z v X. [
Veéta 1.11.7. Metricky prostor je kompaktni, prive kdyZ je uplng a totdlnéeé omezeny.

Diikaz. (=) Podle vét 1.11.6 a 1.10.21 je kazdy kompaktni metricky prostor iplny a totalné

omezeny.



KAPITOLA 1. TOPOLOGICKY PROSTOR, METRICKY PROSTOR ... 30

(<) Necht X je tuplny a totalné omezeny metricky prostor. Chceme ukazat, ze X
je sekvencialné kompaktni, a proto i kompaktni (véta 1.10.25). Pro libovolné zadanou
posloupnost (z,) v X se tedy snazime nalézt konvergentni podposloupnost. Protoze jsme
v Uplném prostoru, staci, aby vybrana posloupnost byla cauchyovska.

Konstrukci vybrané posloupnosti je zalozena na takzvaném diagondlnim vybéru. Rekurzivné
nalezneme posloupnost posloupnosti

(") pen, K =0,1,2,...,

n

v prostoru X takovou, Ze

(i) (x;‘”) je totozna se zadanou posloupnosti (z,,),

(ii) pro vSechna k > 0 je (x%kﬂ))neN vybran4 z (x%k))neN.

Soucasné nalezneme je§té pomocnou posloupnost boda (ay)reny v prostoru X. Pfitom
pozadujeme, aby

(iii) pro kazdé k € N byla posloupnost (xflk))neN cela obsazena v kouli B(ay, 1/k), to jest

| =

Vn € N7 Q(akuxgzk)) <

Popiseme k-ty krok rekurze, k € N. Pro &k = 1 se jedna o pocatecni krok. Pfedpokla-
dejme, Ze body a;, 1 < j < k—1, a posloupnosti (xﬁlj))neN, 0 <j < k—1, byly jiz nalezeny
(pro k = 1 mame k dispozici pouze posloupnost (:c%o))). Vyuzijeme totalni omezenosti
a zvolime konefnou (1/k)-sit A C X. Jisté existuje a € A takové, ze koule B(a,1/k)
obsahuje nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti (m(k_l))neN. Polozime a; := a a vybereme
posloupnost (:v%k))neN z posloupnosti (x(k_l))neN tak, aby Vn € N, P e B(ag, 1/k).

Poznamenejme, Ze podle konstrukce takto nalezené posloupnosti maji nasledujici vlast-
nost: pro vSechna k,/ € N, £ > k, plati

el e

Vn € N7 Q(alﬁxg)) <
Na zavér po této konstrukei rekurzi polozime
vn €N, y, =z

(jestlize uspotadame posloupnosti (x%k))neN, k > 1, pod sebe do fadki, pak posloupnost
(yn) lezi na diagonale). Potom posloupnost (y,) je také vybrana z ptuvodni posloupnosti

(x,) a navic splhuje

1
Vne N, VmeN, m>n = o(an, yYm) < —.
n
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Pro libovolné indexy m,n € N polozime p := min{m,n} a odhadneme

)

1 1 2
0(Yms Yn) < 0(ap, Ym) + 0(ap,yn) < =+ — = =
( ) < o(ap, ym) + o(ap, yn) > 55

¢ili
2

Vm,n € N, o(yYm, yn) < ———— .
m,n €N, 0(Ym,Yn) i}

Odtud je patrné, ze posloupnost (y,) je cauchyovska. O

Disledek 1.11.8. Budte X plny metricky prostor, M C X. Potom M je kompaktni

mnozina, pravé kdyz je uzaviend a totdlné omezend.

Diikaz. Podmnozinu M muzeme uvazovat jako metricky podprostor prostoru X. Jak bylo
zminéno v poznadmce 1.11.4, tento podprostor je uplny, pravé kdyz podmnozina M je

uzaviena. Zbytek okamzité plyne z véty 1.11.7. O]
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Definice 1.11.9. Budte X Hausdorffuv topologicky prostor, M C X. f{ekneme, 7e

mnozina M je prekompaktni, jestlize M je kompaktni.

Poznamka 1.11.10. Je-li M totalné omezena podmnozina metrického prostoru X, potom
M je také totalné omezena.

Skutecné, staci uvazit, ze pro ¢ > 0 a A C X plati implikace

M C U Bla,e) = M C U Bl(a,2¢).

acA acA
Ovéfeni je ponechano na ¢tenéii jako cviceni.
Néasledujici dusledek plyne okamzité z disledku 1.11.8 a poznadmky 1.11.10. Doplnéni

podrobnosti je ponechéno na ¢tenafi.

Disledek 1.11.11. Budte X iplnyg metricky prostor, M C X. Potom mnoZina M je

prekompaktni, praveé kdyz je totdlnée omezend.

Definice 1.11.12. Budte (X, ox), (Y, 0y) metrické prostory. Rekneme, 7e zobrazeni
f: X =Y je izometrie, jestlize spliuje

Vay,z0 € X, gy(f(xl),f(xg)) = ox(x1,22).

Rekneme, Ze metrické prostory X, Y jsou izometrické, jestlize existuje izometricka
bijekce f: X — Y.

Poznamka 1.11.13. (1) Kazdé izometrické zobrazeni je prosté a spojité. Zdavodnéte!

(2) Slozenim dvou izometrickych zobrazeni dostavame opét izometrii.

Definice 1.11.14. Zuipinénim (dplngm obalem) metrického prostoru (X, o) rozumime dvo-
jici tvofenou uplnym metrickym prostorem (X*, 0*) a izometrii f: X — X* takovou, Ze
obraz f(X) je husty v X*.

Poznamka 1.11.15. Casto se zuplnéni zavadi v jednodussi podobé, kdyz se predpoklada,
ze puvodni prostor X je vnoren jako husty podprostor do svého ziplnéni X*. Izometrie f

je potom prosté identické zobrazeni definované na X s hodnotami v nadprostoru X*.

Dokazeme, ze kazdy metricky prostor lze zuplnit, a to v podstaté jedinym zptsobem.

Nejprve jeden pomocny vysledek.

Lemma 1.11.16. Budte X topologicky prostor, Y Hausdorffiv topologickiy prostor,
M C X. Ddle budte f : X — Y, g: X — Y spojitd zobrazeni. Jestlize f|M = g}M
a M = X, potom f = g.
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Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje x € X takové, ze f(x) # g(z). Podle pied-
pokladu existuji oteviena okoli f(z) € U a g(x) € V, a pfitom U NV = (). Potom
re fFAU)Ng V), atak f71(U)Ng (V) C X je neprazdné oteviena podmnoZina.
Protoze M je husta podmnoZina v X, existuje 2 € M N f~4(U)N g1 (V). To znamena, Ze
bod f(z) = g(2) lezi soucasné v U a ve V, tedy U NV # (). Dostavame spor. O]

Véta 1.11.17. KaZdy metricky prostor mad zuplneéni. Toto ziplnéni je urceno jednoznacné

az na izometrickou bijekci.

Poznamka 1.11.18. Upfiesnéme, jak je minéna jednozna¢nost az na izometrickou bijekci
(nebo kratce jen ,az na izometrii“).

Necht jsou dana dvé ziaplnéni ((Xf, 03}), fl), ((X;, 03), fg) metrického prostoru (X o).
Jednoznacnost az na izometrickou bijekci znamend, Ze existuje izometrickd bijekce

g: X7 — X, takova, ze nasledujici diagram je komutativni

Komutativitou diagramu se zde mysli, Ze fo = g o f; (naopak plati fi = g1 o f3).

Diikaz. Méjme dan metricky prostor (X, o).
(I) Jednoznacnost. Necht k prostoru (X, g) existuji dvé ziplnéni ((X;, ;) fi),i=1,2
Bud z3 € X} libovolny bod. Podle definice ztiplnéni existuje posloupnost (x,,) C X takova,

v

ze
fi(zy,) — a7 v X7,

Posloupnost (fi(z,)) C X7 je cauchyovskd, fi je izometrie, a proto i posloupnost (z,) je
cauchyovskéi. Také f, je izometrie, a proto rovnéz posloupnost ( fQ(xn)) C X je cauchy-

ovska. Prostor XJ je uplny, existuje tedy x5 € X tak, ze
folzy) — x5 v X3,
Definujeme g: X7 — X, predpisem
Vzi € X7, g(a]) = a3,

kde bod x3 je pfitazen bodu x] podle pravé popsané konstrukce.
Musime ovéfit, Ze zobrazeni g je definovano korektné, ¢ili ze hodnota g(z7) nezavisi na

konkrétni volbé posloupnosti (z,) C X. Necht (z,) C X je dalsi posloupnost takova, ze
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fi1(Z,) — x7. Tvrdime, Ze potom plati

Tim g3(fo(ra). fo()) =0 (L11)

Skutecné, vyuzijeme vlastnosti izometrie a faktu, ze metrika je spojité zobrazeni, a lim-

itnim pfechodem n — oo dostavame

Q;(f2($n>vf2(53n>) = 0(Tn, Tp) = Q’{(fl(xn%fl(jn)) — oi(z7,27) = 0.

Je ponechano na ¢tenafi jako cvifeni, aby sam zdavodnil, Ze vzhledem k (1.11) musi mit
cauchyovské posloupnosti ( fg(xn)) a ( fg(.i’n)) stejnou limitu. Odtud jiz plyne korektnost
definice zobrazeni g.

Ukazeme, ze g ma pozadované vlastnosti. Tvrdime, Ze ¢ je izometrie, a tudiz prosté
zobrazeni. Mé&me dany dva body z7,y; € X;. Zvolme posloupnosti (z,), (y,) C X takové,
zZe

fl(mn) — l’i, fl(yn) — y; v Xik

Podle definice zobrazeni g mame

fo(@n) = g(27), fa(yn) = 9(y7) v X5.

Odtud a ze spojitosti metriky plyne

05(9(x1).9(y)) = lim oi(fa(wn), fo(yn)) = lm o(zn,yn) = lm o7 (fi(zn), f1(yn))

= o, )

Dale tvrdime, Ze plati go f; = f5. Pro libovolné z € X uvazme konstantni posloupnost:

Vn € N, x,, := z. Potom jisté
Tp 2TV X7 fl(wn) — f1<£L’> v Xika fQ(xn) — f2($) v X;

Podle definice zobrazeni g je g o fi(x) = g(fl(m)) = fa(x). To dokazuje rovnost, jak jsme
tvrdili.

Zbyva dokazat, ze g je bijekce. Zaménme role obou zaplnéni X| a XJ. Potom obdobné
jako vySe mizeme tvrdit, Ze existuje izometrie h: X; — X7, kterd spliuje h o fo = f;.
Dostavame

gohofa=go fi=fa

To znamen4, Ze zobrazeni (izometrické) go h: X5 — X spliwje g o h‘fQ(X) = lx;

f2(X)
(zde 1x; znaci identické zobrazeni na XJ). Podle pfedpokladu je fo(X) = X3 a obé
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zobrazeni g o h a 1x; jsou spojita, a tak lemma 1.11.16 zarucuje, ze
goh=1x;. (1.12)

Z rovnosti (1.12) plyne, Ze g je surjektivni zobrazeni (jiz vySe jsme zjistili, Ze je prosté).
Zduvodnéte!

Poznamenejme, Ze v poslednim kroku jsme mohli uplatnit i nasledujici argument. Ob-
dobné jako (1.12) Ize odvodit rovnost h o g = 1x:. Obé tyto rovnosti pak znamenayji, ze g
a h jsou navzajem inverzni zobrazeni.

(IT) FEzistence. Nize zkonstruujeme zuplnéni, které je tvoreno uplnym metrickym
prostorem (X*, 0*) a izometrii f: X — X*. Volné fe¢eno, abychom ziskali aplny prostor
X*, musime k ptivodnimu prostoru X pridat vsechny chybéjici limitni body pro cauchy-
ovské posloupnosti. Pfitom je nutné vzit v iivahu, Ze nékteré cauchyovské posloupnosti se
k sobé v limité neomezené blizi, a budou proto konvergovat ke stejné limité.

Vychozim bodem je mnozZina

X := {vSechny cauchyovské posloupnosti v X}.

Na Xzavedeme relaci ekvivalence ~ vztahem

V(2n), (yn) € X, (20) ~ (Yn) g} T}ggo 0(Zn, yn) = 0.

Ovéreni, ze se skute¢né jedna o ekvivalenci, je snadné a je zaloZzeno na piimém vypoctu.

Tento krok je prenechan ¢tenafii jako cviceni. Polozime
X=X/~

Prvky mnoziny X* jsou tedy tfidy ekvivalence cauchyovskych posloupnosti (z,,) v X, které
budeme znacit [(x,)].
Na X* zavedeme metriku. Pro z* = [(x,)], ¥* = [(yn)] € X* pokladame
o (2", y") == lim o(zn,yn) € [0, +00). (1.13)

n—o0

Nejprve musime zdivodnit, ze tato limita skutecné existuje. Protoze R je tiplny metricky
prostor, stac¢i ukazat, ze ¢iselna posloupnost (g(xn, yn))neN je cauchyovska. Tato vlastnost

okamzité plyne z nerovnosti

|0(Zm, Ym) — 0(Tn, Yn)| < (T Tn) + 0(Yrms Yn)- (1.14)

Jestlize odstranime absolutni hodnotu, tato nerovnost v sobé vlastné skryva dvé nerovnosti,

které se snadno dokézi pomoci trojiuhelnikové nerovnosti. Postup je uplné stejny, jako pfi
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ditkazu, Ze metrika na X predstavuje spojité zobrazeni go: X x X — R, ktery byl proveden
na cviceni. Doplnéni podrobnosti je ponechédno na ¢tenari.
Déle je tieba ovéfit, ze definice je korektni v tom smyslu, Ze hodnota limity (1.13)

nezavisi na volbé reprezentantu piislusnych t¥id ekvivalence. Budte

(@), (@7), (yn), (y,) € X, amecht (z,) ~ (a7,), (ya) ~ (4).

Méme ukazat, 7e

lim o(zn, yn) = lim o(a;,, y,,)-
n—oo n—oo

To je vsak okamzity dusledek nerovnosti

lo(x),, yp,) = 0(Tn, yn)| < 02, 2n) + 0(Yn, Un),

ve které stadi provést limitni pfechod n — oo. Je to vlastné opét nerovnost (1.14), ve které
piseme v8ude po fadé x], a y/, namisto x,, a yp,.
Zobrazeni f: X — X* definujeme tak, ze prvku x € X pfifadime t¥idu ekvivalence

konstantni posloupnosti, jejiz vSechny ¢leny jsou rovny x. Formélné zapséno:

Ve € X, f(x) := [(2)nen]

Je hned vidét, ze f je izometrie. Podle definice (1.13) totiz pro z,y € X dostavame
o (f(2), f(y)) = lim o(w,y) = o(x,y).
Pro dokonceni diikazu se ndm bude hodit nasledujici pomocny vyrok:
Y(z,) € X, kh_)IElo f(zy) = 2", kde 2" := [(z,)] € X™. (1.15)
Vyrok (1.15) dokdzeme. Podle definice mame f(zx) = [(xk)nen], a proto

Q*(f(xk),x*) = lim o(xy,x,).

n—oo

Zapisme fakt, ze posloupnost (x,) je cauchyovska, takto:
Ve >0, dko € N, Vk,n > ng, o(xg, x,) <e.
Pro k > ko pak nutné plati lim,, . o(zg, z,) < €. To ovSem znamena, Ze

lim ¢*(f(zy),z*) = 0.

k—o00

Tvrdime, Ze obraz f(X) je husty v X*.
Abychom to ukéazali, uvazme libovolny bod z* = [(z,)] € X*, kde (x,,) je cauchyovska
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posloupnost v X. Vzhledem k (1.15) existuje konvergentni posloupnost f(zx) — x* pro

k — oo. To dokazuje, ze f(X) = X*.
Kone¢né tvrdime, Ze prostor X* je uplny.

*
n

hustotu f(X) v X* ke kazdému n € N existuje z,, € X takové, ze

Mgjme danu cauchyovskou posloupnost (zF) v X*. S odvolanim na na jiz dokdzanou

1

0" (f(wn),2) < . (1.16)

Pro m,n € N odhadneme
(@, xn) = 0 (flam), f@n)) < o (flam).2y,) + 0 (), 2}) + 0" (), f(an))
1 1
< =+ =40 (a},. 7).
m  n

Z odhadu je patrné, ze o(x,,, x,) — 0 pro m,n — oo, ¢ili (x,) je cauchyovska posloupnost
v X. Polozme
z* = [(z,)] € X™.

Vzhledem k (1.16) dostavame

0 (w5,0%) < 0 (e Sw) + 0 (@), 27) < -+ 0 (Flan), 29)

Odtud jiz podle (1.15) plyne x} — x* v X*, coZ dokazuje tplnost. O
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