
Kapitola 1

Topologický prostor, metrický prostor,

úplnost, kompaktnost

1.1 Topologické prostory

Zna£ení 1.1.1. Bu¤ X mnoºina. Poten£ní mnoºinu mnoºiny X ozna£íme

P(X) := {A; A ⊂ X}.

Poznámka. Poten£ní mnoºina P(X) se £asto ztotoº¬uje s mnoºinou

2X := {f ; f : X → {0, 1}}.

Kaºdé zobrazení f ∈ 2X je totiº charakteristickou funkcí práv¥ jedné podmnoºiny A ⊂ X.

Toto ozna£ení ale v dal²ím pouºívat nebudeme.

De�nice 1.1.2. Bu¤te X mnoºina. Systém podmnoºin mnoºiny X, τ ⊂ P(X), nazveme

topologií na X, jestliºe jsou spln¥ny axiomy

(1) ∅, X ∈ τ ,
(2) pro libovolnou indexovou mnoºiny A platí implikace

(∀α ∈ A , Gα ∈ τ) =⇒
⋃
α∈A

Gα ∈ τ,

(3) pro kaºdé n ∈ N platí implikace

(∀k ∈ {1, 2, . . . , n}, Gk ∈ τ) =⇒
⋂

k, 1≤k≤n

Gk ∈ τ.

Prvky topologie τ nazýváme otev°ené podmnoºiny mnoºinyX. O uspo°ádané dvojici (X, τ)

budeme mluvit jako o topologickém prostoru.
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Poznámka. M·ºeme shrnout, ºe axiomy nám °íkají následující. Prázdná mnoºina a celá

mnoºinaX jsou otev°ené, sjednocení libovolného (!) systému otev°ených mnoºin je otev°ená

mnoºina a pr·nik libovolného kone£ného systému otev°ených mnoºin je otev°ená mnoºina.

Abychom ov¥°ili, ºe systém podmnoºin τ spl¬uje axiom (3), sta£í se omezit na n=2,

to jest sta£í ukázat, ºe pr·nik kaºdých dvou mnoºin z τ pat°í do τ . Pomocí matematické

indukce lze pak snadno roz²í°it uzav°enost na pr·nik pro libovolný kone£ný po£et mnoºin

z τ .

De�nice 1.1.3. Bu¤te X mnoºina a τ topologie na X. Systém podmnoºin mnoºiny X,

který je tvo°en dopl¬ky otev°ených mnoºin, ozna£íme

cτ := {F ; F = X \G, G ∈ τ}.

Prvky cτ nazveme uzav°ené podmnoºiny mnoºiny X.

Ov¥°ení následujícího tvrzení je snadné a je ponecháno na £tená°i.

Tvrzení 1.1.4. Bu¤te X mnoºina a τ topologie na X. Potom platí

(1) ∅, X ∈ cτ ,

(2) pro libovolnou indexovou mnoºiny A platí implikace

(∀α ∈ A , Fα ∈ cτ) =⇒
⋂
α∈A

Fα ∈ cτ,

(3) pro kaºdé n ∈ N platí implikace

(∀k ∈ {1, 2, . . . , n}, Fk ∈ cτ) =⇒
⋃

k, 1≤k≤n

Fk ∈ cτ.

Poznámka. Toto tvrzení nám tedy °íká následující. Prázdná mnoºina a celá mnoºina X

jsou uzav°ené, pr·nik libovolného systému uzav°ených mnoºin je uzav°ená mnoºina a sjed-

nocení libovolného kone£ného systému uzav°ených mnoºin je uzav°ená mnoºina.

Poznámka 1.1.5. Bu¤ X mnoºina. Poten£ní mnoºina P(X) je uspo°ádaná inkluzí ⊂.
Mluvíme-li o nejmen²í nebo nejv¥t²í podmnoºin¥ X s danou vlastností, potom �nejmen²í�

£i �nejv¥t²í� se myslí vzhledem k tomuto uspo°ádání.

Tvrzení 1.1.6. Bu¤ (X, τ) topologický prostor. Pro kaºdou podmnoºinu M ⊂ X platí

(1) existuje nejv¥t²í otev°ená podmnoºina G v X taková, ºe G ⊂M ,

(2) existuje nejmen²í uzav°ená podmnoºina F v X taková, ºe M ⊂ F .

D·kaz. (1) Poloºme

G :=
⋃

A∈τ, A⊂M

A.
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Sjednocení napravo je p°es neprázdný systém mnoºin, nebo´ existuje alespo¬ jedna otev°ená

mnoºina A ∈ τ s vlastností A ⊂ M , a sice A = ∅. Z druhého axiomu v de�nici topologie

(de�nice 1.1.2) plyne, ºe mnoºina G je otev°ená, a z°ejm¥ G ⊂ M . Ze zavedení G je také

patrné, ºe kdykoliv n¥jaká otev°ená mnoºina G′ ⊂ X spl¬uje G′ ⊂M , potom G′ ⊂ G.

(2) Ov¥°ení je velmi podobné jako v bod¥ (1). Tentokrát poloºíme

F :=
⋂

A∈cτ,M⊂F

A.

Dopln¥ní dal²ích podrobností je ponecháno na £tená°i.

De�nice 1.1.7. Bu¤te (X, τ) topologický prostor, M ⊂ X podmnoºina. Nejv¥t²í otev°e-

nou podmnoºinu obsaºenou v M nazýváme vnit°kem mnoºiny M a zna£íme ji M o. Nej-

men²í uzav°enou mnoºinu obsahující M nazýváme uzáv¥rem mnoºiny M a zna£íme ji M .

De�nice 1.1.8. Bu¤te (X, τ) topologický prostor, x ∈ X, U ⊂ X. �ekneme, ºe U je

okolím bodu x, jestliºe x ∈ U o.

Poznámka. N¥kte°í auto°i navíc poºadují, aby okolí U bodu x bylo otev°enou mnoºinou.

My se p°idrºíme vý²e uvedené de�nice. Budeme-li se chtít omezit v n¥kterých úvahách na

otev°ené okolí, musíme to vyslovit jako dal²í poºadavek.

Z de�nice je z°ejmé, ºe neprázdná otev°ená mnoºina je otev°eným okolím kaºdého

svého bodu. Také je z°ejmé, ºe je-li U okolím bodu x v n¥jakém topologickém prostoru,

pak U o je otev°eným okolím bodu x. Proto se kdykoliv podle pot°eby m·ºeme omezit jen

na otev°ená okolí. Otev°ené mnoºiny v topologickém prostoru lze charakterizovat pomocí

okolí jejích bod·, jak je vysloveno v následujícím (snadném) cvi£ení.

Cvi£ení 1.1.9. Bu¤ (X, τ) topologický prostor.

(1) Bu¤ dále G ⊂ X. Potom mnoºina G je otev°ená, práv¥ kdyº spl¬uje

∀x ∈ G, ∃ okolí Ux 3 x, Ux ⊂ G.

Vyjád°eno slovn¥: mnoºina G je otev°ená, práv¥ kdyº s kaºdým svým bodem obsahuje

i n¥jaké jeho okolí.

(2) Bu¤te dále S ⊂ X, x ∈ S. Potom x ∈ S, práv¥ kdyº platí

∀okolí Ux 3 x, Ux ∩ S 6= ∅.

Vyjád°eno slovn¥: bod pat°í do uzáv¥ru n¥jaké mnoºiny, práv¥ kdyº kaºdé jeho okolí tuto

mnoºinu protíná.

P°íklad 1.1.10. Bu¤ X mnoºina.

(1) τ1 = {∅, X} je nejslab²í (nejhrub²í) topologie na X. Topologie τ1 obsahuje pouze

povinné prvky (podle prvního axiomu z de�nice topologie) ∅ a X a nic víc.
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(2) τ2 = P(X) je nejsiln¥j²í (nejjemn¥j²í) topologie na X. Tato topologie se také

nazývá diskrétní topologií. Kaºdá podmnoºina X je v této topologii otev°ená.

Tvrzení 1.1.11. Bu¤te (X, τ) topologický prostor, M ⊂ X. Potom platí

(1) X \M o = X \M ,

(2) X \M = (X \M)o.

D·kaz. D·kaz bude proveden na cvi£ení.

1.2 Báze topologie

De�nice 1.2.1. Bu¤ (X, τ) topologický prostor. �ekneme, ºe systém otev°ených mnoºin

G ⊂ τ je bází topologie τ , jestliºe spl¬uje

∀U ∈ τ, ∃G ′ ⊂ G, U =
⋃
G∈G′

G.

Poznámka 1.2.2. G ⊂ τ je tedy bází topologie τ , jestliºe kaºdou otev°enou podmnoºinu

v X lze vyjád°it jako sjednocení mnoºin z n¥jakého podsystému G ′ ⊂ G. To znamená, ºe

topologii τ lze popsat pomocí její báze G takto

τ =
{ ⋃
G∈G′

G ; G ′ ⊂ G
}
. (1.1)

Speciáln¥ musí platit

X=
⋃
G∈G

G. (1.2)

Druhým extrémním p°ípadem je G ′ = ∅. Sjednocení prázdného systému mnoºin je prázdná

mnoºina, a tak

∅=
⋃
G∈∅

G. (1.3)

Podmínku na bázi topologie lze p°epsat, jak je rozebráno v následující poznámce.

Poznámka 1.2.3. Bu¤te (X, τ) topologický prostor, G ⊂ τ . Potom G je bází τ , práv¥

kdyº spl¬uje

∀U ∈ τ, ∀x ∈ U, ∃G ∈ G, x ∈ G ⊂ U. (1.4)

Skute£n¥, podmínka (1.4) je nutná, jak je z°ejmé p°ímo z de�nice báze topologie, to

jest z rovnice (1.1). Ukaºme, ºe je také posta£ující. P°edpokládejme tedy, ºe (1.4) platí.

Máme ukázat, ºe platí rovn¥º (1.1). M¥jme dánu libovolnou otev°enou mnoºinu U ∈ τ .

Pro kaºdé x ∈ U zvolme Gx ∈ G tak, ºe x ∈ Gx ⊂ U . Potom z°ejm¥

U =
⋃
x∈U

Gx.
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Zadávat topologii pomocí báze je b¥ºné a pohodlné. Proto je dobré podívat se na vztah

topologie a báze z opa£né strany. M¥jme dánu mnoºinu X a systém podmnoºin G ⊂ P(X).

M·ºeme se ptát, za jakých podmínek je G bází n¥jaké topologie, £ili kdy existuje topologie

τ na X taková, ºe G je bází τ . Odpov¥¤ dává následující v¥ta.

V¥ta 1.2.4. Bu¤te X mnoºina, G ⊂ P(X). Potom G je bází n¥jaké topologie τ na X,

práv¥ kdyº spl¬uje

(1) X =
⋃
G∈G G,

(2) ∀G1, G2 ∈ G, ∀x ∈ G1 ∩G2, ∃G3 ∈ G, x ∈ G3 ⊂ G1 ∩G2.

D·kaz. Jiº jsme si °ekli v poznámce 1.2.2, ºe pokud τ existuje, tak je dána rovnicí (1.1),

a je tedy ur£ena jednozna£n¥.

Zd·vodn¥me nejprve, ºe podmínky (1), (2) jsou nutné. Nech´ G je bází topologie τ .

Podmínku (1) jsme jiº také probrali v poznámce 1.2.2, viz rovnice (1.2). Dále jsou-li G1,

G2 dv¥ mnoºiny z G ⊂ τ , pak jsou otev°ené a rovn¥º G1 ∩G2 musí být otev°ená mnoºina.

Podle poznámky 1.2.3 (nebo rovnice (1.1)) existuje G3 ∈ G tak, ºe x ∈ G3 ⊂ G1 ∩G2.

Ukaºme dále, ºe podmínky (1), (2) jsou posta£ující. Nech´ jsou tedy spln¥ny a de�nujme

τ rovnicí (1.1). Máme ukázat, ºe τ je topologií na X. V²imn¥me si, ºe podmínka (2) nám

°íká: jestliºe G1, G2 ∈G, potom G1 ∩G2 ∈ τ .
(i) Ur£it¥ X ∈ τ podle podmínky (1). Rovn¥º ∅ ∈ τ , viz rovnice (1.3).
(ii) Nech´ jsou dány mnoºiny

Uα =
⋃
G∈Gα

G ∈ τ pro α ∈ A ,

kde A je n¥jaká indexová mnoºina a Gα ⊂ G pro kaºdé α. Potom⋃
α∈A

Uα =
⋃
G∈ G̃

G , kde G̃ :=
⋃
α∈A

Gα ⊂ G,

a tedy
⋃
α∈A Uα ∈ τ .

(iii) Nech´ jsou dány mnoºiny U1, U2 ∈ τ ,

Uk =
⋃

G∈Gk

G pro k = 1, 2,

kde G1,G2 ⊂ G. Potom z distributivního zákona pro pr·niky a sjednocení plyne

U1 ∩ U2 =
⋃

G1 ∈G1, G2 ∈G2

G1 ∩G2.

Jak bylo zmín¥no vý²e, jestliºe G1 ∈ G1 ⊂ G, G2 ∈ G2 ⊂ G, potom podle podmínky (2) je

G1 ∩G2 ∈ τ , a tak podle jiº dokázaného bodu (ii) je U1 ∩ U2 ∈ τ .
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Poznámka 1.2.5. Uvaºme situaci, kdy na mnoºin¥ X jsou zadány dv¥ báze B1 a B2. Jim
p°íslu²né topologie ozna£íme po °ad¥ τ1 a τ2. P°irozen¥ vzniká otázka, za jakých podmínek

se topologie τ1 a τ2 shodují. Vzhledem k tomu, jak topologie de�nována pomocí báze, je

z°ejmé následující tvrzení.

K tomu, aby τ1 = τ2, je nutné a sta£í, aby platilo

B1 ⊂ τ2 a sou£asn¥ B2 ⊂ τ1.

Vyjád°eno slovn¥: kaºdá mnoºina z báze B1 musí být otev°ená v topologii τ2 a naopak.

Následující pojem uvádíme pouze pro informaci, pracovat s ním dále nebudeme.

De�nice 1.2.6. Bu¤te (X, τ) topologický prostor, x ∈ X. �ekneme, ºe systém otev°ených

okolí Bx bodu x je bází okolí bodu x nebo také lokální bází v bod¥ x, jestliºe

∀ okolí U bodu x, ∃B ∈ Bx, B ⊂ U.

Topologii na mnoºin¥ X lze zadávat tak, ºe v kaºdém bod¥ x ∈ X zadáme bázi okolí

Bx tohoto bodu, p°i£emº mnoºina G :=
⋃
x∈X Bx by m¥la spl¬ovat podmínky na bázi

topologie.

1.3 Relativní topologie

De�nice 1.3.1. Bu¤te (X, τ) topologický prostor, Y ⊂ X. Potom

τY := {G ∩ Y ; G ∈ τ}

je topologie na Y (samostatn¥ ov¥°te! ). Nazýváme ji relativní topologií na Y . �íkáme, ºe

(Y, τY ) je topologickým podprostorem prostoru (X, τ).

Poznámka. P°i stejném zna£ení jako v de�nici 1.3.1 bu¤ M ⊂ Y . P°i pouºívání topologic-

kých pojm· pro mnoºinuM by m¥lo být vºdy jasno, zda máme na mysli p·vodní topologii

τ na X nebo relativní topologii τY na Y .

P°íklad 1.3.2. Uvaºujme reálnou p°ímku R s obvyklou topologií. Bu¤te X := [ 0, 1 ] ⊂ R,
M = Y := (0, 1). Potom M = [ 0, 1 ] v topologii na X, ale M = (0, 1) v topologii na Y .

Abychom ve druhém p°ípad¥ zd·raznili, ºe se jedná o relativní topologii na Y , budeme

n¥kdy psát M
Y
namísto M .

1.4 Hromadný bod a izolovaný bod mnoºiny

De�nice 1.4.1. Bu¤te (X, τ) topologický prostor,M ⊂ X. �ekneme, ºe x ∈ X je hromad-

ným bodem mnoºiny M , jestliºe kaºdé okolí bodu x obsahuje alespo¬ jeden bod mnoºiny
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M , který je r·zný od x. Tuto vlastnost m·ºeme také zapsat takto

∀U ∈ τ, x ∈ U =⇒ (U \ {x}) ∩M 6= ∅.

�ekneme, ºe bod x ∈ M je izolovaným bodem mnoºiny M , jestliºe není hromadným

bodem. To znamená, ºe existuje okolí bodu x, které obsahuje z mnoºiny M pouze bod x.

Tuto vlastnost m·ºeme také zapsat takto

∃U ∈ τ, U ∩M = {x}.

Pov²imn¥me si, ºe hromadný bod mnoºiny M m·ºe, ale nemusí leºet v M . Naproti

tomu podle de�nice je izolovaný bod mnoºiny M jejím prvkem. Dále z de�nice okamºit¥

plyne, ºe mnoºina M je disjunktním sjednocením svých izolovaných bod· a t¥ch svých

hromadných bod·, které do ní pat°í. Pomocí hromadných a izolovaných bod· m·ºeme

popsat uzáv¥r mnoºiny M .

Tvrzení 1.4.2. Bu¤te (X, τ) topologický prostor,M ⊂ X. Potom uzáv¥rM je disjunktním

sjednocením následujících t°í mnoºin

(1) izolované body mnoºiny M ,

(2) hromadné body mnoºiny M pat°ící do M ,

(3) hromadné body mnoºiny M nepat°ící do M .

D·kaz. D·kaz bude proveden na cvi£ení.

D·sledek 1.4.3. Bu¤te (X, τ) topologický prostor. Podmnoºina M ⊂ X je uzav°ená,

práv¥ kdyº obsahuje v²echny své hromadné body.

Speciáln¥ jestliºe mnoºina M nemá ºádné hromadné body, pak je uzav°ená.

D·kaz. Mnoºina M je uzav°ená, práv¥ kdyº M = M . Podle tvrzení 1.4.2 to nastane

práv¥ tehdy, jestliºe je prázdná t°etí mnoºina zde vyjmenovaná, to jest mnoºina v²ech

hromadných bod· mnoºiny M , které nepat°í do M .
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1.5 Druhý axiom spo£etnosti, separabilita

De�nice 1.5.1. Bu¤te (X, τ) topologický prostor, S ⊂ X. �ekneme, ºe mnoºina S je

hustá v X, jestliºe S = X.

Tvrzení 1.5.2. Bu¤te (X, τ) topologický prostor, S ⊂ X. Mnoºina S je hustá v X, práv¥

kdyº spl¬uje podmínku

∀G ∈ τ \ {∅}, G ∩ S 6= ∅.

Vyjád°eno slovn¥: mnoºina je hustá v X, práv¥ kdyº má neprázdný pr·nik s kaºdou

neprázdnou otev°enou mnoºinou.

D·kaz. D·kaz bude proveden na cvi£ení.

De�nice 1.5.3. �ekneme, ºe topologický prostor (X, τ) spl¬uje druhý axiom spo£etnosti,

jestliºe τ má spo£etnou bázi. �ekneme, ºe topologický prostor je separabilní, jestliºe ob-

sahuje spo£etnou hustou podmnoºinu.

Oba tyto pojmy nejsou zcela nezávislé, lze ukázat implikaci v jednom sm¥ru.

Tvrzení 1.5.4. Jestliºe topologický prostor (X, τ) spl¬uje druhý axiom spo£etnosti, pak je

separabilní.

D·kaz. Bu¤ G = {Gn; n ∈ N} spo£etná báze topologie τ . M·ºeme p°edpokládat, ºe G
je tvo°ena pouze neprázdnými mnoºinami. Pro kaºdé n ∈ N zvolme jeden bod sn ∈ Gn

a poloºme

S := {sn; n ∈ N}.

Tvrdíme, ºe S = X. Skute£n¥, kdyby X \ S 6= ∅, pak by tato otev°ená mnoºina musela

obsahovat alespo¬ jednu mnoºinu Gn pro jisté n ∈ N, a tedy i bod sn. To je spor se

zavedením mnoºiny S.

1.6 Spojitá zobrazení

De�nice 1.6.1. Bu¤te (X1, τ1), (X2, τ2) topologické prostory, f : X1 → X2. �ekneme, ºe

f je spojité zobrazení (spojitá funkce), jestliºe

∀G ∈ τ2, f−1(G) ∈ τ1.

Vyjád°eno slovn¥: f je spojité zobrazení, jestliºe vzor kaºdé otev°ené mnoºiny je otev°ená

mnoºina.

Poznámka. Zápisem f : X1 → X2 se rozumí, pokud není up°esn¥no jinak, ºe zobrazení f

je de�nováno v²ude na X1.
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Tvrzení 1.6.2. Sloºení dvou spojitých zobrazení je spojité zobrazení.

D·kaz. Bu¤te (X1, τ1), (X2, τ2), (X3, τ3) topologické prostory, f : X1 → X2, g : X2 → X3.

Nech´ ob¥ zobrazení f , g jsou spojitá. Potom g ◦ f : X1 → X3 a pro kaºdou otev°enou

mnoºinu G ⊂ X3 z p°edpoklad· plyne, ºe g−1(G) ⊂ X2 je otev°ená mnoºina, a tedy i

(g ◦ f)−1(G) = f−1
(
g−1(G)

)
je otev°ená mnoºina.

De�nice 1.6.3. Bu¤te (X1, τ1), (X2, τ2) topologické prostory, f : X1 → X2, x0 ∈ X1.

�ekneme, ºe zobrazení f je spojité v bod¥ x0, jestliºe

∀ okolí V 3 f(x0), ∃ okolí U 3 x0, f(U) ⊂ V. (1.5)

Vezmeme-li v úvahu, ºe

f(U) ⊂ V ⇐⇒ U ⊂ f−1(V ),

m·ºeme (1.5) ekvivalentn¥ p°epsat

∀ okolí V 3 f(x0), x0 ∈ f−1(V )o,

nebo také

∀G ∈ τ2, f(x0) ∈ G =⇒ x0 ∈ f−1(G)o.

V¥ta 1.6.4. Bu¤te (X1, τ1), (X2, τ2) topologické prostory, f : X1 → X2. Potom zobrazení

f je spojité, práv¥ kdyº je spojité v kaºdém bod¥ prostoru X1.

D·kaz. D·kaz bude proveden na cvi£ení.

1.7 Axiomy odd¥lování

De�nice 1.7.1. Bu¤ (X, τ) topologický prostor.

(1) �ekneme, ºe X je T1-prostor, jestliºe pro kaºdou dvojici navzájem r·zných bod·

x, y ∈ X existuje otev°ené okolí bodu x, které neobsahuje bod y. Formáln¥ zapsáno

(∀x, y ∈ X, x 6= y)(∃U ∈ τ)(x ∈ U ∧ y /∈ U).

(Poznamenejme, ºe role bod· x, y lze samoz°ejm¥ zam¥nit.)

(2) �ekneme, ºe X je T2-prostor nebo také Hausdor�·v prostor, jestliºe pro kaºdou dvojici

navzájem r·zných bod· v X existují otev°ená okolí t¥chto bod·, která jsou disjunktní.
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Formáln¥ zapsáno

(∀x, y ∈ X, x 6= y)(∃U, V ∈ τ)(x ∈ U ∧ y ∈ V ∧ U ∩ V = ∅).

(3) �ekneme, ºe X je regulární prostor, jestliºe pro kaºdý bod x ∈ X a kaºdou uzav°enou

podmnoºinu A ⊂ X neobsahující bod x existují disjunktní otev°ené mnoºiny U a V ,

p°i£emº U je otev°eným okolím bodu x a V obsahuje mnoºinu A (tj. je otev°eným okolím

mnoºiny A). Formáln¥ zapsáno

(∀x ∈ X)(∀A ∈ cτ, x /∈ A)(∃U, V ∈ τ)(x ∈ U ∧ A ⊂ V ∧ U ∩ V = ∅).

�ekneme, ºe X je T3-prostor, je-li sou£asn¥ regulární a T1..

(4) �ekneme, ºeX je normální prostor, jestliºe pro kaºdou dvojici disjunktních uzav°ených

podmnoºin prostoru X existují otev°ená okolí t¥chto podmnoºin, která jsou také dis-

junktní. Formáln¥ zapsáno

(∀A,B ∈ cτ, A ∩B = ∅)(∃U, V ∈ τ)(A ⊂ U ∧ B ⊂ V ∧ U ∩ V = ∅).

�ekneme, ºe X je T4-prostor, je-li sou£asn¥ normální a T1.

Tvrzení 1.7.2. Topologický prostor (X, τ) je T1, práv¥ kdyº kaºdá jednobodová podmnoºina

prostoru X je uzav°ená.

D·kaz. D·kaz bude proveden na cvi£ení.

Poznámka 1.7.3. Axiomy T1, T2, T3, T4 pro topologické prostory tvo°í �ost°e uspo°ádanou

posloupnost� v tom smyslu, ºe kaºdý následující axiom je siln¥j²í neº jeho p°edch·dce.

P°itom pro kaºdé j = 1, 2, 3 existuje p°íklad topologického prostoru, který spl¬uje axiom

Tj, ale nespl¬uje Tj+1. Symbolicky m·ºeme psát

T1 ' T2 ' T3 ' T4.

1.8 Kompaktnost

De�nice 1.8.1. Bu¤ (X, τ) topologický prostor. �ekneme, ºe prostor X je kompaktní,

jestliºe kaºdé jeho otev°ené pokrytí (tj. pokrytí prostoru X otev°enými mnoºinami) má

kone£né podpokrytí. Formáln¥ zapsáno(
∀G ⊂ τ ,

⋃
G∈G

G = X
)(
∃G ′ ⊂ G

)(
|G ′| <∞ ∧

⋃
G∈G′

G = X
)
.

Zde |G ′| zna£í po£et prvk· systému mnoºin G ′.
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Poznámka 1.8.2. N¥kte°í auto°i na rozdíl od nás poºadují, aby kompaktní prostor byl

navíc Hausdor�·v.

De�nice 1.8.3. Bu¤te (X, τ) topologický prostor, A ⊂ X. �ekneme, ºe podmnoºina A

je kompaktní, jestliºe A je kompaktním prostorem v relativní topologii.

Vzhledem k tomu, jak byla relativní topologie zavedena, m·ºeme de�nici ekvivalentn¥

p°eformulovat takto. Podmnoºina A je kompaktní, jestliºe kaºdé její otev°ené pokrytí

v prostoru X má kone£né podpokrytí.

Poznámka 1.8.4. Bu¤te (X, τ) topologický prostor, B ⊂ X uzav°ená podmnoºina. Po-

tom uzáv¥r kaºdé podmnoºiny A ⊂ B v relativní topologii na B se shoduje s uzáv¥rem A

v prostoru X.

Skute£n¥, podle de�nice relativní topologie máme

A
B

= A ∩B.

Podle p°edpokladu je B uzav°ená, proto A ⊂ B a A
B

= A.

P°ejdeme-li k dopl¬k·m mnoºin, a tedy od otev°ených mnoºin k uzav°eným, dostaneme

ekvivalentní popis kompaktních topologických prostor·.

V¥ta 1.8.5. Topologický prostor X je kompaktní, práv¥ kdyº kaºdý systém jeho uzav°ených

podmnoºin {Fα; α ∈ A } (A je libovolná indexová mnoºina), který spl¬uje podmínku

∀B ⊂ A , |B| <∞ =⇒
⋂
α∈B

Fα 6= ∅,

má neprázdný pr·nik.

D·kaz. Poloºme Gα := X \ Fα. Naopak máme Fα = X \Gα a platí⋂
α∈B

Fα 6= ∅ ⇐⇒
⋃
α∈B

Gα 6= X.

Zn¥ní v¥ty m·ºeme tedy p°eformulovat následovn¥.

Prostor X je kompaktní, práv¥ kdyº pro kaºdý systém otev°ených podmnoºin

G = {Gα; α ∈ A } v prostoru X platí implikace: jestliºe G spl¬uje podmínku

∀B ⊂ A , |B| <∞ =⇒
⋃
α∈B

Gα 6= X,

potom G nepokrývá X.

Ekvivalentní výrok s touto implikací dostaneme, jestliºe ob¥ strany implikace znegu-

jeme a implikaci obrátíme. Výsledný výrok zní: jestliºe G pokrývá X, potom

∃B ⊂ A , |B| <∞ ∧
⋃
α∈B

Gα = X.
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Jinak °e£eno: jestliºe G pokrývá X, potom G má kone£né podpokrytí.

Podle de�nice 1.8.1 výrok, ke kterému jsme dosp¥li, skute£n¥ znamená, ºe X je kom-

paktní.

V¥ta 1.8.6. Kaºdá uzav°ená podmnoºina kompaktního topologického prostoru je také kom-

paktní.

D·kaz. Bu¤te X kompaktní topologický prostor, A ⊂ X uzav°ená podmnoºina. Vyjdeme

z de�nice 1.8.3 (v£etn¥ ekvivalentního p°eformulování). Nech´ je dáno libovolné pokrytí

mnoºiny A systémem otev°ených mnoºin (v prostoru X), které ozna£íme {Gα; α ∈ A }.
Potom

{Gα; α ∈ A } ∪ {X \ A}

je z°ejm¥ otev°ené pokrytí celého prostoru X, nebo´( ⋃
α∈A

Gα

)
∪ (X \ A) ⊃ A ∪ (X \ A) = X.

Prostor X je kompaktní, a tedy existuje kone£ná mnoºina index· B ⊂ A taková, ºe( ⋃
α∈B

Gα

)
∪ (X \ A) = X = A ∪ (X \ A).

Nutn¥ ⋃
α∈B

Gα ⊃ A.

Zadané pokrytí mnoºiny A má tedy kone£né podpokrytí.

V¥ta 1.8.7. V kompaktním topologickém prostoru má kaºdá jeho nekone£ná podmnoºina

alespo¬ jeden hromadný bod.

D·kaz. Nejprve si v²imn¥me, ºe posta£í ukázat, ºe kaºdá spo£etná podmnoºina kompakt-

ního prostoru v n¥m má hromadný bod. Je tomu tak, nebo´ kaºdá nekone£ná mnoºina

obsahuje spo£etnou podmnoºinu.

Bu¤te tedy X kompaktní topologický prostor a S ⊂ X spo£etná podmnoºina. Body

mnoºinu S uspo°ádáme do posloupnosti,

S = {xk; k ∈ N}.

Poloºme

Xn := {xk; k ≥ n} pro n ∈ N.

Mnoºiny X1, X2, X3, . . . tvo°í klesající posloupnost (vzhledem k inkluzi) a z°ejm¥ platí

∀m ∈ N,
m⋂
n=1

Xn = Xm 6= ∅ a sou£asn¥
∞⋂
n=1

Xn = ∅.
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Podle kritéria kompaktnosti z v¥ty 1.8.5 nutn¥ existuje alespo¬ jedno n0 ∈ N takové,

ºe mnoºina Xn0 není uzav°ená. D·sledek 1.4.3 nám pak °íká, ºe Xn0 má alespo¬ jeden

hromadný bod, nebo´ v opa£ném p°ípad¥ by tato mnoºina uzav°ená byla.

V¥ta 1.8.8. Kaºdá kompaktní podmnoºina Hausdor�ova topologického prostoru je uza-

v°ená.

D·kaz. Bu¤te X Hausdor�·v topologický prostor, A ⊂ X kompaktní podmnoºina. Dále

bu¤ y ∈ X \A libovolný bod. Chceme ukázat, ºe mnoºina A je uzav°ená, neboli ºe X \A
je otev°ená.

Vyuºijeme vlastnosti Hausdor�ova prostoru a pro kaºdý bod x ∈ A zvolíme otev°ená

okolí bod· x a y,

Ux 3 x, Vx 3 y tak, ºe Ux ∩ Vx = ∅.

Z°ejm¥ systém otev°ených mnoºin {Ux; x ∈ A} pokrývá mnoºinu A. Z kompaktnosti A

plyne, ºe existuje kone£n¥ mnoho bod· x1, x2, . . . xn ∈ A, n ∈ N, tak, ºe

A ⊂
n⋃
j=1

Uxj .

Poloºme

V :=
n⋂
j=1

Vxj .

Potom V je otev°ené okolí bodu y, V ∩ Uxj ⊂ Vxj ∩ Uxj = ∅ a

V ∩ A ⊂ V ∩
( n⋃

j=1

Uxj

)
=

n⋃
j=1

(
V ∩ Uxj

)
= ∅.

Zjistili jsme, ºe V ⊂ X \ A, a tak kaºdý bod y ∈ X \ A leºí v této mnoºin¥ i s n¥jakým

svým okolím. To znamená, ºe X \ A je otev°ená mnoºina.

V¥ta 1.8.9. Spojitý obraz kompaktního prostoru (tj. obraz kompaktního prostoru p°i spo-

jitém zobrazení) je kompaktní.

D·kaz. Bu¤te X, Y topologické prostory, f : X → Y spojité zobrazení a nech´ prostor

X je kompaktní. M¥jme dáno libovolné otev°ené pokrytí {Vα; α ∈ A } mnoºiny f(X)

v prostoru Y . Není t¥ºké nahlédnout, ºe platí ekvivalence

f(X) ⊂
⋃
α∈A

Vα ⇐⇒ X ⊂ f−1
( ⋃

α∈A

Vα

)
=
⋃
α∈A

f−1(Vα).

Ze spojitosti zobrazení f plyne, ºe v²echny mnoºiny f−1(Vα) jsou otev°ené, a proto

{f−1(Vα); α ∈ A } je otev°ené pokrytí kompaktního prostoru X. Existuje tedy kon£ená
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mnoºina index· B ⊂ A , pro kterou

X ⊂
⋃
α∈B

f−1(Vα) ⇐⇒ f(X) ⊂
⋃
α∈B

Vα.

To dokazuje kompaktnost mnoºiny f(X).

Následující pojem je uvád¥n jen pro informaci a v dal²ím výkladu nebude pouºíván,

moºná s výjimkou jednoho p°íkladu na cvi£ení.

De�nice 1.8.10. �ekneme, ºe topologický prostor je lokáln¥ kompaktní, jestliºe kaºdý

jeho bod má kompaktní okolí.

Poznámka 1.8.11. Pro Hausdor�ovy prostory je vlastnost �být lokáln¥ kompaktní� ekvi-

valentní s následující zdánliv¥ siln¥j²í vlastností. Je-li Hausdor�·v prostor lokáln¥ kom-

paktní, pak pro libovolný jeho bod a kaºdé okolí tohoto bodu existuje kompaktní podokolí.
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De�nice 1.8.12. �ekneme, ºe posloupnost (xn)n∈N v topologickém prostoru X konverguje

k x0 ∈ X, jestliºe kaºdé okolí bodu x0 obsahuje v²echny £leny této posloupnosti aº na

kone£n¥ mnoho.

Skute£nost, ºe n¥jaká posloupnost (xn)n∈N konverguje k x0 v prostoru X, budeme

v¥t²inou zapisovat takto

xn → x0 v X.

Poznámka 1.8.13. V Hausdor�ových prostorech m·ºe mít kaºdá posloupnost nejvý²e

jednu limitu. Skute£n¥, dva r·zné body v Hausdor�ov¥ prostoru lze odd¥lit jejich okolími,

která jsou disjunktní, a není moºné, aby n¥jaká posloupnost m¥la v²echny své £leny aº na

kone£n¥ mnoho v obou takovýchto okolích sou£asn¥.

De�nice 1.8.14. �ekneme, ºe topologický prostor X je sekvenciáln¥ kompaktní, jestliºe

z kaºdé posloupnosti v X lze vybrat podposloupnost, která v tomto prostoru konverguje.

Poznámka 1.8.15. Obecn¥ pojmy �kompaktní� a �sekvenciáln¥ kompaktní� jsou nezávislé.

To znamená, ºe existují p°íklady topologických prostor·, které jsou kompaktní a nejsou

sekvenciáln¥ kompaktní a naopak. Jak uvidíme pozd¥ji, v metrických prostorech jsou tyto

pojmy ekvivalentní.

1.9 Kartézský sou£in topologických prostor·

Na kartézském sou£inu dvou topologických prostor· se zavádí topologie, která je p°irozen¥

odvozena z topologií obou sou£initel·, jak popí²eme níºe. Takovýto kartézský sou£in proto

budeme vºdy povaºovat také za topologický prostor.

Lemma 1.9.1. Bu¤te (X, τX), (Y, τY ) topologické prostory. Potom systém mnoºin

B := {U × V ; U ∈ τX , V ∈ τY } (1.6)

je báze topologie na X × Y .

D·kaz. D·kaz se opírá o v¥tu 1.2.4. Pot°ebujeme ov¥°it, ºe jsou spln¥ny podmínky (1),

(2) z této v¥ty. Je ale z°ejmé, ºe podmínka (1) je spln¥na, nebo´ systém mnoºin B ur£it¥

pokrývá X × Y , dokonce X × Y ∈ B.
Pro ov¥°ení podmínky (2) sta£í uváºit, ºe pro U1, U2 ∈ τX a V1, V2 ∈ τy, tedy pro

U1 × V1, U2 × V2 ∈ B, máme

(U1 × V1) ∩ (U2 × V2) = (U1 ∩ U2)× (V1 ∩ V2) ∈ B.

A tak v podmínce (2) pro G1 = U1 × V1 a G2 = U2 × V2 m·ºeme jednodu²e poloºit

G3 = G1 ∩G2 (pro jakýkoliv bod x z G1 ∩G2).
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De�nice 1.9.2. Bu¤te (X, τX), (Y, τY ) topologické prostory. Topologie τX×Y na X × Y
zavádíme jako topologii ur£enou bází (1.6).

Poznámka 1.9.3. (1) Tento postup, jak zavést topologii na kartézském sou£inu topolo-

gických prostor·, lze jednodu²e zobecnit na libovolný kone£ný po£et sou£initel·.

(2) Ozna£me

pX : X × Y → X : (x, y) 7→ x, pY : X × Y → Y : (x, y) 7→ y

projekce na první a druhou sloºku v kartézském sou£inu. Pro zavedenou topologii na X×Y
jsou tyto projekce spojité. Je-li totiº U ∈ τX , potom

p−1X (U) = U × Y ∈ B ⊂ τX×Y

(víme, ºe Y ∈ τY ). Podobn¥ pro pY .
Na druhé stran¥ topologie na X×Y je zavedena práv¥ jako nejhrub²í (nejslab²í) topolo-

gie, pro kterou jsou projekce pX , pY spojitá zobrazení. Skute£n¥, jsou-li pX a pY spojitá

zobrazení vzhledem k n¥jaké topologii τ̃ na X × Y , U ∈ τX a V ∈ τY , pak mnoºina

p−1X (U) ∩ p−1Y (V ) = (U × Y ) ∩ (X × V ) = U × V

musí být otev°ená, to jest U×V ∈ τ̃ . Báze B zavedená v (1.6) je tvo°ena mnoºinami práv¥

tohoto tvaru, proto B ⊂τ̃ . Potom ale také τX×Y ⊂ τ̃ .

Tvrzení 1.9.4. Bu¤te (X, τX), (Y, τY ) topologické prostory, F a G po °ad¥ báze topologií

τX a τY . Potom

B′ = {U × V ; U ∈ F , V ∈ G}

je báze topologie τX×Y .

D·kaz. D·kaz bude proveden na cvi£ení.

V¥ta 1.9.5. Kartézský sou£in kone£ného po£tu kompaktních topologických prostor· je kom-

paktní prostor.

K d·kazu budeme pot°ebovat dv¥ lemmata.

Lemma 1.9.6. Bu¤te X, Y topologické prostory, x0 ∈ X. Potom zobrazení

f : Y → X × Y : y 7→ (x0, y)

je spojité.

D·kaz. M¥jme dánu otev°enou mnoºinu W ⊂ X × Y . Pro libovolný bod y ∈ f−1(W ) je

f(y) = (x0, y) ∈ W a vzhledem k de�nici topologie na X × Y existují otev°ené mnoºiny
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U ⊂ X, V ⊂ Y tak, ºe

(x0, y) ∈ U × V ⊂ W.

Potom platí

∀y′ ∈ V, f(y′) = (x0, y
′) ∈ W,

a tedy y ∈ V ⊂ f−1(W ). To dokazuje, ºe f−1(W ) je otev°ená mnoºina.

Lemma 1.9.7. Bu¤te X, Y topologické prostory, x0 ∈ X, K ⊂ Y kompaktní podmnoºina,

W ⊂ X × Y otev°ená mnoºina. Nech´ {x0} × K ⊂ W . Potom existuje okolí U bodu x0

takové, ºe U ×K ⊂ W .

D·kaz. Pro kaºdý bod y ∈ K je (x0, y) ∈ W , a tak m·ºeme zvolit otev°ené mnoºiny

Uy ⊂ X a Vy ⊂ Y takové, ºe

(x0, y) ∈ Uy × Vy ⊂ W.

Je z°ejmé, ºe K ⊂
⋃
y∈K Vy. Toto otev°ené pokrytí má kone£né podpokrytí,

K ⊂
n⋃
j=1

Vyj , kde n ∈ N, y1, . . . , yn ∈ K.

Potom U :=
⋂n
j=1 Uyj je otev°ené okolí bodu x0.

P°itom tvrdíme, ºe U × K ⊂ W . Skute£n¥, pro kaºdý bod (x, y) ∈ U × K existuje

index j, 1 ≤ j ≤ n, takový, ºe y ∈ Vyj . Potom (x, y) ∈ Uyj × Vyj ⊂ W .

D·kaz v¥ty 1.9.5. V¥tu sta£í dokázat pro dva kompaktní prostory X a Y . Roz²í°it její

platnost na libovolný kone£ný po£et kompaktních prostor· lze snadno pomocí matematické

indukce.

M¥jme dáno n¥jaké otev°ené pokrytí

X × Y =
⋃
α∈A

Wα, A je mnoºina index·.

Pro kaºdé x ∈ X je podle lemmatu 1.9.6 podmnoºina {x}×Y ⊂ X×Y spojitým obrazem

kompaktního prostoru Y , a proto je také kompaktní, viz v¥ta 1.8.9. Existuje tedy kone£ná

mnoºina index· A (x) ⊂ A taková, ºe

{x} × Y ⊂
⋃

α∈A (x)

Wα.

Podle lemmatu 1.9.7 existuje otev°ené okolí Ux 3 x takové, ºe

Ux × Y ⊂
⋃

α∈A (x)

Wα.
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Nyní z otev°eného pokrytí {Ux; x ∈ X} kompaktního prostoru X m·ºeme vybrat kone£né

podpokrytí {Ux1 , . . . , Uxn}, kde n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ X. Poloºme

Ã :=
n⋃
j=1

A (xj),

coº je kone£ná mnoºina index·. Dostáváme

X × Y =

( n⋃
j=1

Uxj

)
× Y =

n⋃
j=1

(
Uxj × Y

)
⊂

n⋃
j=1

⋃
α∈A (xj)

Wα =
⋃
α∈ Ã

Wα.

Docházíme tak k záv¥ru, ºe kaºdé otev°ené pokrytí topologického prostoru X × Y má

kone£né podpokrytí.

1.10 Metrické prostory

De�nice 1.10.1. Metrický prostor je uspo°ádaná dvojice (X, %), kde X je mnoºina

a % : X → [ 0,+∞), která spl¬uje axiomy:

(1) ∀x, y ∈ X, %(x, y) = %(y, x),

(2) ∀x, y ∈ X, %(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

(3) ∀x, y, z ∈ X, %(x, z) ≤ %(x, y) + %(y, z).

Zobrazení % nazýváme metrika.

Poznámka. Axiom (3) se nazývá trojúhelníková nerovnost.

Zna£ení 1.10.2. V metrickém prostoru (X, %) zavedeme ozna£ení pro koule ur£ené ostrou

a neostrou nerovností. Pro x ∈ X a r > 0 pokládáme

B(x, r) := {y ∈ X; %(x, y) < r},

B̄(x, r) := {y ∈ X; %(x, y) ≤ r}.

Do této de�nice m·ºeme zahrnout i p°ípad r = 0. Potom B(x, 0) = ∅, B̄(x, 0) = {x}.

Tvrzení 1.10.3. Bu¤ (X, %) metrický prostor. Pak systém v²ech koulí

B := {B(x, r); x ∈ X, r > 0}

je bází topologie.

Poznámka. Tato báze ur£uje topologii, o které m·ºeme °íci, ºe je indukována metrikou.

Kaºdý metrický prostor tak automaticky povaºujeme za topologický prostor. Podmnoºina

G metrického prostoru (X, %) je otev°ená, práv¥ kdyº s kaºdým svým bodem x ∈ G

obsahuje i n¥jaké jeho kulové okolí B(x, r), r > 0.
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D·kaz. D·kaz byl proveden na cvi£ení.

Poznámka 1.10.4. Je ponecháno £tená°i na rozmy²lení, ºe koule v metrickém prostoru

(X, %) mají následující topologické vlastnosti. Pro x ∈ X a r > 0 je B(x, r) otev°ená

mnoºina, B̄(x, r) je uzav°ená mnoºina. Jako vºdy B(x, r) zna£í uzáv¥r mnoºiny B(x, r).

Pro 0 < r1 < r2 platí

B(x, r1) ⊂ B(x, r1) ⊂ B̄(x, r1) ⊂ B(x, r2).

Poznamenejme je²t¥, ºe v n¥kterých pom¥rn¥ speciálních p°ípadech m·ºe nastat nerovnost

B(x, r) 6= B̄(x, r) i pro r > 0. P°íklad byl uveden na cvi£ení.

P°íklad 1.10.5. Kaºdý normovaný vektorový prostor (V, ‖ · ‖) je sou£asn¥ metrickým

prostorem. Metrika % na V je de�nována

∀x, y ∈ V, %(x, y) := ‖x− y‖.

Ov¥°ení axiom· metriky je bezprost°ední.

Poznámka 1.10.6. (1) Nech´ na mnoºin¥ X jsou dány dv¥ metriky %1 a %2, kterým po

°ad¥ odpovídají topologie τ1 a τ2. Dále ozna£me po °ad¥ B1(x, r) a B2(x, r) otev°ené koule

ur£ené t¥mito metrikami pro x ∈ X, r > 0. Podobn¥ jako v poznámce 1.2.5 se m·ºeme

ptát, kdy τ1 = τ2. Vzhledem k tomu, jak metrika ur£uje topologii, platí tvrzení

τ1 = τ2, práv¥ kdyº pro kaºdé x ∈ X a kaºdé r > 0 existují r′, r′′ > 0 takové, ºe

B1(x, r
′) ⊂ B2(x, r) a B2(x, r

′′) ⊂ B1(x, r).

Jak je snadno vid¥t, k tomu sta£í, aby bylo moºné metriky navzájem odhadnout jednu

pomocí druhé takto:

existují konstanty 0 < A ≤ B takové, ºe

∀x, y ∈ X, A%1(x, y) ≤ %2(x, y) ≤ B %1(x, y).

Potom ov²em také

∀x, y ∈ X, 1

B
%2(x, y) ≤ %1(x, y) ≤ 1

A
%2(x, y).

V tom p°ípad¥ m·ºeme °íci, ºe metriky %1 a %2 jsou ekvivalentní.

(2) Bu¤te (X, %X), (Y, %Y ) dva metrické prostory. Na kartézském sou£inu X × Y pak

m·ºeme zavést metriku vícero zp·soby, které jsou v²ak ekvivalentní ve smyslu p°edchozí
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poznámky. Asi nejjednodu²²í volbou je poloºit

∀x1, x2 ∈ X, ∀y1, y2 ∈ Y, %X×Y
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
:= %X(x1, x2) + %Y (y1, y2). (1.7)

Dal²í ekvivalentní moºnosti jsou

%X×Y
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
:= max

{
%X(x1, x2), %Y (y1, y2)

}
nebo

%X×Y
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
:=
√
%X(x1, x2)2 + %Y (y1, y2)2 .

Poslední volba metriky se nap°íklad uplat¬uje p°i kartézském sou£inu euklidovských pros-

tor·.

Ov¥°ení, ºe tyto volby jsou navzájem ekvivalentní, bude provedeno na cvi£ení.

(3) Uvaºujeme nadále dva metrické prostory (X, %X), (Y, %Y ), kterým odpovídají po °ad¥

topologie τX a τY . Na X × Y m·ºeme p°irozen¥ zavést topologii dv¥ma r·znými zp·-

soby, a sice bu¤ jako topologii na kartézském sou£inu dvou topologických prostor·, nebo

jako topologii ur£enou metrikou (1.7). Ve skute£nosti se ob¥ topologie shodují. Abychom

rovnost t¥chto topologií ukázali, sta£í ov¥°it následující dv¥ podmínky

(i)

(∀(x, y) ∈ X × Y )(∀r > 0 )(∃r1, r2 > 0 )(BX(x, r1)×BY (y, r2) ⊂ BX×Y
(
(x, y), r

)
),

(ii)

(∀(x, y) ∈ X × Y )(∀r1, r2 > 0 )(∃r > 0 )(BX×Y
(
(x, y), r

)
⊂ BX(x, r1)×BY (y, r2) ).

Tento problém op¥t ponecháme na cvi£ení.
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Tvrzení 1.10.7. Bu¤te (X, %) metrický prostor, x ∈ X, (xn)n∈N posloupnost v X. Potom

xn → x v X ⇐⇒ lim
n→∞

%(xn, x) = 0.

D·kaz. Jedná se jen o p°epis de�nice. Víme, ºe xn → x, práv¥ kdyº kaºdé okolí bodu x

obsahuje v²echny body posloupnosti (xn) aº na kone£n¥ mnoho. P°itom U ⊂ X je okolím

bodu x, práv¥ kdyº existuje r > 0 takové, ºe B(x, r) ⊂ U . M·ºeme se proto omezit jen na

kulová okolí a dostáváme

xn → x ⇐⇒ ∀r > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, xn ∈ B(x, r).

Poslední výrok je ale ekvivalentní s tím, ºe limn→∞ %(xn, x) = 0, nebo´ xn ∈ B(x, r)

znamená p°esn¥, ºe %(xn, x) < r.

V¥ta 1.10.8. Bu¤te (X, %) metrický prostor, S ⊂ X. Potom S je uzav°ená mnoºina,

práv¥ kdyº pro libovolnou posloupnost (xn)n∈N v X a kaºdé x ∈ X je spln¥na implikace

(xn → x v X) ∧ (∀n ∈ N, xn ∈ S) =⇒ x ∈ S. (1.8)

D·kaz. Víme, ºe x ∈ S, práv¥ kdyº kaºdé okolí bodu x protíná S (viz cvi£ení).

Dokáºeme, ºe podmínka (1.8) je nutná. P°edpokládejme tedy, ºe S = S a (xn)n∈N je

posloupnost v S taková, ºe xn → x v X. Pro libovolné okolí U bodu x existuje alespo¬

jedno (dokonce nekone£n¥ mnoho) n ∈ N tak, ºe xn ∈ U . Odtud plyne U ∩ S 6= ∅, a tedy

x ∈ S = S.

Dokáºeme, ºe podmínka (1.8) je posta£ující. P°edpokládejme tedy, ºe (1.8) je spln¥no.

Pro libovolný bod x ∈ S platí

∀n ∈ N, B
(
x,

1

n

)
∩ S 6= ∅.

Pro kaºdé n ∈ N tak m·ºeme zvolit xn ∈ S takové, ºe %(xn, x) < 1/n. Potom ale

limn→∞ %(xn, x) = 0, a tedy xn → x v X. Podle (1.8) odtud plyne x ∈ S. To dokazuje, ºe

S ⊂ S, £ili S = S.

Poznámka 1.10.9. (1) Kaºdý metrický prostor (X, %) je T1 topologický prostor. Skute£n¥,

pro x, y ∈ X, x 6= y, poloºme r := %(x, y) > 0. Potom otev°ená mnoºina B(x, r) obsahuje

x, ale neobsahuje y.

(2) Stejn¥ snadno lze ukázat, ºe metrický prostor je T2 topologickým prostorem neboli

Hausdor�ovým prostorem. P°i stejném zna£ení jako v bod¥ (1) jsou z°ejm¥ koule B(x, r/2)

a B(y, r/2) po °ad¥ otev°ená okolí bod· x a y. Sta£í ukázat, ºe tato okolí jsou disjunktní.

Skute£n¥ tomu tak je. Kdyby existoval bod z ∈ B(x, r/2) ∩ B(y, r/2), tak by platila

nerovnost

%(x, y) ≤ %(x, z) + %(z, y) <
r

2
+
r

2
= r,
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coº je spor.

Následující v¥ta °íká, ºe ob¥ tvrzení z p°ede²lé poznámky lze je²t¥ podstatn¥ zesílit.

V¥ta 1.10.10. Kaºdý metrický prostor je normální, a je tedy T4 topologickým prostorem.

D·kaz. Bu¤te (X, %) metrický prostor, Y, Z ⊂ X uzav°ené podmnoºiny a nech´ Y ∩Z = ∅.
Mnoºina X \ Z je otev°ená a Y ⊂ X \ Z, a proto pro kaºdé y ∈ Y existuje polom¥r

r′y > 0 takový, ºe B(y, r′y) ⊂ X \ Z, tedy B(y, r′y) ∩ Z = ∅.
Podobn¥ pro kaºdé z ∈ Z existuje r′′z > 0 tak, ºe B(z, r′′z ) ∩ Y = ∅.
Poloºme

U :=
⋃
y∈Y

B
(
y,
r′y
2

)
, V :=

⋃
z∈Z

B
(
z,
r′′z
2

)
.

Jist¥ U, V ⊂ X jsou otev°ené mnoºiny, Y ⊂ U , Z ⊂ V . Tvrdíme, ºe U ∩ V = ∅.
Abychom to ov¥°ili, pro spor p°edpokládejme, ºe existuje a ∈ U ∩ V . To znamená, ºe

existují body y ∈ Y a z ∈ Z, pro které

%(y, a) <
r′y
2

a %(z, a) <
r′′z
2
.

Pro ur£itost p°edpokládejme, ºe r′y ≤ r′′z . Potom

%(y, z) ≤ %(y, a) + %(z, a) <
r′y
2

+
r′′z
2
≤ r′′z .

Dostáváme %(y, z) < r′′z a odtud y ∈ B(z, r′′z ) ∩ Y 6= ∅, coº je spor.

V¥ta 1.10.11. Metrický prostor spl¬uje druhý axiom spo£etnosti, práv¥ kdyº je separabilní.

D·kaz. D·kaz byl proveden na cvi£ení.

Poznámka 1.10.12. Jelikoº metrický prostor je Hausdor�·v, kaºdá jeho kompaktní

podmnoºina je uzav°ená.

De�nice 1.10.13. Bu¤te (X, %) metrický prostor, M ⊂ X. �ekneme, ºe mnoºina M je

omezená, jestliºe M ⊂ B(x, r) pro n¥jaký st°ed x ∈ X a polom¥r r > 0.

Poznámka 1.10.14. (1) Podmnoºina omezené mnoºiny je z°ejm¥ také omezená mnoºina.

(2) V metrickém prostoru m¥jme dánu kouli B(x, r), kde x ∈ X a r > 0, a dal²í bod

y ∈ X. Potom pro dostate£n¥ velké r′ > 0 je B(x, r) ⊂ B(y, r′). �tená° se sám snadno

p°esv¥d£í, ºe sta£í volit r′ = r + %(x, y).

Odtud plyne, ºe volba st°edu x v de�nici 1.10.13 není nijak podstatná. Bude-li to pro

nás výhodné, m·ºeme se omezit na n¥jaký pevný st°ed x0 ∈ X spole£ný pro v²echny

omezené mnoºiny. Pro kaºdou omezenou mnoºinu M ⊂ X pak existuje rM > 0 tak, ºe

M ⊂ B(x0, rM).

(3) Z bodu (2) poznámky je z°ejmé, ºe sjednocení kone£ného po£tu omezených mnoºin je
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omezená mnoºina.

(4) Kompaktní podmnoºiny metrického prostoru jsou omezené (zd·vodn¥te!).

De�nice 1.10.15. Bu¤te (X, %) metrický prostor, M,A ⊂ X podmnoºiny a ε > 0.

�ekneme, ºe A je ε-sí´ mnoºiny M , jestliºe

M ⊂
⋃
x∈A

B(x, ε).

Poznámka 1.10.16. V de�nici se nekladou ºádné poºadavky na vzájemnou polohu mnoºin

M a A. P°ipou²tí se nap°íklad, ºe A je podmnoºinou mnoºiny M stejn¥ tak, jako ºe ob¥

mnoºiny jsou disjunktní. Není ale t¥ºké nahlédnout, ºe platí následující tvrzení.

Je-li A ε-sí´ mnoºiny M , pak existuje 2ε-sí´ A′ mnoºiny M taková, ºe A′ ⊂M . Jestliºe

|A| <∞, pak A′ lze volit tak, aby |A′| ≤ |A| (zde | · | zna£í po£et prvk·).
Skute£n¥, m·ºeme p°edpokládat, ºe pro kaºdé x ∈ A je B(x, ε) ∩M 6= ∅. V opa£ném

p°ípad¥ bychom mohli bod x z mnoºiny A vynechat a zmen²ená mnoºina by byla stále

ε-sítí. P°i tomto p°edpokladu m·ºeme pro kaºdé x ∈ A zvolit yx ∈ B(x, ε) ∩ M . Po-

tom B(x, ε) ⊂ B(yx, 2ε) (ponecháno £tená°i na ov¥°ení). Poloºíme A′ := {yx; x ∈ A}
a dostáváme

M ⊂
⋃
y∈A′

B(y, 2ε).

De�nice 1.10.17. Bu¤te (X, %) metrický prostor, M ⊂ X. �ekneme, ºe mnoºina M je

totáln¥ omezená, jestliºe pro kaºdé ε > 0 existuje kone£ná (!) ε-sí´ mnoºiny M .

Poznámka 1.10.18. (1) Je z°ejmé, ºe kaºdá totáln¥ omezená mnoºina je omezená.

(2) Pro totáln¥ omezenou mnoºinu M v metrickém prostoru platí

∀ε > 0, ∃ kone£ná ε-sí´ Aε ⊂M mnoºiny M.

(3) Uzáv¥r jakékoliv koule v metrickém prostoru je omezená mnoºina, viz poznámka 1.10.4.

Proto kaºdá mnoºina je omezená, práv¥ kdyº její uzáv¥r je omezená mnoºina.

(4) V euklidovském prostoru Rn je kaºdá mnoºina totáln¥ omezená, práv¥ kdyº je omezená.

Je tomu tak, protoºe v Rn prekompaktní mnoºina znamená totéº co omezená mnoºina.

Lemma 1.10.19. Bu¤te X topologický T1 prostor, M ⊂ X, x ∈ X. Je-li x hromadným

bodem mnoºiny M , potom kaºdé okolí bodu x obsahuje nekone£n¥ mnoho bod· mnoºiny

M .

D·kaz. Pro spor p°edpokládejme, ºe existuje okolí U 3 x, pro které |U∩M | <∞. M·ºeme

navíc p°edpokládat, ºe okolí U je otev°ené. Potom mnoºina

F := M ∩ (U \ {x})
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je také kone£ná, a tedy podle tvrzení 1.7.2 je uzav°ená. Proto V := U \ F je otev°ená

mnoºina obsahující bod x, £ili otev°ené okolí bodu x. P°itom z této konstrukce plyne, ºe

M ∩ V ⊂ {x}, coº je spor s de�nicí hromadného bodu.

Lemma 1.10.20. Jestliºe v metrickém prostoru má kaºdá nekone£ná podmnoºina hro-

madný bod, pak je tento prostor totáln¥ omezený.

D·kaz. Bu¤ (X, %) metrický prostor, ve kterém má kaºdá nekone£ná podmnoºina hro-

madný bod. Pro spor p°edpokládejme, ºe existuje ε > 0, pro které neexistuje kone£ná

ε-sí´ prostoru X.

Tvrdíme, ºe potom existuje posloupnost (xn) ⊂ X s vlastností

∀m,n ∈ N, m 6= n, je %(xm, xn) ≥ ε. (1.9)

Tuto posloupnost sestrojíme rekurzivn¥.

(i) x1 ∈ X volíme libovoln¥.

(ii) Nech´ n ∈ N a £leny posloupnosti x1, . . . , xn byly jiº zvoleny. Podle p°edpokladu⋃n
j=1B(xj, ε) 6= X. �len xn+1 volíme libovoln¥ tak, aby

xn+1 ∈ X \
n⋃
j=1

B(xj, ε).

Z této konstrukce je z°ejmé, ºe podmínka (1.9) je spln¥na.

Mnoºina

M := {xn; n ∈ N}

je nekone£ná, a proto má alespo¬ jeden hromadný bod y ∈ X. Existuje tedy n ∈ N takové,

ºe %(xn, y) < ε/2 a sou£asn¥ xn 6= y. Pro kaºdé m ∈ N, m 6= n, dostáváme

%(xm, y) ≥ %(xn, xm)− %(xn, y) > ε− ε

2
=
ε

2
,

a proto xm /∈ B(y, ε/2). Dostáváme spor s lemmatem 1.10.19.

V¥ta 1.10.21. Kaºdá kompaktní podmnoºina metrického prostoru je totáln¥ omezená.

D·kaz. Podmnoºina metrického prostoru s relativní topologií je také metrickým pros-

torem. Relativní topologie je ur£ená metrikou, kterou dostaneme jako zúºení metriky

z celého prostoru na uvaºovanou podmnoºinu. Je-li tato podmnoºina navíc kompaktní,

pak je sama o sob¥ kompaktním metrickým prostorem. Sta£í proto ukázat, ºe kaºdý kom-

paktní metrický prostor je totáln¥ omezený.

Z v¥ty 1.8.7 víme, ºe kaºdá nekone£ná mnoºina v kompaktním topologickém prostoru

má hromadný bod. Jedná-li se o kompaktní metrický prostor, pak podle lemmatu 1.10.20

tato vlastnost zaru£uje, ºe uvaºovaný prostor je totáln¥ omezený.



KAPITOLA 1. TOPOLOGICKÝ PROSTOR, METRICKÝ PROSTOR . . . 25

V¥ta 1.10.22. Totáln¥ omezený metrický prostor je separabilní.

D·kaz. Bu¤ (X, %) totáln¥ omezený metrický prostor. Pro kaºdé n ∈ N zvolíme kone£nou

(1/n)-sí´ An ⊂ X a poloºíme

S :=
∞⋃
n=1

An.

Mnoºina S je nejvý²e spo£etná. Tvrdíme, ºe je hustá v X.

Máme ukázat, ºe pro libovolné x ∈ X a kaºdé r > 0 je B(x, r) ∩ S 6= ∅, viz tvrzení

1.5.2. Zvolíme n ∈ N, n ≥ 1/r. Potom existuje a ∈ An takové, ºe x ∈ B(a, 1/n), a tedy

%(x, a) < 1/n ≤ r. To ov²em znamená, ºe a ∈ B(x, r) ∩ S 6= ∅.

Kombinací v¥t 1.10.21 a 1.10.22 dostáváme okamºit¥ následující výsledek.

D·sledek 1.10.23. Kaºdý kompaktní metrický prostor je separabilní.
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Pro metrické prostory lze obrátit implikaci z v¥ty 1.8.7.

V¥ta 1.10.24. Metrický prostor je kompaktní, práv¥ kdyº kaºdá jeho nekone£ná pod-

mnoºina má hromadný bod.

D·kaz. Implikace (⇒) platí obecn¥ pro v²echny kompaktní topologické prostory a byla

dokázána ve v¥t¥ 1.8.7. Dokáºeme implikaci (⇐). Bu¤ (X, %) metrický prostor takový, ºe

kaºdá jeho nekone£ná podmnoºina v n¥m má hromadný bod. Chceme ukázat, ºe kaºdé

otev°ené pokrytí prostoru X má kone£né podpokrytí. D·kaz rozd¥líme na dv¥ £ásti.

(I) Tvrdíme, ºe kaºdé otev°ené pokrytí prostoru X má nejvý²e spo£etné podpokrytí.

Prostor X je podle lemmatu 1.10.20 totáln¥ omezený, podle v¥ty 1.10.22 je separabilní

a podle v¥ty 1.10.11 spl¬uje druhý axiom spo£etnosti. M·ºeme tedy zvolit spo£etnou bázi

topologie B.
M¥jme dáno libovolné otev°ené pokrytí G prostoru X,

X =
⋃
G∈G

G.

Pro kaºdé x ∈ X zvolme Gx ∈ G tak, ºe x ∈ Gx. Dále zvolíme Bx ∈ B takový prvek báze,

pro který

x ∈ Bx ⊂ Gx.

Poloºme

B′ := {Bx; x ∈ X} ⊂ B.

B′ je nejvý²e spo£etný systém otev°ených mnoºin, který spl¬uje⋃
B∈B′

B =
⋃
x∈X

Bx = X.

Z konstrukce systému B′ je patrné, pro kaºdé B ∈ B′ m·ºeme zvolit GB ∈ G tak, ºe

B ⊂ GB. Poloºme

G ′ := {GB; B ∈ B′} ⊂ G.

Potom G ′ je nejvý²e spo£etný podsystém otev°eného pokrytí G, který je také pokrytím,

nebo´ ⋃
G∈G′

G =
⋃
B∈B′

GB ⊃
⋃
B∈B′

B = X.

Pokud by pokrytí G ′ bylo kone£né, jsme hotovi. Uvaºujme dále p°ípad, kdy G ′ je spo£etné
pokrytí prostoru X.

(II) Tvrdíme, ºe spo£etné otev°ené pokrytí G ′ prostoru X má kone£né podpokrytí.

Pro spor p°edpokládejme, ºe G ′ nemá ºádné kone£né podpokrytí. O£íslujme prvky

systému G ′,
G ′ = {Gk; k ∈ N}.
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Podle na²eho p°edpokladu platí

∀n ∈ N,
n⋃
k=1

Gk 6= X.

M·ºeme tedy nalézt posloupnost (xn) ⊂ X, která spl¬uje

∀n ∈ N, xn ∈ X \
n⋃
k=1

Gk.

Potom mnoºina

M := {xn; n ∈ N}

je nutn¥ nekone£ná (kdyby byla kone£ná, tak by M ⊂
⋃N
k=1Gk pro dostate£né velké

N ∈ N). Podle p°edpokladu mnoºina M má hromadný bod x0 ∈ X. K n¥mu existuje

m ∈M takové, ºe

x0 ∈
m⋃
k=1

Gk =: U.

Mnoºina U je otev°eným okolím bodu x0. Sou£asn¥ pro kaºdé n ≥ m máme xn /∈ U . To
ov²em znamená, ºe pr·nik M ∩ U má nejvý²e m − 1 prvk·, tedy je kone£ný. Dostáváme

tak spor s vlastností hromadného bodu, viz lemma 1.10.19.

V¥ta 1.10.25. Metrický prostor je kompaktní, práv¥ kdyº je sekvenciáln¥ kompaktní.

D·kaz. (⇒) Bu¤ (X, %) kompaktní metrický prostor. Chceme ukázat, ºe je sekvenciáln¥

kompaktní. M¥jme v X dánu libovolnou posloupnost (xn). Uvaºme mnoºinu M , jejímiº

prvky jsou £leny této posloupnosti, to jest

M := {xn; n ∈ N}.

Rozli²íme dva p°ípady.

(i)M je kone£ná. Potom nutn¥ existuje y ∈M takové, ºe xn = y pro nekone£n¥ mnoho

index· n ∈ N. Existuje tedy posloupnost (x′n) vybraná z (xn), která spl¬uje ∀n ∈ N,
x′n = y. Potom samoz°ejm¥ x′n → y v X.

(ii) M je nekone£ná mnoºina. Potom podle v¥ty 1.10.24 má M hromadný bod y ∈ X.

Tvrdíme, ºe existuje ost°e rostoucí posloupnost index· (nk)k∈N spl¬ující podmínku

∀k ∈ N, xnk ∈ B
(
y,

1

k

)
. (1.10)

Tuto posloupnost m·ºeme nalézt rekurzivn¥. Index n1 ∈ N zvolíme libovoln¥ tak, aby

bylo spln¥no (1.10) pro k = 1. Nech´ jsme jiº nalezli indexy n1 < n2 < . . . < nk−1, k ≥ 2.

Index nk volíme tak, aby platilo nk > nk−1 a sou£asn¥ (1.10). Podle lemmatu (1.10.19)
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je taková volba skute£n¥ moºná. Poloºme x′k := xnk pro v²echna k ∈ N. Potom (x′k) je

posloupnost vybraná z (xn) a z podmínky (1.10) plyne, ºe x′k → y v X.

(⇐) P°edpokládejme, ºe X je sekvenciáln¥ kompaktní. M¥jme dánu libovolnou neko-

ne£nou podmnoºinu M ⊂ X. K ov¥°ení kompaktnosti sta£í podle v¥ty 1.10.24 ukázat, ºe

M má hromadný bod.

V mnoºin¥ M zvolíme spo£etnou podmnoºinu, jejíº body o£íslujeme indexy z N.
Dostaneme tak posloupnost (xn) v prostoru X, která spl¬uje

(i) {xn; n ∈ N} ⊂M ,

(ii) v²echny £leny posloupnosti (xn) jsou navzájem r·zné.

Ze sekvenciální kompaktnosti potom plyne, ºe existuje konvergentní posloupnost (x′n) vy-

braná z (xn), x′n → y ∈ X. Kaºdé okolí limitního bodu y proto obsahuje nekone£n¥

mnoho £len· posloupnosti (xn), a tedy nekone£n¥ mnoho bod· z M . To znamená, ºe y je

hromadným bodem mnoºiny M .

Poznámka 1.10.26. P°ipome¬me, jak lze ekvivalentn¥ p°epsat pojem �spojité zobrazení�

v p°ípad¥ metrických prostor·.

Bu¤te (X, %X), (Y, %Y ) metrické prostory, f : X → Y . Zobrazení f je spojité, práv¥

kdyº pro kaºdou posloupnost (xn) v prostoru X platí

xn → x ∈ X =⇒ f(xn)→ f(x) ∈ Y.

Vyjád°eno slovn¥: zobrazení mezi metrickými prostory je spojité, práv¥ kdyº zobrazuje kon-

vergentní posloupnosti na konvergentní.

Poznamenejme je²t¥, ºe implikace zleva doprava platí obecn¥ i pro topologické prostory.

D·kaz bude rozebrán na cvi£ení.

1.11 Úplnost

De�nice 1.11.1. Posloupnost (xn)n∈N v metrickém prostoru (X, %) se nazývá cauchyovská,

jestliºe

lim
m,n→∞

%(xm, xn) = 0.

Tuto vlastnost lze ekvivalentn¥ p°epsat takto

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m,n ≥ n0)(%(xm, xn) < ε)

nebo také

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)(∀k ∈ N)(%(xn, xn+k) < ε).

Poznámka 1.11.2. Kaºdá konvergentní posloupnost v metrickém prostoru je cauchyovská

(zopakujte si d·kaz!).
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Dále je²t¥ jednou p°ipome¬me, ºe v metrickém prostoru (obecn¥ji v kaºdém Haus-

dor�ov¥ prostoru) má kaºdá posloupnost nejvý²e jednu limitu.

De�nice 1.11.3. �ekneme, ºe metrický prostor je úplný, jestliºe kaºdá cauchyovská posloup-

nost v n¥m má limitu.

Poznámka 1.11.4. Bu¤te (X, %) úplný metrický prostor, Y ⊂ X. Potom Y je také

automaticky metrickým prostorem s metrikou zúºenou z X na Y . P°itom platí

(Y, %
∣∣
Y×Y ) je úplný metrický prostor ⇐⇒ Y ⊂ X je uzav°ená podmnoºina.

Zd·vodn¥ní je ponecháno na £tená°i.

Poznámka 1.11.5. Ob£as m·ºe být uºite£né následující pozorování.

Jestliºe z cauchyovské posloupnosti v n¥jakém metrickém prostoru lze vybrat konver-

gentní podposloupnost, pak konverguje i celá posloupnost k téºe limit¥.

Skute£n¥, bu¤ (xn) cauchyovská posloupnost v metrickém prostoru (X, %). Nech´ exis-

tuje ost°e rostoucí posloupnost index· (nk) taková, ºe

xnk → x ∈ X pro k →∞.

M¥jme dáno ε > 0. Potom existují k0 ∈ N tak, ºe

∀k ≥ k0, %(xnk , x) <
ε

2
,

a n0 ∈ N tak, ºe

∀m,n ≥ n0, %(xm, xn) <
ε

2
.

Zvolme k ∈ N takové, ºe k ≥ k0 a nk ≥ n0. Potom pro v²echna n ≥ n0 dostáváme

%(xn, x) ≤ %(xn, xnk) + %(xnk , x) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

To dokazuje, ºe xn → x.

V¥ta 1.11.6. Kaºdý kompaktní metrický prostor je úplný.

D·kaz. Bu¤ (xn) cauchyovská posloupnost v kompaktním metrickém prostoru X. Podle

v¥ty 1.10.25 je X také sekvenciáln¥ kompaktní, a proto existuje konvergentní posloupnost

(x′n) vybraná z (xn), x′n → x ∈ X. Podle poznámky 1.11.5 máme také xn → x v X.

V¥ta 1.11.7. Metrický prostor je kompaktní, práv¥ kdyº je úplný a totáln¥ omezený.

D·kaz. (⇒) Podle v¥t 1.11.6 a 1.10.21 je kaºdý kompaktní metrický prostor úplný a totáln¥

omezený.
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(⇐) Nech´ X je úplný a totáln¥ omezený metrický prostor. Chceme ukázat, ºe X

je sekvenciáln¥ kompaktní, a proto i kompaktní (v¥ta 1.10.25). Pro libovoln¥ zadanou

posloupnost (xn) v X se tedy snaºíme nalézt konvergentní podposloupnost. Protoºe jsme

v úplném prostoru, sta£í, aby vybraná posloupnost byla cauchyovská.

Konstrukci vybrané posloupnosti je zaloºena na takzvaném diagonálním výb¥ru. Rekurzivn¥

nalezneme posloupnost posloupností

(x(k)n )n∈N, k = 0, 1, 2, . . . ,

v prostoru X takovou, ºe

(i) (x
(0)
n ) je totoºná se zadanou posloupností (xn),

(ii) pro v²echna k ≥ 0 je (x
(k+1)
n )n∈N vybraná z (x

(k)
n )n∈N.

Sou£asn¥ nalezneme je²t¥ pomocnou posloupnost bod· (ak)k∈N v prostoru X. P°itom

poºadujeme, aby

(iii) pro kaºdé k ∈ N byla posloupnost (x
(k)
n )n∈N celá obsaºena v kouli B(ak, 1/k), to jest

∀n ∈ N, %(ak, x
(k)
n ) <

1

k
.

Popí²eme k-tý krok rekurze, k ∈ N. Pro k = 1 se jedná o po£áte£ní krok. P°edpoklá-

dejme, ºe body aj, 1 ≤ j ≤ k−1, a posloupnosti (x
(j)
n )n∈N, 0 ≤ j ≤ k−1, byly jiº nalezeny

(pro k = 1 máme k dispozici pouze posloupnost (x
(0)
n )). Vyuºijeme totální omezenosti

a zvolíme kone£nou (1/k)-sí´ A ⊂ X. Jist¥ existuje a ∈ A takové, ºe koule B(a, 1/k)

obsahuje nekone£n¥ mnoho £len· posloupnosti (x
(k−1)
n )n∈N. Poloºíme ak := a a vybereme

posloupnost (x
(k)
n )n∈N z posloupnosti (x

(k−1)
n )n∈N tak, aby ∀n ∈ N, x(k)n ∈ B(ak, 1/k).

Poznamenejme, ºe podle konstrukce takto nalezené posloupnosti mají následující vlast-

nost: pro v²echna k, ` ∈ N, ` ≥ k, platí

∀n ∈ N, %(ak, x
(`)
n ) <

1

k
.

Na záv¥r po této konstrukci rekurzí poloºíme

∀n ∈ N, yn := x(n)n

(jestliºe uspo°ádáme posloupnosti (x
(k)
n )n∈N, k ≥ 1, pod sebe do °ádk·, pak posloupnost

(yn) leºí na diagonále). Potom posloupnost (yn) je také vybraná z p·vodní posloupnosti

(xn) a navíc spl¬uje

∀n ∈ N, ∀m ∈ N, m ≥ n =⇒ %(an, ym) <
1

n
.
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Pro libovolné indexy m,n ∈ N poloºíme p := min{m,n} a odhadneme

%(ym, yn) ≤ %(ap, ym) + %(ap, yn) <
1

p
+

1

p
=

2

p
,

£ili

∀m,n ∈ N, %(ym, yn) <
2

min{m,n}
.

Odtud je patrné, ºe posloupnost (yn) je cauchyovská.

D·sledek 1.11.8. Bu¤te X úplný metrický prostor, M ⊂ X. Potom M je kompaktní

mnoºina, práv¥ kdyº je uzav°ená a totáln¥ omezená.

D·kaz. Podmnoºinu M m·ºeme uvaºovat jako metrický podprostor prostoru X. Jak bylo

zmín¥no v poznámce 1.11.4, tento podprostor je úplný, práv¥ kdyº podmnoºina M je

uzav°ená. Zbytek okamºit¥ plyne z v¥ty 1.11.7.
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De�nice 1.11.9. Bu¤te X Hausdor�·v topologický prostor, M ⊂ X. �ekneme, ºe

mnoºina M je prekompaktní, jestliºe M je kompaktní.

Poznámka 1.11.10. Je-liM totáln¥ omezená podmnoºina metrického prostoru X, potom

M je také totáln¥ omezená.

Skute£n¥, sta£í uváºit, ºe pro ε > 0 a A ⊂ X platí implikace

M ⊂
⋃
a∈A

B(a, ε) =⇒ M ⊂
⋃
a∈A

B(a, 2ε).

Ov¥°ení je ponecháno na £tená°i jako cvi£ení.

Následující d·sledek plyne okamºit¥ z d·sledku 1.11.8 a poznámky 1.11.10. Dopln¥ní

podrobností je ponecháno na £tená°i.

D·sledek 1.11.11. Bu¤te X úplný metrický prostor, M ⊂ X. Potom mnoºina M je

prekompaktní, práv¥ kdyº je totáln¥ omezená.

De�nice 1.11.12. Bu¤te (X, %X), (Y, %Y ) metrické prostory. �ekneme, ºe zobrazení

f : X → Y je izometrie, jestliºe spl¬uje

∀x1, x2 ∈ X, %Y
(
f(x1), f(x2)

)
= %X(x1, x2).

�ekneme, ºe metrické prostory X, Y jsou izometrické, jestliºe existuje izometrická

bijekce f : X → Y .

Poznámka 1.11.13. (1) Kaºdé izometrické zobrazení je prosté a spojité. Zd·vodn¥te!

(2) Sloºením dvou izometrických zobrazení dostáváme op¥t izometrii.

De�nice 1.11.14. Zúpln¥ním (úplným obalem) metrického prostoru (X, %) rozumíme dvo-

jici tvo°enou úplným metrickým prostorem (X∗, %∗) a izometrií f : X → X∗ takovou, ºe

obraz f(X) je hustý v X∗.

Poznámka 1.11.15. �asto se zúpln¥ní zavádí v jednodu²²í podob¥, kdyº se p°edpokládá,

ºe p·vodní prostor X je vno°en jako hustý podprostor do svého zúpln¥ní X∗. Izometrie f

je potom prost¥ identické zobrazení de�nované na X s hodnotami v nadprostoru X∗.

Dokáºeme, ºe kaºdý metrický prostor lze zúplnit, a to v podstat¥ jediným zp·sobem.

Nejprve jeden pomocný výsledek.

Lemma 1.11.16. Bu¤te X topologický prostor, Y Hausdor�·v topologický prostor,

M ⊂ X. Dále bu¤te f : X → Y , g : X → Y spojitá zobrazení. Jestliºe f
∣∣
M = g

∣∣
M

a M = X, potom f = g.
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D·kaz. Pro spor p°edpokládejme, ºe existuje x ∈ X takové, ºe f(x) 6= g(x). Podle p°ed-

pokladu existují otev°ená okolí f(x) ∈ U a g(x) ∈ V , a p°itom U ∩ V = ∅. Potom
x ∈ f−1(U) ∩ g−1(V ), a tak f−1(U) ∩ g−1(V ) ⊂ X je neprázdná otev°ená podmnoºina.

Protoºe M je hustá podmnoºina v X, existuje z ∈M ∩ f−1(U)∩ g−1(V ). To znamená, ºe

bod f(z) = g(z) leºí sou£asn¥ v U a ve V , tedy U ∩ V 6= ∅. Dostáváme spor.

V¥ta 1.11.17. Kaºdý metrický prostor má zúpln¥ní. Toto zúpln¥ní je ur£eno jednozna£n¥

aº na izometrickou bijekci.

Poznámka 1.11.18. Up°esn¥me, jak je mín¥na jednozna£nost aº na izometrickou bijekci

(nebo krátce jen �aº na izometrii�).

Nech´ jsou dána dv¥ zúpln¥ní
(
(X∗1 , %

∗
1), f1

)
,
(
(X∗2 , %

∗
2), f2

)
metrického prostoru (X, %).

Jednozna£nost aº na izometrickou bijekci znamená, ºe existuje izometrická bijekce

g : X∗1 → X∗2 taková, ºe následující diagram je komutativní

X

f1

}}

f2

!!
X∗1 g

// X∗2

Komutativitou diagramu se zde myslí, ºe f2 = g ◦ f1 (naopak platí f1 = g−1 ◦ f2).

D·kaz. M¥jme dán metrický prostor (X, %).

(I) Jednozna£nost. Nech´ k prostoru (X, %) existují dv¥ zúpln¥ní
(
(X∗j , %

∗
j), fj

)
, j = 1, 2.

Bu¤ x∗1 ∈ X∗1 libovolný bod. Podle de�nice zúpln¥ní existuje posloupnost (xn) ⊂ X taková,

ºe

f1(xn)→ x∗1 v X∗1 .

Posloupnost
(
f1(xn)

)
⊂ X∗1 je cauchyovská, f1 je izometrie, a proto i posloupnost (xn) je

cauchyovská. Také f2 je izometrie, a proto rovn¥º posloupnost
(
f2(xn)

)
⊂ X∗2 je cauchy-

ovská. Prostor X∗2 je úplný, existuje tedy x∗2 ∈ X∗2 tak, ºe

f2(xn)→ x∗2 v X∗2 .

De�nujeme g : X∗1 → X∗2 p°edpisem

∀x∗1 ∈ X∗1 , g(x∗1) := x∗2,

kde bod x∗2 je p°i°azen bodu x∗1 podle práv¥ popsané konstrukce.

Musíme ov¥°it, ºe zobrazení g je de�nováno korektn¥, £ili ºe hodnota g(x∗1) nezávisí na

konkrétní volb¥ posloupnosti (xn) ⊂ X. Nech´ (x̃n) ⊂ X je dal²í posloupnost taková, ºe
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f1(x̃n)→ x∗1. Tvrdíme, ºe potom platí

lim
n→∞

%∗2
(
f2(xn), f2(x̃n)

)
= 0 (1.11)

Skute£n¥, vyuºijeme vlastnosti izometrie a faktu, ºe metrika je spojité zobrazení, a lim-

itním p°echodem n→∞ dostáváme

%∗2
(
f2(xn), f2(x̃n)

)
= %(xn, x̃n) = %∗1

(
f1(xn), f1(x̃n)

)
→ %∗1(x

∗
1, x
∗
1) = 0.

Je ponecháno na £tená°i jako cvi£ení, aby sám zd·vodnil, ºe vzhledem k (1.11) musí mít

cauchyovské posloupnosti
(
f2(xn)

)
a
(
f2(x̃n)

)
stejnou limitu. Odtud jiº plyne korektnost

de�nice zobrazení g.

Ukáºeme, ºe g má poºadované vlastnosti. Tvrdíme, ºe g je izometrie, a tudíº prosté

zobrazení. M¥jme dány dva body x∗1, y
∗
1 ∈ X∗1 . Zvolme posloupnosti (xn), (yn) ⊂ X takové,

ºe

f1(xn)→ x∗1, f1(yn)→ y∗1 v X∗1 .

Podle de�nice zobrazení g máme

f2(xn)→ g(x∗1), f2(yn)→ g(y∗1) v X∗2 .

Odtud a ze spojitosti metriky plyne

%∗2
(
g(x∗1), g(y∗1)

)
= lim

n→∞
%∗2
(
f2(xn), f2(yn)

)
= lim

n→∞
%(xn, yn) = lim

n→∞
%∗1
(
f1(xn), f1(yn)

)
= %∗1(x

∗
1, y
∗
1).

Dále tvrdíme, ºe platí g◦f1 = f2. Pro libovolné x ∈ X uvaºme konstantní posloupnost:

∀n ∈ N, xn := x. Potom jist¥

xn → x v X, f1(xn)→ f1(x) v X∗1 , f2(xn)→ f2(x) v X∗2 .

Podle de�nice zobrazení g je g ◦ f1(x) = g
(
f1(x)

)
= f2(x). To dokazuje rovnost, jak jsme

tvrdili.

Zbývá dokázat, ºe g je bijekce. Zam¥¬me role obou zúpln¥ni X∗1 a X∗2 . Potom obdobn¥

jako vý²e m·ºeme tvrdit, ºe existuje izometrie h : X∗2 → X∗1 , která spl¬uje h ◦ f2 = f1.

Dostáváme

g ◦ h ◦ f2 = g ◦ f1 = f2.

To znamená, ºe zobrazení (izometrické) g ◦ h : X∗2 → X∗2 spl¬uje g ◦ h
∣∣
f2(X) = 1X∗2

∣∣
f2(X)

(zde 1X∗2 zna£í identické zobrazení na X∗2 ). Podle p°edpokladu je f2(X) = X∗2 a ob¥
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zobrazení g ◦ h a 1X∗2 jsou spojitá, a tak lemma 1.11.16 zaru£uje, ºe

g ◦ h = 1X∗2 . (1.12)

Z rovnosti (1.12) plyne, ºe g je surjektivní zobrazení (jiº vý²e jsme zjistili, ºe je prosté).

Zd·vodn¥te!

Poznamenejme, ºe v posledním kroku jsme mohli uplatnit i následující argument. Ob-

dobn¥ jako (1.12) lze odvodit rovnost h ◦ g = 1X∗1 . Ob¥ tyto rovnosti pak znamenají, ºe g

a h jsou navzájem inverzní zobrazení.

(II) Existence. Níºe zkonstruujeme zúpln¥ní, které je tvo°eno úplným metrickým

prostorem (X∗, %∗) a izometrií f : X → X∗. Voln¥ °e£eno, abychom získali úplný prostor

X∗, musíme k p·vodnímu prostoru X p°idat v²echny chyb¥jící limitní body pro cauchy-

ovské posloupnosti. P°itom je nutné vzít v úvahu, ºe n¥které cauchyovské posloupnosti se

k sob¥ v limit¥ neomezen¥ blíºí, a budou proto konvergovat ke stejné limit¥.

Výchozím bodem je mnoºina

X̃ := {v²echny cauchyovské posloupnosti v X}.

Na X̃zavedeme relaci ekvivalence ∼ vztahem

∀(xn), (yn) ∈ X̃, (xn) ∼ (yn)
DEF⇐=⇒ lim

n→∞
%(xn, yn) = 0.

Ov¥°ení, ºe se skute£n¥ jedná o ekvivalenci, je snadné a je zaloºeno na p°ímém výpo£tu.

Tento krok je p°enechán £tená°i jako cvi£ení. Poloºíme

X∗ := X̃/ ∼ .

Prvky mnoºiny X∗ jsou tedy t°ídy ekvivalence cauchyovských posloupností (xn) v X, které

budeme zna£it [(xn)].

Na X∗ zavedeme metriku. Pro x∗ = [(xn)], y∗ = [(yn)] ∈ X∗ pokládáme

%∗(x∗, y∗) := lim
n→∞

%(xn, yn) ∈ [ 0,+∞). (1.13)

Nejprve musíme zd·vodnit, ºe tato limita skute£n¥ existuje. Protoºe R je úplný metrický

prostor, sta£í ukázat, ºe £íselná posloupnost
(
%(xn, yn)

)
n∈N je cauchyovská. Tato vlastnost

okamºit¥ plyne z nerovnosti

|%(xm, ym)− %(xn, yn)| ≤ %(xm, xn) + %(ym, yn). (1.14)

Jestliºe odstraníme absolutní hodnotu, tato nerovnost v sob¥ vlastn¥ skrývá dv¥ nerovnosti,

které se snadno dokáºí pomocí trojúhelníkové nerovnosti. Postup je úpln¥ stejný, jako p°i
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d·kazu, ºe metrika na X p°edstavuje spojité zobrazení % : X×X → R, který byl proveden

na cvi£ení. Dopln¥ní podrobností je ponecháno na £tená°i.

Dále je t°eba ov¥°it, ºe de�nice je korektní v tom smyslu, ºe hodnota limity (1.13)

nezávisí na volb¥ reprezentant· p°íslu²ných t°íd ekvivalence. Bu¤te

(xn), (x′n), (yn), (y′n) ∈ X̃, a nech´ (xn) ∼ (x′n), (yn) ∼ (y′n).

Máme ukázat, ºe

lim
n→∞

%(xn, yn) = lim
n→∞

%(x′n, y
′
n).

To je v²ak okamºitý d·sledek nerovnosti

|%(x′n, y
′
n)− %(xn, yn)| ≤ %(x′n, xn) + %(y′n, yn),

ve které sta£í provést limitní p°echod n→∞. Je to vlastn¥ op¥t nerovnost (1.14), ve které

pí²eme v²ude po °ad¥ x′n a y′n namísto xm a ym.

Zobrazení f : X → X∗ de�nujeme tak, ºe prvku x ∈ X p°i°adíme t°ídu ekvivalence

konstantní posloupnosti, jejíº v²echny £leny jsou rovny x. Formáln¥ zapsáno:

∀x ∈ X, f(x) := [(x)n∈N]

Je hned vid¥t, ºe f je izometrie. Podle de�nice (1.13) totiº pro x, y ∈ X dostáváme

%∗
(
f(x), f(y)

)
= lim

n→∞
%(x, y) = %(x, y).

Pro dokon£ení d·kazu se nám bude hodit následující pomocný výrok:

∀(xn) ∈ X̃, lim
k→∞

f(xk) = x∗, kde x∗ := [(xn)] ∈ X∗. (1.15)

Výrok (1.15) dokáºeme. Podle de�nice máme f(xk) = [(xk)n∈N], a proto

%∗
(
f(xk), x

∗) = lim
n→∞

%(xk, xn).

Zapi²me fakt, ºe posloupnost (xn) je cauchyovská, takto:

∀ε > 0, ∃k0 ∈ N, ∀k, n ≥ n0, %(xk, xn) < ε.

Pro k ≥ k0 pak nutn¥ platí limn→∞ %(xk, xn) ≤ ε. To ov²em znamená, ºe

lim
k→∞

%∗
(
f(xk), x

∗) = 0.

Tvrdíme, ºe obraz f(X) je hustý v X∗.

Abychom to ukázali, uvaºme libovolný bod x∗ = [(xn)] ∈ X∗, kde (xn) je cauchyovská
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posloupnost v X. Vzhledem k (1.15) existuje konvergentní posloupnost f(xk) → x∗ pro

k →∞. To dokazuje, ºe f(X) = X∗.

Kone£n¥ tvrdíme, ºe prostor X∗ je úplný.

M¥jme dánu cauchyovskou posloupnost (x∗n) v X∗. S odvoláním na na jiº dokázanou

hustotu f(X) v X∗ ke kaºdému n ∈ N existuje xn ∈ X takové, ºe

%∗
(
f(xn), x∗n

)
<

1

n
. (1.16)

Pro m,n ∈ N odhadneme

%(xm, xn) = %∗
(
f(xm), f(xn)

)
≤ %∗

(
f(xm), x∗m

)
+ %∗

(
x∗m, x

∗
n

)
+ %∗

(
x∗n, f(xn)

)
<

1

m
+

1

n
+ %∗

(
x∗m, x

∗
n

)
.

Z odhadu je patrné, ºe %(xm, xn)→ 0 pro m,n→∞, £ili (xn) je cauchyovská posloupnost

v X. Poloºme

x∗ := [(xn)] ∈ X∗.

Vzhledem k (1.16) dostáváme

%∗(x∗n, x
∗) ≤ %∗

(
x∗n, f(xn)

)
+ %∗

(
f(xn), x∗

)
<

1

n
+ %∗

(
f(xn), x∗

)
.

Odtud jiº podle (1.15) plyne x∗n → x∗ v X∗, coº dokazuje úplnost.






















































