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Dále jsou uvedeny t°i p°íklady na výpo£et ur£itého integrálu pomocí výsledk· teorie

funkcí komplexní prom¥nné. Vºdy je uvedeno ukázkové °e²ení, které je ve v²ech p°íkladech

zaloºeno na aplikaci reziduové v¥ty. Je v²ak na míst¥ poznamenat, ºe moºných zp·sob·

°e²ení takovýchto p°íklad· bývá £asto více.

Poznámka 0.0.1. Jedním ze základních krok· p°i aplikaci reziduové v¥ty je výpo£et

rezidua pro danou izolovanou singularitu holomorfní funkce. V mnoha p°ípadech se setkáváme

s následující situací.

Bu¤te z1 ∈ C a f holomorfní funkce na okolí bodu z1, z kterého je ale tento bod

vyjmut. �ili f má v z1 izolovanou singularitu. P°edpokládejme, ºe f lze zapsat ve tvaru

zlomku

f(z) =
g(z)

h(z)
,

kde g a h jsou holomorfní funkce na okolí z1 a hmá v z1 jednoduchý ko°en, to jest h(z1) = 0,

h′(z1) 6= 0. Potom f má v z1 pól °ádu 1 (krom¥ p°ípadu g(z1) = 0, kdyby f m¥la v z1
odstranitelnou singularitu) a platí

resz1 f =
g(z1)

h′(z1)
.

To je okamºit¥ vid¥t z toho, ºe vzhledem k p°edpoklad·m lze funkce g a h zapsat ve

tvaru

g(z) = g(z1) + p(z) (z − z1), h(z) = h′(z1) (z − z1) + q(z) (z − z1)2.

P°itom p a q jsou holomorfní funkce na okolí z1.

0.1 P°íklad 1

Vypo£t¥te integrál

I :=

∫ ∞
0

x2

x4 + 1
dx.

�e²ení. Z°ejm¥

I =
1

2

∫ ∞
−∞

x2

x4 + 1
dx =

1

2

∫ ∞
−∞

f(x) dx, kde f(z) :=
z2

z4 + 1

je meromorfní funkce na C. Funkce f má v C £ty°i izolované singularity, a sice póly °ádu

1 v ko°enech rovnice

z4 + 1 = 0.

Tyto ko°eny ozna£íme

z1 := eiπ/4, z2 := ei3π/4, z3 := ei5π/4 = e−i3π/4, z4 := ei7π/4 = e−iπ/4.
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Zvolíme regulární uzav°enou k°ivku v C, jak je nazna£eno na obrázku.
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Tuto k°ivku ozna£íme γR, kde R > 1. Sestává se ze dvou £ástí � z úse£ky γ(1)R z bodu −R
do bodu R a z oblouku γ(2)R se st°edem v 0 a o polom¥ru R, který jde z bodu R do bodu

−R. Parametrizace m·ºeme volit takto:

γ
(1)
R (t) := t, t ∈ [−R,R ]; γ

(2)
R (t) := Reit, t ∈ [ 0, π ].

Nejprve odhadneme∣∣∣∣∣
∫
γ
(2)
R

f(z) dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ π

0

iR3ei3t

R4ei4t + 1
dt
∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

∣∣∣∣ iR3ei3t

R4ei4t + 1

∣∣∣∣ dt ≤ ∫ π

0

R3

R4 − 1
dt

=
πR3

R4 − 1
.

Odtud je patrné, ºe

lim
R→∞

∫
γ
(2)
R

f(z) dz = 0.

Dále vezmeme v úvahu, ºe ∫
γ
(1)
R

f(z) dz =
∫ R

−R

t2

t4 + 1
dt.

V souhrnu dostáváme

lim
R→∞

∫
γR

f(z) dz =
∫ ∞
−∞

t2

t4 + 1
dt = 2I.

Nakonec pouºijeme reziduální v¥tu. K°ivka γR je kladn¥ orientovaná Jordanova k°ivka,
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která neprochází ºádnou ze singularit funkce f a ve svém vnit°ku obsahuje dva singulární

body této funkce, a sice body z1, z2. Proto pro v²echnaR > 1 je (indγR(z1) = indγR(z2) = 1)∫
γR

f(z) dz = 2πi
(
resz1(f) + resz2(f)

)
.

Výpo£et rezidua lze provést r·zn¥. Nap°íklad

resz1 f = resz1
z2

z4 + 1
= resz1

z2

(z − z1)(z − z2)(z − z3)(z − z4)

=
z 2
1

(z1 − z2)(z1 − z3)(z1 − z4)
.

Obdobn¥

resz2 f =
z 2
2

(z2 − z1)(z2 − z3)(z2 − z4)
.

V tomto p°ípad¥ (ale ne nutn¥ vºdy) je patrn¥ pohodln¥j²í postup z poznámky 0.0.1, který

dává

resz1 f = resz1
z2

z4 + 1
=

z 2
1

4z 3
1

=
1

4z1
, obdobn¥ resz2 f =

1

4z2
.

Po dosazení dostáváme

I =
1

2
2πi

(
1

4z1
+

1

4z2

)
=
πi

4
(e−iπ/4 + e−i3π/4) =

πi

4
e−i2π/4(eiπ/4 + e−iπ/4) =

π

2
cos(π/4).

Odpov¥¤: ∫ ∞
0

x2

x4 + 1
dx =

π

2
√
2
=

π

23/2
.

Poznámka. Podobn¥ lze vypo£ítat °adu dal²ích integrál·. Nap°íklad∫ ∞
−∞

x− 1

x5 − 1
dx =

∫ ∞
−∞

f(x) dx, kde f(z) :=
1

(z − z1)(z − z2)(z − z3)(z − z4)

a

z1 := ei2π/5, z2 := ei4π/5, z3 := ei6π/5 = e−i4π/5, z4 := ei8π/5 = e−i2π/5.

0.2 P°íklad 2

Vypo£t¥te integrál

I :=

∫ ∞
0

x

x3 + 1
dx.

�e²ení. Z°ejm¥

I =

∫ ∞
0

f(x) dx, kde f(z) :=
z

z3 + 1

je meromorfní funkce na C. Funkce f má v C t°i izolované singularity, a sice póly °ádu 1
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v ko°enech rovnice

z3 + 1 = 0.

Tyto ko°eny ozna£íme

z1 := eiπ/3, z2 := −1, z3 := ei5π/3 = e−iπ/3.

Regulární uzav°enou k°ivku v C je t°eba nyní volit o trochu d·mysln¥ji neº v p°edcháze-

jícím p°íkladu, viz obrázek

2π/3

1
z

2
z

3
z

0 1 R−1

Tuto k°ivku ozna£íme γR, kde R > 1. Sestává se ze t°í £ástí � z úse£ky γ
(1)
R z bodu 0

do bodu R, z oblouku γ(2)R se st°edem v 0 a o polom¥ru R, který jde z bodu R do bodu

Rei2π/3, a z úse£ky γ(3)R z bodu Rei2π/3 do bodu 0. Ozna£me jako γ̃(3)R k°ivku opa£nou ke

γ
(3)
R . Parametrizace m·ºeme volit takto:

γ
(1)
R (t) := t, t ∈ [ 0, R ]; γ

(2)
R (t) := Reit, t ∈ [ 0, 2π/3 ]; γ̃

(3)
R (t) := ei2π/3t, t ∈ [ 0, R ].

Nejprve odhadneme∣∣∣∣∣
∫
γ
(2)
R

f(z) dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ 2π/3

0

iR2ei2t

R3ei3t + 1
dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 2π/3

0

∣∣∣∣ iR2ei2t

R3ei3t + 1

∣∣∣∣ dt ≤ ∫ 2π/3

0

R2

R3 − 1
dt

=
2π

3

R2

R3 − 1
.

Odtud je patrné, ºe

lim
R→∞

∫
γ
(2)
R

f(z) dz = 0.
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Dále vezmeme v úvahu, ºe∫
γ
(1)
R

f(z) dz =
∫ R

0

t

t3 + 1
dt,

∫
γ
(3)
R

f(z) dz = −
∫
γ̃
(3)
R

f(z) dz = −
∫ R

0

ei4π/3t

t3 + 1
dt.

V souhrnu dostáváme

lim
R→∞

∫
γR

f(z) dz = (1− ei4π/3)
∫ ∞
0

t

t3 + 1
dt = (1− ei4π/3)I.

Nakonec pouºijeme reziduální v¥tu. K°ivka γR je kladn¥ orientovaná Jordanova k°ivka,

která neprochází ºádnou ze singularit funkce f a ve svém vnit°ku obsahuje jediný singulární

bod této funkce, a sice bod z1. Proto pro v²echna R > 1 je (indγR(z1) = 1)∫
γR

f(z) dz = 2πi resz1(f).

Výpo£et rezidua lze provést r·zn¥. Nap°íklad

resz1 f = resz1
z

z3 + 1
= resz1

z

(z − z1)(z − z2)(z − z3)
=

z1
(z1 − z2)(z1 − z3)

.

V tomto p°ípad¥ (ale ne nutn¥ vºdy) je patrn¥ pohodln¥j²í postup z poznámky 0.0.1, který

dává

resz1 f = resz1
z

z3 + 1
=

z1
3z 2

1

=
1

3z1
.

Po dosazení dostáváme

I =
1

1− ei4π/3
2πi

3eiπ/3
= − 2πi

3(ei2π/3 − e−i2π/3)ei3π/3
=

π

3 sin(2π/3)
.

Odpov¥¤: ∫ ∞
0

x

x3 + 1
dx =

2π

3
√
3
=

2π

33/2
.

Poznámka. Podobn¥ lze vypo£ítat °adu dal²ích integrál·. Nap°íklad∫ ∞
0

x

x6 + 1
dx =

1

2

∫ ∞
0

1

y3 + 1
dy .

0.3 P°íklad 3

Vypo£t¥te integrál

I :=

∫ π

0

1

1 + sin2(θ)
dθ.
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�e²ení. Integrál nejprve upravíme s pomocí vztahu

sin2(z) =
1

2

(
1− cos(2z)

)
=

1

4
(2− ei2z − e−i2z).

Dostáváme

I = 4

∫ π

0

1

6− ei2θ − e−i2θ
dθ = −4

∫ π

0

ei2θ

−6ei2θ + ei4θ + 1
dθ.

Poloºíme

γ(θ) := ei2θ, θ ∈ [ 0, π ].

Funkce γ ale není nic jiného neº kladn¥ orientovaná jednotková kruºnice v komplexní

rovin¥ se st°edem v bod¥ 0. Integrál m·ºeme p°epsat

I = 2i

∫ π

0

γ′(θ)

−6γ(θ) + γ2(θ) + 1
dθ = 2i

∫
γ

f(z) dz,

kde

f(z) :=
1

z2 − 6z + 1
=

1

(z − z1)(z − z2)
, z1 := 3− 2

√
2 =

1

3 + 2
√
2
, z2 := 3 + 2

√
2 .

Je z°ejmé, ºe z1 leºí ve vnit°ku kruºnice γ, z2 leºí ve vn¥j²ku. Pouºijeme reziduální v¥tu,

která dává∫
γ

f(z) dz = 2πi resz1(f), resz1 f = resz1
1

(z − z1)(z − z2)
=

1

z1 − z2
.

Po dosazené dostáváme

I = 2i
2πi

−4
√
2
=

π√
2
.

Odpov¥¤: ∫ π

0

1

1 + sin2(θ)
dθ =

π√
2
.


