Déle jsou uvedeny tfi piiklady na vypocet urcitého integralu pomoci vysledki teorie
funkci komplexni proménné. Vzdy je uvedeno ukazkové feSeni, které je ve vSech piikladech
zaloZzeno na aplikaci reziduové véty. Je vSak na misté poznamenat, Ze moznych zptusobu

feSeni takovychto ptikladi byva casto vice.

Poznamka 0.0.1. Jednim ze zékladnich kroku pii aplikaci reziduové véty je vypocet
rezidua pro danou izolovanou singularitu holomorfni funkce. V mnoha piipadech se setkdviame
s nésledujici situaci.

Budte z; € C a f holomorfni funkce na okoli bodu zi, z kterého je ale tento bod
vyjmut. Cili f mé& v z; izolovanou singularitu. Predpokladejme, ze f lze zapsat ve tvaru

zlomku )
_ 9
f(Z) - h(Z) 9

kde g a h jsou holomorfni funkce na okoli z; a h méa v z; jednoduchy kofen, to jest h(z) = 0,
h'(z1) # 0. Potom f ma v z; pol fadu 1 (kromé piipadu g(z1) = 0, kdyby f méla v z

odstranitelnou singularitu) a plati

res,, f =

To je okamzité vidét z toho, ze vzhledem k predpokladim lze funkce g a h zapsat ve

tvaru
9(2) = g(21) +p(2) (2 = 21), h(z) = W(21) (2 = 21) +q(2) (z — 21)".

Pfitom p a g jsou holomorfni funkce na okoli 2;.

0.1 Priklad 1

Vypoctete integrdl

o .2
1 ::/ f dz.
0 xTr* + ].
Resend. Ziejms

1 [ 22 1 [ z
== — - k =
2/ :c4—|—1d$ 2/_Oof(x)d:v, de f(z) A1

—0o0

2

je meromorfni funkce na C. Funkce f ma v C ¢tyfi izolované singularity, a sice poly fadu
1 v kofenech rovnice
2 +1=0.

Tyto kofeny oznacime

2 = em/47 2y = 61377/4’ 23 1= 6157r/4 — €7z37r/47 24 = ez77r/4 — 67171'/4.



Zvolime regularni uzavienou kiivku v C, jak je naznaceno na obrazku.

Tuto kiivku oznacime g, kde R > 1. Sestava se ze dvou ¢asti — z tsecky 7](%1) z bodu —R

do bodu R a z oblouku 7g) se stfedem v 0 a o poloméru R, ktery jde z bodu R do bodu
— R. Parametrizace mzeme volit takto:

wg)(t) =t te|[—R,R]; 7}(%2)@) = Re" t € [0,7].

Nejprve odhadneme

™ iR3€i3t ™ iR3€i3t ™ R3
d = ——dt| < —|dt < dt
Vg)f(z) : ‘/0 Riet 4+ 1 ‘_/0 R4el4t—|—1’ _/0 R*—1

B 7R3

ORY-1

Odtud je patrné, ze
}%grolo @) J(z)dz=0.
Tr

Dale vezmeme v tvahu, 7e

R 2
/7(” J(z)dz = /—R tt+1 dt.

V souhrnu dostévame

oo t2
lim f(z)dz:/oot4+1dt:2l.

Nakonec pouzijeme rezidualni vétu. Kiivka vy je kladné orientovand Jordanova kiivka,



ktera neprochézi zadnou ze singularit funkce f a ve svém vnitiku obsahuje dva singularni

body této funkce, a sice body 21, z9. Proto pro vSechna R > 1 je (ind,,(z1) = ind,,(z2) = 1)

/ f(z)dz = 2mi (reszl(f) + resZ2(f)).

Vypocet rezidua lze provést ruzné. Naptiklad

22 22

Ar1 Fe8a (z—=21)(z — 22)(2 — 23)(2 — 24)

res,, f = res,,

(21— 22)(21 — 23) (21 — 24)

Obdobné

2
)

(20— 21)(22 — 23) (22 — 24)

res,, [ =

V tomto piipadé (ale ne nutné vidy) je patrné pohodlnéjsi postup z poznamky 0.0.1, ktery

dava
22 22 1
= — = —, obdobné res,, f = —.

res,, f =res,, —— = =
! ol 42 4z 4zy

Po dosazeni dostavame

1 1 1 ) . . L , ,
I =—=2mi (— + —) —_k (e7i/4 4 o7/ = WZZ e A B g cos(m/4).

Odpoved:

o g2 T T
/ . dx = = 0375 -
0o Tt+1 22 2%/

Pozndmka. Podobné lze vypocitat fadu dalsich integralu. Napiiklad

/_OO ;:5—_11 dfﬁ:/_if(x) dz, kde f(z) :== 1

00 (2 —21)(2 — 22)(2 — 23)(2 — 24)

a
5y = @25y QTS5 OS5 isT/5 i/,
0.2 Priklad 2
Vypoctete integrdl
I::/ * dzx.
o x3+1
Resent. Ziejmé
o z
I = dz, kd =
|t e )= 55

je meromorfni funkce na C. Funkce f mé v C t¥i izolované singularity, a sice poly fadu 1



v kofenech rovnice

Tyto kofeny oznacime

2 = emr/?)’ 29 1= _17 23 1= 6z57r/3 — 6—z7r/3'

Regularni uzavienou kiivku v C je tieba nyni volit o trochu dimyslnéji nez v predchaze-

jicim ptikladu, viz obrazek

Tuto kiivku oznacéime g, kde R > 1. Sestava se ze tif ¢asti — z tsecky ’yg) z bodu 0
do bodu R, z oblouku 71(_22) se stfedem v 0 a o poloméru R, ktery jde z bodu R do bodu
Re™™/3_ a 7 tsecky %(;?) z bodu Re™?™/? do bodu 0. Oznaéme jako ﬁg) kiivku opacnou ke

fyg’). Parametrizace mizeme volit takto:

vg)(t) =t, t€[0,R]; vg)(t) = Re", t €]0,27/3]; ig’)(t) = >3t t e [0,R].

Nejprve odhadneme

2/3 ; R2gi2t 2n/3 | R2ei2t am/3 2
dz| = LT s T lat < dt
7<z>f(z) : /0 R3ei® + 1 —/0 R3ez3t+1' —/0 R 1
R
27 R?
3 R-17

Odtud je patrné, ze
lim f(z)dz=0.

R—o00 7}3



Dale vezmeme v tvahu, 7e

/w“) f(z)dz :/o B dt, g~ f(z)dz = —/(3) f(z)dz = —/0 ] dt.
R R

V souhrnu dostavame

| 4 i3 (1 _ git/3
I%LI)I;O[yR f(z)dz = (1 —¢€"7/7) /0 t3—|—1dt (1 =™

Nakonec pouzijeme rezidualni vétu. Kiivka vz je kladné orientovand Jordanova kiivka,
ktera neprochéazi zadnou ze singularit funkce f a ve svém vnitiku obsahuje jediny singularni

bod této funkce, a sice bod z;. Proto pro vSechna R > 1 je (ind,,(z1) = 1)

/ f(2)dz = 2mi res,, (f).

Vypocet rezidua lze provést ruzné. Naptiklad

z z 21

Bl o (z —21)(z — 22)(2 — 23) - (21 — 29)(21 — 23)

res,, f =res,,

V tomto piipadé (ale ne nutné vzdy) je patrné pohodlnéjsi postup z poznamky 0.0.1, ktery
dava
z 21 1

res,, f=res,, —— = —5 = —.
! Y2341 322 3y,

Po dosazeni dostavame

1 271 21 T

- 1 — ei4n/3 3ein/3 3(ei2m/3 — g—i2m/3)¢idn/3 o 3sin(27/3)

I

Odpoved:

/Oo T q 2T 21
T = = )
L P11 T3

Poznamka. Podobné lze vypocitat fadu dalsich integralu. Napiiklad

* =z 1 [/ 1
de == —dy.
/0 6 +1 o 2/0 P+ 1 y

0.3 Priklad 3

Vypoctéte integrdl

T 1
————dé.
/0 1+ sin?(0)



Reseni. Integral nejprve upravime s pomoci vztahu

1 1 . .
sin?(z) = 5(1 — COS(Qz)) =7 (2 — ei22 — e7122),
Dostavame
T 1 ™ 0120
=4 . __df = —4 ' ' a0
/0 6 — 6129 — 67129 /0 _66129 + 6149 1
Polozime

v(0) := e 9 €[0,7].

Funkce ~ ale neni nic jiného nez kladné orientovana jednotkova kruznice v komplexni

roviné se stiedem v bodé 0. Integral muzeme piepsat

o [ 7' (6) _ o
I—QZ/O —67(9)—1—72(9)+1d9_22/7f(z)d27

1 1
Z) = = ,z:—3—2\/_— 29 1= 3+ 2V2.
/) 2—6z+1 (z—z)(z—2) 342 \/_ ?
Je ziejmé, ze z lezi ve vnitiku kruZznice v, z, lezi ve vnéjsku. Pouzijeme rezidudlni vétu,

kterd dava

1 1
/f(z) dz = 27i res,, (f), res,, f =res,, =
gl

(z—21)(z—22) 21— 22

Po dosazené dostavame

Odpoved:



