
Kapitola 1

1.1 Holomorfní funkce

Úmluva 1.1.1. Ω v²ude zna£í neprázdnou otev°enou podmnoºinu C.

V¥ta 1.1.2. Nech´ f : Ω → C uvaºovaná jako funkce z R2 do R2 má (totální) derivaci

df(x0,y0) v bod¥ z0 = x0 + iy0 ∈ Ω. Poloºme u := Re f , v := Im f . Potom derivace podle

komplexní prom¥nné f ′(z0) existuje, práv¥ kdyº jsou spln¥ny Cauchyovy-Riemannovy (CR)

rovnice
∂u(x0, y0)

∂x
=
∂v(x0, y0)

∂y
,
∂u(x0, y0)

∂y
= −∂v(x0, y0)

∂x
. (1.1)

D·sledek 1.1.3. Bu¤ f : Ω → C. Nech´ u := Re f , v := Im f mají spojité (reálné)

parciální derivace 1. °ádu na n¥jakém okolí bodu z0 = x0 + iy0 ∈ Ω. Potom f ′(z0) existuje,

práv¥ kdyº jsou spln¥ny CR rovnice (1.1).

Poznámka 1.1.4. Pro výpo£et derivací podle komplexní prom¥nné platí obdobná pravidla

jako pro reálné funkce reálné prom¥nné a rovn¥º d·kaz by byl zcela analogický.

(1) Bu¤te f : Ω→ C, z0 ∈ Ω. Jestliºe f ′(z0) existuje, pak f je spojitá v z0.

(2) Bu¤te f, g : Ω → C, z0 ∈ Ω, λ ∈ C. Jestli f ′(z0), g′(z0) existují, potom existují

rovn¥º

(λf + g)′(z0) = λf ′(z0) + g′(z0), (linearita)

(fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g′(z0). (Leibnizovo pravidlo)

Poznámka 1.1.5. Bu¤te U, V ⊂ C neprázdné otev°ené mnoºiny, f : U → C, g : V → C,
z0 ∈ U . Nech´ f(U) ⊂ V a poloºme

w0 := f(z0), h := g ◦ f.

Jestliºe existují f ′(z0), g′(w0) ∈ C, potom existuje také h′(z0) ∈ C a platí

h′(z0) = g′(w0)f ′(z0). (1.2)
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Ov¥°ení. Zd·vodnit �°et¥zové pravidlo� (1.2) je moºné dvojím zp·sobem. Bu¤ ho lze

dokázat vy²et°ením limity de�nující derivaci podle komplexní prom¥nné � naprosto ob-

dobn¥ jako u reálných funkcí reálné prom¥nné.

Nebo se m·ºeme odvolat na jiº známá pravidla pro derivování vektorových funkcí od

více reálných prom¥nných. Díváme-li se na f , g, h jako na funkce z R2 do R2, máme

f̃ : U → C, g̃ : V → C, z0 = (x0, y0) ∈ U a dále f̃(U) ⊂ V . P°edpokládáme, ºe existují

df̃(x0,y0), dg̃f(x0,y0) a jsou spln¥ny CR rovnice. Potom h̃ := g̃ ◦ f̃ : U → R2 a existuje

dh̃(x0,y0) = dg̃f(x0,y0)df̃(x0,y0).

Zde totální derivace ve standardní bázi ztotoº¬ujeme s 2×2 reálnými maticemi a na pravé

stran¥ je sou£in matic. Dokon£ení je v následujícím cvi£ení.

Cvi£ení 1.1.6. Bu¤te A,B ∈ R2,2 a nech´ p°íslu²né maticové prvky spl¬ují

A11 = A22, A12 = −A21, B11 = B22, B12 = −B21.

Tyto rovnice odpovídají CR rovnicím. Potom C := AB spl¬uje obdobné rovnice, tj.

C11 = C22, C12 = −C21

Ov¥°te!

De�nice 1.1.7. Bu¤ f : Ω→ C. �ekneme, ºe f je holomorfní na Ω, jestliºe f ′(z) existuje

pro v²echna z ∈ Ω.

Mnoºinu holomorfních funkcí na Ω ozna£íme H(Ω).

Poznámka 1.1.8. (1) H(Ω) je vektorový prostor s obvyklým s£ítáním funkcí a násobením

skalárem. Vzhledem k Leibnizovu pravidlu je z°ejmé, ºe H(Ω) je dokonce (asociativní) ko-

mutativní algebra, coº je vektorový prostor, na kterém je navíc zavedena operace násobení,

která je asociativní, komutativní a bilineární (v tom je obsaºen také distributivní zákon).

(2) Sloºením dvou holomorfních funkcí, pokud má smysl, dostáváme op¥t holomorfní

funkci.

De�nice 1.1.9. Je-li f holomorfní na C, °íkáme, ºe f je celá funkce.

P°íklad 1.1.10. (1) f(z) := zn pro n ∈ N0 je celá funkce, f ′(z) = nzn−1.

(2) f(z) := z−n pro n ∈ N je funkce holomorfní na C \ {0}, f ′(z) = −nz−n−1.

(3) Exponenciální funkce

f(z) = exp(z) :=
∞∑
n=0

zn

n!
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je celá funkce, f ′(z) = f(z).

I v komplexním oboru platí

∀w, z ∈ C, exp(w) exp(z) = exp(w + z). (1.3)

Cvi£ení 1.1.11. Ov¥°te rovnost (1.3) p°ímým výpo£tem!

Cvi£ení 1.1.12. Funkce f(z) := z̄ je de�novaná v²ude na C. Jestliºe ji uvaºujeme jako

zobrazení R2 do R2, dostáváme

f̃ : R2 → R2 :

(
x

y

)
7→

(
Re f(x+ iy)

Im f(x+ iy)

)
=

(
x

−y

)
.

Potom f̃ ∈ C∞(R2,R2) a

∀(x, y) ∈ R2, df(x,y) =

(
1 0

0 −1

)
.

Ukaºte p°ímým výpo£tem limity, která de�nuje derivaci, ºe f ′(z) neexistuje pro ºádné

z ∈ C !

Poznámka 1.1.13. P°epsání parciálních derivací 1. °ádu na R2 v komplexních sou°ad-

nicích. Ztotoºníme R2 ≡ C a místo reálných sou°adnic x, y na R2 pouºijeme komplexní

sou°adnice

z = x+ iy, z̄ = x− iy. (1.4)

Inverzní transformace má tvar

x =
1

2
(z + z̄), y =

1

2i
(z − z̄). (1.5)

Formální výpo£et parciálních derivací vede na vztahy

∂

∂x
=
∂z

∂x

∂

∂z
+
∂z̄

∂x

∂

∂z̄
=

∂

∂z
+

∂

∂z̄
,

∂

∂y
=
∂z

∂y

∂

∂z
+
∂z̄

∂y

∂

∂z̄
= i

∂

∂z
− i ∂

∂z̄
,

a v opa£ném sm¥ru

∂

∂z
=
∂x

∂z

∂

∂x
+
∂y

∂z

∂

∂y
=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
,

∂

∂z̄
=
∂x

∂z̄

∂

∂x
+
∂y

∂z̄

∂

∂y
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

De�nice 1.1.14. Bu¤te x, y sou°adnice na R2 ve standardní bázi a z := x+ iy komplexní

sou°adnice na C. Z de�nice pokládáme

∂

∂z
:=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
,

∂

∂z̄
:=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.
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Tvrzení 1.1.15. Bu¤ f : U → C, kde U ⊂ R2 je otev°ená podmnoºina, (x0, y0) ∈ U .

Ozna£me

f̃ : U → R2 :

(
x

y

)
7→

(
Re f(x, y)

Im f(x, y)

)
(coº je p°epsaná funkce f po ztotoºn¥ní C ≡ R2). Nech´ existuje (totální) derivace df̃(x0,y0)

(kterou ztotoº¬ujeme ve standardní bázi s 2×2 reálnou maticí). Potom pro v²echna ξ, η ∈ R
platí

( 1 i ) · df̃(x0,y0)

(
ξ

η

)
=

∂

∂z
f(x0, y0) ζ +

∂

∂z̄
f(x0, y0) ζ̄ , (1.6)

kde ζ := ξ + iη.

D·kaz. Ozna£me u := Re f , v := Im f . V následujících výrazech se v²echny parciální

derivace berou v bod¥ (x0, y0). Pro levou stranu dostáváme výraz

LS =
∂u

∂x
ξ +

∂u

∂y
η + i

(
∂v

∂x
ξ +

∂v

∂y
η

)
.

Pro pravou stranu máme

PS =

(
1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
(u+ iv)

)
(ξ + iη) +

(
1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(u+ iv)

)
(ξ − iη).

Po roznásobení pravé strany a porovnání reálných a imaginárních £ástí obou stran zjistíme,

ºe platí rovnost.

Cvi£ení 1.1.16. Dokon£ete d·kaz tvrzení pomocí samostatného výpo£tu!

V¥ta 1.1.17. Bu¤ f : Ω→ C. Nech´ f uvaºovaná jako funkce z R2 do R2 má na Ω spojité

parciální derivace 1. °ádu. Potom f je holomorfní na Ω, práv¥ kdyº je spln¥na rovnost

∂

∂z̄
f = 0 identicky na Ω. (1.7)

Je-li tomu tak, potom platí

∀z0 = x0 + iy0 ∈ Ω, f ′(z0) =
∂

∂z
f(x0, y0) (1.8)

(kde na levé stran¥ f chápeme jako komplexní funkci od komplexní prom¥nné a na pravé

stran¥ jako komplexní funkci od dvou reálných prom¥nných).

D·kaz. Jestliºe rovnici (1.7) rozloºíme na reálnou a imaginární £ást, dostaneme p°esn¥ CR

rovnice.

Jestliºe platí (1.7), potom (1.8) je okamºitým d·sledkem (1.6), uváºíme-li, ºe df̃(x0,y0)

p°ejde v f ′(z0) po ztotoºn¥ní R2 s C.

Cvi£ení 1.1.18. Dopl¬te podrobnosti v d·kazu v¥ty 1.1.17!
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Poznámka 1.1.19. Transforma£ní vztahy (1.4), (1.5) mají dobrý smysl jako substituce

prom¥nných v p°ípad¥ polynomiálních funkcí. Bu¤ p̃ ∈ C[x, y] polynom od dvou reálných

prom¥nných, ale obecn¥ s komplexními koe�cienty. De�nujme polynom od dvou komplex-

ních prom¥nných p ∈ C[z, z̄] vztahem

p(z, z̄) := p̃

(
z + z̄

2
,
z − z̄

2i

)
.

Pokud z̄ chápeme jako komplexn¥ sdruºenou prom¥nnou k z, tak p p°edstavuje komplexní

funkci. Tato funkce bude holomorfní, práv¥ kdyº p po roznásobení bude záviset pouze na

z a nikoliv na z̄.

Cvi£ení 1.1.20. Na R2 bez uzav°ené záporné x-ové poloosy máme polární sou°adnice

(r, φ) ∈ (0,+∞)× (−π, π), p°i£emº platí

x = r cosφ, y = r sinφ.

Vyjád°ete parciální diferenciální operátory ∂/∂z a ∂/∂z̄ v polárních sou°adnicích!

Poznámka 1.1.21. Na oblasti C\(−∞, 0 ] se zavádí logaritmus jako funkce od komplexní

prom¥nné z. Pouºijeme polární sou°adnice (r, φ) ∈ (0,+∞)× (−π, π), pro které

z = r eiφ, a tedy r = |z|.

Pokládáme

ln z := ln r + iφ.

Cvi£ení 1.1.22. Dokaºte

exp(ln z) = z na C \ (−∞, 0 ],

ln(exp z) = z pro | Im z| < π !

Cvi£ení 1.1.23. S vyuºitím v¥ty 1.1.17 ukaºte, ºe logaritmus je holomorfní funkce na

C \ (−∞, 0 ] a spo£t¥te její derivaci!

Poznámka. Z pozd¥j²ích výsledk· bude z°ejmé, ºe takto zavedený logaritmus na

C \ (−∞, 0 ] je jednozna£n¥ ur£en následujícími dv¥ma vlastnostmi:

(i) logaritmus v komplexní prom¥nné se na kladné reálné polop°ímce shoduje s jiº d°íve

zavedeným logaritmem v reálné prom¥nné (který se zavádí standardn¥ jako ve st°edo²kol-

ské matematice),

(ii) logaritmus je holomorfní funkce na C \ (−∞, 0 ].

Poznámka 1.1.24. Bu¤ a ∈ C libovolné komplexní £íslo. Na oblasti C \ (−∞, 0 ] de�nu-

jeme funkci

fa(z) := exp(a ln z).
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Tuto funkci m·ºeme vyjád°it v polárních sou°adnicích (které z·stávají stejné jako p°i

de�nici logaritmu):

fa(z) = exp(a ln r + iaφ), z = r eiφ.

Speciáln¥ pro a ∈ R máme

fa(z) = raeiaφ

a pro a = n ∈ Z je fn(z) = zn. Dále pro a, b ∈ C platí fa(z)fb(z) = fa+b(z).

Funkci fa(z) m·ºeme interpretovat jako za. Tato funkce je ur£it¥ holomorfní, protoºe

vznikla sloºením dvou holomorfních funkcí.

Cvi£ení 1.1.25. Spo£t¥te f ′a(z) !
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1.2 Analytické funkce

P°ipomenutí 1.2.1. Bu¤ un, n ∈ N0, posloupnost (obecn¥ komplexních) funkcí na in-

tervalu I ⊂ R, která spl¬uje podmínky:

(i) ∀n ∈ N0, un ∈ C1(I),

(ii) °ada

u(x) :=
∞∑
n=0

un(x) (1.9)

konverguje alespo¬ v jednom bod¥ x0 ∈ I,
(iii) °ada

v(x) :=
∞∑
n=0

u′n(x)

konverguje stejnom¥rn¥ na I.

Potom °ada (1.9) konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥ na I (tj. stejnom¥rn¥ na kaºdém

kompaktním podintervalu v I), u ∈ C1(I) a u′(x) = v(x) pro v²echna x ∈ I.

P°ipomenutí 1.2.2. Bu¤te cn ∈ C, n ∈ N0, £íselná posloupnost, a ∈ C. Polom¥r konver-

gence R ∈ [ 0,+∞ ] mocninné °ady

f(z) :=
∞∑
n=0

cn(z − a)n (1.10)

lze spo£ítat podle vzorce
1

R
= lim sup

n→∞
|cn|1/n.

Polom¥r konvergence má vlastnosti:

(i) ∀r ∈ [ 0, R),
∞∑
n=0

|cn| rn <∞,

(ii) pro ºádné z ∈ C, |z− a| > R, °ada (1.10) nekonverguje, dokonce ani nem·ºe platit

rovnost

lim
n→∞

cn(z − a)n = 0.

Z bodu (i) plyne, ºe mocninná °ada (1.10) konverguje absolutn¥ na D(a,R) a stejno-

m¥rn¥ na D(a, r) pro kaºdé r ∈ [ 0, R).

Odtud pak dále plyne, ºe sou£et °ady (1.10) de�nuje funkci f ∈ C
(
D(a,R)

)
.

Cvi£ení 1.2.3. Derivováním °ady (1.10) £len po £lenu dostaneme °adu

g(z) :=
∞∑
n=1

ncn(z − a)n−1. (1.11)

Ukaºte, ºe °ady (1.10) a (1.11) mají stejné polom¥ry konvergence!
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De�nice 1.2.4. Bu¤ f : Ω → C. �ekneme, ºe funkce f je analytická na Ω, jestliºe pro

kaºdý bod z0 ∈ Ω existuje polom¥r r > 0 takový, ºe D(z0, r) ⊂ Ω a f lze na D(z0, r)

vyjád°it jako konvergentní mocninnou °adu se st°edem v z0.

Poznámka 1.2.5. Pro funkce (obecn¥ komplexní) od reálné prom¥nné se zcela obdobn¥

zavádí pojem reáln¥ analytické funkce. Bu¤te I ⊂ R otev°ený interval, f funkce de�novaná

na I. �ekneme, ºe f je reáln¥ analytická na I, jestliºe pro kaºdé x0 ∈ I existuje ε > 0 tak,

ºe (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ I a f lze na (x0 − ε, x0 + ε) vyjád°it jako konvergentní mocninnou

°adu.

V dal²ím ale tento pojem nebudeme pouºívat.

V¥ta 1.2.6. Nech´ mocninná °ada

f(z) :=
∞∑
n=0

cn(z − a)n

má polom¥r konvergence R > 0. Potom f ∈ H
(
D(a,R)

)
a

∀z ∈ D(a,R), f ′(z) :=
∞∑
n=1

ncn(z − a)n−1.

D·kaz. Podle p°ipomenutí 1.2.2 je f dob°e de�novaná a spojitá funkce od komplexní

prom¥nné z ∈ D(a,R). Funkci f m·ºeme také uvaºovat jako funkci od dvou reálných

prom¥nných x, y, kdyº pí²eme z = x + iy. Ukáºeme, ºe v tom p°ípad¥ má f spojité

parciální derivace 1. °ádu.

Bez újmy na obecnosti m·ºeme poloºit a = 0. Pro pevné y ∈ R, |y| < R, zave¤me

funkci reálné prom¥nné:

∀x ∈ Iy :=
(
−
√
R2 − y2,

√
R2 − y2

)
, hy(x) := f(x+ iy) =

∞∑
n=0

cn(x+ iy)n.

Vezmeme-li v úvahu cvi£ení 1.2.3, snadno zjistíme, ºe podmínky (i), (ii), (iii) z p°ipomenutí

1.2.2 jsou spln¥ny (pro un(x) := cn(x + iy)n; dopl¬te podrobnosti! ). Zji²´ujeme tak, ºe

hy ∈ C1(Iy) a na D(a,R) platí

∂

∂x
f(x+ iy) = h′y(x) =

∞∑
n=1

ncn(x+ iy)n−1. (1.12)

Obdobn¥ lze zd·vodnit, ºe na D(a,R) rovn¥º platí

∂

∂y
f(x+ iy) = i

∞∑
n=1

ncn(x+ iy)n−1. (1.13)
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Z (1.12), (1.13) dostáváme

∂

∂z̄
f(x+ iy) =

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
f(x+ iy) = 0 na D(a,R).

Podle v¥ty 1.1.17 odtud plyne, ºe f je holomorfní na D(a,R). Podle té samé v¥ty spo£teme

derivaci f podle komplexní prom¥nné:

f ′(z)
∣∣
z=x+iy

=
∂

∂z
f(x+ iy) =

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
f(x+ iy) =

∞∑
n=1

ncn(x+ iy)n−1.

To dokazuje v¥tu.

Tuto v¥tu jsme mohli alternativn¥ dokázat také tak, ºe bychom komplexní derivaci

vypo£ítali p°ímo jako limitu. Nejprve odvodíme jako cvi£ení jeden pomocný výsledek.

Cvi£ení 1.2.7. Pro n ∈ N, n ≥ 2, a pro w, z ∈ C, w 6= z, platí rovnost

wn − zn

w − z
− nzn−1 = (w − z)

n−2∑
j=0

(n− j − 1)wjzn−j−2. (1.14)

Dokaºte! Návod: Jedním moºným postupem, ne jediným, je vyjád°it ob¥ strany jako poly-

nomy od dvou komplexních prom¥nných w, z, to jest ve tvaru kone£né sumy
∑

j,k αj,kw
jzk

pro jisté koe�cienty αj,k ∈ C, a poté porovnat koe�cienty na obou stranách.

Poznámka 1.2.8. Jiný d·kaz v¥ty 1.2.6. P°ímým výpo£tem limity ukáºeme, ºe pro kaºdé

z ∈ D(a,R) existuje f ′(z) = g(z), kde g je dáno v (1.11).

Op¥t bez újmy na obecnosti pokládáme a = 0. Nech´ je dáno z ∈ D(0, R). Zvolme r

tak, ºe |z| < r < R. Nech´ dále w ∈ D(0, r). Upravíme

f(w)− f(z)

w − z
− g(z) =

∞∑
n=2

cn

(
wn − zn

w − z
− nzn−1

)
.

Vzhledem k identit¥ (1.14) odhadneme

∣∣∣∣f(w)− f(z)

w − z
− g(z)

∣∣∣∣ ≤ |w − z| ∞∑
n=2

|cn|
n−2∑
j=0

(n− j − 1)rn−2 =
|w − z|

2

∞∑
n=2

|cn|n(n− 1)rn−2.

Dokon£ení je v dal²ím cvi£ení.

Cvi£ení 1.2.9. Za daných p°edpoklad· je
∑∞

n=2 |cn|n(n− 1)rn−2 <∞, a proto

lim
w→z

(
f(w)− f(z)

w − z
− g(z)

)
= 0.

To znamená, ºe existuje f ′(z) = g(z). Zd·vodn¥te!
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V¥ty 1.2.6 má n¥kolik d·sledk·.

D·sledek 1.2.10. Za stejných p°edpoklad· jako ve v¥t¥ 1.2.6 má funkce f na D(a,R)

komplexní derivace v²ech °ád· (zna£íme je, jak je obvyklé, f (k)(z), k ∈ N0). P°itom platí

f (k)(z) =
∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)cn(z − a)n−k (1.15)

pro z ∈ D(a,R) a k ∈ N0. Speciáln¥

∀k ∈ N0, f (k)(a) = k! ck. (1.16)

D·kaz. Matematickou indukcí lze dokázat, ºe pro v²echna k ∈ N je f (k) ∈ H
(
D(a,R)

)
a platí (1.15). P°ípad k = 0 je dán p°edpoklady v¥ty 1.2.6 a sama v¥ta pak zaru£uje

induk£ní krok.

Pro odvození rovnosti (1.16) sta£í v (1.15) poloºit z = a.

D·sledek 1.2.11. Bu¤te R > 0, a ∈ C a nech´ je dána funkce f : D(a,R) → C, kterou
lze vyjád°it na D(a,R) ve tvaru mocninné °ady s komplexními koe�cienty

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n.

Potom

∀n ∈ N0, cn =
f (n)(a)

n!
.

To znamená, ºe vyjád°ení funkce ve tvaru mocninné °ady, pokud existuje, je ur£eno jed-

nozna£n¥.

D·kaz. Jestliºe f lze vyjád°it na D(a,R) ve tvaru mocninné °ady, pak f spl¬uje p°edpo-

klady v¥ty 1.2.6, a tedy pro f platí d·sledek 1.2.10. Podle tohoto d·sledku jsou koe�cienty

°ady dány vztahem (1.16).

D·sledek 1.2.12. Kaºdá funkce, která je analytická na Ω, je na Ω holomorfní.

D·kaz. Pro danou analytickou funkci f na Ω zvolme libovolný bod z0 ∈ Ω. Kombinace

de�nice analytické funkce a v¥ty 1.2.6 zaru£uje existenci polom¥ru r > 0 takového, ºe

f ∈ H
(
D(z0, r)

)
. To speciáln¥ znamená, ºe f ′(z0) existuje.

Cvi£ení 1.2.13. Dopl¬te podrobnosti v d·kazech v²ech t°í d·sledk·!

Cvi£ení 1.2.14. Bu¤ c ∈ C a na Ω := C \ {c} de�nujeme

∀z ∈ Ω, f(z) :=
1

z − c
.

Potom f je analytická funkce na Ω.
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Pro libovolné z0 ∈ Ω vyjád°ete f ve tvaru mocninné °ady na n¥jakém kruhovém okolí

bodu z0 a nalezn¥te polom¥r konvergence Rz0 této °ady v závislosti na z0!

Odpov¥¤: Rz0 = |z0 − c|.

Cvi£ení 1.2.15. Na Ω := C \ {i,−i} de�nujeme

∀z ∈ Ω, f(z) :=
1

z2 + 1
.

Potom f je analytická funkce na Ω.

Pro libovolné z0 ∈ Ω vyjád°ete f ve tvaru mocninné °ady na n¥jakém kruhovém okolí

bodu z0 a nalezn¥te polom¥r konvergence Rz0 této °ady v závislosti na z0!

Odpov¥¤: Rz0 = min{|z0 − i|, |z0 + i|}.

Pojem, který nyní zavedeme, má pouze pomocný charakter, ale poslouºí nám velmi

dob°e p°i dal²ím studiu vztahu mezi analytickými a holomorfními funkcemi. Nejedná se

v²ak o b¥ºn¥ známý a pouºívaný pojem.

De�nice 1.2.16. Bu¤ f : Ω→ C. �ekneme, ºe funkci f lze vyjád°it mocninnou °adou na

Ω, jestliºe na kaºdém (!) kruhu s kladným polom¥rem D(a, r) ⊂ Ω lze f vyjád°it ve tvaru

mocninné °ady se st°edem v bod¥ a.

Poznámka 1.2.17. Porovnáme-li tuto de�nici s de�nicí analytické funkce, vidíme, ºe

první z obou pojm· p°edstavuje siln¥j²í poºadavek na funkci f . Jestliºe f lze vyjád°it

mocninnou °adou na Ω, potom f je na Ω analytická. Jak vyplyne z dal²ího výkladu, platí

i opa£ná implikace. Je-li f analytická na Ω, potom f lze vyjád°it mocninnou °adou na Ω.

Druhá implikace ale není v ºádném p°ípad¥ z°ejmá a je t°eba ji dokázat.

1.3 K°ivkový integrál

P°ipome¬me, ºe k°ivka γ : [α, β ]→ C spojit¥ zobrazující kompaktní interval [α, β ] ⊂ R do

C, je regulární, je-li po £ástech z C1. Geometrický obraz k°ivky γ je kompaktní podmnoºina

〈γ〉 ⊂ C, která je rovna oboru hodnot zobrazení γ.

Zna£ení 1.3.1. Bu¤te [α, β ] ⊂ R kompaktní interval, γ ∈ C([α, β ]) regulární k°ivka

a f ∈ C(〈γ〉). Pokládáme∫
γ

f =

∫
γ

f(z) dz :=

∫ β

α

f
(
γ(t)

)
γ′(t) dt.

Takto zavedený symbol (nebo takto vypo£tené £íslo) nazveme integrálem funkce f podél

k°ivky γ.
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Poznámka 1.3.2. (1) Je t°eba rozli²ovat mezi integrálem funkce podél k°ivky γ a inte-

grálem téºe funkce p°es jednorozm¥rnou varietu 〈γ〉. Jestliºe γ : [α, β ] → C p°edstavuje

parametrizaci variety 〈γ〉 ⊂ C, pak∫
〈γ〉
f =

∫ β

α

f
(
γ(t)

)
|γ′(t)| dt.

Jako jednoduchý ilustrativní p°íklad m·ºeme uvést funkci f identicky rovnou 1 na C
a k°ivku

γ(t) := eit pro t ∈ [ 0, 2π ].

Tedy γ je kladn¥ orientovaná jednotková kruºnice a 〈γ〉 = S1 ⊂ R2, pokud ztotoºníme C
s R2. Snadno zjistíme, ºe ∫

γ

1 = 0,

∫
S1

1 = 2π.

(2) Uvedené p°edpoklady ohledn¥ f a γ zaru£ují existenci k°ivkového integrálu, p°i£emº

jeho hodnota je kone£né komplexní £íslo. Tyto p°edpoklady by v²ak bylo moºné zeslabit.

Nap°íklad existenci k°ivkového integrálu by zaru£oval i p°edpoklad: f ◦ γ je m¥°itelná

a omezená funkce.

(3) P°ipome¬me si, ºe regulární k°ivka γ má kone£nou variaci

V β
α (γ) =

∫ β

α

|γ′(t)| dt,

která má význam délky k°ivky. P°i zavedení k°ivkového integrálu by sta£ilo poºadovat, aby

k°ivka γ m¥la kone£nou variaci a nemusela by být nutn¥ regulární. Potom pro f ∈ C(〈γ〉)
by de�ni£ní vztah vypadal následovn¥:∫

γ

f :=

∫ β

α

f ◦ γ dγ,

kde napravo je Riemann·v-Stieltjes·v integrál.

Nicmén¥ v dal²ím výkladu se jiº ve svých úvahách omezíme pouze na regulární k°ivky.

(4) Pro regulární k°ivku γ ∈ C([α, β ]) a f ∈ C(〈γ〉) jsme jiº d°íve odvodili odhad∣∣∣ ∫
γ

f
∣∣∣ ≤ ‖f‖C(〈γ〉) V

β
α (γ), (1.17)

kde ‖f‖C(〈γ〉) := maxz∈〈γ〉 |f(z)|.

Poznámka 1.3.3. Závislost regulární k°ivky na substituci. M¥jme dánu regulární k°ivku

γ ∈ C([α, β ]). Dále bu¤ ϕ ∈ C1([α1, β1 ]) reálná funkce, která spl¬uje

(i) ∀t ∈ [α1, β1 ], ϕ′(t) > 0,

(ii) ϕ(α1) = α, ϕ(β1) = β.



KAPITOLA 1. 13

Potom ϕ zobrazuje vzájemn¥ jednozna£n¥ interval [α1, β1 ] na [α, β ] a existuje

ϕ−1 ∈ C1([α, β ]). Poloºme

γ1 := γ ◦ ϕ ∈ C([α1, β1 ]).

K°ivka γ1 je op¥t regulární a 〈γ1〉 = 〈γ〉. Naopak γ = γ1 ◦ ϕ−1. Pro libovolnou funkci

f ∈ C(〈γ〉) máme, vzhledem ke standardní v¥t¥ o substituci,∫
γ1

f =

∫ β1

α1

f
(
γ1(t)

)
γ′1(t) dt =

∫ β1

α1

f
(
γ(ϕ(t))

)
γ′(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫ β1

α1

f
(
γ(s)

)
γ′(s) ds

=

∫
γ

f.

Vzhledem k rovnosti
∫
γ1
f =

∫
γ
f pro v²echny funkce f ∈ C(〈γ〉) povaºujeme k°ivky γ

a γ1 za ekvivalentní.

Speciáln¥ vhodnou lineární substitucí m·ºeme p°evést interval [α, β ] na jiný, stan-

dardn¥ volený interval. Standardní volbou bývají £asto intervaly [ 0, 1 ] nebo [ 0, 2π ].

Poznámka 1.3.4. Opa£ná k°ivka. Bu¤ γ ∈ C([α, β ]) regulární k°ivka. Poloºme

∀t ∈ [α, β ], γ1(t) := γ(α + β − t).

Potom γ1 ∈ C([α, β ]) je také regulární k°ivka a 〈γ1〉 = 〈γ〉. Pro libovolnou funkci

f ∈ C(〈γ〉) máme∫
γ1

f =

∫ β

α

f
(
γ1(t)

)
γ′1(t) dt = −

∫ β

α

f
(
γ(α + β − t)

)
γ′(α + β − t) dt

=

∫ α

β

f
(
γ(s)

)
γ′(s) ds = −

∫ β

α

f
(
γ(s)

)
γ′(s) ds

= −
∫
γ

f.

�ekneme, ºe γ1 je opa£ná k°ivka ke γ. N¥kdy ji zna£íme −γ.

V¥ta 1.3.5. Bu¤te γ ∈ C([α, β ]) regulární k°ivka, ϕ, ψ ∈ C(〈γ〉). Poloºme Ω := C\ϕ(〈γ〉)
(mnoºiny 〈γ〉, ϕ(〈γ〉) jsou kompaktní). Potom funkce

f(z) :=

∫
γ

ψ(ζ)

ϕ(ζ)− z
dζ (1.18)

je dob°e de�novaná na Ω a lze ji zde vyjád°it mocninnou °adou.

D·kaz. Pro libovolné pevné z ∈ Ω je integrand v (1.18) spojitou funkcí v prom¥nné ζ ∈ 〈γ〉
a proto integrál existuje a hodnota f(z) je dob°e de�nována.

Nech´ D(a, r) ⊂ Ω pro kladný polom¥r r a z ∈ D(a, r). Potom podle de�nice Ω je
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ϕ(〈γ〉) ∩D(a, r) = ∅, a proto

∀ζ ∈ 〈γ〉, |ϕ(ζ)− a| ≥ r =⇒ |z − a|
|ϕ(ζ)− a|

≤ |z − a|
r

< 1. (1.19)

Pro ζ ∈ 〈γ〉 upravíme

1

ϕ(ζ)− z
=

1(
ϕ(ζ)− a

)(
1− z−a

ϕ(ζ)−a

) =
∞∑
n=0

(z − a)n(
ϕ(ζ)− a

)n+1 .

Vzhledem k odhadu (1.19) °ada konverguje stejnom¥rn¥ pro ζ ∈ 〈γ〉. Dosadíme do integrálu

(1.18), p°i£emº m·ºeme zam¥nit integrál a sumu. Dostáváme∫
γ

ψ(ζ)

ϕ(ζ)− z
dζ =

∫
γ

ψ(ζ)
∞∑
n=0

(z − a)n(
ϕ(ζ)− a

)n+1 dζ =
∞∑
n=0

(z − a)n
∫
γ

ψ(ζ)(
ϕ(ζ)− a

)n+1 dζ .

Zjistili jsme, ºe

∀z ∈ D(a, r), f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n, kde cn :=

∫
γ

ψ(ζ)(
ϕ(ζ)− a

)n+1 dζ. (1.20)

To dokazuje v¥tu.

Poznámka. Odhadn¥me koe�cienty cn v (1.20). Vzhledem k (1.17) dostáváme

|cn| ≤ ‖ψ‖C(〈γ〉) V
β
α (γ) max

ζ∈〈γ〉

1

|ϕ(ζ)− a|n+1
≤ Cγ
rn+1

, kde Cγ := ‖ψ‖C(〈γ〉) V
β
α (γ).

To znamená, ºe mocninná °ada v (1.20) konverguje alespo¬ tak rychle, jako geometrická

°ada s kvocientem
|z − a|
r

< 1.
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1.4 Index bodu vzhledem k uzav°ené k°ivce

Nejprve uvedeme p°íklady jednoduchých, ale £asto pouºívaných k°ivek. Sou£asn¥ s tím

zavádíme zna£ení, které budeme dále pouºívat.

P°íklad 1.4.1. (1) Kladn¥ orientovaná kruºnice se st°edem v bod¥ a ∈ C a polom¥rem

r > 0:

γ(t) := a+ reit, t ∈ [ 0, 2π ].

Pro f ∈ C(〈γ〉) je ∫
γ

f = ir

∫ 2π

0

f(a+ reit)eit dt.

Záporn¥ orientovaná kruºnice je opa£ná k°ivka ke kladn¥ orientované kruºnici:

γ(t) := a+ re−it, t ∈ [ 0, 2π ].

(2) Orientovanou úse£ku ozna£íme [ a, b ], kde a, b ∈ C jsou po °ad¥ po£áte£ní a koncový

bod. Parametrizace má tvar

γ(t) := (1− t)a+ tb = a+ (b− a)t, t ∈ [ 0, 1 ].

Pro f ∈ C(〈γ〉) je ∫
[ a,b ]

f = (b− a)

∫ 1

0

f
(
a+ (b− a)t

)
dt.

K°ivka [ b, a ] je opa£ná ke k°ivce [ a, b ].

(3) Orientovanou hranici trojúhelníku 4(a, b, c) zavedeme následovn¥. Podle de�nice

trojúhelník

4(a, b, c) := konvexní obal mnoºiny {a, b, c},

kde a, b, c ∈ C jsou jeho vrcholy. Jedná se tedy o kompaktní, konvexní mnoºinu. P°itom

p°ipou²tíme i degenerovaný p°ípad, kdy body a, b, c jsou kolineární nebo dokonce kdyº n¥-

které vrcholy splývají. Orientovanou hranici trojúhelníku ozna£íme ∂4(a, b, c). Orientace

je dána posloupností orientovaných úse£ek tvo°ících hranici: a→ b→ c→ a. To znamená,

ºe pro funkci f spojitou na hranici trojúhelníku pokládáme∫
∂4(a,b,c)

f :=

∫
[ a,b ]

f +

∫
[ b,c ]

f +

∫
[ c,a ]

f.

K°ivky ∂4(a, b, c), ∂4(b, c, a), ∂4(c, a, b) jsou navzájem ekvivalentní. K°ivky ∂4(a, b, c)

a ∂4(a, c, b) jsou vzájemn¥ opa£né.

De�nice 1.4.2. Bu¤te γ regulární uzav°ená k°ivka, Ω := C \ 〈γ〉, z ∈ Ω. Indexem bodu
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z vzhledem ke k°ivce γ nazveme £íslo

indγ(z) :=
1

2πi

∫
γ

dζ
ζ − z

.

V¥ta 1.4.3. Bu¤te γ regulární uzav°ená k°ivka, Ω := C \ 〈γ〉. Potom funkce

Ω 3 z 7→ indγ(z) ∈ C (1.21)

nabývá pouze celo£íselných hodnot, je konstantní na souvislých komponentách mnoºiny Ω

a na neomezené souvislé komponent¥ nabývá hodnotu 0.

Poznámka. P°ipome¬me, ºe je-li M ⊂ C omezená mnoºina, potom v C \M existuje práv¥

jedna neomezená souvislá komponenta.

D·kaz. Vzhledem k p°edpoklad·m je γ spojitá funkce na n¥jakém kompaktním inter-

valu [α, β ] a navíc je na tomto intervalu po £ástech spojit¥ diferencovatelná. P°itom

γ(α) = γ(β). Podle v¥ty 1.3.5 je funkce (1.21) analytická na Ω. Pro tento d·kaz nám

posta£í v¥d¥t, ºe je spojitá. Podle de�nice index bodu z ∈ Ω vzhledem ke γ je dán rov-

ností

indγ(z) =
1

2πi

∫ β

α

γ′(t)

γ(t)− z
dt.

Poloºme

ϕ(t) := exp

(∫ t

α

γ′(s)

γ(s)− z
ds
)

pro t ∈ [α, β ].

Z°ejm¥ ϕ ∈ C([α, β ]) a ϕ je po £ástech C1 na [α, β ]. Pro derivaci dostáváme

ϕ′(t) =
γ′(t)

γ(t)− z
ϕ(t), t ∈ [α, β ] (1.22)

(v bodech nespojitosti mají derivace limity zprava i zleva). V²imn¥me si, ºe ϕ(α) = 1,

ϕ(β) = exp(2πi indγ(z)).

Dále poloºíme

ψ(t) :=
ϕ(t)

γ(t)− z
pro t ∈ [α, β ]. (1.23)

Z°ejm¥ ψ ∈ C([α, β ]) a ψ je po £ástech C1 na [α, β ]. Vzhledem ke vztahu (1.22) pro

derivaci dostáváme

ψ′(t) =
ϕ′(t)

γ(t)− z
− ϕ(t)γ′(t)

(γ(t)− z)2
= 0, t ∈ [α, β ].

Funkce ψ je tedy konstantní,

ψ(t) = ψ(α) =
1

γ(α)− z
pro v²echna t ∈ [α, β ].
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Následn¥ ze vztahu (1.23) plyne, ºe

ϕ(t) =
γ(t)− z
γ(α)− z

pro v²echna t ∈ [α, β ].

Speciáln¥ pro t = β dostáváme

exp(2πi indγ(z)) = ϕ(β) =
γ(β)− z
γ(α)− z

= 1.

Tato rovnost ale m·ºe platit pouze v p°ípad¥, kde indγ(z) ∈ Z.
V dal²í £ásti d·kazu vezmeme v úvahu, ºe spojitý obraz souvislé mnoºiny je souvislá

mnoºina. Proto funkce (1.21) zobrazuje souvislé komponenty Ω na souvislé podmnoºiny

v Z. Ale neprázdnými souvislými podmnoºinami Z jsou práv¥ jednobodové podmnoºiny.

To znamená, ºe funkce (1.21) je konstantní na souvislých komponentách Ω.

Ozna£me jako Ω∞ neomezenou souvislou komponentu mnoºiny Ω. Podle p°ede²lého

existuje N ∈ Z takové, ºe indγ(z) = N pro v²echna z ∈ Ω∞. Z de�nice indexu pomocí

integrálu plyne odhad

| indγ(z)| ≤ 1

2π

∫ β

α

|γ′(t)|
|γ(t)− z|

dt ≤ 1

2π dist(z, 〈γ〉)

∫ β

α

|γ′(t)| dt =
V β
α (γ)

2π dist(z, 〈γ〉)
.

Jako d·sledek dostáváme

N = indγ(z)→ 0 pro z ∈ Ω∞, z →∞.

Tím je dokázáno, ºe N = 0.

Cvi£ení 1.4.4. Jednoduchým ilustrativním p°íkladem je kladn¥ orientovaná kruºnice

γ(t) := a+ reit, t ∈ [ 0, 2π ],

kde a ∈ C, r > 0. Jedná se o Jordanovu k°ivku, C \ 〈γ〉 má dv¥ souvislé komponenty:

vnit°ek k°ivky int(γ) = D(a, r) a vn¥j²ek k°ivky ext(γ) = C \ D(a, r) . Druhá souvislá

komponenta je neomezená. Pro index z vzhledem ke γ máme

indγ(z) =

 1 pro z ∈ D(a, r),

0 pro z ∈ C \D(a, r) .

Podrobn¥ zd·vodn¥te!



Kapitola 2

2.1 Cauchyova v¥ta I: konvexní mnoºiny

Poznámka 2.1.1. Dále budeme pot°ebovat následující pravidlo pro výpo£et derivace.

Bu¤te U ⊂ C otev°ená podmnoºina, F ∈ H(U), I ⊂ R interval, γ ∈ C1(I) a nech´

〈γ〉 ⊂ U . Potom

∀t ∈ I, d

dt
F
(
γ(t)

)
= F ′

(
γ(t)

)
γ′(t)

(F ′ zna£í derivaci podle komplexní prom¥nné, zatímco γ′ zna£í derivaci podle reálné pro-

m¥nné).

Op¥t jsou moºné nejmén¥ dva zp·soby, jak pravidlo zd·vodnit. Ur£it¥ posta£í, kdyº

ho ov¥°íme pouze v jednom (ale libovolném) bod¥ t0 ∈ I. Poloºme z0 := γ(t0) ∈ U .
(I) M·ºeme postupovat úpln¥ stejn¥ jako p°i derivování funkce vzniklé sloºením dvou

reálných funkcí od reálné prom¥nné. P°ipome¬me si tento postup. Máme

F (z) = F (z0) + F ′(z0)(z − z0) +R(z), p°i£emº lim
z→z0

R(z)

z − z0

= 0.

Obdobn¥

γ(t) = γ(t0) + γ′(t0)(t− t0) + ρ(t), p°i£emº lim
t→t0

ρ(t)

t− t0
= 0.

S pomocí t¥chto dvou vztah· není t¥ºké ukázat, ºe

lim
t→t0

F
(
γ(t)

)
− F

(
γ(t0)

)
t− t0

= F ′
(
γ(t0)

)
γ′(t0).

(II) Jiná moºnost je vyuºít známých pravidel pro derivování sloºených zobrazení na eu-

kleidovských prostorech. Za tím ú£elem op¥t ztotoºníme C s R2 a ozna£íme x, y sou°adnice

na R2, kterým odpovídá komplexní sou°adnice z = x+ iy na C. Pí²eme

γ(t) = γ1(t) + iγ2(t), kde γ1 = Re ◦γ, γ2 = Im ◦γ.

18
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Potom podle zmín¥ných známých pravidel dostáváme

d
dt
F
(
γ(t)

)
=
∂F

∂x

(
γ(t)

)
γ′1(t) +

∂F

∂y

(
γ(t)

)
γ′2(t).

Nyní sta£í uváºit, ºe
∂

∂x
=

∂

∂z
+

∂

∂z̄
,
∂

∂y
= i

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)
,

a dále, ºe p°edpoklad F ∈ H(U) implikuje ∂F/∂z̄ = 0, ∂F/∂z = F ′.

Cvi£ení 2.1.2. Dopl¬te podrobnosti v d·kazu pravidla pro derivování.

Tvrzení 2.1.3. Bu¤te F ∈ H(Ω), γ : [α, β ] → Ω regulární k°ivka. Jestliºe F ′ ∈ C(Ω),

potom ∫
γ

F ′ = F
(
γ(β)

)
− F

(
γ(α)

)
.

Speciáln¥ pokud je γ regulární uzav°ená k°ivka, tak∫
γ

F ′ = 0.

D·kaz. Vypo£teme∫
γ

F ′ =

∫ β

α

F ′
(
γ(t)

)
γ′(t) dt =

∫ β

α

d
dt
F
(
γ(t)

)
dt = F

(
γ(β)

)
− F

(
γ(α)

)
.

Tím je tvrzení dokázáno.

D·sledek 2.1.4. Bu¤ γ regulární uzav°ená k°ivka v Ω. Potom

∀n ∈ N0,

∫
γ

zn dz = 0.

Jestliºe navíc 0 /∈ 〈γ〉 (k°ivka γ neprochází bodem 0), pak také

∀n ∈ Z, n ≤ −2,

∫
γ

zn dz = 0.

Poznámka. M·ºe vzniknout otázka, co nastane v p°ípad¥ n = −1, který jsme vynechali.

V tomto jediném p°ípad¥ se integrál nemusí rovnat 0 a výsledek lze vyjád°it pomocí indexu

bodu vzhledem ke k°ivce: ∫
γ

1

z
dz = 2πi indγ(0).

D·kaz. Sta£í uváºit, ºe

zn =
d
dz

(
1

n+ 1
zn+1

)
pro n 6= −1.
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Zbytek jiº okamºit¥ plyne z tvrzení 2.1.3.

P°i diskuzi Cauchyovy v¥ty se nejprve budeme zabývat speciálním p°ípadem, který

se týká pouze jednoduchých uzav°ených k°ivek, jeº jsou obvodem n¥jakého trojúhelníku.

Následující v¥ta je p°ipisována matematiku jménem Édouard Jean-Baptiste Goursat, který

ji p·vodn¥ dokázal pro obvody obdélník· namísto trojúhelník·. Tento rozdíl ale není

podstatný.

P°ipome¬me, ºe podle na²í de�nice je trojúhelník uzav°ená mnoºina, viz p°íklad 1.4.1

ad (3).

V¥ta 2.1.5 (Goursatova v¥ta). Bu¤ f ∈ H(Ω). Potom pro kaºdý trojúhelník 4 ⊂ Ω platí∫
∂4
f = 0.

K d·kazu budeme pot°ebovat jedno lemma.

Zna£ení 2.1.6. Bu¤te (X, %) metrický prostor, K ⊂ X neprázdná kompaktní podmno-

ºina. Pr·m¥r mnoºiny K ozna£íme

diamK := max
x,y∈K

%(x, y).

Lemma 2.1.7. Bu¤te X topologický prostor a Kn ⊂ X, n ∈ N, klesající posloupnost

(neost°e a ve smyslu inkluze) neprázdných kompaktních mnoºin. Potom⋂
n∈N

Kn 6= ∅. (2.1)

Je-li navíc X metrický prostor a

lim
n→∞

diamKn = 0, (2.2)

pak pr·nik
⋂
n∈NKn obsahuje práv¥ jeden bod.

D·kaz. (I) Prostor K1 je kompaktní a {Kn; n ∈ N} je systém uzav°ených podmnoºin

v K1, který má díky monotonii vlastnost:

∀N ∈ N,
N⋂
n=1

Kn = KN 6= ∅.

Z kompaktnosti prostoru K1 pak plyne (2.1).

(II) P°edpokládejme, ºe je navíc (X, %) metrický prostor a je spln¥no (2.2). Bu¤te

x, y ∈
⋂
n∈NKn dva libovolné body. Potom x, y ∈ Kn pro v²echna n ∈ N, a proto

%(x, y) ≤ diamKn → 0 pro n→∞.
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Odtud plyne %(x, y) = 0, a tedy x = y.

Cvi£ení 2.1.8. P·vodní de�nice kompaktního prostoru vyuºívá pojmu otev°ené pokrytí.

P°ejde-li se k dopl¬k·m, lze kompaktní prostor ekvivalentn¥ charakterizovat, p°i£emº místo

pojm· �otev°ená mnoºina� a �sjednocení� se pouºívají pojmy �uzav°ená mnoºina� a �pr·-

nik�. Tato ekvivalentní charakteristika byla vyuºita v £ásti (I) d·kazu. Dopl¬te podrobnosti

nebo si je p°ipome¬te z p°edná²ky FA1 !

D·kaz v¥ty 2.1.5. Je ponecháno na £tená°i, aby si rozmyslel, ºe v¥ta jist¥ platí v degene-

rovaném p°ípad¥, kdy vrcholy trojúhelníku jsou kolineární (leºí v jedné p°ímce). Nadále

p°edpokládáme, ºe vrcholy trojúhelníku nejsou kolineární.

Ozna£me a, b, c ∈ C vrcholy trojúhelníku 4, to jest podle d°íve zavedeného zna£ení

4 = 4(a, b, c). Poloºme

J :=

∫
∂4
f , L := délka(∂4) = |a− b|+ |b− c|+ |c− a|.

Ozna£me po °ad¥ a′, b′, c′ st°edy úse£ek [ b, c ], [ c, a ], [ a, b ] a dále

41,1 := 4(a, c′, b′), 41,2 := 4(c′, b, a′), 41,3 := 4(b′, c′, a′), 41,4 := 4(b′, a′, c).

Trojúhelníky 41,j, j = 1, 2, 3, 4, jsou navzájem kongruentní ve smyslu, ºe jeden lze trans-

formovat v druhý pomocí translací a rotací, a jsou také podobné trojúhelníku 4 s koe�-

cientem podobnosti 1 : 2. Situace je znázorn¥na na obrázku.

a c’ b

a’b’

c

Z°ejm¥

délka(∂41,j) =
1

2
délka(∂4) =

1

2
L pro j = 1, 2, 3, 4.



KAPITOLA 2. 22

Dále je snadné se p°esv¥d£it, ºe

4∑
j=1

∫
∂41,j

f =

∫
∂4
f = J.

Z trojúhelníkové nerovnosti pak dostáváme

|J | ≤
4∑
j=1

∣∣∣∫
∂41,j

f
∣∣∣ (2.3)

Nutn¥ existuje j, 1 ≤ j ≤ 4, takové, ºe∣∣∣∫
∂41,j

f
∣∣∣ ≥ 1

4
|J |

(v opa£ném p°ípad¥ se okamºit¥ dostáváme do sporu s (2.3)). Toto j zvolíme a poloºíme

41 := 41,j.

Shr¬me, ºe jsme nalezli trojúhelník 41 ⊂ 4 s vlastnostmi:

délka(∂41) =
1

2
délka(∂4),

∣∣∣∫
∂41

f
∣∣∣ ≥ 1

4

∣∣∣∫
∂4
f
∣∣∣.

Tento postup zopakujeme spo£etn¥ mnohokrát. Zcela stejným zp·sobem tak rekurzivn¥

nalezneme klesající posloupnost trojúhelník·

4 ⊃ 41 ⊃ 42 ⊃ 43 ⊃ · · ·

s vlastností

∀n ∈ N, délka(∂4n+1) =
1

2
délka(∂4n) a

∣∣∣∫
∂4n+1

f
∣∣∣ ≥ 1

4

∣∣∣∫
∂4n

f
∣∣∣.

Odtud pak plyne, jak lze snadno dokázat matematickou indukcí, ºe

∀n ∈ N, délka(∂4n) = 2−n L a 4−n |J | ≤
∣∣∣∫
∂4n

f
∣∣∣.

P°itom pr·m¥r diam4n je roven délce nejdel²í strany trojúhelníku 4n a ta je men²í

nebo rovna délce k°ivky ∂4n. Dostáváme

diam4n ≤ 2−n L→ 0 pro n→∞.

Podle lemmatu 2.1.7 odtud plyne

∞⋂
n=1

4n = {z0} ⊂ 4.
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Nyní vyuºijeme p°edpoklad, který nám zaru£uje existenci komplexní derivace f ′(z0),

díky £emuº m·ºeme funkci f dob°e aproximovat lineární funkcí na okolí bodu z0. Bu¤

ε > 0 libovolné, ale pevné. K n¥mu existuje δ > 0 tak, ºe

∀z ∈ D(z0, δ) ∩ Ω, |f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)| < ε |z − z0|. (2.4)

Zvolíme n ∈ N dostate£n¥ velké tak, aby 2−nL < δ. Potom diam4n ≤ 2−n L < δ

a odtud

∀z ∈ 4n, |z − z0| ≤ diam4n < δ.

S odvoláním na d·sledek 2.1.4 (pro n = 0 a n = 1) máme rovnost∫
∂4n

f(z) dz =

∫
∂4n

(
f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)

)
dz.

Z této rovnosti a vzhledem k (2.4) dostáváme odhad

4−n |J | ≤
∣∣∣∣ ∫

∂4n

f(z) dz
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
∂4n

(
f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)

)
dz
∣∣∣∣

≤ max
z∈∂4n

∣∣f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)
∣∣ délka(∂4n)

≤ ε max
z∈∂4n

|z − z0| délka(∂4n)

≤ ε diam(4n) délka(∂4n)

≤ ε (2−n L)2.

Po zkrácení obdrºíme nerovnost |J | ≤ εL2. Protoºe jsme ε > 0 volili libovoln¥, nutn¥

J = 0. To je rovnost, kterou jsme m¥li dokázat.
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Cauchyova v¥ta I: konvexní mnoºiny - pokra£ování

Goursatovu v¥tu vyslovíme a dokáºeme je²t¥ jednou v mírn¥ obecn¥j²ím zn¥ní. P°ipus-

tíme existenci jednoho singulárního bodu p ∈ Ω, ve kterém funkce f nemusí mít komplexní

derivaci. Nicmén¥ alespo¬ poºadujeme, aby f byla v bod¥ p spojitá. Jak uvidíme pozd¥ji

v £ásti v¥nované izolovaným singularitám holomorfních funkcí, singularita v bod¥ p, kterou

p°ipou²tíme, je ve skute£nosti jen zdánlivá � je odstranitelná. Proto se toto zobecn¥ní m·ºe

jevit jako pon¥kud um¥lé. Zobecn¥ná formulace se ale ukáºe být výhodnou p°i pozd¥j²ích

aplikacích v¥ty.

V¥ta 2.1.9. Bu¤ f ∈ H(Ω \ {p}) pro n¥jaký bod p ∈ Ω a nech´ f ∈ C(Ω). Potom pro

kaºdý trojúhelník 4 ⊂ Ω platí ∫
∂4
f = 0. (2.5)

Cvi£ení 2.1.10. Bu¤te f ∈ C(Ω), a ∈ Ω. Potom funkce

Ω 3 w 7→
∫

[ a,w ]

f ∈ C

je spojitá. Dokaºte!

D·kaz. I p°i této formulaci rovnost (2.5) ur£it¥ platí v degenerovaném p°ípad¥, kdy vr-

choly trojúhelníku jsou kolineární. D·kaz tohoto speciálního p°ípadu je jednoduchý a je

ponechán na £tená°i. Nadále p°edpokládáme, ºe vrcholy trojúhelníku nejsou kolineární.

Toto zobecn¥ní lze celkem snadno dokázat pomocí p·vodní Goursatovy v¥ty 2.1.5,

jestliºe vyuºijeme spojité závislosti integrálu na integra£ním oboru, viz p°edchozí cvi£ení.

Op¥t ozna£íme a, b, c ∈ C vrcholy trojúhelníku4, a tedy4 = 4(a, b, c). Rozli²íme n¥kolik

p°ípad· podle polohy bodu p vzhledem k trojúhelníku 4.
(I) P°ípad p 6∈ 4. Poloºme Ω̃ := Ω \ {p}. Potom f ∈ H(Ω̃) a 4 ⊂ Ω̃. Tento p°ípad je

zahrnut v p·vodní Goursatov¥ v¥t¥ 2.1.5, a tak (2.5) platí.

(II) P°ípad p se shoduje s jedním z vrchol· a, b, c. Pro ur£itost p°edpokládejme, ºe

p = a. Podle cvi£ení 2.1.10 je funkce g de�novaná vztahem

∀w ∈ Ω, g(w) :=

∫
∂4(w,b,c)

f =

∫
[w,b ]

f +

∫
[ b,c ]

f +

∫
[ c,w ]

f

spojitá na Ω. P°itom
∫
∂4 f = g(a).

Zvolme polom¥r r > 0 dostate£n¥ malý tak, aby uzav°ený kruh D(a, r) neobsahoval

vrcholy b, c. Poloºme (4o zna£í vnit°ek 4)

M := D(a, r) ∩4o.

PotomM je neprázdná otev°ená mnoºina s vrcholem a leºícím na její hranici (je jejím hro-

madným bodem). Krom¥ toho je z°ejm¥ spln¥no: ∀w ∈M , p 6∈ 4(w, b, c). Pro trojúhelník
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4(w, b, c) lze tedy pouºít p°ípad (I) a dostáváme

∀w ∈M, g(w) =

∫
∂4(w,b,c)

f = 0.

Popsaná situace je nazna£ena na obrázku.

b

c

p=a

D(a,r)

M

w

Nyní m·ºeme pouºít limitní p°echod∫
∂4
f = g(a) = lim

w → a

w ∈M

g(w) = 0.

(III) P°ípad p leºí na hranici trojúhelníku 4, ale p se neshoduje s ºádným z vrchol·.

Pro ur£itost p°edpokládejme, ºe p leºí na úse£ce [ a, b ], ale p 6= a, b. Potom 4 je sjednoce-

ním trojúhelník· 4(a, p, c) a 4(p, b, c). Na trojúhelníky 4(a, p, c), 4(p, b, c) lze aplikovat

p°ípad (II). P°itom platí (na£rtn¥te si obrázek! )∫
∂4
f =

∫
∂4(a,p,c)

f +

∫
∂4(p,b,c)

f = 0 + 0 = 0.

(IV) P°ípad p leºí ve vnit°ku trojúhelníku 4. Potom 4 je sjednocením trojúhelník·

4(a, b, p), 4(b, c, p) a 4(c, a, p). Pro trojúhelníky 4(a, b, p), 4(b, c, p) a 4(c, a, p) lze op¥t

pouºít p°ípad (II). P°itom platí (na£rtn¥te si obrázek! )∫
∂4
f =

∫
∂4(a,b,p)

f +

∫
∂4(b,c,p)

f +

∫
∂4(c,a,p)

f = 0 + 0 + 0 = 0.

V¥ta je dokázána.

Dále sm¥°ujeme k tomu, abychom vyslovili a dokázali Cauchyovu v¥tu a Cauchyovu
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formuli ve speciálním p°ípad¥, který se týká holomorfních funkcí na konvexní oblasti.

Nejprve jedno lemma.

Lemma 2.1.11. Bu¤te Ω ⊂ C otev°ená, konvexní mnoºina, f ∈ C(Ω). Nech´ f spl¬uje

podmínku:

∀ trojúhelník 4 ⊂ Ω,

∫
∂4
f = 0. (2.6)

Potom existuje funkce F ∈ H(Ω) taková, ºe f = F ′.

D·kaz. Zvolme pevn¥ a ∈ Ω. Díky konvexnosti mnoºiny Ω m·ºeme de�novat funkci

∀z ∈ Ω, F (z) :=

∫
[ a,z ]

f(ζ) dζ.

Ukáºeme, ºe F ′ = f .

Bu¤te z, z0 ∈ Ω dva libovolné body. Op¥t díky konvexnosti je 4(a, z, z0) ⊂ Ω. Z pod-

mínky (2.6) plyne rovnost

0 =

∫
∂4(a,z,z0)

f =

∫
[ a,z ]

f(ζ) dζ −
∫

[ z0,z ]

f(ζ) dζ −
∫

[ a,z0 ]

f(ζ) dζ,

coº m·ºeme p°epsat

F (z)− F (z0) =

∫
[ z0,z ]

f(ζ) dζ.

Z°ejm¥
∫

[ z0,z ]
f(z0) dζ = f(z0)(z − z0). Dostáváme vztah

F (z)− F (z0)

z − z0

− f(z0) =
1

z − z0

∫
[ z0,z ]

(
f(ζ)− f(z0)

)
dζ.

Standardní odhad dává∣∣∣∣F (z)− F (z0)

z − z0

− f(z0)

∣∣∣∣ =
1

|z − z0|

∣∣∣ ∫
[ z0,z ]

(
f(ζ)− f(z0)

)
dζ
∣∣∣

≤ 1

|z − z0|
max
ζ∈[ z0,z ]

∣∣f(ζ)− f(z0)
∣∣ |z − z0|

≤ max
ζ, |ζ−z0|≤|z|

∣∣f(ζ)− f(z0)
∣∣.

Odtud a ze spojitosti funkce f je jiº z°ejmé, ºe

lim
z→z0

(
F (z)− F (z0)

z − z0

− f(z0)

)
= 0,

coº znamená, ºe F ′(z0) = f(z0). P°itom bod z0 ∈ Ω byl libovolný.

V¥ta 2.1.12. Bu¤te Ω ⊂ C otev°ená, konvexní mnoºina, f ∈ H(Ω \ {p}) pro n¥jaký bod
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p ∈ Ω a nech´ f ∈ C(Ω). Potom ∫
γ

f = 0

pro kaºdou regulární uzav°enou k°ivku γ v Ω.

D·kaz. Podle v¥ty 2.1.9 funkce f spl¬uje p°edpoklad (2.6) lemmatu 2.1.11. I ostatní p°ed-

poklady lemmatu jsou spln¥ny, a proto existuje F ∈ H(Ω), F ′ = f . Tvrzení 2.1.3 nám pak

°íká, ºe
∫
γ
f =

∫
γ
F ′ = 0.

V¥ta 2.1.13. Bu¤te Ω ⊂ C otev°ená, konvexní mnoºina, f ∈ H(Ω) a γ regulární uzav°ená

k°ivka v Ω. Potom pro kaºdé z ∈ Ω, z 6∈ 〈γ〉, platí

1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ = f(z) indγ(z). (2.7)

D·kaz. Zvolme z ∈ Ω \ 〈γ〉 libovolné, ale pevné. Pro ζ ∈ Ω de�nujeme

g(ζ) :=


f(ζ)− f(z)

ζ − z
pro ζ 6= z,

f ′(z) pro ζ = z.

Z této de�nice a z p°edpoklad· je z°ejmé, ºe g ∈ C(Ω) a g ∈ H(Ω\{z}). Podle v¥ty 2.1.12

je
∫
γ
g = 0. Po dosazení z de�nice funkce g dostáváme

0 =

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ − f(z)

∫
γ

dζ
ζ − z

=

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ − 2πi indγ(z) f(z).

V¥ta je dokázána.

2.2 Vztah mezi holomorfními a analytickými funkcemi

Nyní jiº máme k dispozici pot°ebné výsledky, abychom mohli dokon£it diskuzi o vztahu

mezi holomorfními a analytickými funkcemi. Zatím víme z d·sledku 1.2.12, ºe kaºdá analy-

tická funkce na Ω, je na Ω také holomorfní. Na²ím dal²ím cílem je ukázat, ºe tuto implikaci

lze obrátit. Dokonce dokáºeme o n¥co více, s £ímº také souvisí de�nice 1.2.16.

V¥ta 2.2.1. Je-li f ∈ H(Ω), potom f lze na Ω vyjád°it mocninnou °adou, to jest kdy-

koliv D(a, r) ⊂ Ω pro jisté a ∈ Ω a r > 0, potom funkci f lze na D(a, r) vyjád°it jako

konvergentní mocninnou °adu se st°edem v bod¥ a.

D·kaz. D·kaz se opírá o v¥tu 1.3.5 a o v¥tu 2.1.13, konkrétn¥ o Cauchy·v integrální vzorec

(2.7).

Nech´ D(a, r) ⊂ Ω pro jisté a ∈ Ω a r > 0. Zvolíme o n¥co men²í polom¥r r′, 0 < r′ < r,

který je ale jinak libovolný. Ozna£me γ kladn¥ orientovanou kruºnici s tímto polom¥rem
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a st°edem v bod¥ a:

γ(t) := a+ r′eit pro t ∈ [ 0, 2π ].

Potom γ je regulární uzav°ená k°ivka v konvexní oblasti D(a, r) a víme, ºe indγ(z) = 1

pro v²echna z ∈ D(a, r′) = int(γ). Podle (2.7) platí

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ pro v²echna z ∈ D(a, r′).

Dále podle v¥ty 1.3.5 a zejména podle vztahu (1.20) z jejího d·kazu máme

∀z ∈ D(a, r′),
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∞∑
n=0

cn(z − a)n, kde cn :=
1

2πi

∫
γ

f(ζ)(
ζ − a

)n+1 dζ.

Porovnáním dostáváme rovnost

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n, (2.8)

která platí pro v²echna z ∈ D(a, r′).

S odvoláním na d·sledek 1.2.11 m·ºeme koe�cienty cn také vyjád°it ve tvaru

cn =
f (n)(a)

n!
pro v²echna n ∈ N0,

který jiº nezávisí na r′. Polom¥r r′, 0 < r′ < r, jsme ale mohli volit libovoln¥, a proto

vyjád°ení (2.8) platí pro v²echna z ∈ D(a, r).

Poznámka 2.2.2. Tuto v¥tu m·ºeme chápat následovn¥. Bu¤ f ∈ H
(
D(a, r)

)
, kde a ∈ C,

r > 0. Zvolme r′, 0 < r′ < r, a uvaºujme mocninnou °adu
∑∞

n=0 cn(z − a)n, kde

cn :=
1

2πi

∫
γ

f(ζ)(
ζ − a

)n+1 dζ, γ(t) := a+ r′eit pro t ∈ [ 0, 2π ].

Ozna£me R polom¥r konvergence této °ady.

Potom platí: koe�cienty cn nezávisí na konkrétní volb¥ r′, R ≥ r a rovnost (2.8) je

spln¥na pro v²echna z ∈ D(a, r).

M·ºeme p°ipustit i moºnost r =∞. V tom p°ípad¥ R =∞ a mocninná °ada konverguje

v²ude na C.

Na²e poznatky o holomorfních a analytických funkcích shrnuje následující v¥ta.

V¥ta 2.2.3. Bu¤ f : Ω→ C. Potom následující výroky jsou ekvivalentní:

(1) f je holomorfní na Ω,

(2) f je analytická na Ω,

(3) f lze na Ω vyjád°it mocninnou °adou.
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D·kaz. Implikace (2) =⇒ (1) byla dokázána v d·sledku 1.2.12 a implikací (1) =⇒ (3)

se zabývá práv¥ dokázaná v¥ta 2.2.1. Implikace (3) =⇒ (2) je z°ejmá p°ímo z de�nic

p°íslu²ných pojm·, viz poznámka 1.2.17.

D·sledek 2.2.4. Je-li f ∈ H(Ω), pak také f ′ ∈ H(Ω).

D·kaz. Je-li f ∈ H(Ω), potom je f analytická na Ω. To znamená, ºe f lze na Ω lokáln¥

vyjád°it (na n¥jakém okolí kaºdého bodu z Ω) ve tvaru mocninné °ady. Tuto mocninnou

°adu lze derivovat £len po £lenu, coº ukazuje, ºe rovn¥º f ′ je analytická na Ω. Odtud plyne

f ′ ∈ H(Ω).

Poznámka 2.2.5. Vycházeje z p°edchozí v¥ty není t¥ºké dokázat pomocí matematické

indukce podle °ádu derivace toto tvrzení:

Je-li funkce f holomorfní na Ω, pak f má na Ω komplexní derivace v²ech °ád·.

Tento výklad je²t¥ doplníme v¥tou, jejímº autorem je Giacinto Morera a která vlastn¥

obrací implikaci z Goursatovy v¥ty 2.1.5.

V¥ta 2.2.6 (Morerova v¥ta). Bu¤ f ∈ C(Ω) a nech´ f spl¬uje podmínku∫
∂4
f = 0 (2.9)

pro v²echny trojúhelníky 4 ⊂ Ω. Potom f ∈ H(Ω).

D·kaz. Bu¤ a ∈ Ω libovolný bod. Zvolme r > 0 tak, aby D(a, r) ⊂ Ω. Podmínka (2.9)

znamená, ºe jsou spln¥ny p°edpoklady lemmatu 2.1.11 pro konvexní oblast D(a, r). Tím

máme zaru£enu existenci funkce F ∈ H
(
D(a, r)

)
takové, ºe F ′ = f na D(a, r). Potom

podle d·sledku 2.2.4 je f = F ′ ∈ H
(
D(a, r)

)
, a tedy f ′(a) existuje. Protoºe a ∈ Ω bylo

libovolné, zjistili jsme, ºe f ∈ H(Ω).
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3.1 Ko°eny holomorfních funkcí

Zna£ení 3.1.1. Mnoºinu ko°en· (nebo nul nebo nulových bod·) holomorfní funkce f na

Ω ozna£íme

Z(f) := {a ∈ Ω; f(a) = 0} = f−1({0}).

Poznámka. Ze spojitosti holomorfní funkce f plyne, ºe Z(f) je uzav°ená podmnoºina

mnoºiny Ω.

Existují silná omezení na to, jak mnoºina Z(f) m·ºe vypadat. Kaºdý ko°en a holo-

morfní funkce f je bu¤ izolovaný, nebo f je rovna 0 identicky na n¥jakém okolí bodu

a. To také znamená, ºe jestliºe Ω je oblast (tj. je souvislá), f ∈ H(Ω) a Z(f) má v Ω

hromadný bod, pak f je nutn¥ identicky rovna 0 na Ω. Naopak není-li f rovna identicky

0 na oblasti Ω, pak v²echny body mnoºiny Z(f) jsou izolované a je jich nejvý²e spo£etn¥

mnoho. Podrobn¥ jsou tyto výsledky zformulovány a dokázány níºe.

Cvi£ení 3.1.2. Nech´ Ω = U1 ∪ U2, kde U1, U2 ⊂ C jsou neprázdné otev°ené mnoºiny,

které obecn¥ nejsou disjunktní. Bu¤te g1 ∈ H(U1) a g2 ∈ H(U2), p°i£emº je spln¥na

podmínka

∀z ∈ U1 ∩ U2, g1(z) = g2(z).

Potom existuje práv¥ jedna funkce g ∈ H(Ω) taková, ºe g
∣∣
U1

= g1 a g
∣∣
U2

= g2.

Toto tvrzení je vlastn¥ z°ejmé. P°esto se ujist¥te, ºe víte pro£!

Cvi£ení 3.1.3. Bu¤te f ∈ H(Ω), a ∈ Ω. Potom podmínka

f (n)(a) = 0 pro v²echna n ∈ N0

je spln¥na, práv¥ kdyº f = 0 identicky na n¥jakém okolí bodu a. Dokaºte!

Návod: Implikace (⇐) je z°ejmá. Pro d·kaz implikace (⇒) zvolíme r > 0 tak, ºe

D(a, r) ⊂ Ω, a vyjád°íme f na D(a, r) ve tvaru mocninné °ady. P°itom víme, koe�cienty

mocninné °ady jsou vlastn¥ Taylorovy koe�cienty.

30
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Lemma 3.1.4. Bu¤te f ∈ H(Ω), a ∈ Ω. Nech´ f není identicky rovna 0 na ºádném okolí

bodu a. Potom existují jednozna£n¥ ur£ené m ∈ N0 a g ∈ H(Ω) takové, ºe

∀z ∈ Ω, f(z) = (z − a)mg(z) a sou£asn¥ g(a) 6= 0. (3.1)

D·kaz. D·kaz jednozna£nosti je snadný a je p°enechán £tená°i. Dokáºeme existenci. Zvo-

líme r > 0 tak, ºe D(a, r) ⊂ Ω. Funkci f m·ºeme na D(a, r) vyjád°it ve tvaru mocninné

°ady:

∀z ∈ D(a, r), f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n.

Vzhledem k p°edpokladu alespo¬ jeden koe�cient cn musí být nenulový. Poloºme

m := min{n ∈ N0; cn 6= 0}, g1(z) :=
∞∑
n=m

cn(z − a)n−m pro v²echna z ∈ D(a, r).

Podle této volby je g1 ∈ H
(
D(a, r)

)
, g1(a) = cm 6= 0 a rovnost f(z) = (z − a)mg1(z) je

spln¥na na D(a, r).

Dále poloºme

U := Ω \ {a}, g2(z) :=
f(z)

(z − a)m
pro v²echna z ∈ U.

PotomD(a, r)∪U = Ω, g2 ∈ H(U) a funkce g1 a g2 se shodují naD(a, r)∩U = D(a, r)\{a}.
Podle cvi£ení 3.1.2 existuje funkce g ∈ H(Ω) taková, ºe g

∣∣
D(a, r) = g1 a g

∣∣
U = g2. P°itom

je z°ejmé, ºe takto zvolené m a g spl¬ují (3.1).

De�nice 3.1.5. Bu¤ f ∈ H(Ω) a nech´ a ∈ Ω je izolovaný (!) ko°en funkce f . Potom jsou

spln¥ny p°edpoklady lemmatu 3.1.4 a celé £íslo m v podmínce (3.1) je nutn¥ kladné. �íslo

m ∈ N nazýváme násobností ko°ene a.

V¥ta 3.1.6. Bu¤ f ∈ H(Ω) a nech´ Ω je oblast (je souvislá). Potom nastane práv¥ jeden

ze dvou p°ípad·:

(1) f = 0 identicky na Ω (to jest Z(f) = Ω),

(2) mnoºina Z(f) nemá v Ω hromadný bod.

D·kaz. Ozna£me jako A mnoºinu v²ech hromadných bod· Z(f) v Ω.

(I) Ukáºeme, ºe A je uzav°ená v Ω. Jak jsme jiº poznamenali, Z(f) je uzav°ená v Ω,

a obsahuje tedy v²echny své hromadné body, to jest A ⊂ Z(f). Odtud pak plyne inkluze

hromadné body A ⊂ hromadné body Z(f) = A.

Mnoºina A tedy obsahuje v²echny své hromadné body, a je tudíº uzav°ená.

(II) Ukáºeme, ºe A je otev°ená v Ω. Bu¤ a ∈ A ⊂ Z(f) libovolný bod. Pro spor

p°ipus´me, ºe f není identicky rovna 0 na ºádném okolí bodu 0. Podle lemmatu 3.1.4
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existují m ∈ N a g ∈ H(Ω) spl¬ující (3.1). Protoºe g(a) 6= 0 a g je spojitá funkce, existuje

δ > 0 takové, ºe D(a, δ) ⊂ Ω a g(z) 6= 0 pro v²echna z ∈ D(a, δ). V tom p°ípad¥ z (3.1)

je vid¥t, ºe Z(f) ∩D(a, δ) = {a}. Tedy a není hromadným bodem mnoºiny Z(f), coº je

spor.

Dospíváme tak k záv¥ru, ºe f je rovna identicky 0 na n¥jakém okolí D(a, r) ⊂ Ω pro

jisté r > 0. To ov²em znamená, ºe D(a, r) ⊂ A.

(III) Zjistili jsme, ºe podmnoºina A ⊂ Ω je sou£asn¥ uzav°ená a otev°ená. Protoºe Ω

je souvislá a neprázdná, jsou moºné práv¥ dva p°ípady, které se navzájem vylu£ují. Bu¤

A = Ω, a potom také Z(f) = Ω. V tom p°ípad¥ nastává moºnost (1). Nebo A = ∅. To
znamená, ºe Z(f) nemá v Ω hromadný bod, £ili nastává moºnost (2).

D·sledek 3.1.7. Bu¤te f ∈ H(Ω), a ∈ Z(f). Potom nastane jedna ze dvou moºností:

(1) f = 0 identicky na n¥jakém okolí bodu a,

(2) a je izolovaným ko°enem funkce f .

D·kaz. Zvolme r > 0 tak, ºe D(a, r) ⊂ Ω. Potom f je holomorfní funkce na souvislé

mnoºin¥ D(a, r). Podle v¥ty 3.1.6 bu¤ f = 0 identicky na D(a, r) nebo a není hromadným

bodem mnoºiny ko°en· Z(f).

Cvi£ení 3.1.8. Bu¤ U ⊂ C neprázdná otev°ená mnoºin. Potom existuje spo£etný systém

kompaktních mnoºin Kn ⊂ U , n ∈ N, pokrývající U , to jest U =
⋃∞
n=1Kn.

Podobnými úvahami jsme se zabývali jiº d°íve. Rozmyslete si d·kaz!

D·sledek 3.1.9. Bu¤ f ∈ H(Ω) a nech´ Ω je oblast. Dále nech´ f není identicky rovna 0

na Ω. Potom pro kaºdou kompaktní podmnoºinu K ⊂ Ω je pr·nik K∩Z(f) kone£ný (nebo

prázdný), to jest f m·ºe mít v K pouze kone£n¥ mnoho ko°en· (nebo ºádný).

Speciáln¥ odsud plyne, ºe mnoºina ko°en· Z(f) je nejvý²e spo£etná.

D·kaz. Jestliºe by mnoºina K ∩ Z(f) m¥la nekone£n¥ mnoho bod·, pak by Z(f) nutn¥

m¥la v kompaktní mnoºin¥ K hromadný bod. To je ve sporu s v¥tou 3.1.6.

K d·kazu, ºe Z(f) je nejvý²e spo£etná, sta£í vzít v úvahu cvi£ení 3.1.8. Dopl¬te po-

drobnosti!

D·sledek 3.1.10. Bu¤te f, g ∈ H(Ω) a nech´ Ω je oblast. Jestliºe mnoºina

{z ∈ Ω; f(z) = g(z)}

má v Ω hromadný bod, potom ∀z ∈ Ω, f(z) = g(z).

D·kaz. Z°ejmé, sta£í v¥tu 3.1.6 aplikovat na funkci f − g.

P°íklad 3.1.11. Vra´me se k poznámce 1.1.21, ve které jsme zavedli funkci ln na

Ω := C \ (−∞, 0 ]. Protoºe mnoºina Ω je souvislá, z d·sledku 3.1.10 vyplývá, ºe ln je

jediná holomorfní funkce na Ω, která se se shoduje s logaritmickou funkcí, jeº byla p·-

vodn¥ de�nována pouze na intervalu (0,+∞).
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3.2 Izolované singularity holomorfní funkce

De�ni£ní obor holomorfní funkce mívá £asto podobu otev°ené mnoºiny, ze které jsou vy-

jmuty izolované singulární body, ve kterých tato funkce není de�nována. Na²ím dal²ím

úkolem je vy²et°it, jak se holomorfní funkce m·ºe chovat v okolí takového singulárního

bodu.

Zna£ení 3.2.1. Pro a ∈ C a r > 0 ozna£íme

D′(a, r) := D(a, r) \ {a} = {z ∈ C; 0 < |z − a| < r}.

D′(a, r) je tedy kruh s vyjmutým st°edem, nebo m·ºeme také °íci, ºe je to otev°ené

mezikruºí s polom¥ry 0 a r.

De�nice 3.2.2. Bu¤te a ∈ Ω, f ∈ H(Ω \ {a}). V tom p°ípad¥ °ekneme, ºe holomorfní

funkce f má v bod¥ a izolovanou singularitu.

Jestliºe lze f v izolovaném singulárním bod¥ a dode�novat tak, ºe roz²í°ená funkce je

holomorfní v²ude na Ω (v£etn¥ bodu a), potom °ekneme, ºe izolovaná singularita v bod¥

a je odstranitelná.

Nejprve ukáºeme, ºe k tomu, aby izolovaná singularita holomorfní funkce byla odstra-

nitelná, je nutné a sta£í, aby tato funkce byla omezená na n¥jakém okolí singulárního

bodu.

V¥ta 3.2.3. Bu¤te a ∈ Ω, f ∈ H(Ω \ {a}). Singularita funkce f v bod¥ a je odstranitelná,

práv¥ kdyº existuje polom¥r r > 0 takový, ºe D(a, r) ⊂ Ω a f je omezená na D′(a, r).

D·kaz. Implikace (⇒) je z°ejmá, nebo´ funkce f holomorfní na Ω je spojitá, a tudíº lokáln¥

omezená (tj. kaºdý bod a ∈ Ω má okolí D(a, r), na kterém je f omezená).

Dokáºeme implikaci (⇐). Za tím ú£elem de�nujeme funkci h : Ω→ C:

h(z) :=

(z − a)2f(z) pro z 6= a,

0 pro z = a.

Z této de�nice je z°ejmé, ºe h je holomorfní na Ω \ {a}. Komplexní derivace funkce h ale

existuje i v bod¥ a (vzhledem k p°edpokladu o omezenosti funkce f):

h′(a) = lim
w→0

h(a+ w)− h(a)

w
= lim

w→0
wf(a+ w) = 0.

Zvolme r > 0 tak, ºe D(a, r) ⊂ Ω. Víme, ºe h m·ºeme vyjád°it jako konvergentní

mocninnou °adu:

∀z ∈ D(a, r), h(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n.
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P°itom h(a) = h′(a) = 0, odtud c0 = c1 = 0. Z de�nice funkce h je patrné, ºe

∀z ∈ D′(a, r), f(z) =
h(z)

(z − a)2
=
∞∑
n=2

cn(z − a)n−2.

Jestliºe de�nujeme hodnotu funkce f v bod¥ a jako f(a) := c2, pak roz²í°ená funkce je

analytická na D(a, r), a tedy holomorfní v²ude na Ω.

Následující v¥ta obsahuje klasi�kaci izolovaných singularit holomorfní funkce. Jak je

ve v¥t¥ p°esn¥ zformulováno, existují t°i r·zné typy takovýchto singularit.

V¥ta 3.2.4. Bu¤te a ∈ Ω, f ∈ H(Ω \ {a}). Potom nastane práv¥ jedna ze t°í moºností:

(1) funkce f má v bod¥ a odstranitelnou singularitu,

(2) existují jednozna£n¥ ur£ené m ∈ N, c1, c2, . . . , cm ∈ C, cm 6= 0, takové, ºe funkce

f(z)−
m∑
k=1

ck
(z − a)k

má v bod¥ a odstranitelnou singularitu,

(3) pro kaºdé r > 0 takové, ºe D(a, r) ⊂ Ω, je mnoºina f
(
D′(a, r)

)
hustá v C.

De�nice 3.2.5. P°i stejném zna£ení jako ve v¥t¥ 3.2.4 v p°ípad¥ (2) °ekneme, ºe funkce

f má v bod¥ a pól °ádu m. Funkci

m∑
k=1

ck
(z − a)k

v prom¥nné z ∈ C \ {a} nazýváme hlavní £ástí funkce f v bod¥ a.

V p°ípad¥ (3) °íkáme, ºe funkce f má v bod¥ a podstatnou singularitu.

P°ed vlastním d·kazem ukáºeme, ºe p°ípady (1), (2), (3) z v¥ty 3.2.4 lze od sebe odli²it

podle toho, zda existuje £i neexistuje a £emu se rovná limita limz→a f(z).

Lemma 3.2.6. P°ípady (1), (2), (3) z v¥ty 3.2.4 lze charakterizovat také následovn¥:

v p°ípad¥ (1) existuje lim
z→a

f(z) ∈ C,

v p°ípad¥ (2) existuje lim
z→a

f(z) =∞ (ekvivalentn¥ lim
z→a
|f(z)| = +∞),

v p°ípad¥ (3) lim
z→a

f(z) neexistuje (kone£ná ani nekone£ná).

Speciáln¥ odtud vyplývá, ºe p°ípady (1), (2), (3) se navzájem vylu£ují.

D·kaz. P°ípad (1) je z°ejmý, nebo´ holomorfní funkce na Ω je spojitá v kaºdém bod¥

a ∈ Ω.
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Podle toho, jak byl p°ípad (2) popsán ve v¥t¥ 3.2.4, existuje h ∈ H(Ω) tak, ºe pro

v²echna z ∈ Ω \ {a} máme

f(z) =
m∑
k=1

ck
(z − a)k

+ h(z) =
1

(z − a)m

(
cm +

m−1∑
k=1

ck(z − a)m−k + (z − a)mh(z)

)

=
g(z)

(z − a)m
.

Zde funkce g je de�nována poslední rovností a z°ejm¥ spl¬uje limz→a g(z) = cm. P°itom

podle p°edpokladu cm 6= 0. Z tohoto vyjád°ení je jiº vid¥t, ºe limz→a f(z) =∞.

V p°ípad¥ (3) p°edpokládáme, ºe mnoºina f
(
D′(a, r)

)
je hustá v C pro kaºdé r > 0

dostate£n¥. Zvolme klesající posloupnost kladných £ísel (polom¥r·) (rn)∞n=1 tak, ºe

D(a, r1) ⊂ Ω a lim
n→∞

rn = 0.

Dále zvolme zcela libovolné w ∈ C. Pro n ∈ N je mnoºina f
(
D′(a, rn)

)
hustá v C, a proto

m·ºeme zvolit zn ∈ D′(a, rn) tak, aby |f(zn) − w| < 1/n. Takto nalezená posloupnost

(zn)∞n=1 ⊂ Ω spl¬uje

lim
n→∞

zn = a a sou£asn¥ lim
n→∞

f(zn) = w.

Protoºe w mohlo být jakékoliv komplexní £íslo, limita limz→a f(z) nem·ºe existovat.

D·kaz v¥ty 3.2.4. Podle lemmatu 3.2.6 nastane nejvý²e jeden z p°ípad· (1), (2), (3). Uká-

ºeme, ºe alespo¬ jeden z t¥chto p°ípad· nastane. Toto tvrzení m·ºeme zformulovat jako

implikaci: jestliºe nenastane p°ípad (3), pak nastane p°ípad (1) nebo (2).

P°edpokládejme tedy, ºe p°ípad (3) nenastal. To znamená, ºe existují r > 0, w ∈ C,
δ > 0 tak, ºe

D(a, r) ⊂ Ω, f
(
D′(a, r)

)
∩D(w, δ) = ∅.

Poslední rovnost lze p°epsat:

∀z ∈ D′(a, r), |f(z)− w| ≥ δ.

M·ºeme proto de�novat

∀z ∈ D′(a, r), F (z) :=
1

f(z)− w
.

Z°ejm¥ F ∈ H
(
D′(a, r)

)
a

∀z ∈ D′(a, r), 0 < |F (z)| ≤ 1

δ
. (3.2)

Podle v¥ty 3.2.3 je singularity holomorfní funkce F v bod¥ a odstranitelná. M·ºeme tedy
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F dode�novat v bod¥ a tak, aby F ∈ H
(
D(a, r)

)
. Nyní naopak vyjád°íme f pomocí F :

∀z ∈ D′(a, r), f(z) = w +
1

F (z)
. (3.3)

Dále rozli²íme dva p°ípady.

(i) P°ípad F (a) 6= 0. Potom F (z) 6= 0 na n¥jakém okolí bodu a, a tudíº funkce 1/F (z) je

holomorfní na tomtéº okolí. Ze vztahu (3.3) je pak z°ejmé, ºe f má v bod¥ a odstranitelnou

singularitu � nastává p°ípad (1) z v¥ty.

(ii) P°ípad F (a) = 0. Potom z de�nice funkce F , p°ípadn¥ ze vztahu (3.2) je patrné,

ºe a je izolovaným ko°enem funkce F . Bu¤ m ∈ N násobnost tohoto ko°ene, viz lemma

3.1.4. Ve shod¥ se vztahem (3.1) zapí²eme

F (z) = (z − a)mG(z), kde G ∈ H
(
D(a, r)

)
, G(a) 6= 0.

Z de�ni£ního vztahu funkce F dostáváme

∀z ∈ D′(a, r), 1 = F (z)
(
f(z)− w

)
= G(z)(z − a)m

(
f(z)− w

)
.

Odtud je z°ejmé, ºe ∀z ∈ D(a, r), G(z) 6= 0. Poloºme

∀z ∈ D(a, r), H(z) :=
1

G(z)
.

Potom H je holomorfní na D(a, r) a (3.3) se p°epí²e

∀z ∈ D′(a, r), f(z) = w + (z − a)−mH(z). (3.4)

Funkci F m·ºeme vyjád°it jako konvergentní mocninnou °adu:

∀z ∈ D(a, r), H(z) =
∞∑
n=0

dn(z − a)n, kde d0 = H(a) =
1

G(a)
6= 0.

Po dosazení do (3.4) dostáváme (dopl¬te mezivýpo£et! )

∀z ∈ D′(a, r), f(z)−
m−1∑
n=0

dn(z − a)n−m = w + dm +
∞∑

n=m+1

dn(z − a)n−m.

Z tohoto vyjád°ení je jiº patrné, ºe nastává p°ípad (2) z v¥ty.

V¥ta 3.2.4 nám zaru£uje, ºe kaºdá izolovaná singularita holomorfní funkce odpovídá

práv¥ jednomu z typ· singularit (1), (2), (3), jeº jsou popsány ve v¥t¥. Netvrdí v²ak,

ºe v²echny tyto typy jsou reálné, ºe mohou skute£n¥ nastat. U p°ípad· (1), (2) je velmi

snadné nalézt konkrétní p°íklady, kdy nastávají. P°ípad (3) si moºná zaslouºí trochu více
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pozornosti. Tuto mezeru vypl¬ují následující p°íklad a cvi£ení.

P°íklad 3.2.7. Ve v²ech p°íkladech Ω := C\{0}.
(1) Poloºme ∀z ∈ Ω, f(z) := 0. Potom f má v bod¥ 0 odstranitelnou singularitu.

Samoz°ejm¥ za f bychom stejn¥ dob°e mohli vzít jakýkoliv komplexní polynom nebo

jakoukoliv jinou celou funkci (tj. funkci, která je holomorfní v²ude na C).
(2) Bu¤ m ∈ N. Poloºme ∀z ∈ Ω, f(z) := z−m. Potom f má v bod¥ 0 pól °ádu m.

(3) Poloºme

∀z ∈ Ω, f(z) := exp

(
1

z

)
. (3.5)

Potom f má v bod¥ 0 podstatnou singularitu. Podrobn¥ji se tímto p°íkladem zabývá

následující cvi£ení.

Cvi£ení 3.2.8. Stále Ω := C\{0}. Bu¤ f funkce de�novaná vztahem (3.5).

(1) Potom existuje posloupnost (zn)∞n=1 ⊂ Ω, která spl¬uje

lim
n→∞

zn = 0 a sou£asn¥ lim
n→∞

f(zn) = 0.

Nalezn¥te takovou posloupnost!

(2) Potom existuje posloupnost (zn)∞n=1 ⊂ Ω, která spl¬uje

lim
n→∞

zn = 0 a sou£asn¥ lim
n→∞

f(zn) =∞.

Nalezn¥te takovou posloupnost!

(3) Zvolme jakékoliv £íslo w ∈ C, w 6= 0. Potom existuje posloupnost (zn)∞n=1 ⊂ Ω,

která spl¬uje

lim
n→∞

zn = 0 a sou£asn¥ lim
n→∞

f(zn) = w.

Nalezn¥te takovou posloupnost!

Návod: �íslo w zapí²eme v polárním tvaru w = reiφ, kde r > 0, φ ∈ [ 0, 2π). Uvaºte

posloupnost

zn :=
1

ln(r) + i (φ+ 2πn)
, n ∈ N.
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3.3 Liouvilleova v¥ta

Známou Liouvilleovu v¥tu a také princip maxima modulu, který bude probrán v dal²í

podkapitole, lze odvodit z identity, kterou popisuje následující v¥ta.

V¥ta 3.3.1. Bu¤ f ∈ H
(
D(a,R)

)
pro jisté a ∈ C, R > 0 (p°ipou²tí se i R = +∞).

Zapi²me f ve tvaru konvergentní mocninné °ady:

∀z ∈ D(a,R), f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n. (3.6)

Potom pro v²echna r, 0 ≤ r < R, platí

∞∑
n=0

|cn|2r2n =
1

2π

∫ π

−π
|f(a+ reiθ)|2 dθ. (3.7)

Poznámka. Rovnost (3.7) je vlastn¥ Parsevalova identita pro Hilbert·v prostor

L2([−π, π ], dθ) a ortonormální bázi (un)∞n=−∞, kde un(θ) := einθ/
√

2π. Tuto identitu zde

ale dokáºeme p°ímo bez toho, ºe bychom se odvolávali na výsledky funkcionální analýzy.

D·kaz. Zvolme libovoln¥, ale pevn¥ r, 0 ≤ r < R. Z (3.6) dostaneme

f(a+ reiθ) =
∞∑
n=0

cnr
neinθ pro θ ∈ R.

�ada (3.6) konverguje stejnom¥rn¥ na D(a, r), z £ehoº plyne, ºe °ada
∑∞

n=0 cnr
neinθ kon-

verguje stejnom¥rn¥ v prom¥nné θ ∈ R. To nás oprav¬uje k zám¥n¥ limity a integrálu p°i

následujících úpravách:

1

2π

∫ π

−π
|f(a+ reiθ)|2 dθ =

1

2π

∫ π

−π
lim
N→∞

(
N∑
m=0

cmr
meimθ

)(
N∑
n=0

cn r
ne−inθ

)
dθ

= lim
N→∞

N∑
m=0

N∑
n=0

cmcn r
m+n 1

2π

∫ π

−π
ei(m−n)θ dθ

= lim
N→∞

N∑
m=0

N∑
n=0

cmcn r
m+n δm,n

= lim
N→∞

N∑
n=0

|cn|2r2n =
∞∑
n=0

|cn|2r2n.

V¥ta je dokázána.

V¥ta 3.3.2 (Liouvilleova v¥ta). Bu¤ f celá funkce (tj. f ∈ H(C)). Je-li f omezená na C,
potom f je konstantní funkce.
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D·kaz. Podle p°edpokladu existuje M ≥ 0 takové, ºe ∀z ∈ C, |f(z)| ≤ M . Funkci f

zapí²eme jako konvergentní mocninnou °adu:

∀z ∈ C, f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n.

Ve v¥t¥ 3.3.1 poloºíme a = 0, R = +∞. Identita (3.7) nám pak °íká, ºe

∀r ≥ 0,
∞∑
n=0

|cn|2r2n =
1

2π

∫ π

−π
|f(reiθ)|2 dθ ≤M2.

Jestliºe tento odhad platí pro celou °adu, potom jist¥ platí i pro kaºdého s£ítance. Dostá-

váme

∀n ∈ N0, ∀r > 0, |cn| ≤
M

rn
.

Pro n > 0 z°ejm¥ musí platit cn = 0. Pro mocninnou °adu to znamená, ºe f(z) = c0 pro

v²echna z ∈ C.

Pomocí Liouvilleovy v¥ty lze dokázat v¥tu o ko°enech komplexního polynomu, která je

známá jako základní v¥ta algebry.

V¥ta 3.3.3 (Základní v¥ta algebry). Kaºdý komplexní polynom stupn¥ alespo¬ 1 má v C
ko°en.

Poznámka 3.3.4. Jak je £tená°i jist¥ dob°e známo, jsou-li P komplexní polynom stupn¥

n ∈ N, a ∈ C, potom a je ko°enem P , práv¥ kdyº existuje polynom Q stupn¥ n−1 takový,

ºe P (z) = (z − a)Q(z) na C. Pomocí základní v¥ty algebry a díky tomuto rozklady lze

matematickou indukcí podle n dokázat, ºe P má práv¥ n ko°en·, pokud ko°eny po£ítáme

v£etn¥ jejich násobnosti.

D·kaz. Bu¤

P (z) := zn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0

polynom stupn¥ n ∈ N, kde a0, a1, . . . , an−1 ∈ C. Pro spor p°edpokládejme, ºe P (z) 6= 0

pro v²echna z ∈ C, a poloºme

∀z ∈ C, f(z) :=
1

P (z)
.

Potom f je celá funkce a jist¥ f(z) 6= 0 pro v²echna z ∈ C. Pro z 6= 0 máme

f(z) = z−n
(

1 +
an−1

z
+ · · · +

a1

zn−1
+
a0

zn

)−1

.

Z tohoto vyjád°ení je patrné, ºe limz→∞ f(z) = 0. Odsud plyne, ºe funkce f je omezená na

C (zd·vodn¥te! ). Podle Liouvilleovy v¥ty f musí být konstantní funkce. Vzhledem k limit¥

v nekone£nu tou konstantou musí být 0, coº je spor.
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3.4 Princip maxima modulu

Modulem se zde myslí absolutní hodnota n¥jaké holomorfní funkce. Podle tohoto principu

jestliºe f je holomorfní funkce na omezené (!) oblasti a je navíc spojitá na uzáv¥ru této

oblasti (coº je kompaktní mnoºina) a sou£asn¥ funkce f není konstantní, potom |f | m·ºe

nabývat svého maxima pouze na hranici dané oblasti.

V prvním kroku rozebereme p°ípad, kdy uvaºovanou oblastí je kruh.

V¥ta 3.4.1. Bu¤ f ∈ H
(
D(a,R)

)
pro jisté a ∈ C, R > 0. Potom pro v²echna r,

0 < r < R, platí

|f(a)| ≤ max
θ∈R
|f(a+ reiθ)|. (3.8)

P°itom rovnost nastane, práv¥ kdyº f je konstantní funkce.

D·kaz. Op¥t zapí²eme f jako konvergentní mocninnou °adu:

∀z ∈ D(a,R), f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n.

Zvolme libovoln¥, ale pevn¥ r, 0 < r < R. V¥ta bude dokázána, jestliºe ukáºeme, ºe

z nerovnosti

|f(a)| ≥ max
θ∈R
|f(a+ reiθ)|

plyne, ºe f je konstantní funkce. Tím je totiº vylou£ena ostrá nerovnost

|f(a)| > max
θ∈R
|f(a+ reiθ)|

a pokud v (3.8) platí rovnost, pak funkce f je nutn¥ konstantní.

P°edpokládejme tedy, ºe

∀θ ∈ R, |f(a)| ≥ |f(a+ reiθ)|.

Z identity (3.7) dostáváme

∞∑
n=0

|cn|2r2n =
1

2π

∫ π

−π
|f(a+ reiθ)|2 dθ ≤ |f(a)|2 = |c0|2.

Odtud plyne
∞∑
n=1

|cn|2r2n ≤ 0

a následn¥ cn = 0 pro v²echna n ≥ 1. To znamená, ºe f(z) = c0 pro v²echna

z ∈ D(a,R).
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D·sledek 3.4.2. Za stejných p°edpoklad· jako ve v¥t¥ 3.4.1 nech´ je navíc spln¥no

∀z ∈ D(a,R), f(z) 6= 0.

Potom pro v²echna r, 0 < r < R, platí

|f(a)| ≥ min
θ∈R
|f(a+ reiθ)|

a rovnost nastane, práv¥ kdyº f je konstantní funkce.

D·kaz. Poloºme

∀z ∈ D(a,R), g(z) :=
1

f(z)
.

Nyní sta£í aplikovat v¥tu 3.4.1 na funkci g.

D·sledek 3.4.3 (Princip maxima modulu). Bu¤ f ∈ H(Ω), kde Ω je oblast. Jestliºe f

není konstantní funkce, pak funkce |f | nenabývá nikde na Ω lokálního maxima (myslí se

neostré maximum!). Je-li navíc funkce f nenulová v²ude na Ω, pak |f | nenabývá nikde na

Ω ani lokálního minima.

Poznámka. P°edpoklad, ºe Ω je oblast (tj. je souvislá), je zde pouze proto, aby m¥l smysl

i dal²í p°edpoklad, a sice ºe f není konstantní funkce. V p°ípad¥ nesouvislé mnoºiny Ω

by nap°íklad funkce f mohla být konstantní na kaºdé souvislé komponent¥ Ω a p°itom

na r·zných komponentách by p°íslu²ná konstanta byla r·zná. Celkov¥ by tak f nebyla

konstantní funkcí. Je jasné, ºe v¥ta by v tomto p°ípad¥ neplatila.

D·kaz. P°ipus´me, ºe funkce f nabývá v Ω lokálního maxima. To znamená, ºe existují

a ∈ C, R > 0 tak, ºe D(a,R) ⊂ Ω a

∀z ∈ D(a,R), |f(a)| ≥ |f(z)|.

Potom podle v¥ty 3.4.1 je f konstantní funkce na D(a,R), to jest ∀z ∈ D(a,R), f(z) = c0

pro jisté c0 ∈ C. Vzhledem k tomu, ºe Ω je souvislá mnoºina, rovnost f(z) = c0 musí platit

v²ude na Ω, viz d·sledek 3.1.10.

Druhá £ást tvrzení týkající se lokálního minima okamºit¥ vyplývá z první £ásti, jestliºe

se op¥t p°ejde k reciproké funkci g := 1/f .

Poznámka 3.4.4. Z principu maxima modulu lze vyvodit jako bezprost°ední d·sledek

následující tvrzení (rozmyslete si pro£! ).

Bu¤te Ω omezená oblast, f ∈ H(Ω). Nech´ f ∈ C(Ω). Potom

max
z∈Ω
|f(z)| = max

z∈∂Ω
|f(z)|
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(kde ∂Ω := Ω\Ω je hranice oblasti Ω). Jestliºe navíc funkce f není konstantní, pak

∀a ∈ Ω, |f(a)| < max
z∈∂Ω
|f(z)|.

3.5 Stejnom¥rná konvergence posloupnosti holomorfních

funkcí

Ukáºeme, ºe jestliºe posloupnost holomorfních funkcí konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥, pak

limitní funkce je také holomorfní. Navíc zderivovaná posloupnost také konverguje lokáln¥

stejnom¥rn¥. K d·kazu tohoto výsledku budeme pot°ebovat Cauchyovy odhady.

V¥ta 3.5.1 (Cauchyovy odhady). Bu¤ f ∈ H
(
D(a,R)

)
pro jisté a ∈ C, R > 0. Nech´

existuje M ≥ 0 tak, ºe

∀z ∈ D(a,R), |f(z)| ≤M.

Potom

∀n ∈ N0, |f (n)(a)| ≤ n!M

Rn
.

Poznámka 3.5.2. Konstantu M ve zn¥ní v¥ty m·ºeme optimalizovat. Je-li f holomorfní

a omezená funkce na D(a,R), potom

∀n ∈ N0, |f (n)(a)| ≤ n!

Rn
sup

z∈D(a,R)

|f(z)|.

D·kaz. Funkci f zapí²eme jako konvergentní mocninnou °adu:

∀z ∈ D(a,R), f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n.

P°itom víme, ºe

∀n ∈ N0, cn =
f (n)(a)

n!
.

Pro dané r, 0 < r < R, a n ∈ N0 m·ºeme díky identit¥ (3.7) odhadnout

|cn|2r2n ≤ 1

2π

∫ π

−π
|f(a+ reiθ)|2 dθ ≤M2.

Po dosazení za cn dostáváme
|f (n)(a)|

n!
≤ M

rn
.

Limitní p°echod r ↑ R vede na poºadovaný výsledek.

De�nice 3.5.3. Bu¤ fj, j ∈ N, posloupnost komplexních funkcí na Ω. �ekneme, ºe

posloupnost (fj) konverguje k funkci f : Ω→ C stejnom¥rn¥ na kompaktních podmnoºinách

Ω, jestliºe pro kaºdou kompaktní podmnoºinu K ⊂ Ω, fj ⇒ f na K.
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�ekneme, ºe posloupnost (fj) konverguje k f lokáln¥ stejnom¥rn¥ na Ω, jestliºe kaºdý

bod a ∈ Ω má okolí a ∈ Ua ⊂ Ω takové, ºe fj ⇒ f na Ua.

Cvi£ení 3.5.4. Bu¤ fj, j ∈ N, posloupnost komplexních funkcí na Ω a f dal²í komplexní

funkce na Ω. Potom následující výroky jsou ekvivalentní.

(1) Posloupnost (fj) konverguje k f stejnom¥rn¥ na kompaktních podmnoºinách Ω.

(2) Posloupnost (fj) konverguje k f lokáln¥ stejnom¥rn¥ na Ω.

Dokaºte!

Návod: Implikace (1) ⇒ (2). Pro a ∈ Ω sta£í zvolit r > 0 dostate£n¥ malé tak, aby

D(a, r) ⊂ Ω.

Implikace (2) ⇒ (1). Bu¤ K ⊂ Ω libovolná kompaktní podmnoºina. Pro kaºdé a ∈ Ω

zvolme otev°ené (!) okolí a ∈ Ua ⊂ Ω takové, ºe fj ⇒ f na Ua. Potom K ⊂
⋃
a∈K Ua. Nyní

si sta£í p°ipomenout de�nici kompaktní mnoºiny.

V¥ta 3.5.5. Bu¤te fj ∈ H(Ω), j ∈ N, a f dal²í komplexní funkce na Ω. Jestliºe posloup-

nost (fj) konverguje k f stejnom¥rn¥ na kompaktních podmnoºinách Ω, potom f ∈ H(Ω)

a posloupnost (f ′j) konverguje k funkci f ′ stejnom¥rn¥ na kompaktních podmnoºinách Ω.

Je z°ejmé, ºe matematickou indukcí podle °ádu derivace lze odvodit následující roz²í°eni

v¥ty 3.5.5.

D·sledek 3.5.6. P°i stejných p°edpokladech jako ve v¥t¥ 3.5.5 navíc platí: pro kaºdé n ∈ N
posloupnost (f

(n)
j ) konverguje k funkci f (n) stejnom¥rn¥ na kompaktních podmnoºinách Ω.

D·kaz v¥ty 3.5.5. (I) Dokáºeme, ºe f ∈ C(Ω). Bu¤ a ∈ Ω libovolný bod. Zvolíme r > 0

dostate£n¥ malý polom¥r tak, aby D(a, r) ⊂ Ω. Podle p°edpokladu fj ⇒ f na D(a, r).

Odsud plyne, ºe f ∈ C
(
D(a, r)

)
. Funkce f je tedy spojitá v bod¥ a, a tudíº v²ude na Ω.

(II) Dokáºeme, ºe f ∈ H(Ω). Bu¤ 4 ∈ Ω libovolný trojúhelník (uzav°ený). Podle

p°edpokladu fj ⇒ f na 4. Díky tomu dostáváme (viz Goursatova v¥ta 2.1.5)∫
∂4
f =

∫
∂4

lim
j→∞

fj = lim
j→∞

∫
∂4
fj = lim

j→∞
0 = 0.

Podle Morerovy v¥ty 2.2.6 je f ∈ H(Ω).

(III) Dokáºeme následující pomocný mezivýsledek. Bu¤te a ∈ Ω a polom¥r r > 0

dostate£n¥ malý, aby D(a, r) ⊂ Ω. Tvrdíme, ºe potom

f ′j ⇒ f ′ na D
(
a,
r

2

)
.

Na chvíli ozna£me K1 := D(a, r/2), K2 := D(a, r). Pro kaºdé w ∈ K1 je

D(w, r/2) ⊂ K2 (z trojúhelníkové nerovnosti). Pomocí Cauchyových odhad· (v¥ta 3.5.1,
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viz téº poznámka 3.5.2) dostáváme

|f ′(w)− f ′j(w)| ≤ 1!
r
2

max
z∈D(w,r/2)

|f(z)− fj(z)|

≤ 2

r
max
z∈K2

|f(z)− fj(z)|

=
2

r
‖f − fj‖C(K2)

(zde ‖ · ‖C(K) zna£í maximovou normu v prostoru spojitých funkcí na kompaktní mnoºin¥

K). Odsud plyne nerovnost

‖f ′ − f ′j‖C(K1) ≤
2

r
‖f − fj‖C(K2).

Podle p°edpokladu ‖f − fj‖C(K2) → 0, a proto rovn¥º ‖f ′ − f ′j‖C(K1) → 0.

(IV) Bu¤ K ⊂ Ω libovolná kompaktní podmnoºina. Dokáºeme, ºe f ′j ⇒ f ′ na K.

Pro kaºdé a ∈ K zvolíme polom¥r ra > 0 dostate£n¥ malý, aby D(a, ra) ⊂ Ω. Z £ásti

(III) d·kazu víme, ºe

∀a ∈ K, f ′j ⇒ f ′ na D
(
a,
ra
2

)
. (3.9)

Z°ejm¥ K ⊂
⋃
a∈K D(a, ra/2). Toto otev°ené pokrytí má kone£né podpokrytí

K ⊂
⋃
a∈M

D
(
a,
ra
2

)
,

kdeM ⊂ K je kone£ná mnoºina. Z kone£nosti pokrytí a z vlastnosti (3.9) jiº snadno plyne,

ºe f ′j ⇒ f ′ na K (dopl¬te podrobnosti! ).
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4.1 Cauchyova v¥ta II � obecný p°ípad

V obecné formulaci Cauchyovy v¥ty, která bude následovat, m·ºe být Ω ⊂ C jakákoliv

neprázdná otev°ená mnoºina. Dále namísto jedné regulární uzav°ené k°ivky v Ω budeme

uvaºovat kone£ný soubor takových k°ivek.

Zna£ení 4.1.1. Bu¤te n ∈ N a Γ := (γ1, γ2, . . . , γn) soubor regulárních uzav°ených k°ivek

v Ω. Ozna£íme

〈Γ〉 :=
n⋃
j=1

〈γj〉.

Dále pro kaºdou funkci f := C(〈Γ〉) poloºíme∫
Γ

f :=
n∑
j=1

∫
γj

f. (4.1)

Index bodu a ∈ C \ 〈Γ〉 vzhledem ke Γ de�nujeme

indΓ(a) :=
1

2πi

∫
Γ

dz
z − a

=
1

2πi

n∑
j=1

∫
γj

dz
z − a

=
n∑
j=1

indγj(a).

Poznámka. (1) V p°ípad¥, kdy n = 1 a soubor Γ obsahuje jedinou k°ivku γ, budeme mluvit

p°ímo o k°ivce γ namísto o souboru Γ.

(2) Regulární uzav°ené k°ivce γ v Ω lze p°i°adit lineární funkcionál na vektorovém

prostoru C(Ω) :

C(Ω) 3 f 7→
∫
γ

f ∈ C.

Vzhledem k rovnosti (4.1) se proto n¥kdy pouºívá zápis

Γ = γ1 + γ2 + · · · + γn.

45
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P°itom soubor uzav°ených k°ivek Γ se nazývá cyklus. My toto ozna£ení a terminologii dále

pouºívat nebudeme.

V¥ta 4.1.2 (Cauchy). Bu¤te n ∈ N a Γ := (γ1, γ2, . . . , γn) soubor regulárních uzav°ených

k°ivek v Ω. Nech´ je spln¥na podmínka

∀a ∈ C \ Ω, indΓ(a) = 0. (4.2)

Potom pro kaºdou funkci f ∈ H(Ω) platí:

(1)

∫
Γ

f = 0, (4.3)

(2) ∀z ∈ Ω \ 〈Γ〉, 1

2πi

∫
Γ

f(w)

w − z
dw = indΓ(z) f(z). (4.4)

Poznámka. Bod (1) je vlastní Cauchyova v¥ta, bod (2) je Cauchy·v integrální vzorec.

D·kaz. Dokáºeme nejprve bod (2).

(I) De�nujme funkci g na Ω× Ω vztahem

g(z, w) :=


f(z)− f(w)

z − w
pro z 6= w,

f ′(z) pro z = w.

Dokáºeme, ºe g ∈ C(Ω× Ω).

Z de�nice funkce je vid¥t, ºe g je ur£it¥ spojitá v kaºdém bod¥ (z, w) ∈ Ω×Ω, z 6= w,

Sta£í tedy ov¥°it spojit g na diagonále kartézského sou£inu, to jest v bodech (a, a) ∈ Ω×Ω.

Zvolíme r > 0 dostate£n¥ malé tak, aby D(a, r) ⊂ Ω. Díky konvexnosti kruhu m·ºeme

vyjád°it

∀(z, w) ∈ D(a, r), g(z, w) =

∫ 1

0

f ′
(
w + t(z − w)

)
dt.

Skute£n¥, pro z = w je rovnost z°ejmá. Pro z 6= w máme

f(z)− f(w) =

∫ 1

0

d
dt
f
(
(1− t)w + tz

)
dt = (z − w)

∫ 1

0

f ′
(
w + t(z − w)

)
dt.

Odtud je jiº rovnost patrná i v tomto p°ípad¥.

Funkce f ′ je spojitá, a tedy omezená na kompaktní mnoºin¥ D(a, r). M·ºe proto pouºit

Lebesgueovu v¥tu o integrální majorant¥ v limitním p°echodu

lim
(z,w)→(a,a)

g(z, w) = lim
z→a
w→a

∫ 1

0

f ′
(
w + t(z − w)

)
dt =

∫ 1

0

f ′(a) dt = f ′(a) = g(a, a).
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(II) Poloºme

∀z ∈ Ω, h(z) :=
1

2πi

∫
Γ

g(z, w) dw.

Dokáºeme, ºe h ∈ H(Ω).

Nejprve si v²imn¥me, ºe p°i pevném w ∈ Ω je funkce z 7→ g(z, w) spojitá na Ω (plyne

ze spojitosti g na Ω×Ω). Navíc na Ω\{w} je tato funkce dokonce holomorfní, jak je z°ejmé

z de�nice g. Vzhledem ke spojitosti je ale izolovaná singularita v bod¥ w odstranitelná, viz

v¥ta (3.2.3). Funkce g(z, w) v prom¥nné z a p°i pevném w je tedy holomorfní v²ude na

Ω. Z Goursatovy v¥ty pak plyne (v¥ta 2.1.5), ºe pro kaºdý trojúhelník (uzav°ený) 4 ⊂ Ω

platí

∀w ∈ Ω,

∫
∂4
g(z, w) dz = 0.

Nyní m·ºeme pouºít Morerovu v¥tu (v¥ta 2.2.6). Funkce h je ur£it¥ spojitá na Ω

(zám¥nu limity a integrálu v de�nici funkce h zd·vodn¥te samostatn¥! ). Pro libovolný

trojúhelník 4 ⊂ Ω dostáváme∫
∂4
h =

1

2πi

∫
∂4

(∫
Γ

g(z, w) dw
)
dz =

1

2πi

∫
Γ

(∫
∂4
g(z, w) dz

)
dw =

1

2πi

∫
Γ

0 dw = 0.

Odtud jiº plyne, ºe h je holomorfní. Pouºití Fubiniovy v¥ty (p°i zám¥n¥ integrace) bylo

oprávn¥né, nebo´ funkce g je omezená na kompaktní mnoºin¥ 4× 〈Γ〉.
(III) Dokáºeme, ºe h = 0 identicky na Ω.

Poloºíme

Ω1 := {z ∈ C \ 〈Γ〉; indΓ(z) = 0}

a dále

∀z ∈ Ω1, h1(z) :=
1

2πi

∫
Γ

f(w)

w − z
dw.

Víme, ºe index uvaºovaný jako funkce bodu p°i pevném Γ je lokáln¥ konstantní funkce.

Odtud plyne, ºe Ω1 je otev°ená mnoºina (zd·vodn¥te podrobn¥! ). Dále z v¥ty 1.3.5 m·ºeme

usoudit, ºe h1 ∈ H(Ω1).

Pro libovolné z ∈ Ω ∩ Ω1 vezmeme v úvahu, ºe indΓ(z) = 0, a upravíme

h1(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)

w − z
dw − indΓ(z)f(z)

=
1

2πi

∫
Γ

f(w)− f(z)

w − z
dw =

1

2πi

∫
Γ

g(z, w) dw

= h(z).

Zjistili jsme, ºe holomorfní funkce h ∈ H(Ω) a h1 ∈ H(Ω1) se shodují na pr·niku svých

de�ni£ních obor·. Proto existuje (jednozna£n¥ ur£ená) funkce ϕ ∈ H(Ω ∪ Ω1) taková, ºe

ϕ
∣∣
Ω = h, ϕ

∣∣
Ω1

= h1. P°itom p°edpoklad (4.2) znamená, ºe C\Ω ⊂ Ω1, a tedy Ω∪Ω1 = C.
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Funkce ϕ je tedy celá, to jest ϕ ∈ H(C).

P°ipome¬me si, ºe neomezená souvislá komponenta mnoºiny C \ 〈Γ〉 obsahuje okolí

nekone£na tvaru C \D(0, R) pro R dostate£n¥ velké, a p°itom sama tato komponenta je

obsaºena v Ω1. Proto ϕ na C \D(0, R) se shoduje s h1. Dostáváme

lim
z→∞

ϕ(z) = lim
z→∞

h1(z) = lim
z→∞

1

2πi

∫
Γ

f(w)

w − z
dw = 0

(samostatn¥ zd·vodn¥te poslední rovnost! ). Odtud speciáln¥ plyne, ºe ϕ je omezená funkce.

Podle Liouvilleovy v¥ty je funkce ϕ konstantní. Vzhledem k limit¥ v nekone£nu tou kon-

stantou musí být 0. Dosp¥li jsme tak k záv¥ru, ºe ϕ = 0 identicky na C, a proto h = 0

identicky na Ω.

(IV) Dokon£ení d·kazu Cauchyova integrálního vzorce, to jest identity (4.4). Pro

z ∈ Ω \ 〈Γ〉 máme

0 = h(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)− f(z)

w − z
dw =

1

2πi

∫
Γ

f(w)

w − z
dw − indΓ(z) f(z).

Nyní snadno dokáºeme i bod (1) z v¥ty, to jest vlastní Cauchyovu v¥tu (4.3). Zvolíme

jakkoliv a ∈ Ω \ 〈Γ〉 a poloºíme

∀z ∈ Ω, F (z) := (z − a)f(z).

Z°ejm¥ F ∈ H(Ω). Z jiº dokázané identity (4.4) plyne

1

2πi

∫
Γ

f =
1

2πi

∫
Γ

F (w)

w − a
dw = indΓ(a)F (a) = 0.

Tím je d·kaz dokon£en.

D·sledek 4.1.3. Bu¤te Γ0, Γ1 dva soubory regulárních uzav°ených k°ivek v Ω. Jestliºe

∀a ∈ C \ Ω, indΓ0(a) = indΓ1(a),

potom

∀f ∈ H(Ω),

∫
Γ0

f =

∫
Γ1

f.

D·kaz. Zapi²me Γ0 = (γ1, γ2, . . . , γm), Γ1 = (η1, η2, . . . , ηn), m,n ∈ N. Ozna£me jako η̃j
opa£nou k°ivku ke k°ivce ηj, 1 ≤ j ≤ n. Poloºme

Γ := (γ1, γ2, . . . , γm, η̃1, η̃2, . . . , η̃n).

Podle p°edpokladu

∀a ∈ C \ Ω, indΓ(a) = indΓ0(a)− indΓ1(a) = 0.
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Z v¥ty 4.1.2 pak plyne

∀f ∈ H(Ω), 0 =

∫
Γ

f =

∫
Γ0

f −
∫

Γ1

f.

To dokazuje tvrzení.

Cvi£ení 4.1.4. Bu¤te Ω := C \
(
D(−2, 1) ∪D(2, 1)

)
a dále Γ0 := (γ1), Γ1 := (η1, η2),

kde

γ1(t) := 4eit, η1(t) := −2 + 2eit, η2(t) := 2 + 2eit, t ∈ [ 0, 2π ]

(na£rtn¥te si obrázek! ). Potom

∀a ∈ C \ Ω = D(−2, 1) ∪D(2, 1), indΓ0(a) = indΓ1(a).

Ov¥°te tuto rovnost!

Následující d·sledek je speciálním p°ípadem Cauchyovy v¥ty, který se £asto pouºívá.

D·sledek 4.1.5. Bu¤ γ regulární Jordanova k°ivka v Ω. Jestliºe vnit°ek k°ivky int(γ) ⊂ Ω,

potom

∀f ∈ H(Ω),

∫
γ

f = 0.

D·kaz. Víme, ºe vn¥j²ek Jordanovy k°ivky, ext(γ), je neomezená souvislá komponenta

mnoºiny C\〈γ〉. Proto index v²ech bod· z této komponenty vzhledem ke k°ivce γ je roven

0. Na druhé stran¥ podle p°edpokladu je C \ Ω ⊂ ext(γ), a tedy indγ(a) = 0 pro kaºdé

a ∈ C \Ω. Tím je spln¥n p°edpoklad (4.2) v¥ty 4.1.2, z které jiº plyne tento d·sledek.

4.2 Cauchyova v¥ta a homotopie

Cílem této podkapitoly je dokázat, voln¥ °e£eno, ºe integrál holomorfní funkce podél k°ivky

se nem¥ní, pokud tuto k°ivku spojit¥ deformujeme. P°esná formulaci je zaloºena na pojmu

homotopie, se kterým jsme se jiº setkali a který si op¥t p°ipomeneme.

De�nice 4.2.1. Bu¤te γ0, γ1 : [α, β ] → Ω dv¥ uzav°ené k°ivky (spojité, ale ne nutn¥

regulární). �ekneme, ºe tyto k°ivky jsou homotopické v Ω (nebo Ω-homotopické), jestliºe

existuje spojitá funkce H : [α, β ]× [ 0, 1 ]→ Ω s vlastnostmi

(1) ∀t ∈ [α, β ], H(t, 0) = γ0(t),

(2) ∀t ∈ [α, β ], H(t, 1) = γ1(t),

(3) ∀s ∈ [ 0, 1 ], H(α, s) = H(β, s).

Poznámka. D°íve jsem pot°ebovali pouze speciální p°ípad homotopických k°ivek, kdy jedna

z k°ivek je konstantní.
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Poznámka 4.2.2. Pro ∀s ∈ [ 0, 1 ] pevné poloºme ∀t ∈ [α, β ], γs(t) := H(t, s). Potom γs

je uzav°ená k°ivka, která je sice spojitá, ale nemusí být regulární ani v p°ípad¥, kdy k°ivky

γ0, γ1 regulární jsou. Tato okolnost pon¥kud zkomplikuje d·kazy, které budou následovat,

jelikoº v²echny na²e výsledky byly odvozeny pouze pro regulární k°ivky.

Poznámka 4.2.3. K°ivka γ : [α, β ] → Ω je konstantní, jestliºe 〈γ〉 = {a} pro n¥jaké

a ∈ C. Pro tuto k°ivku z°ejm¥ platí: ∀z ∈ C, z 6= a je indγ(z) = 0.

Skute£n¥, γ′(t) = 0 pro v²echna t ∈ [α, β ], a proto

indγ(z) =
1

2πi

∫
γ

dw
w − z

=
1

2πi

∫ β

α

γ′(t)

γ(t)− z
dt = 0.

Zatím víme, ºe index bodu vzhledem k uzav°ené k°ivce je lokáln¥ konstantní funkce,

jestliºe k°ivka je volena pevn¥ a bod uvaºujeme jako prom¥nnou. Znamená to, ºe index

se nem¥ní, pokud p°íli² nezm¥níme polohu bodu. Nyní si v²imneme opa£né situace, kdy

bod z·stává pevný, av²ak k°ivka pevn¥ volena není. Následující lemma ukazuje, ºe pro dv¥

uzav°ené k°ivky, které se od sebe v jistém smyslu li²í jen málo, jsou si p°íslu²né indexy

rovny.

Lemma 4.2.4. Bu¤te γ0, γ1 : [α, β ]→ Ω regulární uzav°ené k°ivky. Jestliºe pro w ∈ C je

spln¥no

∀t ∈ [α, β ], |γ1(t)− γ0(t)| < |w − γ0(t)|, (4.5)

potom indγ0(w) = indγ1(w).

D·kaz. Z ostré nerovnosti (4.5) z°ejm¥ plyne w 6= γ0(t) a w 6= γ1(t) pro v²echna t ∈ [α, β ].

Poloºme

∀t ∈ [α, β ], γ(t) :=
γ1(t)− w
γ0(t)− w

.

Potom γ je regulární uzav°ená k°ivka, která spl¬uje

∀t ∈ [α, β ], |γ(t)− 1| =
∣∣∣∣γ1(t)− γ0(t)

γ0(t)− w

∣∣∣∣ < 1.

To znamená, ºe 〈γ〉 ⊂ D(1, 1). Odtud je vid¥t, ºe 0 leºí v neomezená souvislé komponent¥

mnoºiny C \ 〈γ〉. Platí tedy rovnost

0 = indγ(0) =
1

2πi

∫
γ

dz
z

=
1

2πi

∫ β

α

γ′(t)

γ(t)
dt

=
1

2πi

∫ β

α

(
γ′1(t)

γ1(t)− w
− γ′0(t)

γ0(t)− w

)
dt

= indγ1(w)− indγ0(w).

Tím je lemma dokázáno.
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Cauchyova v¥ta a homotopie - pokra£ování

Dále ukáºeme, ºe p°i spojité deformaci uzav°ené k°ivky uvnit° otev°ené mnoºiny Ω se

nem¥ní index bod·, které leºí mimo Ω. Metoda d·kazu je zaloºena na lemmatu 4.2.4.

V¥ta 4.2.5. Bu¤te γ, γ0 dv¥ regulární uzav°ené k°ivky, které jsou homotopické v Ω. Potom

platí

∀w ∈ C \ Ω, indγ(w) = indγ0(w).

D·kaz. Zvolme w ∈ C, w /∈ Ω. Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe k°ivky γ,

γ0 jsou de�novány na intervalu [ 0, 1 ]. Podle p°edpokladu existuje homotopie

H : [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ]→ Ω

s vlastnostmi:

γ0(t) = H(t, 0), γ(t) = H(t, 1) pro t ∈ [ 0, 1 ],

H(0, s) = H(1, s) pro s ∈ [ 0, 1 ].

H je spojité zobrazení, a proto H([ 0, 1 ] × [ 0, 1 ]) ⊂ Ω je kompaktní, a tedy uzav°ená

mnoºina. Tudíº

dist
(
w,H([ 0, 1 ]× [ 0, 1 ])

)
> 0

a m·ºeme zvolit ε > 0 tak, ºe

∀(t, s) ∈ [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ], |H(t, s)− w| > 2ε. (4.6)

Spojitá funkce H na kompaktní mnoºin¥ [ 0, 1 ] × [ 0, 1 ] je stejnom¥rn¥ spojitá. Proto

m·ºeme zvolit n ∈ N dostate£n¥ velké takové, aby

∀(t, s), (t′, s′) ∈ [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ], |s− s′|+ |t− t′| ≤ 1

n
=⇒ |H(t, s)−H(t′, s′)| < ε (4.7)

(pro pozd¥j²í pohodlí jsme zvolili neostrou nerovnost).

Homotopii H nahradíme kone£ným souborem k°ivek, který za£íná k°ivkou γ0 a kon£í

k°ivkou γ, a p°itom dv¥ po sob¥ jdoucí k°ivky se li²í jen málo (s ohledem na aplikaci

lemmatu 4.2.4). Pokládáme

γk(t) := H

(
t,
k

n

)
pro t ∈ [ 0, 1 ], k = 0, 1, 2, . . . , n

(γ0 má sv·j p·vodní význam, γn = γ).

Jak bylo zmín¥no v poznámce vý²e, k°ivky γk, 1 ≤ k ≤ n − 1, jsou zaru£en¥ spojité

a uzav°ené, ale nemusí být regulární. Abychom tento nedostatek p°ekonali, aproximujeme
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k°ivky γk po £ástech lineárními k°ivkami, které ozna£íme γ̃k. Pro k = 0, 1, 2, . . . , n poloºíme

γ̃k(t) :=

(
γk

(
j − 1

n

)(
j

n
− t
)

+ γk

(
j

n

)(
t− j − 1

n

))
n

= H

(
j − 1

n
,
k

n

)
(j − nt) +H

(
j

n
,
k

n

)
(nt− j + 1) pro t ∈

[
j − 1

n
,
j

n

]
,

j = 1, 2, . . . , n.

Tuto aproximaci jsme tedy volili tak, aby platilo

γ̃k

(
j

n

)
= γk

(
j

n

)
pro j = 0, 1, 2, . . . , n.

Dále odvodíme n¥kolik odhad·, které nám nakonec umoºní pouºit lemma 4.2.4.

(i) Pro k = 0, 1, 2, . . . , n platí

∀t ∈ [ 0, 1 ], |γ̃k(t)− γk(t)| < ε. (4.8)

Skute£n¥, pro t ∈ [ (j − 1)/n, j/n ] vyjád°íme

γ̃k(t)− γk(t) = H

(
j − 1

n
,
k

n

)
(j − nt) +H

(
j

n
,
k

n

)
(nt− j + 1)−H

(
t,
k

n

)
=

(
H

(
j − 1

n
,
k

n

)
−H

(
t,
k

n

))
(j − nt)

+

(
H

(
j

n
,
k

n

)
−H

(
t,
k

n

))
(nt− j + 1).

Vzhledem k (4.7) máme∣∣∣∣H(j − 1

n
,
k

n

)
−H

(
t,
k

n

)∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣H( jn, kn
)
−H

(
t,
k

n

)∣∣∣∣ < ε.

Navíc pro t z uvedeného intervalu jsou faktory (j − nt) a (nt− j + 1) nezáporné. Nyní jiº

pomocí trojúhelníkové nerovnosti snadno dostaneme (4.8).

(ii) Pro k = 0, 1, 2, . . . , n platí

∀t ∈ [ 0, 1 ], |w − γ̃k(t)| > ε. (4.9)

Skute£n¥, podle (4.6) je |w − γk(t)| > 2ε a vzhledem k (4.8) dostáváme

|w − γ̃k(t)| ≥ |w − γk(t)| − |γ̃k(t)− γk(t)| > 2ε− ε = ε.



KAPITOLA 4. 53

(iii) Pro k = 1, 2, . . . , n platí

∀t ∈ [ 0, 1 ], |γ̃k(t)− γ̃k−1(t)| < ε (4.10)

a vzhledem k (4.9) také

∀t ∈ [ 0, 1 ], |γ̃k(t)− γ̃k−1(t)| < |w − γ̃k(t)|. (4.11)

Skute£n¥, pro t ∈ [ (j − 1)/n, j/n ] po dosazení z de�ni£ních vztah· dostáváme

γ̃k(t)− γ̃k−1(t) =

(
H

(
j − 1

n
,
k

n

)
−H

(
j − 1

n
,
k − 1

n

))
(j − nt)

+

(
H

(
j

n
,
k

n

)
−H

(
j

n
,
k − 1

n

))
(nt− j + 1).

P°itom podle (4.7) máme odhady∣∣∣∣H(j − 1

n
,
k

n

)
−H

(
j − 1

n
,
k − 1

n

)∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣H( jn, kn
)
−H

(
j

n
,
k − 1

n

)∣∣∣∣ < ε.

Odtud jiº snadno plyne (4.10).

(iv) Pro k = 0, 1, 2, . . . , n platí

∀t ∈ [ 0, 1 ], |γ̃k(t)− γk(t)| < |w − γk(t)|. (4.12)

Tato nerovnost nás ale zajímá pouze pro k = 0 a k = n (nebo´ γn = γ). Vzhledem

k (4.8) a (4.6) odhadneme

|γ̃k(t)− γk(t)| < ε < 2ε < |w − γk(t)|.

Nyní se m·ºeme odvolat na lemma 4.2.4, které nám s ohledem na nerovnost (4.11)

°íká, ºe

indγ̃k(w) = indγ̃k−1
(w) pro k = 1, 2, . . . , n.

Podobn¥ vzhledem k (4.12) máme

indγ̃0(w) = indγ0(w), indγ̃n(w) = indγn(w) = indγ(w).

M·ºeme shrnout, ºe

indγ0(w) = indγ̃0(w) = indγ̃1(w) = · · · = indγ̃n(w) = indγ(w).

Tím je v¥ta dokázána.

Tato v¥ta má n¥které d·leºité d·sledky.
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D·sledek 4.2.6. Bu¤ γ regulární uzav°ená k°ivka, která je v Ω homotopická 0 (tj. kon-

stantní k°ivce). Potom pro kaºdou funkci f ∈ H(Ω) platí

(1)

∫
γ

f = 0,

(2) ∀z ∈ Ω \ 〈γ〉, 1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw = indγ(z) f(z).

D·kaz. Sta£í ov¥°it, ºe je spln¥n p°edpoklad (4.2) v¥ty 4.1.2, z které pak uº tvrzení oka-

mºit¥ plyne. P°itom pokládáme Γ := (γ). Podle p°edpokladu je ale γ homotopická v Ω kon-

stantní k°ivce γ0, a tak podle v¥ty 4.2.5 je indγ(a) = indγ0(a) = 0 pro kaºdé a ∈ C\Ω.

Speciálním p°ípadem je situace, kdy Ω je jednodu²e souvislá oblast. To znamená, ºe

kaºdá uzav°ená k°ivka v Ω je homotopická 0.

D·sledek 4.2.7. Bu¤ Ω jednodu²e souvislá oblast. Potom pro kaºdou regulární uzav°enou

k°ivku γ v Ω a kaºdou funkci f ∈ H(Ω) platí

(1)

∫
γ

f = 0,

(2) ∀z ∈ Ω \ 〈γ〉, 1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw = indγ(z) f(z).

Dal²ím d·sledkem je, ºe pro funkci, která je holomorfní na mnoºin¥ Ω a kterou integru-

jeme podél k°ivky (ne nutn¥ uzav°ené) leºící v Ω, se integrál nem¥ní, pokud tuto k°ivku

spojit¥ deformujeme uvnit° mnoºiny Ω. Abychom tento d·sledek mohli p°esn¥ formulovat,

roz²í°íme pojem homotopie i na k°ivky, které nejsou uzav°ené. V tom p°ípad¥ ale budeme

poºadovat, aby koncové body k°ivky byly voleny pevn¥ a nem¥nily se ani b¥hem spojité

deformace.

De�nice 4.2.8. Bu¤te γ0, γ1 : [α, β ] → Ω dv¥ k°ivky (spojité, ale ne nutn¥ regulární),

které spl¬ují γ0(α) = γ1(α), γ0(β) = γ1(β). �ekneme, ºe k°ivky γ0, γ1 s pevnými konco-

vými body jsou homotopické v Ω, jestliºe existuje spojitá funkce H : [α, β ] × [ 0, 1 ] → Ω

s vlastnostmi

(1) ∀t ∈ [α, β ], H(t, 0) = γ0(t),

(2) ∀t ∈ [α, β ], H(t, 1) = γ1(t),

(3) ∀s ∈ [ 0, 1 ], H(α, s) = γ0(α) a H(β, s) = γ0(β).

Cvi£ení 4.2.9. Bu¤ γ : [ 0, 1 ] → Ω k°ivka (ne nutn¥ uzav°ená a ne nutn¥ regulární).

De�nujme k°ivku η : [ 0, 2 ]→ Ω vztahem

η(t) :=

γ(t) pro t ∈ [ 0, 1 ],

γ(2− t) pro t ∈ [ 1, 2 ]
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(k°ivka η nejprve sleduje k°ivku γ na intervalu [ 0, 1 ] a poté pokra£uje podél opa£né k°ivky

ke γ na intervalu [ 1, 2 ]). Potom k°ivka η je uzav°ená a je homotopická 0. Je-li k°ivka γ

regulární, pak rovn¥º η je regulární. Dokaºte!

Návod: Uvaºte zobrazení H : [ 0, 2 ] × [ 0, 1 ] → Ω de�nované pro kaºdé s ∈ [ 0, 1 ]

vztahem

H(t, s) :=

γ
(
(1− s)t

)
pro t ∈ [ 0, 1 ],

γ
(
(1− s)(2− t)

)
pro t ∈ [ 1, 2 ].

Cvi£ení 4.2.10. Bu¤te γ0, γ1 : [ 0, 1 ] → Ω dv¥ k°ivky s pevnými koncovými body, které

jsou homotopické v Ω. De�nujme k°ivku η0 : [ 0, 2 ]→ Ω vztahem

η0(t) :=

γ0(t) pro t ∈ [ 0, 1 ],

γ1(2− t) pro t ∈ [ 1, 2 ]
(4.13)

Potom k°ivka η0 je uzav°ená a je homotopická 0. Jsou-li k°ivky γ0, γ1 regulární, pak rovn¥º

η0 je regulární. Dokaºte!

Návod: Podle p°edpokladu existuje spojité zobrazení H : [ 0, 1 ] × [ 0, 1 ] → Ω s vlast-

nostmi:

γ0(t) = H(t, 0), γ1(t) = H(t, 1) pro t ∈ [ 0, 1 ],

H(0, s) = γ0(0), H(1, s) = γ0(1) pro s ∈ [ 0, 1 ].

Uvaºte zobrazení H̃ : [ 0, 2 ]× [ 0, 1 ]→ Ω de�nované pro kaºdé s ∈ [ 0, 1 ] vztahem

H̃(t, s) :=

H(t, s) pro t ∈ [ 0, 1 ],

γ1(2− t) pro t ∈ [ 1, 2 ].

H̃ je homotopie mezi k°ivkami η0 a η1, kde η1 : [ 0, 2 ]→ Ω je de�nována

η1(t) :=

γ1(t) pro t ∈ [ 0, 1 ],

γ1(2− t) pro t ∈ [ 1, 2 ].

Podle p°edcházejícího cvi£ení lze na tuto homotopii navázat dal²í homotopií, která p°evede

k°ivku η1 na konstantní k°ivku.

D·sledek 4.2.11. Bu¤te γ0, γ1 : [α, β ] → Ω dv¥ regulární k°ivky s pevnými koncovými

body, které jsou homotopické v Ω. Potom pro kaºdou funkci f ∈ H(Ω) platí∫
γ0

f =

∫
γ1

f.

D·kaz. Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe [α, β ] = [ 0, 1 ]. Bu¤ η0 regulární
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uzav°ená k°ivka de�novaná vztahem (4.13). Potom platí (p°esv¥d£te se o tom! )∫
η0

f =

∫
γ0

f −
∫
γ1

f.

Sou£asn¥ podle d·sledku 4.2.6 a cvi£ení 4.2.10 máme
∫
η0
f = 0.

Cvi£ení 4.2.12. Bu¤te 0 < r1 < r2 < +∞, a ∈ C, M uzav°ené mezikruºí de�nované

M := {z ∈ C; r1 ≤ |z − a| ≤ r2},

Ω ⊂ C otev°ená mnoºina obsahující M a f ∈ H(Ω). Pro r > 0 poloºme

γr(t) := a+ reit pro t ∈ [ 0, 2π ].

Potom ∫
γr1

f =

∫
γr2

f.

Dokaºte!



Kapitola 5

5.1 Laurentovy °ady

Zna£ení 5.1.1. Otev°ené mezikruºí o st°edu a ∈ C a s polom¥ry 0 ≤ r1 < r2 ≤ +∞
ozna£íme symbolem

P (a, r1, r2) := {z ∈ C; r1 < |z − a| < r2}.

Speciáln¥ p°i porovnání se d°íve zavedeným zna£ením máme pro r > 0

P (a, 0, r) = D(a, r) \ {a} = D′(a, r).

Poznámka. Nejedná se o b¥ºn¥ pouºívané zna£ení. Nezdá se, ºe by existoval standardní

symbol pro mezikruºí.

De�nice 5.1.2. Bu¤te cn ∈ C, kde n ∈ Z, oboustrann¥ nekone£ná posloupnost koe�ci-

ent·, a ∈ C. Laurentova °ada v komplexní prom¥nné z a se st°edem v bod¥ a je de�nována

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n :=
∞∑
n=0

cn(z − a)n +
∞∑
n=1

c−n
(z − a)n

.

�ekneme, ºe Laurentova °ada konverguje, práv¥ kdyº konvergují ob¥ mocninné °ady

∞∑
n=0

cn(z − a)n,
∞∑
n=1

c−n
(z − a)n

.

Tyto °ady se nazývají regulární a hlavní £ást Laurentovy °ady.

Následující v¥tu není t°eba dokazovat, protoºe je okamºitým d·sledkem dob°e známých

vlastností mocninných °ad (P°ipome¬te si je! ).

57
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V¥ta 5.1.3. Bu¤te cn ∈ C, kde n ∈ Z, a dále a ∈ C. Ozna£me po °ad¥ R+, R− ∈ [ 0,+∞ ]

polom¥ry konvergence mocninných °ad

∞∑
n=0

cnw
n,

∞∑
n=1

c−nw
n.

Je-li
1

R−
< R+,

potom Laurentova °ada
∞∑

n=−∞

cn(z − a)n

konverguje na P (a, 1/R−, R+) absolutn¥ a lokáln¥ stejnom¥rn¥ (coº je ekvivalentní stejno-

m¥rné konvergenci na kompaktních podmnoºinách).

V¥ta 5.1.4. P°i stejném zna£ení a p°edpokladech jako ve v¥t¥ 5.1.3 nech´

1

R−
< R+.

Poloºme

∀z ∈ P
(
a,

1

R−
, R+

)
, f(z) :=

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n.

Potom f ∈ H
(
P (a, 1/R−, R+)

)
. Dále pro libovolné r, 1/R− < r < R+, platí

∀n ∈ Z, cn =
1

2πi

∫
γr

f(z)

(z − a)n+1
dz, (5.1)

kde

γr(t) := a+ reit, t ∈ [ 0, 2π ]. (5.2)

D·kaz. (I) f je na P (a, 1/R−, R+) rovna lokáln¥ stejnom¥rné limit¥ funkcí fm, m ∈ N,
které de�nujeme

fm(z) :=
m∑

k=−m

ck(z − a)k.

Z°ejm¥ pro kaºdém je fm holomorfní v²ude na C\{a}, a tím spí²e fm ∈ H
(
P (a, 1/R−, R+)

)
.

Podle v¥ty 3.5.5 je f ∈ H
(
P (a, 1/R−, R+)

)
.

(II) Nejprve pro m ∈ Z vypo£teme∫
γr

(z − a)m dz =

∫ 2π

0

(
γr(t)− a

)m
γ′r(t) dt = irm+1

∫ 2π

0

ei(m+1)t dt

= 2πi δm,−1.
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Vzhledem ke stejnom¥rné konvergenci Laurentovy °ady na 〈γr〉 m·ºeme upravit

1

2πi

∫
γr

f(z)

(z − a)n+1
dz =

1

2πi

∫
γr

( ∞∑
k=−∞

ck(z − a)k−n−1
)
dz

=
1

2πi

∞∑
k=−∞

ck

∫
γr

(z − a)k−n−1 dz

=
1

2πi

∞∑
k=−∞

ck δk,n

= cn.

Tím je v¥ta dokázána.

Poznámka 5.1.5. Bu¤ f ∈ H
(
P (a, r1, r2)

)
pro a ∈ C a polom¥ry 0 ≤ r1 < r2 ≤ +∞.

Nech´ f lze na P (a, r1, r2) vyjád°it jako konvergentní Laurentovu °adu,

f(z) =
∞∑

n=−∞

cn(z − a)n.

To také znamená, ºe p°i stejném zna£ení jako ve v¥t¥ 5.1.4 je 1/R− ≤ r1, R+ ≥ r2.

Z v¥ty 5.1.4 rovn¥º vyplývá, ºe koe�cienty cn jsou funkcí f ur£eny jednozna£n¥, nebo´

spl¬ují rovnice (5.1), (5.2), kde r je libovolný polom¥r z intervalu r1 < r < r2. Nezávislost

integrálu (5.1) na r lze také vyvodit ze cvi£ení 4.2.12 bez nutnosti p°ímého výpo£tu.

Obecn¥ji platí, ºe

cn =
1

2πi

∫
γ

f(z)

(z − a)n+1
dz,

kde γ je libovolná regulární uzav°ená k°ivka s vlastností: indγ(w) = 1 pro v²echny body

w ∈ D(a, r1) (a krom¥ toho víme, ºe indγ(w) = 0 pro v²echna w ∈ C\D(a, r2)). Nap°íklad γ

m·ºe být kladn¥ orientovaná regulární Jordanova k°ivka vD(a, r2), která obsahujeD(a, r1)

ve svém vnit°ku.

Následuje hlavní v¥ta o Laurentov¥ °ad¥. P°ed ní ale je²t¥ provedeme jeden pomocný

výpo£et.

Lemma 5.1.6. Bu¤te a ∈ C, r > 0 a nech´ γr nadále zna£í kladn¥ orientovanou kruºnici

se st°edem v bod¥ a, o polom¥ru r jako v (5.2). Dále bu¤ f ∈ C(〈γr〉). Poloºme

∀z ∈ C\〈γr〉, g(z) :=
1

2πi

∫
γr

f(w)

w − z
dw

a

∀n ∈ Z, cn :=
1

2πi

∫
γr

f(w)

(w − a)n+1
dw.



KAPITOLA 5. 60

Potom platí

∀z ∈ D(a, r), g(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n (5.3)

a

∀z ∈ C \D(a, r), g(z) = −
∞∑
n=1

c−n
(z − a)n

(5.4)

(tím se myslí, ºe ob¥ mocninné °ady v (5.3), (5.4) jsou konvergentní na daném oboru).

D·kaz. (I) Z v¥ty 1.3.5 víme, ºe g je holomorfní funkce na C\〈γr〉. V d·kazu této v¥ty je

také uveden vzorec (1.20) pro koe�cienty v rozvoji do mocninné °ady funkce g na kruhu

D(a, r) ⊂ C\〈γr〉. Jist¥ neu²kodí, kdyº výpo£et v tomto speciálním p°ípad¥ provedeme

je²t¥ jednou. Nech´ |z − a| < r. Pro w ∈ 〈γr〉 upravíme

1

w − z
=

1

(w − a)
(
1− z−a

w−a

) =
∞∑
n=0

(z − a)n

(w − a)n+1
.

P°i pevném z tato °ada konverguje stejnom¥rn¥ v prom¥nné w ∈ 〈γr〉. Díky tomu dostá-

váme

g(z) =
1

2πi

∫
γr

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∫
γr

∞∑
n=0

(z − a)nf(w)

(w − a)n+1
dw

=
1

2πi

∞∑
n=0

(z − a)n
∫
γr

f(w)

(w − a)n+1
dw

=
∞∑
n=0

cn(z − a)n.

To dokazuje rovnost (5.3).

(II) Podobn¥ lze postupovat pro |z − a| > r. Tentokrát provedeme úpravu

1

w − z
= − 1

(z − a)
(
1− w−a

z−a

) = −
∞∑
n=0

(w − a)n

(z − a)n+1
.

Op¥t platí, ºe p°i pevném z tato °ada konverguje stejnom¥rn¥ v prom¥nné w ∈ 〈γr〉.
Dostáváme

g(z) =
1

2πi

∫
γr

f(w)

w − z
dw = − 1

2πi

∫
γr

∞∑
n=0

(w − a)nf(w)

(z − a)n+1
dw

= − 1

2πi

∞∑
n=0

1

(z − a)n+1

∫
γr

f(w)

(w − a)−n
dw

= −
∞∑
n=0

c−n−1

(z − a)n+1
.
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To dokazuje rovnost (5.4).

V¥ta 5.1.7. Bu¤te a ∈ C, 0 ≤ r1 < r2 ≤ +∞ a f ∈ H
(
P (a, r1, r2)

)
. Potom f lze na

P (a, r1, r2) vyjád°it a p°itom jednozna£n¥ jako konvergentní Laurentovu °adu

f(z) =
∞∑

n=−∞

cn(z − a)n. (5.5)

D·kaz. Jednozna£nost Laurentovy °ady jsme jiº rozebrali d°íve v poznámce 5.1.5. V¥-

nujme se nyní existenci. Symbol γr op¥t zna£í kladn¥ orientovanou kruºnici se st°edem v a

a o polom¥ru r, viz (5.2). Dále cn, n ∈ Z, zna£í koe�cienty zavedené v (5.1), kde r m·ºe

být jakékoliv £íslo z intervalu r1 < r < r2. Z diskuze jednozna£nosti víme, ºe pokud rozvoj

(5.5) existuje, tak koe�cienty cn musí mít práv¥ tento tvar.

Zvolme libovoln¥, ale pevn¥ %1, %2 tak, aby

r1 < %1 < %2 < r2. (5.6)

Platí tedy

∀n ∈ Z,
1

2πi

∫
γ%1

f(w)

(w − a)n+1
dw =

1

2πi

∫
γ%2

f(w)

(w − a)n+1
dw = cn.

De�nujeme funkce

∀z ∈ D(a, %2), f+(z) :=
1

2πi

∫
γ%2

f(w)

w − z
dw

a

∀z ∈ C \D(a, %1), f−(z) := − 1

2πi

∫
γ%1

f(w)

w − z
dw.

Podle lemmatu 5.1.6 máme

∀z ∈ D(a, %2), f+(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n (5.7)

a

∀z ∈ C \D(a, %1), f−(z) :=
∞∑
n=1

c−n
(z − a)n

. (5.8)

Dále pouºijeme Cuchy·v integrální vzorec (4.4) z v¥ty 4.1.2 pro Ω := P (a, r1, r2)

a Γ := (−γ%1 , γ%2), kde −γ%1 zna£í opa£nou k°ivku ke γ%1 . P°edpoklad v¥ty (4.2) je spln¥n,

nebo´ indγ%1 (z) = indγ%2 (z) = 0 pro z ∈ C \ D(a, r2) a indγ%1 (z) = indγ%2 (z) = 1 pro

z ∈ D(a, r1). Krom¥ toho pro z ∈ P (a, %1, %2) je

indΓ(z) = − indγ%1 (z) + indγ%2 (z) = 0 + 1 = 1.
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Cauchy·v integrální vzorec vede na rovnost ∀z ∈ P (a, %1, %2),

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)

w − z
dz = − 1

2πi

∫
γ%1

f(w)

w − z
dw +

1

2πi

∫
γ%2

f(w)

w − z
dw

= f−(z) + f+(z).

Vzhledem k (5.7), (5.8) to znamená, ºe funkce f má rozvoj do Laurentovy °ady (5.5) na

mezikruºí P (a, %1, %2). Protoºe volba polom¥r· %1, %2 byla omezena pouze vztahem (5.6),

rozvoj f do Laurentovy °ady existuje i na P (a, r1, r2).
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Laurentovy °ady - pokra£ování

Je²t¥ poznámka o vztahu izolované singularity funkce f v bod¥ a k Laurentov¥ °ad¥

funkce f na okolí bodu a.

Poznámka 5.1.8. Bu¤ f funkce holomorfní na D′(a, r) = P (a, 0, r) pro jisté a ∈ C,
r > 0. Potom f má rozvoj do Laurentovy °ady na okolí bodu a:

∀z ∈ D′(a, r), f(z) =
∞∑

n=−∞

cn(z − a)n.

Typ izolované singularity funkce f v bod¥ a je ur£en touto Laurentovou °adou:

(1) Izolovaná singularita je odstranitelná, práv¥ kdyº cn = 0 pro v²echna n < 0 (tj.

hlavní £ást Laurentovy °ady je nulová).

(2) Izolovaná singularita je pólem °ádu m ∈ N, práv¥ kdyº cn = 0 pro v²echna n < −m
a c−m 6= 0.

(3) Izolovaná singularita je podstatná, práv¥ kdyº cn 6= 0 pro pro nekone£n¥ mnoho

n < 0.

Poznámka 5.1.9. M¥jme dánu funkci f ∈ H
(
P (a, r1, r2)

)
pro a ∈ C, 0 ≤ r1 < r2 ≤ +∞,

s Laurentovým rozvojem

∀z ∈ P (a, r1, r2)
)
, f(z) =

∞∑
n=1

c−n
(z − a)n

+
∞∑
n=0

cn(z − a)n .

Ozna£me po °ad¥ R−, R+ ∈ [ 0,+∞ ] polom¥ry konvergence mocninných °ad

∞∑
n=1

c−nw
n,

∞∑
n=0

cnw
n.

Z konvergence Laurentovy °ady na P (a, r1, r2) plyne, ºe

R− ≥
1

r1

, R+ ≥ r2.

To znamená, ºe pro hlavní £ást Laurentovy °ady

Q(z) :=
∞∑
n=1

c−n
(z − a)n

platí Q ∈ H
(
P (a, r1,+∞)

)
, zatímco regulární £ást je holomorfní na D(a, r2).

Speciáln¥ je-li f ∈ H
(
D′(a, r)

)
pro r > 0, to jest r1 = 0 a r2 = r, pak R− = +∞

aQ ∈ H(C\{a}). P°itom je z°ejmé, ºe funkce f−Qmá v bod¥ a odstranitelnou singularitu.
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5.2 Reziduová v¥ta

Reziduová v¥ta p°edstavuje velice efektivní nástroj pro výpo£et k°ivkových integrál· v kom-

plexní rovin¥. Nejprve zavedeme pojem rezidua.

De�nice 5.2.1. Bu¤ f ∈ H
(
D′(a, r)

)
pro jisté a ∈ C, r > 0, a nech´

f(z) =
∞∑

n=−∞

cn(z − a)n

je rozvoj f do Laurentovy °ady na D′(a, r). Ozna£íme

resa(f) := c−1

a toto £íslo nazveme reziduem funkce f v bod¥ a.

V¥ta 5.2.2 (Reziduová v¥ta). Bu¤te A ⊂ Ω podmnoºina, která nemá v Ω hromadný bod,

a f ∈ H(Ω \ A). Dále bu¤ Γ = (γ1, γ2, . . . , γn), n ∈ N, soubor regulárních uzav°ených

k°ivek v Ω \ A, který spl¬uje podmínku

∀w ∈ C \ Ω, indΓ(w) = 0.

Potom ∫
Γ

f = 2πi
∑
a∈A

indΓ(a) resa(f). (5.9)

Poznámka. Mnoºina Am·ºe být i nekone£ná, ale z p°edpoklad· v¥ty vyplývá, ºe je nejvý²e

spo£etná. Jak v²ak zd·vodníme v rámci d·kazu, nanejvý²e kone£n¥ mnoho s£ítanc· na

pravé stran¥ (5.9) je nenulových, a proto tato rovnice má dobrý smysl i v p°ípad¥ nekone£né

mnoºiny A. Z p°edpoklad· rovn¥º plyne, ºe kaºdý bod a ∈ A je izolovanou singularitou

funkce f . Zd·razn¥me, ºe ve formulaci v¥ty se nep°edpokládá nic o charakteru t¥chto

singularit.

Je²t¥ p°ed tím, neº p°ikro£íme k d·kazu, m·ºeme jako okamºitý d·sledek reziduové

v¥ty popsat speciální p°ípad, kdy soubor Γ se sestává z jediné k°ivky, kterou je regulární

Jordanova k°ivka.

D·sledek 5.2.3. P°i stejných p°edpokladech na Ω, A a f jako ve v¥t¥ 5.2.2 bu¤ γ kladn¥

orientovaná regulární Jordanova k°ivka v Ω \ A, která spl¬uje int(γ) ⊂ Ω. Potom∫
γ

f = 2πi
∑

a∈int(γ)∩A

resa(f).

D·kaz v¥ty 5.2.2. (I) Poloºme

V := {w ∈ C \ 〈Γ〉; indΓ(w) = 0}, K := C \ V = {w ∈ C \ 〈Γ〉; indΓ(w) 6= 0} ∪ 〈Γ〉.
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Tvrdíme, ºe K ⊂ Ω je kompaktní mnoºina.

Mnoºina V je ur£it¥ otev°ená, nebo´ index jako funkce bodu je lokáln¥ konstantní.

Tudíº K je uzav°ená mnoºina. Abychom ukázali, ºe K je také omezená, ozna£íme jako

U neomezenou souvislou komponentu mnoºiny C \ 〈Γ〉. Víme, ºe U ⊂ V , a tedy naopak

K = C \ V ⊂ C \ U . Mnoºina C \ U je ale omezená (U obsahuje dopln¥k kruhu D(0, r)

pro r dostate£n¥ velké).

Dále podle p°edpokladu C \ Ω ⊂ V , a proto K = C \ V ⊂ Ω.

(II) Poloºme

B := {a ∈ A; indΓ(a) 6= 0}.

Mnoºina B je kone£ná nebo prázdná. Skute£n¥, protoºe mnoºiny A a 〈Γ〉 jsou disjunktní,

B = A ∩ K. Ale pr·nik A s kompaktní mnoºinou K nem·ºe být nekone£ný, jinak by A

m¥la v K ⊂ Ω hromadný bod.

Ozna£me body mnoºiny B (navzájem r·zné) jako

B = {a1, a2, . . . , an}.

Zde pokládáme n = 0 pro B = ∅, jinak n ∈ N. Dále pro kaºdý index j, 1 ≤ j ≤ n, ozna£me

jako Qj hlavní £ást Laurentovy °ady funkce f na okolí bodu aj ve smyslu poznámky 5.1.9.

Potom Qj ∈ H(C \ {aj}) a funkce f −Qj má v bod¥ aj odstranitelnou singularitu.

Navíc pro kaºdý index j platí

1

2πi

∫
Γ

Qj = indΓ(aj) resaj(f).

K ov¥°ení této rovnosti si sta£í uv¥domit, ºe Qj(z) je mocninná °ada v prom¥nné (z−aj)−1,

která konverguje stejnom¥rn¥ na 〈Γ〉, a proto m·ºeme zm¥nit °adu a integrál. P°itom, jak

jsme jiº d°íve poznamenali p°i odvozování Cauchyovy v¥ty,∫
Γ

(z − aj)−n dz =
1

−n+ 1

∫
Γ

d
dz

(z − aj)−n+1 dz = 0 pro n = 2, 3, 4, . . . .

Proto ∫
Γ

(
Qj(z)−

resaj(f)

z − aj

)
dz = 0.

Krom¥ toho ∫
Γ

(z − aj)−1 dz = 2πi indΓ(aj).

(III) Nyní m·ºeme pouºít obecnou Cauchyovu v¥tu 4.1.2. Poloºme

Ω0 := Ω \ (A \B) = (Ω \ A) ∪B
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a

g := f −
n∑
j=1

Qj ∈ H(Ω0).

Pov²imn¥me si, ºe dvojice Ω0 a Γ spl¬uje p°edpoklady v¥ty 4.1.2, to jest podmínku

(4.2). Skute£n¥, nech´ w ∈ C \ Ω0 = (C \ Ω) ∪ (A \ B). Potom bu¤ w ∈ C \ Ω, a v tom

p°ípad¥ indΓ(w) = 0 podle p°edpokladu. Nebo w ∈ A \ B, a v tom p°ípad¥ indΓ(w) = 0

vzhledem k tomu, jak jsme zavedli mnoºinu B.

Obecná Cauchyova v¥ta pro g ∈ H(Ω0) dává

0 =

∫
Γ

g =

∫
Γ

f −
n∑
j=1

∫
Γ

Qj

=

∫
Γ

f − 2πi
n∑
j=1

indΓ(aj) resaj(f).

Tím je v¥ta dokázána.

5.3 Meromorfní funkce

Obecn¥j²í t°ídou funkcí neº jsou holomorfní funkce, se kterou se p°itom £asto pracuje, jsou

meromorfní funkce. U t¥chto funkcí se poºaduje, aby byly holomorfní na dané otev°ené

mnoºin¥ s výjimkou izolovaných bod·, ve kterých funkce m·ºe mít singularity typu pól.

To znamená, ºe podstatné singularity nejsou p°ípustné. Typickým p°íkladem meromorfní

funkce na celé komplexní rovin¥ je podíl dvou polynom·. P°itom samoz°ejm¥ polynom ve

jmenovateli musí být nenulový.

De�nice 5.3.1. �ekneme, ºe komplexní funkce f je meromorfní na Ω, jestliºe existuje

mnoºina A ⊂ Ω s vlastnostmi

(1) f ∈ H(Ω \ A),

(2) v kaºdém bod¥ mnoºiny A má f má izolovanou singularitu, která je pólem.

Poznámka. Podle de�nice má mnoºina A pouze izolované body. P°ipou²tí se i moºnost

A = ∅. V tom p°ípad¥ je f prost¥ holomorfní funkce na Ω. Hodnoty meromorfní funkce

v bodech, které jsou póly, m·ºeme chápat jako rovny komplexnímu nekone£nu.

Zna£ení 5.3.2. Bu¤ f meromorfní funkce na Ω. Ozna£me (jako d°íve)

Z(f) := {a ∈ Ω; f(a) = 0}

a

P(f) := {a ∈ Ω; f(a) =∞ (tj. f má pól v bod¥ a)}.
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Poznámka 5.3.3. Bu¤te n ∈ N, n ≥ 2, U ⊂ Rn otev°ená mnoºina a M ⊂ U . Nech´ M

nemá v U hromadný bod. Je-li U souvislá mnoºina, potom mnoºina U \M je také souvislá.

Zd·vodn¥ní bude pouze neformální, ale snad intuitivn¥ p°ijatelné. Víme, ºe otev°ená

mnoºina v Rn je souvislá, práv¥ kdyº je k°ivkov¥ souvislá. Tvrdíme, ºe mnoºina U \M je

k°ivkov¥ souvislá. M¥jme dva libovolné body v U \M . Potom v U existuje k°ivka, která

tyto dva body spojuje. P°itom tato k°ivka m·ºe procházet nejvý²e kone£n¥ mnoha body

mnoºinyM vzhledem k tomu, ºeM nemá v U hromadný bod (geometrický obraz k°ivky je

kompaktní mnoºina). Dále tvrdíme, ale jiº bez dal²ích podrobností, ºe v dimenzi n ≥ 2 lze

uvaºovanou k°ivku �mírn¥ deformovat� uvnit° mnoºiny U tak, aby se deformovaná k°ivka

vyhnula bod·m z M , kterými p·vodní k°ivka procházela, a p°itom aby nepro´ala ºádný

nový bod z M .

Poznámka 5.3.4. Je-li f meromorfní funkce na Ω, potom mnoºina pól· P(f) nemá v Ω

hromadný bod. To také znamená, ºe mnoºina P(f) je lokáln¥ kone£ná, a tudíº nejvý²e

spo£etná.

Skute£n¥, pokud by a ∈ Ω byl hromadným bodem mnoºiny P(f), potom f nem·ºe být

holomorfní na ºádném okolí bodu a. Bod a nem·ºe být ani pólem, protoºe podle de�nice

je pól izolovanou singularitou. Tím jsou vy£erpány v²echny moºnosti a dostáváme spor.

Je-li navíc Ω oblast (je souvislá) a f není identicky rovna 0, pak mnoºina ko°en· Z(f)

také nemá v Ω hromadný bod.

Skute£n¥, takový hromadný bod by nemohl být pólem, a leºel by tedy v Ω \ P(f).

P°itom f ∈ H
(
Ω \ P(f)

)
a podle poznámky 5.3.3 je Ω \ P(f) také souvislá mnoºina.

Jak v²ak víme, pokud funkce f je holomorfní na n¥jaké oblasti a ko°eny f zde mají

hromadný bod, pak f je na této oblasti identicky rovna 0. To by ov²em znamenalo spor

s p°edpokladem.

P°ímo z de�nice je patrné, ºe sou£et nebo sou£in dvou meromorfních funkcí na Ω je

také meromorfní funkce.

Cvi£ení 5.3.5. Bu¤ f meromorfní funkce na oblasti Ω (Ω je otev°ená a souvislá). Jestliºe

f není identicky rovna 0, pak reciproká funkce 1/f je také meromorfní na Ω. Dokaºte!

Návod: Funkce 1/f je de�nována v²ude na Ω s výjimkou podmnoºiny P(f) ∪ Z(f).

P°ímo z de�nice pólu plyne, ºe mnoºina P(f) je diskrétní (kaºdý její bod je izolovaný).

Z poznámky 5.3.4 dále vyplývá, ºe kaºdý ko°en funkce f je izolovaný, a tedy mnoºina Z(f)

je také diskrétní.

Pro a ∈ P(f) platí

lim
z→a

1

f(z)
= 0.

To znamená, ºe funkce 1/f má v a odstranitelnou singularitu a nabývá zde hodnotu 0.

Naopak ukaºte, ºe jestliºe a ∈ Ω je izolovaným ko°enem funkce f , pak funkce 1/f má

v bod¥ a pól.
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Odtud jiº plyne, ºe 1/f je meromorfní funkce. Navíc jsme zjistili, ºe

Z
(

1

f

)
= P(f), P

(
1

f

)
= Z(f).

Jako okamºitý d·sledek tohoto cvi£ení dostáváme následující tvrzení.

Tvrzení 5.3.6. P°edpokládejme, ºe Ω ⊂ C je oblast. Potom mnoºina v²ech meromorfních

funkcí na Ω vzhledem k b¥ºným operacím s£ítání a násobení funkcí je t¥lesem.


