Kapitola 1

1.1 Holomorfni funkce

Umluva 1.1.1. Q vSude zna¢i neprazdnou otevienou podmnozinu C.

Véta 1.1.2. Necht f: Q — C uvaZovand jako funkce z R* do R? md (totdlni) derivaci
df(woyo) ¥ bOdE 29 = xo +iyo € Q. PoloZme u := Re f, v := Im f. Potom deriace podle
komplexni proménné f'(z) existuje, prave kdyz jsou splnény Cauchyovy-Riemannovy (CR)

rovnice

Ox oy oy Ox
Disledek 1.1.3. Bud f: Q — C. Necht u := Re f, v := Im f maji spojité (redlné)

parcidlni derivace 1. Fddu na néjakém okoli bodu zy = xo+iyy € 2. Potom f'(2y) existuje,

Ou(xo, Yo) _ dv(wo,yo)  Ou(wo, Yo) _ _av(io,yo) (1.1)

prave kdyz jsou splnény CR rovnice (1.1).

Poznamka 1.1.4. Pro vypocet derivaci podle komplexni proménné plati obdobna pravidla
jako pro realné funkce redlné proménné a rovnéz dikaz by byl zcela analogicky.

(1) Budte f: Q — C, 2z € Q. Jestlize f'(zy) existuje, pak f je spojitd v zo.

(2) Budte f,g: Q — C, 2y € Q, A € C. Jestli f'(z0), ¢'(20) existuji, potom existuji

rovnéz

Af+9)(20) = M'(20) + ¢ (20), (linearita)
(f9)'(20) f'(20)9(20) + f(20)g'(20)- (Leibnizovo pravidlo)

Poznamka 1.1.5. Budte U,V C C neprdzdné oteviené mnoziny, f: U — C, g: V — C,
20 € U. Necht f(U) CV a polozme

wo = f(20), h:=go f.
Jestlize existuji f'(z20), g'(wo) € C, potom ezistuje také h'(zy) € C a plati

W (z0) = g'(wo) f'(20)- (1.2)
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Ovérend. Zduvodnit ,fetézové pravidlo® (1.2) je mozné dvojim zptusobem. Bud ho lze
dokazat vysSetfenim limity definujici derivaci podle komplexni proménné — naprosto ob-
dobné jako u realnych funkci redlné proménné.

Nebo se mizeme odvolat na jiz znama pravidla pro derivovani vektorovych funkeci od
vice realnych proménnych. Divame-li se na f, g, h jako na funkce z R? do R?, mame
f:U—=C, g:V —=C, z = (xo,y) € Uadile f(U) C V. Pfedpokladame, e existuj
d]?($07y0), dg(zo,y0) @ jsou splnény CR rovnice. Potom h:= go f: U — R? a existuje

dh(xovyo) = dgf($07y0)df($()7y())'

Zde totalni derivace ve standardni bazi ztotoziiujeme s 2 X 2 readlnymi maticemi a na praveé

strané je soucin matic. Dokonceni je v néasledujicim cviceni.

Cviceni 1.1.6. Budte A, B € R?? a necht prislusné maticové prvky splituji
Ay = Agg, Ayg = —Agy, Bin = Ba, Biz = —Bay.
Tyto rovnice odpovidaji CR rovnicim. Potom C := A B spliiuje obdobné rovnice, tj.
Cii = Ca, Cra = —Cy

Overte!

Definice 1.1.7. Bud f: Q) — C. f{ekneme, ze f je holomorfni na Q, jestlize f'(z) existuje
pro vSechna z € ().

Mnozinu holomorfnich funkei na € oznacime H(2).

Poznamka 1.1.8. (1) H(R2) je vektorovy prostor s obvyklym s¢itanim funkei a nasobenim
skalarem. Vzhledem k Leibnizovu pravidlu je ziejmé, ze H(Q2) je dokonce (asociativni) ko-
mutativni algebra, coz je vektorovy prostor, na kterém je navic zavedena operace nasobenti,
ktera je asociativni, komutativni a bilinearni (v tom je obsazen také distributivni zakon).

(2) Slozenim dvou holomorfnich funkei, pokud mé smysl, dostavame opét holomorfni

funkci.
Definice 1.1.9. Je-li f holomorfni na C, tikdme, Ze f je celd funkce.

Priklad 1.1.10. (1) f(z) := 2" pro n € Ny je cela funkee, f'(z) = nz""1
(2) f(z) := 27" pro n € N je funkce holomorfni na C \ {0}, f'(z) = —nz"""1.

(3) Exponenciélni funkce

o0 n

[ =exp(x) = =
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je cela funkce, f'(z) = f(z2).

I v komplexnim oboru plati
Vw, z € C, exp(w) exp(z) = exp(w + z). (1.3)

Cviceni 1.1.11. Owéite rovnost (1.3) primgm vgpoctem!

Cvi€eni 1.1.12. Funkce f(z) := Z je definovana vsude na C. Jestlize ji uvazujeme jako

zobrazeni R? do R?, dostavame

frv:]RZ%RQ: (m) —> (Ref(x+iy)) :< o )
y Im f(z + iy) —y

Potom f € C*(R? R?) a

1 0
\V/(ZL’,y)ERQ, df(a:,y): ( 0 —1 )

Ukazte piimgm vygpoctem limity, kterd definuje derivaci, Ze f'(z) neexistuje pro Zddné
zeC/

Poznamka 1.1.13. Piepsani parcialnich derivaci 1. fadu na R? v komplexnich soufad-

nicich. Ztotonime R? = C a misto realnych souiadnic z, y na R? pouzijeme komplexni

soufadnice
r=x+1iy, Z=x—1y. (1.4)
Inverzni transformace méa tvar
Lt y=t o3 (1.5)
35—22 z,y—%z Z). )

Formalni vypocet parcidlnich derivaci vede na vztahy

0 _0:0 920 _0 0 0 _9:0 920 __0 .9

Or  0r0: 0x0: 02 02 oy oOyo: owoz 0z '07
a v opacném sméru

o 0xd a%g_1(a ,a) o  oxd 8y8_1(8 a>
Y 2 *

9z 0200 9z0y 2\0x '@y) 9z 0z0z @ 9zay 2\0z 'Oy

Definice 1.1.14. Budte z, y soufadnice na R? ve standardni bazi a z := z + iy komplexni

soufadnice na C. Z definice pokladame

o _1(o ;0N 90 1790 .0
0z 2\0x oy) 0z 2\0r oy)
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Tvrzeni 1.1.15. Bud f: U — C, kde U C R? je oteviend podmnoZina, (zg,vyo) € U.

Oznacéme
e (2) o (110
y Im f(z,y)

(coZ je prepsand funkce f po ztotozneéni C = R?). Necht existuje (totdlni) derivace df(zoﬁyo)

(kterou ztotoznujeme ve standardni bazi s 2x2 redlnou matict). Potom pro vSechna §,n € R

plati
: x § 0 0 _
(1 4) dfwom) n = @f(xmyo)C‘F gf(%,yo) G, (1.6)
kde ¢ := &+ in.
Diikaz. Ozna¢me u := Re f, v := Im f. V néasledujicich vyrazech se vSechny parcialni

derivace berou v bodé (zg,y). Pro levou stranu dostavame vyraz

Pro pravou stranu mame

PS = (%(%—i%)(u—i—iv)) (€ +1in) + (%(%H%)(uﬂv)) (& —in).

Po roznéasobeni pravé strany a porovnani realnych a imaginarnich ¢asti obou stran zjistime,

ze plati rovnost. O
Cviceni 1.1.16. Dokoncete dikaz turzeni pomoci samostatného vijpoctu!

Véta 1.1.17. Bud f: Q — C. Necht f uvaZovand jako funkce z R? do R? md na Q spojité

parcidlni deriwvace 1. ¥ddu. Potom f je holomorfni na Q, prdveé kdyZ je splnéna rovnost

%f =0 udenticky na Q. (1.7)
Je-li tomu tak, potom plati
. , 0
V2o = xo+iyo € 2, f'(20) = &f(foayo) (1.8)

(kde na levé strané f chdpeme jako komplexni funkci od komplexni proménné a na pravé

stran€ jako komplexzni funkci od dvou redlngch proménngch).

Diikaz. Jestlize rovnici (1.7) rozloZime na redlnou a imaginarni ¢ast, dostaneme piesné CR
rovnice.

Jestlize plati (1.7), potom (1.8) je okamzitym diisledkem (1.6), uvazime-li, ze d fiz, yo)
piejde v f'(29) po ztotoznéni R? s C. O

Cviceni 1.1.18. Doplnte podrobnosti v dikazu véety 1.1.17!



KAPITOLA 1. 3

Poznamka 1.1.19. Transformaé¢ni vztahy (1.4), (1.5) maji dobry smysl jako substituce
proménnych v piipadé polynomialnich funkci. Bud p € C[z,y| polynom od dvou realnych
proménnych, ale obecné s komplexnimi koeficienty. Definujme polynom od dvou komplex-

nich proménnych p € Clz, z] vztahem

Pokud Z chapeme jako komplexné sdruzenou proménnou k z, tak p predstavuje komplexni
funkci. Tato funkce bude holomorfni, pravé kdyz p po roznasobeni bude zaviset pouze na

z a nikoliv na z.

Cvi¢eni 1.1.20. Na R? bez uzaviené zaporné z-ové poloosy mame polarni souiadnice

(r,¢) € (0,+00) x (—m, ), pricem7 plati
T =1rcos¢, y=rsin¢.

Vyjdadrete parcidlni diferencidlni operdtory 0/0z a 0/0z v poldrnich souradnicich!

Poznamka 1.1.21. Na oblasti C\ (—o0, 0] se zavadi logaritmus jako funkce od komplexni

proménné z. Pouzijeme polarni souiadnice (r, ¢) € (0,4+00) X (=7, m), pro které
z=re?, atedyr=|z|

Pokladame
Inz:=1Inr+10¢.

Cviceni 1.1.22. Dokazte

exp(lnz) = =z na C\ (—o0,0],

In(expz) = z  pro|lmz| <x!

CviCeni 1.1.23. S vyuzitim véty 1.1.17 ukazte, Ze logaritmus je holomorfni funkce na

C\ (—00,0] a spoctéte jeji derivaci!

Poznamka. 7 pozdéjsich vysledku bude ziejmé, Ze takto zavedeny logaritmus na
C\ (—00,0] je jednozna¢né urcen nasledujicimi dvéma vlastnostmi:

(i) logaritmus v komplexni proménné se na kladné realné polopiimce shoduje s jiz dfive
zavedenym logaritmem v realné proménné (ktery se zavadi standardné jako ve stiedoskol-
ské matematice),

(ii) logaritmus je holomorfni funkce na C\ (—o0,0].

Poznamka 1.1.24. Bud a € C libovolné komplexni ¢islo. Na oblasti C \ (—o0, 0] definu-

jeme funkci

fa(2) :==exp(alnz).
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Tuto funkci miazeme vyjadiit v polarnich soufadnicich (které zistavaji stejné jako pii
definici logaritmu):
fa(2) = explalnr +ia), z =re".

Specialné pro a € R mame
ulz) = roee

aproa=mn € Zje f,(z) = z" Dale pro a,b € C plati f,(2)fp(2) = fars(2).
Funkei f,(z) mazeme interpretovat jako z. Tato funkce je ur¢ité holomorfni, protoze

vznikla slozenim dvou holomorfnich funkci.

Cvi€eni 1.1.25. Spoctete fl(z)!
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1.2 Analytické funkce

Pfipomenuti 1.2.1. Bud u,, n € Ny, posloupnost (obecné komplexnich) funkei na in-
tervalu I C R, kterd spliuje podminky:

(i) Vn € Ny, u, € C'(I),

(ii) fada

u(@) ==Y uy(z) (1.9)

konverguje alespon v jednom bodé zy € I,

(iii) fada N
v(x) = Zu;(x)

konverguje stejnomérné na I.
Potom tada (1.9) konverguje lokalné stejnomérné na I (tj. stejnomérné na kazdém

kompaktnim podintervalu v I), u € C'(I) a v/(z) = v(x) pro viechna z € I.

Pfipomenuti 1.2.2. Budte ¢, € C, n € Ny, ¢iselna posloupnost, a € C. Polomér konver-

gence R € [0, +00 ]| mocninné fady

f(z) = ch(z —a)" (1.10)

lze spocitat podle vzorce

— =1 |
7 imsup |¢,|

n—oo

Polomér konvergence mé vlastnosti:
o0
(i) Vr € [0, R), Z len] r™ < o0,

n=0
(ii) pro zadné z € C, |z — a| > R, fada (1.10) nekonverguje, dokonce ani nemiize platit
rovnost

1}1—{20 cn(z —a)" =0.

Z bodu (i) plyne, 7e mocninna fada (1.10) konverguje absolutné na D(a, R) a stejno-
mérné na D(a,r) pro kazdé r € [0, R).
Odtud pak déle plyne, Ze soucet fady (1.10) definuje funkei f € C'(D(a, R)).

Cvi€eni 1.2.3. Derivovanim fady (1.10) ¢len po ¢lenu dostaneme fadu
g(z) = chn(z —a)" ! (1.11)
n=1

Ukazte, Ze tady (1.10) a (1.11) maji stejné poloméry konvergence!
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Definice 1.2.4. Bud f: Q — C. f{ekneme, 7e funkce f je analytickd na €, jestlize pro
kazdy bod zp € Q existuje polomér r > 0 takovy, ze D(z,7) C Q a f lze na D(z,7)

vyjadrit jako konvergentni mocninnou radu se stiedem v z.

Poznamka 1.2.5. Pro funkce (obecné komplexni) od realné proménné se zcela obdobné
zavadi pojem realné analytické funkce. Bud'te I C R otevieny interval, f funkce definovana
na I. f{ekneme, 7e f je redlné analytickd na I, jestlize pro kazdé zy € I existuje € > 0 tak,
ze (xg —€,x9+€) C I a flze na (xg — €, 19 + €) vyjadiit jako konvergentni mocninnou
radu.

V dalgim ale tento pojem nebudeme pouzivat.

Véta 1.2.6. Necht mocninnd Tada

= Z cn(z —a)”
n=0
md polomer konvergence R > 0. Potom f € H(D(a, R)) a
Vz € D(a,R), f'( chnz—a -1

Diikaz. Podle pripomenuti 1.2.2 je f dobie definovana a spojitd funkce od komplexni
proménné z € D(a, R). Funkci f mizeme také uvazovat jako funkci od dvou realnych
proménnych x, y, kdyz piSeme z = x + 1y. UkdZeme, Ze v tom piipadé ma f spojité
parcialni derivace 1. radu.

Bez tijmy na obecnosti mazeme polozit a = 0. Pro pevné y € R, |y| < R, zavedme

funkci redlné proménné:

Vo €I, = (— R —y2 V/R2—y2), hy(z) = f(z+iy) = ch:ﬁ+zy

Vezmeme-li v ivahu cvi¢eni 1.2.3, snadno zjistime, ze podminky (i), (ii), (iii) z pFipomenuti
1.2.2 jsou splnény (pro u,(x) = c,(z + iy)"; dopliite podrobnosti!). Zjistujeme tak, 7e
h, € C*(I,) a na D(a, R) plati

0 :
p [z +iy) = hy( chn x +y)" (1.12)

Obdobné lze zdivodnit, ze na D(a, R) rovnéz plati

8 oo
gy J @t i) =i nen(w+ i) (1.13)

n=1
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Z (1.12), (1.13) dostavame

1
%f(eriy) = 5(%+i§y)f(x+iy) =0 na D(a, R).
Podle véty 1.1.17 odtud plyne, Ze f je holomorfni na D(a, R). Podle té samé véty spocteme

derivaci f podle komplexni proménné:
0 1/ 0 0] -
/ . . . . . o . n—1
FOlecer = 5 1) = (g iy ) i) = Someala i

To dokazuje vétu. 0

Tuto vétu jsme mohli alternativné dokéazat také tak, ze bychom komplexni derivaci

vypocitali pfimo jako limitu. Nejprve odvodime jako cvic¢eni jeden pomocny vysledek.

Cviceni 1.2.7. Pron € N, n > 2, a pro w, z € C, w # z, plati rovnost

w" — 2" n—1 . j n—j—2
wvoE — (w— R 1.14
oz (w— 2) ‘ (n—j—1uwz (1.14)

Dokazte! Navod: Jednim moznym postupem, ne jedinym, je vyjadrit obé strany jako poly-
nomy od dvou komplexnich proménnych w, z, to jest ve tvaru kone¢né sumy » ik v pwd 2F

pro jisté koeficienty o) € C, a poté porovnat koeficienty na obou stranach.

Poznamka 1.2.8. Jiny dikaz véty 1.2.6. Pfimym vypoctem limity ukdZeme, ze pro kazdé
z € D(a, R) existuje f'(z) = g(2), kde ¢ je dano v (1.11).

Opét bez Gjmy na obecnosti pokladame a = 0. Necht je dano z € D(0, R). Zvolme r
tak, ze |z| < r < R. Necht dale w € D(0,r). Upravime

n

e W (e |

Vzhledem k identité (1.14) odhadneme
fw—fz 0 n—2 . . w— 00 .
fw) = f2) < |w—z\Z|Cn|Z(n—j—l)r 2:%Z|0n|n(n—l)r 2,

n=2 7=0 n=2

o —9()

Dokonceni je v dalsim cviceni.

Cvi€eni 1.2.9. Za danych predpokladi je > 7, ¢ [n(n — 1)r"? < oo, a proto

lim (M - g<z>> ~0.

w—z w — z

To znamené, ze existuje f'(z) = g(z). Zdivodnéte!



KAPITOLA 1. 10

Véty 1.2.6 ma nékolik disledki.

Disledek 1.2.10. Za stejnijch piedpokladi jako ve vété 1.2.6 md funkce f na D(a, R)

komplezni derivace vech ¥ddi (znacime je, jak je obvyklé, f*)(z), k € Ny). Pritom plati
fP)=> "nn—1)(n—k+1)cy(z —a)"™* (1.15)
n=k

pro z € D(a, R) a k € Ny. Specidlné
Vk € Ny, f¥(a) = k! e (1.16)

Diikaz. Matematickou indukci lze dokazat, Ze pro viechna k € N je f) ¢ H(D(a,R))
a plati (1.15). Ptipad k£ = 0 je dan predpoklady véty 1.2.6 a sama véta pak zarucuje
indukéni krok.

Pro odvozeni rovnosti (1.16) sta¢i v (1.15) polozit z = a. O

Disledek 1.2.11. Budte R > 0, a € C a necht je dina funkce f: D(a, R) — C, kterou

lze vyjadrit na D(a, R) ve tvaru mocninné fady s komplexnimi koeficienty

Potom

To znamend, Ze vyjddieni funkce ve tvaru mocninné Fady, pokud existuje, je urcéeno jed-

NOZNACNE.

Diikaz. Jestlize f lze vyjadfit na D(a, R) ve tvaru mocninné fady, pak f spliuje piedpo-
klady véty 1.2.6, a tedy pro f plati disledek 1.2.10. Podle tohoto dusledku jsou koeficienty
fady dany vztahem (1.16). O

Disledek 1.2.12. KazZdd funkce, kterd je analytickd na 2, je na € holomorfni.

Diikaz. Pro danou analytickou funkci f na €2 zvolme libovolny bod zy € 2. Kombinace
definice analytické funkce a véty 1.2.6 zarucuje existenci poloméru r» > 0 takového, ze

f € H(D(z0,7)). To specialng znamena, Ze f’(z) existuje. O
Cviceni 1.2.13. Doplrte podrobnosti v diikazech viech ti disledki!
Cvi€eni 1.2.14. Bud c € C ana Q := C\ {c} definujeme

1

z—c

VzeQ, f(z):=

Potom f je analyticka funkce na €.
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Pro libovolné zy € Q vyjddrete f ve tvaru mocninné fady na néjakém kruhovém okoli
bodu zy a naleznéte polomér konvergence R, této fady v zdvislosti na zy!

Odpoveéd: R, = |z0 — c|.

Cvi€eni 1.2.15. Na Q := C\ {i, —i} definujeme

VzeQ, f(z):= .
f(z) 22 +1
Potom f je analyticka funkce na Q.
Pro libovolné zy € Q vyjddrete f ve tvaru mocninné fady na néjakém kruhovém okoli
bodu zy a naleznéte polomeér konvergence R, této fady v zdvislosti na zy!
Odpovéd: R., = min{|zy — i, |20 + 7| }.

Pojem, ktery nyni zavedeme, ma pouze pomocny charakter, ale poslouzi ndm velmi
dobie pii dalsim studiu vztahu mezi analytickymi a holomorfnimi funkcemi. Nejedna se

vSak o bézné znamy a pouzivany pojem.

Definice 1.2.16. Bud f: Q — C. Rekneme, ze funkci f lze vyjadrit mocninnou Tadou na
(2, jestlize na kazdém (!) kruhu s kladnym polomérem D(a,r) C Q lze f vyjadrit ve tvaru

mocninné fady se stfedem v bodé a.

Poznamka 1.2.17. Porovname-li tuto definici s definici analytické funkce, vidime, ze
prvni z obou pojmu predstavuje silnéjsi pozadavek na funkci f. Jestlize f lze vyjadrit
mocninnou fadou na €2, potom f je na €2 analytickd. Jak vyplyne z dalsiho vykladu, plati
i opa¢na implikace. Je-li f analyticka na €2, potom f lze vyjadiit mocninnou Fadou na 2.

Druhéa implikace ale neni v zddném piipadé ziejma a je t¥eba ji dokazat.

1.3 Kiivkovy integral

Ptipomenme, ze kiivka v: [a, ] — C spojité zobrazujici kompaktni interval [, 5] C R do
C, je requldrni, je-li po ¢astech z C. Geometrickyj obraz k¥ivky v je kompaktni podmnoZina

(v) C C, ktera je rovna oboru hodnot zobrazeni .

Znaceni 1.3.1. Budte [«, 5] C R kompaktni interval, v € C([«,3]) regularni kiivka
a f € C((y)). Pokladame

/sz/wf(z) dz = /jf(v(t))v’(t) dt.

Takto zavedeny symbol (nebo takto vypoctené ¢islo) nazveme integralem funkce f podél

krivky .
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Poznamka 1.3.2. (1) Je tieba rozlisovat mezi integralem funkce podél kiivky ~ a inte-
gralem téze funkce pies jednorozmérnou varietu (7). Jestlize v: [«, 5] — C predstavuje

parametrizaci variety () C C, pak

B8
= ! dt.
/Mf / FO0) (1) dt

Jako jednoduchy ilustrativni priklad muzeme uvést funkci f identicky rovnou 1 na C
a kiivku
Y(t) :==€" prot € [0,27].

Tedy 7 je kladné orientovand jednotkova kruznice a (y) = S C R?, pokud ztotoznime C

/1—0, / 1 =2m.
¥ st

(2) Uvedené predpoklady ohledné f a v zarucuji existenci kiivkového integralu, pficemz

s R?. Snadno zjistime, Ze

jeho hodnota je koneéné komplexni ¢islo. Tyto predpoklady by vSak bylo mozné zeslabit.
Napiiklad existenci kiivkového integralu by zarucoval i pfedpoklad: f o v je méfitelna
a omezena funkce.

(3) Pfipomenime si, ze regularni kiivka v ma kone¢nou variaci

B
VA(y) = / (1) dt,

kterd ma vyznam délky kiivky. Pfi zavedeni kiivkového integralu by stacilo pozadovat, aby
kiivka v méla konefnou variaci a nemusela by byt nutné regularni. Potom pro f € C({(v))

by defini¢ni vztah vypadal nasledovné:

/vfrz/jfovd%

kde napravo je Riemanniv-Stieltjesiv integral.
Nicméné v dalsim vykladu se jiz ve svych Givahédch omezime pouze na regularni kiivky.
(4) Pro regularni kiivku v € C([a, B]) a f € C({7)) jsme jiz diive odvodili odhad

‘/Wf’ < N fllewn Vi (), (1.17)

kde || fllc(qyy) = max.ey [ f(2)]-

Poznamka 1.3.3. Zduvislost requldrni kiivky na substituci. Méjme danu regularni kiivku
v € C([a, B]). Déle bud ¢ € C'([ay, 51 ]) realna funkee, kterd spliuje

(i) Vte[a,B], ¢'(t) >0,

(i) p(en) = a, ¢(b1) = 6.
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Potom ¢ zobrazuje vzdjemné jednoznalné interval [aq,(;] na [a,B] a existuje
¢~ € C'([a, B]). Polozme
M=o P S C([ahﬁlb-

Kfivka 71 je opét regularni a (y,) = (7). Naopak v = v o ¢~ 1. Pro libovolnou funkci
f € C({7)) mame, vzhledem ke standardni vété o substituci,

B1 B1 B1
/f::/fmwmww:/(mwwmw@www:/f@@w@m

[ | |

Vzhledem k rovnosti f% f= f7 f pro vsechny funkce f € C'({vy)) povazujeme kiivky v
a 1 za ekvivalentni.
Specialné vhodnou linedrni substituci muzeme pievést interval [«, 5] na jiny, stan-

dardné voleny interval. Standardni volbou byvaji ¢asto intervaly [0, 1] nebo [0, 27 ].

Poznamka 1.3.4. Opacénd krivka. Bud v € C([a, #]) regularni kiivka. Polozme

vt [a,B], n(t) :=r(a+ 5 1)

Potom 7 € C([a,f]) je také regularni kiivka a (v) = (). Pro libovolnou funkeci
f € C(()) méme

B8 B8
/f = /f(’yl(t) f OH—ﬁ—t)) (a—l—ﬁ—t)dt
o 5
_ /f(ws) 1)
B8

/s

Rekneme, Ze 1 je opacnd kiivka ke . Nékdy ji zna¢ime —-.

Véta 1.3.5. Budtey € C([«, B]) requldrni kvivka, o, € C({7)). Polozme Q := C\p((7))
(mnoZiny (), (7)) jsou kompaktni). Potom funkce

_ ¥(¢)
(2) = /7—90(0 L (1.18)

je dobre definovand na ) a lze ji zde vyjddiit mocninnou Tadou.

Diikaz. Pro libovolné pevné z € 2 je integrand v (1.18) spojitou funkei v proménné ¢ € ()
a proto integral existuje a hodnota f(z) je dobie definovana.
Necht D(a,r) C Q pro kladny polomér r a z € D(a,r). Potom podle definice Q je
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o({(7)) N D(a,r) =10, a proto

|z — al |z — al

Ve (), lp(Q) —al>r = O —a S < L. (1.19)
Pro ¢ € (7) upravime
1 B 1 = (z—a)"

AD=2 (@ -a)(1-2%) = e0-a™

Vzhledem k odhadu (1.19) fada konverguje stejnomérné pro ¢ € (7y). Dosadime do integralu

(1.18), pfi¢emz muzeme zaménit integral a sumu. Dostavame
/ Y(¢) dCZ/#}(Oi (Z_a)nanC:i(Z_a)n/%dg
L elQ) =2 S (e(6) —a) = 1 (#(0) = a)

Zjistili jsme, 7Ze

- ¥(Q)
Vz € D( (2 —a)", kde ¢, = | ———=1___dC. (1.20)
z CL T‘ ;C Z CL e C /’y (SO(C)_&) 1

To dokazuje vétu. O]
Pozndmka. Odhadnéme koeficienty ¢, v (1.20). Vzhledem k (1.17) dostavame

1 c,
leal < @l VE () A T S i kde C == [[¢[|lc(y) VE ()

To znamend, Ze mocninna fada v (1.20) konverguje alespon tak rychle, jako geometricka

fada s kvocientem | |
zZ—a
— < 1.
r
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1.4 Index bodu vzhledem k uzavrené krivce

Nejprve uvedeme piiklady jednoduchych, ale ¢asto pouzivanych kiivek. Soucasné s tim

zavadime znaceni, které budeme dale pouzivat.

Piiklad 1.4.1. (1) Kladné orientovana kruznice se stfedem v bodé a € C a polomérem
r > 0:
() i==a+re, t €[0,2n].
Pro f € C((3) je 2
/f =r fla+re™)e dt.
¥ 0

Zaporné orientovana kruznice je opac¢né kiivka ke kladné orientované kruznici:
() :=a+re’™ te€|0,2n].

(2) Orientovanou usecku oznaéime [a,b], kde a,b € C jsou po fadé pocatecni a koncovy

bod. Parametrizace ma tvar
y#t) =1 —-tha+tb=a+ (b—a)t, t€[0,1].

Pro f € C((7)) je 1
f:(b—a)/o Fla+(b—a))de

[a,b]
Kiivka [b,a] je opaéna ke kiivee [a,b].
(3) Orientovanou hranici trojthelniku A(a, b, c) zavedeme nasledovné. Podle definice
trojihelnik

A(a, b, c) := konvexni obal mnoziny {a, b, c},

kde a,b,c € C jsou jeho vrcholy. Jedna se tedy o kompaktni, konvexni mnoZzinu. Pfitom
pripoustime i degenerovany piipad, kdy body a, b, ¢ jsou kolinearni nebo dokonce kdyz né-
které vrcholy splyvaji. Orientovanou hranici trojuhelniku ozna¢ime 0/ (a, b, ¢). Orientace
je dana posloupnosti orientovanych tsecek tvoficich hranici: @ — b — ¢ — a. To znamen4,

ze pro funkci f spojitou na hranici trojihelniku pokladame

J R T A
0N (a,b,c) [a,b] [b,c] [e,a]

Kiivky 0A(a,b,c), OA(b,c,a), 0A(c,a,b) jsou navzajem ekvivalentni. Kiivky 0A(a, b, c)

a 0A(a,c,b) jsou vzajemné opacné.

Definice 1.4.2. Budte v regularni uzaviena kiivka, Q := C\ (v), z € Q. Indexem bodu
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z vzhledem ke kiivce v nazveme ¢islo

md : 27?2 / =

Véta 1.4.3. Budte vy reguldrni uzaviend kiivka, 2 := C\ (). Potom funkce

23 z+—ind,(2) €eC (1.21)

nabyvd pouze celociselnyjch hodnot, je konstantni na souvislych komponentdich mnoZiny )

a na neomezené souvislé komponenté nabyvd hodnotu 0.

Pozndmka. Pfipomenime, Ze je-li M C C omezend mnozina, potom v C\ M existuje pravé

jedna neomezené souvisla komponenta.

Diikaz. Vzhledem k predpokladim je ~ spojita funkce na néjakém kompaktnim inter-
valu [a, f] a navic je na tomto intervalu po ¢astech spojité diferencovatelna. Pfitom
v(a) = y(5). Podle véty 1.3.5 je funkce (1.21) analytickd na Q. Pro tento dikaz nam

postaci védét, ze je spojitd. Podle definice index bodu z € 2 vzhledem ke ~ je dan rov-

. 1P A
mdv(z)—%/a mdt.

p(t) = exp(/;%ds) prot € [a, B].

Zrejmé ¢ € C ([, B]) a ¢ je po ¢astech C' na [«, f]. Pro derivaci dostavame

nosti

Polozme

v'(t)

¢'(t) = O

o(t), t € [a,B] (1.22)

(v bodech nespojitosti maji derivace limity zprava i zleva). V§imnéme si, Ze p(a) = 1,

©(B) = exp(2miind,(2)).
Déle polozime

Zrejmé ¢ € C([a,f]) a ¥ je po ¢astech C! na [«, f]. Vzhledem ke vztahu (1.22) pro

derivaci dostavame

Y(t) = Y(a) = oy Pro vSechna t € [«, B].
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Nésledné ze vztahu (1.23) plyne, Ze
z
o(t) = Yoy —z pro vSechna t € [a, (]
z

Specidlné pro t = [ dostavame

v(B) — =

7(@)-221'

exp(2miind,(z)) = ¢(8) =
Tato rovnost ale muze platit pouze v p¥ipadé, kde ind, (z) € Z.

V dalsi casti diikazu vezmeme v tvahu, Ze spojity obraz souvislé mnoziny je souvisla
mnoZina. Proto funkce (1.21) zobrazuje souvislé komponenty 2 na souvislé podmnoziny
v Z. Ale neprazdnymi souvislymi podmnozinami Z jsou pravé jednobodové podmnoziny.
To znamen4, 7e funkce (1.21) je konstantni na souvislych komponentach €.

Oznac¢me jako 2., neomezenou souvislou komponentu mnoziny 2. Podle predeslého
existuje N € Z takové, ze ind,(z) = N pro vSechna z € Q. Z definice indexu pomoci

integralu plyne odhad

| 1P o) )
|indy(2)] < 27r/a |v(t) — 2| R Y Py ) 27lest / ol de = 2r dist(z, (7))

Jako disledek dostavame
N =1ind,(z) = 0 pro z € Qu, z — 00.
Tim je dokazano, ze N = 0. [
Cviceni 1.4.4. Jednoduchym ilustrativnim piikladem je kladné orientovana kruznice
Y(t) :==a+ret, t €[0,2r],

kde a € C, r > 0. Jedna se o Jordanovu kiivku, C\ (7) ma dvé souvislé komponenty:
vnit¥ek kiivky int(y) = D(a,r) a vngjsek kiivky ext(y) = C\ D(a,r). Druhé souvisla

komponenta je neomezené. Pro index z vzhledem ke v mame

1 pro z € D(a,r),
ind, (2) =
0 prozeC\ D(a,r).

Podrobné zdiuvodnéte!
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2.1 Cauchyova véta I: konvexni mnoziny

Poznamka 2.1.1. Déle budeme potfebovat nasledujici pravidlo pro vypocet derivace.
Budte U C C oteviend podmnoZina, F' € H(U), I C R interval, v € C(I) a necht
(v) C U. Potom

LP((0) = F (W) ()

(F' znaci derivaci podle komplexni proménné, zatimco ' znaci derivaci podle redlné pro-

vtel,

menné).

Opét jsou mozné nejméné dva zpusoby, jak pravidlo zdivodnit. Urcité postaci, kdyz
ho ovéfime pouze v jednom (ale libovolném) bodé ¢, € I. Polozme z := (o) € U.

(I) Miazeme postupovat tplné stejné jako pii derivovani funkce vzniklé slozenim dvou
realnych funkci od realné proménné. Pfipomenme si tento postup. Mame

F(z) = F(z0) + F'(20)(z — 20) + R(z), pficemz lim R(z) =0.

zZ—20 2 — ZO

Obdobné "
(1) = Y(to) + 7 (to)(t — to) + p(t), piicemz lim “2 =,
t—to t — 1y
S pomoci téchto dvou vztaht neni tézké ukéazat, ze
. F(y(t) = F(y(to)
lim ( ( )) ( 0 ) _ F,(V(to))V/(tO)‘
t—to t — tO

(IT) Jind moZnost je vyuZit znamych pravidel pro derivovani sloZenych zobrazeni na eu-
kleidovskych prostorech. Za tim ticelem opét ztotoznime C s R? a oznac¢ime z, y soufadnice

na R?, kterym odpovida komplexni soufadnice z = z + iy na C. PiSeme

Y(t) = 1 (t) + iv2(t), kde 1 = Reoy, 7, = Imoy.

18
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Potom podle zminénych znamych pravidel dostavame

ZF(y() = g—i(w(t)) N + 5 (1) 1 (t).

Nyni staci uvazit, ze

9 0.0 0 (0 2
oxr 0z 0z 0y \0z 0z)

a dale, ze pfedpoklad F' € H(U) implikuje 0F/0z =0, OF/0z = F".
Cviceni 2.1.2. Doplinte podrobnosti v diikazu pravidla pro derivovani.

Tvrzeni 2.1.3. Budte ' € H(Q), v: [a, B] — Q requldrni kiivka. Jestlize ' € C(Q),

potom

[ F=FO®) - F).

~

Specidlné pokud je v requldrni uzaviend krivka, tak

/F’—O.
v

Diikaz. Vypocteme

B B
/F’:/ F’(fy(t))v’(t)dt:/ %F(v(w) dt = F(v(8)) — F(v()).

Tim je tvrzeni dokazano. [

Dusledek 2.1.4. Bud vy reguldrni uzaviend krivka v Q. Potom
Vn € Np, /z”dz:O.
Y

Jestlize navic 0 ¢ () (kiivka v neprochdzi bodem 0), pak také

Vn € Z,n < =2, /z"dz:O.
Y
Pozndamka. Mize vzniknout otézka, co nastane v piipadé n = —1, ktery jsme vynechali.

V tomto jediném pripadé se integral nemusi rovnat 0 a vysledek lze vyjadrit pomoci indexu

bodu vzhledem ke k¥ivce: .
/— dz = 2miind, (0).
z

”
Diikaz. Staci uvazit, ze

d

1
n n+1
= — | ?é —1.
y4 . (n 1 z ) pron
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Zbytek jiz okamzité plyne z tvrzeni 2.1.3. O

Pti diskuzi Cauchyovy véty se nejprve budeme zabyvat specidlnim piipadem, ktery
se tyka pouze jednoduchych uzavienych kiivek, jez jsou obvodem néjakého trojihelniku.
Nasledujici véta je ptipisovana matematiku jménem Edouard Jean-Baptiste Goursat, ktery
ji puvodné dokazal pro obvody obdélnikii namisto trojihelniki. Tento rozdil ale neni
podstatny.

Pripomenme, Ze podle nasi definice je trojuhelnik uzaviend mnozina, viz piiklad 1.4.1

ad (3).

Véta 2.1.5 (Goursatova véta). Bud f € H(Y). Potom pro kazdy trojuhelnik A\ C Q plati

f=o.

[OJAN

K dikazu budeme potiebovat jedno lemma.
Znaceni 2.1.6. Bud'te (X, o) metricky prostor, K C X neprazdna kompaktni podmno-

zina. Primér mnozZiny K oznac¢ime

diam K := )
iam max o(z,y)

Lemma 2.1.7. Budte X topologicky prostor a K, C X, n € N, klesajici posloupnost

(neostie a ve smyslu inkluze) neprazdngch kompaktnich mnoZin. Potom

() K. # 0. (2.1)
neN
Je-li navic X metricky prostor a
lim diam K,, =0, (2.2)
n—oo

pak prinik (), oy I obsahuje prdvé jeden bod.

Diikaz. (I) Prostor K; je kompaktni a {K,; n € N} je systém uzavienych podmnozin

v Ky, ktery ma diky monotonii vlastnost:
N
VNeN, [K,=EKy#0.
n=1

Z kompaktnosti prostoru K; pak plyne (2.1).
(IT) Predpokladejme, Ze je navic (X, o) metricky prostor a je splnéno (2.2). Budte
z,y € (),ey Kn dva libovolné body. Potom z,y € K, pro viechna n € N, a proto

o(z,y) < diam K,, — 0 pro n — oo.
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Odtud plyne o(x,y) =0, a tedy z = y. ]

Cviceni 2.1.8. Puvodni definice kompaktniho prostoru vyuziva pojmu oteviené pokryti.
Ptejde-li se k dopliikiim, lze kompaktni prostor ekvivalentné charakterizovat, pricemz misto
pojmu ,oteviend mnozina“ a ,sjednoceni” se pouzivaji pojmy ,uzaviena mnozina“ a ,pri-
nik*. Tato ekvivalentni charakteristika byla vyuzita v ¢asti (I) ditkkazu. Dopliite podrobnosti

nebo si je pripomente z predndsky FA1!

Diikaz véty 2.1.5. Je ponechano na ¢tenafi, aby si rozmyslel, Ze véta jisté plati v degene-
rovaném piipadé, kdy vrcholy trojihelniku jsou kolinearni (lezi v jedné piimce). Nadale
predpokladame, Ze vrcholy trojihelniku nejsou kolinearni.

Oznacme a,b,c € C vrcholy trojuhelniku A, to jest podle dfive zavedeného znaceni
A = A(a,b, c). Polozme

J = f, L:=délka(0A) =]a—bl+|b—c|+ |c—al.
oA
Ozna¢me po fadé o, U, ¢ stiedy tsecek [b,c], [¢c,a], [a,b] a dale
ANgq =D a, V), Dyg= A bd), Ngi= A0, d), Ngi=A0,d,c).
Trojthelniky A, ;, 7 = 1,2,3,4, jsou navzajem kongruentni ve smyslu, Ze jeden lze trans-

formovat v druhy pomoci translaci a rotaci, a jsou také podobné trojuhelniku A s koefi-

cientem podobnosti 1 : 2. Situace je zndzornéna na obrazku.

1 1
délka(0A ;) = §dé1ka(8A) =3 L pro j=1,2,3,4.
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Dale je snadné se presvédcit, ze

Z/Muf A

7 trojihelnikové nerovnosti pak dostavame

| < Z / (2.3)

CINY

Nutné existuje 7, 1 < j < 4, takové, ze

1
f)z—J
\/MM oY

(v opa¢ném piipadé se okamzité dostavame do sporu s (2.3)). Toto j zvolime a polozime
Al = AL]—‘

Shriime, Ze jsme nalezli trojihelnik Ay C A s vlastnostmi:
1 1
délka(dA,) = = délka(N), ‘/ f‘ > = ‘/ f"
2 [SZAN 41/ an

Tento postup zopakujeme spocetné mnohokrat. Zcela stejnym zptusobem tak rekurzivné

nalezneme klesajici posloupnost trojuhelniki
ADAlDAQDﬁgD'“
s vlastnosti
Vn e N, délka(dA,,,) = —delka OA,) ‘ / f‘ > ‘ / f‘
i1 4 Oln
Odtud pak plyne, jak lze snadno dokdzat matematickou indukci, Ze

vn €N, délka(@A,) =27 L a 47 |J| < | / f
oA

Pritom prumér diam A,, je roven délce nejdelsi strany trojuhelniku A, a ta je mensi

nebo rovna délce kiivky 90A,,. Dostavame
diam A, <2™ L — 0 pro n — oo.

Podle lemmatu 2.1.7 odtud plyne

ﬁ N, = {Zo} C A.
n=1
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Nyni vyuzijeme predpoklad, ktery nam zarucuje existenci komplexni derivace f’(zp),
diky ¢emuz muzeme funkci f dobfe aproximovat linearni funkci na okoli bodu zy. Bud

g > 0 libovolné, ale pevné. K nému existuje o > 0 tak, ze
Vz € D(20,0)NQ, |f(2) — f(20) — f'(20)(z — 20)| < ]z — 20 (2.4)

Zvolime n € N dostate¢né velké tak, aby 27"L < 4. Potom diam A, < 27" L < §
a odtud
Vz e Ny, |z— 2| < diam A, <.

S odvolanim na disledek 2.1.4 (pro n =0 a n = 1) mame rovnost

(2)dz = / () = f0) = ) = ) =

0An

Z této rovnosti a vzhledem k (2.4) dostavame odhad

) < ‘ f(2)dz
I JANS

‘ /Mn (f(2) = fz0) = f'(20)(z — 20)) dz

< max |£(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)| délka(0A,,)
< ¢ Jmax |z — 20| délka(0A,,)

< e diam(A,) délka(0A,,)

< e(27"L)%

Po zkréceni obdrzime nerovnost |J| < eL? ProtoZe jsme € > 0 volili libovolng, nutné

J = 0. To je rovnost, kterou jsme méli dokazat. O
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Cauchyova véta I: konvexni mnoziny - pokracovani

Goursatovu vétu vyslovime a dokdzeme jesté jednou v mirné obecnéjsim znéni. Pripus-
time existenci jednoho singularniho bodu p € €, ve kterém funkce f nemusi mit komplexni
derivaci. Nicméné alespon pozadujeme, aby f byla v bodé p spojita. Jak uvidime pozdéji
v C¢asti vénované izolovanym singularitdm holomorfnich funkei, singularita v bodé p, kterou
pripoustime, je ve skutec¢nosti jen zdanliva — je odstranitelna. Proto se toto zobecnéni mize
jevit jako ponékud umeélé. Zobecnéna formulace se ale ukaze byt vyhodnou pii pozdéjsich

aplikacich véty.

Véta 2.1.9. Bud f € H(Q\ {p}) pro néjaky bod p € Q a necht f € C(Q). Potom pro
kazdy trojuhelnik N\ C Q plati

f=0. (2.5)

[OJAN

Cvi€eni 2.1.10. Budte f € C(Q2), a € €. Potom funkce

Q3w fecC

[aw]
je spojita. Dokazte!

Diikaz. 1 pii této formulaci rovnost (2.5) urcité plati v degenerovaném piipadé, kdy vr-
choly trojuhelniku jsou kolinedrni. Dukaz tohoto specidlniho piipadu je jednoduchy a je
ponechan na ¢tenari. Nadéle predpokladame, Ze vrcholy trojihelniku nejsou kolinearni.

Toto zobecnéni lze celkem snadno dokézat pomoci puvodni Goursatovy véty 2.1.5,
jestlize vyuzijeme spojité zavislosti integralu na integra¢nim oboru, viz predchozi cviceni.
Opét oznacime a, b, ¢ € C vrcholy trojuhelniku A, a tedy A = A(a, b, ¢). Rozlisime nékolik
piipadt podle polohy bodu p vzhledem k trojuhelniku A.

(I) Piipad p ¢ A. Polozme Q:=0\ {p}. Potom f € H(Q) a A C Q. Tento piipad je
zahrnut v puvodni Goursatové vété 2.1.5, a tak (2.5) plati.

(IT) Pripad p se shoduje s jednim z vrcholu a, b, ¢. Pro uréitost predpokladejme, ze

p = a. Podle cviceni 2.1.10 je funkce g definovana vztahem

wet gw)= [ = g g g
ON(w,b,c) [w,b] [b,c] [e,w]

spojita na Q. Pritom [, f = g(a).
Zvolme polomér r > 0 dostateéné maly tak, aby uzav¥eny kruh D(a,r) neobsahoval

vrcholy b, c. Polozme (A° znaci vnitiek A)
M := D(a,r) N A°.

Potom M je neprazdna oteviena mnozina s vrcholem a lezicim na jeji hranici (je jejim hro-

madnym bodem). Kromé toho je zfejmé splnéno: Vw € M, p & A(w, b, ¢). Pro trojihelnik



KAPITOLA 2. 25

A(w, b, c) 1ze tedy pouzit piipad (I) a dostavame

Yw e M, g(w):/ f=0.

ON(w,b,c)

Popsana situace je naznacCena na obrazku.

Nyni mizeme pouzit limitni prechod

f=g(a)= lim g(w)=0.
w—a

weM

[27AN

(IIT) Ptipad p lezi na hranici trojuhelniku A, ale p se neshoduje s Zadnym z vrcholi.
Pro ur¢itost predpokladejme, Ze p lezi na tsecce [a,b], ale p # a,b. Potom A je sjednoce-
nim trojuhelnika A(a, p,c) a A(p, b, ¢). Na trojuhelniky A(a,p,c), A(p, b, ¢) lze aplikovat
ptipad (II). P¥itom plati (nacrtnéte si obrdzek!)

/ f:/ f+/ f=0+0=0.
[o2AN A (a,p,c) AN (p,b,c)

(IV) Ptipad p lezi ve vnitiku trojihelniku A. Potom A je sjednocenim trojihelniki
A(a,b,p), Ab,c,p) a A(c, a,p). Pro trojuhelniky A(a, b, p), A(b, ¢, p) a A(c, a,p) lze opét

pouzit pripad (II). Ptitom plati (nacrtnéte si obrdzek!)

/ f:/ f+/ f+/ f=0+0+0=0.
FS7A AN (a,b,p) AN(b,c,p) AN (c,a,p)

Véta je dokazana. O]

Dale smérujeme k tomu, abychom vyslovili a dokazali Cauchyovu vétu a Cauchyovu
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formuli ve specidlnim piipadé, ktery se tykd holomorfnich funkci na konvexni oblasti.

Nejprve jedno lemma.

Lemma 2.1.11. Budte Q) C C oteviend, konverni mnozina, f € C(Q2). Nechl f spliiuje

podminku:

VY trojuhelnik /N C €, f=0. (2.6)
on

Potom existuje funkce F € H(Q) takovd, Ze f = F".

Diikaz. Zvolme pevné a € (). Diky konvexnosti mnoziny {2 mizeme definovat funkci

VzeQ, F(z):= f(¢)dC.
[a,z]
Ukazeme, ze F' = f.
Bud'te z, zg € € dva libovolné body. Opét diky konvexnosti je A(a, z, z9) C Q. Z pod-
minky (2.6) plyne rovnost

o=/ﬁ = roa— | fod-[  rod
0 (a,z,20) [a,z] [20,2]

[a,20]

€07 miizeme piepsat

ﬂ@—Fwwzj' £(0)dc.

[ZQ,Z]

Ziejmé f[zo .1 f(20)d¢ = f(20)(z = 20). Dostavame vztah

F(2z) — F(20) () = 1

zZ— 20 Z— 20

/ (O = 1o

Standardni odhad dava

F(z)— F(z
(2) = F(0) o] _ ’/ F(z0)) d]
Z =20 |Z_ZO| [20,2]
< - (z z—z
< \z—zo\ ce[zoz]lf 0 ‘ | ol
< |£(¢) )I-

¢ IC 20 \<|Z

Odtud a ze spojitosti funkce f je jiz zfejmé, ze

i (£

zZ— 20

- 1)) =0,

Z—20
coz znamend, 7e F'(zy) = f(zp). Pfitom bod zy € © byl libovolny. O

Véta 2.1.12. Budte Q) C C oteviend, konvexni mnozina, f € H(Q\ {p}) pro néjaky bod
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fi-

pro kaZdou reguldrni uzavienou kiivku v v €.

p € anecht f € C(2). Potom

Diikaz. Podle véty 2.1.9 funkce f spliiuje pfedpoklad (2.6) lemmatu 2.1.11. T ostatni pied-

poklady lemmatu jsou splnény, a proto existuje F' € H(Q), F' = f. Tvrzeni 2.1.3 nam pak

¥ka, 7e [ f= [ F =0. O
2! 2!

Véta 2.1.13. Budte Q C C oteviend, konverni mnozina, f € H(Q) a~y requldrni uzaviend
kFivka v 2. Potom pro kazdé z € Q, z & (), plati

L A (9 I
%[yc_ . d¢ = f(z)ind,(2). (2.7)

Diikaz. Zvolme z € Q\ (v) libovolné, ale pevné. Pro ¢ € 2 definujeme

(ETCR

f
9(¢) =
f(z pro { = z.

Z této definice a z predpokladu je ziejmé, ze g € C(Q) a g € H(Q\ {z}). Podle véty 2.1.12

je fv g = 0. Po dosazeni z definice funkce g dostavame

- [ I - z . 1© —2miind. (2) f(z
O_LC—ng f<>VC—z /VC—ZdC omiind,(2) f(2).

Véta je dokazéana. O

2.2 Vztah mezi holomorfnimi a analytickymi funkcemi

Nyni jiz mame k dispozici potiebné vysledky, abychom mohli dokoncit diskuzi o vztahu
mezi holomorfnimi a analytickymi funkcemi. Zatim vime z dusledku 1.2.12, ze kazd4a analy-
tickd funkce na €2, je na €2 také holomorfni. Nagim dalsim cilem je ukézat, zZe tuto implikaci

lze obratit. Dokonce dokdZeme o néco vice, s ¢imz také souvisi definice 1.2.16.

Véta 2.2.1. Je-li f € H(QY), potom f lze na Q vyjddrit mocninnou Fadou, to jest kdy-
koliv D(a,r) C Q pro jisté a € Q ar > 0, potom funkci f lze na D(a,r) vyjddiit jako

konvergentni mocninnou Tadu se stredem v bodé a.

Diikaz. Diikaz se opird o vétu 1.3.5 a o vétu 2.1.13, konkrétné o Cauchytiv integrélni vzorec
(2.7).
Necht D(a,r) C Q pro jisté a € Q ar > 0. Zvolime o néco mensi polomér 1/, 0 < 1’ < r,

ktery je ale jinak libovolny. Ozna¢me ~ kladné orientovanou kruznici s timto polomérem
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a stfedem v bodé a:
Y(t) :=a+7r'e" prot e |0,2n].

Potom 7 je regulérni uzaviena kiivka v konvexni oblasti D(a,r) a vime, ze ind,(z) = 1
pro vechna z € D(a,r’) = int(7). Podle (2.7) plati

f(z) = % // %d@ pro vsechna z € D(a,r’).

Déle podle véty 1.3.5 a zejména podle vztahu (1.20) z jejiho dikazu mame

1 - 1
Vz € D(a,r"), Q—M/Cf(TCLdC = ch(z—a)”, kde ¢, = 57 %dg
v n=0 v o

Porovnanim dostavame rovnost
o0
) =Y etz —ay, (28)
n=0

ktera plati pro vSechna z € D(a,1’).

S odvolanim na disledek 1.2.11 muzeme koeficienty ¢, také vyjadrit ve tvaru

pro v8echna n € N,

ktery jiz nezavisi na r’. Polomér v/, 0 < r’ < r, jsme ale mohli volit libovolné&, a proto

vyjadfeni (2.8) plati pro v8echna z € D(a,r). O]
Poznamka 2.2.2. Tuto vétu muZzeme chapat nasledovné. Bud f € H(D(a, 7“)), kde a € C,
r > 0. Zvolme ’, 0 < r' < r, a uvazujme mocninnou fadu )~ c,(z —a)", kde

Cp = 1 —f(OnH d¢, v(t) :=a+1r'e"

=5 o pro t € [0,27].

Oznac¢me R polomér konvergence této rady.

Potom plati: koeficienty ¢, nezdvisi na konkrétni volbé r', R > r a rovnost (2.8) je
splnéna pro vdechna z € D(a,r).

Miizeme pripustit i moznost r = co. V tom piipadé R = oo a mocninné rfada konverguje

vsude na C.
Nage poznatky o holomorfnich a analytickych funkcich shrnuje nasledujici véta.

Véta 2.2.3. Bud f: Q — C. Potom ndsledujici vgroky jsou ekvivalentni:
(1) f je holomorfni na <,
(2) f je analytickd na Q,

(8) f lze na Q vyjddrit mocninnou fadou.
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Diikaz. Tmplikace (2) = (1) byla dokazana v dusledku 1.2.12 a implikaci (1) = (3)
se zabyva pravé dokdzana véta 2.2.1. Implikace (3) = (2) je zfejméa piimo z definic

prislusnych pojmu, viz poznamka 1.2.17. O
Disledek 2.2.4. Je-li f € H(Y), pak také f' € H().

Diikaz. Je-li f € H(Q2), potom je f analytickd na €. To znamena, 7e f lze na 2 lokalné
vyjadFit (na néjakém okoli kazdého bodu z Q) ve tvaru mocninné fady. Tuto mocninnou
fadu Ize derivovat ¢len po ¢lenu, coz ukazuje, 7e rovnéz f’ je analytickd na Q. Odtud plyne
e H(Q). O

Poznamka 2.2.5. Vychazeje z pfedchozi véty neni tézké dokdzat pomoci matematické
indukce podle fadu derivace toto tvrzeni:

Je-li funkce f holomorfni na ), pak f md na Q komplexni derivace vsech rddi.

Tento vyklad jesté doplnime vétou, jejimz autorem je Giacinto Morera a kterd vlastné

obraci implikaci z Goursatovy véty 2.1.5.

Véta 2.2.6 (Morerova véta). Bud f € C() a necht f spliiuje podminku

f=0 (2.9)

IN
pro vSechny trojihelniky A\ C Q. Potom f € H(Q).

Diikaz. Bud a € 2 libovolny bod. Zvolme r > 0 tak, aby D(a,r) C Q. Podminka (2.9)
znamend, Ze jsou splnény predpoklady lemmatu 2.1.11 pro konvexni oblast D(a,r). Tim
méme zarucenu existenci funkce F' € H(D(a,r)) takové, ze F’ = f na D(a,r). Potom
podle dusledku 2.2.4 je f = F' € H(D(a,r)), a tedy f'(a) existuje. Protoze a € 2 bylo
libovolné, zjistili jsme, ze f € H(). O
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3.1 Koreny holomorfnich funkci

Znaceni 3.1.1. Mnozinu kofeni (nebo nul nebo nulovgch bodi) holomorfni funkce f na
Q) oznacime

Z2(f) ={a € f(a) =0} = [T ({0}).
Pozndmka. Ze spojitosti holomorfni funkce f plyne, ze Z(f) je uzaviend podmnoZina
mnoziny ).

Existuji silnd omezeni na to, jak mnozina Z(f) muze vypadat. Kazdy kofen a holo-
morfni funkce f je bud izolovany, nebo f je rovna 0 identicky na néjakém okoli bodu
a. To také znamena, 7e jestlize {2 je oblast (tj. je souvisld), f € H(2) a Z(f) ma v Q
hromadny bod, pak f je nutné identicky rovna 0 na 2. Naopak neni-li f rovna identicky
0 na oblasti €2, pak vSechny body mnoziny Z(f) jsou izolované a je jich nejvyse spocetné

mnoho. Podrobné jsou tyto vysledky zformulovany a dokazany nize.
Cviceni 3.1.2. Necht Q = U, U U,, kde U;,U; C C jsou neprazdné oteviené mnoziny,
které obecné nejsou disjunktni. Budte g, € H(U;) a go € H(Us,), pficemz je splnéna
podminka

Vee UinNUs, g1(2) = g2(2).
Potom existuje pravé jedna funkce g € H(Q) takova, ze g‘U1 =g1ag|y, =92

Toto tvrzeni je vlastné ziejmé. Piesto se ujistéte, Ze vite proc!

Cvi€eni 3.1.3. Budte f € H(Q2), a € Q. Potom podminka
f™(a) =0 pro viechna n € Ny

je splnéna, pravé kdyz f = 0 identicky na néjakém okoli bodu a. Dokazte!
Navod: Implikace (<) je zfejma. Pro dikaz implikace (=) zvolime r > 0 tak, Ze
D(a,r) C Q, a vyjadiime f na D(a,r) ve tvaru mocninné rady. Pfitom vime, koeficienty

mocninné fady jsou vlastné Taylorovy koeficienty.

30
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Lemma 3.1.4. Budle f € H(2), a € Q. Necht f nent identicky rovna 0 na Zidném okoli

bodu a. Potom ezxistuji jednoznacné uréené m € Ny a g € H(Q) takové, Ze
VzeQ, f(z) =(z—a)"g(2) a soucasné g(a) # 0. (3.1)

Diikaz. Diikaz jednoznacnosti je snadny a je pfenechan ¢tenafi. Dokazeme existenci. Zvo-
lime r > 0 tak, Ze D(a,r) C Q. Funkci f miuzeme na D(a,r) vyjadiit ve tvaru mocninné
fady:
oo
Vz € D(a,r), chz—a
n=0

Vzhledem k predpokladu alesponi jeden koeficient ¢, musi byt nenulovy. Polozme
m :=min{n € Ny; ¢, # 0}, ¢1(z Z cn(z —a)"™™ pro vsechna z € D(a,r).

Podle této volby je g1 € H(D(a,r)), gi(a) = ¢, # 0 a rovnost f(z) = (z — a)™g1(z) je
splnéna na D(a,r).
Déle polozme

f(2)

U:=Q\{a}, g2(2) := G pro vSechna z € U.
Potom D(a,r)UU = Q, g, € H(U) a funkce g; a g5 se shodujina D(a,r)NU = D(a,r)\{a}.
Podle cviceni 3.1.2 existuje funkce g € H () takova, Ze g‘D(a r) =912 g‘U = g9. Pritom

je ziejmé, ze takto zvolené m a g spliuji (3.1). O

Definice 3.1.5. Bud f € H(Q2) a necht a € 2 je izolovany (!) kotfen funkce f. Potom jsou
splnény predpoklady lemmatu 3.1.4 a celé ¢islo m v podmince (3.1) je nutné kladné. Cislo

m € N nazyvame ndsobnosti korene a.

Véta 3.1.6. Bud f € H(QY) a necht 2 je oblast (je souvisld). Potom nastane prdivé jeden
ze dvou pTipadii:

(1) [ =0 identicky na Q (to jest Z(f) =),

(2) mnozina Z(f) nemd v Q hromadny bod.

Diikaz. Oznatme jako A mnozinu vSech hromadnych bodu Z(f) v €.
(I) Ukazeme, 7ze A je uzaviend v 2. Jak jsme jiz poznamenali, Z(f) je uzaviena v €2,

a obsahuje tedy vSechny své hromadné body, to jest A C Z(f). Odtud pak plyne inkluze
hromadné body A C hromadné body Z(f) = A.

Mnozina A tedy obsahuje v8echny své hromadné body, a je tudiz uzaviena.
(IT) Ukazeme, 7ze A je oteviena v Q. Bud a € A C Z(f) libovolny bod. Pro spor

pripustme, Ze f neni identicky rovna 0 na zadném okoli bodu 0. Podle lemmatu 3.1.4
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existuji m € N a g € H(Q) splhujici (3.1). Protoze g(a) # 0 a g je spojita funkce, existuje
d > 0 takové, ze D(a,0) C Q a g(z) # 0 pro vSechna z € D(a,d). V tom piipadé z (3.1)
je vidét, ze Z(f) N D(a,d) = {a}. Tedy a neni hromadnym bodem mnoziny Z(f), coz je
spor.

Dospivame tak k zavéru, ze f je rovna identicky 0 na né&jakém okoli D(a,r) C Q pro
jisté r > 0. To ovSem znamena, ze D(a,r) C A.

(IIT) Zjistili jsme, 7ze podmnozina A C Q je soucasné uzaviena a oteviené. Protoze ()
je souvisla a neprazdnd, jsou mozné pravé dva pripady, které se navzajem vylucuji. Bud
A = Q, a potom také Z(f) = Q. V tom piipadé nastava moznost (1). Nebo A = ). To

znamend, ze Z(f) nemé v Q hromadny bod, ¢ili nastava moznost (2). O

Disledek 3.1.7. Budte f € H(Q2), a € Z(f). Potom nastane jedna ze dvou moznosti:
(1) f = 0 identicky na néjakém okoli bodu a,

(2) a je izolovangm koienem funkce f.

Diikaz. Zvolme r > 0 tak, 7e D(a,r) C 2. Potom f je holomorfni funkce na souvislé
mnoziné D(a,r). Podle véty 3.1.6 bud f = 0 identicky na D(a, ) nebo a neni hromadnym
bodem mnoziny kofent Z(f). O

Cviceni 3.1.8. Bud U C C neprazdna oteviend mnozin. Potom existuje spocetny systém
kompaktnich mnozin K,, C U, n € N, pokryvajici U, to jest U = |, K.

Podobnymi tvahami jsme se zabyvali jiz diive. Rozmyslete si dikaz!

Disledek 3.1.9. Bud f € H(Q2) a necht Q) je oblast. Ddle necht f nent identicky rovna 0
na Q. Potom pro kaZdou kompaktni podmnozinu K C Q je prinik KN Z(f) konecny (nebo
prdzdng), to jest f mize mit v K pouze konecné mnoho koreni (nebo Zddng).

Specidlné odsud plyne, Ze mnozina koventd Z(f) je nejvyse spocetnd.

Diikaz. Jestlize by mnozina K N Z(f) méla nekoneéné mnoho bodt, pak by Z(f) nutné
méla v kompaktni mnoziné K hromadny bod. To je ve sporu s vétou 3.1.6.

K ditkazu, ze Z(f) je nejvyse spocetna, sta¢i vzit v tivahu cviceni 3.1.8. Dopliite po-
drobnosti! O

Disledek 3.1.10. Budlte f,g € H(Q)) a necht Q) je oblast. Jestlize mnoZina

{z e f(2) = 9(2)}

md v Q0 hromadny bod, potom ¥z € Q, f(z) = g(z).
Diikaz. Ziejmé, staci vétu 3.1.6 aplikovat na funkei f — g. [

Piiklad 3.1.11. Vratme se k poznamce 1.1.21, ve které jsme zavedli funkci In na
Q= C\ (—00,0]. Protoze mnozina € je souvisla, z dusledku 3.1.10 vyplyva, Ze In je
jedind holomorfni funkce na €2, kterd se se shoduje s logaritmickou funkci, jez byla pu-

vodné definovana pouze na intervalu (0, +00).
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3.2 Izolované singularity holomorfni funkce

Defini¢ni obor holomorfni funkce miva ¢asto podobu oteviené mnoziny, ze které jsou vy-
jmuty izolované singularni body, ve kterych tato funkce neni definovina. Nasim dal$im

ikolem je vySetiit, jak se holomorfni funkce muze chovat v okoli takového singularniho
bodu.

Znadeni 3.2.1. Pro a € C a r > 0 oznac¢ime
D'(a,r) == D(a,r)\{a} ={2€C;0< |z —a| <r}.

D'(a,r) je tedy kruh s vyjmutym stiedem, nebo mizeme také Fici, Ze je to oteviené

mezikruzi s poloméry 0 a 7.

Definice 3.2.2. Budte a € Q, f € H(Q2\ {a}). V tom piipadé fekneme, ze holomorfni
funkce f mé v bodé a izolovanou singularitu.

Jestlize lze f v izolovaném singuldrnim bodé a dodefinovat tak, ze rozsitena funkce je
holomorfni v§ude na 2 (véetné bodu a), potom fekneme, Ze izolovana singularita v bodé

a je odstranitelnd.

Nejprve ukdzeme, zZe k tomu, aby izolované singularita holomorfni funkce byla odstra-
nitelna, je nutné a staci, aby tato funkce byla omezend na néjakém okoli singularniho
bodu.

Véta 3.2.3. Budtea € 2, f € H(Q\ {a}). Singularita funkce f v bodé a je odstranitelnd,

prdvé kdyz existuje polomer r > 0 takovy, Ze D(a,r) C Q a f je omezend na D'(a,r).

Diikaz. Implikace (=) je zfejma, nebot funkce f holomorfni na € je spojité, a tudiz lokalné
omezena (tj. kazdy bod a € Q méa okoli D(a,r), na kterém je f omezena).

Dokazeme implikaci («=). Za tim ucelem definujeme funkei h: Q2 — C:

(:—a)f(z) proz+#a,

0 pro z = a.

h(z) :=

7Z této definice je zfejmé, 7e h je holomorfni na 2\ {a}. Komplexni derivace funkce h ale

existuje i v bodé a (vzhledem k predpokladu o omezenosti funkce f):

h(a 4+ w) — h(a)

h'(a) = lim

lim :ilir%)wf(a#—w):().

Zvolme r > 0 tak, ze D(a,r) C Q. Vime, 7Ze h mizeme vyjadfit jako konvergentni
mocninnou fadu:

Vz € D(a,r), h(z)= ch(z —a)".

n=0
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Pritom h(a) = h'(a) = 0, odtud ¢y = ¢; = 0. Z definice funkce h je patrné, ze

h [ee]
Vz e D'(a,r), f(z)= G—a? —(Zc)z)z = ;cn(z —a)" %
Jestlize definujeme hodnotu funkce f v bodé a jako f(a) := ¢y, pak rozsifena funkce je
analyticka na D(a,r), a tedy holomorfni v§ude na €. O

Nasledujici véta obsahuje klasifikaci izolovanych singularit holomorfni funkce. Jak je

ve vété presné zformulovano, existuji tii rizné typy takovychto singularit.

Véta 3.2.4. Budte a € Q), f € H(Q\ {a}). Potom nastane prdvé jedna ze tri moznosti:

(1) funkce f md v bodé a odstranitelnou singularitu,

(2) existuji jednoznacné uréené m € N, ¢1,¢9,...,¢m € C, ¢, # 0, takové, Ze funkce
- c
%
z — —_—

md v bode a odstranitelnou singularitu,
(3) pro kazdé r > 0 takové, Ze D(a,r) C Q, je mnoZina f(D'(a,r)) hustd v C.

Definice 3.2.5. Pii stejném znaceni jako ve vété 3.2.4 v piipadé (2) fekneme, Ze funkce

f mé v bodé a pdl rddu m. Funkci

m
B
= (e—a)f
v proménné z € C\ {a} nazyvame hlavni éisti funkce f v bodé a.

V ptipadé (3) fikdme, 7e funkce f ma v bodé a podstatnou singularitu.

Pred vlastnim dikazem ukazeme, ze pfipady (1), (2), (3) z véty 3.2.4 lze od sebe odlisit

podle toho, zda existuje ¢i neexistuje a ¢emu se rovna limita lim,_,, f(2).

Lemma 3.2.6. Pripady (1), (2), (3) z véty 3.2.4 lze charakterizovat také ndsledovné:

v pripadé (1)  existuje lim f(z) € C,

zZ—a

v pripadé (2)  existuje lim f(z) = oo (ekvivalentné lim |f(z)]| = +00),
zZ—a

z—a

v pripadé (3)  lim f(z) neexistuje (konecnd ani nekoneénd).
z—a

Specidlné odtud vyplyjvd, Ze pripady (1), (2), (3) se navzdjem vylucugi.

Diikaz. Piipad (1) je zfejmy, nebot holomorfni funkce na  je spojitd v kazdém bodé
a € €.
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Podle toho, jak byl pfipad (2) popsan ve vété 3.2.4, existuje h € H(Q2) tak, ze pro

vSechna z € Q \ {a} mame

flz) = Z (zi—ka)k + h(z) = ﬁ (cm + 2 ez —a)" 4 (2 — a)mh(z)>
__9(®)
(z—a)™

Zde funkce g je definovana posledni rovnosti a zfejmé splhuje lim,,, g(z) = ¢,,. Pfitom
podle predpokladu ¢, # 0. Z tohoto vyjadieni je jiz vidét, ze lim,_,, f(z) = oc.
V piipadé (3) predpokladame, Ze mnozina f(D’(a,r)) je husta v C pro kazdé r > 0

dostateéné. Zvolme klesajici posloupnost kladnych ¢isel (polomért) (r,)2, tak, ze

D(a,r) C Q a lim r, =0.
n—oo
Dale zvolme zcela libovolné w € C. Pro n € N je mnozina f(D’(a, rn)) husta v C, a proto
muzeme zvolit z, € D'(a,r,) tak, aby |f(z,) — w| < 1/n. Takto nalezena posloupnost
(zn)5e, C 2 spliwje

lim z, =a asoucasné lim f(z,) = w.
n—r00 n—oo

Protoze w mohlo byt jakékoliv komplexni ¢islo, limita lim, ,, f(z) nemize existovat. [J

Diikaz véty 3.2.4. Podle lemmatu 3.2.6 nastane nejvyse jeden z piipadu (1), (2), (3). Uka-
7zeme, ze alesponi jeden z téchto piipadil nastane. Toto tvrzeni miizeme zformulovat jako
implikaci: jestlize nenastane pripad (3), pak nastane pFipad (1) nebo (2).
Predpokladejme tedy, ze pfipad (3) nenastal. To znamend, Ze existuji r > 0, w € C,
0 > 0 tak, ze
D(a,7) C Q, f(D'(a,r)) N D(w,d) = 0.

Posledni rovnost lze piepsat:
Vz € D'(a,r), |f(z) —w|>0.

Miuzeme proto definovat

Vz € D'(a,r), F(2):= o —w

Zrejm¢ F € H(D'(a,r)) a

Vz e D'(a,r), 0<|F(2)] < (3.2)

ST

Podle véty 3.2.3 je singularity holomorfni funkce F' v bodé a odstranitelna. Muzeme tedy
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F dodefinovat v bodé a tak, aby F' € H(D(a, r)) Nyni naopak vyjadiime f pomoci F:

Vze D'(a,r), f(z)=w+

o) (3.3)

Dale rozlisime dva pripady.

(i) Piipad F'(a) # 0. Potom F(z) # 0 na néjakém okoli bodu a, a tudiz funkce 1/F(z) je
holomorfni na tomtéz okoli. Ze vztahu (3.3) je pak ziejmé, ze f ma v bodé a odstranitelnou
singularitu — nastava piipad (1) z véty.

(ii) Ptipad F'(a) = 0. Potom z definice funkce F, ptipadné ze vztahu (3.2) je patrné,
7e a je izolovanym kofenem funkce F. Bud m € N néasobnost tohoto kofene, viz lemma

3.1.4. Ve shodé se vztahem (3.1) zapiSeme
F(z) = (2 —a)"G(z), kde G € H(D(a,r)), G(a) # 0.
Z defini¢niho vztahu funkce F' dostavame
Vz e D'(a,r), 1=F(2)(f(z) —w) =G(2)(z —a)"(f(2) — w).

Odtud je zfejmé, 7e Vz € D(a,r), G(z) # 0. Polozme

1
Vz € D(a,r), H(z):= G
Potom H je holomorfni na D(a,r) a (3.3) se pfepiSe
Vze D'(a,r), f(z)=w+(z2—a)""H(2). (3.4)

Funkci F' muzeme vyjadrit jako konvergentni mocninnou fadu:

- 1
Vz € D(a,r), H(z)= ;%dn(z —a)", kde dy = H(a) = Gla) # 0.
Po dosazeni do (3.4) dostavame (dopliite mezivipocet!)
m—1 00
Vz e D'(a,r), f(z)— do(z —a)"™"™ = w +d, + Z dn(z —a)"™™.
n=0 n=m-+1
Z tohoto vyjadreni je jiz patrné, Ze nastava piipad (2) z véty. O

Véta 3.2.4 nam zarucuje, Ze kazda izolovana singularita holomorfni funkce odpovida
pravé jednomu 7z typu singularit (1), (2), (3), jeZ jsou popsany ve vété. Netvrdi vsak,
ze vSechny tyto typy jsou realné, ze mohou skute¢né nastat. U piipada (1), (2) je velmi

snadné nalézt konkrétni piiklady, kdy nastavaji. Pripad (3) si mozna zaslouZi trochu vice
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pozornosti. Tuto mezeru vypliuji nasledujici priklad a cviceni.

Piiklad 3.2.7. Ve vSech piikladech  := C\{0}.
(1) Polozme Vz € €, f(2) := 0. Potom f ma v bodé 0 odstranitelnou singularitu.
Samoziejmé za f bychom stejné dobfe mohli vzit jakykoliv komplexni polynom nebo
jakoukoliv jinou celou funkci (tj. funkei, ktera je holomorfni v§ude na C).
(2) Bud m € N. Polozme Vz € Q, f(z) := 2~™. Potom f ma v bodé 0 pol fadu m.

(3) Polozme

Ve Q, f(z) = exp<1). (3.5)

z

Potom f mé v bodé 0 podstatnou singularitu. Podrobnéji se timto piikladem zabyva

nasledujici cviceni.

Cvi€eni 3.2.8. Stale 2 := C\{0}. Bud f funkce definovana vztahem (3.5).

(1) Potom existuje posloupnost (z,)2; C €2, ktera spliuje

lim z, =0 asoucasné lim f(z,) =0.
n—oo n—oo

Naleznéte takovou posloupnost!

(2) Potom existuje posloupnost (z,)5; C 2, ktera spliuje

lim z, =0 asoucasné lim f(z,) = occ.
n—oo n—oo

Naleznéte takovou posloupnost!
(3) Zvolme jakékoliv ¢islo w € C, w # 0. Potom existuje posloupnost (z,)5, C €,
ktera splhuje

lim 2z, =0 asoucasné lim f(z,) = w.
n—oo n—oo

Naleznéte takovou posloupnost!
Navod: Cislo w zapiSeme v polarnim tvaru w = re®, kde r > 0, ¢ € [0,27). Uvazte

posloupnost
! eN
Zp 1= : . n .
In(r) + 7 (¢ + 27n)
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3.3 Liouvilleova véta

Znamou Liouvilleovu vétu a také princip maxima modulu, ktery bude probran v dalsi

podkapitole, 1ze odvodit z identity, kterou popisuje nasledujici véta.

Véta 3.3.1. Bud [ € H(D(a, R)) pro jisté a € C, R > 0 (pfipousti se i R = +00).

Zapisme f ve tvaru konvergentni mocninné tady:
Vz € D(a, R), ch z—a)" (3.6)

Potom pro vsechna r, 0 < r < R, plati

0 1 o A
Z|Cn|27“2” = —/ |f(a+ re)|? db. (3.7)
= 2m ) .

Pozndmka. Rovnost (3.7) je vlastné Parsevalova identita pro Hilbertav prostor

L*([—m,7],df) a ortonorméalni bazi (u,)° kde u, () := €™ /\/2r. Tuto identitu zde

ale dokdzeme piimo bez toho, Ze bychom se odvolavali na vysledky funkcionalni analyzy.

n=—oo’

Diikaz. Zvolme libovolné, ale pevné r, 0 < r < R. Z (3.6) dostaneme

o0

fla+re?) = Z c,re™ pro 6 € R.

n=0

Rada (3.6) konverguje stejnomérné na D(a,r), z ¢ehoz plyne, Ze fada > cur™e™ kon-
verguje stejnomérné v proménné 6§ € R. To nas opraviiuje k zdméné limity a integralu pfi

nésledujicich apravéch:
1 " 1 m _imi 2 — ,.n_—1in
o | Mlat el do = Nhfzo (ZW )( et )
1 [ .
= i m4n _— i(m—n)0
Nl_rgog E CmCn T o /_776 do

m=0 n=0
N N
= lim g E CmCn T S
N—o0 ’
m=0 n=0
N [e's)
= lim g |en|*r?" = E | |r?".
N—o0
n=0 n=0
Véta je dokazéana. O

Véta 3.3.2 (Liouvilleova véta). Bud f celd funkce (tj. f € H(C)). Je-li f omezend na C,

potom [ je konstantni funkce.
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Diikaz. Podle ptfedpokladu existuje M > 0 takové, ze Vz € C, |f(z)| < M. Funkei f

zapiseme jako konvergentni mocninnou fadu:

VzeC, f(z)= chz”.
n=0
Ve vété 3.3.1 polozime a = 0, R = +oo. Identita (3.7) nam pak k4, ze

0 1 - ‘
Vr >0, E |cp|?r?" = 2—/ |f(re)|?do < M?.
T

n=0 -

Jestlize tento odhad plati pro celou fadu, potom jisté plati i pro kazdého sc¢itance. Dosta-
vame v
Vn € N, Vr > 0, |c,] <—.
T

Pro n > 0 zfejmé musi platit ¢, = 0. Pro mocninnou fadu to znamena, ze f(z) = ¢y pro

vSechna z € C. O]

Pomoci Liouvilleovy véty lze dokézat vétu o kofenech komplexniho polynomu, ktera je

znama jako zdkladni véta algebry.

Véta 3.3.3 (Zakladni véta algebry). Kazdy komplexni polynom stupné alespori 1 md v C

koren.

Poznamka 3.3.4. Jak je ¢tenari jisté dobfe znadmo, jsou-li P komplexni polynom stupné
n € N, a € C, potom a je kofenem P, pravé kdyz existuje polynom () stupné n — 1 takovy,
ze P(z) = (2 — a)Q(z) na C. Pomoci zakladni véty algebry a diky tomuto rozklady lze
matematickou indukci podle n dokézat, ze P mé pravé n kotfent, pokud kofeny pocitame
véetné jejich nasobnosti.

Dikaz. Bud

P(z)i=2"4ap 12"+ - a1z +ag

polynom stupné n € N, kde ag, a4, ...,a,-1 € C. Pro spor predpokladejme, ze P(z) # 0

pro vSechna z € C, a polozme

1
P(z)

VzeC, f(z):=

Potom f je cela funkce a jisté f(z) # 0 pro vSechna z € C. Pro z # 0 mame

ay ag )_1

_ ap—1
= (1 e
f(Z) Z ( + = + + Zn—l Zn

Z tohoto vyjadreni je patrné, ze lim,_,, f(2) = 0. Odsud plyne, Ze funkce f je omezené na
C (zdivodnéete!). Podle Liouvilleovy véty f musi byt konstantni funkce. Vzhledem k limité

v nekonec¢nu tou konstantou musi byt 0, coz je spor. O]
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3.4 Princip maxima modulu

Modulem se zde mysli absolutni hodnota néjaké holomorfni funkce. Podle tohoto principu
jestlize f je holomorfni funkce na omezené (!) oblasti a je navic spojitd na uzavéru této
oblasti (coz je kompaktni mnozina) a soucasné funkce f neni konstantni, potom | f| miize
nabyvat svého maxima pouze na hranici dané oblasti.

V prvnim kroku rozebereme ptipad, kdy uvazovanou oblasti je kruh.

Véta 3.4.1. Bud [ € H(D(a, R)) pro jisté a € C, R > 0. Potom pro viechna r,
0 <r <R, plati
< 9. .
/()] < max|F(a + re”) (3.5)

Pritom rovnost nastane, praveé kdyz f je konstantni funkce.

Diikaz. Opét zapiSeme f jako konvergentni mocninnou fadu:
Vze€ D(a,R), f(z)= ch(z —a)".
n=0

Zvolme libovolné, ale pevné r, 0 < r < R. Véta bude dokadzina, jestlize ukdzeme, Ze
Z nerovnosti
a)| 2 ma a+re?
F@)] > max | f(a+ re)

plyne, Ze f je konstantni funkce. Tim je totiz vylou¢ena ostra nerovnost
> if
|f(a)] > max|f(a +re”)|

a pokud v (3.8) plati rovnost, pak funkce f je nutné konstantni.

Predpokladejme tedy, ze
Vo e R, |f(a)] > |f(a+re?).

Z identity (3.7) dostavame

00 1 T '
S lefrt = o [ (s reR s < 1@P = e
n=0 -

Odtud plyne
Z len?r*™ <0
n=1

a nasledné ¢, = 0 pro vSechna n > 1. To znamena, ze f(z) = ¢y pro vSechna
z € D(a, R). O



KAPITOLA 3. 41
Disledek 3.4.2. Za stejngjch predpokladi jako ve véte 3.4.1 necht je navic spinéno

Vz € D(a,R), f(z)#0.
Potom pro viechna r, 0 < r < R, plati

> mi if
F(@)] > min | f(a+re?)]
a rovnost nastane, prave kdyz f je konstantni funkce.

Diikaz. Polozme )
Vze D(a,R), g(z) = ——.
(@.B), 9(2) = 5

Nyni staci aplikovat vétu 3.4.1 na funkei g. [

Disledek 3.4.3 (Princip maxima modulu). Bud f € H(Q), kde Q je oblast. Jestlize f
nent konstantni funkce, pak funkce |f| nenabyjvd nikde na Q2 lokdlniho mazima (mysli se
neostré mazimum!). Je-li navic funkce f nenulovd viude na 2, pak |f| nenabyvd nikde na

Q ani lokdlntho minima.

Pozndmka. Predpoklad, ze € je oblast (tj. je souvisla), je zde pouze proto, aby mél smysl
i dalsi predpoklad, a sice ze f neni konstantni funkce. V ptipadé nesouvislé mnoziny {2
by napiiklad funkce f mohla byt konstantni na kazdé souvislé komponenté 2 a pfitom
na riznych komponentach by piislusnd konstanta byla rizna. Celkové by tak f nebyla

konstantni funkci. Je jasné, ze véta by v tomto piipadé neplatila.
Diikaz. Piipustme, Zze funkce f nabyva v 2 lokdlniho maxima. To znamenad, Ze existuji
aecC, R>0tak, ze D(a,R) CQ a

Vz € D(a,R), |f(a)| = |f(2)]-

Potom podle véty 3.4.1 je f konstantni funkce na D(a, R), to jest Vz € D(a, R), f(z) = co
pro jisté ¢y € C. Vzhledem k tomu, Ze Q) je souvisla mnoZina, rovnost f(z) = ¢o musi platit
vSude na €2, viz dusledek 3.1.10.

Druha ¢ast tvrzeni tykajici se lokdlniho minima okamzité vyplyva z prvni ¢asti, jestlize

se opét piejde k reciproké funkei g := 1/f. O

Poznamka 3.4.4. 7Z principu maxima modulu lze vyvodit jako bezprostiedni disledek

nasledujici tvrzeni (rozmyslete si proc!).
Budte Q omezend oblast, f € H(). Necht f € C(Q). Potom

max |f(z)] = max| ()]
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(kde 0 := Q\Q je hranice oblasti Q). Jestlize navic funkce f neni konstantni, pak

Va € Q, |f(a)| < max|f(2)].

z€00)

3.5 Stejnomérni konvergence posloupnosti holomorfnich

funkci

Ukazeme, 7e jestlize posloupnost holomorfnich funkci konverguje lokalné stejnomérné, pak
limitni funkce je také holomorfni. Navic zderivovana posloupnost také konverguje lokalné

stejnomérné. K dukazu tohoto vysledku budeme potiebovat Cauchyovy odhady.

Véta 3.5.1 (Cauchyovy odhady). Bud f € H(D(a,R)) pro jisté a € C, R > 0. Necht
existuje M > 0 tak, Ze
Vz € D(a,R), |f(z)| < M.

Potom

'M
V€ Ny, |f9(@)] < "2

Poznamka 3.5.2. Konstantu M ve znéni véty mizeme optimalizovat. Je-li f holomorfni
a omezena funkce na D(a, R), potom
n!

Vi€ No, |f7(a)] < o swp |£(2)]
z€D(a,R)

Diikaz. Funkci f zapiSeme jako konvergentni mocninnou fadu:
Vz € D(a,R), f(z)= ch(z —a)".
n=0

Pritom vime, Ze
f"(a)
n!
Pro dané r, 0 <r < R, a n € Ny muzeme diky identité (3.7) odhadnout

Vn € Ng, ¢, =

1 [7 »
alrin < oo [ Uptatre)do <
s

—T

Po dosazeni za c,, dostavame

(n)
@] M
n! —

Limitni pfechod r 1 R vede na pozadovany vysledek. O
Definice 3.5.3. Bud f;, j € N, posloupnost komplexnich funkei na 2. Rekneme, ze

posloupnost (f;) konverguje k funkci f: @ — C stejnomeérné na kompaktnich podmnozindch
(2, jestlize pro kazdou kompaktni podmnozinu K C 0, f; = f na K.
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f{ekneme, ze posloupnost (f;) konverguje k f lokdiné stejnomérné na (Q, jestlize kazdy
bod a € {2 méa okoli a € U, C (2 takové, Ze f; = f na U,.

Cvi€eni 3.5.4. Bud f;, j € N, posloupnost komplexnich funkci na Q a f dalsi komplexni
funkce na €2. Potom nésledujici vyroky jsou ekvivalentni.

(1) Posloupnost (f;) konverguje k f stejnomérné na kompaktnich podmnozinach €.

(2) Posloupnost (f;) konverguje k f lokalné stejnomérné na €.
Dokazte!

Navod: Implikace (1) = (2). Pro a € Q staéi zvolit » > 0 dostatetné malé tak, aby
D(a,r) C Q.

Implikace (2) = (1). Bud K C 2 libovolna kompaktni podmnozina. Pro kazdé a € 2
zvolme oteviené (!) okoli a € U, C § takové, Ze f; = f na U,. Potom K C |, Us. Nyni

si sta¢i pripomenout definici kompaktni mnoziny.

Véta 3.5.5. Budte f; € H(Q), j €N, a f dalsi komplexni funkce na Q. Jestlize posloup-
nost (f;) konverguje k f stejnomeérné na kompaktnich podmnozindch 2, potom f € H(Q)

a posloupnost (f}) konverguje k funkci f' stejnomérne na kompaktnich podmnozindch Q.

Je zfejmé, ze matematickou indukci podle fadu derivace lze odvodit nasledujici rozsiteni
véty 3.5.5.

Disledek 3.5.6. Pri stejngch predpokladech jako ve véte 3.5.5 navic plati: pro kazdé n € N

n)

posloupnost (f](n)) konverguje k funkei £ stejnomérné na kompaktnich podmnozindch €.

Diikaz vety 3.5.5. (1) Dokazeme, ze f € C(2). Bud a € 2 libovolny bod. Zvolime r > 0
dostatecné maly polomér tak, aby D(a,r) C Q. Podle pfedpokladu f; = f na D(a,r).
Odsud plyne, ze f € C(m). Funkce f je tedy spojitd v bodé a, a tudiz vSude na €.

(IT) Dokazeme, ze f € H(Q2). Bud A € Q libovolny trojihelnik (uzavieny). Podle

predpokladu f; = f na A. Diky tomu dostavame (viz Goursatova véta 2.1.5)

/ f—/ lim f; = lim f; = lim 0 = 0.

Podle Morerovy véty 2.2.6 je f € H(2).
(IIT) Dokazeme néasledujici pomocny mezivysledek. Budte a € Q a polomér r > 0

dostate¢né maly, aby D(a,r) C Q. Tvrdime, Ze potom

fi=f na D(a, g)

Na chvili ozna¢me K; := D(a,7/2), K, := D(a,r). Pro kazd¢ w € K; je
D(w,r/2) C Ky (z trojuhelnikové nerovnosti). Pomoci Cauchyovych odhadu (véta 3.5.1,
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viz téZ poznamka 3.5.2) dostavame

1!
[f'(w) = fiw)] < &+ max [f(z) = f;(2)]
5 z€D(w,r/2)
< 2 max|f(:) - fi(2)
2
= —lIf = fillew)
r
(zde || - [|c(k) znaci maximovou normu v prostoru spojitych funkei na kompaktni mnoziné
K). Odsud plyne nerovnost
/ / 2
1f = fillow) < . 1f = fillos)-

Podle predpokladu || f — fj|lc(x,) — 0, a proto rovnéz || f — fj’-HC(Kl) — 0.
(IV) Bud K C Q libovolna kompaktni podmnozina. Dokdzeme, Ze f; = f’ na K.
Pro kazdé a € K zvolime polomér r, > 0 dostateéné maly, aby D(a,r,) C Q. Z ¢asti

(IIT) dukazu vime, ze
Vae K, f,= f na D(a, %) (3.9)

Z¥ejmé K C |J,cx D(a,r,/2). Toto oteviené pokryti ma konec¢né podpokryti
Kc|Jp(a2)
Y 2 7
aceM

kde M C K je kone¢na mnozina. Z kone¢nosti pokryti a z vlastnosti (3.9) jiz snadno plyne,

ze f; = f' na K (doplite podrobnosti!). ]
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4.1 Cauchyova véta II — obecny pripad

V obecné formulaci Cauchyovy véty, kterd bude nésledovat, mize byt 2 C C jakékoliv
neprazdné oteviend mnozina. Dale namisto jedné regularni uzaviené kiivky v €2 budeme

uvazovat konec¢ny soubor takovych kiivek.

Znaceni 4.1.1. Budten € Na Tl := (71,7, ...,7,) soubor regularnich uzavienych kiivek

v 2. Oznadime

(V5)-

n
j:

Déle pro kazdou funkei f := C((I')) polozime

i g 1 (4.1)

Index bodu a € C\ (I') vzhledem ke I' definujeme

n

1 dz
ind = — = d
indr(a) 2 Jr 2 —a QWZZ/jZ—CL jz:m v

Pozndmka. (1) V ptipadé, kdy n = 1 a soubor I obsahuje jedinou kiivku v, budeme mluvit
pfimo o kfivce v namisto o souboru I'.

(2) Regularni uzaviené kiivce v v Q lze pfifadit linearni funkcional na vektorovém
prostoru C(€2) :

C(Q)afv—>/f€@.

Vzhledem k rovnosti (4.1) se proto nékdy pouziva zapis

F=m+%nt+ -+

45
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Pritom soubor uzavienych ktivek I' se nazyva cyklus. My toto oznaceni a terminologii déle

pouzivat nebudeme.

Véta 4.1.2 (Cauchy). Budte n € N a I':= (71,72, .. .,7n) Soubor requldrnich uzavienijch
kriwvek v ). Necht je splnéna podminka

Va € C\ €, indr(a) =0. (4.2)

Potom pro kazdou funkci f € H(Q) plati:
(1) /f =0, (4.3)
r

(2)  VaeQ\ (D), % /F % dw = indr (=) f(2). (4.4)

Pozndmka. Bod (1) je vlastni Cauchyova véta, bod (2) je Cauchytuv integralni vzorec.

Diikaz. Dokazeme nejprve bod (2).
(I) Definujme funkei g na  x Q vztahem

f(zi:f(w) proz#w,

f(2) pro z = w.

Dokazeme, 7e g € C(Q x Q).

Z definice funkce je vidét, Ze g je urcité spojita v kazdém bodé (z,w) € Q x Q, z # w,
Stadi tedy ovérit spojit g na diagonale kartézského soucinu, to jest v bodech (a,a) € Qx Q.
Zvolime r > 0 dostate¢né malé tak, aby m C Q. Diky konvexnosti kruhu muzeme
vyjadrit X

V(z,w) € D(a,r), g(z,w)= / f(w+t(z —w))dt.
0

Skuteéné, pro z = w je rovnost ziejmé. Pro z # w méame
1 d 1
F(2) = flw) = / CH( —tyw+t2)dt = (=~ w) / F(w+ t(z — w))dt.
0 0
Odtud je jiz rovnost patrna i v tomto piipadé.

Funkce f’ je spojita, a tedy omezena na kompaktni mnoziné D(a, ). Mize proto pouzit

Lebesgueovu vétu o integralni majoranté v limitnim prechodu

lim )g(z,w) = 1%1%(1}1/0 f(w+t(z—w))dt = /o fi(a)dt = f'(a) = g(a,a).

(z,w)—(a,a
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(IT) Polozme
1

VzeQ, h(z):= 5 1ﬂg(z,w) dw.
Dokazeme, ze h € H(S).

Nejprve si vS§imnéme, ze pii pevném w € € je funkce z — g(z,w) spojita na  (plyne
ze spojitosti g na 2 x Q). Navic na Q\ {w} je tato funkce dokonce holomorfni, jak je zfejmé
z definice g. Vzhledem ke spojitosti je ale izolovana singularita v bodé w odstranitelnd, viz
véta (3.2.3). Funkce g(z,w) v proménné z a pii pevném w je tedy holomorfni v§ude na
Q). Z Goursatovy véty pak plyne (véta 2.1.5), ze pro kazdy trojuhelnik (uzavieny) A C Q
plati

Yw € €, g(z,w)dz = 0.
on

Nyni mizeme pouZit Morerovu vétu (véta 2.2.6). Funkce h je uréité spojitd na Q
(zdménu limity a integrdlu v definici funkce h zdivodnéte samostatné!). Pro libovolny

trojuhelnitk A C €2 dostavame

1 1 1
h=— dw )dz = — dz )dw= -— [ 0dw =0.
o= g (ot wam)as= g (] e o= g oo

Odtud jiz plyne, Ze h je holomorfni. Pouziti Fubiniovy véty (p¥i zaméné integrace) bylo
opravnéné, nebot funkce g je omezena na kompaktni mnoziné A x (I').

(IIT) Dokazeme, ze h = 0 identicky na (2.

Polozime

Q :={z€C\ (I'); indp(2) =0}

a dale .
[

2 Jpw — 2

Vz € Ql, hl(Z) =

Vime, 7e index uvazovany jako funkce bodu p#i pevném I' je lokalné konstantni funkce.
Odtud plyne, Ze Q je oteviend mnozina (zdidvodnéte podrobne!). Dale z véty 1.3.5 mizeme
usoudit, ze hy € H()).

Pro libovolné z € Q N Qy vezmeme v tvahu, Ze indp(z) = 0, a upravime
1 f(w) .
hi(z) = 5 /1“ p— dw — indp(2)f(z)

= ZLM'/FW(MU = 2%” 1“g(mw)dw
h(z).

Zjistili jsme, ze holomorfni funkce h € H(Q2) a hy € H(€);) se shoduji na pruniku svych
defini¢nich obori. Proto existuje (jednoznaéné urcéend) funkce p € H(Q U ;) takova, ze
olo="h 0, = hy. Pfitom predpoklad (4.2) znamena, ze C\ Q2 C Q, a tedy QUQ; = C.



KAPITOLA 4. 48

Funkce ¢ je tedy cel4, to jest ¢ € H(C).
Pripomehme si, ze neomezena souvisla komponenta mnoziny C \ (I') obsahuje okoli
nekonec¢na tvaru C\ D(0, R) pro R dostatecné velké, a pFitom sama tato komponenta je

obsazena v €. Proto ¢ na C\ D(0, R) se shoduje s hy. Dostavame

1
o) = I m) = on fow—-
(samostatné zdivodnéte posledni rovnost!). Odtud specidlné plyne, Ze ¢ je omezena funkce.
Podle Liouvilleovy véty je funkce ¢ konstantni. Vzhledem k limité v nekone¢nu tou kon-
stantou musi byt 0. Dospéli jsme tak k zavéru, ze ¢ = 0 identicky na C, a proto h = 0
identicky na €.
(IV) Dokonceni ditkazu Cauchyova integralniho vzorce, to jest identity (4.4). Pro
z € Q\ (I') mame

0=h(z) = %/FM@U = QLW/F f<w)z dw — indr(2) f(2).

w—z w —

Nyni snadno dokazeme i bod (1) z véty, to jest vlastni Cauchyovu vétu (4.3). Zvolime

jakkoliv a € Q\ (I') a polozime
VzeQ, F(z):=(z—a)f(2).

Ziejmé F € H(Q). Z jiz dokézané identity (4.4) plyne

1 1 F
— = — (w) dw = indr(a) F(a) = 0.
2m Jr 21 Jrw —a
Tim je ditkaz dokoncen. O

Dusledek 4.1.3. Budte I'y, I'y dva soubory requldrnich uzaviengjch krivek v Q. JestliZe
Va € C\ Q, indr,(a) = indr, (a),

potom

Vfe H(Q), /Ff: f

I
Dikaz. Zapisme L'y = (71,72, ---,Ym), L't = (M, 72, ...,mn), m,n € N. Ozna¢me jako 7);

opacnou kiivku ke kiivce n;, 1 < 7 < n. PoloZme

[':= (’717’727'"77771777177727""7771)‘

Podle predpokladu

Va € C\ Q, indr(a) = indr,(a) — indr, (a) = 0.
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7 véty 4.1.2 pak plyne

Vfe H(Q), Oz/rf:/rof_ Flf.

To dokazuje tvrzeni. O]

Cviceni 4.1.4. Budte Q := C\ (D(—z, DU D, 1)) a dile Ty == (1), Tt == (1, 10),
kde
(1) = de™) mi(t) = =24 2", m(t) =2+ 2", t €[0,27]

(nacrinéte si obrazek!). Potom

Vae C\Q=D(-2,1)UD(2,1), indr,(a) = indr,(a).

Ovérte tuto rovnost!
Nasledujici disledek je specidlnim pfipadem Cauchyovy véty, ktery se ¢asto pouziva.

Disledek 4.1.5. Bud'vy reguldrni Jordanova kiivka v Q). Jestlize vnitiek kifivky int(y) C €,

potom

Vf e H(Q), /f:O.

Diikaz. Vime, Ze vnéjsek Jordanovy kiivky, ext(y), je neomezena souvisla komponenta
mnoziny C\ (7). Proto index vSech bodi z této komponenty vzhledem ke kiivce v je roven
0. Na druhé strané podle pfedpokladu je C\ Q C ext(v), a tedy ind,(a) = 0 pro kazdé
a € C\ Q. Tim je splnén predpoklad (4.2) véty 4.1.2, z které jiz plyne tento disledek. [

4.2 Cauchyova véta a homotopie

Cilem této podkapitoly je dokazat, volné feceno, Ze integral holomorfni funkce podél kiivky
se neméni, pokud tuto kiivku spojité deformujeme. Pfesna formulaci je zaloZzena na pojmu

homotopie, se kterym jsme se jiz setkali a ktery si opét pfipomeneme.

Definice 4.2.1. Budte 79,71 : [a, ] — Q dvé uzaviené kiivky (spojité, ale ne nutné
regularni). Rekneme, 7e tyto kiivky jsou homotopické v Q (nebo Q-homotopické), jestlize
existuje spojita funkce H: [a, ] x [0,1] — Q s vlastnostmi

(1) vt € [a, 8], H(t,0) = 70(1),

(2) Vt € [a,B], H(t,1) = 7 (t),

(3) Vs € 0,1], H(cr,s) = H(B, s).

Pozndmka. Diive jsem potiebovali pouze specialni pripad homotopickych kiivek, kdy jedna

z kiivek je konstantni.
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Poznamka 4.2.2. Pro Vs € [0, 1] pevné polozme Vt € [a, 3], 75(t) := H(t,s). Potom ~;
je uzaviend kiivka, kterd je sice spojita, ale nemusi byt regularni ani v piipadé, kdy kiivky
Yo, 71 regulérni jsou. Tato okolnost ponékud zkomplikuje diikazy, které budou nasledovat,

jelikoz vsechny nase vysledky byly odvozeny pouze pro regularni kiivky.

Poznamka 4.2.3. Kiivka v: [«, 8] — Q je konstantni, jestlize () = {a} pro né&jaké
a € C. Pro tuto kiivku zfejmé plati: Vz € C, z # a je ind,(z) = 0.
Skutecné, 7/(t) = 0 pro v8echna t € [«, 5], a proto

1 d 1 [P At
ind,(z) = / - ) dt =0.
i

TomiJow—z 2mi ), 4(t)—z

Zatim vime, Ze index bodu vzhledem k uzaviené kiivce je lokalné konstantni funkce,
jestlize krivka je volena pevné a bod uvazujeme jako proménnou. Znamend to, ze index
se neméni, pokud pfili§ nezménime polohu bodu. Nyni si vSimneme opac¢né situace, kdy
bod zistava pevny, avsak kiivka pevné volena neni. Nasledujici lemma ukazuje, 7ze pro dvé
uzaviené kiivky, které se od sebe v jistém smyslu 1isi jen malo, jsou si prisluSné indexy

rovny.

Lemma 4.2.4. Budte o,y : [a, ] — Q requldrni uzaviené kiivky. Jestlize pro w € C je
splnéeno
vt ela, B, () =) <w—0)l, (4.5)

potom ind,, (w) = ind,, (w).

Diikaz. 7 ostré nerovnosti (4.5) ziejmeé plyne w # vo(t) a w # v1(t) pro vSechna t € [, B].

Polozme

_nl)—w
Vi e [a,B], () = Py —

Potom 7 je regularni uzaviené kiivka, ktera spliuje

Y1(t) = 0(t)

< 1.
Yo(t) — w

vt € [a, 6], Iv(t>—1l=‘

To znamend, ze (y) C D(1,1). Odtud je vidét, ze 0 lezi v neomezend souvislé komponenté
mnoziny C\ (7). Plati tedy rovnost
1 dz 1 [P

0 =indy(0) = — | — = — dt
ind,(0) 2mi )., z 2mi J, ~(t)
0

R S O O IO
- 2w, (%(t)—w %(t)—w>dt

= ind,, (w) — ind,, (w).

Tim je lemma dokazano. O
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Cauchyova véta a homotopie - pokracovani

Déle ukazeme, 7ze pii spojité deformaci uzaviené kiivky uvnitf oteviené mnoziny €2 se

neméni index bodu, které lezi mimo (). Metoda dikazu je zalozena na lemmatu 4.2.4.

Véta 4.2.5. Budte vy, vo dvé requldrni uzaviené kiivky, které jsou homotopické v Q. Potom
plati
Vw e C\ Q, ind,(w) = ind,,(w).

Diikaz. Zvolme w € C, w ¢ Q. Bez Gjmy na obecnosti muzeme piedpokladat, ze kiivky ~,

Yo jsou definovany na intervalu [0, 1]. Podle pfedpokladu existuje homotopie
H:[0,1] x[0,1] = Q
s vlastnostmi:

Y(t) = H(t,0), y(t) = H(t,1) pro t € [0,1],
H(0,s) = H(1,s) pro s e [0,1].

H je spojité zobrazeni, a proto H([0,1] x [0,1]) C Q je kompaktni, a tedy uzaviena
mnozina. Tudiz

dist (w, H([0,1] x [0,1])) >0
a muzeme zvolit € > 0 tak, Ze
V(t,s) € [0,1] x [0,1], |H(t,s)—w| > 2e. (4.6)

Spojita funkce H na kompaktni mnoziné [0,1] x [0, 1] je stejnomérné spojita. Proto

muzeme zvolit n € N dostatecné velké takové, aby
1
V(t,s),(t',s) e [0,1] x [0,1], [s—§|+[t—t|<— = |H(t,s)— H({', s)| <e (4.7)
n

(pro pozdéjsi pohodli jsme zvolili neostrou nerovnost).

Homotopii H nahradime konec¢nym souborem kfivek, ktery zac¢ina kiivkou vy a konc¢i
kiivkou v, a pritom dvé po sobé jdouci k¥ivky se ligi jen malo (s ohledem na aplikaci
lemmatu 4.2.4). Pokladame

k
i (%) :—H(t,—) prot€[0,1], k=0,1,2,...,n
n

(70 méa sviij ptuvodni vyznam, v, = 7).
Jak bylo zminéno v poznamce vyse, kiivky v, 1 < k < n — 1, jsou zarucené spojité

a uzaviené, ale nemusi byt regularni. Abychom tento nedostatek ptekonali, aproximujeme
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kiivky % po ¢astech linedrnimi kiivkami, které oznac¢ime . Prok = 0,1,2, ..., n polozime

s (CAE) 00 }

- H(]%l %)(j—nt)qLH(; %)(nt—ﬁrl) pro t € {T’E

7=12....n
Tuto aproximaci jsme tedy volili tak, aby platilo

%(1) =%(1) proj=0,1,2,...,n
n n

Déle odvodime nékolik odhadi, které ndm nakonec umozni pouzit lemma 4.2.4

(i) Pro k=0,1,2,...,n plati

vVt € [O, 1], |’?k(t) — ’Yk(t)| <e. (48)

Skuteens, pro ¢ € [(j — 1)/n, j/n] vyjadiime
) =) = #(I D)+ a1 (25 g+ - (0 2)
= () () Jumm

() () Jonaen

dCHRE)

a (nt — j + 1) nezaporné. Nyni jiz

Vzhledem k (4.7) mame

-1k k
() )]
n n

Navic pro t z uvedeného intervalu jsou faktory (j — nt)

< E.

pomoci trojahelnikové nerovnosti snadno dostaneme (4.8).

(ii) Pro k =0,1,2,...,n plati
Vi e [0,1], Jw—Fk(t)| > e.
Skute¢né, podle (4.6) je |w — yx(t)| > 2¢ a vzhledem k (4.8) dostavame

w = ()] = [w = ()] = () = ()] > 2e —e =e.
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(iii) Pro k =1,2,...,n plati
vt € [0,1], [%(t) = -(t)] <e (4.10)
a vzhledem k (4.9) také
vt € [0,1], [Fx(t) = u-1(0)] < [w = Fx(D)]- (4.11)

Skute¢né, pro t € [(j — 1)/n,j/n] po dosazeni z defini¢nich vztaht dostavame
X i i1 k J=1 k—1\)\,.
=) = (H(Z=—= %) -H -
V() = Ye-1(t) ( (n’n) (n, - (J — nt)

+(H(%§> —H(%,kgl))(nt—j—i—l).

Pritom podle (4.7) méme odhady

() (5 S| ) - )l
no'n n n n’'n n’ n
Odtud jiz snadno plyne (4.10).
(iv) Pro k =0,1,2,...,n plati
Ve [0,1], [w(t) = wm)] < Jw =7 (8)]. (4.12)

Tato nerovnost nas ale zajima pouze pro k = 0 a k = n (nebot ~, = 7). Vzhledem
k (4.8) a (4.6) odhadneme

e (t) = ()] <& <2 < Jw =)l

Nyni se muzeme odvolat na lemma 4.2.4, které nam s ohledem na nerovnost (4.11)
Fika, 7e

inds, (w) =inds, ,(w) pro k=1,2,...,n.

Podobné vzhledem k (4.12) mame
inds, (w) = ind,, (w), inds, (w) = ind,, (w) = ind, (w).
Mizeme shrnout, ze
ind,, (w) = inds, (w) = inds, (w) = -+ =inds, (w) = ind, (w).

Tim je véta dokazana. O

Tato véta mé nékteré dulezité dusledky.
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Disledek 4.2.6. Bud v reguldrni uzaviend kfivka, kterd je v  homotopickd 0 (tj. kon-
stantni kiivee). Potom pro kaZdou funkci f € H(Q) plati

M) ﬁf:a

@ veeo\(y, - [

211 W =2

dw = ind,(2) f(z).

Diikaz. Stadi ovéfit, Ze je splnén predpoklad (4.2) véty 4.1.2, z které pak uz tvrzeni oka-
mzité plyne. P¥itom pokladame I" := (7). Podle piedpokladu je ale v homotopicka v 2 kon-
stantni k¥ivce vy, a tak podle véty 4.2.5 je ind,(a) = ind,,(a) = 0 pro kazdé a € C\ Q. O

Specidlnim piipadem je situace, kdy € je jednoduSe souvisld oblast. To znamené, 7Ze

kazda uzaviena kiivka v €2 je homotopicka 0.

Dausledek 4.2.7. Bud 2 jednoduse souvisld oblast. Potom pro kazdou reguldrni uzavienou
krivku v v Q a kaZdou funkci f € H(Q)) plati

W [r-o
(2) VzeQ\({(y), QLm / % dw = ind, (2) f(z).

Dalsim dusledkem je, Ze pro funkci, ktera je holomorfni na mnoziné €2 a kterou integru-
jeme podél kiivky (ne nutné uzaviené) lezici v €2, se integral neméni, pokud tuto kiivku
spojité deformujeme uvniti mnoziny 2. Abychom tento dusledek mohli pfesné formulovat,
roz§ifime pojem homotopie i na kfivky, které nejsou uzaviené. V tom piipadé ale budeme
pozadovat, aby koncové body kiivky byly voleny pevné a neménily se ani béhem spojité

deformace.

Definice 4.2.8. Budte 7p,71: [, 8] — Q dv& kiivky (spojité, ale ne nutné regularni),
které spliwuji yo(a) = y1(), 70(8) = 1(3). Rekneme, ze kiivky vo, 71 s pevngmi konco-
vymi body jsou homotopické v €, jestlize existuje spojita funkce H: [, 5] x [0,1] —
s vlastnostmi

(1) vt € [a,B], H(t,0) = 7ol
(2) ¥t € [a, B, H(t,1) =
(3) Vs € [0,1], H(a,s)=10(a) a H(B,s) = 10(B).

H
H
Cviceni 4.2.9. Bud ~: [0,1] — Q kfivka (ne nutné uzaviena a ne nutné regularni).

Definujme kiivku n: [0,2] — Q vztahem

v(t) prot € [0,1],
v(2—1t) prote[l,2]

n(t) ==
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(ktivka ) nejprve sleduje kiivku 7 na intervalu [0, 1] a poté pokracuje podél opacné kiivky
ke v na intervalu [1,2]). Potom kiivka n je uzaviena a je homotopicka 0. Je-li kiivka ~
regularni, pak rovnéz 7 je regularni. Dokazte!

Navod: Uvazte zobrazeni H : [0,2] x [0,1] —  definované pro kazdé s € [0,1]

vztahem
Y((1 = s)t) prot e [0,1],

H(t,s) :=
() Y((1=5)2—1) prote[l,2].

CviCeni 4.2.10. Budte vp,71: [0,1] — Q dvé kiivky s pevnymi koncovymi body, které
jsou homotopické v Q. Definujme kiivku ng: [0,2] — © vztahem

mo(t) = Tolt) bro# € 0,1) (4.13)
m(2—1t) prote[l,2]

Potom kfivka 7y je uzaviena a je homotopické 0. Jsou-li k¥ivky 7o, 71 regularni, pak rovnéz
no je regularni. Dokazte!
Néavod: Podle piedpokladu existuje spojité zobrazeni H: [0,1] x [0,1] — Q s vlast-

nostmi:

Yo(t) = H(t,0), v1(t) = H(t,1) prot € [0,1],
H(0,5) = 70(0), H(1,5) =0(1) pro s € [0,1].

Uvaizte zobrazeni H: [0,2] x [0,1] — Q definované pro kazdé s € [0,1] vztahem
- H(t,s rot€|0,1},
H(ts) — (t,s) P [0,1]
1(2—1t) prote[1,2].
H je homotopie mezi k¥ivkami 7 a 71, kde 1;: [0,2] — Q je definovana

71 (t) prot € [0,1],

m(t) ==
7(2—1t) prote[l1,2].

Podle predchézejiciho cviceni lze na tuto homotopii navazat dalsi homotopii, ktera prevede

kiivku 7 na konstantni k¥ivku.

Disledek 4.2.11. Budte vy, 71 : [, 8] — Q dvé reguldrni kfivky s pevnymi koncovymi
body, které jsou homotopické v ). Potom pro kaZdou funkci f € H(Q) plati

[o=1

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze [a, 8] = [0, 1]. Bud 7y regularni
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uzaviena kiivka definovana vztahem (4.13). Potom plati (presvédéte se o tom!)

=Ll

Soucasné podle dusledku 4.2.6 a cviceni 4.2.10 méme fTIO f=0. ]

Cviceni 4.2.12. Budte 0 < r; < ry < 400, a € C, M uzaviené mezikruzi definované
M :={z€C;r <|z—a|l <r},
) C C oteviena mnozina obsahujici M a f € H(2). Pro r > 0 poloZme

Y (t) :=a+re prot e [0,2n].

[

Potom

Dokazte!



Kapitola 5

5.1 Laurentovy rady

Znaceni 5.1.1. Oteviené mezikruzi o stiedu a € C a s poloméry 0 < r; < ry < 400

oznac¢ime symbolem
P(a,ri,rm) :={2€C; r <|z—a| <r}.
Specidlné pii porovnéani se diive zavedenym znacenim méame pro r > 0
P(a,0,r) = D(a,r) \ {a} = D'(a,r).

Pozndmka. Nejedna se o bézné pouzivané znaceni. Nezda se, ze by existoval standardni

symbol pro mezikruzi.

Definice 5.1.2. Budte ¢, € C, kde n € Z, oboustranné nekonec¢né posloupnost koefici-

entii, a € C. Laurentova rada v komplexni proménné z a se stfedem v bodé a je definovana
oo o0 oo c
—-n
g cn(z —a)" = E cn(z —a)" + g oo
n——o00 n=0 n=1 z a
Rekneme, ze Laurentova fada konverguje, pravé kdyz konverguji obé mocninné fady
oo
E cn(z —a)", E
(z —a)"
n=1

Tyto fady se nazyvaji requldrni a hlavni c¢ist Laurentovy fady.

Nasledujici vétu neni tfeba dokazovat, protoze je okamzitym dusledkem dobfe znamych

vlastnosti mocninnych fad (Pripomerite si je!).

57
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Véta 5.1.3. Budte ¢, € C, kden € Z, a ddle a € C. Oznac¢me po tadé Ry, R_ € [0, +00]

polomeéry konvergence mocninngch rad

oo oo
E cpw™, E c_w".
n=0 n=1

Je-li
! <R
R_ +
potom Laurentova Tada
Z cn(z —a)”

konverguje na P(a,1/R_, Ry) absolutné a lokdlné stejnomérné (coZ je ekvivalentni stejno-

meérné konvergenci na kompaktnich podmnoZindch).

Véta 5.1.4. P stejném znaceni a predpokladech jako ve vete 5.1.8 necht

1
— < Ry
R
Polozme
1 o0
Vz € P(CL, K’ R+), f(Z) = ng_oo Cn(Z - a)n.

Potom f € H(P(a, 1/R_, R+)). Ddle pro libovolné r, 1/R_ < r < R, plati

1 f(2)

Vnel, ¢,=— | —————
" = on o (2 —a)n

dz, (5.1)
kde
Y (t) :==a+re, t €[0,27]. (5.2)

Diikaz. (I) f je na P(a,1/R_, R;) rovna lokdln¢ stejnomérné limité funkci f,,, m € N,

které definujeme

fm(2) == Z cr(z —a)”.

k=—m
Ziejmé pro kazdé m je f,, holomorfni v§ude na C\{a}, a tim spise f,, € H(P(a, 1/R_, R+)).
Podle véty 3.5.5 je f € H(P(a,1/R_, R})).
(IT) Nejprve pro m € Z vypocteme

2 o
[e=art = [ (o - o) ywde =t [
Yr O 0

= 2m 5m,—1~
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Vzhledem ke stejnomérné konvergenci Laurentovy fady na (v,) miizeme upravit

1 f(z) 1 - k—n—1
_ 2 dy = ( — " )d
2mi )., (2 —a)"*! : 2mi J.,, :Z_Oock(z %) :
1 o0
=D IR NEETI T
k=—00 o
1 (0.]
= — Okn
271 e Ok,
k=—0o0
= Cp.
Tim je véta dokazana. O

Poznamka 5.1.5. Bud f € H(P(a,rl,rg)) pro a € C a poloméry 0 < r; < ry < 4o00.

Necht f lze na P(a,r1,72) vyjadiit jako konvergentni Laurentovu fadu,

o0

f(z) = Z cn(z —a)™.

n=—oo

To také znamend, Ze pii stejném znaceni jako ve vété 5.1.4 je 1/R_ < ri, Ry > 71o.
Z véty 5.1.4 rovnéz vyplyva, Ze koeficienty ¢, jsou funkci f uréeny jednoznacné, nebot
spliwuji rovnice (5.1), (5.2), kde r je libovolny polomér z intervalu r; < r < ry. Nezavislost
integrélu (5.1) na r lze také vyvodit ze cvifeni 4.2.12 bez nutnosti piimého vypoctu.
Obecnéji plati, ze
Cc, = 1 Ldz

" o L, (z—a)tt

kde v je libovolna regularni uzaviend kiivka s vlastnosti: ind,(w) = 1 pro vechny body
w € D(a,r) (akromé toho vime, ze ind, (w) = 0 pro vSechna w € C\D(a, rs)). Napiiklad ~
muze byt kladné orientovana regularni Jordanova kiivka v D(a, r2), ktera obsahuje D(a, )

ve svém vnitiku.

Nésleduje hlavni véta o Laurentové fadé. Pred ni ale jesté provedeme jeden pomocny

vypocet.

Lemma 5.1.6. Budte a € C, r > 0 a necht v, naddle znaci kladné orientovanou kruznici

se stiedem v bod€ a, o poloméru r jako v (5.2). Ddle bud f € C({7,)). Polozme

v:e Qs o) = 5 [ 2 a0
a
Vn € Z, ¢, := L ﬂdw.

2mi oy (W —a)n
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Potom platr

Vz € D(a,r) iC" (z—a)" (5.3)
Vz€C\D(a,r), g(z)=—_ (zc_——z)n (5.4)

(tim se mysli, Ze 0obé mocninné fady v (5.3), (5.4) jsou konvergentni na daném oboru,).

Diikaz. (1) Z véty 1.3.5 vime, Ze g je holomorfni funkce na C\(v,). V dikazu této véty je
také uveden vzorec (1.20) pro koeficienty v rozvoji do mocninné fady funkce g na kruhu
D(a,r) € C\(v,). Jisté neuskodi, kdyz vypocet v tomto specialnim piipadé provedeme

jesté jednou. Necht |z —a| < 7. Pro w € (7,) upravime
I 1 B i (z—a)"
w-z  (w-a)(1-37) o w—art

Pfi pevném 2z tato fada konverguje stejnomérné v proménné w € (v,). Diky tomu dostéa-

vame

1 f(w) 1 > (z—a)"f(w)
>:%/%md“’ - %/;—m_aw dw

r—
_ 1< n f(w)
= 5= (z—a) /7 (w—a)”“dw
= 3 cn(z —a)"
n=0

To dokazuje rovnost (5.3).

(IT) Podobné lze postupovat pro |z — a| > r. Tentokrat provedeme upravu

1 1 .
w—z:_(z—a)( nzz—a”“'

Opét plati, Ze pii pevném z tato fada konverguje stejnomérné v proménné w € (7).

Dostavame

1 f(w) _ (w—a)"f(w)
g(z)—% %w—zdw N 2#2/2 z—a”“ dw

IR fw
o 2m —~ (z —a)rtt /% (w—a)™ d
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To dokazuje rovnost (5.4). O

Véta 5.1.7. Budtea € C,0 < ry <rp, < 40 a f € H(P(a,rl,rg)). Potom [ lze na

P(a,ry, o) vyjddrit a pritom jednoznacné jako konvergenini Laurentovu Tadu

o

)= ) clz—a) (5.5)
n=—o0
Diikaz. Jednoznacnost Laurentovy fady jsme jiz rozebrali diive v poznamce 5.1.5. Vé-
nujme se nyni existenci. Symbol 7, opét znaci kladné orientovanou kruznici se stfedem v a
a o poloméru r, viz (5.2). Dale ¢,, n € Z, znaci koeficienty zavedené v (5.1), kde r muze
byt jakékoliv ¢islo z intervalu ry < r < ry. Z diskuze jednoznac¢nosti vime, ze pokud rozvoj
(5.5) existuje, tak koeficienty ¢, musi mit pravé tento tvar.

Zvolme libovolné, ale pevné o, oo tak, aby

<01 < P2 <T9. (56)
Plati tedy
1 f(w) 1 / f(w)
TS5 on o, (W —a)m T YT o (w — a)*t! w=e

Definujeme funkce

Vz € D(a,02), fr(2):= ! / f(w) dw

Vze C\ D(a,0), f-(2):= —L/ J(w) dw.

Podle lemmatu 5.1.6 mame

Vz € D(a,02), fo(2)= ch(z —a)" (5.7)
Vz e C\ D(a,01), f- i G (5.8)

Déle pouzijeme Cuchyuv integralni vzorec (4.4) z véty 4.1.2 pro Q := P(a,r,72)
al == (—7:%0), kde —v,, znac¢i opacnou kiivku ke ~,,. Pfedpoklad véty (4.2) je splnén,
nebot ind,, (z) = ind,, (2) = 0 pro z € C\ D(a,rs) a ind,, (z) = ind,, (2) = 1 pro
z € D(a,r). Kromé toho pro z € P(a, 01, 02) je

indr(z) = —ind,, (2) +ind,,, (2) =0+ 1= 1.
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Cauchyuv integralni vzorec vede na rovnost Vz € P(a, 01, 02),

10 = g [ gy [ g [
= [-(2) + [+(2). Ql ’

Vzhledem k (5.7), (5.8) to znamena, ze funkce f mé rozvoj do Laurentovy fady (5.5) na
mezikruzi P(a, 01, 02). ProtoZe volba polomérii ¢;, 02 byla omezena pouze vztahem (5.6),

rozvoj [ do Laurentovy fady existuje i na P(a,r,72). O]
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Laurentovy rady - pokracovani

Jesté pozndmka o vztahu izolované singularity funkce f v bodé a k Laurentové radé

funkce f na okoli bodu a.

Poznamka 5.1.8. Bud f funkce holomorfni na D’(a,r) = P(a,0,r) pro jisté a € C,

r > 0. Potom f ma rozvoj do Laurentovy fady na okoli bodu a:

o0

Vz € D'(a,r), f(z)= Z cn(z —a)".

n=—oo

Typ izolované singularity funkce f v bodé a je urc¢en touto Laurentovou fadou:

(1) Izolovana singularita je odstranitelna, pravé kdyz ¢, = 0 pro vSechna n < 0 (tj.
hlavni ¢ast Laurentovy fady je nulova).

(2) Izolovana singularita je polem fadu m € N, pravé kdyz ¢, = 0 pro vSechna n < —m

ac_p, #0.
(3) Izolovana singularita je podstatna, pravé kdyz ¢, # 0 pro pro nekoneéné mnoho

n < 0.

Poznamka 5.1.9. M&jme danu funkci f € H(P(a, 7“1,7’2)) proa € C,0<r; <ry < 4oo,

s Laurentovym rozvojem
o0
VzEP(arl,TQ Zz—a +chz—a
n=1
Ozna¢me po fadé R_, R, € [0, +oc] poloméry konvergence mocninnych fad
o o
Z Cc_pw", Z cyw™.
n=1 n=0
Z konvergence Laurentovy fady na P(a,r,79) plyne, ze
1
i

R_>—, R >mr

To znamend, Ze pro hlavni ¢ast Laurentovy rady

n=1
plati Q € H(P(a, r1, +oo)), zatimco regularni ¢ast je holomorfni na D(a, ).
Specialné je-li f € H(D’(a,r)) pror > 0, to jest 1 = 0 ary =r, pak R_ = 400
a@ € H(C\{a}). Pfitom je ziejmé, ze funkce f—(Q ma v bodé a odstranitelnou singularitu.
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5.2 Reziduova véta

Reziduova véta predstavuje velice efektivni nastroj pro vypocet kiivkovych integrali v kom-

plexni roviné. Nejprve zavedeme pojem rezidua.

Definice 5.2.1. Bud f € H(D’(a,r)) pro jisté a € C, r > 0, a necht

=3 elz—a)"

n=—oo

je rozvoj f do Laurentovy fady na D’(a,r). Oznaéime

res,(f) == c_4

a toto Cislo nazveme reziduem funkce f v bodé a.

Véta 5.2.2 (Reziduova véta). Budte A C Q) podmnoZina, kterd nemd v Q hromadny bod,
a fe HQ\ A). Ddile bud ' = (v1,7%,---,7), n € N, soubor reguldrnich uzavienijch
krivek v Q \ A, ktery spliiuje podminku

Vw e C\ Q, indp(w) = 0.

Potom

/rf = 27?2'2 indr(a) res,(f). (5.9)

acA

Pozndmka. Mnozina A miize byt i nekone¢na, ale z pfedpokladi véty vyplyvéa, Ze je nejvyse
spocetna. Jak vSak zdivodnime v ramci dikazu, nanejvySe kone¢né mnoho s¢itanci na
pravé strané (5.9) je nenulovych, a proto tato rovnice méa dobry smysl i v piipadé nekoneéné
mnoziny A. 7Z predpokladu rovnéz plyne, ze kazdy bod a € A je izolovanou singularitou
funkce f. Zduraznéme, ze ve formulaci véty se nepredpokldda nic o charakteru téchto
singularit.

Jesté pred tim, nez prikro¢ime k dikazu, miZeme jako okamzity disledek reziduoveé
véty popsat specidlni pripad, kdy soubor I' se sestdva z jediné kiivky, kterou je regularni

Jordanova kfivka.

Dausledek 5.2.3. Pfi stejngjch predpokladech na 2, A a f jako ve vété 5.2.2 bud ~y kladnée

orientovand requldrni Jordanova kiivka v Q\ A, kterd spliuje int(vy) C 2. Potom

szQm’ Z res,(f).

a€int(y)NA

Diikaz véty 5.2.2. (1) Polozme

Vi:={weC\ (I'); indr(w) =0}, K:=C\V ={we C\ (I'); indr(w) # 0} U(T).
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Tvrdime, ze K C () je kompaktni mnozina.

Mnozina V' je urc¢ité oteviend, nebot index jako funkce bodu je lokélné konstantni.
Tudiz K je uzaviend mnozina. Abychom ukéazali, ze K je také omezené, oznac¢ime jako
U neomezenou souvislou komponentu mnoziny C \ (I'). Vime, 7e U C V, a tedy naopak
K =C\V c C\U. Mnozina C\ U je ale omezena (U obsahuje doplnék kruhu D(0,r)
pro r dostatecné velké).

Déle podle predpokladu C\ Q@ C V, a proto K =C\ V C Q.

(IT) Polozme

B :={a € A; indr(a) # 0}.

Mnozina B je kone¢na nebo prazdna. Skutec¢né, protoze mnoziny A a (I') jsou disjunktni,
B = AN K. Ale prinik A s kompaktni mnozinou K nemuze byt nekone¢ny, jinak by A
méla v K C €2 hromadny bod.

Ozna¢me body mnoziny B (navzajem ruzné) jako

B ={aj,as,...,a,}.

Zde pokladame n = 0 pro B = (), jinak n € N. Dale pro kazdy index j, 1 < j < n, ozna¢me

jako @; hlavni ¢ast Laurentovy fady funkce f na okoli bodu a; ve smyslu poznamky 5.1.9.

Potom Q; € H(C )\ {a;}) a funkce f — @Q; ma v bodé a; odstranitelnou singularitu.
Navic pro kazdy index j plati

1
271

/Qj = indp(aj) resaj (f)
T

1
)

K ovéfeni této rovnosti si staci uvédomit, ze (;(z) je mocninna fada v proménné (z—a;)~
ktera konverguje stejnomérné na (I'), a proto muzeme zménit fadu a integral. Pfitom, jak

jsme jiz difve poznamenali pii odvozovani Cauchyovy véty,

1
2 —a;) "dz = i,z—a'_”“dz:O pron=2,3,4,....
J J
r r

Proto

Kromé toho
/(2 —a;)”" dz = 2miindr(ay).
r

(IIT) Nyni mazeme pouzit obecnou Cauchyovu vétu 4.1.2. Polozme

Qo :=Q\ (A\B) = (Q\ A)UB
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g:=1Ff—=>_Q; € H().

j=1

Pov§imnéme si, ze dvojice 2y a I' spliuje predpoklady véty 4.1.2, to jest podminku
(4.2). Skutetné, necht w € C\ Qy = (C\ Q) U (A\ B). Potom bud w € C\ ©, a v tom
piipadé indr(w) = 0 podle piedpokladu. Nebo w € A\ B, a v tom piipadé indp(w) = 0
vzhledem k tomu, jak jsme zavedli mnozinu B.

Obecna Cauchyova véta pro g € H(€)y) dava

0 = /ngfrf—jf;/r@

= /Ff —QWiZinF(aj)reSaj(f>‘

j=1

Tim je véta dokazana. O

5.3 Meromorfni funkce

vvvvvv

meromorfni funkce. U téchto funkci se pozaduje, aby byly holomorfni na dané oteviené
mnoziné s vyjimkou izolovanych bodi, ve kterych funkce mize mit singularity typu pol.
To znamen4, Ze podstatné singularity nejsou pripustné. Typickym pfikladem meromorfni
funkce na celé komplexni roviné je podil dvou polynomii. Pritom samoziejmé polynom ve

jmenovateli musi byt nenulovy.

Definice 5.3.1. f{ekneme, ze komplexni funkce f je meromorfni na €1, jestlize existuje

mnozina A C s vlastnostmi
(1) fe HQ\A),

(2) v kazdém bodé mnoziny A ma f ma izolovanou singularitu, ktera je polem.

Pozndmka. Podle definice ma mnozina A pouze izolované body. Pfipousti se i moznost
A = (. V tom piipadé je f prosté holomorfni funkce na Q. Hodnoty meromorfni funkce

v bodech, které jsou poly, mizeme chapat jako rovny komplexnimu nekonec¢nu.

Znaceni 5.3.2. Bud f meromorfni funkce na Q. Oznac¢me (jako diive)

Z(f) ={a€; fla) =0}

P(f) :={a € f(a) = o0 (tj. f ma pol v bodé a)}.
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Poznamka 5.3.3. Budte n € N, n > 2, U C R” oteviend mnozina a M C U. Necht M
nemd v U hromadny bod. Je-li U souvisla mnozina, potom mnozina U\ M je také souvisla.

Zduvodnéni bude pouze neformalni, ale snad intuitivné prijatelné. Vime, Ze oteviena
mnozina v R" je souvisla, pravé kdyz je kiivkové souvisla. Tvrdime, ze mnozina U \ M je
kiivkové souvisla. Mé&me dva libovolné body v U \ M. Potom v U existuje kiivka, ktera
tyto dva body spojuje. Pfitom tato kifivka mize prochézet nejvyse koneéné mnoha body
mnoziny M vzhledem k tomu, ze M nemé v U hromadny bod (geometricky obraz kiivky je
kompaktni mnozina). Dale tvrdime, ale jiz bez dalsich podrobnosti, ze v dimenzi n > 2 lze
uvazovanou kiivku ,mirné deformovat® uvnitf mnoziny U tak, aby se deformovana kiivka
vyhnula bodum z M, kterymi puvodni kiivka prochézela, a pfitom aby neprotala zadny
novy bod z M.

Poznamka 5.3.4. Je-li f meromorfni funkce na €2, potom mnozina pola P(f) nemé v Q
hromadny bod. To také znamené, ze mnozina P(f) je lokalné kone¢n4, a tudiz nejvyse
spocetna.

Skutefné, pokud by a € Q byl hromadnym bodem mnoziny P(f), potom f nemize byt
holomorfni na zadném okoli bodu a. Bod a nemtze byt ani pélem, protoze podle definice
je pol izolovanou singularitou. Tim jsou vyc¢erpany vSechny moznosti a dostavame spor.

Je-li navic €2 oblast (je souvisld) a f neni identicky rovna 0, pak mnozina kofent Z(f)
také nema v 2 hromadny bod.

Skuteéné, takovy hromadny bod by nemohl byt polem, a lezel by tedy v Q \ P(f).
Pritom f € H(Q\ P(f)) a podle poznamky 5.3.3 je Q \ P(f) také souvisld mnoZina.
Jak vSak vime, pokud funkce f je holomorfni na néjaké oblasti a kotfeny f zde maji
hromadny bod, pak f je na této oblasti identicky rovna 0. To by ovSem znamenalo spor

s predpokladem.

Piimo z definice je patrné, Ze soucet nebo soucin dvou meromorfnich funkci na € je

také meromorfni funkce.

Cvi€eni 5.3.5. Bud f meromorfni funkce na oblasti Q (€ je oteviena a souvisla). Jestlize
f neni identicky rovna 0, pak reciproka funkce 1/f je také meromorfni na Q. Dokazte!

Néavod: Funkce 1/f je definoviana vSude na € s vyjimkou podmnoziny P(f) U Z(f).
Piimo z definice polu plyne, ze mnozina P(f) je diskrétni (kazdy jeji bod je izolovany).
Z poznamky 5.3.4 déle vyplyva, Ze kazdy kotfen funkce f je izolovany, a tedy mnozina Z(f)
je také diskrétni.

Pro a € P(f) plati

1
lim —— = 0.

z—a f( )

To znamena, 7e funkce 1/f méa v a odstranitelnou singularitu a nabyva zde hodnotu 0.
Naopak ukazte, Ze jestlize a € 2 je izolovanym kofenem funkce f, pak funkce 1/f ma

v bodé a pol.
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Odtud jiz plyne, ze 1/f je meromorfni funkce. Navic jsme zjistili, Ze

z(%) —P()), PG) — ().

Jako okamzity disledek tohoto cviceni dostavame nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.3.6. Predpokladejme, Ze 2 C C je oblast. Potom mnoZina vSech meromorfnich

funkei na Q vzhledem k béznym operacim scitdni a ndsobeni funkci je télesem.



