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Kapitola 1

Diferencovatelné variety

Geometrickymi vlastnostmi matematickych struktur se v principu zabyvaji dvé oblasti matematiky:

e Algebraicka geometrie zkoumé atvary v daném prostoru (R”,C", CP", ...) zadané jako mno-
Zina FeSeni (systémi) polynomialnich rovnic, tzv. algebraické variety (angl. variety), které mohou
obsahovat riizné typy singularit, viz napt. -y =0 v R?[x,y]. Jedna se o velice abstraktni oblast
matematiky.

e Diferencialni geometrie, neboli globalni analyza, zkouma topologické prostory, které jsou lo-
kalné ztotoznitelné s R™, ze kterého se na né prenasi pojmy znamé z analyzy. Podstatné jsou
vnitini vlastnosti a jejich popis v riiznych soufadnicich, nikoliv zpisob vnofeni do néjakého vek-
torového & afinniho prostoru. Zakladnim pojmem je tzv. diferencovatelna (neboli hladka) varieta
(angl. manifold).

V tomto skriptu se budeme vénovat zékladnim pojmtm druhé jmenované. Nejprve uvedme péar definic:

Definice 1.1. Topologicky prostor (M,7) je Hausdorffiv < (Vz,y € M,z # y)(3U = U°,z € U)
AV =Vo,y e V)(UNV = ).

Definice 1.2. Necht jsou {U, }aer € 7, {V3} ges € T dvE oteviena pokryti topologického prostoru (M, ),
ti. Uner Ua = M = Uges Vs, pak {Vs}ges je zjemnénim {U, }aer = (VB e J)(3a e 1) (Vs cUy,).

Definice 1.3. Oteviené pokryti {U, }aer topologického prostoru (M,7) je lokdln& koneéné <
(Vze M) 3T c I, #{J} <+o0)(Vae I\ J)({z} nU, = @).

Definice 1.4. Topologicky prostor (M, T) je parakompaktni < pro kazdé pokryti {U, }aer existuje
lokalné konecné zjemnéni.
Definice 1.5. Necht (M, 1) je topologicky prostor, U = U° ¢ M, V = V° c R™. Pak homeomorfizmus

@ :U — V nazyvame mapa ¢i lokalni souradnice na M. U nazyvame souradnicové okoli v M.

Definice 1.6. Oteviené pokryti {U, }aer topologického prostoru (M, 1) vybavené mapami ¢, : Uy —
va(Uy) nazyvame atlas na M a n nazyvame dimenzi atlasu. Atlas obvykle znaéime {(Uy, 00 ) }aer-
(Pfipomenme, Ze ¢q(Uy) = (pa(Uy))° c R™)

Pozndmka 1.1. Klademe dim M =n (n viz pfedchozi definice).

Pozndmka 1.2. C¥ oznatuje analytické funkce (tj. jejichz Tayloriv rozvoj konverguje v kazdém bods).
Standardné budeme uvazovat C'*°, tj. funkce libovolnékrat diferencovatelné.



Diferencovatelné variety

Definice 1.7. Bud k € N, popt. k € {co,w}. Atlas {(Un,¥a)}aer na M je t¥idy C* < (Va,B €I :
Ua nUps # @) je zobrazeni Tap = @50 05! : pa(Usa NUg) c R™ = p5(Uy nUg) c R™ t¥idy CF a zéroveii
zobrazeni inverzni je t¥idy C*.

Definice 1.8. Zobrazeni 7,43 z pfedchozi definice nazyvadme prechodova funkce.

Definice 1.9. Mapa (U, ¢) je C*-kompatibilni s atlasem {(Un,¢a)}acr < (Va eI :UNU, # @)
(a0t o(UnU,) = pa(UnUy,) je tiidy C* a soucasné ¢ o ol je titdy C¥, tj. v o ¢ ! je
difeomorfizmus tiidy C*).

Definice 1.10. Atlas {(Uy,¥a) }acr t¥idy C* na M je maximalni < obsahuje viechny mapy s nim
C*-kompatibilni. Maximalni atlas tfidy C* na M nazyvame diferencovatelna ¢ hladka struktura
na M.

Definice 1.11. Topologicky Hausdorffav parakompaktni prostor (M,7) vybaveny diferencovatelnou
strukturou nazyvame diferencovatelna varieta (neboli hladka varieta).

Pozndmka 1.3. Misto parakompaktnosti se ¢asto zad4 silngjsi podminka, a to aby byl prostor (M, 1)
lokalné kompaktni (tj. kazdy bod p ma kompaktni okoli, tj. kompaktni mnozinu obsahujici otevienou
mnozinu obsahujici p) se spo€etnou bazi topologie (tj. (I{Uq }aer : Us = U, I je spocetnd)(VV e 1)
(3T cI)(V =Uqpes Ua)).

Diky lokdlnimu ztotoznéni topologického prostoru M s prostorem R™ pomoci atlasu jsme najednou
schopni na M napf. derivovat, zkoumat hladkost atd. VétSinou se setkdme s varietami pokrytymi
nejvyse spocetnym systémem map. Pak lze topologii 7 pFevést pomoci ¢ ! z R™ a nemusi byt za-
dana pfedem. Maximalita atlasu se vyzaduje za ti¢elem jednoznacénosti pojmu varieta. PTi praktickém
pocitani pouzijeme spiSe atlas s minimalnim poétem map.

Definice 1.12. Spojité zobrazeni ¢ dvou diferencovatelnych variet M a N (¢ : M - N) je hladké
(tj. tfidy C*°) < pro kazdou mapu (U,, ¢o) 2z atlasu M a pro kazdou mapu (Vs, 1) z atlasu N, kde
#(Us) nVs # @, je zobrazeni ¥ 0 ¢ o it 00 (Uy N ¢CH(V3)) € R™ - 1h5(¢p(Uy) N V) c R™ hladke,
kde m =dim M a n=dim N.

Definice 1.13. Hladkou bijekci ¢ : M — N takovou, Ze ¢~ ' je téz hladké, nazyvame difeomorfizmus
variet M a N.

Pozndamka 1.4. Difeomorfni variety povazujeme za ekvivalentni a pro praktické ucely je ztotoziujeme,
% 2 1
napt. S* ~ CP".

Casto diferencovatelné variety zadavame pomoci vazeb, tj. jako vzor F (_1)(y0) néjakého vybraného
bodu yo € R" pii zobrazeni F : R™" - R". Topologii na F1 () uvazujeme indukovanou z R™*"
(indukuje se tak lokalni kompaktnost, spocetna baze a to, Ze prostor je Hausdorffav), mapy pfenasime
pomoci véty o implicitni funkci. Jeji aplikaci dostdvame nésledujici vétu.

Véta 1.1. Bud F : R™" - R” tiidy C®, yo € R", FCU(yo) = {z € R™"|F(x) = yo} a necht
vz e FCU (o) plati rank dF(z) = dimR” = 7. Pak F(y) je diferencovatelnou varietou dimenze n
s mapami vytvorenymi s vyuZzitim véty o implicitni funkci.

Pozndmka 1.5. Pokud ¢, : U, - R?" = C", tak miiZe nastat situace, kdy jsou vZechny piechodové
funkce 7,5 : C" - C" na svém definiénim oboru holomorfni. Tim padem mé&me holomorfni atlas
definujici tzv. n-rozmérnou komplexni varietu. Kazda n-rozmérna komplexni varieta je 2n-rozmérnou
redlnou varietou, opacna implikace obecné neplati.

Pozndamka 1.6. Mame-li (M, 7,{(Uq,¥a)}acr)s (N,0,{(Vs,¥)}ges), dim M = m,dim N =n, dvé vari-
ety, pak lze na M x N piirozené zavést sou¢inovou topologii 7xo (oteviené mnoziny jsou koneéné pri-
niky a libovolna sjednoceni kartézskych souéini otevienych mnozin). S mapami xqag : UaxVs - R xR",
Xas(u,v) = (pa(u),s(v)), je pak takova mnozina M x N (m + n)-rozmérnou diferencovatelnou vari-
etou.



Kapitola 2

Tecné vektory k varieté

Chceme zavést na varieté obdobu derivace ve sméru vektoru v R”. Mame dvé moznosti: pomoci kiivek
a pomoci zobrazeni.

Zavedeni tecného vektoru pomoci krivek

Definice 2.1. Hladké zobrazeni v : (a,b) - M, kde a < 0 < b, nazyvame (hladka) k¥ivka ve varietd
M vychazejici z bodu pg = v(0).

Pozndmka 2.1. C®(M) ={f: M - R tridy C*}

Pozndmka 2.2. Zavadime ekvivalenci mezi kiivkami vychézejicimi z pg € M (fov: (a,b) cR - R, tj.

d < :
It s ma smysl):

ymA e (Ve Cw(M))(%(fW)Lo = %(foi)‘tzo).

Definice 2.2. Teény vektor X k varieté M v bods pg € M je libovoln4 tiida ekvivalence kiivek [v]
vychéazejicich z bodu pg.

Definice 2.3. Derivace funkce f ve sméru tecného vektoru X, f e C(M), je dana vztahem
Xf= %(f Ofy)|t:0 pro libovolnou v € [v].

V libovolnych lokalnich soufadnicich z° = p*(p), pe U = U°, pg € U, x¢ = ¢(po) miZeme tecny vektor
ztotqinit se smérovou derivaci X = Y, X* aii - kde X' = X' = %((p’ o'y)’tzo € R (v8imnéme si,
Ze " o je i-ta slozka kiivky v v soufadnicovém vyjadfeni ¢), nebot dle vztahu pro derivaci slozené
funkce mame (zo = ¢(7(0))):

n al
X
i=1 oz’

,

Tedy X f = $1y X 5

oxt

n

F=3 %(@iov)’

o i=1

0

t=0 (?xz

) d . d
(foe™)| = T (few lwov)’ = a(fov)‘tzo'

Zo

2, F'- Redlnou funkci F, kde F = fop™t:9o(U) = p(U)° c R - R, nazyvame
vyjad¥eni funkce f v lokilnich soufadnicich (z°). Vétsinou ji znacime stejné jako samotnou
fuknci f a pouzité soufadnice vyplyvaji z kontextu.

2

ox?

: 2

misto =
) . Po ot p(po)’ B .
v soufadnicich pouzitych v daném vyrazu. Soufadnice az na vyjimky piSeme s hornimi indexy.

Podobné vétsinou piseme

tj. ztotoznujeme bod a jeho soufadnicové vyjadieni



Tecné vektory k varieté

Nadéle budeme vyuzivat sumacni konvenci — index vyskytujici se jednou nahote a jednou dole se s¢ita
od 1 do dimenze variety.

Pozndmka 2.3. Necht X* e R. Pak operator X definovany jako X = X -2

ox?

v je pusobenim te¢ného
vektoru [7], kde 7y je v soufadnicich (2°) definovana zpisobem ~*(t) = 2*(po) +t X*.

Pfi zméné soufadnic (z') - (Z*) se soufadnicové vyjadieni te¢ného vektoru méni podle vztahu pro

derivaci slozené funkce: X* = %xi(v(t))hzo a X' = %gﬁi(fy(t))hzo = gj ) %x-j(v(t))hzo = gfj pXj,

z ¢ehoZ plyne vztah

0

oz’
P

= XJ oz i
» oxJ

_ =X/
2 p oxJ

-
Zavedeni tecného vektoru pomoci zobrazeni

Definice 2.4. Teény vektor X k varieté M v bodé p € M je zobrazeni X : C*(M) — R vyhovujici
nésledujicim podminkam:

1. (Vf,ge C®(M))(VaeR)(X(af +g) =aXf+ Xg), tj. linearita
2. (Vf,geC(M))(X(fg)=f(p)(Xg)+(X[)g(p)), tj. Leibnizovo pravidlo
3. (VfgeC=(M)((BU=UpeU)(VreU)(f(r)=g(r)) = X[ =Xg)

Véta 2.1. Uvedené dvé definice teéného vektoru jsou ekvivalentni.

Dikaz. X = [y] » X = X'-% X' = %(cpi cvy)|t:0 spliiuje linearitu, Leibnizovo pravidlo i rovnost na

ox*?
funkcich splyvajicich na okoli.
Naopak, méjme X : C*(M) - R vyhovujici vlastnostem. Definujme X* = X%, kde (¢*) jsou soufad-
nice na U okoli p. Pfisné vzato potfebujeme ¢ jako funkci na celém M, k tomu si pomiizeme podminkou
(3). Necht Uy c U, jsou vzory otevienych do sebe vnofenych kouli v R” n¢(U) se stfedem v bodé
o(p), tj. Uy c Uy c U, a definujeme:

@' = na U;
@i =0 na M \ Uy
¢ = hladka interpolace (viz funkcionalni analyza) na Us Uy

Z této definice plyne QEZ e O°(M) a X¢' = X' = X@' nezavisi na volbé Uy, U, (diky podmince
(3)). Definujme X = X* % » coZ je tvar tetného vektoru podle prvni definice. Chceme ukazat, Ze
VfeC=(M) plati X f = X f. Funkce f € C®(U,) (viz rozsifeni soutadnicovych funkef) ma v lokélnich
soufadnicich tvar f (xl,.;.,m"l).ﬁ Bez Gjmy na obecnosti zvolime z*(p) = 0. Z Taylorova rozvoje pro
funkci f plyne: f(&) = f(0)+2* 2L 5t9(Z), kde g je néjaka hladka funkce na okoli 0, g(0) =0, 7%|s=0

ox? ’ Ozt
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a tedy:

1@ -0 = [ S sana
d2

- [P S0y Sa@na= a0 rEnls [0S

. Of 1 o 0?
=z - 1- o) —— f(Z
x P + A (1-t)z'z Sridn] f(zt)de
_ i of i [t 0? .
=t s ; +z'x ./0 (1-1) Sriond f(@t)de,

9(&)=z'29 gi;(Z)

kde g;;(Z) = fol(l - t)az?i;zf f(2t) dt jsou n&jaké hladké funkce. Z linearity a Leibnizova pravidla plyne
X (konst.) =0atedy: X f=0+X" gg
X(:vixjgij(fv)) =0, nebot nam po jeho aplikaci ztstane v kazdém ¢lenu alespon jedno xi|0 = 0. Celkem

X f=Xf a obé definice jsou tedy ekvivalentni. m

5+X (27 g;;(Z)). Pouzitim Leibnizova pravidla navic dostavame

Pozndmka 2.4. Mnozina te¢nych vektora k M v p € M ma pfirozenou strukturu vektorového prostoru.

Diikaz. Vychazejme z druhé definice te¢ného vektoru. Uvazovana zobrazeni C* (M) - R tvori vekto-
rovy prostor, nebot soucet a konstantni nasobek zobrazeni spliwjici 1., 2., 3. spliuje 1., 2., 3. =

Definice 2.5. Teény prostor T, M k varieté M v bodé p € M je vektorovy prostor tvoieny te¢nymi
vektory k M v p. dimT, M = dim M.



Kapitola 3

Tecny bundle, vektorova pole,
integralni kiivky

Zavedme disjunktni sjednoceni v8ech T,M, pe M (tj. VeTM < (Ipe M)(3X e T,M)(V = X)):

TM =[] T,M={X,eT,M|peM}.
peM

Na TM zavadime zobrazeni w: TM — M, 7r(Xp) = p. Na TM muzeme pfirozenym zpusobem zavést
strukturu diferencovatelné variety. Bud {U,, (z%,)}aer diferencovatelny atlas na M, dim M = n. Pak
zavedeme na TM atlas {V,,%q }aer, kde V, = ﬂ'(‘l)(Ua) a q ¢ Vo = R?™ jsou definovany piedpisem:

0

T B
ax’ lp

Ya(Xp) = (26(p), - 20 (p), Xo (D), .-, X5 (p)), kde X, = X, (p)

Zobrazeni 1, je bijekce. Zvolime na T'M takovou topologii, aby bylo 1, i 7 spojité. Pfechodové

zobrazeni mé tvar (7.5 = ¥z oY, X, = Xé 551- ‘ ):
Alp

Tag(xh, 2l X2 X)) = (x}j(xa),...,:cg(xa),Xé, s XE),

? (2]

kde Xé - -X7 . Zobrazeni 7,4 je hladké, nebot linearni zobrazeni (X2,..., X") — (

7
ox?, =

51}3

J
ox?,

n
¢
Xa)
Ta i=1

Definice 3.1. Diferencovatelnou varietu 7'M nazyvame teény fibrovany prostor (téZ teény bundle).
TM je specialnim pfipadem tzv. fibrovaného prostoru.

a

je hladké jako funkce 2n proménnych a2 a X* a x5 0z;! je hladké z predpoklad.

Poznamka 3.1. U variet budeme dale implicitné uvazovat zobrazeni, ktera jsou hladka.

Definice 3.2. Fibrovany prostor (angl. fibre bundle) je diferencovatelnd varieta E, nazyvana
totalni prostor, vybavena nasledujicimi dodateénymi strukturami:

1. Diferencovatelnou varietou M zvanou béaze neboli bazova varieta se surjektivnim zobrazenim
m: E - M zvanym projekce a otevienym pokrytim {Up, }aer, Uaer Ua = M.
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2. Diferencovatelnou varietou F' zvanou typické vlakno s difeomorfizmy v : 709 (Uy) —» Uy x F
zvanymi lokalni trivializace spliiujicimi (7 je projekce na prvni slozku kartézského soucinu
Uy x F):

T1 0 Yo = Tlony(v,) -

Definice 3.3. Necht p € U, nUg. Zobrazeni 7,4 : F' - F takové, ze

(Vue F)((p, Tap(p)u) = ¥p 003" (p,w)),
nazyvame piechodova funkce na vlakné pfi pfechodu z trivializace (U, 14 ) do trivializace (Ug, ¥g).

Pozndmka 3.2. Neplést 7,5 s pfechodovou funkei u variet.

Pozndmka 3.3. Fibrovany prostor (E, M, F,m, {(Uqs, %) }aer) ¢asto znacime jen jako E nebo E 5 M.

Casto klademe omezeni na pripustné lokélni trivializace: pfipoustime pouze takové trivializace, kdy
v8echny prechodové funkce na vlakné lezi ve vhodné vybrané grupé zobrazeni F — F, tj. ve vhodné
podgrupé grupy vsech difeomorfizma Diff(E). Vybranou grupu nazyvame strukturni grupa fibrova-
ného prostoru E. Miuze jit o pripady, kdy ma F dodate¢nou strukturu, jako napt. vektorovy prostor
nebo varieta s metrikou. Za prechodové funkce se pak vybiraji zobrazeni zachovavajici onu strukturu,
napf. linedrni zobrazeni.

Pozndmka 3.4. Pokud F ma strukturu vektorového prostoru, je pfirozené pozadovat, aby strukturni
grupa fibrovaného prostoru E s typickym vldknem F byla GL(dim F,R). Takovy fibrovany prostor
nazyvame vektorovy fibrovany prostor.

Definice 3.4. Pro dané p € M nazyvame 7~V (p) vlakno nad bodem p. 7(-1(p) je diferencovatelna
varieta izomorfni typickému vlaknu F' (izomorfizmus neni uréen jednoznaéné, pfedpis pro néj zni:

z > m(va(@)), e (p)).

Definice 3.5. Rez fibrovaného prostoru E definujeme jako hladké zobrazeni o : M — F vyhovujici
podmince 7 o o = id. MnoZinu vSech fezti F znacime I'(E).

Definice 3.6. Lokalni fez na okoli U = U° ¢ M je hladké zobrazeni o : U - E spliwjici mo o = id|,.

Definice 3.7. Zobrazenim fibrovanych prostori (E, M, F,7) a (E,M,F,#7) (angl. bundle map)
nazveme dvojici zobrazeni ¢ : E - E a ¢ : M - M vyhovujici podmince: 7o ¢ = pom.

Definice 3.8. Fibrovany prostor £ M je trivialni, pokud existuje vzajemné jednozna¢né zobrazeni
fibrovanych prostori E > M a M x F I M.

Definice 3.9. Vektorové pole X na varietd M je Fez te¢ného bundlu, tj. X € T'(TM). MnoZinu
v8ech vektorovych poli na varieté M znacime X' (M) nebo I'(T'M) (viz dusledek 4.1).

Pozndmka 3.5. Jinak feCeno, vektorové pole pfifazuje kazdému p € M teény vektor X(p) € T,M
hladkym zpiisobem, tj. v libovolnych soufadnicich X (p) = Xi(p)%, kde X' e C*(U), (X : M - TM).

Definice 3.10. Integralni kiivka vektorového pole X € X(M) vychézejici z bodu pg € M je
hladké zobrazeni v : (a,b) - M, a < 0 < b, v(0) = po, takové, Ze %'y(t) = 9(t) = X[, Pritom
A(t) je definovano jako teény vektor v y(t) € M uréeny tiidou ekvivalence [7], kde ¥(s) = y(t + s),
se(a-t,b-t).

Pozndamka 3.6. V lokalnich soutadnicich:

S 0 = X0, 7" (00,5 (0) = (o), Vi€, Kde (1) = ' (5(1).
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Definice 3.11. Vektorové pole X € X (M) je aplné, pravé kdyz lze kaZdou jeho integralni kiivku
roz§ifit na integralni k¥ivku zobrazujici R do M.

Definice 3.12. Tok vektorového pole X ¢ X (M) je zobrazeni ¥x : U - M, kde U =U°c M xR
a M x {0} c U, takové, ze (Ype M)(Vx(p,0)=p) a Ux(p,t) =5 (t) je integralni kiivka vektorového
pole X vychéazejici z bodu p € M.

Poznamka 3.7. Z teorie diferencialnich rovnic vyplyva, Ze existuje pravé jedno hladké zobrazeni V.
Dale budeme ¢asto psat Ux (p,t) = Ui (p), kde Ui : M — M.

Pozndmka 3.8. | U5 o UL (p) = U (p) |, pokud méa prava strana smysl, tj. (¥ (p),s) e U, (p,t) e U.
x°%¥Xx X X

V lokélnich soufadnicich (z°), kde jsme oznacili (z,...,3") = (#1(p),...,2"(p)), mame:

Uy o (V) :VixVa >R V1=V cR", Vo=VycR, 0eVy:
(V(z',....,2") e W, te&@)(%\pg((azl,...,f”,t):X@'(\Ifx(fl,...,az”,t))),

(v(@',...,i") e W) (T (2",...,2",0)=1").



Kapitola 4

Abstraktnéjsi pohled na vektorova
pole

Definice 4.1. Bud M neprézdna mnozina, 2 neprazdnd mnoZina n-arnich zobrazeni M x---x M — M.
Potom dvojici (M, Q) nazyvame algebra. Mnozinu M nazyvame nosi¢ algebry (M, Q).

Pozndmka 4.1. Pro aéely GMF budeme uvazovat pouze algebry, jejichZ nosi¢ je vektorovy prostor V'
(ten m4 sam o sobé binarni operaci s¢itani a modularni operaci nasobeni ¢islem z t&lesa). MnoZina
bude nadéle tvorena pouze jedinou bilinearni operaci m.

Pozndmka 4.2. Algebra (V,m) je:
1. asociativni < (Vu,v,w € V)(m(u,m(v,w)) = m(m(u,v),w))
2. komutativni neboli abelovska < (Vu,v € V)(m(u,v) = m(v,u))
3. Lieova < Vu,v,w € V plati nasledujici dvé podminky:
(a) m(u,v) = -m(v,u), tj. antikomutativita

(b) m(u,m(v,w)) +m(v,m(w,u)) + m(w,m(u,v)) =0, tj. Jacobiho identita

Binarni operaci v algebie (M,2) nazyvame obvykle ndsobeni a pro x,z € M, w € ) misto znaceni
w(z,y) pouzivame kratce z.y. Dalsi moZnosti znaceni je napt. s¢itani xz + y. Vhodné znacdeni vybi-
rame podle vlastnosti operace — asociativni nasobeni znacime jako soucin, nasobeni v Lieové algebie
nazyvame Lieova zavorka a zna¢ime [-,-].

Priklad 4.1. Algebry lze zavést napiiklad néasledujicimi zptsoby:
e (L(V),m), kde (VA,B e L(V))(m(A,B) = Ao B), je asociativni algebra
o (L(V),[-]), kde (VA,Be L(V))([A,B] = Ao B - BoA), je Lieova algebra
o (C*(M),[-,-]), kde [f,9]={f.g} a {-,-} je Poissonova zavorka, je Lieova algebra

. (IC°°b(M),~), kde (Vf,ge C®(M))(Vpe M)((f-9)(p) = f(p)-9(p)), je komutativni asociativni
algebra

Definice 4.2. Derivace algebry (V,m) je libovolné linearni zobrazeni D : V — V vyhovujici pod-
mince (Vz,y € V)(D(m(z,y)) = m(D(x),y) + m(z, D(y))).
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Abstraktnéjsi pohled na vektorové pole

Priklad 4.2. Necht V je vektorovy prostor, ukazeme, ze na (L(V'),0) je operace Do (+) = [C, -] derivaci:
Dc(AB)=CAB-ABC =CAB-ACB+ACB-ABC =(CA-AC)B+A(CB-BC)=(Dc(A))oB+
Ao (Dc(B)).

Priklad 4.3. (C*(M),{-,-}), feC=(M), D¢(g) ={f g}

Véta 4.1. Uvazujme M hladkou varietu a C* (M) jako asociativni komutativni algebru s nasobenim
(f-9)(p) = f(p) - g(p). Oznatme X (M) vektorovy prostor vSech derivaci algebry C*°(M), tj. vSech
zobrazeni X : C®°(M) - C*(M) s vlastnostmi X (af +¢g) = aXf+ Xg, X(fg) = (Xf)g+ f(Xg).
Pak lze vzajemné jednoznaéné zobrazit X' (M) na mnozinu vSech vektorovych poli T'(T'M) predpisem
X(p)(f)=(Xf)(p), X e X(M), Vpe M. Tj. X(M) = I(T'M).

Diikaz. X € T(TM), tj. X : M - TM, X(p) € T,M hladké zobrazeni = definujme X : C*°(M) —
C* (M) piedpisem (X f)(p) = X (p)f. Z hladkosti X vyplyva, ze X f je v kazdych lokalnich soufadni-
cich hladké zobrazeni, tj. je hladké i na celem M. Z vlastnosti tecnych vektoru pak vyplyvé linearita
a podminka na derivaci X(fg)(p) = (Xf)(p)g(p) + f(»)(X9)(p)-

Naopak, bud X € X(M). Definujme X(p) : C®(M) - R, X(p)f = (Xf)(p). Evidentn& plati

X(p)(af +9) = aX(p)f+ X(p)g, X(P)(f-9) = X(p)f - 9(p) + f(p) - X(p)g. Déle ovéiime podminku
lokality, tj. (Vf,g € C(M))((3U =U°,p e U)(Vq e U)(f(q) = g(q)) = Xf = Xg). Ekvivalentné ji

uvazujeme ve tvaru:
(VF € C¥(M))((3U = U° < M, peU)(Yqe U)(f(q) = 0) = X (p)f = 0).

Uvazujme tedy funkci f, ktera je nulova na U, okoli bodu p. V lokalnich soufadnicich 1ze do U vnofit
otevienou krychli se stifedem v bodé p. Déle zkonstruujeme pomocnou funkei g € C*° (M) takovou, Ze
(Vg ¢ U)(g(q) =0) a g(p) = 1, sestavenou vhodnym preskdlovanim intervalu a kartézskym soucinem

funkei tvaru go: R - R:
= lz| < 1
T) =
go(z) {O ] > 1

Lze snadno ovétit, ze (Vn € No)(limgo1- g$” (z) = 0). Tudiz (Vg € M)((gf)(q) = 0) = X(fg) = 0,

0=X(p)(gf)=X(p)g-f(p)+9(p) X (p)f kde f(p)=0ag(p)=1= X(p)f =0, tj. X(p) vyhovuje
i lokalité. Uz tedy vime, ze X (p) € T, M. Zbyva dokazat hladkost vzniklého vektorového pole, tj. X €

(T M). Ta vyplyvé z toho, ze X : C (M) - C% (M), a tudiz slozky vektorového pole v souradnicovém
vyjadient, které se daji urcit zptisobem X*(p) = X (z*)(p), jsou hladké funkce.

(Je vhodné si uvédomit, Ze diky jiz dokazané lokalité X € X (M), tj. nezavislosti (X f)(p) na chovéani f
mimo okoli bodu p, lze k X € X (M) definovat jeho zizeni X|U e X(U) tak, ze (VgeU)(VfeC®(M))
((X|U @) = (Xf)(q)). Poté mizeme )?|U aplikovat na soufadnicové funkce x% : U — R a definovat
X =X(2") 2%, kde X(z') e C*(U).) m

oxt?

Disledek 4.1. Nadale budeme ztotozhovat X(M) a T'(TM) a vyuZivat definici vektorového pole
vhodnéjsi pro pravé feSenou tlohu.

Véta 4.2. Mnozina vSech derivaci Der(A) dané algebry A tvoif Lieovu algebru.

Diikaz. To, ze Der(A) je vektorovy prostor, je ziejmé. Lieova zavorka na Der(A) se definuje [ Dy, Do] =

11



Abstraktnéjsi pohled na vektorové pole

D1 oDy — Dy o Dy. Ovéfeni:

[D1, D3] m(u,v) = (D1 o Dy — Dy o Dy)m(u,v)
= D1(m(Dou,v) + m(u, Dav)) — Do(m(Dyu,v) + m(u, D1v))
=m(D1Dou,v) + m(Dau, D1v) + m(Dyu, Dav) + m(u, D1 Dav)
—m(DaD;u,v) —m(Dyu, Dav) —m(Dau, D1v) — m(u, DaDyv)
=m(D1Dsu,v) + m(u, D1Dsv) — m(DoDyu,v) — m(u, Do D1v)
=m([D1, D2]u,v) + m(u, [D1, Da]v).

Antisymetrie [-,-] a Jacobiho identita vyplyva ze zpiisobu definice [-,-]. m

Disledek 4.2. (X(M),[-,-]) je nekoneénérozmérna Lieova algebra vektorovych poli na varieté M s
Lieovou zéavorkou definovanou zptsobem (VX,Y e X(M))([X,Y]=XoY -Y o X).

Pozndmka 4.3. Casto uvazujeme i vektorova pole definovana na podmnoziné U ¢ M jako X : U - T'M,
mo X = id|,;. Pokud U = U°, pak lze v8echny vlastnosti X' (M) piepsat jako vlastnosti X'(U). Jinak
nékteré pojmy, napf. [+, -], mohou ztratit vyznam.

Pozndmka 4.4. Necht (z') jsou soufadnice na U = U°®, X = X'-2. YV =Y'-2. feC=(U). Pak

ox*? ox*)?

[X,Y]szii (inf) —Yii (in,f)

oxt oxJ oxt oxJ
0Y7 ¢ 0X7 ¢ oY 0X7\ 0
= XZ A " - YZ P = XZ - YZ " -
ox* oxJ ! oxt oxd ! ( ox’ ox’ ) oxJ !

a tedy

[X. Y] = (X(Y7) - Y(X7)) 5

oxI

12



Kapitola 5

Diferencialni formy

Definice 5.1. V kazdém bodé p variety M mizeme uvazovat vektorovy prostor dudlni k te¢nému
prostoru T, M. Znac¢ime ho T,; M a nazyvédme kote€ny prostor k varieté¢ M v bodé p. Prvky T)M
obvykle zna¢ime feckymi pismeny a nazyvame 1-formy v bodé p, tedy

weTyM < w:T,M - R aplati (VX,Y e T,M)(VaeR)(w(aX +Y) = aw(X) +w(Y)).

Méjme lokalni soutadnice (z*) na U = U° ¢ M, p € U. Pak baze T,M ma tvar (Lp)é_l. Bazi

ox?

Ty M k ni dudlni, tj. funkcionaly o€ oM : goi( o |p) = 5;-, znacime (dxi|p)j:1. Jinak psano tedy

oxd

Oxd
znacime w;, tj.

dxi|p( g |p) = (5; (d@ivod pro toto znaceni bude ziejmy pozdéji). Soutadnice 1-formy w v béazi (dz?)

W =w; dxl| .
p

Pii zméné soutadnic & = 7% (27), (6F = dik|p (%))7 mame

J
= di*| ( éj): 0 4 (i_):éf.
» p\ozt) ozt P\ ozl

’ 2 . a "’Ni wry 2 ~ . 3 v 2. v 2 2
Posledni rovnost vynasobime vyrazem §7 a vys¢itdme pres index i, ¢imZ dostavame

0
0Tt

0

oxJ
P

_ ox?

p O

)
p

g 0\ _ 0"
@, (57) = 5o

a pro prechod mezi souradnicemi tedy plati

dit| | = %p da|

p

Pro w=w;dz* = ©; d7’ dosazenim ziskdvame
j

0!

~ s = Y i
w; da’ = @, P dz’,

_ o~ 0i :
a tedy w; = w; 57 neboli

wj = 077 pwi
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Diferenciélni formy

Definice 5.2. Podobné jako jsme zavedli teény fibrovany prostor, zavadime i strukturu znamou jako
kote¢ny fibrovany prostor neboli koteény bundle (angl. cotangent bundle) T* M:

L. totalni prostor T*M = [Ipeps T, M
2. projekce m: T*M — M spliujici (Yw € T,y M )(7m(w) = p)
3. typické vldkno F' ~ R"

4. lokélni trivializace — budte {Ua}aer : Uaer Ua = M, U, = U2 soufadnicova okoli se souradnicemi
(z%), pak definujeme systém lokdlnich trivializaci (Vo o), Vi = W(’l)(Ua), Yo 1 Vo > Uy x F,
kde (w = w$ dxg|p):

Ya(w) = (p, (w)it1)-
Topologii na T* M zavadime jako topologii indukovanou vzory otevienych mnoZin pii ., a € I.

Pozndmka 5.1. Bud p € U, nUg. Pak z pfedchozi definice vyplyva, Ze pfechodové funkce na vlakné
tvaru

o [0k L)
Taﬁ(p) ((Wz )i:l) = ((%L‘i wk) )
B i=1

. ) k
kde w = wf dad| = wf dh| | vp o v (0, (W0 ())) = (b, (0] Z25:(p))", ), jsou inverzemi prechodo-
P J Bp v g 4 9952 j=1

vych funkci na vlakné teéného bundlu a te¢ny a koteény bundle jsou tedy geometricky odlisné struktury.
Navic (w$);, € R", a tedy 7o5(p) € L(R™) hladce zévisejici na p.

Definice 5.3. Diferencialni 1-forma w na M je Fez kote¢ného fibrovaného prostoru, w e I'(T*M).

V lokélnich souradnicich (z") na soufadnicovém okoli U bodu p méme vyjadfeni formy w e I'(T* M)
ve tvaru w(p) = w;(p) dz'(p), kde w; € C*(U). Vétsinou znacime I'(T*M) = QY (M).

Definice 5.4. Bud 1<k <n=dim M, pe M. Pak k-forma v bod& p je k-linearn{ totalnd antisyme-
trické zobrazeni w: T, M x ---x T,M - R. Tedy VX;,..., X, e T,M, Vme S, =Bij({1,...,k}) plati:
—

k-krat
w(Xw(l), ce >X7r(k)) =8sgnm w(Xl, e ,Xk).

Vektorovy prostor viech k-forem v bodé p znaéime A* (T, M) nebo A1’§M , dim A’;M = (Z)

s (0 n , il \" P " . . N S k .
Bufl ( 307 P)i=1 béaze T\, M, (da: |P)i=1 baze Tj M, i1,...,i) € h. Bazické vektory prostoru Ay M znac¢ime
dz** A ... Adz™ |p (symbol A se nazyvéa skobka (angl. wedge)) a definujeme zptsobem (41, ..., ji € N):

dz' A .. A da® 2 d = > sgum 5 gl
o e )| 7TeSkg PR

Priklad 5.1. R3[a!, 2% 23] : dat Ada? (35, 55 ) = -1, de' Ada® (55, 55 ) =0

Pozndmka 5.2. Zavadime tzv. multiindexy, kde j1,...,jx €72, |J| =k (|J| oznacuje délku indexu):

o J=(j1,-Jk)

i JZ(jlu"wjk)v ]-Sj1<j2<~'~<jk£n
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Diferenciélni formy

I_ (1) (k)
® 07 =Y res, SENT 5j1 6jk
o dz’ =dait A... Adal
Pozndmka 5.3. dz® A ... Adz?* (L o ) =L
3. T s BadE 4

Souradnicové vyjadieni w € A’;M je

w= Y wj,. gde?t A oada?t = w— da”,
J1<..<Jk
kde w— =wj, .. j, = w(agfjl ,,81%) Tudiz (dz® A...Adz™*); < <, neboli (dz”) tvoii bazi vekto-

rového prostoru A};M (jehoz dimenze je rovna (Z))

Podobné jako pro koteény prostor konstruujeme vektorovy fibrovany prostor oznaeny AF(T*M) nebo
AFM jako disjunktni sjednoceni A*(T*M) = pens Ak(T;M). Jeho bazickou varietou je M, projekei
7 A*M — M, kde (Vw € A’;M)(ﬂ(w) =p), a typickym vlaknem F = RG).

Lokaln{ trivializace na prostoru A*M zavadime pomoci atlasu {(Ua, @) }aer na varieté M zptsobem
Ve :71'(—1)(Ua) > Uy x F,kde (peU,, we Af,'M, w=w= daj&] » (Wi oo jn i1 <ia<..<jr J€ (Z)—tice Gisel):

wa(wj da’ |P) = (P, (Wi oo <gaennsin)-

Definice 5.5. Zobrazeni w € I'(A¥M) nazyvame diferencialni k-forma na varieté M. Znacime
QF(M)=T(A*M).

Pozndmka 5.4. Téz je mozné pouzivat vyjadieni:

QF (M) ={w: X(M)x...x X(M) - C®(M)| (VX1,...,Xp e X(M))(Vr € Sy)
(W(Xr)s-- o Xa)) =sgnm w(X1,...,X,)) a soucasné
(VXq,.. ., XY, Y e X(M))(Vpe M) (Vjen: X;(p) =Y;(p))
(w(X1,.. ., Xi)(p) =w¥1,...,Y)(p))}

Pozndmka 5.5. ASM =R

Direktnim sou¢tem vSech nenulovych A’;M (tj. k e nu {0}, kde n = dim M) dostavame 2"-rozmérny
vektorovy prostor A M, tedy:

0 1 n .
ApMeBApMea...eaAZjM:ApM.

K nému piislusny vektorovy fibrovany prostor (tj. vybudovany podobné jako vyse) znaéime A®*(T* M)
nebo A®*M. Prostor jeho fezt znacime Q°(M)=T(A*M).

Definice 5.6. Prvky Q°(M) nazyvame diferencialni formy na varieté M.

Pozndmka 5.6. Kazda diferencialni forma w e Q*(M) se da jednoznatné rozlozit na w(p) = Yo w®,

kde w) € QF (M), tj. lokalné:

wp) =Y w®, kde w®(p)= 3 wo(p)dz’.
k=0 |J|=k
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Kapitola 6

Operace s diferencialnimi formami

Definice 6.1. Na vektorovém prostoru A) M zavadime binarn{ operaci zvanou vnéjsi sou€in nasle-
dujicim zptisobem (7 € AEM, we ALM, X1,..., Xy € T,M):

T/\OJ(Xl,...,Xk_,_l): AZ; 6(117,{}]4;.;.1)T(Xip-”»Xik) w(le,...,le).

1,7
[I|=k,|J|=

7 této definice je zfejmé, 7e T Aw € A};”M (multilinearita roznasobenim pravé strany, antisymetrie
VyuZitim sgnmy o g = Sgn Ty - SgN o)

Priklad 6.1. Necht w = dz™ A. . .Adz™ a1 =dad A, .. Adadt. Pak wAT = dz® A, . Ada® AdzIt AL . adadt,

Vlastnosti vnéjsiho soucinu

L. bilinearita, tj. (Yw, 71,72 € A;M)(Va e R)
((am+ ) Aw=am Aw+ Ty Aw asoudasnd 7 A (awy +ws) =aT Awy + T Aws)

2. (VwEA’;M)(VTEAéM) TAw= (-1 war

3. asociativita, tj. (Vo,7,w e AAM)((c AT)Aw=0A (T AW))
Pozndmka 6.1. Dikaz vlastnosti ve druhém bodu. Necht w € A’;M, TE Ai,M. Pak:

T/\w(Xl,...,X]ﬁ.l):w/\T(Xl_,.l,...,Xk+l,X1,...,Xl)
1, ... Jk k+1,...k+1

I41,.. k+11, ... ,l)“’”(Xl"”’X’“”)' -

:sgn(
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Operace s diferencidlnimi formami

Pozndmka 6.2. Dikaz asociativity. Necht w € A’;M, TE ALM, oeAJ'M. Pak (X+ = (X;y,...,X;,)):

wA(TAo)(Xn, Xem) = 3 SEM oy @ (X=) (Fh0) (Xs)
\I\:k,I\MA\/[:Hm
- Z AZA 012 katem) 5$K w(X7) 7(X5) o(Xz)
T M J,K

\I|=k,| M|=l+m | J|=L,|K|=m

= A;_‘ 61 JII§+l+m) W(XT) T(Xj) U(X?)
1o H2E e

Pro (w A 7') N bychom dostali tentyz vysledek. (V posledni rovnosti jsme vyuZili skutecnost, Ze
(SOIM(SiK 6OIJK 5NK61J) u

Pro obecné prvky 7, w € A) M vnéjsi soucin definujeme distributivné:

7=r@ 4 MM w2 @ M o™ s rAw= Y 7@ A®)
b=

a,b=0

s

V lokélnich soufadnicich (z*) mame 7 = T+ da o=k, w= w= dz?, |J] =1, a tedy:

TAW=Tp w— deAd.I?j:(T/\w)—‘dx? kde

(T/\W)E=(TAW)(XI—<*)=(5éJ T+ W, de ! Adz? 5inx , K =k+1.

Takto konstruovanou 2"-rozmérnou asociativni nekomutativni algebru Aj M s operaci vnéjsi soucin
nazyvame vnéjsi algebra v bodé p € M. Vngjsi soucin zavadime i na Q°(M) zplisobem:

(T Aw)(p) =7(p) Aw(p), T,weQ* (M), VpeM.
Tim se Q°*(M) stava algebrou. Je vSak soucasné téz tzv. C°(M)-modulem, nebot mame nasobeni

w € Q*(M) libovolnou funkei f € C°(M) : (fw)(p) = f(p)w(p) a plati f(wy +w2) = (fw1) + (fw2),
(f9)w = f(gw). Struktura C* (M )-modulu a algebry na Q°(M) jsou kompatibilni ve smyslu:

(f)rw=7Ar(fw)=f(TArw), feCT(M), T,weQ*(M).

Definice 6.2. Na prostoru forem Q°(M) dale zavidime vné&jsi derivaci, coZ je linearni zobrazeni
d: QF (M) - Q¥L(M) vyhovujici nasledujicim podminkam:

1. (VEenu{0}) (V7 e QF(M))(Vw e Q*(M))(d(T Aw) =dT Aw + (=1)*7 A dw)
2. (VfeC=(M)=0Q°(M))(VX e X(M))(df(X)=Xf)
3. (Yw e Q*(M))(d*w = 0)

Druha podminka v lokélnich soufadnicich (z°) znamena, ze df = oml dz?, tj. vnéjsi derivace funkce je
prosté jeji derivaci (totalnim diferencidlem). Soucasné je zfejmy vyznam oznaceni bazickych 1-forem
da*. Jsou to skute¢né diferencialy souradnicovych funkei x*.
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Operace s diferencidlnimi formami

Poznamka 6.3. Existenci a jednoznacnost operatoru d ukdzeme v soufadnicich. Pak ukizeme, Ze ne-
zévisi na vybéru soufadnic. V soufadnicich (z') na okoli p € M budeme zkoumat dw(p), nejprve pro
feC=(M):

df = (df); dz* = (VX' eR)(df(X) = (df); X* a soucasné df(X)=Xf =X’ sf. ).

xl
Tedy (df); (p) = (;1": (p) adf(p) = ;& (p) dz®. Pro formu w = w7dx7 definujeme dw = dw— A Az’
w— 7

—L da' Adx 7. OvéFime vlastnosti d® = 0, d(w; Aws) pro formy ve tvaru w,
linearitou):

= fo dadt AL Ada?* (dale

dw:dedleA...Adxjk:a—f
xl
2
= é"f_ dz/ Ada® Adz?t AL Ada?F =0
axlaxj S——

~——— antisym. v %, j
sym. v i, j

dz* Adz?* AL Ada?F

dw?

d(wy Aw) =d(fifo)da? AL Ada?® Adz™ AL .. Ada
= (fodfy + fidfo) Ada? A Ada?® Adz™ AL Ada
= (df; Ada?t AL Anda?F) A (fpda®™ AL A da™)
+ (“D)P(frda? AL ada?*) A (dfa Ada®™ AL A da™)

= dwy Awy + (=1)Fwy A dws.

Pii zméné soufadnic méame w = fdz** A... Adz"™ =

ozt oz'k 4z 7k
55t - oaar 4Tt AL AdATTF a tedy
oxt  ox'* iy s
dw=d|f—...— | AdT* A...AdT*
o1 O0xIx
ox't oxt\ . »
=df A= ... == |d@" A...AdT"
oxi 0xk
0?x™ i i oz 0%z i
+f = .- dz? Adz?t AL+ — T .- dz?* A ...+ ...
a.]jjl axj | — ale ax]2 5’33] | —
— antisym v ji,J — antisym. v ja,J
sym v j1,7 sym. v ja, j
or' dx'™\ s »
=dfA|l=—...— |d@’* A...Ad2*
aqﬂl ax]k
=df nda™ AL Ada™
tj. definice d nezavisi na vybéru lokalnich soufadnic. m

Specialni t¥idy k-forem

e forma w e Q*(M) je uzavirena < dw =0
e forma we Q°*(M) je exaktni < (I7 € Q*(M))(w =d7)

Pozndmka 6.4. Exaktni forma je uzaviena.
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Operace s diferencidlnimi formami

Ukazuje se, Ze pro libovolnou uzavienou formu w € Q°(M), w ¢ Q°(M) a bod p € M existuje okoli
U=U%peU ateQ*(U) takoveé, ze wlyy =dr.

Definice 6.3. Bud w ¢ A’;M, X €T, M. (k-1)-formu definovanou pfedpisem
Z'XW(Xl, s 7Xk—1) = w(X7Xla s an—l)'

nazyvame vnitini soucin ¢ ztZeni X a w a znac¢ime jako ixw = X w.

Pro w € QF(M), X € X(M) je vnitini soucin definovan bodové. Specialné pro w € Q' (M) se zavadi
znaceni: ixw = w(X) = (w, X) = (X,w), kde (-,-) je parovani T,M a T; M.
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Kapitola 7

Zobrazeni indukovana zobrazenim
variet, podvariety

Te¢né a kotecéné zobrazeni

Uvazujme dvé variety M a N a hladké zobrazeni ¢ : M — N.

Definice 7.1. Te¢né zobrazeni ¢, v bodé p € M indukované zobrazenim ¢ je takové zobrazeni
¢x : TyM — Typy N, pro néz plati

(VX e T,M)(Vf e C*(N))((¢(X))f = X(f 0 ).

V soufadnicich (2*) na U = U°, kde p e U, (y*) na V = V°, kde ¢(p) € V, mame ¢, vyjadiené predpisem
6u(X) = (6. (X))" 32

ted
|¢(p) atedy

a

6.(X) = X' %

Tt

P

[%
A a
D oy

D

o(p)

jak vyplyva ze vatahu (6.(X))" = (6.(X))y" = X(¢*(2")), kde 9" =y 06, X = X' ;7

Pozndmka 7.1. Zobrazeni ¢, je linearni.

»

Definice 7.2. Koteéné zobrazeni ¢* v bod¢ ¢(p) € N indukované zobrazenim ¢ je takové zobrazeni
O T;(p)N — Ty M, pro néz plati

(VX e T,M)(Vw e Tg,) N)((¢7(w)) X = w(9.(X))).

V soufadnicich (z°) na U = U°, kde p € U, (y*) na V = V°, kde ¢(p) € V, mame pro ¢* vyrazy

* * i a 2l dp® 0 . Ly « .
¢*(w) = (¢*(w)); dz W = Wa dy®| sy P+ (Wp) =& 5’y"‘¢(p) (viz vyge), z ehoZ plyne vztah
* - 0 _ 0p®
(0" @i =w (0. (l,)) =wa 55| tedy
¢*(w) =Wq 6«90[: da?
oxr p D




Zobrazeni indukovana zobrazenim variet, podvariety

Kote¢né zobrazeni ¢* miuZeme dale prirozené rozgifit na ¢* : A(’;(p)N - A’;M nésledujicim zpusobem:

(VXq,...,. XpeT,M)(Vwe Af;(p)N)((qﬁ*(w))(Xl, coy Xi) = w(de(X1),y -0, 04 (X))

Mame definovana zobrazeni ¢, v bodé p, ¢* v bodé ¢(p). Lze je rozsifit na zobrazeni celého X (M),
resp. Q°(M)? V piipadé kotetného zobrazeni ano. Pro libovolnou k-formu w € QF(N) definujeme
¢* (w) € QF (M) piedpisem

(VX3 X e X(M))((¢" (W) (P) (X1, -+ Xi) = w(@(p)) @+ (Xal,) -5 04 (Xil,))),

(linearita, antisymetrie, zavislost pouze na X;(p) je zfejma, hladkost je vidét v lokalnich soufadnicich).
Pozndamka 7.2. Déle budeme obvykle misto ¢, (X), resp. ¢*(w), psat ¢. X, resp. ¢*w.

Pozndmka 7.3. Pro f e C*(N) definujeme ¢* f = f o ¢, z ¢ehoZ plyne vztah (¢, X)f = X(¢* f).
Priklad 7.1. Pro v:R[t] > M méame ~, (%)L:O = [v]. Obecnéji: v (%)L =4(¢).

Definice 7.3. Vyse zavedené zobrazeni ¢* : Q*(N) - Q°(M) nazyvame pullback pii zobrazeni ¢.
Naopak ¢, : X(M) - X(N) obecné definovat nelze. Divody:

e (0. X)(¢(p)) = ¢.(X],) neni definovan na celém N, ale jen na ¢(M),
e nemusi byt korektni: pokud (3p,p e M)(¢d(p) = ¢(p) a soucasné ¢, (X,) # ¢« (Xp) € Ty IN).

Pokud je ¢ difeomorfizmus, pak ¢, : X (M) - X (N) existuje a je definovano predpisem
(0. X)(0(p)) = D (X],)-

Pokud je ¢ prosté, je ¢, (X) definovano jako prvek X (¢p(M)), kde ¢(M) neni nutné oteviend mnoZina.
Podobné, pokud pro dané ¢ a X nevznikd problém s nejednozna¢nosti, mizeme pouzit pro vysledek
konstrukce bod po bodu oznadeni ¢, (X).

Pozndmka 7.4. Mame-li difeomorfizmus ¢ : M — N, miZzeme definovat téz ¢* : X(N) - X (M) jako
(6"X)f = X(fo6™), kde [ € C=(M), tj. "X = (6. X, neboli 6" 0 6. = id|y(yy, -

Pozndmka 7.5. Zména soufadnic na U = U° je specialnim pifpadem difeomorfizmu o(U) c¢ R"™ na
U c R™ a diive zavedené zmény slozek vektoru, resp. formy, pii zméné souiadnic je mozné odvodit z
obecnych vztahi pro te¢né, resp. koteéné, zobrazeni.

Pri skladani zobrazeni ¢ : M — N, ¢ : N — O dostavame pro tecné a kotené zobrazeni identity
(Vo) =tods, (Vo) =¢ oy

Dosazenim do definice vnéjsiho sou¢inu a z definice ¢* dale obdrzime vztah

’qﬁ*(wl Awy) = @ wy A PFwe ‘

Pozndmka 7.6. Plati (Vw € Q°(N))(d¢*w = ¢*dw), tj. (odvozeni je stejné jako pii dikazu nezavislosti
dw na vybéru soufadnic):

’dM°¢*:¢*°dN‘
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Zobrazeni indukovana zobrazenim variet, podvariety

Véta 7.1. Bud ¢: M > N,peM, XeT,M, we A’;(p)N. Pak plati
¢ (i, (x)w) = ix (" w).
Diikaz. Dosazenim. m

Pozndamka 7.7. Na X e X(M), w € Q°*(N) lze tvrzeni véty aplikovat, pokud je ¢ difeomorfizmus.

Véta 7.2. Pro difeomorfizmus ¢ : M - N plati (X,Y € X(M)):
(b* [X? Y] = [¢*(X)a ¢*(Y)]
Ditkaz. Vpe M, Vf e C*(N), ¢ difeomorfizmus, tj. (M) =N a

(@[ X, Y D(o()f = X(Y(fo8))(p) - Y (X(fd))(p)
= X(0.Y () 2 d)(p) - Y (¢ X(f) 2 ¢)(p)
= (. X (0.Y () 0 9)(p) = (.Y (¢ X([)) 2 9)(p)
= ([¢: X, 0.Y][)(o(p))

Podvariety

Definice 7.4. M&me ¢: M — N hladké zobrazeni. ¢ nazyvame vnofeni (angl. immersion) M do N,
pokud ¢, je prosté v kazdém bodé& p € M. M pak nazyvame vnoreni podvarieta variety N.

Definice 7.5. Pokud ¢ je prosté vnofeni takové, ze Vp € M existuje okoli U = U° ¢ N bodu ¢(p) a
soufadnice (y*)U™N na U takové, ze ¢(M)nU = {q € Uly*(q) =0, a € k}, kde k = dim N — dim M,
nazyvame zobrazeni ¢ vloZeni (angl. embedding) a M nazyvame (vloZena) podvarieta variety N

kodimenze k.

Véta 7.3. Whitneyho véta o vnofeni: Kazda diferencovatelna varieta dimenze n je difeomorfni
néjaké vlozené C¥-podvarieté Euklidovského prostoru R?". (Bez dikazu.)
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Kapitola 8

Lieova derivace

Uvazujme tok ¥x daného vektorového pole X € X (M). Z definice ¥x vyplyva, ze (Vpe M)(Vs,t e R)
takova, Ze leva strana nasledujiciho vyrazu méa smysl, plati (viz poznamky 3.7 a 3.8):

Ux(t,Ux(s,p))=Ux(t+s,p).

Pozndmka 8.1. Na jistém okoli kazdého p € M je pro jisté e, kde |t| < €, zobrazeni W% difeomorfizmus
a tedy na tomto okoli (W%, )~! : (¥ )™ = U} Pro nasledujici tvahy, kde nas bude zajimat limita
lim;—o v n&jakém p € M, lze chapat % jako difeomorfizmus.

Definice 8.1. Bud X € X(M), w € Q°*(M). Definujeme Lieovu derivaci diferencialni formy w ve
sméru vektorového pole X piedpisem

K 1 tx
PLxw = ]l‘l_r)%g (T5w-w).
Pozndmka 8.2. Tedy (Vpe M)(ZLxw(p) =limy_ % ((TRw)(p) —w(p))).
Pozndamka 8.3. Lx : QF(M) - QF(M)

Pozndmka 8.4. Plati (Vf € C®(M))(Zxf = X[), nebot (Vp € M)(limeo 1(f(¥(p)) - f(p)) =
Xf(p))-

Definice 8.2. Bud X,Y € X(M). Definujeme Lieovu derivaci vektorového pole Y ve sméru vekto-
rového pole X predpisem

1
ZxY =lim " (TR (Y)-Y).

Pozndmka 8.5. limyo 1 (U5, (V) -Y) =limyo 7 U3, (Y = U, (V)) =limyg 1 (Y - U, (Y)), nebot

limy_o U, (Z) = Z. Takze ZxY =limyo 5 (Y - Ui, (V).

Definice 8.3. Kovariantni tenzor T k-tého Fadu na varieté M je k-linearni (hladké) zobrazeni
T:(X(M))F - C°(M) takové, ze T(X1,...,Xy)(p) zavisi pouze na hodnotach X1,..., X v bodé p.

Definice 8.4. Kontravariantni tenzor S k-tého Ffadu na varieté M je k-linearni zobrazeni takoveé,
7e S (QY (M) - C=(M) a S(w,...,w")(p) zavisi pouze na w'(p),...,w*(p).

Pozndmka 8.6. Pro ¢ : M — N a kovariatni tenzor 7' na N definujeme

(0" T)( X1y, Xi)(P) = T(Px X1, .-, 02 Xi) (D),

pro difeomorfizmus ¢ : M - N a kontravariantni tenzor S na M definujeme

(6.8)(wh, ..., w") = S(¢*wh, ... " W").
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Lieova derivace

S pomoci predchozi pozndmky definujeme Lieovu derivaci libovolného kovariantniho tenzoru na varieté
M analogicky k definici Lieovy derivace pro formy. Pro kontravariantni tenzory uZijeme definice Lieovy
derivace pro vektorova pole.

Vlastnosti Lieovy derivace

1. ’do.iﬂx:gx od

ti. (Vo € Q°(M))(dLxw = Lxdw)

2. ’fxoiyﬂyoofxﬂx){m‘

3. (Vw,7e (M) (Lx(wAT)=LxwAT+wALxT)
4. (VY, Z e X(M))(Zx[Y, Z] = [ZxY, Z] + [Y, Zx Z])

Pozndmka 8.7. Diikaz vlastnosti (2):
Driyw = lim & (Wiyw - iyw) = im © (igeey (Thw) - i
xiyw =lim - (Uxiyw —iyw) =lim - (igpy (Txw) - ivw)
1 . . ‘ :
= %1_{%; (wg;y(‘l’txw) —igty (W) + iy (W) —iyw)
1 . ‘ : .
=lim - (iwtey (TRW = W) + i, o 1 (0t (v)-v)& = iy (Lxw) +igy(vyw ®

Z bodu (2) dostavame disledek (f € (M), Zxdf =d(Xf)): Lx(iydf) =iy Lxdf +ie vHydf, tj.
Zx(Yf)=iy(d(X[))+ ZLx(Y)f, z ehoz plyne X(Y ) =Y (X [f) + (Zx(Y))f neboli

[ Zx(V) = [X,Y]]

Z tohoto vztahu a vlastnosti komutéatori pak plyne vlastnost (4). Vlastnost (1) plyne z poznamky 7.6.

Pozndmka 8.8. Dale je uzitetné si uvédomit, Zze jakékoliv zobrazeni A : Q*(M) - Q°(M) vyhovujici
(Vw, 7 e Q*(M))(A(wAT) = (Aw) AT+w A (AT)),doA=Aod, (VfeC®(M))(Af =Xf), uz nutné
musi byt totozné s Lx.

Diikaz. A(dz"*) = d(A2") = d(Xa*) = Zx(dz*). =

Lemma 8.1. Platf’ix(w/\T) SixWAT+ (—1)}%}/\2‘)(7‘7 kde w EA’;M, TGAéM, XeT,M.

Diikaz.
’L.XO(OJ/\T)(Xl,,...,XkH,l): Z 5({),{,...,k+l—1)w(X7)T(Xj): Z()+ Z()
T7 0eT 0e7
[|=k, | J|=l
= Y 00 ywXo, X)) T(X5)+ Y 04 iy w(X)T(Xo, Xg) (-1)F
HT TG
|H|=k-1,|J|=l |I|=k,|G|=l-1
= (iXOOJ N T)(X1, . an+l—1) + (—1)k(w A iXOT)(Xl, e 7Xk+l—1)
]
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Lieova derivace

Véta 8.1. Na Q*(M) plati | Zx =doix +ixod

Diikaz. Vyuzitim predchozi poznamky a lemmatu. Na funkcich ix f =0, ixdf = X f = Lx f. Dale
d(do ix +ixod)=d*cix +doixod=doixod=(doix+ixod)od.

Pro ovéreni v8ech vlastnosti jesté zbyvéa dokazat asociativitu:

)k—l

(dOiX+iXOd)w/\TZdin/\T+(—1)kdw/\ix7‘+(—1 ixwAdT +wAadixT

+ixdw AT+ (—l)kixw/\d7'+ (—1)k+1dw/\ixr+w/\ixdr
=((dix +ixd)w) AT +wA ((dix +ixd)T)
n

Disledek 8.1. Necht we Q' (M), X,Y € X(M). Pak plati tzv. Cartantiv vzorec

[dw(X,Y) = X (w(¥)) - Y (w(X)) ~w([X,V])]

Dikaz. (ixwe C®(M))

dw(X,Y) = iyixdw = iy(gxw —dixw) = (iy ng)w —Y(w(X))
= (Zx oiy)w—izy(v)w-Y(w(X)) = X(w(Y)) - V(w(X)) -w([X,Y])
|

Véta 8.2. Zobecnéni piedchoziho vzorce (w € QF (M), stifsky zde znamenaji, Ze se dany prvek jako
argument vyneché):

k+1

dOJ(Xl,...,Xk+1) = Z(—l)j_lXj(o.)(Xl,...,ij..,Xk+1))
j=1
k+1 o N R
+ Z (—1)Z+JW([XZ',XJ'],X1,...,XZ',...,Xj,...7Xk+1).
z,i]:jl
Dikaz. Indukei s vyuzitim: ix, ., ...ix,dw = —ix,,, ... ix,dfx,w + ix,,, - ix, (ix,Lx,w) = ... , kde

inlew:gXlinw_i[Xth]wa atd. m

Pozndmka 8.9. Leva strana predchoziho vzorce zavisi jen na Xi|p, vyrazy na pravé strané zavisi i na
X; v okoli pe M. Z odvozeni ovSem vyplyva, ze celd prava strana zavisi jen na Xi|p.

Véta 8.3. ‘ [Zx, Ly = Lx,v) ‘

Driikaz. Pro funkce a vektorova pole ziejmé, pro formy:

fxgy —jyfx = dixdiy +dixiyd+iXd2iy +ixdiyd—diydix —diyixd—ideiX —iydixd
:dODfX Oiy—diy O.ﬁfx+$xoiyod—iy Ofxod

=dipx,yy+ix,y1d = Zxy)

Lze tézZ jinak: [ixd+dixfy] =...= —igy(x)d —d’igy(x) ]
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Kapitola 9

Geometricka formulace Hamiltonovy
mechaniky

Uvazujme varietu N a jeji koteény bundle T N. Jiz vime, Ze je vhodnym objektem pro matematicky
popis fazového prostoru mechanického systému s konfigura¢nim prostorem N. Na T*N existuje vy-
znacna, tzv. kanonicka 1-forma definované nésledujicim piedpisem: bud 7 : T*N — N projekce ve
fibrovaném prostoru T*N. Definujeme A\ € I'(T*(T*N)) predpisem

(Vw e T*N)(Mw) = 7" (w)).
V lokélnich soufadnicich (z%) na U = U° ¢ N zavadime soufadnice (p;) na T*U: p;(wi(q) dz¥) = wi(q)
pro g € U. Spoletné (z*,p;) tvori soufadnice na T*U. V nich mame (A e (T (T*U))):
A =p;da’.
Dale muzeme uvazovat kanonickou (Cartanovu—Poincarého) 2-formu w = d\. V lokélnich sou-

fadnicich mame
w =dp; Adz”.

Evidentné je w exaktni a tudiz uzaviena. Dale je nedegenerovana ve smyslu

(VaeT*"NY(VX e T,(T*N), X +#0)(3Y e T,(T*N))(w(a)(X,Y) £ 0).
Tyto vlastnosti jsou zakladem pro zobecnéni. (Nedegenerovana 2-forma umoziuje ztotoZnit teény a
kote¢ny prostor X € T,(T*N) - ixwe T (T*N).)

Definice 9.1. Diferencialni varieta M vybavena nedegenerovanou uzavienou diferenciilni 2-formou w
se nazyva symplekticka. Formu w pak nazyvame symplekticka 2-forma.

Priklad 9.1. M =T*N s formou w = dA.

Pozndmka 9.1. Necht V je vektorovy prostor, w je nedegenerovana 2-forma na V. Pak 2|dim V.
Diikaz. Necht (e;) je baze V, (e) je baze V*. Pak w = w;je’ nel, e'(e;) = (5;», tj. w(X'e;,Ye;) =
XYIw(ei, e;) = XY (wij —wjs)- Formu w budeme dale vybirat jako antisymetrickou matici A. Forma
w je nedegenerovani < (VX)(w;; X' # 0) < rankw;; = dimV < det(w;;) # 0. Plati A+ AT =0,
det A = det AT a soucasné det A = (-1)4™V det AT. Kdyz dimV je licha, tak det A = —det AT a
soucasné det A = det AT, tj. detA=0. m
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Geometricka formulace Hamiltonovy mechaniky

Véta 9.1. Darboux: Bud (M, w) symplekticka varieta, g € M. Pak existuje okoli U =U° c M, qe U,

. dim M )
a soufadnice (p;,z'),_2 na U takové, ze w|, =dp; Adq’. (Bez dikazu.)

Nyni se budeme snazit zformulovat hamiltonovskou mechaniku na symplektické varieté. Zakladni po-
znatek je, Ze nedegenerovand forma w € Q?(M) nam umoziuje ztotoznit T,M a T;M, resp. X(M) a
QY (M).

Véta 9.2. Zobrazeni p: T,M — T; M, kde p(X) =ixw(q) a w je symplekticka 2-forma, je izomorfiz-
mus vektorovych prostort.

Diikaz. Linearita ¢ : X — ixw je zfejma. Déle pro jadro ¢ z nedegenerovanosti plati: X € kerp <
ixw(g) =0« (VY eT,M)(ixw(Y)=w(X,Y)=0)= X=0. =

Véta 9.3. Zobrazeni ¢ : X(M) - QY(M), kde ¢(X) =ixw a w je symplekticka 2-forma, je izomorfiz-

mus vektorovych prostort.

Diikaz. V kazdém bodé ¢ € M mame ¢, vzijemné jednoznacné. Hladkost vyplyva z hladké zavislosti
ixwnaX. m

Definice 9.2. Vektorové pole X na symplektické varieté (M,w) je

e lokilné hamiltonovské < ixw je uzaviend, tj. dixw = 0.
e hamiltonovské < ixw je exaktni ve smyslu: (3f € C*(M))(ixw = -df). Pak znac¢ime X = Xj.

Pozndmka 9.2. Ditvod pro predchozi definici: Bud M = T*N, w = dp; Adz®, H(p;,z%) € C*(M). Pak
Xg=Y%, (gf_ 92i - SZ %). Tudiz integralni kfivky vektorového pole Xy jsou feSeni Hamiltonovych
pohybovych rovnic &' = 2—5_7 PDi = —gg.

Véta 9.4. Vektorové pole X € X (M) je lokalné hamiltonovské < Zxw = 0.

Diikaz. (w je uzaviend) Fxw =dixw +ixdw =dixw. =

Véta 9.5. Necht N je diferencovatelna varieta, 7 € Q*(N), X, Y € X(N). Pak Zx7 =0 < (Vt € R)
(Vge N)(Ui T =7), pokud ma U4 (g) smysl. Podobné ZxY =0 <« U4 (V)=Y.

Dikaz. $-(UR7) =limeng (U7 - U T) =limeo U (2(UYT-7) = UK Zx7=0 =

Véta 9.6. Toky komutujicich vektorovych poli X, Y komutuji. Neboli méjme diferencovatelnou varietu
N a X,Y € X(N) takové, ze [X,Y ] =0. Pak (Vge N)(Vs,t € R) takova, Ze vyrazy maji smysl, plati

U5 0 U (q) = U 0 W5 (q).

Diikaz. Necht g € N, 1 integrélni kiivka X z g, tj. v1(t) = % (q), vybereme pevné s € R, v integralni
kiivka X z G = U5 (q), tj. 72(t) = U (q) = U5 (V5 (¢)). Definujeme 3 = U5, (71(t)). 72(t) = X (12(t)),
v3 =03 (71(t)) = U3 (X (11(¢))) = X (7v3(t)), nebot LxY =[X,Y], a tedy U5, (X) = X. Mame tedy
Y2 (t), v3(t), které vyhovuji stejné diferencialni rovnici se stejnou poc¢ateéni podminkou a z jednoznad-
nosti FeSeni plyne vo(t) =v3(t). =

Definice 9.3. Necht (M,w) je symplektické varieta. Pak zobrazeni (transformaci) ¢ : M — M nazveme
kanonické zobrazeni < ¢*w = w.
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Geometricka formulace Hamiltonovy mechaniky

Definice 9.4. 1-parametricka lokalni grupa transformaci variety IV je takové zobrazeni ¢, kde
@:U=U°cRxN->N,{0}xNcU, (Vge N)(#(0,q) = q), pro které plati

(Vs,teR)(Yqge N)(((t,q) € U a soucasné (s,¢(t,q)) eU) = ¢(s,0(t,q)) = p(s+t,q)).

Véta 9.7. Necht (M,w) je symplekticka varieta, X € X(M). X je lokdlné hamiltonovské < jeho tok
Ut definuje 1-parametrickou lokalni grupu kanonickych transformaci variety M.

Dikaz. xw=0<=¥w=w =
Definice 9.5. Necht (M,w) je symplekticka varieta, f,g € C°(M). Poissonova zavorka na M je
bilinearni zobrazeni {-,-} : C°(M) x C*°(M) - C* (M) dané predpisem
{fr9}=ix,ix,w.
Pozndamka 9.3. {f,g} =ix,ix,w=—-ix,dg=-X;(g) = ~ix,ix,w =ix,df = Xy(f)

of 99 _ 0g Of
ox' Op; ox' Op; °

Pozndmka 9.4. V Darbouxovych soufadnicich mame w = dp; Adz?, {f,g} =

Véta 9.8. Necht f,g e C°(M). Pak ] X(f.a) = ~[ X5, X,] \

Dikaz. h = {f7g} = inngw, (.,S”ng = O, fow = O), tj. ixhw = —d(inngw) = —gxlf(ixgw) +
ix,d(ix,w) = ~Lx,ix,w+ix, Lx,w = ~i[x, x, W~ ix,Lx,w = ~i[x, x,)w a tedy X, = -[X, X,].
]

Véta 9.9. Poissonova zavorka vyhovuje Jacobiho identité, tj. (f,g,h e C*(M)):

{fa {g’h}} + {g,{h’f}} + {h7 {fvg}} =0.

Diikaz. {f, {g,h}} = iniX{gl}L}w = —ind{g,h} = —fxf{g,h} = _ngngith = _ifxf(Xg)ith_
ngiffxf(Xh)w' Navic ng(Xg/h) = [Xf,Xg/h] = _X{f,g/h}7 takze {f, {g7h}} = Z'X(f,g}ixhw-i-ixgix{f’h’}w =
{{f.g},h}+{g,{f,h}}. m

Véta 9.10. Necht f,ge C*(M), {f,g} =0. Pak fo\I!th = f, go\Ilg(f =g.

Dikaz. Z¥ejmy. m

Pozndmka 9.5. Naopak, mame-li lokalni 1-parametrickou grupu kanonickych transformaci, tak je X
(jeji generator) lokalné hamiltonovské, a tedy existuje lokalné definované f e C°(U) : X = Xy, tj.
integral pohybu pokud grupa zachovava H.
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Kapitola 10

Integrace forem

Jednim z diavodi zavedeni diferencidlnich forem na varietach je to, Ze jsou pfirozenymi objekty, které
se daji integrovat. UvaZujme na n-rozmérné varieté M n-formu v lokilnich soufadnicich (x*), resp.
(7). Mame

1 n ) )
w=wia g dzt Adz? AL Ads™ = wl__,n(:c(i))j;il . s; dz® A ... AdE
¥a ox! oz" n oxt N e n
= Zwl___n 6(11“‘”)% o di' A ... AdZ" = det 357 ~w1._n(x(x))dx1 A...AdZ",
1
tedy 4
. _ oz’ _
wl...n(x) = det PO 'CUL,_”(JI(JS)).
oxJ

Tento vztah pfipomina vétu o substituci v Lebesgueové integralu (z° = ¢*(%)):

dxl...dx":f o
[o(ﬂ)f [ fog

V definici integralu n-formy ovSem narazime na dvé nesnaze:

det 2| azt .z
0z

1. rozdil v absolutni hodnoté jakobianu — feSime zavedenim orientace
2. mozna neexistence globalnich soufadnic na M — FeSime pomoci tzv. rozkladu jednotky

Definice 10.1. Orientace vektorového prostoru V, dimV = n, je zobrazeni ¢ pfifazujici kazdé
n-tici LN vektort ¢islo £1 a vyhovujici Vey,...,e, €V, (e1,...,e,) LN, T e GL(V):

detT

a(T(er),...,T(en)) = Tdot 7| o

(617"',671)'

Definice 10.2. Mé&jme vektorovy prostor V' s orientaci o, dimV =n, U = U° c V, diferencovatelnou

varietu M, dim M > n, hladké zobrazeni F' : U -» M a formu w € Q"(M). Oznacme U = F(U).
Definujeme integral z formy w na mnoziné U pii parametrizaci F' predpisem

f(U,F) w=a(er,... en) fU(F*w)l...n dat...dz",
kde (z',...,2™) jsou standardni soufadnice na V', z7(a’e;) = a’, ve zvolené bazi (ey,...,e,) vektoro-
vého prostoru V, e; = =%

oxt "’

29



Integrace forem

Takto definovany integral f(U pyw mAa nasledujici vlastnost: p¥i vybéru jiného V' o', U" a F’ tako-
vého, ze F'(U') = U a 7e existuje difeomorfizmus ¢ : U — U’ zachovavajici orientaci ve smyslu
U'(¢*(%|p)7...,¢*( ain p)) = 0(=%,...,=%) pro viechny baze (%7... 2_) prostoru T,V = V,

oxl? ’ Oxm > Oz

pro ktery soucasné plati F' = F' o ¢, plyne z véty o substituci v Lebesgueové integralu:

Jom= Jam®
(U,F) (U,F")

Pozndamka 10.1. Pokud je F' prosté, tak az na orientaci hodnota integralu na F' nezavisi.

Definice 10.3. Orientace o variety M, kde dim M = n, je zobrazeni pfifazujici kazdému p € M
orientaci teéného prostoru T, M tak, ze VU =U° c M, VXq,..., X, € X(U) takova, ze (Xl\p ey Xn|p)
je LN Vp e U, plati:

o(p)(Xil, -, Xnl,) = f(p) je konstantni (¢ ekvivalentné hladka) funkce na U.

Varietu, na niz existuje orientace, nazyvame orientovatelna.

Pozndmka 10.2. Oznateni: o (p)(Xil,,..., Xnl,) =0 (Xal,,..., Xul,).

Pozndmka 10.3. Pokud na M, dim M = n, existuje w € Q" (M) takova, ze (Vp e M)(w(p) +0), tak je
M orientovatelna a (Xi,..., X, € T,M jsou LN):

Cw(Xy,. L, X))
O'(X1|pa"'7X”|P) - |w(Xy,.... X)) |

Dusledek 10.1. T*M je vzdy orientovatelné, T'M orientovatelné byt nemusi.

Pokud v M existuje kiivka v : (0,1) - M takova, ze v(0) = v(1), v({0,1)) c U = U® a pro pole
X e X(U) a Vt € (0,1) spliuje §(t) = X(7(t)), a LN vektory Ei,...,E, € TyyM = T,yM takoveé,
ze (Ui, (E1),..., ¥k, (E,)) je baze opacné orientovana nez (Ey,..., E,), tj. matice pfechodu z jedné
béaze do druhé ma zaporny determinant, pak M neni orientovatelna.

Priklad 10.1. Mobiav list neni orientovatelny.

Definice 10.4. Bud’ M diferencovatelné varieta s orientaci o, dim M =n, U = U° soufadnicové okoli
se soufadnicemi (z*), p : (U) c R™ - U zobrazeni inverzni k soufadnicim. Bud dale forma w € Q™ (M)

a nosi¢ této formy suppw = {p € M|w(p) # 0} c U. Definujeme integral z formy w na variet& M

predpisem
f w_f w—g(i i)[ ( *w) dl‘l dxn
v Jwey T \oxt T o) Ja Y w)i.ndz” ... dz".

Pozndmka 10.4. Dle vyse uvedeného nezavisi [, o W na vybéru soufadnic na U.
Jak integrovat formy, jejichZ nosi¢ nelze pokryt jedinou mapou?

Definice 10.5. Bud M diferencovatelna varieta, {Uy }aer jeji oteviené pokryti. Indexova mnozina J
a soubor funkci fg e C* (M), B € J, tvoii rozklad jednotky podiizeny pokryti {Uy}aer pokud jsou
splnény nésledujici podminky:

1. (VB eJ)(Fae I)(supp fs c U, a soucasné je supp fz kompaktni)
2. (Vpe M)(AK, c J,#{Kp} <+00)(FU =U"®, peU)(VB e J~NK,)(supp fs nU = @)
3. (VBeJ)(Vpe M)(fs(p)>0)
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Integrace forem

4. (Vpe M)(Xpes f5(P) = Lpex, f5(p) = 1)

Véta 10.1. Ke kazdému otevienému pokryti {U, }qer variety M existuje jemu podfizeny rozklad
jednotky. (Pfi¢emZ neni urcen jednoznacné.)

Diikaz. Bez dikazu. K platnosti véty potFebujeme parakompaktnost v definici variety. m

Definice 10.6. Bud M diferencovatelné varieta s orientaci o, dim M =n a w € Q"(M). Definujeme
integral z n-formy w na varieté M predpisem

wa: ZfoBw’

Bed
kde {f5}ges je rozklad jednotky podiizeny néjakému atlasu {U,, (z2,) }aer-

Pozndmka 10.5. [, w nezavisi na vybéru {Ua }aer-

Diikaz. Spoletné zjemnéni {U, N Uﬁ}ae 1.pei @ jemu podrizeny rozklad jednotky.
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Kapitola 11

Integrace na varietach s hranici,
Stokesova véta

Véta 11.1. Bud ¢ difeomorfizmus variet M a N stejné dimenze n, w € Q*(N), U = U° ¢ M. Pak

plati:
w = *w.
Jan® = Jo¢

Diikaz. Pomoci rozkladu jednotky prevedeme na soucet integrala v R", dale viz substituce v Lebesgu-
eové integralu. m

Definice 11.1. Bud M s orientaci ¢ vnofend podvarieta N, ¢ : M — N vnofeni, dimM = m,
dim N =n >m. Pak pro w € Q™(N) definujeme:

w = *w.
ﬂ¢(M),¢) M ¢

Pozndamka 11.1. Hodnota integralu opét nezavisi na konkrétnim zptsobu parametrizace IV, ale muze
se lisit pro ¢ a ¢', ktera nelze propojit difeomorfizmem 1 : M — M takovym, Ze ¢ = ¢’ o 1).

Nyni chceme dospét k jedné ze zakladnich vlastnosti integrala z forem, tzv. Stokesové vété:

fdw:f w.
M oM

Nejprve budeme uvazovat dva specialni pfripady, jez ndm umozni vétu odvodit:

Priklad 11.1. Uvazujme R?[x,y] a oblast {2 c R? vymezenou jako vnitfek konvexniho linearniho obalu
Q= ([(0,0),(1,0),(0,1)],)°. Hranici Q popiSeme pomoci tii tise¢ek parametrizovanych zptsobem:

71(7) = (7,0)
Yo(r)=(1-7,7) T7€(0,1)
73(7) = (0’ 1 _T)

Na R? definujeme orientaci o((1,0),(0,1)) = a(%, %) = 1, tseky hranice oblasti €2 orientujeme tak,

aby ai(a%) =1 o(ﬁ,’yi*(a%)) =1, kde 7 je vngjsi normala k Q v g € v; a 7 je soufadnice podél ;.
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Integrace na varietach s hranici, Stokesova véta

Bud w = w,dz + w,dy € Q' (R?), dw = (dywy — dyw,) dz A dy. Pak plati:
1 1-x p p 1 1-y p 1 1-x p
dwo= [do [ dy (uoy - o) = [ dy [ dvdsw,- [Cde [T dy oy
/Qw oxo Y (Opwy — Oywy) oyo T Opwy oxo Y Oyw
1 1
- [y @ (=) -, (0.9) - [ dr (@ 1-2) - w,(2,0)
1 1 1
- [Cay w0+ [ dewn(@0)s [Cdr (@,(1-mr) e (- 77)
0 0 0

V5w, kde v2(7)=(1-7,7)
=[w+fw+fw:fw.
73 71 Y2 o0

Priklad 11.2. R"[2',...,2"], (e;) standardn{ baze R", z%(a’e;) = 27, Q = ([eo,e1,---,€n]x) €0
orientace o(eq, .. en) =1, 00 =U,[eo,. .-, € en]m kde st¥igka znaci vynechani prvku.

0,

Na 0Q; = [eo, .. ,€i,. .-, en]x zavadime orientaci opet tak, ze oy (f1,- -+, fno1)(2) =0 (7, f1, ..., foo1)(2),
kde fi,..., fn-1 € T.(0€;) a 7 je ven orientovand norméla k nadroving obsahujici 0Q;. Dale necht
weQ" (V) tj. dw e Q" (V), kde V =V° cR", Qc V:

w=y wi(-1)"* dz' A Adzi AL ada”, :Z (awl)dx A.oondz™.

i=1

Pro integral dostavame (nutno pamatovat na orientaci):

ow;
f dw = f0<xj<1 ..dz Z ozt

Yial<l
U 1 T3 1 j 1
- . i ne. J n ) n
—zf 0<picy dx ... dzt...dz (wl(x,...71—2x7...,x)—wl(x,..., & ey x™))
i=1 Z;L=17.7'=71IJ<1 v i-t4 pozice
——
i-t& pozice
L n n
:Z[ vewicy  dztidat.da(wi(zt,. 1= ))+Z[ w
=1y aia i) i=1 0%
N ——
i-t& pozice
:f Y(-1) widxl/\.../\dxl/\...Adx”+Zf w:Z[ wz/ w
0 i = Joq, =5 Jo9; o0
Definice 11.2. M¢&jme RP se standardni bazi (ej,...,e,) a orientaci o, o(eq,...,e,) = 1. Definujeme
A s ,Ep s s »€p ]

standardni p-simplex A, jako (eg = 0):
Ay =[eose1,...,ep]e ={a'e;|a’ 20,) a" <1}.
i=1
Definice 11.3. (Singularni) p-simplex v n-rozmérné varieté M je hladké zobrazeni o, néjakého

U=U°cRP, kde A, cU, do M.

Pozndmka 11.2. V pfedchozi definici se za definiéni obor zobrazeni bere okoli A, a ne samo A, mj.
proto, Ze chceme, aby byla zajiSténa existence derivaci na hranicich. Dale pokladame o, = 0,(A,).

Pozndmka 11.3. Dva singularni p-simplexy o, a U]’D (z U c R? do M) povazujeme za ekvivalentni,
pokud existuje V = V° c U, A, c V a difeomorfizmus ¢ : V - ¢(V) takovy, ze ¢(A,) = A, a

Plory = 79 ° -
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Integrace na varietach s hranici, Stokesova véta

Definice 11.4. (Singularni) p-fet&zec v n-rozmérné varieté M je libovolna formalni linearni kom-
binace singularnich p-simplext na M (modulo ekvivalence).

Definice 11.5. Operator hranice 0 pfifazuje p-fetézctum na M (p — 1)-Tetézce nasledovné:

e Standardnimu p-simplexu piiradi

p
oA, = S (-1)FAM)
k=0

p-1’
kde Al(ji)l = [eo,...,€k,...,€plx je tfeba chapat jako singularni (p — 1)-simplex ve varieté R?,
A® U R S RP, kde Ay € UL

e Singularnimu p-simplexu o, pfifadi
3 (k)
ooy = Z (—l)kap oA
k=0

e Linearnim rozsitenim definujeme hranici libovolného p-fetézce.

Tj. operator hranice pfifazuje p-simplexu orientovany soucet jeho stén, kde orientace je indukovana
vnéjsi normalou a orientaci R?, tj. o'(f1,..., fp-1) =o(n, f1,..., fp-1)

Pozndmka 11.4. 7 elementarni geometrie dostavame 0?A, = 00 d(A,) =0 a tudiz obecné.
Definice 11.6. Bud ¢, singularni p-fetézec ve varieté M, ¢, = Zle aiaz(,i). Integral p-formy w pres
Fetézec ¢, je definovan predpisem

k k
[ w:Zaif(i) o w:Zaif af,”*w.
Cp i=1 (057 (Ap),0p”) i=1 Ay

Véta 11.2. (Stokesova pro p-Fet&zce) Bud c, p-fetdzec na varietd M, w e QP71 (M). Pak plati

f dw:f w.
Cp Ocp

Drikaz. Viz integraly po standardnich simplexech a definice integralu po p-fetézci. m

Definice 11.7. Bud N orientovatelna varieta, dim N = p, ¢ jeji prosté vnoreni do variety M. Bud
dale ¢(IN) kompaktni. Pak existuje triangulace vnofené podvariety N, tj. jeji pokryti p-fetézcem

Cp = Vet o—,()’“), ktery spliiuje:

—_

- (Yge N)((3ik emm)(q= 05" (q0), g0 € Ap) nebo (Ik € 1) (g = 03" (20), a0 € Ap A7)

C (Vkem) (ol :U® =U®° 5 N, A, cUB)

[\

. (Vke m)(gé’“) je prosté)

w

4. (Vke m)(gl()k) zachovava orientaci variety V)

Takovy Tetézec nazyvame simplicialni.
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Integrace na varietach s hranici, Stokesova véta

Ocp = ON lze popsat jako koneéné sjednoceni vnofenych variet piekryvajicich se na mnoziné miry nula z

hlediska [ sc. - Vnitini stény se pfi integraci (¢i rovnou v linearni kombinaci simplexii) navzéjem vyrusi,
“Cp

nebot jsou v dc, vidy obsazeny dvakrat s navzajem opacnou orientaci. TudiZz dostdvame nasledujici

vétu.

Véta 11.3. (Stokes) Necht N je orientovana vnofend podvarieta M, N je kompaktni a jako pod-
mnozina M je uzaviena, dim N = p, w € QP"1(N). Pak plati

f w=fdw.
ON N
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Kapitola 12

Variety s dodatec¢nou strukturou

VZHLEDEM K NE ZCELA PRESNYM ZAPISKUM Z PREDNASEK NENI TATO KAPITOLA
ZPRACOVANA V CELISTVE PODOBE A DOST VECI CHYBI NEBO JSOU NEPRESNE!

Pozndamka 12.1. Mé&jme vektorové prostory V a W koneénych dimenzi. Pak zobrazeni A:V — W je
linearni < A:V x W* - R je bilinearni < A:V @ W* — R je linearni. Prostory linearnich zobrazeni
a linearnich funkcionald jsou tedy kanonicky sdruzené.

Definice 12.1. Tenzor g-krat kovariantni a r-krat kontravariantni na varieté M je zobra-
zeni, které p € M pritadi T(p) € (T, M)®? ® (T,M)®". Neboli tenzor T je multilinearni zobrazenf
T: (X(M))*x (QH(M))" - C=(M).

Definice 12.2. Metrika na varieté M je kovariantni symetricky tenzor 2. fadu na M nedegenerovany
v kazdém bodé p e M.

Pozndmka 12.2. Varietu M s metrikou g znacime (M, g).

Definice 12.3. Metrika g na varieté M se nazyva

e riemannovska < Vpe M je g(p) pozitivné definitni.

e Lorentzova (pseudoriemannovska) < Vpe M ma g(p) signaturu (dim M - 1,1).
Pozndamka 12.3. Nekdy se pouziva definice se signaturou (1,dim M -1). Je to podobné, jako kdybychom
v Riemannovské metrice méli negativni definitnost.

Pozndamka 12.4. Metrika umoznuje mérit délky teénych vektort. Na varieté muze byt zavedeno vice
metrik, je tfeba vzdy uvést, kterou uvazujeme.

Metrika se pii zméné soufadnic transformuje zptisobem (p € M, g;;(p) = gji(p)):

ox®  oxb

oz’ Jig ox'i
Definice 12.4. Necht je M vnofena podvarieta N, ® : M - N a g riemannovskd metrika na N. Pak
®* g definuje Riemannovskou metriku na M. Tato metrika se nazyva indukovani metrika.

9(p) = gij(p) dz’ ® da’ = gij(p)dz'da’  —  g(p) = gi;(p) dz" ® dz", kde gj; =

Pozndmka 12.5. Metrika umoZziiuje vzajemné jednoznacné zobrazit T, M a T;M pomoci zobrazeni
b:TpM — Ty M a §(p): T, M — T, M, pro kterd plati pof =id a

I7(p)‘/(VV) Ig(V,W), g(ﬂ(p)a,V) :a(v)v VV7W€TPM
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Variety s dodate¢nou strukturou

Definice 12.5. (Afinni) konexe (nékdy téz kovariantni derivace, angl. affine connection) na
varieté M je zobrazeni V : X(M) x X(M) - X(M) vyhovujici vztahtim (Vf € C*(M), Va € R,
YX,Y,Z € X(M), V(X,Y) = Vx(V)):

L Vixsv(2) = fVx(Z) +Vy(Z)

2. Vx(CLY+ Z) = O,VX(Y) + VX(Z)

3. Vx(fY) = fux (V) + (X )Y
Pozndmka 12.6. Kviili tfeti podmince neni konexe tenzor.

Méjme na U = U® ¢ M referentni soutadny systém, tj. er,...,e, € X(U), (eil,,..., enl,) je LN
Vp € U. Pak definujeme slozky konexe V vzhledem k (eq,...,e,), které zna¢ime Ffj a které splhuji
(X =Xle;, Y =Yle, XY e O (U)):

vei(e;)(p) =T (p)ew(p)
Vx(Y) = X'V, (YVe;) = XY T er + X'ei(Y7) ey = XYIT ey, + X (Y7 )e;
Definice 12.6. Tenzor torze konexe V je zobrazeni T : X(M) x X(M) - X (M) zadané vztahem
(VX,Y e X(M)):
T(X,Y)=vVxY-VvyX-[X,Y]
Definice 12.7. Tenzor kiivosti konexe V je definovan vztahem (VX,Y,Z ¢ X(M)):
R(X,Y)Z=Vx(VyZ)-Vy(VxZ)-Vixy]Z.

Pozndmka 12.7. Mame-li varietu s metrikou (M,g), pak na M existuje vyznacna konexe, ktera se
nazyvéa Levi-Civitova, spliiuje vztah X (¢g(Y,2)) = g(VxY,2Z2)+g(Y,VxZ) a pro jeji torzi plati T = 0.

Mg&jme (M, g) s orientaci o, pak na M existuje vyznaéné forma maximalntho stupné s predpisem

wg:volg:a( d ,ai) Vl|det g| dzta ... Ada™.
xn

oxl’

[

Definice 12.8. (M,g), f € C~(M):
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