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1. cviceni
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Ukazte, ze R" se standardni topologii je lokalné kompaktni
Hausdorffiv topologicky prostor se spocetnou bazi topologie.
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Cviceni 2

Ukazte, ze pokud mnozina M je vybavena koneénym systémem
podmnozin {U;}ies, Ujc; Ui = M a bijekci
wi : Ui = ¢i(U;) = 9i(U;)° C R" takovym, ze

T = 9 0 9; piuinuy 1 @il Ui 0 Up) = (Ui N U))

je homeomorfismus kdykoliv je U; N U; # 0, je mozné na M zavést
prirozenym zptisobem topologii takovou, ze {(U;, ¢;i)}ic/ je atlas
tiidy C% na M. Pokud vsechna 7;; jsou tfidy C*, mame atlas tfidy
Cls,
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Ukazte, Ze sféra

S2={(x,y,2) ER}X® +y> + 22 =1}

je diferencovatelnou varietou.
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52 je topologicky prostor s topologii indukovanou z R3.
Zkonstruujeme atlas tvoreny dvéma mapami

_e_ _ . 200 V1 - _( x_ vy
Un =" {0.0-D} s U > BIUVE ontxnd) = (15 12 )
_s_ . 20, 1 _(x -y
Us = 5" —{(0,0,1)}, s : Us = R[u, v] : gps(x,y,z)_<1_z,1_z)

(1)

Ukazte, ze zobrazeni oy s pfifazuji bodtim z S2 priinik primky
spojujici dany bod (x,y, z) s jiznim, resp. severnim, pélem
(0,0,—1) ((0,0,1)) s rovinou xy, s otoCenim orientace v pfipadé
mapy @s. Jedna se o tzv. stereografické projekce. Ovérte, ze se
jedna o homeomorfismy. Naleznéte prechodovou funkci

() = (2t e ) 2)

w2 4+ v2 u2 4 v2

a ukazte ze je tfidy C°° na svém definiénim oboru a podobné jeji

nverze
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Vzhledem k tomu, Ze uvedené mapy Ize reinterpretovat jako

zobrazenido C, z=u+1iv, Z = U 41V a prechodové funkce maji
pak tvar sy(z) = 1, Tas(2) = % tj. jsou holomorfni, jedna se téz

o komplexni varietu.
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Cviceni 4

Ukazte, ze komplexni projektivni prostor
CP" = {C—span{¥}|V € C"™1, ¥ #£ 0}

je diferencovatelnou varietou dimenze 2n a téz komplexni varietou
dimenze n.
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Navod. Systém soutadnicovych okoli a map konstruujeme
nasledovné: zavedeme souradnice na C™1 : vV = (v, vy, ..

definujeme okoli

Ui = {C—span{¥}|V € C"™, v; # 0},

.,Vp) a

2 Vo 1 Vi1 Vit V,
i Ui — C" =R, ap,-(vo,vl,...,v,,):(—,—,..., —t '+,...,—">.
Vi Vi Vi Vi Vi
kde i = 0,...,n. Naleznéte odpovidajici pfechodové funkce a

ovérte jejich hladkost, resp. holomorfnost.
Obdobné lze definovat téz realny projektivni prostor

RP" = {R—span{v}|v € R™ ¥ #£ 0}

jako diferencovatelnou varietu dimenze n.
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Cviceni 5
Ukazte, ze komplexni projektivni prostor
CP! = {C—span{v}|V € C2?,V # 0} je izomorfni sféfe S2.

Navod. Vhodnym zptisobem ztotoznéte obrazy map v CP! a S2 a
ovérte, ze je to konzistentni pfi pfechodu k jinym mapam.
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2. cviceni
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Cviceni 6

Uvazujte dvé variety M., e = +1. Kazd4 je popsana dvéma mapami
1, p2 takovymi, ze

Ran(¢1) = (0,27) x (—1,1), Ran(yz) = (—m, m) x (—1,1).

Prechodova funkce 71o ma definiéni obor
((0,7) U (m,2m)) x (—1,1) a je dana predpisem

T12(0,0) = (0, 0), 0<0<m
= (0 —2m,e0) = (0,5), m <60 <2m.
Urcete, o jaké geometrické objekty se jedna.
Viysledek. Plast valce, resp. Mobiav list.
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Cviceni 7
Uvazujte variety a mapy z cviceni 6. Prevedte tecny vektor
0 0 ‘

X=aZ
“ 90

+ﬁ%

PO

vyjadeny v soufadnicich [f, o] v mapé ¢; do soufadnic [6, 5] v
mapeé @o.
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Uvazujte varietu M = RT s mapami o1 : M — RT : ¢1(x) = x a
w2: M= R:y=@a(x)=In(x). Tecny vektor X = %‘Po e T,M

vyjadrete v soufadnicich y.

~ 1 d
expyo dy

. _14d
Vysledek. X = o dy

‘ Po Po
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Cviceni 9
Uvazujte sféru S? popsanou stereografickymi projekcemi a tecné

vektory X; = 8u| Xo = % oV bodé p € Uy N Us. Najdéte

vyjadreni téchto vektoru v soufadnicich [U, V] na Up.

Vysledek. Xy = (V2 — U?) 2 aul, — 2UV 5y
Xo =20V gy, + (V2 = U?) 5y,
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Cviceni 10

V R3 uvazujte kartézské souradnice [, y, z] a sférické souradnice

[r,0, 9],

x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcosh. (3)

Xz =4

az‘pa

Teéné vektory X; = g’p, Xo = %

X ’p
J— 0 o)

prevedte do sférickych souradnic.
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Vysledek.

cosfcosgp O sing 0
r %p_rsinO %
cosfsing 0O cos¢ 0
%P rsing 87?

+
p

X1 =sinfcos ¢ %

p

9

Xo =sinfsin ¢ %

p p
Xg,:coseg —ﬂ% ,
8rp r 0 o
0
Xo = —| .
4 a¢p
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3. cviceni
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Cviceni 11

V R2[x, y] uvazujte vektorova pole X; = Xa% -F y%,

Xo = x% — ya%. Najdéte jejich integralni krivky.
Reseni. Pro X; mame rovnice pro integralni kfivku

%vl(t) = X0(1)) = x(z(1)) = 78,

%Vz(t) = %Y(V(t)) = y(7(1)) = (),

7(0) =x, 7%(0) = yo.

Tudiz In(y1(t)) = t + Cq, In(4?(t)) = t + G, a dosazenim
pocatecni podminky mame ~1(t) = (xpexp t, yo exp t).
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Analogicky, pro X2 mame rovnice pro integralni kfivku

520 = Sy(e) = x((1) =(0),

Tuto soustavu obycejnych linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu s
konstantnimi koeficenty feSime dosazenim FeSeni v predpokladaném
tvaru y(t) = (a, b) - exp(At). Tim dostdvame soustavu
homogennich linearnich rovnic:

Aa+b=0, —a+A-b=0.
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A1 . _ .

1 ) ) musi byt singularni, aby existovalo
nenulové feSeni, tudiz A = &1 a obecné feSeni nasi soustavy
diferencialnich rovnic ma tvar

Y(t) = (Y1 (1), 7%(1)) = G- (1, i) - exp(it) + G - (1,1) - exp(—it).

Matice soustavy <

Dosazenim pocateéni podminky a tpravou vysledku ziskavame
integralni kfivku ve tvaru
Y2(t) = (xocost — ypsint,xgsint + yp cos t) (= Vx,(xo, Yo, t)).
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Cviceni 12

Vektorova pole z cviéeni 11 prevedte do polarnich souradnic [r, ¢],

kde
X =rcosp, y=rsinp (4)

a najdéte jejich integralni kfivky v téchto souradnicich.

Reseni.
2—cos 2—i—sin 2 i——rsin 2—|—rcos é
ar Yo% S08y’ dp Y ox (p('?y’
coz implikuje
o 9 sinp 0 o 0 cosp O
e P P e P
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Dosazenim dostavame

X —x2+ 2—rcos cos 9 _sinp 9 +
L= % TVay TIPS T T g

+ rsin sin 2 + cosgag = r2
4 Y or r dp)  or
0 o .0 cosp O
Xz—xay—yax—rcosg0<smcpar—|— p &p)_
— rsin cos g_singoi —i
v “or r 0p) Oy’

Integralni kfivky maji proto jednoduchy tvar, v1(t) = (roexp t, o),
Y2(t) = (ro, wo + t).
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Cviceni 13

Je vektorové pole X = x?#- na R[x] aplné?

Reseni. Rovnice
x=x%, x(0)=xo

separaci proménnych vede na Feeni ve tvaru [ i—’é = —% =t+C,
dosazenim pocatecnim podminky mame integralni kfivku ve tvaru
x(t) = 2% - Jinymi slovy, tok vektorové pole X je

Wx(x,t) = W(x) = 1

1
Neni definovano W3 (x), tudiz neni Gplné.
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Cviceni 14
Najdéte tok vektorového pole
X = x% —y% + (x? —|—y2)% € M(TM), kde M = R3[x, y, z].

Viysledek.
Wi (x,y,z) = (xcost — ysint,xsint + ycost,z + (x2 + y?)t).
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Cviceni 15

Na S?[U, V] uvazujte vektorové pole X = (V2 — Uz)% — 2UV%
na Uy. Najdéte jeho integralni krivky.

, _ [ Uo+t(U3+V3) Vo
Vysledek. ~(t) = (1+2tUo+t2(U§+V02)’ 1+2tUo+2(U +V§)
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Cviceni 16

Prevedte vektorové pole X z cviceni 15 do souradnic [u, v] na Us,
ukazte, ze vektorové pole X Ize definovat jako hladké vektorové
pole na celé sféfe S2, naleznéte jeho tok v soufadnicich [u, v] a
vysledek prevedte do souradnic [U, V].

Navod. Vyuzitim cviceni 9 mame X = %, tj. X Ize hladce
definovat ve vsech bodech pokrytych atlasem, coz je cela varieta
S2, W (u,v) = (u+ t,v) a prevedenim pocate¢ni podminky ze
soufadnic [U, V] a vysledku do soufadnic [U, V] nachazime

t _ U+t(U?+V?) 1%
ll’X(Uv V) - (1+2tU+t2(U2+V2)’ 1+2tU+t2(U2+V2) ) *
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Ukazte, 7Ze S3 Ize chapat jako fibrovany prostor nad CP! ~ S? s
vlaknem S1.
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Navod. Jedna se o tzv. Hopfovu fibraci. Sféru S3 uvazujeme jako
jednotkovou sféru v C? ~ R#,

S3 = {(z0,21) € C?||z|> + |z|? = 1}.

Projekci 7 : §3 — CP! ~ S? definujeme predpisem

7(z1,20) = C—span{(z, z1)}. Vlakno nad bodem

V = C—span{(z0,z1)} je pak tvofeno véemi vektory z S3, které
svym linearnim obalem definuji stejny jednorozmérny podprostor V/,
tj. jsou rovny o - (29, z1), kde o € C, || = 1. Vlakno nad bodem je
tudiz izomorfni mnoziné komplexnich jednotek

{a eC||a| =1} ~ SL.

Pro dokonceni popisu struktury fibrovaného prostoru S3 — S2
zbyva zkonstruovat lokalni trivializace.
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K tomu staci uvazit atlas na CP! z cviceni 4. Mame soufadnicova
okoli a mapy

Uo = {C—span{(1,z)}|z € C}, ¢o(C—span{(1,z)}) = z,
Ur = {C—span{(z,1)}|z € C}, ¢1(C—span{(z,1)}) = z.

Lokalni trivializace definujeme predpisem

(0%

(o (z,1)) = <(C—span{(z, 1)}, ) , Va - (z,1) € S5

o

bola-(1,2)) = <(C—span{(1,z)},|z>, Va-(1,z) € S8,
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Pro pfechodovou funkci na vlakné pak nachazime (o € C, |a| = 1)

U1 (wal ((C—span{(l,z)},a)) = (a~ \/%)

ez 2D )
lz| /1+]1/z
(C span{(1/z,1)}, « | |) = (C—span{(1/z,1)},701(C—span{(1, z)})a),

tudiz pfechodova funkce na vlakné ma tvar
701(C—span{(1,z)})a = é—‘ o
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4. cviceni
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Cviceni 18

Urcete komutatory vektorovych poli

0 0 0 0 0 0
X1—y&—xa—y, XZ—Za—y§7 X3—25—X$ (5)

na R3[x, y, z]. Ukazte, Ze R—span{Xy, X2, X3} tvofi podalgebru v
X(R3).

Vysledek. [X1, Xo] = — X3, [X2, X3] = —X1, [X3, X1] = —Xo.
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Cviceni 19

V R[x] uvazujte vektorova pole Xy = x*-2 9 k=0,1,.... Ukazte,
ze R—span{ Xy} ken, tvorfi Lieovu algebru aze Jedlne jeji
konecnérozmérné podalgebry dimenze vétsi nez 1 generované prvky
X jsou R—span{Xj, Xy}, kde k =0nebo ke N, k> 1a
R—span{Xp, X1, Xo}.

Reseni.
0 0 0 0
o / B k+1-1 k+1-1 —
[Xk,X/] = Xk(X )7(9X X/(X )7(9X / aX kX 7aX

0
— (1= 2 = (1= X1
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Cviceni 20

Ukazte, ze obecné rychlosti v Lagrangeové mechanice se pfi zméné
obecnych souradnic transformuji jako tecné vektory ke konfiguracni
varieté&, zatimco obecné hybnosti p; = BL(q ) e transformuji jinak

|
N

a urcete jak.
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Navod. Obecné rychlosti ziskdvame derivaci trajektorie v daném
bodg, tj. jsou tecnymi vektory definovanymi pomoci trajektorie -
kfivky. Pfi zméné soufadnic &/ = &/(g*) transformuji

. , :8751 d

¥ = 0= ) = o) G = g

= g
0q* q(t)
(6)

q(t
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Obecné hybnosti se pfi zméné soufadnic & = &/(q*) transformuji
podle predpisu

. _0L(@.q) _ oL(a(@),4(3,9) _ 0L(q,4) 94(9,9)
%7 % 0F  |g=q@.a=a(@s 04
_,0%aq) _ 0d
1o 10g'”

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili transformaci (6) po zaméné q a
g. Pro zjednoduseni zapisu jsme potlacili indexy v argumentech
vyznacujicich funkéni zavislosti.
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Cviceni 21

Na varieté M = R?[p, q] uvazujte tzv. Hamiltonovska vektorova
pole

o OHO OHO
H= "9q0p " 9poq’
kde H = H(p, q) € C*>°(M). Hledejte integralni krivky vektorového
pole Xy pro nasledujici volby funkce H:

H=3p"

H = 3p* + kg,

H=1p?+ luw?q?,
a porovnejte je s feSenim Hamiltonovych pohybovych rovnic pro
volnou ¢&astici, konstantni silové pole a harmonicky oscilator v
jednom prostorovém rozméru.

Libor Snobl Geometrické metody fyziky 1



5. cviceni

Cviceni 22
V R3 uvazujte kartézské soufadnice (x, y, z) a sférické souradnice
(r,0,¢) (viz (3)). Nasledujici diferencialni formy prevedte z jednéch
soufadnic do druhych
dx, dy, dz, xdx + ydy + zdz, ydx — xdy, dx Ady A dz,

dr, df,de, dr A d0 A d.
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Vysledek.

dx =sinfcos¢dr + rcosf cos pdf — rsinfsinedp,
dy = sinfsinpdr + rcosfsinpdf + rsinf cos pdy,
dz = cosfdr — rsinfdé,
xdx+ydy +zdz = rdr,
ydx — xdy = —r? sin2o9dg0,
dx A dy A dz = r?sinfdr A dO A de,
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1
dr = —————= (xdx + ydy + zdz),

/X2 +y2 + 22
1 xz dx yzdy \
dé + —Vx2+y?dz

:X2+y2+22 \/X2—|-y2 \/X2+y2

(—ydx + xdy),

1
V2 +y2+22)(x% + y?)

dp= >~
LR

drAdOA dp =

dx A dy A dz.
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Cviceni 23

Na sfére S2 uvazujte stereografické souradnice (u, v), (U, V) a
sférické souradnice (0, ¢):

_ (sinfcosp —sinfsinp
(u’v)_<1—cos¢9’ 1—cosf )

Prevedte 1-formy dU, dV do soufadnic (u, v) a 2—formu
w = sin#df A dg do soufadnic (u,v), (U, V).
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Vysledek.

1
1
d\/ = m (2UVdU —|— (V2 — Uz)dv) 5
—;du/\dv— 4 dUAdV
(T4 u? 4 v2)2 (1 + U024 v2)2 '
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Cviceni 24

Na varieté M dimenze n uvazujte dva soufadné systémy
(x,...,x") a (%},...,%"). Ukazte, ze pro

w=wi pdxt AdX® AL AdXT = 1o pdXE AARP AL AR € Q"(M)
plati

A(xt, ... x™)

@12..n = w12, .pdet —————=
" PO, L. M)
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Navod. Zapiste vzorec pro transformaci formy maximalniho stupné
1 n
pomoci determinantu odpovidajici Jacobiho matice Ol oee:X")

AL,
Mame

0 _od o
Oxk 9%k Oxd’

0 0
1 2 n _
dx” Adx AL Adx (8&1""’82") =

Oxt Oxin 1 n 0 0
_%a)?ndx /\/\dX (8X11”8XJH>

ox)  gxrln) ar 0
_W%S: 5 o dx A ... Adx (8){”(1),...,8)(”("))

ox™(1)  gxm(n) A(xt, ... x™)
= Z R 7sgn7r = det

= a(xL, ..., &)
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0. cviceni
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Cviceni 25

V R3 popsaném v kartézskych soufadnicich definujme nasledujici
prifazeni

A=a 2 L pe 0 X(R?) & A = A¥dx + AVdy + A*dz € QY (R®)
Ox dy 0z

+ A® = Ady Adz 4+ A¥dz A dx + A%dx A dy
Ukazte explicitnim vypoctem, ze pak plati
df = (gradf)®),
dA®) = (rotA)?),
dA®) = (divA)dx A dy A dz.

Dale ukazte, ze d? = 0 je ekvivalentni identitam rot o grad = 0 a
div o rot = 0.
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Tento priklad naznacuje, Ze pfi vyuzivani kfivocarych soufadnic, ve
kterych neni zfejmé, jak zapsat Maxwellovy rovnice, je pro popis
intenzity elektrického pole vhodné vyuzivat 1-formu, pro popis
vektoru magnetické indukce 2—formu. Pozdéji uvidime, ze tomu tak
skute€né je a budeme schopni Maxwellovy rovnice psat pfirozenym
zpiisobem v libovolném soufadném systému.

Uvedené ztotoznéni je zavislé na vybéru soufadnic, pokud ho
chceme definovat obecné, potfebujeme pojmy metrika a Hodgeilv
dual.
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Cviceni 26

V R? uvazujte kartézské a polarni souradnice. Podobné jako v
predchozim prikladé definujme
of 0 8_f£

gradf = —

9 2
Ox Ox * Oy Oy € X(R%).

Naleznéte vyjadreni vektorového pole gradf v polarnich
soufadnicich a porovnejte jej s vyrazem pro vnéjsi derivaci funkce

f e Co(R?).
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Vysledek.

of 0 10f 0 8f of
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Cviceni 27

Magneticky monopél je hypoteticka konfigurace magnetického pole
formalné stejného tvaru jako elektrické pole bodového naboje.
Uvazujte vektor magnetické indukce odpovidajici magnetickému
monopdlu lokalizovanému v pocatku kartézskych soufadnic v R3,

B(X) = %z e X(R3\{0}).

PFifadte mu pislusnou 2—formu magnetické indukce B = (B)).
Ukazte, ze B je uzavrena, tj. B vyhovuje Maxwellové rovnici
divB = 0. Ve sférickych souradnicich naleznéte formy Ay, As na
Un = R3\{(0,0, 2)|]z < 0}, Us = R3\{(0,0,z)|z > 0} takové, ze
B|y, = dAn, Blye = dAs.
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Vysledek.

gy 8z

B:Lz’dy/\dz+—3dz/\dx+—3dx/\dy,
/X2+y2+z2 /X2+y2+22 /X2+y2+22

B = gsin6do A dep,

Z—r
Ay = g(1 - 0)dy = g————<(ydx — xd
N g( Cos ) ¥ gr(X2 +y2)(y X X .y)7

zZ+r
AS = —g(]. =+ COS@)dQO = gm(ydx — Xdy),

a ovéfte, ze Ay, As je limitou mozné hladce dodefinovat na celém
Up, resp. Us.
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Cviceni 28
Na varieté S[u, v] uvazujte formu

W= m (2uvdu + (v? — u?)dv). Urcete dw. Dale hledejte

a € Q1(S?) takové, ze da = (1%2%2?.
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Vysledek.

dw =0,

coz souvisi s tim, ze v soufadnicich (U, V) mame w = dV. Formu
a € Q1(S?) se nepodafi nalézt. Pozdgji uvidime ditkaz, Ze to nelze,
jakékoliv lokalné dobfe definované feseni pfi pokusu o rozsifeni na
celou sféru S? nékde diverguje (tj. zadané da je prikladem formy
uzavieng, ale nikoliv exaktni). Lokalné « existuje, napf. v podobé

1 1
= —=— 1 = — —
a 4( + cosf) d¢ AT 2T v

1
C2(1+ U2+ V) (U2 4 V2)

(udv — vdu)

(VdU — UdV).
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7. cviceni
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Cviceni 29
Uvazujte sféru S2[0, ¢] zobrazenou do R3[x, y, z] zobrazenim ¢
zadanym rovnicemi

x = asinflcosp, y=bsinfsinp, z=ccosb,

kde a, b,c € RT. Urcete, zda se jedna o vnoreni a pfipadné téz o
vlozeni. Spocitejte

0 0
" (— ) ” (—
a0 (60,0) I

¢*(dx A dy A dz), ¢* (’%#% +Z%) .

) , ¢°(dx), ¢"(dy), ¢*(d2),

(60,%0)
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(aa ) acosfg cos ¢ + bcos g sin g g — csinfp 82 ,
(60,%0) P Yip Zlp
9 = —asinfp sin o 9 + bsin 6o cos ¢o 9 ,
9 (6o, APo) 9x P 9y P
(dx) = acosf cos pdf — asin b sin pdyp,
qj (dy) = bcossin ¢df + bsin 0 cos pdy,
¢ (dz) = —csin6dl, ¢"(dx Ady Adz) =0, ¢* (& + % + z;dz) =0

kde p = ¢(0o, o).
xdx ydy ~zdz ld <x2 % z2>

2 TR e TR

b2
tj. v soufadnicich 6, ¢, R = 4/ ’a‘—; + },;é + ié — 1 je #(S?) vyjadrena
jako mnozina bodi spliujicich R = 0, tj. jedna se o, vlozeni.

Libor Snobl Geometrické metody fyziky 1



Cviceni 30

Naleznéte integralni krivku v vektorového pole

X=z (y% - x%) 4 % € X(R3[x,y,2])
z bodu (x,y,z) = (1,0,0). Vysledné zobrazeni
v : R[t] = R3[x, y, z] promitnéte do roviny xy, ¢ : R[t] — R?[x, y],
() = (7*(£),7(t)). Urcete (5|, ). ¢*(adx + bdy),
¢*(dx A dy). Jaké podmince musi vyhovovat Y € X (R[t]), aby
existovalo ¢.(Y) definované na obrazu ¢(R) C R??
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Vysledek.

t2 i t2 t2 ] t2
Y(t) = (cos o sin S t), ¢(t) = (cos 5 sin 5),
d t2 0 2 0
O ( >:—1.“osin0 — tgcos 2 — ,
dt tO 2 8X ¢(t0) 2 8y ¢(t0)

* . t2 * t2
¢*(dx) = —tsin Edt, ¢*(dy) = —tcos Edt’

t2 t2
¢*(adx + bdy) = —t (asin > + bcos 2) dt, ¢*(dxAdy) =0,

prenesené vektorové pole ¢.(Y) existuje, pokud pro viechna t € R

plati ¥ = Yi(t) L, kde Y* (\/t2 +47r> = /et V().
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Cviceni 31

Uvazujte zobrazeni

b RIE > S'[]  (t) = ¢,
tj. pri vyjadreni kruznice jako mnoziny bodii v R?[x, y] mame
Y(t) = (cos(t),sin(t)) .
Jedna se o vnoreni, resp. vlozeni?

. <. , d _d H A
Vysledek. \/nofeni ano, ne.bot s (dtlto) = dgluo) ti- ¥ ma
hodnost 1, o vlozeni nikoliv, nebot v neni prosté.
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Cviceni 32

Uvazujte varietu M a jeji kotecny fibrovany prostor T*M = M.
Definujme diferencialni 1-formu A € Q(T*M) na kotecném
fibrovaném prostoru nasledovné

Ma) = (), aec T*M.

Na M zvolme soufadnice (x')?_; a na T*M souradnice (x', pi)"_;,

kde
x'(a) = x'(n(a)), pi (a = q; dxﬂq) = a;.

Naleznéte souradnicové vyjadreni diferencialni 1-formy A, spocitejte
w = dA\ a ukazte, ze pro kazdy nenulovy X € T,(T*M) je
ixw € TE(T*M) nenulové.
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Vysledek.

A= pidx’, w=dp;jAdx',

X=X 8‘9, aa #0 <= ixw = XPdx' — Xidp; # 0.
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8. cviceni
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Cviceni 33

Vyjadrete Lieovu derivaci vektorového pole Y = Y"%,
diferencialni 1-formy w = w;dx’ a diferencialni 2—formy
T=) i 7;7dx’ A dx/ podle vektorového pole X = X"%_
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Vysledek.

LOXI
LKY = (X,ay yi9X ) 9

Ox! ox' ) oxi’
Lxw = Lx (UJ,'dXi) = (.wa,-) dXi + wid (.,%Xxi) =

(XJg )dx +wid (X') = <X18w')dxi+w;ax. dx/ =

ox’ ox’
<X,8wj o oX >dxf

ox! "Ox
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xt = Lx Z T,'jdXi Adxl | =

i<j
= Z ((Lxmi)dx Adxd + 73d(Lxx) A dxd + Tydx’ A d(Lxx)) =
i<j
(97';( oxX’ oX’ ; P
_Z( ’ aJ+TJ,ak>dxf/\dx.
Jj<k
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Cviceni 34

Ukazte, ze Lieova derivace libovolné uzaviené diferencialni formy je
exaktni.

Navod. Vyuzitim £x =doix +ix od.
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Na R3[x, y, z] uvazujte vektorova pole X; = x% — y% a

Xo = xé% + y% + z%. Spocitejte

Ix,dx, Ix dy, Zx,dz, Zx,(dxAdyAdz), a=1,2.

Libor Snobl Geometrické metody fyziky 1



Vysledek.

Lx,dx = d L%, x = —dy, Ix,dy =dx, ZLx,dz=0,
Zx, (dx Ady A dz) =0,

Zxdx = dx, Zx,dy =dy, Zx,dz=dz,
Zx, (dx Ady Adz)  =3dxAdyAdz.
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Cviceni 36

Je ziejmé, ze pokud pro vektorova pole X, Y € X' (M) plati

Wi o WS, (p) = V3, o Wi (p) pro viechna s,t € R, p € M, pro néz
maji vyrazy smysl, tak téz plati [%x,-Zy]| = 0. Ukazte, ze naopak
[%x, ZLy] = 0 implikuje Wi o WS, (p) = W3, o Wi (p), kdykoliv maji
vyrazy na obou stranach rovnice smysl.

Navod. Zderivujte dokazovanou identitu podle jednoho z
parametrii, napf. t, a vyuzijte vétu o existenci a jednoznacnosti
feSeni obycejnych diferencialnich rovnic. Viz téz ditkaz véty dale na
prednasce.
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Cviceni 37

Necht w je 2—forma na T*M z cviceni 32 a f,g € C°(T*M).
Definujme vektorové pole X € X(T*M) pozadavkem

ixfw = —df.

Ukazte, ze Xy € X(T*M) je tim urCeno jednoznaéné. Dale ukazte,
ze Zx,w =0 aze X¢(g) = ZLx,g = 0 prave tehdy, kdyz

Xg(f) = Zx,f = 0. Jednotliva odvozeni provadéjte abstraktné bez
vyuziti soufadnic i v soufadnicich (x', pj) na T*M zavedenych ve
cviceni 32.
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w = dp; Adx’,

-0 )
X=X - +XP
“oxi 0 oy’

) ) ) B ) )
ixw(YE— + YP ) =w(X— + XP—— Y, 4+ YP— )=
XY gx + Vg ) =g ¥ X750 Y g + Vg,

= XPY] - X[YP =
= (XPdx) — Xidp)(Y/ 0 +YP 0 ) =
i X IX gt T dpy

ixw = XPdx — X]dp
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of

of

Ix,w = ijdxj — X){dpj = —df = X dx’ — p; dp; =
orf - oOf
J 8XJ’ X 8pj7
X; = of 90 of 0

" oxiop | opox
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0f 0*f -
. T dp L A ) =
dpi <8p;8pj dpj + Op;OxJ dx >
0°f - 0*f
———dp; Ndx

— dp; Adx' =0
axiop; X
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__O0f9g  Of g _ _ _
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Necht f,g € C>*(M), {f,g} =0. Pak fo\U&g =f, g0W§<f =&

Dikaz. Ziejmy. B
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9. cviceni
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Cviceni 38

Na sfére S2[u, v] uvazujte 2-formu w = ﬁ%. Ukazte, ze ji
Ize hladce dodefinovat na celé sféfe a ze w je symplekticka.
Naleznéte tvar obecného hamiltonovského vektorového pole na S2.
Zkonstruujte Darbouxovy soufadnice na vhodném soufadnicovém
okoli.
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dundv dUAdV

w =

1.

= —%d (cosfdo),

Mozné Darbouxovy souradnice definované tam, kde lIze pouzit
sférické soufadnice, jsou tudiz napfiklad p = —% cosf, x = ¢.
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0 0
x=xvZ 4 xvZ
ou ov’
N 1 u v
IXfw = m (Xf dV — Xf du)
of of
xp = -+ + 2Pl — w42l

f

57

of 0 of 0
mm_mm)

ou
Xr = (1+u2+v2)2<
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Ve znaceni prikladu 38 explicitné ovérte Zx,w = 0.

Vysledek.
@ du Adv .
o222 (B2 B0 2 1+ 2 +v2)2
_ > 212 g8(1+u2+v2)_2 g@(l—kuz—kvz)_z
—(1+u +V) (8u ov v Ou dundvt

(14 u?+v2)2 Ou ov

J’_
1 2 2)2 1
:gg M du Adv _ ot o —|—u—|—v dundv =0.
Qudv \ (14 u?+ v?) Ov Ou (1+U2+V2

1 (8 1+ +V)(T o1+ v? +V)2g{’)du/\dv
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Cviceni 40

Uvazujme symplektickou varietu (M,w) a dvoje Darbouxovy
soutadnice (p;, x') a (P;, X") na okoli U = U° bodu q € M,

w =dp; A dx’ = dP; A dX'. Vhodnou reinterpretaci vztahu mezi
(pi,x") a (P;, X") dokazte lokalni existenci vytvorujici funkce
kanonické transformace ¢ definované predpisem

(pi(@(m)), x'(¢(m)) = (Pi(m),X'(m)), ~ meU.
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Protoze oboji soufadnice jsou Darbouxovy, mame

d (pidx’ — PidX') =w —w =0,

tj. z lokalni exaktnosti uzavienych forem plyne existence
F € C*(U) takové, ze

dF = pjdx" — P;dX'. (7)

(Abychom se vyhnuli komplikovanému znaceni, tak jsme
predpokladali, ze F je definovana na stejném okoli jako souradnice
(pi,x") a (P;, X"), obecné muize byt potfeba U zzit na mensi
oteviené okoli U = U° c U.)
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Pokud i soubor funkei (x, X/) definuje soufadnice na U, miizeme

psat
; ; oF . . OF __.
pidx' — PidX' = dF = de’ + aX’.dX’,
tj. zjistujeme, ze p; = % aP;= —g)f, za predpokladu, ze

parcialni derivace provadime v soufadnicich (x’, X/).
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Pokud nyni definujeme transformaci ¢ predpisem

(Pi(¢(m)), x'(6(m))) = (Pi(m), X' (m))

kdykoliv maji vyrazy smysl, tj. P;(m) € Ran(p;), X’(m) € Ran(x"),
mame transformaci ¢ zadanu pomoci vytvorujici funkce F prvniho
druhu zndmé z teoretické fyziky. Protoze

P*w=d(piop)Nd (xi o qb) =dP; AdX' = w, je ¢ kanonicka
transformace.
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Pokud soubor (xi, PJ) je téz soufadnicemi na U, miizeme misto
F € C=(U) uvazovat F € C*(U) definovanou predpisem
F(m) = F(m) + P;(m)X'(m), kde F budeme nyni chapat jako
funkci na U vyjadrenou v souradnicich (xi, PJ) Vypoétem jeji
vnéjsi derivace

dF = dF + dP,X' 4+ PidX' = pidx’ — P,dX' + dP, X" + PidX' = pidx’ + X dP;
vyuzitim (7) ziskavame

oF . oF
pl(m) = aXi(m)’ X (m) = 8P

(m),

tj. pri definici Xi(I:r;) = x'(¢(m)), Pi(m) = pi(¢(m)) mame
vytvofujici funkci F druhého druhu pro kanonickou transformaci ¢.
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Cviceni 41

Najdéte vytvorujici funkci pro identickou transformaci na
symplektické varieté s Darbouxovymi souradnicemi (x', p;).

Vysledek.

OF OF
Pi = 5 ilpmpixizx X = g5 lPimpXi=x
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Cviceni 42

Uvazujte symplektickou varietu M = R?[x, p], kde (x, p) jsou
Darbouxovy soufadnice a H = x - p. Najdéte prislusné
hamiltonovské vektorové pole, jeho tok a vytvorujici funkci
kanonickych transformaci danych \U§<H.

Vysledek.
Xu = x5~ —pa%, Wi, (x;p) = (e'x,e7'p),
p=e'P= aNF(a):P)|X—e'x,P—e_‘pv
X|x=ctx,p=c—tp = efx = %'X:e'x,P:e*‘p =

/N-_(x, P) =e'x - P.
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Cviceni 43

Naleznéte viechny funkce f € C®(R?[x, p]) takové, ze
{f,x - p} =0 (kde opét (x, p) jsou Darbouxovy soufadnice).

Vysledek.

0 0
0_{f,x-p}_xaf—pa—pf

f(X,p) - g(X ) P), g < COO(R)
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10. cviceni

Cviceni 44
Uvazujte varietu M = S2[u, v] se standardni orientaci
g (%7 %) =1a2-formuw = mdu/\dv. Spocitejte o, w.

Vysledek. [, w = m, vypocet je nejsnazsi v polarnich soufadnicich
na roviné [u, v].
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Cviceni 45

Uvazujte symplektickou varietu (M, w) a kanonické zobrazeni ¢.
Uvazujte né&jaké U = U° C R2k, 2< 2k < dim M a hladké prosté
zobrazeni v : R?* — M, 4 (U) = U. Ukazte, Ze plati

/ w/\w/\.../\wz/w/\w/\.../\w,
N%,_/ o
¢(U) k—krat v

tj. ziskavame znamé Poincaréovy—Cartanovy integralni invarianty
kanonickych transformaci.

Vysledek.

/~ w/\w/\.../\w:/~¢*wA¢*wA...A¢*w:/w/\w/\.../\w.
#(U) u

U
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Cviceni 46

Mg&jme orientovanou varietu (M, o) dimenze n, formu w € Q"(M) a
vektorové pole X € X(M). Ukazte, ze pro libovolné oteviené okoli

U= U° C M plati
/ w= / Lxw.
t=0 J W5 (V) Y

* d
(VS wz/—
| wse=[ 4

d

dt

Navod.

d / w— d
t=0 w;((u) dt

P (W&)*wz/u.iﬂxw.

t=0
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Cviceni 47
V R3[x, y, z] uvazujte w = —

1

ﬁ; (XdX +ydy + ZdZ) a

zobrazeni
F:(0,1) = R3 F(t) = (cos(t?),sin(t?),t?), U= F(U).
Uréete f(U -

Vysledek.

dt 2/ £ gL / _ V2
Jdt, - Ldt = , w=Y2_1.
Vitit Vitit V1ittt (0,F) 2
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Cviceni 48

Stejnou Glohu jako vyse feste pro zobrazeni

F:(0,1) = R3, F(t) = (cos(t),sin(t),t), U= F(U).

Vysledek.
Fro=——"_dt, —/ b oar= 1 Y2y
Vite vite o vite  Jon® T2
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Cviceni 49
Uvazujte S2[f, ¢] vnorenou do R3[x, y, z] predpisem

1
F(0,9) = 1+—9_2 (sin € cos ¢, sin sin ¢, cos 0)

T2

1
w = 3 (xdy Adz + ydz A dx + zdx A dy).

VX2 +y?+ 22

Zdtivodnéte, ze vnofeni F je mozné jednoznaénym hladkym
zptisobem definovat na celé sfére a urcete f(52 Fyw-
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Vysledek.

F*w = sin6d6 A do, / w= / F*w = 4.
(52,F) 52
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11. cviceni
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Graficky naleznéte triangulaci S?, T2 = S* x S a B(0,1). Urcete
052, 0B(0,1).

Navod. P¥i zakresleni triangulaci do rovinnych map na S2,
T2 = S! x S! je tieba kontrolovat, aby se zadny ze simplexi
neprotnul v limitnich bodech na “okrajich” mapy, to je ¢astou
chybou.

Libor Snobl Geometrické metody fyziky 1



Cviceni 51

Uvazujte 2-rozmérnou realnou varietu C ~ R?[x, y] a na ni diferencialni
1-formu s hodnotami v komplexnich &islech vyjadfenou nasledujicim zptisobem

w = f(x,y)dz = (fie(x, y) + ifim(x, y)) (dx + idy)
= (fre(x, ¥)dx — fim(x, y)dy) + i (fe(x, ¥)dy + fim(x,y)dx),  (8)

kde F(x,y) = fie(x,¥) + ifim(x,y) € C=(R2,C), 4. fie(x, ),

fim(x,y) € C®°(R?) a z = x +iy. UkaZte, Ze w je uzaviena pravé tehdy, kdyz f
je holomorfni, tj. spliuje Cauchy—Riemannovy podminky (uzavfenost formy s
hodnotami v komplexnich cislech chapeme jako sou€asnou uzavrenost jeji
realné a imaginarni Casti zapsané v druhém fadku (8)). Interpretujte Cauchyho
vétu o integralu z holomorfni funkce podél uzavrené krivky jako specialni pfipad
Stokesovy Vvéty.
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= (8yfredy A dx — Oxfimdx A dy) +1(Oxfredx A dy + 0y fimdy A dx) =
:(— fre — Oxfim) dx A dy +1(Oxfe — Oy fim)dx Ady =0 &
im 8xﬁe = a fi-ma

Oyt 8
f fw—/dw—O kde~y = 9Q
v 2l
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Cviceni 52
Na varieté M = R3[x, y, z] — {0} uvazujte

1
w= 3 (xdy Adz + ydz Adx + zdx A dy) € Q*(M)

VX2 +y? + 22

a dvé podvariety

) 2 2
Ny = M| ——F"— =
1= {(X y,z) € ' 1002 +y° +30z ,
(x— 1012 2
Ngz{(x,y,z) Wij +30z°=1,.

Uréete lew a szw
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Navod. Vyuzijte skutecnosti, ze dw = 0 na celé varieté M (ovérte).
Tudiz pro integracni podvarietu N5, ktera ohraniCuje otevfenou
oblast v M, dostavame ze Stokesovy véty pfimo sz w = 0. Pro
integraéni podvarietu Ny stejny argument nefunguje, nebot ve
“vnittku" N lezi bod 0, v némz w neni definovana (proto byl
vynechan z variety M). Ale Stokesova véta nam umoznuje integral
pfevést na integral pfes vhodné&jsi podvarietu obepinajici singularni
bod 0, napf. jednotkovou sféru. Nasledné prevedenim do sférickych
soufadnic (viz cviCeni 27) a integraci dostavame le w = 4.
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Ukazte, ze 2—forma w = sin 8df A d¢ definovana na sféfe S? ve

sférickych soufadnicich (6, ¢) a hladce dodefinovana na celé S?
neni na S? exaktni.

Navod. Pokud by exaktni byla, w = da, tak [, w = [;2 v =0,
nebot hranice sféry S? je nulova. Pfitom vime, ze Js2w = 4, coz
je hledany spor.
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