Geometrické metody fyziky 1

Libor Snobl!

4. kvétna 2020

'Rukopis prednasky do IATEXu piepsal student Jaroslav Kysela, upozornénim na chyby a
preklepy prispéla fada dalsich studentt. Tento text dosud neobsahuje texty cviceni, které jsou
nedilnou soucasti kurzu a objasfiuji motivaci pojmu zde zavedenych a jejich vyuziti ve fyzice.



Obsah

1 Diferencovatelné variety
1.1 Cviceni . . . . . . .

2 Tecné vektory k varieté

2.1 Zavedeni tecného vektoru pomoci kiivek . . . . . ...
2.2 Zavedeni tecného vektoru pomoci zobrazeni . . . . .. ... ... ... ..
2.3 Cviceni. . . . . . . e

3 Teény bundle, vektorova pole, integralni krivky
3.1 Cviceni. . . . . . . . e

4 Abstraktnéjsi pohled na vektorova pole
4.1 CviCeni. . . . . . . . e

5 Diferencialni formy
5.1 Cviceni. . . . . . . . e

6 Operace s diferencialnimi formami
6.1 Cviceni. . . . . . . .

7 Zobrazeni indukovana zobrazenim variet, podvariety

7.1 Tecné a kote¢né zobrazeni . . . . . . . . . . . ... L
7.2 Indukovana zobrazeni fezl fibrovanych prostora . . . . .. .. ... .. ..
7.3 Podvariety . . . . . ...
T4 CviCeni. . . . . . . . L

8 Lieova derivace
8.1 Vlastnosti Lieovy derivace . . . . . . . . . . . . . . . ... ... ... ...
8.2 Cvifeni. . . . . . . .

9 Geometrickd formulace Hamiltonovy mechaniky
9.1 CviCeni. . . . . . . .

10 Integrace forem
10.1 CviCeni . . . . . . . . e

11 Integrace na varietach s hranici, Stokesova véta
11.1 Poincaréovo lemma . . . . . . . . . . . ..
11.2 Cvicend . . . . . . . o e

11
13

15
18

20
23

25
28

30
30
31
32
33

35
36
38

40
43

45
48



12 Variety s dodatec¢nou strukturou
12.1 Cviceni . . . . . . . .



Kapitola 1

Diferencovatelné variety

Geometrickymi vlastnostmi matematickych struktur se zabyvaji dvé zakladni oblasti ma-
tematiky:

e Algebraickd geometrie zkouma utvary v daném prostoru (R™, C",CP", ...) za-
dané jako mnozina feSeni (systémil) polynomialnich rovnic, tzv. algebraické variety
(angl. variety), které mohou obsahovat rizné typy singularit, viz napf. z -y =0 v
R?[z, y]. Jedn4 se o velice abstraktni oblast matematiky.

e Diferencialni geometrie, neboli globalni analyza, zkouma topologické prostory,
které jsou lokdlné ztotoznitelné s R™, ze kterého se na né prenasi pojmy znamé z
analyzy. Podstatné jsou vnitini vlastnosti a jejich popis v rtznych souradnicich,
nikoliv zptsob vnofeni do né¢jakého vektorového ¢i afinntho prostoru. Zakladnim
pojmem je tzv. diferencovatelna (neboli hladka) varieta (angl. manifold).

My se budeme vénovat zakladnim pojmtm druhé jmenované. Nejprve uvedme par
definic:

Definice 1.1. Topologicky prostor (M, 7) je Hausdorffav pravé tehdy, kdyz pro kazda
dvé riznd x,y € M navzajem ruzna existuji U = U° > z, V = V° > y takova, ze
Uunv =4.

Definice 1.2. Necht {U,}aer € 7,{Vs}pes € T jsou dvé oteviena pokryti topologického
prostoru (M, 7), tj. Uper Ua = M = Uge; Vs, pak {Vs}ses je zjemnénim {U, }aer prave
tehdy, kdyz pro kazdé 8 € J existuje a € I takové, ze Vi C U,.

Definice 1.3. Oteviené pokryti {U,}aecr topologického prostoru (M, 7) je lokalné ko-
nec¢né pravé tehdy, kdyz pro kazdy bod x € M existuje koneéna podmnozina J C [
takova, ze Va € I'\ J plati x ¢ U,.

Definice 1.4. Topologicky prostor (M, 7) je parakompaktni pravé tehdy, kdyz ke kaz-
dému otevienému pokryti {U, },cr existuje lokalné konecné zjemnéni.

Definice 1.5. Necht (M, 1) je topologicky prostor, U = U° C M, V = V° C R". Pak
homeomorfizmus ¢ : U — V nazyviame mapa ¢i lokalni souiadnice na M. U nazyvame
soutradnicové okoli v M.

Definice 1.6. Oteviené pokryti {U, }.c; topologického prostoru (M, 7) vybavené mapami
Yo : Uy = @a(U,) C R™ nazyvame atlas na M a n nazyvame dimenzi atlasu. Atlas
obvykle zna¢ime {(U,, ¢a) taer. (Piipomenime, Ze ¢, (Us) = (9a(Us))° C R™.)



Pozndmka 1.7. Klademe dim M = n (n viz predchozi definice).

Pozndmka 1.8. Ozna¢me C* prostor hladkych, tj. libovolnékréat diferencovatelnych, funkei,
a C* prostor analytickych funkei (tj. funkei, jejichz Tayloriv rozvoj konverguje v okoli
kazdého bodu).

Definice 1.9. Bud k € N, popt. k € {oo,w}. Atlas {(Us, Pa)}acr na M je t¥idy C*
pravé tehdy, kdyz zobrazeni

Tagz(pﬁowgl Z(pa(UaﬂUﬁ) CR”—)(pg(UaﬂUg) Cc R"” (1.1)
je tifdy C* pro viechna «, 8 € I takova, ze U, N Uy # 0.
Definice 1.10. Zobrazeni 7,4 (1.1) z pfedchozi definice nazyvame pfechodova funkce.

Definice 1.11. Mapa (U, ¢) je C*~kompatibilni s atlasem {(Us, 9u)}tacs & (Vo € 1 :
UNUy #0) (paoce™ 1 p(UNU,) — 0o (UNU,) je tiidy C* a soudasné ¢ o ¢! je tridy
C* tj. po .t je difeomorfizmus tifdy C*).

Pozndmka 1.12. Standardné budeme uvazovat C'*°, tj. funkce libovolnékrat diferencova-
telné.

Definice 1.13. Atlas {(U,, @a)}acr tiidy C* na M je maximalni pravé tehdy, kdy?
obsahuje véechny mapy s nim C*-kompatibilni. Maximalni atlas t¥idy C°° na M nazyvame
diferencovatelna ¢i hladka struktura na M.

Definice 1.14. Topologicky Hausdorffuv parakompaktni prostor (M, 7) vybaveny dife-
rencovatelnou strukturou nazyvame diferencovatelna varieta (neboli hladka varieta).

Poznamka 1.15. Misto parakompaktnosti se ¢asto zada silnéjsi podminka, a sice aby byl
prostor (M, 7) lokalné kompaktni (tj. kazdy bod p méa kompaktni okoli neboli kom-
paktni mnozinu obsahujici otevienou mnozinu obsahujici p) se spo€etnou bazi topolo-
gie, to znamené, Ze existuje spocetna indexova mnozina I a {U, }aer : Uy = U takové, ze
kazda oteviena mnozina V' je sjednocenim mnozin z {Uq}aer, tj. 3J C 1 :V =, c; Ua-

Diky lokdlnimu ztotoznéni topologického prostoru M s prostorem R™ pomoci atlasu
muzeme na M derivovat, zkoumat hladkost atd. Vétsinou se setkdme s varietami pokry-
tymi nejvyse spocetnym systémem map. Pak lze topologii 7 pievést pomoci ¢! z R”
a nemusi byt zadédna predem. Maximalita atlasu se vyzaduje za tcelem jednoznacnosti
pojmu varieta. Pti praktickém pocitani pouzijeme spiSe atlas s minimalnim poc¢tem map.

Pozndmka 1.16. Pokud chceme vyznagcit, ze na zadané varieté M pracujeme v konkrétnich
zvolenych soutadnicich (xy, ..., z,), pouzivime pro zadani variety ¢asto zkracené oznaceni
Mlzy, ..., x,|. AZ zavedeme orientaci variety v kapitole 10, budeme téz predpokladat, ze
takto vyznacené soutadnice (z1,...,x,) jsou kladné orientované.

Definice 1.17. Spojité zobrazeni ¢ : M — N dvou diferencovatelnych variet M a N je
hladkeé (tj. tiidy C'*) pravé tehdy, kdyz pro kazdou mapu (U,, p,) z atlasu M a pro
kazdou mapu (Vj,1) 7z atlasu N, kde ¢(U,) N'Vz # 0, je zobrazeni 15 o ¢ o ¢ ! :
Va(Ua NV (V3)) CR™ — 4h5(6(Uy) N V) C R™ hladké, kde m = dim M a n = dim N.

Pozndmka 1.18. U variet budeme dale vzdy implicitné uvazovat zobrazeni, ktera jsou
hladké, nebude-li vyslovné uvedeno jinak.



Definice 1.19. Hladkou bijekci ¢ : M — N takovou, Zze ¢! je téZ hladké, nazyvame
difeomorfizmus variet M a N.

Pozndmka 1.20. Difeomorfni variety povazujeme za ekvivalentni a pro praktické ucely je
ztotoziujeme, napt. S? ~ CP' (viz cvicent).

Diferencovatelné variety v mmnoha pfipadech zadaviame pomoci vazeb, tj. jako vzor
F&Y(y0) n&jakého vybraného bodu yo € R” pii daném zobrazeni F : R™" — R". Topo-
logii na FY(y,) uvazujeme indukovanou z R™*" (indukuje se tak lokalni kompaktnost,
spocetna béze a to, Ze prostor je Hausdorffuv), mapy vytvafime pomoci véty o implicitni
funkci. Jeji aplikaci dostavame nasledujici vétu.

Véta 1.21. Bud F : R™" — R” tiidy O, y, € R,
F(yo) = {w e R™[F(x) = yo} # 0 (1.2)

a necht pro viechna » € FV(yy) plati rank dF(z) = dimR" = r. Pak F(=(y,) je
diferencovatelnou varietou dimenze n s mapami vytvorenymi s vyuzitim véty o implicitni
funkci.

Pozndmka 1.22. Mame-li dvé variety (M, 7, {(Ua, ¢a) tacr), (N, 0,{(Vs,¥3) }ses), dim M =
m,dim N = n, pak lze na M x N pfirozené zavést souéinovou topologii 7 X o (oteviené
mnoziny jsou kone¢né priniky kartézskych soucini otevienych mnozin a libovolna jejich
sjednoceni). S mapami X.5 : Uy X Vi3 = R™ X R", xo5(u,v) = (pa(u),¥s5(v)), je pak
takova mnozina M x N (m 4+ n)-rozmérnou diferencovatelnou varietou.

Pozndmka 1.23. Pokud ¢, : U, — R?" = C", tak miZe nastat situace, kdy jsou vsechny
pfechodové funkce 7,5 : C" — C" na svém definicnim oboru holomorfni. Pak fikdme,
ze atlas (U,, pa) je holomorfni a definuje n-rozmérnou komplexni varietu. Kazda n-
rozmérné komplexni varieta je 2n-rozmérnou realnou varietou, opacné implikace obecné
neplati. Vzhledem k rtiznym moZnym zptsobtim ztotoznéni R*® a C" miiZe jedna 2n—
rozmérna realna varieta odpovidat mnoha (i nekone¢né) neekvivalentnim strukturam kom-
plexni variety.

1.1 Cvicéeni

Cuiceni 1.1. Ukazte, ze R™ se standardni topologii je lokalné kompaktni Hausdorffuv
topologicky prostor se spocetnou bazi topologie.

Cvicend 1.2. Ukazte, ze pokud mnozina M je vybavena koneénym systémem podmnozin
{Uitier, Uie; Ui = M a bijekei @; - Uy = ¢3(U;) C R™ takovym, Ze

Tij = 050 0 iy = iU N U;) = ¢;(U; N U;)

je homeomorfismus kdykoliv je U; N U; # 0, je mozné na M zavést piirozenym zpisobem
topologii takovou, Ze {(U;, ;) }ier je atlas tifidy C° na M. Pokud vsechna 7;; jsou t¥idy
C*, mame atlas t¥idy C*.

Cuiceni 1.3. Ukazte, Ze sféra
S?={(z,y,2) € R*|2® +9* + 22 = 1}

je diferencovatelnou varietou.



Ndvod. S? je topologicky prostor s topologii indukovanou z R3. Zkonstruujeme atlas
tvoreny dvéma mapami

= G52 —1 : R? : = a: y
UN S {(0707 )}7 PN []N_> [U,V} ¢N(x,y,z) <1—|—Z’ 1—|—Z ;

c  —
Us = S?—{(0,0,1)}, ps 1 Us = R?[u, 0] : ¢s(,9,2) = (1—z’1—yz>'

(1.3)

Ukazte, Ze zobrazeni ¢y g piifazuji bodtim z S? prinik primky spojujici dany bod (z, vy, 2)
s jiznim, resp. severnim, polem (0,0,—1) ((0,0,1)) s rovinou xy, s otocenim orientace
v pripadé mapy ¢g. Jedné se o tzv. stereografické projekce. Ovéite, Zze se jednd o
homeomorfismy. Naleznéte pfechodovou funkci

TSN(U,U):( . 7 ) (1.4)

u? + v?’ u? 4 v?

a ukazte ze je tiidy C'*° na svém definiénim oboru a podobné jeji inverze.

Vzhledem k tomu, Ze uvedené mapy lze reinterpretovat jako zobrazeni do C, z = u+iv,
Z = U +1iV a prechodové funkce maji pak tvar 7oy(z) = I, 7s(Z) = £, tj. jsou
holomorfni, jedna se téz o komplexni varietu.

Cvicend 1.4. Ukazte, Ze komplexni projektivni prostor
CP" = {C—span{v}|v € C"™, 7 # 0}

je diferencovatelnou varietou dimenze 2n a téz komplexni varietou dimenze n.

Ndvod. Systém soutadnicovych okoli a map konstruujeme nésledovné: zavedeme sou-
fadnice na C"™' : ¢ = (vg, vy, ..., v,) a definujeme okoli

Ui = {C—span{@}[5 € C™*', v, # 0},

Vo V1 Vi—1 Vit1 (Y
@; 1 U — C" ~ R™, gpi(vo,vl,...,vn):(—,—,..., = ,...,—n).
Vi U; (5 V; V;
kde i = 0,...,n. Naleznéte odpovidajici prechodové funkce a ovéite jejich hladkost, resp.

holomorfnost.
Obdobné lze definovat téz redlny projektivni prostor

RP" = {R—span{v}|v € R""! ¥ # 0}

jako diferencovatelnou varietu dimenze n.
Cviceni 1.5. Ukazte, Ze komplexni projektivni prostor CP! = {C—span{v}|7 € C?, ¥ # 0}
je izomorfni sfére S2.

Ndvod. Vhodnym zptisobem ztotoZnéte obrazy map v CP! a S? a ovéite, Ze je to
konzistentni pii prechodu k jinym mapém.



Kapitola 2

Tecné vektory k varieté

Chceme zavést na varieté obdobu derivace ve sméru vektoru v R®. Mame dvé mozZnosti:
pomoci kiivek a pomoci zobrazeni z prostoru hladkych funkei na varieté.

2.1 Zavedeni te¢ného vektoru pomoci krivek

Definice 2.1. Hladké zobrazeni v : (a,b) — M, kde a < 0 < b, nazyvame (hladka)
k¥ivka na varieté M vychazejici z bodu py = 7(0).

Definice 2.2. Vektorovy prostor hladkych (C*°) funkei na varieté M znac¢ime C*°(M).

Zavadime ekvivalenci mezi kiivkami vychazejicimi z py € M:

., d d - o0
ymde S(em| = S(fon)| L wrecT) 2.1)
t=0 t=0
(Protoze f o~y :(a,b) C R — R ma derivace %’t:(} smysl.)

Definice 2.3. Te¢ny vektor X k varieté M v bodé pyg € M je t¥ida ekvivalence kiivek
[v] vychézejicich z bodu py.

Definice 2.4. Derivace funkce f ve sméru te¢ného vektoru X = [y], f € C*(M),
je pro libovolnou « € [v] dana vztahem

Xf=S(om| 2.2

t=0

Uvazujme nyni lokalni souradnice z° = ¢'(p), p € U = U°, py € U, w9 = ¢(po) a
libovolnou funkci f € C*°(M). Realnou funkci

F=fopl:pU)=pU)P° CR*" =R (2.3)
nazyvame vyjadieni funkce f v lokalnich soufadnicich ¢ (& soufadnicich (z%)). Vét-

sinou ji znacime stejné jako samotnou funkci f a pouzité souradnice vyplyvaji z kontextu.
Nésledné miizeme teény vektor ztotoznit se smérovou derivaci

; oxt l,o’ (2:4)



kde X' = X¢' = L(¢* 07)|t:0 € R. Vsimnéme si, Ze ¢ oy je i-ta slozka k¥ivky v v
soutfadnicovém vyjadieni .

Divodem pro ztotoznéni te¢ného vektoru a jemu odpovidajici smérové derivace (2.4)
je skutecnost, ze dle vztahu pro derivaci slozené funkce mame pro libovolnou hladkou
funkei f € C®(M):

. 7 a _ - d 7 8 —1 o
;X oxi xOF _;E(‘P ) - 8:Ei<fo%0 )xo =
d
_ -1 —_
fdt(fow opo) . dt(fov) N (2.5)

(kde a:g = QOi(’Y(O)))- Tedy X f = E?:l X 8(21'

Obvykle piseme 2| misto 2
y p oz I pg ozt gp(po)

dfeni v soufadnicich pouzitych v daném vyrazu.

xo
, tj. ztotoznujeme bod a jeho souradnicové vyja-

Pozndmka 2.5. Soutadnice az na vyjimky piSeme s hornimi indexy. Nadéle budeme vyu-
zivat sumacni konvenci — index vyskytujici se jednou nahote a jednou dole se s¢ita od
1 do dimenze variety.

Pozndmka 2.6. Necht X = (X?) € R™. Pak zobrazeni X : C®°(M) — R definované jako
X = X! 621. . je pisobenim te¢ného vektoru [v], kde kiivku « je v soufadnicich (z%)
mozno zapsat naptiklad ve tvaru v'(t) = z'(po) + ¢ X".

Pfi zméné souradnic (z') — (Z') se soufadnicové vyjadieni teéného vektoru méni

podle vztahu pro derivaci slozené funkce: X* = $ai(y(t))|,_, a X' = L& (y(1))|,_, =

| d g (v@®)],_, = 95| X7, 7 gehoz plyne vztah
p p
_. 0 07t 0 -0
X=X | =X o= | =X (2.6)
X p X p x p X p

2.2 Zavedeni tecného vektoru pomoci zobrazeni

Definice 2.7. Te¢ny vektor X k varieté M v bodé p € M je zobrazeni X : C*°(M) — R
vyhovujici nésledujicim podminkam:

1. X(af +9) =aXf+Xg, Vf,geC>®(M),VaecR,tj linearita,
2. X(fg) = f(p)(Xg)+ (X[ g(p), VYf,ge C®(M), tzv. Leibnizovo pravidlo,
3. Vf,ge C®(M): AU =U°>0p, fly = 9|y = X[f = Xg), tzv. lokalita.

Véta 2.8. Uvedené dvé definice te¢ného vektoru jsou ekvivalentni.

Dikaz. X = 7] - X = X' X' = %(gpioy){tzo spliiuje linearitu, Leibnizovo
pravidlo i lokalitu.

Naopak, mé&me X : C*®°(M) — R vyhovujici vlastnostem uvedenym v definici 2.7.
Definujme X' = X', kde ¢ = (x') jsou souradnice na okoli U bodu p. K tomu prisné
vzato potiebujeme ' jako funkci na celém M, k jejimu definovani vyuZijeme podminku



lokality. Necht U; C U, jsou vzory otevienych do sebe vnofenych kouli v R™ N p(U) se
stfedem v bodé ¢(p), tj. Uy C Uy C U, a definujeme:

@’i — .fCi na Ul;
@i =0 na M \ Ug,
@' = hladké interpolace na U; \ Uy,

(existence vhodné interpolujici funkce viz funkcionalni analyza, [1]).
7 této konstrukce plyne existence ¢° € C®(M) a X' = Xz' = X @' nezavisi na
volbé Uy, Uy (diky podmince lokality). Definujme X = X* %‘p, coz je vyjadieni te¢ného

vektoru podle prvni definice 2.3. Chceme ukazat, ze Vf € C*°(M) plati X f = X f. Funkce
f € C®(Uy) (viz rozsiteni souradnicovych funkei vyse) ma v lokdlnich soufadnicich tvar
f(x', ... 2™). Bez Gjmy na obecnosti zvolime soufadnice tak, ze p(p) = 0. Z Taylorova
rozvoje pro funkci f plyne: f(Z) = f(0) + 2’ g; ~+ g(Z), kde g je n&jaka hladka funkce

na okoli 0, g(0) = 0, % 5= 0a tedy:

F@) =50 = [ s
:_/O jt(l—t) jf(tx)dt

——l0 =05+ [ (1 -n5zr

- Of ! 92
’ . 1—t)r'e!) ——— f(tx) dt
Y or 6+/0 ( Jo' 8x18x3f( 7)
of e 0
= — 1—t ——g(tx) dt
xmw+fxl< )
g(f)zx?;gm:f)
kde g;;(Z fo )52 f fo )52 g (F) dt jsou néjake hladké funkce na

oblasti konvergence Taylorova rozvoje. 7Z hnearlty a Leibnizova pravidla plyne X (konst.) =
0atedy: Xf=0+ X" ggz + X (227 g;;(Z)). Pouzitim Leibnizova pravidla navic dosta-
vame X (z'27g,;(Z)) = 0, nebot’ nam po jeho aplikaci zlstane v kazdém c¢lenu alespon
jedno 2*[, = 0. Celkem X f = )N(f a obé definice jsou tedy ekvivalentni. W

Pozndmka 2.9. V disledku definice 2.7 mé& mnozina teénych vektori k M v p € M
prirozenou strukturu vektorového prostoru.

Diikaz. Uvazovana zobrazeni C*°(M) — R tvoii vektorovy prostor, nebot soucet a
konstantni nésobek zobrazeni spliujicich podminky v definici 2.7 je téz spliiuje. W

Definice 2.10. Te¢ny prostor T, M k varieté¢ M v bodé p € M je vektorovy prostor
tvoreny tecnymi vektory k M v p. dim T, M = dim M.

2.3 Cviceni

Cicent 2.1. Uvazujte dvé variety M., ¢ = +1. Kazda je popsana dvéma mapami @1, 9
takovymi, ze

Ran(p1) = (0,27) x (=1,1), Ran(pg) = (—m,m) x (=1, 1).



Prechodova funkce 715 mé defini¢ni obor ((0,7) U (7, 27)) x (—1,1) a je dana predpisem

112(0,0) = (0,0), 0<6<m,
= (0 — 27, e0), T <6 <2

Urcete, o jaké geometrické objekty se jedna.
Vysledek. P1ast valce, resp. Mobiuv list.

Cwvicent 2.2. Uvazujte variety a mapy z cviceni 2.1. Pfevedte tecny vektor

9] 9,
X=a— —l—ﬁ—‘
aep() ao_pO

vyjadreny v soutradnicich [0, ¢] v mapé ¢; do souradnic [0, gzg} v mapé ¢s.

Cuicend 2.3. Uvazujte varietu M = RT s mapami ¢; : M — R : ¢1(x) =z a ¢y : M —

R : y = ¢o(x) = In(z). Tecny vektor X = & vo € ToyM vyjadrete v souradnicich y.

1 d
expyo dy

. _ 1 4d
Vysledek. X = 20 dy

po po
Cuiceni 2.4. Uvazujte sféru S? popsanou stereografickymi projekcemi a teéné vektory
X, = %}p, X, = %|p v bodé p € Uy N Ug. Najdéte vyjadreni téchto vektorii v soufadni-

cich [U, V] na Uy
. d o)
Visledek. Xy = (V? = U?) 55| =20V 55| .

Xo =20V 5| + (V2= U?) 5|, -

Cviceni 2.5. V R? uvazujte kartézské souradnice [z,y, z| a sférické souradnice [r, 0, ¢],

x = rsinfcos ¢, =rsinfsing, x =rcosb. (2.7)
Tecné vektory X; = a%|p7 Xy = a% , X3 = %|p a Xy = (xa% —ya%)‘ prevedte do
sférickych soufadnic. g ’
Vysledek.
) 0 cosfcos¢p 0O sing 0
X1 =sinéd — T —
1 =sinfeosg or|, a0\, rsing 0p|,’
) ) 0 cosfsing 0 cos¢p O
X, = sinf Bl Ik ) BRIk
2 = sinfsing or|, r 86”]0 rsing 0¢|,’
0 inf O
ngcosea—‘ —Sln % 3
"lp r p
0
Xy= —| .
99|,
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Kapitola 3

Tecny bundle, vektorova pole,
integralni kiivky

Zavedme disjunktni sjednoceni vech T,M, p € M:

T™ = [[ T,M = {X, € T,M| p € M}, (3.1)

peEM

tj. VelM&dpe M, XeT,M:V=X.

Na T'M zavadime zobrazeni m : TM — M, n(X,) = p. Na T'"M muzeme pfiroze-
nym zpusobem zavést strukturu diferencovatelné variety. Bud {(Uy, 0o = (%)) }acs di-
ferencovatelny atlas na M, dim M = n. Pak zavedeme na T'M atlas {(Va, ¥a) }aer, kde
Vo = 70(UL) a g : Vi = ¢a(Uys) x R™ jsou definovany piedpisem:

0

oz}, |,

Va(Xy) = (@L(p), -, 22 (p), Xo(p), ..., X2 (p)), kde X, = X/ (p)

Zobrazeni 1, je bijekce. Zvolime na T'M takovou topologii, aby bylo 1, i m spojité,
tj. vzory otevienych mnozin pii zobrazenich 1, i m definujeme jako oteviené mnoziny v
TM a doplnime jejich kone¢né priiniky a libovolna sjednoceni. Pfechodové zobrazeni mé

tvar (Taﬁ = ’(/}ﬁ @) w;17 Xp — Xé 3213‘ ):
p

Tap(xh, XA XD = (:U/lg(xa), e ,:Bg(llja),Xﬁl, o XE),

)
Zs

kde Xé = —2| . X/. Zobrazeni 7,4 je hladké, nebot zobrazeni

0]
oxl,
n
J
. Xa)
Ty =1

je hladké jako funkce 2n proménnych z* a X a ¢z 0 ¢! je hladké dle predpokladu.

)

0
<X;,...,X2H< i

ol

Definice 3.1. Diferencovatelnou varietu 7'M nazyvame teény fibrovany prostor (téz
teény bundle). T M je specialnim piipadem tzv. fibrovaného prostoru.

Definice 3.2. Fibrovany prostor (angl. fibre bundle) je diferencovatelna varieta F,
nazyvané totalni prostor, vybavena nasledujicimi dodatecnymi strukturami:
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1. Diferencovatelnou varietou M zvanou baze neboli bazova varieta se surjektiv-
nim zobrazenim 7 : F — M zvanym projekce a otevienym pokrytim {U,}aer,

Uper Ua = M.

2. Diferencovatelnou varietou F zvanou typické vldkno s difeomorfizmy ¢, : 7-1(U,) —
U, % F zvanymi lokalni trivializace spliiujicimi (m; je projekce na prvni slozku
kartézského soucinu U, x F):

T © wa = 7T|7T(71)(Ua) .

Definice 3.3. Necht p € U, N Up. Zobrazeni 1,5(p) : F' — F takové, ze

(Vu € F) ((p, rap(p)u) = ¥g 01, ' (p,u))

nazyvame prechodova funkce na vlakné pii prechodu z trivializace (U, 1, ) do trivi-
alizace (Ug, ¥3).

Poznamka 3.4. Neplést 7,5 s prechodovou funkei u variet.

Pozndmka 3.5. Fibrovany prostor (E, M, F, 7, {(Us, ¥a)}acr) ¢asto znacime jen E nebo
E 5 M, jsou-li daldf struktury jasné z kontextu.

Casto klademe omezeni na pripustné lokalni trivializace: pripoustime pouze takové

trivializace, kdy v8echny prechodové funkce na vlakné lezi ve vhodné vybrané grupé zob-
razeni ' — F, tj. ve vhodné podgrupé grupy vsech difeomorfizmta Diff(F'). Vybranou
grupu nazyvame strukturni grupa fibrovaného prostoru E. Miize jit o pripady, kdy
mé F' dodatecnou strukturu, jako napt. vektorovy prostor nebo varieta s metrikou. Za
prechodové funkce se pak vybiraji zobrazeni zachovavajici onu strukturu, napr. linearni
zobrazeni.

Pozndmka 3.6. Pokud F' ma strukturu vektorového prostoru, je prirozené pozadovat, aby
strukturni grupa fibrovaného prostoru E s typickym vlaknem F' byla grupa regularnich
linearnich operatora GL(F). Takovy fibrovany prostor nazyvame vektorovy fibrovany
prostor.

Definice 3.7. Pro dané¢ p € M nazyvame 7~ (p) vlakno nad bodem p. 7(=Y(p) je
diferencovatelna varieta izomorfni typickému vldknu F' (izomorfizmus neni uréen jedno-
znacné, pii zvolené trivializaci predpis pro néj zni: x — T (e (2)), z € 7=V (p)).

Definice 3.8. Rez fibrovaného prostoru F definujeme jako hladké zobrazeni o : M —
E vyhovujici podmince 7 o ¢ = id. Mnozinu v8ech ez E zna¢ime I'(E).

Pozndmka 3.9. Rezy vektorového fibrovaného prostoru tvori vektorovy prostor vzhledem

k bodovému séitani, (aoy + 03) (p) = ao1(p) + o2(p).

Definice 3.10. Lokalni fez na okoli U = U° C M je hladké zobrazeni o : U — FE
spliwjici 7o o = id|;.

Definice 3.11. Zobrazenim fibrovanych prostorii (£, M, F, ) a (E, M, F, 7) (angl.

bundle map) nazveme dvojici zobrazeni ¢ : E — E a ¢ : M — M vyhovujici podmince:
TOoQp=por.

Definice 3.12. Fibrovany prostor £ = M je trivialni, pokud existuje vzajemné jedno-
znaéné zobrazeni fibrovanych prostortt £ = M a M x F 55 M.

12



Definice 3.13. Vektorové pole X na varieté M je fez tecného bundlu, tj. X € I'(T'M).
Mnozinu v8ech vektorovych poli na varieté M znacime X' (M) nebo I'(T'M) (viz dusledek
4.9 nize).

Pozndmka 3.14. Jinak Teceno, vektorové pole prifazuje kazdému p € M tecény vektor
X(p) € T,M hladkym zptisobem, tj. v libovolnych souradnicich X (p) = X*(p)52, kde
XteC>U), (X : M —TM).

Definice 3.15. Integralni kiivka vektorového pole X € X (M) vychéazejici z bodu
po € M je hladké zobrazeni 7 : (a,b) — M, a < 0 < b, v(0) = py, takové, ze %y(t) =
Y(t) = X, Pritom 5(¢) je definovano jako tecny vektor v y(t) € M urCeny tiidou
ekvivalence iﬂ, kde (s) =y(t+s), s € (a —t,b—1t).

Pozndmka 3.16. V lokalnich soutradnicich:
d
dt’!

Definice 3.17. Vektorové pole X € X (M) je aplné pravé tehdy, kdyz lze kazdou jeho

integralni kiivku rozsitit na integralni kiivku zobrazujici celé R do M.

(O =X (7 (1) D), F0) =ai(po), Vi € i, kde 4i(t) = 2 (1(1)).

Definice 3.18. Tok vektorového pole X € X (M) je zobrazeni Uy : U — M, kde
U=U°CMxRaMx{0} CU, takoveé, ze (Vp € M)(¥x(p,0) =p) a ¥x(p,t) =% (t)
je integralni kiivka vektorového pole X vychazejici z bodu p € M.

Pozndmka 3.19. 7 teorie diferencidlnich rovnic vyplyva, Ze existuje pravé jedno hladké
zobrazeni Wx. Dale budeme ¢asto psat Vi (p) = Vx(p,t), kde W : M — M.

V lokalnich soufadnicich (), kde jsme oznacili (z!,...,2") = (z'(p),...,z"(p)),
mame:

Uy < (V) Vix Vo =R V=V CR" Vo=V CR, 0€ V;:
%xy;(fl,...,f",t) = X"(Ux(z',...,2" ), V(@,...,5") eV, tes,
U (2t .., 8"0) =3, V(@@ 3" e V.

Pozndmka 3.20. W% o Wl (p) = U5 (p), pokud ma leva strana smysl, tj. (U4 (p),s) €

3.1 Cviceni
Cviceni 3.1. V R?[z, y] uvazujte vektorova pole X; = xa% —i—ya%, Xy = xa% - ya%. Najdéte
jejich integralni kiivky.

Vysledek. v1(t) = (xgexpt,yoexpt), y2(t) = (zocost — yosint, xosint + yo cost) .
Cwiceni 3.2. Vektorova pole z cvi¢eni 3.1 pievedte do polarnich soufadnic [r, ¢], kde

r=rcos¢, x=rsing (3.2)

a najdéte jejich integralni kiivky v téchto souradnicich.

Visledek. X, = r%, 7 (t) = (roexpt, @), Xo = a%sv Y2(t) = (ro, o + t).

Cvicent 3.3. Je vektorové pole X = z*:2 na R[z] aplné?
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1
Visledek. W (x) = :%~. Neni definovano W7 (), tudiz neni aplné.

Cuiceni 3.4. Najdéte tok vektorového pole X = xa% —yL + (2 +y*) L € T(TM), kde
M =R3[z,y, z].

Visledek. Wi (z,y,2) = (zcost — ysint,xsint + ycost, z + (22 + y*)t).
Cviceni 3.5. Na S2[U, V] uvazujte vektorové pole X = (V2 — U*)Z — 20UV 2 na Uy.
Najdéte jeho integralni kiivky.

p . Uo+t(UZ+V3) 1%

Vijsledek. ~(t) = (1+2t0U0+t20(U§3—V02)’ 1+2tUO+tg(U§+V02))
Cviceni 3.6. Prevedte vektorové pole X z cvi¢eni 3.5 do soufadnic [u,v] na Ug, ukazte,
7e vektorové pole X lze definovat jako hladké vektorové pole na celé sféfe S?, naleznéte
jeho tok v soufadnicich [u, v] a vysledek prevedte do soutradnic [U, V.

Ndvod. Vyuzitim cvic¢eni 2.4 mame X = %, tj. X 1ze hladce definovat ve vSech bodech
pokrytych atlasem, co? je celd varieta S?, U (u,v) = (u +t,v) a pFevedenim pocatecni
podminky ze soufadnic [U, V] a vysledku do souradnic [U, V] nachézime Wi (U, V) =

U+t(U%+V?) 1%
14+2tU+t2(U2+V2)) 142tU+t2(U2+V?2) | *
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Kapitola 4

Abstraktnéjsi pohled na vektorova pole

Definice 4.1. Algebra A = (V,;m) je dvojice tvorena vektorovym prostorem V nad
télesem realnych ¢isel a bilinearnim zobrazenim m, ndsobenim v algebie A,

m:VxV-=V. (4.1)

Mnozinu V' nazyvéame nosi¢ algebry A.

Pokud bude pouzité néasobeni m v algebfe A zfejmé z kontextu, ¢asto nerozlisujeme
mezi algebrou a jejim nosicem, A = V.

Poznamka 4.2. V matematice se takto zavedend algebra nékdy presnéji oznacuje jako
(linearni) algebra nad télesem R, nebot je mozné obecnéji uvazovat algebry jako
moduly nad okruhy vybavené binarni operaci nasobeni prvkia z modulu. Pro nase tcely
jiné algebry nebudeme potiebovat, proto privlastky linearni ¢i nad télesem R nebudeme
uzivat.

Definice 4.3. Algebra (V,m) je:
1. asociativni pravé tehdy, kdyz m(u, m(v,w)) = m(m(u,v),w)), Vu,v,w €V,
2. komutativni neboli abelovska pravé tehdy, kdyz m(u,v) = m(v,u), Vu,v €V,

3. Lieova praveé tehdy, kdyz plati nasledujici dvé podminky pro vSechna u,v,w € V:

(a)

(b) m(u,m(v,w)) + m(v, m(w,u)) + m(w, m(u,v)) = 0, tj. Jacobiho identita.

3

(u,v) = —m(v,u), tj. antisymetrie,

Vhodné znaceni pro nasobeni v algebfe vybirame podle vlastnosti operace — napf. asoci-
ativni nasobeni zna¢ime jako soucin, m(z,y) = .y, nasobeni v Lieové algebie nazyvame
Lieova zavorka a znacime m(z,y) = [z, y].
Priklad 4.4. Algebry lze zavést mj. nasledujicimi zpisoby:
e (L(V),0), kde o je skladani linearnich operatort, je asociativni algebra,
o (L(V),[,+]), kde [A, B] = Ao B — Bo A, je Lieova algebra,
o (C®(M),{-,-}), kde {-, -} je Poissonova zavorka, je Lieova algebra,
C

o (C®(M),"), kde (f-g)(p) = f(p) - g(p) pro f,g € C*(M), p € M, je komutativni
asociativni algebra.

o
o0
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Definice 4.5. Derivace algebry (V,m) je linearni zobrazeni D : V' — V vyhovujici
podmince

D(m(z,y)) = m(D(z),y) + m(z, D(y)), Vr,yeV. (4.2)
Priklad 4.6. Necht (V) .) je asociativni algebra. UkaZzeme, Ze na (V) .) je operace
Do:V =V, Do(A)=[C,Al=CA-AC

derivaci.
Diikaz. Do(A.B) = C.AB—ABC =CAB—-ACB+ ACB—-ABC = (C.A-
A.C).B+ A.(C.B—B.C)=(D¢(A)).B+ A(Dc(B)). N1

Prdklad 4.7. (C=(M),{-,-}), f € C=(M), Ds(g) = {f,g}.

Véta 4.8. Uvazujme M hladkou varietu a C*°(M) jako asociativni komutativni algebru
s nasobenim danym ptedpisem (f-¢)(p) = f(p) - g(p). Oznac¢me X (M) vektorovy prostor
v8ech derivaci algebry C*°(M), tj. v8ech zobrazeni X : C*(M) — C°°(M) s vlastnostmi
X(af+g)=aXf+Xg, X(fg) = (X[f)g+[f(Xg). Pak lze vzajemné jednoznacné zobrazit
X (M) na mnozinu vsech vektorovych poli I'(T'M) predpisem X (p)(f) = (X f)(p), kde
XeX(M), feC®M),pe M. Jinak feceno,

X(M) ~ T(TM). (4.3)

Dikaz. X € I'(TM), tj. X : M — TM, X(p) € T,M hladké zobrazeni = definujme
X: C®(M) — C>(M) predpisem ()zf)(p) = X(p)f. Z hladkosti X vyplyva, ze )zf je v
kazdych lokalnich soutadnicich hladké zobrazeni, tj. je hladké i na celém M. Z vlastnosti
teénych vektort pak vyplyva linearita a podminka na derivaci (4.2) v libovolném bodé
peEM, B B B

X(f9)(p) = (X[)(p)g(p) + f(p)(Xg)(p).

Naopak, bud X € X(M). Definujme
X(p): C*(M) =R, X(p)f = (Xf)(p).

Evidentné platf X (p)(af +g) = aX(p)f+X(p)g, X(p)(f-9) = X(p)f-9(p)+f(p)- X (D)9
Dale ovérime podminku lokality, tj.

VfgeC®(M): BU=U">2p, fly=gly = Xp)f = X(p)g).
Ekvivalentné ji muzeme piepsat ve tvaru:
VieC®M): QU=U’>p, fly,=0=X(p)f=0).

Uvazujeme tedy funkci f, kterd je nulova na okoli U bodu p. V lokalnich souradnicich
lze do U vnorit otevienou krychli se stfedem v bodé p. Déale zkonstruujeme pomocnou
funkci g € C*°(M) takovou, ze (Vg ¢ U)(g(q) = 0) a g(p) = 1, sestavenou vhodnym
preskalovanim intervalu a kartézskym soucinem funkei tvaru go : R — R:

1
e-ex?>-1 gl <1
g0<x>:{ 2]

0 lz| > 1
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Lze snadno ovéfit, ze (Vn € No)(lim, ;- g(()n) (x) = 0). Tudiz méame funkci gf nulovou na

celé varieté M, pro niz musi platit X (fg) = 0 a tedy

0= (X(0) ) = (X + 1X(0)) (p) = 9l0)- X(0)f + F(0) - X (D)o,

kde f(p) = 0 a g(p) = 1. Celkem zjistujeme, ze X(p)f = 0, tj. X(p) vyhovuje i lokalité.
Uz tedy vime, ze X(p) € T,M. Zbyva dokazat hladkost vzniklého vektorového pole, tj.
X € I(TM). Ta vyplyva z toho, 7e X : C*°(M) — C**(M), a tudi slozky vektorového
pole v soufadnicovém vyjadieni, které se daji urcit zptisobem X'(p) = X (z%)(p), jsou
hladké funkce.

(Je vhodné si uvédomit, ze diky jiz dokézané lokalite X (p), tj. nezavislosti (X f)(p)
na chovani f mimo okolf bodu p, lze k X € X (M) definovat jeho ztzenf X ’U e X(U)

tak, ze (Vg € U) (Vf € C®(M)) (X IOE (X f)(q)). Poté mizeme )?‘U aplikovat

na soufadnicové funkce x' : U — R a definovat v lokalnich soufadnicich X = X ‘ (2%) 2,
U

kde X| (+) €C>(U)) ®
Pozndmka 4.9. Nadéle budeme ztotoziovat X (M) a I'(T'M) a vyuzivat definici vektoro-
vého pole vhodnéjsi pro pravé feSenou tlohu.
Véta 4.10. Mnozina v8ech derivaci Der(A) dané algebry A tvoii Lieovu algebru.
Diikaz. To, 7e Der(A) je vektorovy prostor, je ziejmé. Lieova zévorka na Der(A) se
definuje [D1, D3] = Dy o Dy — Dy o Dy. Ovéfent:
[D1, D3] m(u,v) = (D1 o Dy — Dy o Dy)m(u,v)
= Dy (m(Dou,v) + m(u, Dov)) — Dy (m(Dyu,v) + m(u, D1v))
= m(D1 Dau, v) + m(Dau, D1v) + m(Dyu, Dov) + m(u, Dy Dyv)
— m(DyDyu,v) — m(Dyu, Dav) — m(Dau, Dyv) — m(u, DaDqv)
= m(D1Dyu,v) + m(u, Dy Dyv) — m(DyDyu,v) — m(u, DaDyv)
= m([D1, Da]u,v) + m(u, [Dy, Ds]v).

Antisymetrie [, -] a Jacobiho identita vyplyvaji ze zptusobu definice [-,]. W

Disledek 4.11. (X (M), [-,-]) je nekone¢nérozmérna Lieova algebra vektorovich poli na
varieté M s Lieovou zavorkou definovanou zptsobem (VX,Y € X(M))([X,Y] =X oY —
Y o X).

Pozndmka 4.12. Casto uvazujeme i vektorova pole definovand na podmnoziné U C M
jako X : U — TM, mo X = id|,. Pokud U = U°®, pak viechny vlastnosti X' (M) plati i
pro X' (U). Jinak nékteré pojmy, napf. |-, -], mohou ztratit vyznam.

Pozndmka 4.13. Necht (z') jsou soufadnice na U = U°, X = X'.2 Y =YL € X(U),
feC®(U). Pak

[(X,Y]f = xid (inf> _yid (inf)

ox? oxd ox’ oxd
,0Y7 0 0X7 0 N ,0X7\ 0
=X o aw! Y e o T <X or L axi)axa‘f
a tedy
) ) 0
_ 7y _ AY
XY= (X)) = Y (X)) o (1.4)
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4.1 Cviceni

Cvicent 4.1. Urcete komutatory vektorovych poli
Xyg=—2——2— (4.5)

na R3. Ukazte, ze R—span{ Xy, Xy, X3} tvori podalgebru v X (R?).
Visledek. [ X1, Xo] = X3, [Xo, X3] = X, [ X5, Xi] = Xo.

Cvicent 4.2. V R uvazujte vektorova pole X, = xk a .k =0,1,.... Ukazte, ze R—span{ X} } ren,
tvori Lieovu algebru a Ze jediné jeji konecnerozmerne podalgebry dimenze vétsi nez 1 gene-
rované prvky Xj jsou R—span{ Xy, X;.}, kde k = Onebo k € N, k > 1 aR—span{ Xy, X1, X }.

Ndvod. Vyuzijte [Xi, Xj] = (I — k)2* 12 = (1 — k) Xppy1.

Cicent 4.3. Ukazte, ze obecné rychlosti v Lagrangeove mechanice se pfi zméné obecnych

soufadnic transformuji jako te¢né vektory ke konfigura¢ni varieté, zatimco obecné hybnosti
;= 8%(5 9 g6 tansformujf jinak a uréete jak.

Ndvod. Obecné rychlosti ziskavame derivaci trajektorie v daném bodé, tj. jsou tec-

nymi vektory definovany pomoci trajektorie - kiivky. P¥i zméné soufadnic ¢ = ¢ (¢*)

transformuji

d _. d . 3q~j

Lood ) d o
o () — 5T — 4
¢ = (t) 3 (q(t)) o

Gr0=55 (1.6)

q(t)

Obecné hybnosti se p¥i zméné souradnic ¢ = ¢’ (¢*) transformuji podle predpisu

5 = 909 _ 0L (a(0).i(e.9)) _ 9L(g.9) 0¢(a.4) _
J i - g . i -
dq oq' 0F | —g@i=ited) 04
_ (9q3(q q) _ ¢’

p] a Z j a"’z ?

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili transformaci 4.6 po zaméné ¢ a ¢q. Pro zjednoduseni
zapisu jsme potlacili indexy v argumentech vyznacujicich funkéni zavislosti.

Cviceni 4.4. Na varieté M = R?[p, q] uvazujte tzv. Hamiltonovska vektorova pole

X, — 920  OHO
= aqop " op ag

kde H = H(p,q) € C*(M). Hledejte integralni kiivky vektorového pole Xy pro nasledu-
jici volby funkce H:

1.H:%p2,

2. H = 3p® + Ky,
_ 1,2 1,22

3. H=3p"+ 5w

a porovnejte je s feSenim Hamiltonovych pohybovych rovnic pro volnou ¢éstici, konstantni
silové pole a harmonicky oscildtor v jednom prostorovém rozmeéru.

Cuicent 4.5. Ukaizte, ze S® lze chapat jako fibrovany prostor nad CP' ~ S? s vlaknem S*.
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Ndvod. Jedna se o tzv. Hopfovu fibraci. Sféru S uvazujeme jako jednotkovou sféru
v C? ~ R*,

53 = {(Zo, 21) c (CQ‘ ‘Zo|2 + ‘21‘2 = 1}

Projekei 7 : S? — CP! ~ S? definujeme predpisem 7(z1, 29) = C—span{(2g, z1)}. Vldkno
nad bodem V' = C—span{(z, 21)} je pak tvofeno viemi vektory z S, které svym linearnim
obalem definuji stejny jednorozmérny podprostor V', tj. jsou rovny « - (29, 1), kde o € C,
|a| = 1. Vldkno nad bodem je tudiZz izomorfni mnoziné komplexnich jednotek

{aeC||a] =1} ~ S

Pro dokondceni popisu struktury fibrovaného prostoru S — S? zbyva zkonstruovat lokalni
trivializace. K tomu staci uvazit atlas na CP! z cvideni 1.4. Mame soufadnicova okoli a

mapy

Uy = {C—span{(1,2)}|z € C}, ¢o(C—span{(1,2)}) = z,
Uy = {C—span{(z,1)}|z € C}, ¢1(C—span{(z,1)}) = =.

Lokalni trivializace definujeme pfedpisem
Yo(a- (1,2)) = (C—Span{(l,z)}, %) : Va - (1,2) € 5%,
a2 1) = (Cospanf(e ), ) Vas ()€ S

Pro piechodovou funkei na vldkné pak nachazime (a € C, |a| = 1)

1 (o' (C—span{(1, 2)}, @) = (Oé : _/—(11;_2‘2‘2) =1 (Qé : —f—il_{_zl’ll/)ZP) -
|

— ((C—span{(l/z, 1)}, a—) = (C—span{(1/z, 1)}, 701 (C—span{(1, 2)})a),

|z

Z

Q.
|=]

tudiz prechodova funkce na vldkné ma tvar 791 (C—span{(1, z)})a =
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Kapitola 5

Diferenciadlni formy

V kazdém bodé variety mizeme uvazovat i dalsi vektorové prostory, které jsou odvozené
z tecného prostoru néjakou operaci, napt. dualizaci nebo tenzorovym souc¢inem. 7 nich
pak mizeme analogicky jako v pripadé te¢ného fibrovaného prostoru dale budovat nové
vektorové fibrované prostory, slouzici pro popis ruznych uzite¢nych geometrickych objekti
na varietach.

Definice 5.1. Kote¢ny prostor 77 M k varieté M v bodé p je vektorovy prostor dualni
k tecnému prostoru T,M. Prvky TyM obvykle zna¢ime reckymi pismeny a nazyvéme
1-formy v bodé p, tedy

w:T,M =R, waX+Y)=awX)+wl), VXY eT,M, VYacR. (5.1)

Méjme lokalni soufadnice (2%) na U = U° C M, p € U. Pak baze T,M mé4 tvar

(aii p) . Bazi Ty M k ni dudlni, tj. funkcionély @€ TyM : @ <%‘p> = 5;, znacime

(d:vi| p> (davod pro toto znaceni bude ziejmy pozdéji, viz kapitola 6). Jinak pséano tedy
i=1

da’], ( 0 ‘p) = 0%. Soutadnice 1-formy w € Ty M v bazi (dz'|,) znacime w;, tj.

Ered
) . (5.2)

P#i zméné soufadnic ' = #'(27), w = w; d2’|, = @; d7'|, mame

0

W= w; da:i|p7 kde wi:cu(m
T

o o047 0
o7’ p_ ozt |, Ol |,
a tedy
0 ox? 0 ox?
0; = por = = = = —= i 5.3
Wi <(‘3xl p> o0z pw (8:63 p) A pwj (5:3)
V disledku pro transformaci bazickych funkcionalta plati vztahy
oz* ,
di| = 25| dad] . (5.4)
P oxJd » p

Definice 5.2. Podobné jako jsme zavedli te¢ny fibrovany prostor, zavadime i strukturu
znamou jako koteény fibrovany prostor neboli koteény bundle (angl. cotangent
bundle) T* M, kde
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1. totdln{ prostor T"M =[], T, M,
2. projekce 7 : T*M — M spliwjici 7(w) = p, Yw € Ty M,
3. typické vlakno F' ~ R",

4. lokdlni trivializace — budte {Ua}aer : Uye; Ua = M, U, = U soufadnicova okoli
se soufadnicemi (z!), pak definujeme systém lokalnich trivializaci (V,,vq), V, =
7L, Yo 1 Vo = Uy x F, kde (w = wf daj,|,):

o
¢a(w) = (pa (w?)?:l)
(kde « indexuje trivializace, tj. neni s¢itacim indexem).

Topologii na T*M zavadime jako topologii indukovanou vzory otevienych mnozin pfi
wou o€ I

Pozndmka 5.3. Bud p € U, NUg. Pak z predchozi definice vyplyva, ze pfechodové funkce

na vlakné tvaru "
n OxF
Tap(P) ((Wf)iey) = ( = w?) :
ox 5 -

ke w = wft daf, = wf daf| L 130 V2 (0, (W (P)IL) = (b (w2 ()], Jsou inver-
zemi prechodovych funkei na vlakné teéného bundlu a tecny a kotecny bundle jsou tedy
geometricky odlisné struktury. Pfipomenme, Ze pfechodové funkce na vldkné 7,5(p) jsou
linearni operatory na typickém vldkné F' = R" a hladce zaviseji na volbé bodu p € U,NUj3.

Pozndmka 5.4. 7 vysledki cviceni 4.3 vidime, Ze zatimco pro popis stavi v Lagrange-
ové mechanice na konfigura¢ni varieté M je vhodnym matematickym objektem tecny
fibrovany prostor T'M, pro popis stavi v Hamiltonové formulaci vyuzivame kotecny fib-
rovany prostor 7M. Pokud je systém explicitné zavisly na case, tak v obou pripadech
musime do popisu zahrnout i ¢asovou soufadnici, tj. pracujeme na TM|q’, ¢;] x R[t], resp.
T Mg, p;] % RI{].

Definice 5.5. Diferenciilni 1-forma w na M je fez kote¢ného fibrovaného prostoru,
w € T(T*M). Vétsinou znacime I'(T*M) = Q' (M).

V lokalnich soufadnicich (2°) na soufadnicovém okoli U bodu p méme vyjadreni formy
w e T(T*M) ve tvaru w(p) = w;(p) dz*(p), kde w; € C>(U).

Definice 5.6. Bud 1 < £ <n =dim M, p € M. Pak k-forma v bodé p je k-linearni
totalné antisymetrické zobrazeni

w:Ty,M x - x T,M — R. (5.5)

- /

~
k-krat

Tedy VXy,..., Xy € T,M, Vr € S, = Bij({1,...,k}) plati:
W(Xr(1ys - Xae)) =807 wW(Xy, ..., Xp).
Vektorovy prostor viech k-forem v bodé p zna¢ime A¥ (T, M) nebo A’;M , dim A’; M = (”)

k
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n .
2, p>i:1 baze T,M, (dx’|p) ~ baze T;M, ir,... iy € i Bazicke vektory

prostoru A¥M znaéime daz™ A ... A da |, kde iy <y < ... <. Definujeme je zptisobem:

da:“/\.../\dxi’“< 4 0 )

agjj17.”’agjjk

Bud ( 0 "

= sgnw 67070, Vi gy €. (5.6)

p TES

Symbol A se nazyva skobka (angl. wedge).

Pozndmka 5.7. Pro daldf pouZiti mizeme rovnici (5.6) definovat k—formy dz® A ... Adz™
i pro libovolné sefazeni indexti, ty ale pak jiz netvori bazi z diivodu linearni zavislosti.

Priklad 5.8. R3[z!, 2% 2] : dat A da? (5, 52 ) = —1, dat Ada® (32, 52) = 0

9227 dzT 8227 9zt
Pozndamka 5.9. Zavadime tzv. multiindexy, kde ji,...,jx € n, |J| = k (]J| oznacuje
délku indexu):

® J:(jl,...,jk)7
o J:(j17"'7jk)7 13]1<]2<<]]€§n7

o 0L = Zﬂesk sgn 5;’1'(1) e 5;2““) (tj. 6% je riizné od nuly pouze, pokud J je permutaci
1),

o dz/ =dait A ... Adadk.

Pozndmka 5.10. dz A ... Ada™ (55, 550) = 0F

Oxi1 ) Oxik

Soufadnicové vyjadieni w € A’;M pak muzeme psat

_ E, S By ded
w= Wi ,eda?t AL A de —dex ,

1< <Jg

kde w— = wj, .5 =w (6%-1, o ijk). Tudiz (dz A ... Adz™); < <, neboli (dz!) tvoii
bazi vektorového prostoru A’;M (jehoz dimenze je rovna (Z))
Podobné jako v pripadé te¢ného a koteéného prostoru konstruujeme disjunktnim sjed-

nocenim AFM vektorovy fibrovany prostor znaceny A*(T*M) nebo A*M

AT M) = T AT M), (5.7)
peEM
Jeho bazickou varietou je M, projekci 7 : A*M — M, kde w(w) = p, Yw € A’;M, a

typickym vldknem F' = R(G).
Lokaln{ trivializace na prostoru A¥M zavddime pomoci atlasu {(Us, @a)}acr na va-

rieté M zpusobem v, : 7Y (U,) — Uy x F, kde p € U,, w € A’;M, w = w- dx;:{’ ,
P

(Wi oo )1 <ja<.<in J€ (Z)-tice Gisel:

wa(wj dx”p) = (pv (wj1,~~-,jk)j1<j2<--~<jk)'

Definice 5.11. Rez w € ['(A*M) nazyvame diferencialni k-forma na varieté M. Zna-
¢ime QF(M) = T(A*M).
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Pozndmka 5.12. Téz je mozné pouzivat vyjadieni diferencidlni k-formy jako antisyme-
tricktho multilinedrniho zobrazeni z kartézského soucinu prostori vektorovych poli do
hladkych funkei na varieté,

QM) ={w: X (M) x...x X(M) = C®(M)| (VX1,..., X € X(M))(Vr € Si)
(W(Xrys - Xay) =sgn7m w(Xy, ..., Xg)) a soucasné
VX1, X Vi, ... Ye € X(M))(Yp € M)(Vj € i X;(p) = Y;(p))
(W(X1,. ., Xp)(p) =w(Y1,....Y)(p)}-
Pozndmka 5.13. AJM = R.
Direktnim sou¢tem vsech nenulovych AYM (tj. k € nU{0}, kde n = dim M) dostévéme
2"-rozmérny vektorovy prostor AS M, tedy:
MM =AMMe&ANM®...&AM.
K nému piislusny vektorovy fibrovany prostor (tj. vybudovany podobné jako vyse)
zna¢ime A®*(T*M) nebo A®*M. Prostor jeho fezii zna¢ime Q°*(M) = T'(A*M).
Definice 5.14. Prvky Q°(M) nazyvame diferencialni formy na varieté M.

Pozndmka 5.15. Kazda diferencialni forma w € Q*(M) se da jednoznacné rozlozit na
w(p) = ZZZO w® kde w® € QF(M), tj. lokalné:

N

w(p) = Zw(’“), kde w®(p) = Z wj(p)dx‘].
k=0 =

5.1 Cviceni

Cviceni 5.1. V R? uvazujte kartézské souradnice (z,y,z) a sférické soutadnice (r, 6, ¢)
(viz (2.7)). Nasledujici diferenciélni formy prevedte z jednéch souradnice do druhych

dz, dy, dz, xdx + ydy + 2dz, ydo — xzdy, de A dy A dz, dr, df, d¢, dr A df A de¢.
Vyjsledek.
dx = sin 6 cos ¢dr + r cos 0 cos ¢pdf — 7 sin 6 sin pd o,
dy = sin @ sin ¢dr + r cos 0 sin ¢df + r sin 0 cos pd¢,
dz = cos @dr — rsin 6d6,
rdx + ydy + zdz = rdr,
ydo — xdy = —r? sin® 0d ¢,
dz Ady Adz =7r?sinfdr A dO A do,

1
dr = (xdx + ydy + 2dz),

Vaz+y?+ 22
1 d d
a0 ( R . —\/xQ—i—dez),

(—ydx + zdy),

1
V(@ + 2+ 2%) (2% + )

dg =

x? + y?

dr Ad0 ANdo = dx Ady A dz.
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Cviceni 5.2. Na sféfe S? uvazujte stereografické souradnice (u,v), (U, V) a sférické sou-
fadnice (0, ¢):

(u,0) = (sin@cos¢ —sinésin¢)

~\1—cosf’ 1—-cosb

Prevedte 1-formy dU, dV do soufadnic (u,v) a 2-formu w = sinf#df A d¢ do soufadnic
(u,v), (U,V).

Vysledek.
dU = _ (v* —u?)du — 2uvdv),  dV = - (2uvdu + (v* — u?)dv)
(u? + v?)? ’ (u2 + v2)?2 ;
4 4
= —————duAdv = dU A dV.

YTl @Rt N T Ay ey vey
Cviceni 5.3. Na varieté M dimenze n uvazujte dva soufadné systémy (z',...,z") a
(z',...,2"). Ukazte, Ze pro

w=wp pdz' Adat AL AdE" = D1, dT ADTT AL A AT € QM)

plati

N Azt ... z")
Wig..n = Wiz ndet ——

a(zt,...,an)

Ndvod. Ze vztahu (5.6) zapiSte vzorec pro transformaci formy maximéalniho stupné

. : qiee . . 9t
pomoci determinantu odpovidajici Jacobiho matice —8% -
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Kapitola 6

Operace s diferencialnimi formami

Na prostorech k—forem v konkrétnim bodé p € M a na fezech fibrovanych prostori dife-
rencialnich forem lze zavést nékolik uzite¢nych operaci, které v sobé téz obsahuji operace
znamé z fyziky jako specialni pripady. Nyni se jimi budeme zabyvat abstraktné, priklady
jejich vyuziti budou podrobnéji nastinény zejména v kapitole 9.

v

Definice 6.1. Na vektorovém prostoru AJM zavadime bindrni operaci zvanou vné&jsi
soucin nasledujicim zptisobem (7 € APM, w e ALM, X,..., Xy € T,M):

AW, X)) = Y 0y T (X X)) w (X, X)) (6.0)
1,7
|I|=k,|J|=l

Pro obecné prvky 7, w € A3 M vnéjsi soucin definujeme distributivné:
=70 47O 4 ™=@ W W s rAw = Z 7@ A w®,
a,b=0

Z této definice je ziejmé, Ze 7 Aw € AR M (multilinearita roznasobenim pravé strany,
antisymetrie vyuzitim sgnm; o my = sgnm - Sgn mo)
Priklad 6.2. Necht w =da™ A ... Adz™* a7 =dz? A... Adz?. Pak

wAT=dz A Ada Adat AL A da
Véta 6.3. Vnéjsi soucin spliuje nasledujici vlastnosti:
1. bilinearita, t;j.
(aT1+7m)Aw = ami Aw+ToAw, TA(aw+ws) = aTAwW+TAWs, Yw 7. € ASM, Va € R,
2. TAw= (- wAT, Ywe A’;M,‘V’T € AéM,

3. asociativita, tj. (C AT)A\w=0A(TAW)=0ATAw, Vo,T,weAM.

Diikaz. Bilinearita je ziejmé. Druhé z vlastnosti se ukaze nasledovné. Necht w € A’;M ,
T € ALM. Pak:

T/\W(Xl,...,Xk_H):OJ/\T(XZ+1,...,Xk+l,X1,...,Xl)

1 k, k+1,... k+1
B : o o AT (X1, .. X
Sgn(l+177k+lala 7l)w 7_( 15 ’ k+l)

= (_1)kl w /\T(Xh B JXk—H)'
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A konecné, dikaz asociativity vyplyva z nasledujiciho rfetézce uprav. Necht w € A’;M ,
T E AéM, o€ AJ'M. Pak (XT = (X, X))

WA(TAN)NX1, ., Xeim) = Z OO M iy W (X?> (1 No) <Xﬁ)

- ¥ > M i 0L w (X?> T <Xj) o (XE>

s J,K
|| =k | M|=t+m | J|=L,[K |=m

— RGN JENGEIGEIN JENQEEN N

V posledni rovnosti jsme vyuzili skutecnost, ze §5M 61K = 517K = §JK 5}%‘] . Pro formu
(w A T) Ao bychom dostali tentyz vysledek pro (w A7) Ao (Xy,. .., Xeriom) B

V lokélnich soufadnicich (z') méme 7 = 7 do! € AM, |I| =k, w = w-da’ €
ALM, |J] =1, a tedy:

N

— — —

0 0 77
kde (T/\w)z = (T Aw) (_83;a1 e —axakH) =057 Tp Wy

dz! Ada? = 5§7dx2, Al =k +1.

Takto zkonstruovanou 2"-rozmérnou asociativni nekomutativnf algebru Ay M s operact
vnéjsi soucin nazyvame vnéjsi algebra v bodé p € M. Vnéjsi soucin zavadime i na Q° (M)
zpusobem:

(TAw)(p) =7(p) ANw(p), T,weQ (M), pe M.

Tim se Q°(M) stava algebrou. Je vSak soucasné téz tzv. C°(M)-modulem, nebot
méame nasobeni w € Q*(M) libovolnou funkei f € C*°(M) : (fw)(p) = f(p)w(p) a plati
flwr + wa) = (fwr) + (fwa), (fg)w = f(gw). Struktury C*°(M)-modulu a algebry na
Q*(M) jsou kompatibilni ve smyslu:

(fH)Nw=17A(fw)=f(TAw), [feC®M), T,weQ*(M). (6.3)

Definice 6.4. Na prostoru diferencialnich forem Q°(M) zavadime vnéjsi derivaci, coz
je linearni zobrazeni d : QF(M) — QF1(M) vyhovujici nasledujicim podminkam:

L dr Aw)=dr Aw+ (=1)f 7 Adw, kde k e nU{0}, 7€ Q*(M), w € Q*(M),
2. df(X)=Xf, feC>M)=Q%M), X € X(M),
3. Pw=0, weQ(M).

Druh4 podminka v lokalnich souradnicich (z%) znamen4, 7e df = % dz?, tj. vnéjsi
derivace funkce je prosté jeji derivaci (totalnim diferencidlem). Soucasné je ziejmy vyznam

oznac¢eni bazickych 1-forem da?. Jsou to skutecné diferencidly soufadnicovych funkef .
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Véta 6.5. Operator vnéjsi derivace na varieté M existuje a je
urc¢en jednoznacné.

definujicimi podminkami

Drikaz. Existenci a jednoznacnost operatoru d ukazeme v souradnicich. Pak ukazeme,

Ze na vybéru soufadnic nezavisi.
V souradnicich (z') na okoli p € M budeme zkoumat dw(p),

nejprve pro f € C*(M).

Obecné méame df = (df); dz’ a tedy df(X) = (df); X" pro libovolny te¢ny vektor
X = X-% € T,M. Z druhé vlastnosti vn&jsi derivace soucasné vyplyva, ze df(X) =

oz

Xf = X'2L Celkem tedy zjistujeme, ze (df); (p) = gji (p) adf(p) = g:fi (p) dz*.

ozt
Vyuzitim prvni vlastnosti pro formu w = wjdx‘] definujeme

N

. o— )
dw = dw-Adz’! = —L dz* Adz?.
J ox?

Dale ovéifme, zda takto definovana operace spliuje vlastnosti d* = 0, d(wy A ws) = ...
pro formy ve tvaru w, = f, dz/t A... A dz/* (déle rozsifujeme linearitou):

do=df Ada/' A... Ada?F = 8_]2 da' A da?t A
X
__oF
 QxIdrt ——
~—~—antisym. v i, j
sym. v i,

d*w

o A dadr,

de? Ada A da AL Ada? =0,

d(wi Awy) = d(fifo)da? A ... Ada?s Ada™ A ... Ada”
= (fodfi + fidfo) Adz? A ... Ada?t Ada™ AL Ada?

= (dfy Ada?* A AdaR) A (fada™ AL

A da't)

+ (=D)*(frda?t AL AdDE) A (dfy Ada™ AL A d2?)

= dw1 VAN Wy + (—1)’%1 VAN du)g.
Pii zméné soutadnic mame w = fda™ A... A dzik = f 221
tedy

oxh Ox'*

orit = 9k

dw:d(f >/\d£ﬁ/\...Adﬂk

ox™ Ox'*
=df A — ... .
f (8@]1 0TIk
0%z - -
~j 1
+f ((855]’85:3'1 ) dz/ Adz A L+
~

sym v ji,J

)dffl/\.../\d:zjk

antisym v ji,J

ox'k 1z Ik
e ATt AL ATk a

oxt  9Pxt2
0xi 0xioxiz -
~——

antisym. v j2,7

sym. v ja,j
or Oz , ,
_ ~j ~J
=df A <8jj1 ...&ijk)d:vl/\.../\dxk

=df Adz A... Ada'k,

..)gljj/\djjl/\djjz/\

+>

tj. takto definovana operace d nezéavisi na vybéru lokalnich souradnic. W
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Specialni tiidy k-forem
e diferencialni forma w € Q°(M) je uzaviena pravé tehdy, kdyz dw = 0,
e diferencialni forma w € Q°*(M) je exaktni prave tehdy, kdyz 37 € Q*(M) : w = dr.

Pozndamka 6.6. Exaktni forma je automaticky téz uzaviena.

Pozndmka 6.7. Ve fyzice o diferencialni formé 7 ¢asto mluvime jako o potencialu pro
formu w. Potencial muze byt skalarni, pokud 7 je funkce, vektorovy, pokud 7 je 1-forma
apod.

Pozd2ji, v kapitole 11 ukazeme, 7e pro libovolnou uzavienou formu w € Q¥(M), k> 1

a bod p € M existuje okoli U = U’ p e U at € Q"1(U) takové, ze wl|, = dr.
Definice 6.8. Bud w € A';;'M, X € T,M. (k—1)-formu v bodé¢ p definovanou predpisem
Z'XW(le'H;Xk—l) :w(X,Xl,...,Xk_l). (64)

nazyvame vnit¥ni soucin ¢ ztzeni X a w a znac¢ime jako ixw = XL w.

Pro w € Q¥(M), X € X(M) je vnitini sou¢in definovan bodové. Specialné pro w €
QN (M) se zavadi znadent: ixw = w(X) = (w, X) = (X,w), kde (-,-) je parovani T,M a
T*M = ALM.

6.1 Cviceni

Cviceni 6.1. V R3 popsaném v kartézskych soufadnicich definujme nésledujici p¥ifazeni

A:N£+M2+N3GMMMMW:NM+M@+N@GW®ﬂ
Ox dy 0z

o AP = A%dy A dz 4 AYdz A da 4 A%z A dy € QX(RP).
Ukazte explicitnim vypoctem, ze pak plati

df = (gradf)V,
dA® = (rotA)®),
dA® = (divA) dz A dy A dz.

Dale ukazte, 7e d*> = 0 je ekvivalentni identitam rot o grad = 0 a div o rot = 0.
Poznamka 6.9. Tento priklad naznacuje, ze pii vyuzivani kiivoc¢arych soufadnic, ve kte-
rych neni zfejmé, jak zapsat Maxwellovy rovnice, je pro popis intenzity elektrického pole
vhodné vyuzivat 1-formu, pro popis vektoru magnetické indukce 2—formu. Pozdéji uvi-
dime, Ze tomu skuteéné tak je a budeme schopni Maxwellovy rovnice psat pfirozenym
zpusobem v libovolném soufadném systému.
Uvedené ztotoznéni je zavislé na vybéru souradnic, pokud ho chceme definovat obecné,
potfebujeme pojmy metrika a Hodgetv dual, viz kapitola 12.
Cviceni 6.2. V R? uvazujte kartézské a polarni souradnice. Podobné jako v predchozim
prikladé definujme
of 0 Of 0
radf = -2 — + —— € X(R?).
gradf Ox dr Oy dy (R%)
Naleznéte vyjadieni vektorového pole gradf v polarnich soutfadnicich a porovnejte jej s
vyrazem pro vnégjsi derivaci funkce f € C°°(M)(R?).
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Vyjsledek.

gradf = — 9r 9 +i%£ df:—fd + fd

ordr ' 120¢ 0’ 1)) ¢-

Cuicent 6.3. Uvazujte vektor magnetické indukce odpovidajici magnetickému monopoélu
lokalizovanému v pocatku kartézskych soufadnic v R3,

B(#) = rif € X(R3\{0)).

Magneticky monopdl je hypotetickd konfigurace magnetického pole formélné stejného
tvaru jako elektrické pole bodového néboje.

Prifadte mu pislusnou 2-formu magnetické indukce B = (B)®. Ukaite, Ze B je
uzaviena, tj. B vyhovuje Maxwellové rovnici divB = 0. Ve sférickych souradnicich na-
leznéte formy Ay, As na Uy = R3\{(O, 0,2)|z <0}, Ug = R?’\{(O, 0,2)|z > 0} takové, ze
B|UN = dAN, B|Us = dAS

Vysledek.

B = gsinf0df A do,

z —

r
Ay = ¢g(1 — cos0)dp = g————(ydx — xd
N g( cos ) (b g'r(:r2—|—y2)(y Zz Z y)a
z4r
A¢ = —¢(1 0)dp = g————— (ydax — xd
s =—g(1+cosf)d¢ gr(x2+y2)(y x — zdy),

a ovérte, ze Ay, Ag je limitou mozné hladce dodefinovat na celém Uy, resp. Us.
Cuiceni 6.4. Na varieté S?[u, v] uvazujte formu w = m (2uvdu + (v? — u?)dv). Urcete
dw. Dale hledejte a € Q'(S?) takové, ze da = 34 dy

A+u2+v2)2"
Vysledek.
dw =0,

coz souvisf s tim, ze v souradnicich (U, V) mame w = dV. o € Q'(S?) se nepodari nalézt,
pozdéji uvidime dukaz, Ze to nelze, jakékoliv FeSeni nékde diverguje (tj. zadané da je
piikladem formy uzaviené, ale nikoliv exaktni). Lokalné « existuje, napt. v podobé

! (udv — vdu) = !
2(1 4 u? + v?2) 214+ U2+ V(U2 +V2)

a:—}l(l—l—cosﬁ):
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Kapitola 7

Zobrazeni indukovana zobrazenim
variet, podvariety

Uvazujme dvé variety M a N a hladké zobrazeni ¢ : M — N. Budeme nyni zkoumat,
jaka zobrazeni lze na zékladé ¢ : M — N definovat mezi riznymi vektorovymi prostory
definovanymi v bodech variet M a N. Dale budeme analyzovat, ve kterych situacich je
tfeba se omezit pouze na zobrazeni se specidlnimi vlastnostmi, napt. difeomorfizmy.

7.1 Tecéné a kote¢éné zobrazeni

Definice 7.1. Te¢né zobrazeni ¢, v bodé p € M indukované zobrazenim ¢ je zobrazeni
¢y TyM — Ty, N definované predpisem

(O(X))f = X(fo¢), X eT,M, feC=(N). (7.1)

V souradnicich (z') na U = U°, kde p € U, (y*) na V = V°, kde ¢(p) € V, mame ¢,

vyjadiené predpisem ¢, (X) = (¢.(X))* aga ‘qﬁ(p) a tedy
;0™ 0
6o(X) = X a@i = (7.2)
Tolp Y o)

jak vyplyva ze vztahu (¢, (X))® = (6.(X))y* = X (¢%), kde p* = y*0 ¢, X = X* 8‘;

b
Pozndmka 7.2. Zobrazeni ¢, je line4rni.

Definice 7.3. Kote¢né zobrazeni ¢* v bodé ¢(p) € N indukované zobrazenim ¢ je
zobrazeni ¢* : T;(p)]\/' — Ty M definované predpisem

("W)X =w(@u(X)), X €T,M, weTj,N. (7.3)

V soufadnicich (z°) na U = U°, kde p € U, (y*) na V = V°, kde ¢(p) € V, mame pro
6 virazy 6*(@) = (6@ Al w = wa dyel. 00 (22],) = %5, 2
z ¢ehoz plyne vztah (¢*(w)); = w (qﬁ* (% p)) = W, % , 8 tedy

6() = wo 22

(viz vyse),

P Y% | p(p)

|
p
p
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Kote¢né zobrazeni ¢* miizeme dale piirozené rozsifit na ¢* : A’;(p)N — AP M nasledu-
jicim zpiisobem:

(6" (@)(X1, . Xp) =w(6(X0), -, 0u(Xe),  Xi, o, Xp € TyM, w e Ak N,
(7.4)

7.2 Indukovana zobrazeni rezti fibrovanych prostori

Mame definovéna zobrazeni ¢, v bodé p, ¢* v bodé ¢(p). Lze je rozsifit na zobrazeni
celeho X' (M), resp. Q*(M)? V piipadé kote¢ného zobrazeni ano. Pro libovolnou k-formu
w € QF(N) definujeme ¢*(w) € QF(M) predpisem

(¢*(w))(p)(X17 cee 7Xk‘) = w(¢(p))(¢*(X1|p)7 e 7¢*(Xk3|p>>>’ Xy, X € X(M)

(7.5)

(linearita, antisymetrie, zavislost pouze na X;(p) je zfejma, hladkost je vidét v lokalnich

soutadnicich).

Pozndmka 7.4. Dale budeme obvykle misto ¢,(X), resp. ¢*(w), psat ¢, X, resp. ¢*w.

Pozndmka 7.5. Pro f € C*(N) definujeme ¢*f = f o ¢, z ¢ehoz plyne vztah (¢, X)f =

X(¢*f).

Priklad 7.6. Pro v : R[t] — M méme 7, (&) ‘t:O = [y]. Obeengji: v, (£)], = 3(1).

Definice 7.7. Vyse zavedené zobrazeni ¢* : Q*(N) — Q°*(M) nazyvame pullback pii

zobrazeni ¢ : M — N.

Naopak ¢, : X(M) — X(N) obecné definovat nelze. Duvody jsou dva:
L (:X)(¢(p)) = &4(X],) nenf definovin na celém N, ale jen na ¢(M),

2. nemusi byt korektné definovano: pokud Ip,p € M : ¢(p) = ¢(p) a soucasné
0.(Xp) # 0(Xp) € Ty N, pak neni jasné, kterou hodnotu bychom méli pro (¢,X)
v bodé (¢(p)) vybrat.

Pokud je ¢ difeomorfizmus, pak ¢, : X (M) — X (N) existuje a je definovano predpisem

(0. X)(¢(p)) = &:(X],)- (7.6)

Pokud je ¢ pouze prosté, ale nikoliv surjektivni, je ¢,(X) definovano jako prvek
X(p(M)), kde ¢(M) neni nutné oteviena mnozina. Podobné, pokud pro dané ¢ a X
nevznikd problém s nejednoznacnosti, mizeme pouzit pro vysledek konstrukce bod po
bodu oznaceni ¢, (X).

Pozndmka 7.8. Mame-li difeomorfizmus ¢ : M — N, mtuzeme definovat téz ¢* : X(N) —
X (M) jako

(¢*X)f = X(foo™), kde f € C=(M), tj. ¢*X = (¢~*).X, neboli ¢" 0 ¢, = id| 5 -

Pozndmka 7.9. Zména soufadnic na U = U° je specidlnim piipadem difeomorfizmu
e(U) C R" na U C R" a diive zavedené zmény slozek vektoru, resp. formy, pii zméné
soufadnic je mozné odvodit z obecnych vztaht pro teéné, resp. koteéné, zobrazeni.
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P1i skladani zobrazeni ¢ : M — N, ¢ : N — O dostavame pro tecné a kotecné
zobrazeni identity

(Vo) =thod, (Yog) =g oy (7.7)

Dosazenim do definice vnéjsiho souc¢inu a z definice ¢* dale obdrzime vztah
¢*(W1 VAN wg) = ¢*W1 A ¢*WQ (78)

Pozndmka 7.10. Odvozeni pouzité pii dukazu nezéavislosti dw na vybéru souradnic neni
pifmo zavislé na tom, Ze se jednalo o difeomorfismus. TudiZ plati pro libovolnou diferen-
cialni formu w € Q*(N) a zobrazeni ¢ vztah d¢*w = ¢*dw, tj.

dMO¢* :qb*OdN. (79)
Véta 7.11. Bud ¢ : M — N, pe M, X € T,M, wEAk V- Pak plati
¢*(i¢*(x)w) = ix(¢*w). (710)

Dikaz. Dosazenim. W

Pozndmka 7.12. Na X € X(M), w € Q°%(N) lze tvrzeni véty aplikovat, pokud je ¢
difeomorfizmus.

Véta 7.13. Pro difeomorfizmus ¢ : M — N plati (X,Y € X(M)):

G[X, Y] = [9u(X), u(Y)]. (7.11)
Diikaz. Np € M, ¥f € C*(N), ¢ difeomorfizmus, tj. ¢(M

)
(@:[X, Y])(o(p) f = X(Y(f 0 9))(p) = Y(X(f ©9))(p)
= X(0.Y(f) 0 9)(p) = Y(6.X(f) 0 9)(p)
= (0 X (DY (f)) 0 9)(p) — (0.Y (0:X () © 9)(p)
= ([6:X, 0.Y]f)(6(p))

N a

7.3 Podvariety

Definice 7.14. Mé&jme ¢ : M — N hladké zobrazeni. ¢ nazyvame vnoreni (angl. im-
mersion) M do N, pokud ¢, je prosté v kazdém bodé p € M. M pak nazyvame vnorena
podvarieta variety V.

Definice 7.15. Pokud ¢ je prosté vnoreni takové, ze Vp € M existuje okoli U = U° C N
bodu ¢(p) a souradnice (y*)3MN na U takové, ze (b( )NU ={qeU|y*(q) =0, a €k},
kde k = dim N —dim M, nazyvame zobrazeni ¢ vloZeni (angl. embedding) a M nazyvame
(vlozena) podvarieta variety N kodimenze k.

Véta 7.16. Whitneyho véta o vnoreni: Kazda diferencovatelna varieta dimenze n je
difeomorfni ngjaké vlozené C*-podvariets Euklidovského prostoru R*". (Bez diikazu.)
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7.4 Cviceni

Cviceni 7.1. Uvazujte S%[f, ¢] zobrazenou do R®[x, y, 2] zabrazenim ¢ zadanym rovnicemi
r=asinfcos¢, y=>bsinfsing, z=ccosb,

kde a,b,c € RT. Urcete, zda se jedna o vnoieni a pripadné téz o vloZeni. Spocitejte

0 0
s 0N
(8@ (60,90) ) (8925

. L (xdx ydy z2dz
¢"(dz ANdy ANdz), ¢ (a2 + = + (12).

) , ¢"(dz), ¢7(dy), ¢7(d2),
(60,90)

Vyjsledek. Jedna se o vlozeni,

O (2 ) :acosecosqﬁi +bcos€singb2 —csinf —|
09 (60,60) Ox p dy » 0z »
o8 (2 ) :—asinésingbg +bsinecos¢£
0¢ (60,90) Ox p 0 »

¢*(dz) = acosf cos pdf — a sin 6 sin ¢pd e,
¢*(dy) = bcos 0 sin ¢df + bsin € cos pdo,

)=
¢*(dz) =

d d d
—csinfdl, ¢*(dz Ady Adz) =0, ¢" (x e A 2):0,
a?

kde p = ¢(90, %)-

Cvicend 7.2. Naleznéte integralni kiivku + vektorového pole
0 0 0
X = - — — e XR?
- (yaa: 8y) 5 € (R¥lz, 9, 2])

z bodu (z,y, z) = (1,0,0). Vysledné zobrazeni v : R[t] — R3[z, y, 2] promitnéte do roviny
vy, 6 RIf| > Rlz,g], 6(t) = (1*(£),19(t)). Urcete pu(], ), ¢*(adz + bdy), ¢*(dz A dy).
Jaké podmince musi vyhovovat X € X(R[t]), aby existovalo ¢.(X) definované na obrazu
H(R) C R??

Vysledek.
2 t2 t2 t2
~(t) = (cos —, —sin —,t), ¢(t) = (cos 5>~ sin 5),
d t2 t2 0
O« (— ))-—tosm—— — tpcos — — ,
t2

t2
¢*(dzr) = —tsin Edt, ¢*(dy) = —tcos §dt,

prenesené vektorové pole ¢.(X) existuje, pokud pro vSechna t € R plati X = X t(t)%,

kde X? (\/t2+47r) = t2+47TXt( ).
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Cviceni 7.3. Uvazujte varietu M a jeji kote¢ny fibrovany prostor T*M = M. Definujme
diferenciélni 1-formu A € Q'(T*M) na kote¢ném fibrovaném prostoru nasledovné

Ma) =7"(a), Vo€ T*M.
Na M zvolme souradnice (2°)7_, a na T*M soufadnice (z*,p;)",, kde
(o) =a'(w(@),  pi(a=a;del] ) =

Naleznéte soufadnicové vyjadieni diferencialni 1-formy A, spocitejte w = d\ a ukazte, ze
pro kazdy nenulovy X € T,(T*M) je ixw € T(1T*M) nenulové.

Vyjsledek.

A= pldx’, W = dpz A dxia
0 0 . ; j

X =Xl 4 XV # 0 = ixw = XPda’ — XZdp; #0.
ox' 7 Opj
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Kapitola 8

Lieova derivace

Uvazujme tok Wy daného vektorového pole X € X(M). Z definice ¥ x vyplyva, Ze pro
libovolny bod p € M a konstanty s,t € R takové, Ze leva strana nasledujiciho vyrazu ma
smysl, plati (viz poznamky 3.19 a 3.20):

\DX(\I]X(pvs)7t) = \IJX(p>t+S)' (81)

Poznamka 8.1. Pro dostatecné malé okoli U kazdého p € M existuje € takové, Ze zobrazeni
Ut je pro |t| < e difeomorfizmus U na U4 (U) a tedy na tomto okolf I(¥h )~ : (¥ )~ =
" Pro nasledujici ivahy, kde nés bude zajimat limita lim;_,o v néjakém p € M, tedy lze
chapat Wl jako difeomorfizmus za implicitniho predpokladu, Ze ¢ ma hodnoty dostate¢ns
blizké 0.

Definice 8.2. Bud X € X(M), w € Q*(M). Definujeme Lieovu derivaci diferencialni
formy w ve sméru vektorového pole X predpisem

1
Lyw = lim - (Vw — w). (8.2)
t—0 t
Pozndmka 8.3. Tedy Vp € M :

Zrao(p) = lim 7 (W5)(p) — w(p))) = lim = (5 (0 (W(p)) — ().

t—0
Pozndmka 8.4. Lx : QF(M) — QF(M).
Pozndmka 8.5. Pro libovolnou funkei f € C°°(M) plati

Zxf=Xf, (8.3)

nebot Vp € M : lim, 0 ¢(f(P(p)) — f(p)) = X f(p).

Definice 8.6. Bud X,Y € X(M). Definujeme Lieovu derivaci vektorového pole Y ve
smeéru vektorového pole X predpisem

1
ZLxY =1lim = (V5(Y) —Y). (8.4)
t—0 ¢t
Pozndmka 8.7. Protoze plati limy_,q ¥%,(Z) = Z, miZzeme postupnymi tpravami ziskat
S P TR Gy EERTNN G t i L ¢
lim ~ (P (Y)=Y) = lim = (U5, (V) -Y) = lim = U3, (V= (V) = lim - (Y =, (V).

Takze ekvivalentni definice Lieovy derivace vektorového pole je

LY = yr%% (Y — W, (V). (8.5)
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Definice 8.8. Kovariantni tenzor 7' k—tého Ffadu na varieté M je k-linearni (hladké)
zobrazeni T': (X (M))* — C°°(M) takoveé, Ze T(Xy, ..., X}.)(p) zavisi pouze na hodnotach
Xi(p), ..., Xk(p) vektorovych poli Xi,..., Xy v bodé p.

Definice 8.9. Kontravariantni tenzor S k—tého Ffadu na varieté M je k-lineérni zob-
razeni takoveé, ze S : (QY(M))* — C°(M) a S(w!,...,w")(p) zavisi pouze na hodnotéch
wl(p),...,w*(p) diferencidlnich 1-forem w!, ..., w* v bodé p.

Pozndmka 8.10. Pro ¢ : M — N a kovariantni tenzor T' na N definujeme

(@ T) (X1, X)) = T(6) (0 (Xal,) o v 0 (X)) (8.6)
pro difeomorfizmus ¢ : M — N a kontravariantni tenzor S na M definujeme

(@S) (W', ") (6(p) = S(¢"w', ..., 6"w")(p). (8.7)

S pomoci pfedchozi poznamky definujeme Lieovu derivaci libovolného kovariantniho
tenzoru na varieté M analogicky k definici Lieovy derivace pro formy. Pro kontravariantni
tenzory uzijeme definice Lieovy derivace pro vektorové pole.

8.1 Vlastnosti Lieovy derivace
Véta 8.11. Lieova derivace mé nasledujici vlastnosti:
l.do%x = Zxod, tj. Vw € Q*(M) : dLxw = Lxdw,
2. Lxoiy =iy o Lx +igy),
3. Vw, TeQ(M): Lx(wWAT)=LxwAT+wALxT,
4. LY, Z] = [ XY, Z] + Y, Zx Z].
Diikaz. Vlastnost 2:
Lxiyw = 11_133% (Vivw —iyw) = lim = (iagy (Pw) — ivw)
= lim N (tutey (PRW) = dutey (W) + ity (W) — iyw)
— 11_{% n (iq,t);y(\lfg?w — W) + i,y Lt () -y )W = iy (Lxw) +igyyyw B
Z vlastnosti 2 dostavame vyuzitim Zxdf = d(X f), Vf € C*(M) dusledek:
Zx(Y[) = Zx(iydf) =iy Zxdf +igondf =iy dA(X[f) + Zx(Y)],
z ¢ehoz plyne X (Y f) =Y (X f) + (Zx(Y))f neboli
Zx(Y) = [X,Y]. (8.8)

7, tohoto vztahu a vlastnosti komutatorti pak plyne vlastnost 4. Vlastnost 1 plyne z
rovnice (7.9). W
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Pozndmka 8.12. Déle je uzitetné si uvédomit, ze jakékoliv zobrazeni A : Q®*(M) — Q*(M)
vyhovujici

AlwANT)=(Aw)AT+wA (A7), doA=Aod, Af=X{f,

Vw, 7 € Q*(M), Vf € C>*°(M) uz nutné musi byt totozné s ZLy.
Diikaz. A(dz*) = d(Az*) = d(X2F) = Lx(dzF). 1

Lemma 8.13. Plati ix(w A7) = ixw AT+ (=1)*w Aix7, kde w € AJM, 7 € ALM,
X € T,M.

Drikaz.
i@ AT Xy, X)) = ) 0 gy w(XPT(X5) =D )+ () =
77 0eT 0eJ
\I|=k,|J|=t
. e
= D Oy w(Xe XoT(Xo) Y (DR w(X)T(Xe, X ) =
HJ Iye
|H|=k—1,|J|=l |T|=k,|G|=1—1

= (iXOW VAN T)(Xl, ce 7Xk+l—1) + (—l)k(a} A ’iXOT)(Xl, e an+l—1)~
|

Véta 8.14. Na Q°*(M) plati

Diikaz. Vyuzitim poznamky 8.12 a lemmatu 8.13. Na funkcich ix f =0, ixdf = X f =
gxf. Dale

d(do ix +ixod)=d*oix+doixod=doixod=(doix+ixod)od.
Pro ovéreni vSech vlastnosti jesté zbyva dokazat asociativitu:

(doix +ixod)wAT=dixw AT+ (=1)Fdw AixT + (=1 lixw Adr +w A dixT
+ixdw AT+ (=1)¥ixw Adr + (=) dw AixT +w Aixdr
= ((dZX + Zxd)w) ANT+wA ((dZX + Zxd)T)
|

Disledek 8.15. Necht w € Q' (M), X,Y € X(M). Pak plati tzv. Cartantiv vzorec
pro vnéjsi derivaci 1-formy

dw(X,Y) = X (w(Y)) = Y(w(X)) —w([X,Y]). (8.10)
Diikaz. Piipomenme, ze ixw = w(X) € C*°(M). Vyuzitim rovnice 8.9 dostavame

dw(X,Y) =iyixdw = iy (ZLxw — dixw) = (iy 0 Lx)w — Y (w(X))
= (Zx oiy)w —izyrw = Y (w(X)) = X(w(Y)) - Y(w(X)) - w([X,Y]).

|
Zobecnénim piredchoziho vzorce ziskdvame vztah platny pro libovolnou diferencialni
formu.
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Véta 8.16 (Cartaniiv vzorec). Vnégjsi derivaci diferencialni formy w € QF(M) vyhod-
nocenou na k + 1 vektorovych polich X, ..., Xx11 € X(M) lze vyjadiit ve tvaru

k+1
dw (X1, Xppr) =D (17X (w(Xn, ., X X))+ (8.11)
j=1

k41
+ > (DMK X)L X, X X X,
4,j=1
i<j
kde strisky znamenaji, ze se dany prvek jako argument vyneché.

Diikaz. Indukei s vyuzitim
ixk+1 .. .indw = _iXk+1 - .indixlw —+ iXk+1 .. .iX3(iX2$X1w) = ...,

kde Z.XQ,?XI(JJ = gXlinw — i[Xl,X2}w, atd. [ |

Pozndamka 8.17. Leva strana Cartanova vzorce (8.11) zavisi jen na X p» Vyrazy na prave
strané zaviseji i na X; v okoli p € M. Z odvozeni ovSsem vyplyva, Ze prava strana jako
celek zavisi jen na X;| .

Véta 8.18. Pro libovolna vektorova pole X, Y € X'(M) plati
[ Lx, Ly = Lix - (8.12)
Diikaz. Pro funkce a vektorova pole zfejmé, pro formy:
Ly — Ly Lx = dixdiy + dixiyd +ixd’iy +ixdiyd—
— diydix — diyixd — iyd*ix —iydixd
:dofxoiy—dOiyogx—FgXOiyOd—iyogxod
= dijxy) +ixyd = Zx vy

Pozndmka 8.19. Dukaz lze provést téz jinak, vyuzitim jiz znamych vlastnosti z véty 8.11:

[iXd+ dix,fy] =...= —Z'gy(X)d — digy(x)

8.2 Cviceni

Cvicend 8.1. Vyjadrete Lieovu derivaci vektorového pole Y = Y’ 7, diferencialni 1 formy
w = w;dz’ a diferencidlni 2-formy 7 = 7;;dz"* A da? podle vektoroveho pole X = X* azz‘

Vysledek.

N oD CANNG/
LY = (X o ' ox > Oi’
B Zawj 0X? ;
Dxw = <X o + w; "B )d:c
LT = (X i —I—T,ka + 7ji 8:6’“) daz? A dx”.
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Cuicend 8.2. Ukazte, ze Lieova derivace libovolné uzaviené diferencialni formy je exaktni.
Ndvod. Vyuzitim véty 8.14.
Cviceni 8.3. Na R3[x, y, 2] uvazujte vektorova pole X; = xa%—ya% a Xy = xa% +ya%+z%.
Spocitejte
Ly dx, ZLx,dy, ZLx,dz, Lx,(dzAdyAdz), a=1,2.
Vysledek.

Ly, dx = —dy, Ly, dy = dx, Zx,dz =0, Zx, (dzANdy Adz) =0,
Zx,dr = dz, Ix,dy=dy, Lx,dz=dz, Zx,(dzAdyAdz)=3dzAdyAdz.

Cuiceni 8.4. Je ziejmé, Ze pokud pro vektorova pole XY € X(M) plati U o U5 (p) =
U5 o Wi (p) pro viechna s,t € R, p € M, pro néz maji vyrazy smysl, tak téz plati
[Lx, Zy] = 0. Ukazte, Ze naopak [Zx, %] = 0 implikuje U4 o U5 (p) = U3 o Ui (p),
kdykoliv maji vyrazy na obou stranach rovnice smysl.

Navod. Zderivujte dokazovanou identitu podle jednoho z parametri, napft. ¢, a vyuzijte
vétu o existenci a jednoznacnosti feSeni obycejnych diferencialnich rovnic. Viz téz dikaz
véty 9.13.

Cviceni 8.5. Necht w je 2—forma na T*M z cviceni 7.3 a f,g € C°(T*M). Definujme
vektorové pole Xy € X(T*M) pozadavkem

inw = —df
Ukazte, ze Xy € X(T*M) je tim urceno jednoznacné. Déle ukazte, Ze Lx,w = 0 a Ze

Xy(9) = Zx,;9 = 0 pravé tehdy, kdyz X,(f) = Zx, f = 0. Jednotliva odvozeni provadéjte
abstraktné bez vyuziti soufadnic i v soufadnicich (2%, p;) na T* M zavedenych v cviteni 7.3.
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Kapitola 9

Geometricka formulace Hamiltonovy
mechaniky

Uvazujme varietu N a jeji koteé¢ny bundle T*N. Ze cviceni jiz vime, Ze je vhodnym ob-
jektem pro matematicky popis fazového prostoru mechanického systému s konfigura¢nim
prostorem N. Na T*N existuje vyzna¢na, tzv. kanonickd 1-forma definovana nésledu-
jicim predpisem: bud 7 : T*N — N projekce ve fibrovaném prostoru 7*N. Definujeme
A e I'(T*(T*N)) predpisem

Mw) =71"(w), VYweT*N. (9.1)

V lokalnich soufadnicich (z') na U = U° C N zavadime soufadnice (p;) na T*U:
pi(wi(q) dz*) = w;(q) pro ¢ € U. Spoleéné (z%, p;) tvoii soufadnice na T*U. V nich mame
A€ I(T*(T*U)) vyjadienu ve tvaru

A = p;da’. (9.2)

Déle miizeme uvazovat kanonickou (Cartanovu-Poincarého) 2—formu w = dA.

V lokalnich souradnicich mame '
w=dp; Ndx". (9.3)

Evidentné je w exaktni a tudiz uzavrena. Déle je nedegenerovana ve smyslu
Va e T"N, X € T,(T*N), X #0: (Y € T,(T*N) : w(a)(X,Y) #0). (9.4)
Pozndmka 9.1. Nedegenerovana 2-forma umoznuje bijektivné zobrazit teény a kotecny
prostor pfedpisem X € T,(T*N) — ixw € T, (T*N).

Tyto vlastnosti kanonické 2—formy (9.3) jsou zakladem pro néasledujici zobecnéni.

Definice 9.2. Diferencovatelna varieta M vybavend nedegenerovanou uzavienou dife-
rencialni 2-formou w se nazyva symplekticka. Formu w pak nazyvame symplekticka
2—forma.

Priklad 9.3. M =T*N s formou w = d\.

Pozndamka 9.4. Necht V je vektorovy prostor, w je nedegenerovana 2-forma na V. Pak
dim V' je suda.
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Diikaz. Necht (e;) je baze V, (¢') je dudlni baze V*. Pak w = Y7, - wij e'Ael, €'(e;) = 97,
tj. w(X'e;, Yie;) = XYiw(e;, ;) = X'V (wy; — wyi). Formu w budeme nadéle charakteri-
zovat antisymetrickou maticf (w);; = 3 (w;; —wj;). Forma w je nedegenerovana pravé tehdy,
kdyz (VX #0: w;; X" # 0) < rankw;; = dim V < det(w) # 0. Pro libovolnou antisyme-
trickou matici A, A + AT = 0, plati det A = det AT a soucasné det A = (—1)4™V det AT.
Kdy7 je dimV licha, tak det A = —det AT = det AT, tj. det A = 0. TakZe nenulovost
determinantu det(w) implikuje nutné, ze dim V' je suda. M

Véta 9.5 (Darboux). Bud (M,w) symplektickd varieta, ¢ € M. Pak existuje okoli
dim M

U=U°C M, q € U, asoufadnice (p;,z"),_? na U takové, ze w|,; = dp; A dz’. (Bez
diikazu.)

Definice 9.6. Soutradnice z véty 9.5 na symplektické varieté (M, w) nazyvame Darbou-
XOVYy.

Nyni se budeme snazit zformulovat hamiltonovskou mechaniku na obecné symplektické
varieté (M, w). Zakladni poznatek je, Ze nedegenerované forma w € Q%(M) nam umoziiuje
ztotoznit Ty M a Ty M, resp. X(M) a Q' (M).

Véta 9.7. Zobrazeni ¢ : TyM — Ty M, kde o(X) = ixw(q) a w je symplektickd 2-forma,
je izomorfizmus vektorovych prostori.

Driikaz. Linearita ¢ : X — ixw je zfejméa. Dale pro jadro ¢ z nedegenerovanosti plati:
X ekerpsixw(q) =0 (VW eT,M)(ixw(Y)=wX,Y)=0 < X=0 1

Véta 9.8. Zobrazeni p : X (M) — QY (M), kde ¢(X) = ixw a w je symplekticka 2-forma,
je izomorfizmus vektorovych prostorii.

Diikaz. V kazdém bodé ¢ € M mame vzajemné jednoznacné zobrazeni ¢,. Hladkost
vyplyva z hladké zavislosti 1xw na X. W

Definice 9.9. Vektorové pole X na symplektické varieté (M, w) je
e lokAdlné hamiltonovské pravé tehdy, kdyz ixw je uzaviena, tj. dixw = 0.

e hamiltonovské pravé tehdy, kdyz iyw je exaktni ve smyslu: (3f € C°(M))(ixw =
—df). Pak znacime X = X;.
Pozndmka 9.10. Diivod pro predchozi definici: Bud M = T*N, w = dp; Ada®, H(p;, x%) €
C(M). Pak Xy = %2, (3252 — 31:2-). Tudiz integralni kiivky vektorového pole Xy
jsou Feseni Hamiltonovych pohybovych rovnic &' = g—f_, Di = —%.

Véta 9.11. Vektorové pole X € X (M) je lokdlné hamiltonovské pravé tehdy, kdyz
& XW = 0.

Diikaz. w je uzaviena a tudiz Lyw = dixw +ixdw =dixw. W

Véta 9.12. Necht N je diferencovatelna varieta, 7 € Q*(N), X, Y € X(N). Pak Lx7 =
0eViteR, ge N: U (1(¥%(q)) = 7(q), kdykoliv ma ¥’ (¢) smysl. Podobné ZxY =
0o W, (Y)=Y.
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Diikaz.

d 1 : * 1 Sk *
S (W) = lim (U7 — W) = lim W (< (U7 — 7)) = W Ly =0,

U (r) =id* r = 7.
[

Véta 9.13. Toky komutujicich vektorovych poli X, Y komutuji. Neboli méjme diferen-
covatelnou varietu N a XY € X(N) takové, ze [X,Y] = 0. Pak pro vSechna ¢ € N,
s,t € R takova, ze vyrazy maji smysl, plati

5 0 Ul (q) = ¥ 0 U3 (q). (9.5)

Diikaz. Necht ¢ € N, v, integralni kiivka X z ¢, tj. 71 (t) = W% (q), vybereme pevné s €
R, 7, integralni kiivka X z ¢ = W5 (q), tj. 12(t) = V% (q) = V(P35 (¢)). Definujeme 3 =
U3 (11(t) Y2(t) = X(12(8)), vs = V5, (1(1)) = V3, (X (1(2))) = X (73(t)), nebot LxY =
[X,Y], a tedy U5, (X) = X. Mame tedy 2(t), 73(t), které vyhovuji stejné diferencialni
rovnici se stejnou pocateéni podminkou a z jednoznacnosti feSeni plyne vo(t) = v3(¢). W

Definice 9.14. Necht (M,w) je symplekticka varieta. Pak zobrazeni (transformaci) ¢ :
M — M nazveme kanonické pravé tehdy, kdyz ¢*w = w.

Definice 9.15. 1-parametrickd lokalni grupa transformaci variety N je takové
zobrazeni ¢ : U =U° C R x N — N, {0} x N C U, pro které plati

o(s, ¢(t,q)) = ¢(s +1,q)) (9.6)
pro vSechna s,t € R, ¢ € N takova, ze (t,q) € U a (s, ¢(t,q)) € U, a soucasné
¢(0,9) =q, Vg€ N. (9.7)

Véta 9.16. Necht (M, w) je symplekticka varieta, X € X(M). X je lokdlné hamiltonov-
ské prave tehdy, kdyz jeho tok W' definuje 1-parametrickou lokalni grupu kanonickych
transformaci variety M.

Ditkaz. Lxw =0 Vw=w N

Definice 9.17. Necht (M,w) je symplekticka varieta, f,g € C*(M). Poissonova za-
vorka na M je bilinearni zobrazeni {-,-} : C*°(M) x C*°(M) — C*°(M) dané predpisem

{fa g} ZXfZXg (98)
Pozndmka 9.18. Poissonovu zavorku lze vyjadiit mnoha ekvivalentnimi zptisoby
{f, 9} =ix,ix,w = —ix,dg = —X;(g9) = —ix,ix,w = ix,df = Xy(f). (9.9)

Pozndmka 9.19. V Darbouxovych soufadnicich mame w = dp; A da’,

of dg  dg Of

== - = . 9.10
Véta 9.20. Necht f,g € C>(M). Pak
Xirgy = —[Xp, Xyl (9.11)
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Dikaz. h = {f,g} = ix,ix,w, Lx,w =0, Lx,w = 0. Proto ix,w = —d(ix,ix,w) =
—gxf(ngW)—i‘Z'de(ixgw) = —gxfixgw+ixfgxgw = —i[Xf,Xg]w—z'Xg.ZXfw = —z'[Xf,Xg]w
atedy Xh:—[Xf,Xg]. [

Véta 9.21. Poissonova zavorka vyhovuje Jacobiho identité, tj. (f,g,h € C>®(M)):

{f Ao, h}}+ {9, {h. [}} +{n.{f.g}} =0.

Dikaz. {f,{g,h}} = ix,ix, W = —ix,d{g,h} = —Lx {g,h} = —Lx,ix,ix,w =
_’L'gxf(Xg)iXhW—ngijxf(Xh)w. Navic ng (Xg/h) = [Xf, Xg/h] = _X{f,g/h}, takze {f’ {97 h}} —
iX{f’g}ith + iXQiX{f,h}w = {{f7 9}7 h} + {97 {fu h}} ]

Véta 9.22. Necht f,g € C*(M), {f, g} =0. Pak folUl =f goWy =g.

Diikaz. Ziejmy. W
Pozndmka 9.23. Naopak, mame-li lokdlni 1-parametrickou grupu kanonickych transfor-
maci, pak je jeji generdtor X lokalné hamiltonovské vektorové pole, a tedy existuje lo-

kalné definované f € C*(U) : X = X;. Pokud dana grupa kanonickych transformaci
navic zachovava hamiltonian H, pak lokilné definovana funkce f je integral pohybu.

9.1 Cviceni

Cviceni 9.1. Na sfére S*[u,v] uvazujte 2—formu w = a fgﬁf&)Q. Ukazte, Ze ji lze hladce

dodefinovat na celé sféfe a Zze w je symplekticka. Naleznéte tvar obecného hamiltonovského
vektorového pole na S?. Zkonstruujte Darbouxovy soufadnice na vhodném soufadnicovém
okoli.

Vyjsledek.
du A dv dU A dV 1 1
= = = —sinfdd Adp = —-d od
“ (1+u?+02)2 (1+U%2+V2)? M ¢ 4 (cos 6dg),
mozné Darbouxovy soufadnice definované tam, kde lze pouzit sférické souradnice, jsou
tudiz naptiklad p = —% cosl, r = ¢. Obecné hamiltonovské vektorové pole mé tvar
of 0 of 0
Xp=(1 20 ?)? (L — )
p= (1t (6’uav avﬁu)

Cwiceni 9.2. Ve znaceni pifkladu 9.1 explicitné ovéite Ly .w = 0.

Cwiceni 9.3. Uvazujme symplektickou varietu (M,w) a dvoje Darbouxovy soutfadnice
(pi, %) a (P;, X") na okoli U = U° bodu ¢ € M, w = dp; A dz* = dP; A dX*. Vhodnou
reinterpretaci vztahu mezi (p;, 2') a (P;, X*) dokazte lokdlni existenci vytvorujici funkce
kanonické transformace ¢ definované predpisem

(pi(d(m)), 2'(¢(m)) = (Pi(m), X*(m)), ~ meU.
Ndvod. Protoze oboji soutadnice jsou Darbouxovy, mame

d (pidxi — PZ»dXi) =w—w=0,
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tj. z lokéalni exaktnosti uzavienych forem plyne existence F' € C*(U) takové, Ze
dF = p;da’ — P,dX". (9.12)

(Abychom se vyhnuli komplikovanému znaceni, tak jsme predpokladali, Ze F je definovana
na stejném okoli jako soutadnice (p;, r') a (P;, X"), obecné miiZe byt pot¥eba U ziZit na
mensi oteviené okoli U = U° C U.) Pokud i soubor funkei (z°, X7) definuje soufadnice na
U, mizeme psat

OF OF

tj. zjistujeme, ze p; = gfi a b =— 8‘9;- za predpokladu, ze parcialni derivace provadime v

soufadnicich (z°, X7). Pokud nyni definujeme transformaci ¢ predpisem

(pi(6(m)), 2" (6(m))) = (Pi(m), X" (m))

kdykoliv maji vyrazy smysl, tj. P;(m) € Ran(p;), X*(m) € Ran(z"), mame transformaci
¢ zadanu pomoci vytvorujici funkce F' prvniho druhu znamé z teoretické fyziky. Protoze
d*w=d(p;op) ANd (2" 0 ¢) =dP; ANdX" = w, je ¢ kanonicka transformace.

Pokud soubor (z¢, P;) je téZ soufadnicemi na U, miizeme misto F' € C*°(U) uvazovat
F € C®(U) definovanou predpisem F(m) = F(m) + P,(m)X*(m), kde F' budeme nyni
chapat jako funkei na U vyjadienou v souradnicich (2%, P;). Vypoctem jeji vnéjsi derivace
a vyuzitim (9.12) ziskavame

pilm) = Som), Xim) = S2(m),

tj. p¥i definici X/ (m) = z*(¢(m)), P,(m) = p;i(¢(m)) mame vytvorujici funkei F druhého
druhu pro kanonickou transformaci ¢.

Cuicend 9.4. Najdéte vytvorujici funkei pro identickou transformaci na symplektické va-
riet¢ s Darbouxovymi soufadnicemi (x, p;).

Vyjsledek.

Cviceni 9.5. Uvazujte symplektickou varietu M = R?[z,p|, kde (x,p) jsou Darbouxovy
soutadnice a H = x - p. Najdéte prislusné hamiltonovské vektorové pole, jeho tok a vy-
tvotujici funkei kanonickych transformaci danych W, .

Vysledek.

0 0 .
Xy = To- —pa—p, U, (2, p) = (exp(t)z, exp(—t)p), F(x,P)=exp(t)z- P.

Cviceni 9.6. Naleznéte vSechny funkce f € C™(R?[x,p]) takové, ze {f,z - p} = 0 (kde

opét (z,p) jsou Darbouxovy soufadnice).
Vysledek.
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Kapitola 10

Integrace forem

Jednim z duvodii zavedeni diferencialnich forem na varietach je to, Ze jsou pfirozenymi
objekty, které se daji integrovat. Uvazujme na n-rozmérné varieté M n-formu v lokalnich
soutradnicich (z'), resp. (7). Mame
ozt "
orn T OFin

axl oxr™ 6%
J— 1 it r" =
I

=01 (T)dF AL AT,

w=wip ,dzet Ade? AL A2 = wp o (2(E)) dF AL A dES

Wy (2(@))dF AL AT

tedy 4
) = det S5y (7)) (101
@1, (7) = det = - wy. o (2(T)). :
1. 957w
Tento vztah pfipomina vétu o substituci v Lebesgueové integralu (z° = ¢'(7)):
oo
/ fdxl...dm”:/foap det 22| dz' ... da". (10.2)
) 9 0z

V definici integralu n-formy ovSsem narazime na dvé nesnaze:
1. rozdil v absolutni hodnoté jakobidnu — fesime zavedenim orientace,

2. mozna neexistence globalnich souradnic na M — feSime pomoci tzv. rozkladu jed-
notky.

Definice 10.1. Orientace vektorového prostoru V', dim V' = n, je zobrazeni o pritra-
zujici kazdé n—tici linearné nezéavislych vektort ¢islo +1 a vyhovujici

detT

o(T(er),...,T(ey)) = TaetT| o

€1y -y En) (10.3)

pro v8echny linearné nezavislé n—tice vektoru ey, ..., e, € V, (ey,...,e,) a linearni zob-

razeni T' € GL(V).

Definice 10.2. Mé&jme vektorovy prostor R” s orientaci o, U = U° C R", diferencovatel-
nou varietu M, dim M > n, hladké zobrazeni F': U — M a formu w € Q"(M). Oznacme
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U = F(U). Definujeme integral z formy w na mnoziné U pfi parametrizaci F

Fedpisem
/ w=o(er,...,en) / (F*w)y.p dat ... d2™, (10.4)
(U,F) U

kde (x!, ..., 2") jsou soufadnice na R™ ve zvolené bazi (eq, ..., e
) b b ) nj)»
x’(a'e;) = o,

tj. e; = a‘ib.
Takto definovany integrél f(U, Fy W MA nasledujici vlastnost: pii vybéru jiného U’, o’

a F' takového, 7e F'(U') = U a 7e existuje difeomorfizmus ¢ : U — U’ zachovavajici

orientaci (ve smyslu o’ (¢, (=2 5T ) o (55 o )) =0 % et Bam ‘ ) pro vsechny body

p € U, T,R" =R"), pro ktery soucasné plati
—Flog,

plyne z véty o substituci v Lebesgueové integralu:

/ W= / w. (10.5)
(U,F) (U,F)

Pozndmka 10.3. Pokud je F' prosté, tak az na orientaci hodnota integralu na vybéru F
nezavisi.

Definice 10.4. Orientace o variety M, kde dim M = n, je zobrazeni pfifazujici kaz-
dému p € M orientaci te¢ného prostoru T, M tak, Ze pro kazdé oteviené okoli U = U° C M
aXi,..., X, € X(U) takova, Ze soubor vektort (Xi|,, ..., Xy|,) je vkazdém bodé Vp € U
linearné nezavisly, plati:

f(p) =a(p)(Xil,,. .., Xal,) je konstantni (¢i ekvivalentné hladka) funkce na U.

Varietu, na niz existuje orientace, nazyvame orientovatelna.

Pozndmka 10.5. Oznacent: o (p)(Xil,, ..., Xul)) = o(Xil,, ..., Xul)-
Pozndmka 10.6. Pokud na M, dim M = n, existuje w € Q"(M) takova, ze w(p) # 0 v
kazdém bodé p € M, pak je M orientovatelna:

w(Xy,. .., X,)(p)
|W(X17 s 7Xn)(p) |

Disledek 10.7. T*M je vzdy orientovatelné, T'M orientovatelnd byt nemusi.

(X1l s Xal,) =

Pozndmka 10.8. Na symplektické varieté (M,w) lze vzdy zavést orientaci vyuzitim po-
znamky 10.6 pomoci @ = w Aw A ... Aw € QUM (L),

Pokud v M existuje uzaviena kiivka v : (0,1) - M, U =U° C M a X € X(U)
takové, ze

e 7({0,1)) C U,
e Vt € (0,1) kiivka ~ spliwje ¥(t) = X (y(t)),
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e a existuji linedrné nezavislé vektory Ei,...,E, € T, oM = T,q)M takové, Ze
(UL (E)),..., UL (E,)) je baze opacné orientovana nez (Ei,..., E,), tj. matice
prechodu z jedné baze do druhé ma zaporny determinant,

pak M neni orientovatelna.

Priklad 10.9. Mobitv list neni orientovatelny.

Pozndmka 10.10. Jsou-li na varieté zadany souradnice, pak, neni-li vyslovné fe¢eno jinak,
predpoklddéame, Ze jsou v uvedeném poradi odpovidajici bazickd vektorova pole kladné
orientovana.

Definice 10.11. Bud M diferencovatelna varieta s orientaci o, dimM = n, U = U°
soufadnicové okoli se soufadnicemi (z?), p : 2(U) C R™ — U zobrazeni inverzni k sourad-
nicim. Bud dale forma w € Q"(M) a nosi¢ této formy suppw = {p € M|w(p) # 0} C U.
Definujeme integral z formy w na varieté M predpisem

w = e, — W) pdx .. da™.
/ /ng (a 1 axn) x(U)(QO )1

Pozndmka 10.12. Dle vyse uvedeného nezavisi [ 4 W na vybéru souradnic na U.

Nyni zbyva zjistit, jak integrovat formy, jejichZ nosi¢ nelze pokryt jedinou mapou.

Definice 10.13. Bud M diferencovatelna varieta, {U, }aer jeji oteviené pokryti. Indexova
mnozina J a soubor funkei fz € C*°(M), § € J, tvoii rozklad jednotky podiizeny
pokryti {U, }aer pokud jsou splnény néasledujici podminky:

1. (Vg € J)(3a € I)(supp fs C U, a soucasné je supp fz kompaktni),
2. (Vpe M)(AU =U° > p&3IK, C J,#{K,} < +00)(VB € J\ K,)(supp fzNU = 0),
3. (VB € J)(Vp e M)(fs(p) = 0),
4. (Vp e M)(Z,BGJ fs(p) = Zﬂe}(p fs(p) =1).

Véta 10.14. Ke kazdému otevienému pokryti {U, }aer variety M existuje jemu podiizeny
rozklad jednotky. (Pfi¢emZ neni urcen jednoznacné.)

Diikaz. Bez dikazu. K platnosti véty potfebujeme parakompaktnost v definici variety.
[ |

Definice 10.15. Bud M diferencovatelna varieta s orientaci o, dim M =n aw € Q" (M).
Definujeme integral z n—formy w na varieté M predpisem

/ w= 2/ fsw, (10.6)
BeJ
kde {fs}ges je rozklad jednotky podiizeny né&jakému atlasu {U,, (2% }acr-

Pozndmka 10.16. [,, w nezavisi na vybéru {Us}aer.

Diikaz. Pomoci spoleéného zjemnéni {U, N Ug}ae 1.pei @ jemu podrizeného rozkladu
jednotky. W

47



Véta 10.17. Bud ¢ difeomorfizmus orientovanych variet M a N stejné dimenze n, za-
chovavajici orientaci, w € Q*(N), U = U° C M. Pak plati:

A(U)MZL¢*w. (10.7)

Drikaz. Pomoci rozkladu jednotky prevedeme na soucet integralii v R”, déle viz sub-
stituce v Lebesgueové integralu. M

10.1 Cviceni

Cviceni 10.1. Zdavodnéte, ze pro libovolny vektorovy prostor V' konecné dimenze s ori-
entaci o, okoli U = U° C V, variety M, N, zobrazeni F' : U — M, difeomorfismus
¢ : M — N a libovolnou w € Q"(N) plati

/ w = / i* ’
((j)(f]),d)oF) (f/ ,F)
kde f/ - 1 (1/) a (h]ll [/ =n.

Navod. Vyuzijte vétu o substituci v integralu a vysledek cviceni 5.3.

Cviceni 10.2. Uvazujte varietu M = S?%[u, v] se standardné zvolenou (viz. poznamka 10.10)
orientaci o (6%, %) =1 a2-formu w = mdu A dv. Spocitejte f52 w.

Vysledek. |. g2 W = T, vypocCet je nejsnazsi v polarnich soufadnicich na roviné [u, v].
Cwiceni 10.3. Uvazujte symplektickou varietu (M,w) a kanonické zobrazeni ¢. Uvazujte
néjaké U = U° C R?* 2 <2k < dim M a ¢ : R* — M, ¢(U) = U. UkaZte, Ze plati

/~ gu/\w/\.../\a;:/w/\w/\.../\w,
¢(U) U

—
k—krat

tj. ziskdvame znamé Poincaréovy—-Cartanovy integralni invarianty kanonickych transfor-
maci.

Cwiceni 10.4. Mé&jme orientovanou varietu (M, o) dimenze n, formu w € Q"(M) a vekto-
rové pole X € X(M). Ukazte, Ze pro libovolné oteviené okoli U = U° C M plati

d
— / w:/.,iﬂxw.
dt],_, v (U) U
Ndvod.
d / d / PR / d P /
— W= — L W = — v w= [ ZLxw.
dt],_, L (U) dt],_, U( X) v dt t:O( X) U

1

F:(0,1) 5 R® F(t) = (cos(t?),sin(t?), ), U= F(U).

Cviceni 10.5. V R3[z, y, 2] uvazujte w = — (xdx + ydy + zdz) a zobrazeni

Urcete f

(0,F) w.
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Vyjsledek.

t3

t3 1 2
Fro = —2———dt, —2/ ~dt = , / wo Y2y
VIt VI+ it V14t (0.F) 2

Cvicent 10.6. Stejnou tlohu jako vyse feste pro zobrazeni
F:(0,1) >R F(t) = (cos(t),sin(t),t), U= F(U).
Vysledek.

t

¢ 1 5
VN R S R S R
V1Tt V1Tt 22 V1412 (@1,F) 2

Cviceni 10.7. Uvazujte S?[6, ¢] vnorenou do R®[z,y, z| predpisem

F(9,9¢) = ! jﬁ (sin 0 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 0)

2

1
W= s (xdy Adz +ydz Ade + zdz A dy).

vVt +y? 4+ 22
Zduvodnéte, ze vnoreni F' je mozné jednoznaénym hladkym zptisobem definovat na celé
sféte a urcete f(527 W
Vysledek.

F*w =sin6df A do, w:/ Frw = 4.
(52,F) 52
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Kapitola 11

Integrace na varietach s hranici,
Stokesova véta

Definice 11.1. Bud M s orientaci ¢ vnofena podvarieta N, ¢ : M — N vnofeni,
dim M = m, dim N = n > m. Pak pro w € Q"(N) definujeme:

/ w:/ Pw. (11.1)
(¢(M),¢) M

Poznamka 11.2. Hodnota integralu opét nezavisi na konkrétnim zptisobu parametrizace
N, ale muze se lisit pro ¢ a ¢, ktera nelze propojit difeomorfizmem ¢ : M — M takovym,
ze g = ¢ o,

Nyni chceme dospét k jedné ze zékladnich vlastnosti integrala z forem, tzv. Stokesové

vete:
/dw:/ w. (11.2)
M oM

K tomu bude tfeba vyjasnit, v jakém smyslu je varieté M pfifazena jeji hranice, o jakou
geometrickou strukturu se vlastné jedna a jak je orientovana.

Nejprve budeme uvazovat dva specidlni pripady Stokesovy véty, jez nam umozni po-
chopit motivaci pro potfebné pojmy a nasledné vétu odvodit v jeji obecné podobé.
Priklad 11.3. Uvazujme R?[z,y] a oblast Q C R? vymezenou jako vnitiek konvexniho
linearniho obalu © = ([(0,0), (1,0), (0,1)],)°. Hranici 2 popiseme pomoci tii usecek pa-
rametrizovanych zptisobem

71(7—) = (77 0)7
Yo (1) = (1 —7,7), 7€ (0,1).
v3(1) = (0,1 —7),

Na R? definujeme orientaci o((1,0),(0,1)) = 0(8%, a%) = 1, tseky hranice oblasti €2
orientujeme tak, aby 0;(Z) = 1 < o(7, () kde 7 je vnéjsi normala k Q v

1,
q € 7((0,1)) a 7 je soufadnice podél ;. Bud w = w,dz + w,dy € Q(R?) libovolna
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1-forma, dw = (0w, — Oyw,) dz A dy. Pak plati:

11—z 1—-y 11—z
/dw —/ d:c/ (Opwy — Oywy) / dy/ dz Oyw, — / dx/ dy Oywy

_ / dy (wy(1 — ) — 0, (0.9)) — / A (w(z,1 — 2) — we(x,0))

0

= /1dy wy(0,y) + /ldx we(, 0)+/01d7 (wy(1 = 7,7) —wa(l —7,7))

= / w + / w + / w = /
o9

Priklad 11.4. Bud M = R"[z',...,2"], (e;) standardni baze R", soufadnice 2’ (a’e;) = 27,
eo =0, Q= ([eo, €1, - -, nlx)° orlentace oler,....en) =1,00 =" l€0, 1€, €nln,
kde stiiska zna¢i vynechani prvku.

Na 0Q; = leg,...,€;,...,€,]x zavadime orientaci opét tak, ze o;(f1,..., fn_1)(z) =
o(i, fi,. oy fuo1)(2), kde fi,..., fano1 € TL(0);) a 7 je ven orientovand norméla k nadro-
viné obsahujici 92;. Dale necht w € Q" 1(V), tj. dw € Q"(V), kde V =V° CR*, Q C V:

y3w, kde ~2(r)=(1-7.7)

W—sz Dt dat AL /\d/a;i/\.../\dx", dw-Z(?C;Z) de' AL A da".

i=1

Pro integrél z n—formy w pres oblast {2 dostdvame (nutno pamatovat na orientaci):

n " (9wi
/dw_/o<z3<1 Vo de 2 o

PHEEZES! =1
= _ de'. .. dat.. . da" wi(xl,...,l—g o) —

: 0<zI<1 L

=17 e, e @ <1 7]

—_——
i-t4 pozice
_wz(zla ) 0 ) 71"”)
V.

i-t4 pozice

_Z/ o<wic1 1...(§;i...d$"(wi(x1,...,1—ij,...,x")> +Z:;/ain

] 1,5#i ¥ <1 i#]

i-t4 pozice
n

= (—1)i+1wid:z:l/\.../\d/ayi/\.../\dx”—l— / w= / wz/w
/890; ; oQ; ; 0Q; o0

V piedposlednim rovnitku se orientace soufadnic (z',...,7% ..., 2") na 9 projevila
alternujicim znaménkem (—1)*1.
Definice 11.5. Mé&jme R? se standardni bazi (eq,. .., e,) a orientaci o, o(ey,...,e,) = 1.

—,

Definujeme standardni p—simplex A, jako (ey = 0):

P
A, = [eg, €1, .., ¢) = {a'e;|a’ >0, Zai <1} (11.3)
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Definice 11.6. (Singularni) p-simplex v n-rozmérné varieté M je hladké zobrazeni o,
néjakého U = U° C RP, kde A, C U, do M.

Pozndmka 11.7. V prfedchozi definici se za defini¢ni obor zobrazeni bere okoli A, a ne
samotné A, mj. proto, ze chceme, aby byla zajisténa existence derivaci na hranicich. Déle
pokladame o, = 0,(4,).

Pozndmka 11.8. Dva singularni p-simplexy o, a 0, (z U C R? do M) povazujeme za
ekvivalentni, pokud existuje V' = V° C U, A, C V a difeomorfizmus ¢ : V. — ¢(V)

zachovavajici orientaci takovy, Ze ¢(A,) = A, a 0,y = ;‘qu) o Ply,-

Definice 11.9. (Singularni) p—fetézec v n-rozmérné varieté M je libovolna formalni
linearni kombinace singularnich p-simplexi na M (modulo ekvivalence).

Definice 11.10. Operator hranice 0 prifazuje p—fetézcim na M (p — 1)—fetézce na-
sledovné:

e Standardnimu p-simplexu priradi

p
oA, = (1Al (11.4)

k=0
kde Az(,li)l = [€0, ..., €k,-..,€pls je tieba chapat jako singularni (p — 1)-simplex ve

variets R?, AW 1 U c RP-1  RP, kde A, C U.
e Singularnimu p-simplexu o, priradi
p
0o, =Y (~1)fa,0 AP, (11.5)
k=0

e Linearnim rozsifenim definujeme hranici libovolného singularniho p—tetézce.

Jinak feceno, operator hranice prifazuje p—simplexu orientovany soucet jeho stén, kde

orientace je indukovana vnéjsi normalou a orientaci R?, tj. o’(f1, ..., fo—1) = o(n, fi,. .., fr—1).

Pozndmka 11.11. 7 elementérni geometrie dostavame 9?°A, = 9 o0 d(A,) = 0 a tudiz i

obecné plati
0* = 0. (11.6)

Definice 11.12. Bud ¢, singularni p-fetézec ve varieté M, ¢, = Zle aiaz(f). Integral

p—formy w pres fetézec ¢, je definovan predpisem

k k
/CP ; (37 (Ap).of) ; A, L

Véta 11.13 (Stokesova pro p-fetézce). Bud ¢, pTetézec na varieté M, w € QP~1(M).

Pak plati
/dw:/ w. (11.8)
Cp Ocp

Diikaz. Viz integraly po standardnich simplexech a definice integralu po p-fetézci. W
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Véta 11.14. Bud N orientovana varieta, dim N = p, ¢ jeji prosté vnoteni do variety M.

Bud déle ¢(N) kompaktni. Pak existuje triangulace vnotené podvariety N ~ ¢(N), tj.

)

jeji pokryti p-fetézcem ¢, = > ", az(;k , ktery spliuje:

LVkem: o) : U® =U®° o M, A, c UB), af?(A3) C ¢(N),
2. Vkem: J]E,k) je prosté,
3. Vk € i : o zachovava orientaci variety d(N),
4. Vg € ¢(N) : (Ellk‘ eEm: q= J,(Jk)(qo), Qo € A;) nebo
(Elk Em: q= az(,k)(qo),qo €A\ A;) )
Takovy Tetézec nazyvame simplicialni.

Oc, = ON lze popsat jako kone¢né sjednoceni vnofenych variet prekryvajicich se na
mnoziné miry nula z hlediska fac,,' Vnitini stény se pii integraci (¢i rovnou v linearni
kombinaci simplexii) navzajem vyrusi, nebot jsou v dc, vzdy obsazeny dvakrat s navzajem
opacnou orientaci. Tudiz dostavame nasledujici vétu.

Véta 11.15 (Stokesova). Necht N je orientované prosté vnorena podvarieta M takova,
7e N je kompaktni podmnozina M, dim N = p, w € QP~1(M). Pak plati

éNw:[de. (11.9)

11.1 Poincaréovo lemma

Zavedeni integrace na varietdch nadm umoznuje dokézat Poincaréovo lemma o lokalni
exaktnosti uzavienych forem. Nejprve musime zobecnit vysledek cvic¢eni 10.4.

Lemma 11.16. Uvazujte varietu M a hladké zobrazeni ¢ : (0,1) x M — M takové, ze
pro kazdé t € (0,1) je ¢y : M — M : ¢i(p) = ¢(t,p) difeomorfismus. Bud V' vnorena
podvarieta dimenze k, V (t) = ¢,(V). Pak pro libovolnou k—formu w € Q¥(M) a t € (0,1)
plati

d d 1

— w= Zxw, kde Xy € X(M), Xi(p) = —|  ¢s(é; (p)). (11.10)

dt Jy V(t) ds|,

Diikaz. V tomto piripadé bohuzel nemizeme pouzit obdobnou argumentaci jako ve
cvidenf 10.4, protoZe zobrazeni ¢ neni tokem vektorového pole X,. Refenim je pridanf
dalsi dimenze k nasi varieté, tj. budeme uvazovat M = (0,1)[t] x M, na kterou nase
objekty preneseme nasledovneé:

e w € OF(M) muZeme piimo interpretovat jako w € QF(M) s tim, Ze v soufadnicovém
vyjadieni neméa zadné ¢leny tvary dt A .. .,

e V(t) definuje vnofenou podvarietu dimenze k v M piedpisem V (t) = {t} x V (),
e vektorova pole X; nam definuji jedno vektorové pole na M piedpisem

0 0 d
+Xt| =

T P o T ae

06 0))

t,p t,p €
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Tok vektorového pole X € X (M) ma tvar
U (t.p) = (1), p(7)) = (t+ 7 deir(r " (D))

jak ovéfime vypoctem derivace

p(r) = % L Srirre(y (D) = % B Prrrie(Prir (Prir (7' (0))) =
- % » Dtrre(Dr-(0(7))) = Xiyr (p(7)) = Xi(ry (p(7)).

Na zakladé vysledku cviceni 10.4 mizeme tudiz psét

— w—/ Lrw.

Vzhledem k tomu, Ze w nezéavisi na t a neobsahuje zadné prispévky tvaru dt A. .., mizeme
nasledné psat Lyw = ZLy,w (kde striktné vzato pro ucely rovnosti interpretujeme X; a
w jako objekty na varieté M s nulovymi t-slozkami) a ff/(t) w = fv(t) w. Tim ziskavame
dokazovanou identitu (11.10). W

Disledek 11.17.
d * *
a (¢tw) = ¢y Lx Xw

Diikaz. Integral v (11.10) preneseme z V' (t) = ¢¢(V') na V pomoci véty 10.17 (pozna-
menejme, ze viechny difeomorfismy ¢, ze spojitosti v parametru ¢ transformuji orientaci
V stejné) a vyuzitim libovolnosti integra¢ni oblasti ziskavame hledany dusledek. W

Lemma 11.18. Bud M = B(0,1) = {f e R"|Z] < 1} CR", k > 1 aw € Q¥M),
dw = 0. Pak existuje a € Q*"1(M) takova, Ze w = da.

Diikaz. Budeme uvazovat zobrazeni ¢y(¥) = (1 — t)f eﬁnovana pro 0
Odpovidajici vektorové pole X; méa tvar X;(§) = < 1T = kde 0

e
Mame ¢y = id, ¢1 = 0 a tudiz ¢ = id, ¢7 = 0. Vyjédfime

H

<t <
<t<

1.
1.

€

1) = (63) () = 65 () 6 ol = — I [ @ @)as

e—1—
€

= — lim ¢ (Zx,w (¢s(7))) = — lim ¢ (dixSW(cbs(f)))dS =

e—1— e—1—

— _ lim d /0 07 (ix.w (6(2))) ds

e—1—

coz lze dale upravit jako d (— lim,_,;- f; o (ix,w (ps(T))) ds), pokud limita existuje. Jeji
existenci ukazeme v souradnicich,

w:w?dXI.

Pro upravy definujeme w; = (SjIWj a zjistujeme, Ze ixw = Xiwijdm‘], tj.

' . yi =
ixw(y) = =7 w5 (H)dy”
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i (i, (6,(8)) = —a'w (1 = )1 = 5) o,

Oznac¢ime-li 7 = 1 — s, dostavame hledanou (k — 1)—formu « na B(0,1) ve tvaru

1 - 1 -
a= —/ drrht (—xiwe(Tf)de> = </ dTTklwe(Tf)) r'dr”.
0 v 0 v
|

Véta 11.19 (Poincaréovo lemma). Bud w uzaviena k—forma na varieté M, k > 1 a
U = U° C M oteviena podmnozina difeomorfni oteviené kouli v R¥™M  Pak existuje
a € QFH(U) takovd, Ze wl,; = da.

Diikaz. Preneseni lemmatu 11.18 do M difeomorfismem. B

11.2 Cvicéeni

Cviceni 11.1. Graficky naleznéte triangulaci S%, T? = S!' x St a B(0,1). Urcete 052,
0B(0,1).

Ndvod. Pii zakresleni triangulaci do rovinnych map na S2?, T? = S! x S! je tieba
kontrolovat, aby se zadny ze simplexti neprotnul v limitnich bodech na “okrajich” mapy,
to je castou chybou.

Cviceni 11.2. Uvazujte 2-rozmérnou realnou varietu C ~ R?[z,y] a na ni diferencialn{
1-formu s hodnotami v komplexnich ¢islech vyjadienou néasledujicim zptisobem

w= f(z,y)dz = (fre(z,y) +ifim(z,y)) (dz +idy)
= (fre(z,y)dz — fin(z,9)dy) + i (fre(x,y)dy + fim(z,y)dz), (11.11)

kde f(z,y) = fre(z,y) + ifin(z,y) € CF(R%C), tj. fre(2,y), fim(z,y) € CZ(R?) a
z = x+iy. Ukazte, Ze w je uzaviena prave tehdy, kdyz f je holomorfni, tj. spliiuje Cauchy—
Riemannovy podminky (uzavienost formy s hodnotami v komplexnich ¢&islech chapeme
jako soucasnou uzavienost jeji realné a imaginarni ¢asti v druhém radku (11.11)). In-
terpretujte Cauchyho vétu o integrélu z holomorfni funkce podél uzaviené kiivky jako
specialni pripad Stokesovy véty.

Cwicent 11.3. Na varieté M = R3[x,y, z] — {0} uvazujte

1
w= = (zdy A dz + ydz Adz + zdz A dy) € Q*(M)

a2+ y? + 22

a dvé podvariety

_ (z —99)? 2 2
Nl—{(x,y,z)eM e +y +30z° =1,
B (:E—l()l)2 9 9
NQ—{(x,y,z)EM e +y +30z"=1p.

Urcete lew a fNQw.
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Ndvod. Vyuzijte skuteénosti, ze dw = 0 na celé varieté M (ovéite). Tudiz pro integra¢ni
podvarietu N», ktera ohranic¢uje otevirenou oblast v M, dostavame ze Stokesovy véty primo
| N, W = 0. Pro integracni podvarietu Ny stejny argument nefunguje, nebot ve “vnitiku”

N lezi bod 0, v ném# w neni definovana (proto byl vynechan z variety M). Ale Stokesova
véta nam umoznuje integral prevést na integral pres vhodnéjsi podvarietu obepinajici
singularni bod 0, napf. jednotkovou sféru. Nasledné prevedenim do sférickych soufadnic
(viz cvieni 6.3) a integraci dostavame [ w = 4.

Cviceni 11.4. Ukazte, Ze 2—forma w = sin df A d¢ definovand na sféie S?[0, ¢] a hladce
dodefinované na celé S? neni na S? exaktni.

Nidvod. Pokud by exaktni byla, w = da, tak [,w = [,¢ @ = 0. Pfitom vime, ze
ISZ’ w = 4m, coz je hledany spor.
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Kapitola 12

Variety s dodatec¢nou strukturou

Podobné jako v pripadé Hamiltonovské mechaniky, i pro popis elektromagnetismu c¢i
obecné relativity potfebujeme na varieté — ¢asoprostoru jisté dodateéné struktury. Uka-
zuje se, ze zédkladnim pojmem je metrika, kterda ndm umozni na varieté mérit vzdalenosti
a uhly.

Poznamka 12.1. Méjme vektorové prostory V a W kone¢nych dimenzi. Lineérni zobrazeni
AV — W je mozné interpretovat téz jako bilinearni zobrazeni A : V x W* — R nebo
jako linearni zobrazeni A : V ® W* — R. Prostory linearnich zobrazeni V' — W a
linearnich funkcionali V' ® W* — R je tedy mozné kanonicky ztotoznit.

Diikaz. Uvazujme bazi (e;) prostoru V', bazi (f,) prostoru W a k ni dualni bazi (f**)
prostoru W*. Zobrazeni A je pak zadano svou matici Af: A(e;) = f,A. Odpovidajici
zobrazeni Ayyp~ : V X W* 5 R a Ayew- : V ® W* — R pak konstruujeme nasledovné:

Avsw=(ei, f*) = AF, Avew-(e; @ f*) = AJ.
7 predpisu pro zmeénu matice zobrazeni pii zméné bazi
e, =Tle;, fi="50fs [ =(S"pf"
vyplyvé
Ve (€l [ = AT = (STOASTY = Avaw (T ey, (ST3f) = Avaw- (€, £,

takze definice Ay« na vybéru bazi nezavisi a podobné téz pro Aygu .

Rozdil mezi Ay w+ a Aygw+ je viceméné jen terminologicky, tenzorovy soudéin
V ® W* v sobé dle definice obsahuje linedrni kombinace elementi tvaru v®@w, v € V,w €
W se ztotoznénim (v; + v2) QW =V QW + VvV @ W, v @ (W +wy) =V R Wy + v ® wy a

Av@w)=Mew)=v® (M), leR.
Bilinearita zobrazeni Ay .y« zajistuje, Ze
Avsw=(Ae, f*) = Avsw(e, Af) = Mysw= (e, f7).

Podobné tuvaha plati i pro ekvivalenci z hlediska aditivity, tj. 1ze konzistentné definovat
hodnotu Ay g~ (v®w) nezavisejici na volbé vyjadieni vektoru v ®@w jako uspotradané dvo-
jice a takto definované zobrazeni Ay gy« je linearni. Nadale nebudeme indexy odlisujici,
na co zobrazeni A pusobi, pouzivat a bude to vyplyvat z kontextu. M
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Definice 12.2. Tenzor ¢—krat kovariantni a r—krat kontravariantni na varieté M
je hladké zobrazeni, které kazdému p € M piitadi T'(p) € (T, M)®? @ (T,M)®". Prostor
q-krat kovariantnich a r—kréat kontravariantnich tenzorii znacime T (M). Tenzor T'(p) v
bodé p je multilinearni zobrazeni

T (T,M)*0 x (T;M)*" — R, (12.1)

Pozndmka 12.3. Tenzor g-krat kovariantni a r—krat kontravariantni lze téz chapat jako
C*°(M)—multilinearni zobrazeni

T: (X(M))*? x (QYM))*" — C®(M), (12.2)
£,
fT(X1,. ., Xgwh W) =T(f X, .., Xpw', W) =... =
T(Xy,..., fXpw, . W) =T(X1,. .., Xy fwh W) = ..
pro libovolnd Xi,..., X, € X(M), w',...,w" € QY(M), f € C*(M). Této skutecnosti

casto s vyhodou vyuzivame pri urcovani, zda zadané R-multilinearni zobrazeni je ¢i neni
tenzor.

Poznamka 12.4. Takto definovany tenzor T se ¢asto ve fyzice nazyva tenzorové pole,

nebot je definovan v kazdém bodé variety.

Definice 12.5. Metrika g € Ty (M) na varieté M je 2-krat kovariantni symetricky tenzor
na M nedegenerovany v kazdém bodé p € M. Varietu M s metrikou g zna¢ime (M, g).
Metrika g na varieté M se nazyva

e riemannovska pravé tehdy, kdyz je g(p) pozitivné definitni pro vSechna p € M.

e lorentzovska (pseudoriemannovska) pravé tehdy, kdyz ma g(p) konstantni sig-
naturu (dim M — 1,1) nebo (1,dim M — 1) pro vSechna p € M.

Pozndamka 12.6. Na varieté muze byt zavedeno vice metrik, je tfeba vzdy uvést, kterou
pravé uvazujeme.

Poznamka 12.7. Zadand metrika nam poskytuje nasledujici vlastnosti a moznosti:
1. umoznuje mérit délky tecnych vektort a tihly mezi nimi;

2. metrika | . o
9(p) = g;j(p) dz’ ® da’ = g;;(p)dz'da’

se pii zméné soufadnic transformuje nasledujicim zpisobem (p € M, g¢;;(p) =

95i(p)): ,
; ; Oz Ox
9(p) = gy(p) da @ datl, gl = STy, (123)
3. Necht je M vnorena podvarieta N, ® : M — N a g riemannovska metrika na N.
Pak
Pge (M) (2°9)(V,W)(p) = g(P.(V],), D.(W],)) (12.4)

definuje riemannovskou metriku na M. Tato metrika se nazyva indukovana met-
rika. V piipadé, Zze g mé jinou nez definitni signaturu, tak ®*¢g nemusi byt nedegene-
rovand, tj. obecné neni metrikou (viz svételny kuzel v Minkowského prostorocase.)
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4. Metrika umoznuje vzajemné jednoznacné zobrazit T),M a Ty M pomoci zobrazeni
b(p) : TyM — Ty M af(p) : Ty M — T,M, pro ktera plati b o f = id a

CEVIW) =g(V.W),  gip)e, V) =a(V), YV WeT,M, ac T;ff‘(f |
12.5

Dale budeme zkoumat, jakym zptusobem lze na varieté zadat derivaci vektorovych
poli ve sméru tecného vektoru ve zvoleném bodé. Prfipomenme, zZe Lieova derivace neni
definovana ve sméru tecného vektoru, protoze potfebujeme znat hodnoty vektorového
pole, podle kterého derivujeme, na okoli bodu, ve kterém derivaci vyhodnocujeme. Tato
nesnaz odpada pii vyuziti nasledujicitho druhu derivace.

Definice 12.8. (Afinni) konexe (Casto téz zvand kovariantni derivace, angl. affine
connection) na varieté M je zobrazeni V : X (M) x X(M) — X (M) : V(X,Y) = Vx(Y)
vyhovujici vztahtim

1. Vixay(Z) = fVX(2) + Vy(2),
2. Vx(aY + Z) = aVx(Y) + Vx(2),
3. Vx(fY) = fVx(Y) + (X[)Y,

Vf e C®(M),Va € R,VX,Y,Z € X(M).

Pozndamka 12.9. Kvuli tfeti podmince konexe neni tenzor (ale rozdil libovolnych dvou
konexi jiz evidentné tenzor je).

Mé&jme na U = U° C M referen¢ni soufadny systém (reper), tj. e, ...,e, € X(U),
(€1|p e en]p) jsou linearné nezavislé pro vsechna p € U. Pak mame slozky X*, Y €
C>=(U) vektorovych poli X = X'¢;, Y = Y'e;. Definujeme slozky konexe V vzhledem k
reperu (eq, ..., e,), které zna¢ime Ffj, predpisem

Vei(e;)(p) = TL(p)ex(p)- (12.6)
Pro konexi aplikovanou na libovolna dvé vektorova pole pak ziskavame vyjadieni
Vx(Y) = X'V, (YVe;) = XY T ep + X'ei(Y) ej = XYV T er + X(Y)ey.  (12.7)

Specialné pro e; = % mame

: 0 0
_ Tk k
Vo (V)= (Y T+ 5 Y ) e (12.8)

Slozky konexe Ffj obecné nejsou symetrické v indexech 1, j.
Definice 12.10. Tenzor torze T € Ty (M) konexe V je dan vztahem:
T(X,Y)=VxY —-VyX - [X,Y], VXY € X(M). (12.9)

Pozndmka 12.11. V soutadnicové béazi e; = % je torze nulova pravé tehdy, kdyz slozky
konexe I’fj jsou symetrické v indexech 7, 7. V jinych reperech to ale neplati!

Definice 12.12. Tenzor kiivosti R € T} (M) konexe V je definovan vztahem:

R(X, Y)Z = VX(V)/Z) — VY(V)(Z) — V[Xy]Z, VX, Y, Z € X(M) (1210)

29



Poznamka 12.13. Skutecnost, Ze torze a kiivost jsou skutecné tenzory, lze snadno ovérit
vyuzitim poznamky 12.3 a vlastnosti konexe.

Pozndmka 12.14. Mame-li varietu s metrikou (M, g), pak na M existuje vyznacna konexe
VEC, ktera se nazyva Levi-Civitova. Spliuje vztahy

T=0, X(g(Y,2)=9(VXY,2)+9(Y,V¥'Z), VXY, ZeX(M) (12.11)

a je jimi uréena jednozna¢né. V soutadnicich (z) majf slozky Levi-Civitovy konexe V¢
tvar

1,0 0 9
ik =59\ R + 93 I~ gy dik |
kde g" jsou slozky matice inverzni k symetrické matici g, ggy. = dt.

Déle se ukazuje, Ze na varieté s metrikou (M, g) a s orientaci o existuje vyznacna
forma w, maximalniho stupné, nenulova v kazdém bodé p € M. Je dana predpisem

wy =vol, =0 (%, Ce %) Vdetg| dot AL A da (12.12)

Skutecnost, ze se jedna o dobfe definovanou formu vyplyva z toho, ze pfi transformaci
soufadnic mame

1 n 0zl 4 ~n AN .
de'A...ANda" =det | = | dZ'A ... AdZ", |detg| = |det| == | det g|
ozt ozt

a o rozdil mezi determinantem a jeho absolutni hodnotou se postara transformace orien-

tace ]
9 O\ _ wnae (27 (2 0
o EISERRREI = sgnde o7 o 9 g )

Definice 12.15. Bud (M, g) varieta s metrikou a orientaci, f € C°°(M). Pak definujeme

/Mf:/Mfwg. (12.13)

Dale ndm metrika na n-rozmérné varieté M s orientaci 0 umoziuje zavést zobrazeni

mezi vektorovymi prostory AKM a AZTFM, resp. QF(M) a Q"*(M). Uvazujme a =
T k x T _ g ik SR e il

ade € AjM a oznacme af = g9 ... g'ka; (jak jiz bylo zavedeno vySe, g" jsou

slozky matice inverzni k matici metriky ¢). Definujeme

Definice 12.16. Hodgetv dual formy a = a?dx? € A’;M je (n — k)-forma xa =

—

() jdx J uréend predpisem

(*a)jza (%,,%) V| det g| a?é(li;l). (12.14)

Pozndmka 12.17. Nezéavislost konstrukce *o € Ag_"“]\/[ na konkrétni volbé béaze se ukaze
obdobné jako vyse pro formu w.

Priklad 12.18. 1 € C®(M) = *1 =w, € Q"(M).
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Opakovanou aplikaci Hodgeova operatoru, tj. % o *, dostaviame identické zobrazeni
aZ na znaménko zavislé na dimenzi variety, stupni formy a signatufe metriky (napf. na
riemannovskych varietdch mame *(xa) = (—1)¥"*a pro a € QF(M)).

Definice 12.19. Uvazujme varietu M s metrikou ¢ a orientaci o. Definujeme operétor
koderivace d* : QF(M) — QF1(M) nésledovné

A% = (=1)5R) w d % g0 B e QF (M), (12.15)
kde s(n, k) € {0, 1} zavisi na signatufe metriky nasledovné:

s(n,k) =n(k+1)+ 1, g riemannovska, s(n,k) =n(k+1), g lorentzovska.

Priklad 12.20. M =R? g =37 do'® da', a = qda’ = d*a = —3; | 2% = —diva.

12.1 Cviceni

Cviceni 12.1. Na varieté S2[0, ¢] uvazujme metriku g = df ®df+sin? §d¢ ® d¢. Ukazte, ze
g = O Geart, kde ¢(6, ¢) = (sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 0) a Geary = dz@dr+dyR@dy+dz®@dz.
Naleznéte slozky Levi-Civitovy konexe a tenzoru kfivosti.

Vyjsledek. Nenulové slozky konexe a kiivosti jsou

F& = F$9 = cotgd, Fgﬁaﬁ = —sinf cos¥,

Reqﬁ@qs = —R¢99¢> =sin®0,  Ros”y = Roo®y = —1.

Cuiceni 12.2. Na varieté R3[z, y, 2] uvazujme kartézskou metriku
Geart =d$®dx+dy®dy+dz®dz

Vyjadiete geary ve sférickych soutadnicich [r, 8, ¢]. Za predpokladu standardni volby ori-

0 90 0

entace 0 ( 57, 5,0 5; ) = 1 naleznéte explicitni vyjadieni Hodgeova operatoru

1 QHR?) — Q*(R?), 1 Q3(R?) — QY(R?)

v obou soufadnych systémech a podobné vyjadrete d* = * od o * : Q1(R3) — C°(R3).
Vyjsledek.
Geart = dr @ dr + 172df ® df + r* sin® fd¢ @ do,

a=ozdr +ady +a.dz =  *xa=a,dy Ndz+ aydz Ade + a.de A dy,
B =pBdyANdz+ Bdz ANde + B.de Ady = *8 = Bdz + B,dy + B.dz,

a=o,dr +opdd +ogdp = xa = ,O%edr A df + sin 6 agdg A dr + 12 sin fa,.df A do,
sin
B = pPsdr NdO + Bpdp ANdr + B,dONdp = *8= @r dr + ,ﬁ—edé + sin 654d o,
r2sin 6 sin 6

d*a = @Cozx + 8@;0@ + aza/z -

1 da, ) )
2520 <2TS1H20QT+T2Sin298_C);,+Sin000500€0+sin20%+%)
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Cviceni 12.3. Uvazujme Maxwellovy rovnice ve vakuu v integralnim tvaru

jfﬁ-d
oS

L1 L
7{ E-dS=— | pdV (Gauss), % B-dl
av as

€ Jv

=l

_ _i/é-dg (Faraday), fé.ds?:o, (12.16)
dt S S

L d [ - -
uo/j-d5+eouo—/E-dS (Ampér).

s dt Jg
(12.17)

Ve stacionarnim, tj. na Case nezavislém, i v nestacionadrnim piipadé zapiste Maxwellovy
rovnice v diferencidlnim tvaru v podobé nezéavislé na vybéru souradného systému (a tedy
pripoustéjici i zakiiveny prostor(ocas)).

Ndvod. Ve stacionarnim piipadé je vyuzitim Stokesovy véty prvni série Maxwellovych
rovnic plné geometrickd, (12.16) implikuje, ze vektorovému poli B odpovida uzaviena
2-forma B € Q*(R3) a vektorovému poli uzaviena 1-forma F € Q' (R?), predpisy

E =b(E) = E*dz + EYdy + F*dz, B =x(B) = B*dy A dz + BYdz A dz + B*dz A dy.

viz téz cviceni 6.1. Pro druhou sérii (12.17) pak potiebujeme vyuzit Hodgeovy dudly.
Pokud vektoru j € X (M) piifadime odpovidajici 1-formu 5 € 2'(R?), nachazime tuplnou
sadu stacionarnich Maxwellovych rovnic ve tvaru

dB=0, dE=0, d'E=2" aB=
€o

(Provérte explicitnim vypoc¢tem v kartézskych souradnicich.)

V nestacionarnim piipadé nase pole nelze chapat jako vektorova pole na prostoru R3,
nebot zéavisi i na ¢ase. Proto pro popis vyuzijeme jako varietu Minkowského prostorocas
M =RY3[t, z,y, 2] s odpovidajici Minkowského metrikou

Ovink = dt®@dt —dr @dr —dy ® dy —dz ® dz

kde pro jednoduchost piedpokladame, Ze vhodnou volbou jednotek mame ¢ = ——— =1

Prvni série Maxwelovych rovnic se pak da ekvivalentné pfepsat jako dF = O,\/lélTeO F =
B+ EAdt € Q2(M) a E, B jsou ze slozek vektoris E = (E*, EY, E*) a B = (B*, BY, B*)
definovany v kartézskych prostorovych soufadnicich stejné jako vyse. Ovérte, ze skutecné
dF = 0 v dusledku Maxwellovych rovnic (12.16).

Druhé série Maxwellovych rovnic se da kompaktné zapsat ve tvaru d*F = j, kde 1-
forma ctyfproudu j je dana diskrétnim ¢i spojitym rozlozenim néaboju a jejich rychlostmi.
Méame-li naboje rozlozené spojité s klidovou hustotou pg(¢, ) (tj. hustotou v lokalnim
souradném systému pohybujicim se s naboji), rychlost naboju v globélnich souradnicich

—

je U(t,7) a definujeme (¢, T) = %, pak mame
1—02(t,%)

0 L, 0 ‘ 0 L, 0
J=povg + Py 55 € X(M), sz(povaerovv-a—f)GQl(M)-
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