Transforamce operatoru momentu hybnosti do sférickych souradnic

Cilem tohoto dokumentu je detailné popsat odvozeni tvaru operatoru slozek momentu hybnosti a velikosti
momentu hybnosti ve sférickych soutadnicich. PouZzijeme ve fyzice standardni volbu téchto souradnic, totiz

x = rsinfcosp,
y = rsinfsin @, (1)

z = rcosf.

Operatory slozkek momentu hybnosti L; jsou definovany podle principu korespondence jako

Li = Eiijij.
Tudiz je tfeba nejprve najit vyjadreni operatoru Qj a P, ve sférickych soufadnicich.

Pro operatory polohy se nejdna o nijak slozitou dlohu. Jejich vyjadieni ziskdme pfimo z transformacnich
vztahi.

Qut(r,0,0) = x4(r,0,9) = rsinf cos p(r, 0, ),
Qui(r,0,0) = yu(r,0, ) = rsindsinpp(r, 0, p),
Q:U(r,0,¢) = 24(r,0,0) = rcos 0 4(r, 0, p).

Cheeme-li do sférickych soufadnic prevést operator hybnosti Py, definovany jako

maw(r, 6, ¢)

pkw(rvev 30) = - 8$k
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vyuzijeme derivace slozené funkce a derivaci podle proménné zj, rozepiSeme pomoci derivaci podle r, 6§ a .
Jelikoz pro libovolnou funkci f plati, Ze
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dostavame predpis pro derivaci podle xj ve sférickych soutradnicich jako
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Abychom tento vyraz méli kompletni, je tfeba spocitat derivace 6(%’ % a %. Tohle je moZné vicero zpiisoby.

Prvni z nich je pfimocary vypocet z inverzni transformace soufadnic

r = /I2+y2+22,
f = arccos I S— ,
/$2+y2+22

- ¥

(¢ = arctan (:v) .
Pro dalsi, linedrné-algebraicky zptisob, muZeme vyjit z toho, Ze je snadné zderivovat vztahy (1) podle promén-
nych 7, 6 a . Stejnym zpisobem jako u (2) muZeme psét
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Formalné tuhle soustavu muzeme chapat nasledujicim zpusobem
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Matice J je Jacobiho matici transformace (1) a tudiz je regularni pro rozsah parametra r, 6 a ¢. Z toho divodu
je mozné ji invertovat a ziskat vyjadreni derivaci podle kartézskych soufadnic v Fe¢i soufadnic sférickych jako
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Spocitat matice J a J ! je pifmocaré!. Uvedme proto jen vysledek
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Maje k dispozci tyto koeficienty, muzeme vyjadiit operatory By, ve sférickych soufadnicich:
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Nyni mame k dispozici v8e potfebné pro zapsani operatori slozek momentu hybnosti ve sférickych sourad-
nicich.
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1Pro vypodet inverze se v tomto p¥ipadé naramné dobie osvédéila metoda vypodtu pomoci adjungované matice



Vsimnéte si, ze jsme operatory skladdali. Vysledny operdtor vzdy vznikl tim, Ze jsme si predstavili, ze
operator P, zapiusobi na funkei (v zapise jsme se nasledné od funkce odprostili) a nasledné na tento vysledek
pusobi operator polohy, ktery se chové jako nasobeni prefaktorem.

V tuhle chvili mizeme zacit také skladat operatory L; a ziskat tak operator kvadratu velikosti momentu

hybnosti L2, ktery je definovan jako R R R X
LP=L12+L2+ L2

Nejprve vypocteme jednotlivé kvadraty a ty nasledné pos¢itame. Opét budeme operatory skladat. Uvédomte
si, na co v8echno miuzou pusobit ¢leny s derivaci.
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Se¢tenim viech t¥i vyrazii ziskdime kone¢né vysledny operator kvadratu velikosti momentu hybnosti L2
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Z tohoto vyjadfeni mimo jiné vidime, Ze operator L? pusobi netrivalné na funkce, kterou jsou zéavislé na tahlech 6
a . Navic, pokud si vzpomeneme na TEF, kde jsme vidéli tvar Laplaceova operéatoru ve sférickych soutfadnicich,

totiz na vyraz
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zjistime, Ze Hamiltonian volné ¢astice vyjadieny ve sférickych soufadnicich (coZz neni nic jiného, nez ten Laplace
vySe pronasobeny néjakou konstantou), lze zapsat jako
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