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Prehled

@ Uvod

@ zateni absolutné gerného télesa

e Fotoefekt

e Comptonuv rozptyl

e de Broglieho hypotéza, vinova funkce
@ Schrodingerova rovnice

e Bornova intepretace

@ Dvoustérbinovy experiment
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Kvantova mechanika

@ Popisujeme fyzikalni procesy probihajici na urovni atoma
e Rozméry ~ 1078 —107"2m
@ Hmotnosti ~ 1072° — 1031 kg
e Energie ~10~" —10% eV

@ Klasicka fyzika v mikrosvété selhava
@ Nemame s témito jevy pfimou zkuSenost
@ Chybi nam intuice pro fyzikalni popis mikrosvéta
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Absolutné Cerné téleso

@ Absorbuje a emituje EM zareni na v§ech vinovych délkach

@ Lze realizovat pomoci dutiny, jejiz stény jsou zahraté na
konstantni teplotu T

Spektralni hustota energie

p(v, T) =7
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Vlastnosti spektralni hustoty

Stefan-Boltzmannlv zakon
Celkova vyzarena energie je Umérna Ctvrté mocniné teploty

E(T) = V/p(u, T)dv ~ T
0

Wienuv posunovaci zédkon

Frekvence, na které je vyzafeno maximum energie, je pfimo Umeérna
teploté

o(v, T) = 3f (%)

Martin Stefariak Kvantova mechanika 24. zafi 2020 5/26




Odhady pro malé a velké frekvence

Pro velké frekvence priblizné plati

,O(V, T) ~ V3e—a1//7'

v

Rayleigh-Jeansiv vztah

Pro malé frekvence pfriblizné plati

p(v, T) ~ PkT
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Energie EM pole v dutiné

@ Maxwellovy rovnice pro EM pole v dutiné s okrajovymi
podminkami na sténach

@ Obecné feseni Ize rozlozit do mddi urenych m € Z2 a polarizaci
@ Casovy vyvoj médu - LHO s frekvenci vy, = arm

@ Energie médu odpovida energii LHO (v, T)

@ Tepelna rovnovaha s okolim = prejdeme ke stfednim hodnotam
@ Limita velkého objemu — prejdeme od sumy k integralu

(e.9]

(E) =V / el T))i—gﬁdy

0
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Spektralni hustota energie

Spektralni hustota energie

p(”? T) = <5(V7 T))gy

Klasicky harmonicky oscilator

@ Ekviparti¢ni teorém - za kvadraticky ¢len v hamiltonianu %kT
(e(v, T)) = KT
@ Rayleigh-deansuv vztah

87 2
p(v, T) = =3 KT

@ UV divergence - celkova energie je nekonecna
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Plancklv vztah

3
p(v, T) = 8—2% h=6,62607015-1073*J s
C” ekt —1

Malé frekvence - Rayleigh-Jeans

hv < kT = p(v, T) ~ i;ryzkr

v

Vysoke frekvence - Wien

hv > KT = p(v, T) ~ chhyf*e—’k’?

v
s

D—

Splnuje Stefan-Boltzmannuiv zakon

E(TY=V [ p(v, T)dv ~ T*
/
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Srovnani Planck, Rayleigh-Jeans, Wien
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Planckova kvantova hypotéza

Stfedni hodnota energie LHO

(v, T)) =

ek — 1

Kvantovani energie

Lze odvodit, pokud energie oscilatoru mohou nabyvat pouze
diskrétnich hodnot, které jsou celoCiselnym nasobkem zakladniho
kvanta energie

E,=nhv, neZ,

Hraje kvantum zareni roli i v jinych procesech?
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Fotoefekt

@ UV zareni zplsobuje emisi elektront z kovl

@ Pro kazdy kov existuje jista mezni frekvence v

@ Pro v < 1y k emisi nedojde

@ Kineticka energie vyletujicich elektrond nezavisi na intenzité UV

Eisteinovo vysvétleni

Jedno kvantum zareni preda celou svoji energii jednomu elektronu

Exin = hv — Eion

Svétlo se chova jako proud kvant s energii

E=hv
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Comptonuv rozptyl

Compton scattering Recoll /
electron
@ Rozptyl rentgenového ‘,‘@
zareni na volnych Inci Target
y . naldtent electron P -
elektronech v grafitu sk atrest N

@ Vysledky odpovidaji V\M\f\/‘”@ o

srazce Castice s nulovou /11- Scattered
klidovou hmotnosti s prisst
h s
elektronem Ap—2;=Al=——(-cos6) %
myC A
f

Kvantum zareni ma hybnost

_h
P=3
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Casticové-vinovy dualismus svétla

. — VInové chovani
Céasticové chovani

@ Interference
° r v e A .
gare(n ab§=0|u’fne @ Difrakce
cerného télesa ——

@ Fotoefekt _ o .\3\\
@ Comptonuv rozptyl el H - .'...
- S. o % ] : . - .. .
E = :g y ; fillve P )
p = -1 j

=y
>/I3'T
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de Broglieho hypotéza

o Casticové-vinovy dualismus je obecnou vlastnosti
mikroskopickych objekt

@ Vztahy E = hv a p =  plati i pro hmotné tastice

VInova funkce

= . 1(B-X—Et .
Upe(¥.1) = Aen X80 = o

Vinové chovani hmotnych ¢astic?
de Broglieho vinova délka A musi byt srovnatelna s velikosti objektu d
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Difrakce elektront

@ Davison a Germer
zkoumali rozptyl
elektronud na krystalu
niklu

@ Dochazi k difrakci

@ Elektrony se chovaji
jako viny

A=
P

Martin Stefariak
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Rovnice pro de Broglieho vinu

¥ £(X, t) musi byt feSenim né&jaké vinové rovnice J

(Casova) Schrodingerova rovnice
5¢

Ay =

v

Hamiltonian - operéator celkové energie

N
A= —5mi+ V()
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Princip superpozice

@ Schrddingerova rovnice je linearni v
@ Linearni kombinace dvou feSeni je opét feSeni

iy = awtj — ¢ = ayq + by }

@ Analogicky pro libovolny pocet feseni

wzzaﬂﬁj }
J
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BezCasova Schrddingerova rovnice

Fip(%) = Etp(X) )
@ Reseni bez&asové Schrodingerovy rovnice — stacionarni stavy
Hy = Ey = ih% — (X, 1) = e~ 1 Ely(X) J

. . . 7 Ve s v 7 . 2
@ de Broglieho vina je stacionarni stav volné Castice s E = z"—M

i i 2
— _iEt 1By A
Y E(X, 1) = Ae™iEleiPX — Hyp p = w5 e J
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BezCasova Schrddingerova rovnice

@ Schrddinger nalezl feSeni pro elektron v atomu vodiku

1
V(r) ~ — J
@ Vysledky odpovidaji Bohrovu modelu
R
Ev=-7g NEN J

@ VInova funkce n(X) musi byt kvadraticky integrabilni

/ N (F)Pdx < oo }
IR3
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Bornova interpretace vinové funkce

@ VInova funkce predstavuje popis stavu kvantové Castice
@ (X) ~ amplituda pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v bodé X

[(R)P ~ wy(X) ]

@ Predpovédi kvantové mechaniky maji pravdépodobnosti charakter

Wse V)~ [ e J

@ VInové funkce musi byt kvadraticky integrabilni

/ 1W(X)2dPx = K < 0o — wy(X) = W(X)lz J
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Kvadraticka integrabilita

@ de Broglieho vina neni kvadraticky integrabilni

V5 e(%, 1) = Aer(PFE) — |yps (%, 1)[2 = |AI? = konst. |

@ de Broglieho vina nepopisuje fyzikalné realizovatelny stav ¢astice
@ Kvantova Castice nemuze mit absolutné presné uréenou hybnost
@ MuzZeme ale realizovat superpozici

B(F 1) = / 3(B) U5 £(%.1) dp
R3

@ Pokud () je kvadraticky integrabilni, pak je i v(X, t)
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Dvoustérbinovy experiment

@ Oteviena jen jedna Stérbina S; — stav Castice popsany v;(x)

@ ®

S Sy

v v

Pravdépodobnost dopadu do bodu x

wj(x) ~ [¢;(x)[?
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Dvoustérbinovy experiment

@ Oteviené obé Stérbiny, neni mozné rozlisit, kterou Castice prosla
@ Stav Castice - superpozice

Y0) = () + o) | O

@ Scitaji se amplitudy

@ Pravdépodobnost dopadu
do bodu x

w(w) ~ |1 (z) + ()|

W(X) ~ 11 (x) + $2(X)? J

@ Nelze rozlisit trajektorie - kvantové castice se chovaji jako viny
@ Dochazi k interferenci
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Dvoustérbinovy experiment

@ Oteviené obé Stérbiny, je mozné rozlisit, kterou ¢astice prosla
@ Nahodné se vybere jedna
Z moznosti
Pi(x) Vo Pe(x) J ©
S1 S2
@ Scitaji se -_—
pravdépodobnosti

@ Pravdépodobnost dopadu
do bodu x

w(x) ~ |1 (P + [d2(x) J

@ Lze rozlisit trajektorie - kvantové Castice se chovaji jako Castice
@ Nedochazi k interferenci
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Komplementarita

@ Mikroskopické objekty maji jak vlastnosti ¢astic, tak vinéni

@ V zavislosti na typu experimentu se projevi bud’ vlastnosti ¢astic,
nebo vinéni

@ Casticové a vinové vlastnosti jsou komplementarni
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Stavy a pozorovatelné

Martin Stefanak

6. fijna 2020
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Prehled

@ Popis stavii kvantové castice
e Pozorovatelné veliciny v kvantové mechanice
© Energie harmonického oscilatoru

e Moment hybnosti
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Prehled

@ Popis stavii kvantové castice
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Kvantova Gastice v R3

@ Okamzity stav je popsan vinovou funkci 1(X) — komplexni funkce
@ Bornova interpretace — +(X) musi byt kvadraticky integrabilni

/ (R dx < oo
R3

@ (X) a cy(X), ¢ # 0 popisuji stejny fyzikalni stav
@ Dodatecna normalizacni podminka

/|¢(z)\2 @¥x = 1 = wy(X) = [$(X)? J
Ra

@ Princip superpozice — ayy + by je také pripustny stav Castice
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Kvantova Gastice v R3

Je superpozice kvadraticky integrabilni? ]

Minkowskiho nerovnost

( / 1 + a2 d3x) < ( / [ d3x) + ( / ol dsx)
]R3 ]R3 RS

v

@ Kvadraticky integrabilni funkce — vektorovy prostor .#2(IR3, d®x)
@ Po jisté Uprave Ize zavést skalarni souc¢in — Hilbertdv prostor

A = L[3(R3, d®x)
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pre-Hilbertav prostor

Vektorovy prostor se strikiné pozitivni formou (-, -) (skalarni soucin) ]

@ Pozitivni forma na .Z2(R?3, d°x)

(,6) = /w )o(%)dx

@ Neni striktné pozitivni — (¢,9) =0 < ¢ ~ 0
@ Vektorovy prostor tfid funkci — L?(R3, d®x) = Z?(R3, d°x) /.
@ Na L2(IR3, d®x) je forma strikiné pozitivni

L2(R3, d®x) je pre-Hiloertav prostor |
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Hilbertlv prostor

Skalarni soucin indukuje
@ normu vektoru — ||| = +/(¢¥, %)
@ vzdalenost vektort (metriku) — p(v, ¢) = ||[v — ||

Hilbertlv prostor .77
Vektorovy prostor se skalarnim soucinem, ktery je Uplny

@ C" se standardnim skalarnim soucinem je Hilberttv prostor
@ [2(RR3, d®x) je Hilbertlv prostor

Separabilni Hilberttv prostor
Obsahuje vSude hustou nejvySe spocetnou podmnozinu
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Prostor stavl kvantové castice

Postulat 1

@ Prostor moznych stavl kvantové Castice je separabilni Hilbertiv
prostor 77

@ Stav kvantové Castice je popsan nenulovym vektorem ¢ € 7

@ Bez Ujmy na obecnosti Ize volit ||| = 1

@ Skalarni soucin uréuje amplitudu pravdépodobnosti prechodu
mezi stavy

Wy_y = 1(¢,9)I?

@ Globalni faze — 1 a ¥y popisuiji stejny fyzikalni stav
@ Relativni faze — () = ¢ + €'“¢ popisuji razné fyzikalni stavy
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Prostor stavl kvantové castice

Volba Hilbertova prostoru
@ Kvantova ¢astice v R® — 7 = L?(R3, d®x)
@ Kvantovy LHO — 7 = L?(R, dx)
o Castice na Usetce (oo potencidlova jama) — 7 = L2((a, b), dx)
@ Spin § — . = C?
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Ortonormalni baze

Ortonormalni baze (ONB)
@ Ortonormalni mnozina B = {¢n} C 7

(1/),,, zﬁm) = 5n,m

@ Ortogonalni doplnék B+ je nulovy vektor

(¢,9n) =0Vn — ¢ =0

A je separabilni = existuje nejvysSe spocetna ortonormalni baze J
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Vlastnosti ortonormalni baze

Necht B = {¢| n€ N} je ONB v 57, ¢ €

FourierQiv rozvoj

Y= (¢n ) v¥n
n=1

e

v

1117 =D " (3, )P
n=1
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Rieszovo lemma

@ Pro kazdy spojity linearni funkcional € s#* existuje prave jeden
vektor ¢ € J# takovy, ze

Vip € A, O(¢) = (6,)

@ J a s* jsou izomorfni
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Diracuv Bra-ketovy formalismus

@ 7 — abstraktni Hilberttv prostor

@ Vektor z 5 — ket |¢)

@ Skalarni soucin |¢), |¢) € H — (Y|9)

@ Lineérni funkcional z s#* — bra (v

@ Rieszovo lemma — [¢)) «— (¢| je navzéjem jednoznacné
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Koneéna dimenze N, 7 ~ CN

Standardni baze 7

(11 = (1,0,...,0),
(2] = (0,1,...,0),

(N| _ (0,0,...,1).
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Koneéna dimenze N, 7 ~ CN

Obecny ket

ai
a

=] . | = @l =) =@ 2. ...3N)

an

FourierQv rozvoj

W) = me Y1), () = g

N
Wl = Y @i, (@l =) =2
j=1

A\
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Ortogonalni projektory

Skalarni soucin

1
0
(111 = (1,0,...,0)| . | =1

1 1 0 . 0

0 0O 0 . 0
‘1><1’ = (1707 ’0):

0 0O 0 . 0
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Ortogonalni projektory

@ |j){j| je ortogonalni projektor na ket |})

~—
1

G138 = Gle) iy, (DGNZ = 1) Gli) Gl = 1) 4l J

@ Obecné |¢)(v] je ortogondlni projektor na ket |1))

Ortonormalni baze

{)li=1,...N} je ONB <
@ Relace ortogonality

@ Relace uplnosti
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2 ma nekonecnou dimenzi

VZzdy existuje nejvySe spocetna ortonormaini baze )

Ortonormalni baze

{I/)lj € N} je ONB <=
@ Relace ortogonality

(ilj) = 0
@ Relace uplnosti

o n=1
j=1
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Prehled

e Pozorovatelné veliciny v kvantové mechanice
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Pozorovatelné v klasické a kvantové mechanice

Klasickd mechanika

@ Stavovy prostor — fazovy prostor I

@ Stav — poloha a hybnost (g, p) € T

@ Pozorovatelné — realné funkce na fazovém prostoru f(q, p)
@ Mozné hodnoty pozorovatelné — obor hodnot funkce f

v

Kvantova mechanika

@ Stavovy prostor — Hilbertlv prostor .7

@ Stav — nenulovy vektor ¢ € 7

@ Pozorovatelné — samosdruzené operatory A na %

@ Mozné hodnoty pozorovatelné — spektrum operatoru o (A)

¢
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Pfifazeni operatort pozorovatelnym pro ¢astici v R3

Poloha a hybnost

(Qu)(®) = x0(®).  (Bu)(®) = —mg—‘”}()

Princip korespondence

flg,p) — f(Q,P)

Celkova energie
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Samosdruzené operatory

@ Zobecnéni pojmu hermitovsky operator pro dim 7 = co
@ Pro dim Z = oo existuji operatory, které nejsou omezené
@ Neomezené operatory nelze spojité rozsifit na cely 7

Sdruzeny operator k neomezenému operatoru A

(W, AX) = (¢, x), Aly=¢, D(A!) = {y[3p}

Samosdruzeny operator

~ ~

A=At (D(A) = D(A")

@ Operatory polohy C)j a hybnosti I5, jsou samosdruzené
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Spektrum operatoru

Definice spektra pro dim 77 = oo

A € 0(A) € C <= A — X neni bijekce D(A) — #

v

Bodové spektrum o,

~

@ A— Aneniprosty = 3 £0, Ay =\
@ ) je vlastni Cislo, ¢ je vlastni vektor

v

Spojité spektrum o,

@ A — X neni na (surjektivni)
o \¢ o—p(ﬁ\), a zaroven 3 posloupnost jednotkovych vektort {¢,},
ktera nema konvergentni podposloupnost, takova, ze

lim (A— \)¢p =0

n—oo

.
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Spojité spektrum

Bodum ze spojitého spektra nelze priradit vlastni vektory )

v 7 . v =~ - d
Hybnost Castice na primce P = —ihZ

@ Formalni reSeni rovnice na vlastni Cisla

Py = pyp = —il) = pp = 1hp(x) = AerP

@ 1p(x) neni kvadraticky integrabilni — [¢(x)[?> = A2

@ P nema z4adna vlastni &isla ani vlastni vektory

@ Hybnost ma pouze spojité spektrum — o(P) = o(P) = R
@ ¢p(x) Ize interpretovat jako zobecnény vlastni vektor

v

Podobng, poloha mé pouze spojité spektrum — o(Q) = 05(Q) =R |
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Pozorovatelné v kvantové mechanice

Postulat 2

@ Pozorovatelnym veli¢inam odpovidaji linearni samosdruzené
operatory na stavovém prostoru %

A=Al

@ Mozné vysledky méfeni odpovidaji spektru operatoru o(A)

Spektrum samosdruzeného operatoru je realné

o(A) C R
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Abstraktni zapis pomoci braketu

@ Operatory Ize reprezentovat pomoci matic
@ ON baze {|j)}

(ilj) = éj, Zli)(i| -1 J

@ Maticové elementy A

Aj = (ilAl) J

@ Abstraktni zapis operatoru

A= Alirl J
i
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Operator s Cisté bodovym spektrem

@ M4 pouze vlastni ¢isla

Aln) = an|n) )

@ Vlastni vektory tvofi ON bazi

(nlm) = 6pm, > _In)(n| =1 J

@ Spektralni rozklad operatoru A
A=3"a|n)(n| J
n

@ V bazi vlastnich vektor( je matice operatoru diagonalni
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Operator se spojitym spektrem

@ Formalni feseni rovnice

Bb) = blb), b e oo(B) )

@ Zobecnéné vlastni vektory — |b) ¢ 7
@ Spojita baze

(blb) = 5(b— b), / dblb)(b| =1 J

@ Spektralni rozklad operatoru B

B / dbblb) (b| J

oc(B)
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Prehled

© Energie harmonického oscilatoru
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Hamiltonian linearniho harmonického oscilatoru

@ Princip korespondence

b Vo 1 520
H—2MP+2MwQ J

@ Rovnice na vlastni ¢isla a vlastni funkce

iy hz " 1 2,2 __

@ Prechod k bezrozmérné proménné

o Mw _ 1/ 2 _ _%
E=\/F ) =86 = ¢" ~ Lo+ Ao =0,A= = J
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Vlastni funkce Hamiltonianu LHO

@ Kvadratickd integrabilita — ¢(£) — 0 pro [¢] — o
@ P¥iblizné feeni pro |¢| — oo

§ 2o — (&) ~ e ¥ ]
@ Ansatz
9(¢) = u()e % |
@ Rovnice pro u
u'=2¢u + (1 - A J

2
@ Kvadratickd integrabilita — u(&) roste pomaleji nez e
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Vlastni funkce Hamiltonianu LHO

@ u ve tvaru mocninné fady

m=0

U(f) = §S Z am£m7 ap 7& 07 s> 0 J

@ Podminky na ¢leny rozvoje

€72 s=0vs=1

& as(s+1)=0
2(m+s)+1-A

m+2+s)(m+1+s)

§m+s . am
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Spektrum Hamiltonianu LHO

@ Pokud je co-mnoho am # 0 = u(§) ~ e pro |¢] — oo
@ Kvadraticka integrabilita = u je polynom

IN sudé, 2(IN+s)+1—-A=0 = an.2=0
a=0 = a1 =0

@ Vlastni ¢isla hamiltonianu LHO

2E 1
A:E,N+s:n:>En:(n+§>hw, nez., J
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Vlastni funkce hamiltonianu LHO

@ Vlastni funkce

1
Mw\* 1 2 .
un©) = ()" s Hl) 0%, Hn = Eni J
@ Hermitovy polynomy
dn
Hn(Z) = (—1)”92259_22 J

@ Mnozina vlastnich funkci tvofi ON bazi v /7 = L2(RR, dx)

(¢n7 7ﬁm) = 5n,m J

@ Hamiltonian LHO ma Cisté bodové prosté spektrum

o(H) = op(H) = {En = <n+ %) hw|n € z+}
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|zotropni oscilator

@ Rozlozeni hamiltonianu — tfi nezavislé LHO

Flp — Bt Bt B B T2 A e
3D — I'{ 2 3, — 2M6Xj2 2 wj

@ Vlastni funkce Hsp pomoci vlastnich funkci H

Yy np,ng (X1,X2,X3) = Vn, (x1 )wng (X2)¢n3 (x3)

~ 3
H3Dwn1,n2,n3 = <n1 + n2 + nS + §> hw¢n1,n2,n3

@ Mnozina vlastnich funkci tvofi ON bazi v 7# = L2(R3, d®x)

(lZJm ,M2,N3 5 ¢m1 7m27m3) = 6”1 ,my 5”27"725”3:”73 J
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Spektrum hamiltonianu izotropniho oscilatoru

@ Hamiltonian ma Cisté bodové spektrum

o(Fhp) = op( Flp) = {EN _ <N+ g) hw|N € Z+} J

@ Energie zavisi na hlavnim kvantovém cisle

N=ny+n+ng J

@ Vlastni hodnoty nejsou prosté (kromé Eqy = %hw)

Dy =

(N+1)(N+2) J
2
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Prehled

e Moment hybnosti
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Slozky momentu hybnosti

@ Princip korespondence

Z,‘ = E,jké?j:bk J
@ Rovnice na vlastni ¢isla a vlastni funkce
L = pup ]
@ Zjednodusi se pfechodem do sférickych soufadnic
A 0
L3 = —ih—
3 Ihago J
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Slozky momentu hybnosti

@ Reseni rovnice

%¢:‘”%%=M¢=$¢Uﬁ#ﬁzxvﬁwww J

@ Reseni musi byt spojita funkce - 2r-periodicka ve ¢

u=mh, mecZ J

@ Spektra vSech slozek momentu hybnosti jsou stejna

o(Ly) = op(Ly) = {mhlm € Z} ]

@ Vlastni funkce L3

w(ra 0, 90) = X(f, H)Gim(p J
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Méreni, kompatibilita pozorovatelnych, castice ve

sfericky symetrickém potencialu

Martin Stefanak

13. fijna 2020
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Prehled

@ Méfeni v kvantové &astice
e Kompatibilita pozorovatelnych

e Castice ve sféricky symetrickém potenciélu
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Prehled

@ Méfeni v kvantové &astice
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Stavy a pozorovatelné v klasické

Klasicka mechanika
@ Stav — poloha a hybnost (q,p) € T
@ Pozorovatelné — realné funkce na fazovém prostoru f(q, p)
@ Stav je pozorovatelna

Kvantova mechanika

@ Stav — nenulovy vektor ¢ € 7
@ Pozorovatelné — samosdruzené operatory A na %
@ Stav neni pozorovatelna

Kvantové Castici musime stav pfifadit na zaklade vysledk méfeni
pozorovatelnych
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Méreni v kvantové mechanice

LHO
@ M&fime energii — vyjde hodnota E, = (n+ 3)fiw

@ H ma prosté spektrum — vlastni funkce v, uréena jednoznaéné
@ Po méfeni je stav popsan vlastni funkci ¢,

v

Postulat 3

@ Stav pfed méfenim v

@ M&¥im pozorovatelnou A, naméfim vlastni hodnotu g;
P

1P

@ Stav po méreni je popsan vektorem ¢ =

° I5j je OG projektor na vlastni podprostor
@ Pravdépodobnost vysledku mefeni g; je rovna

Wy,a=a = ||P|I?
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Méreni v kvantové mechanice

LHO

@ Stav pred mérenim

Y= 7(¢0+¢1)

@ Muzeme naméfit energie Ey = 3hw nebo Ey = 3hw
@ Oba mozné vysledky maji pravdépodobnost 3
@ Po méreni popiSeme stav LHO vlastnim vektorem )y nebo 4

Po méfeni musime aktualizovat popis stavu J
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Méreni v kvantové mechanice

Klasicka mechanika

@ Stav urCuje jednoznacné hodnotu vSech pozorovatelnych
@ Méfeni pouze odhali hodnotu
@ Stav se nezmeéni

v

Kvantova mechanika

@ Stav urCuje mozné hodnoty pozorovatelnych
@ Méfeni ndhodné vybere jednu z moznosti
@ Stav se obecné zmeéni
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Méreni v kvantové mechanice — prosté spektrum

@ A ma prosté spektrum

Alj) = alj) ]

@ OG projektor na vlastni podprostor

Pr=1nGl  Alv) = Glel) )

@ Pr. vysledku méfeni <= pr. pfechodu do vlastniho stavu

Wy ama, = I BI = [0 = Wy ]

Stav LHO po méreni energie je uréen jednoznacné bez ohledu na stav
pred méfenim
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|zotropni oscilator — degenerované spektrum

e H ma degenerované spektrum

H|ny,np, n3) = En|ny,n2,n3), N =ny+ns+ng J

@ OG projektor na vlastni podprostor

Pn = > |1, n2, n3)(ny, N2, g
ny,ng, ng
N+ nNo+ N3 = N

@ Stav po méreni stéle zavisi na stavu pred mérenim

IADqu/J> = Z <n17n27n3|¢>|n17n27n3>
m, Nz, N3
n+n+ny=N
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Méreni v kvantové mechanice

@ Stav izotropniho oscilatoru neni po méfeni energie urcen
jednoznacné

@ Musime méfit néjaké dalsi pozorovatelné

Kompatibilni pozorovatelné
Méfeni nové pozorovatelné nesmi znehodnotit predchozi vysledky
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Prehled

e Kompatibilita pozorovatelnych

Martin Stefariak Kvantova mechanika 13. fijna 2020 11/29



Pozorovatelné s Cisté bodovym spektrem

@ Pozorovatelné A a B maji spole¢né vlastni vektory

Ayi; = anij, Buij= by J

@ Vlastni vektory tvofi ON bazi

@ Va;, b; je vlastni vektor 1; ; uren jednoznacne
@ Po méfeni A (a)) a B (b)) je stav popsan 1;
@ Opakovani méreni uz stav nezméni

@ A a B maji spoletné vlastni vektory —> jsou kompatibilni

@ MdZeme je méfit souCasné <= ve stavu v ; maji obé pfesné
hodnoty
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Kompatibilita pozorovatelnych

@ A a B maji spole¢né vlastni vektory — operatory komutuiji

[A,B}:AB—BA:O J

@ ObecnéjSi podminka, Ize pouzit i pro operatory se spojitym
spektrem

A

@ Aa Bjsou kompatibilni < [2\, B} =0
° {Z\U)‘j: k} jsou kompatibilni <= [2\0),2\(/)] —0
'y

13. fijna 2020
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Kompatibilita pozorovatelnych

@ Slozky polohy jsou kompatibilni — [@,-, CA),-] =0

@ Slozky hybnosti jsou kompatibilni — [/5,-, /5,} —-0
@ Slozky polohy a hybnosti ve stejném sméru kompatibilni nejsou

[@,-, 15,] — ihdj = relace neurditost J

@ Slozky momentu hybnosti nejsou kompatibilni

[Z,-, Z,] = ihe,-jkik J

o L; nemaji spoletné vlastni vektory
@ Moment hybnosti kvantové Castice neni vektor
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@ Spin — vlastni moment hybnosti

[8,5] = ihepcSe |

° Spin—% — projekce do libovolného sméru je i%

H# = C =z, +),1z,-)], )

@ Operator projekce spinu do osy z

S|z, &) = ig|z, +)

S _ <Z,+’-:Sz’2a+> <Za+‘$2‘z7_> 27_1(1 0)
T \z-18lz ) (2,-18z-)) 2
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@ Operator projekce spinu do osy x

A h
SX|Xa i) = :|:§|X, i)

s _ ((@H5dz+) (z.+5dz-) :§<o 1)
= \(z,—18dz,+) (z,—|&lz,—)) “2\1 0

@ Operétor projekce spinu do osy y

A h

s _ ((@+5lz+) (24152 -) :f_i(o _,->
Y <Z,—|Sy|2,+> <Z,—|Sy|Z,—> 2 ‘

13. fijna 2020 16/29
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) é,- nejsou kompatibilni — nemaji spole¢né vlastni vektory
@ Vlastni vektory Sy

X,4) = \l@(lz, )+ 12, -))

x,—) = \l@(lz, )= |z,-))

o Castice ve stavu |z, +), m&Fm projekci spinu do osy x
@ Mohu naméfit obé hodnoty se stejnou pravdépodobnosti

1 1
Wer =10+, 0P =5, Wa-=lx—lz,HF =3 }
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Meéreni éz a éx nejsou kompatibilni

o Castice ve stavu |z, +), m&Fm projekci spinu do osy x

@ Naméfim kladnou projekci — stav Castice je popsan ketem |x, +)
@ MéFim projekci spinu do osy z

@ Mohu naméfit obé hodnoty se stejnou pravdépodobnosti

1 1
Wes = [z, 4%, HE =5, Wer =z, —Ix, D =5 J
Méfeni S, smazalo informaci o pfedchozim méfeni S, |
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Uplna mnozina pozorovatelnych

° {A(f)‘j = 1,...k} kompatibilni pozorovatelné
@ Maji Cisté bodova spektra
@ Spolecné vlastni vektory

AU)¢H1,...HK - a%)¢n1,...nka .I = 17 ot k J

o UMP — vV {ag), . af,’;)} ma vlastni podprostor dimenzi 1

@ Po méreni UMP je stav ¢astice uréen jednoznaéné
{ag), e aff;)}, resp. kvantovymi Cisly nq, ... ng

@ Stav po méfeni je popsan spolecnym vlastnim vektorem v, 5,
bez ohledu na stav pred mérenim

@ Méfeni UMP Ize pouzit k jednoznaéné pfipravé stavu

@ Volba UMP — hamiltonian H + dal$i kompatibilni pozorovatelné
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Prehled

e Castice ve sféricky symetrickém potenciélu
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v

Castice ve sféricky symetrickém potencialu

@ Hamiltonian tvaru A = 2’% + V(r)-
@ A, 12 a L3 jsou kompatibilni — spole&né vlastni funkce
Lo = pp, [Py =xy, Hy=Ey |

@ V kartézskych souradnicich — soustava PDR
@ Ve sférickych soufadnicich — separace proménnych — ODR

R D

L3 —IfL%

- 1 82 1 0 B,

2 _ 32 i i .

Eo= (sin206gp2 T sind o0 (S'”gaa»

yoo (220 +£+V(r)
- 2M\ar? ' ror 2Mr2
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Castice ve sféricky symetrickém potencialu

@ Spolecna vlastni funkce v separovaném tvaru

¥(r,6,9) = g(r)f(8)h(p) |

@ Postupné feSime ODR

L3 = wp = ODR pro h(yp)
[2¢) = X\) = ODR pro f(f)
Ay = Ey — ODR pro a(r)
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Spolecné vlastni funkce L3 a [2

@ Vlastni funkce L3 zname

h(e) =™, pu=mh meZ J

@ Spole&na vlastni funkce s L2, substituce t = cos 6, F(t) = f(0)

Ay =} ! i_ m2 -
((1 t‘)F)+(h2 —1_t2)F_o }
@ F(t) musi byt omezend na intervalu (—1,1)

@ Reseni Ize hledat ve tvaru fady
@ F je omezend < fada je kone¢na — podminka na vlastni Cisla
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Spoleéné vlastni funkce L3 a [2

@ Vlastni &isla [2 — uréena orbitalnim kvantovym &islem /

A=RI(I+1), le€Z, )

@ Omezeni na magneticka kvantova &isla m

m=11-1,...—1 J

@ Spole&né viastni funkce Lz a L2 — kulové funkce Y

Yim(0, ©) = CimP"(cos 0)e™¢ J

@ Pridruzené Legendreovy polynomy

1— )2 ghtm
Pr() = 2//!) g =1 J
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Vlastnosti kulovych funkci

@ Normalizace

C/m=(—1)m\/(2/+1)(/—m)! J

47 (1 + m)!

@ Kulové funkce tvofi ONB v prostoru L2((0,7) x (0, 2r), sin d8dy)
@ [2 ma4 ¢isté bodové spektrum

o(12) = {hzl(l+ 1|l Z+} J

@ Pro kulové funkce plati

L3Ym = mhYm, m=I11-1,...—1
[2Ym = RI(I+1)Ym leZy
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Uhlové rozdéleni hustoty pravdépodobnosti

w(0,¢) = | Yim(0, 9)* ~ |P"(cos 0) )

@ Kulova funkce je konstantni

1
Yoo(0, ) = —
00(0, ¢) i
@ Rozdéleni je sféricky
symetrické
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Uhlové rozdéleni hustoty pravdépodobnosti — p-stavy

3 .
Yi41(0, ) = F/ o—sinfe*¥
1+1(0,0) =F g Sinde

0.05¢
0.001

-005Y/
—0.10 TS
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Uhlové rozdéleni hustoty pravdépodobnosti — d-stavy

Yoio = Uﬁsin2 020 Yo .4 = -T-\/Esin 6 cos he*'?
’ 327 ’ 8
Yoo = \/%(300329—1)

0.04
0.02
0.00

-0.02
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Rovnice pro radialni funkci

@ Spole&na vlastni funkce H, [2 a L4

YELm(r,0,0) = 9(r)Yim(0, ), Hveim= Eveim J
o Substituce — g(r) = X\
“ " h2 d2
Hetx = Ex, Her = “oMar + Ver (r)- J
o Castice na polopfimce v efektivnim potencialu
R21(1 + 1)
Ver(r) = V(N + —5 02—

@ Kvadraticka integrabilita + okrajova podminka

/0 T x(P)2dr < 0o, x(0) =0
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|zotropni oscilator, ¢astice v coulombickém poli,

zobecnéné vlastni funkce

Martin Stefanak

20. fijna 2020
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Prehled

0 Izotropni harmonicky oscilator
@ Castice v coulombickém poli

e Zobecnéné vlastni funkce hybnosti a polohy
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Prehled

@ Izotropni harmonicky oscilator
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Castice ve sféricky symetrickém potencialu

@ Spole&né vlastni funkce H, [2 a L4

1/)E,l,m(ra 07 90) = g(r) )//m(ea 50)
Lseim = mhveim [Pve;m= R0+ 1)eim

@ Zbyva urcit radialni funkci g(r)

A P (2 20 [2
HYeim= Eveim, H= o <W + 75) +opa V(r)

e g(r)= @ — Castice na polopfimce v efektivnim potencialu

; - h? d? R2I(1 + 1
Hetx = EX,  Her = — B0+ 1) J

aviare TVt e
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|zotropni harmonicky oscilator

e Potencial tvaru V(r) = I Mw?r?

@ Substituce & = /My, x(r) = ()

" 2 l(l+1) 2E _ _ > 2
¢—<§+ 2 >¢+%¢_o, ®(0) =0, /O |<D(£)d£<ooJ

@ Chovani freseni v nekonecnu

O~ 20— D)~ e E J

@ Chovani feSeni v nule

I(1+ 1)
2

" ~ > — ¢(§) ~ SI-H J
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|zotropni harmonicky oscilator

@ Ansatz

o(€) = oS w(ed) J

@ Rovnice pro w(z), z = &2

3 /I 3 E
Z — /AN = = — = = = ——
zw' +(y—z)W —aw =0, =~ /+2, a 2+4 570 J

@ Reseni pomoci degenerovanych hypergeometrickych funkci

az'  ala+1)22
F(a,’y,Z) = 1+——.+mz

a#-nneZl, — F(a,7,2)~¢€

20. fijna 2020
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|zotropni harmonicky oscilator

@ Reseni rovnice kone¢né v ¢ =0

w(€?) = A F(a,7,€) )
@ (&) je kvadraticky integrabilni <= F(a, 7, £2) je polynom
= i + § — i =-n, Nnez
“T274 2mw " J

@ Vlastni hodnoty energie

En = (2n-|—l+g> hw, n,leZ.,

@ Hlavni kvantové Cislo N = 2n + I, degenerace hladiny Dy

(N+1)(N+2)
2

Dy =
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|zotropni harmonicky oscilator

@ F prejde v zobecnény Lagguerlv polynom

_ 1 _ an a
F(=nv,2) ~ L} (2), Li(z)= €z ’ oz (€ 2z P) J

@ Spole&né vlastni funkce H, 2, L5
_2 gl Mw
Unim(r.6.0) = Ku&'e 7 Ly *(&%) Yim(6.9), &=r\/ 55"

Z37/1n,/,m = Mmhnm, 22¢n,/,m = hz/(/ + 1)"¢n,l,m
I:I¢n,l,m = En,lwn,l,ma n7le Zy, m:/,/— 17_I

@ Mnozina vlastnich funkci {4y, m} tvoii ON bazi
@ Jind ON béaze nez {¢n, n,.ns }
@ Kvantova Cisla n, /, m odpovidaji méfeni pozorovatelnych
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Prehled

@ Castice v coulombickém poli
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Céstice v coulombickém poli

e Potencial tvaru V(r) =-2,Q>0
@ Rovnice pro radialni funkci

. Q RII+1)
“amX +(‘7+W)X—EX

@ Chovani feseni v nekonec¢nu

2ME
”z—Fx = x(r)~€e", k<0, E<O
~—
K2>0

@ Chovani feseni v nule
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Céstice v coulombickém poli

@ Ansaiz

x(r) = ' e w(r) )

@ Rovnice pro w(r)

w" +(ar+bw +cw = 0
M
a=2k, b=2l+2 022{(/+1)H+h_20]

@ Resdeni koneéné v nule

W(r):AF<g,b,—ar>:AF(/+1—|—2/ITQ,2/+2,—2M> J
K
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Céstice v coulombickém poli

@ x(r) je kvadraticky integrabilni <= F je polynom

mQ
l+1+%:—n, neZz, J

@ Vlastni hodnoty energie

MQ?
Enj=— 2 2
2r2(n+1+4+1)

@ Hlavni kvantové Cislo N=n-+ 1+ 1

R MQ2
—@ NeN, R=5

En =
N 212
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Céstice v coulombickém poli

@ Spoleéné vlastni funkce H, 2, L5

2r\' . o 2r h?
Ungm(r,0,0) = K <m) e NaL?VJ_r;q (N_a> Yim(0, »), a:m

Lavnim = mMhonim,  L2Ongm = R2I0+ 1) N1 m
Hinim = Entngm, NeN, [<N, |m/<I

@ Degenerace podprostoru s energii Ey

Dy = N2 J
@ Mnozina vlastnich funkci {¢nm} netvofi ON bazi
@ Hamiltonian ma i spojité spektrum — o¢(H) = (0, 4+00)
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Céstice v coulombickém poli

@ Model odpovida e~ v atomu vodiku s oo-téZkym jadrem

eZ
Q= , R=13.6¢eV J
4reg

@ Stabilita elektronového obalu vodiku — existuje zékladni stav

E,=—-R=-136¢eV J

@ Carové spektrum vodiku — Rydberg-Ritz(iv kombinaéni princip

L_BE_Ey-Ey (1 1
~h - h RN a2
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Carové spektrum vodiku

Lyman series

Balmer series

Paschen series
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Elektronové orbitaly ve vodiku
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Prehled

e Zobecnéné vlastni funkce hybnosti a polohy
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Zobecnéné vlastni funkce hybnosti
@ Slozky hybnosti maji spojité spektrum — ac(l5j) =R
@ Formalni feSeni r-ce na vlastni funkce neni kvadraticky integrabilni

Pro = ppp = v5(X) = AetP%, [gs(X)P = |AP

@ Presto Ize dobfe definovat (¢5, ) pro ¢ ze Schwartzova prostoru
— Fourierova transformace
— 3(p) J

1
$(X)d°x = (Fo)(P)

(27h)

1 i
e h
R3
18/26

@ Provolbu A =

@ F je bijekce na .7 (R?)

Kvantova mechanika

Martin Stefariak




Zobecnéné vlastni funkce hybnosti

@ 15 Ize chapat jako temperovanou distribuci — 5 € Z*(R3)

1

X

(V5. Pio) = pi(¥5.0), Vo€ S (R3) = vp(X) = serP
(2mh)2
@ Inverzni Fourierova transformace
- 1 D
F—1 2 — px _ =
FoE0 = / 3(B)dp = 6(¥) J

@ Integralni vyjadreni Diracovy ¢-funkce

1 Pz o oL . .
@rh)? /]RS eiP XN dPp = §(X — ¥) = 6;(X), (65,9) = o(¥) J
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Zobecnéné vlastni funkce hybnosti

@ 5 Ize normalizovat k J-funkci — analogie relaci ortogonality

(¢p-¥p) = 55— ) ]

@ Rozvoj omoci 1z — analogie Fourierova rozvoje
) B

o) = [ (g O)up(R)p |

@ Zobecnéné vlastni funkce hybnosti Ize chapat jako spojitou bazi
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Zobecnéné vlastni funkce hybnosti

@ 15 jsou i zobecnéné vlastni funkce hamiltonianu volné Castice

R P2 A
N Jo
Hlbﬁ = mwpa UC(H) = <07 +OO)
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Zobecnéné vlastni funkce hybnosti

@ 15 Ize libovolné presné aproximovat kvadraticky integrabilni funkci

1 iy B X
en PX :
de,a(X) 21h " eX sin ( h )

Ve>0 , p. € L3(R,dx), IirrgJ(f’ — P)tpe =0
E—>

o Cim menéi ¢, tim presnéji je uréena hybnost &astice

(Plyp. =0, Ay, P~e J
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Zobecnéné vlastni funkce polohy

@ Rovnice na vlastni funkce nema reseni

Qb =y = (x5~ y))¥(¥) =0 = ¢ ~ 0 )

@ Ve smyslu distribuci rovnice ma feSeni — Diracova §-funkce

(07, Q9) = ¥(67.9), Vo €S (R
58 = dE=P) (60 = [ 8= PR = 0()
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Zobecnéné vlastni funkce polohy

@ J; Ize libovoIné pfesné aproximovat kvadraticky integrabilni funkci

0 ,|x—y|>¢
dy(x) =

2l5 a‘x_y’§6

Ve >0 5 6y,a € LZ(]Ra dX), I”Tg)(@ - y)(sy,a =0
E=

o Cim mensi ¢, tim presnéji je uréena poloha &astice

(@, =y, B, Qe )
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Zapis pomoci bra-ketu

Hybnost

@ Kety |X) uréené rovnicemi @ Kety |p) uréené rovnicemi
(%I Q) = x(X0) (BIPI) = py(Blv)

@ Normalizace k J-funkci @ Normalizace k -funkci
(X'|x) = 6(X = X') (B'1p) =d(p—p)

@ Rozklad jednotky @ Rozklad jednotky
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Zapis pomoci bra-ketu

Hybnost

@ Rozvoj |¢) do spojité baze

) = /d%v \w

= /dsxw )| %)

@ Amplituda pr. pfechodu
[¥) = IX)

Y(X) = (X|y)

@ Souhlas s Bornovou
interpretaci vinové funkce

@ Rozvoj |¢) do spojité baze

Wy = / &*plp) (Plv)

R3 (P)
- / &b 4(P)|P)
]R3

@ Amplituda pr. pfechodu
[¥) = |P)

»(P) = (Blv)

@ 1 je Fourierova
transformace v
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Posunovaci operatory, predpovédi vysledkd méreni

Martin Stefanak

27. fijna 2020
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Prehled

0 Posunovaci operatory pro harmonicky oscilator
e Posunovaci operatory pro moment hybnosti

© Predpovédi vysledki méteni
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Posunovaci operatory

@ UzZiteCny nastroj pro praci s pozorovatelnymi s ekvidistantnim
spektrem a jejich vlastnimi vektory

A

A je posunovaci operator k B s posunutim A <> [B, 2\] = AA

@ A zobrazuije vl. vektory B na vl. vektory B (nebo 0)

Bly) = Aw), Alw) # 0= B(Aw) = (A + A)Aw) J

@ Aje posunovaci k Bs A = Af je posunovaci k Bf s —A

B je pozorovatelna

B =Bl — A € R, Aje posunovaci s A, Al je posunovaci s —A
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Prehled

0 Posunovaci operatory pro harmonicky oscilator
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Posunovaci operatory pro hamiltonian LHO

@ Hamiltonian LHO, spektrum a vlastni vektory

o P2, s 1
H—W+§Mw0, H]n)—<n+§>hw\n), neZz, }

@ M4 ekvidistantni spektrum — AE = E,, 1 — Ep = hw
@ Komutacni relace pro polohu a hybnost — [CAD, I:"} =ih
@ Posunovaci operatory Ize zvolit ve tvaru

i

5, — c(@; wa:) — [A.2:] = thoas J

@ Volba C — komutator a..
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Kreacni a anihilacni operator

. IMw [ ~ i PR 2 PUN
a = E (Q:F WP) 9 |:H7 a;l:i| = :l:hwa:l:a [a—7a+] =1

@ Pulsobeni na vlastni vektory hamiltonianu

ailn) = afln+1), of =vVn+1, a,=+n |

@ a_ = a— anihilaéni operator — ubere jedno kvantum energie
@ 4, = &' — kreadni operéator — ptida jedno kvantum energie
@ 4,4 = 4'a— operator podtu kvant

a,4_|n) = vna,|n—1) = nin) J
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Maticova reprezentace posunovacich operatoru

@ Maticové elementy a.

<n’éﬂ:‘m> = 0‘#7 5n,mj:1 J

@ Maticova reprezentace a_ v bazi {|n)}

0vi 0 O0
0 0 vV2 0

a. =

@ Maticova reprezentace a, — hermitovské sdruzeni

0 0 0 O
" vi 0 0 0
ac=a =9 2 0 0
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Poloha pomoci posunovacich operatoru

@ Maticové elementy

R h
(PIQI) = | g0 Snmss + i Snim) J

@ Maticova reprezentace Q v bazi {|n)}
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Hybnost pomoci posunovacich operator(

poin/ " &, -2 J

@ Maticové elementy

A . [ Mhw _
(r1PIm) = in M oty 8.ms1 = o G J

@ Maticova reprezentace P v bazi {|n)}
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Algebraické odvozeni spektra H

@ Existence posunovacich operatori — spektrum je ekvidistantni
@ H je zdola omezeny = vlastni hodnoty E, > 0

W|AP) >0 = oz C (0,00) J

@ Existuje zakladni stav |0) — stav s nejnizsi energii Eg

@ Hodnota Ej

Martin Stefariak Kvantova mechanika 27. fijna 2020



Tvar vlastnich funkci H

@ VInova funkce zakladniho stavu je uréena rovnici

2 1 M.
ado=0 — (4 5 )o=0, €=/ Hx J

@ Reseni rovnice

2

Yo(§) = Coe™ 2

@ VInové funkce excitovanych stavl
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Koherentni stavy LHO

@ Vlastni vektory anihilacniho operatoru

R 1 d
ab0 =0 = — <£ ; d£> bo = 0 J
@ Reseni existuje pro kazdé o € C
$a(€) = Cae™267V2 | va € € ¢, € LA(R, d) )

@ Anihilacni operator ma nespocetné mnoho vlastnich vektoru
@ a_ neni samosdruzeny, jeho vlastni vektory netvoii ON bazi

(e, d3) # 0 Vo, B € C J

@ Stavy blizké klasické fyzice — minimalizuji relace neurcitosti,
jednoduchy ¢asovy vyvoj
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Prehled

e Posunovaci operatory pro moment hybnosti
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Posunovaci operatory pro moment hybnosti

@ L3 méa ekvidistantni spektrum — o(L3) = {mh|m € Z}
@ Spoletné vlastni vektory Lz a [ — |/, m)

Lall,my = ma)l, m), T2|1, m) = R2I(I + 1)|I, m) ]

@ Posunovaci operatory L. — neméni /, zméni m o +1

[12,14 —0, [Zs,li] — +hly

@ Komutacni relace pro moment hybnosti

[i;, [/] = ihe,-jkik

@ Posunovaci operatory L.

g = f i |
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Posunovaci operatory pro moment hybnosti

@ PuUsobeni na vlastni vektory momentu hybnosti

Lall,m) = o |1,m+1) J

@ Zapis [2 pomoci L3, L+

[2:£§+[+Z_—h£3:f_§+[_[++h[3 J

: +
@ Velikost [a;,

ol = h/I(T+ 1) — m(m £ 1) J

e Fazova konvence — ai, >0
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Maticova reprezentace posunovacich operatoru

@ Maticové elementy L

(L mLa |V, m') = aif 01 0m sy J

@ Matice operatoru L_ v bazi {|/,m)} (L, = L)

0
0 0 O
vV2 0 0
0 V2 0

0 0 0 00O

L. =n 2 0 0 00

0 v6 0 00
0 0 v6 00
00 0 20
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Maticova reprezentace L »

@ Maticové elementy Ly = (L + 1)

N| —

(,m|Ly|l,m'y = Zopp (affm5m,m'+1 + a[m5m,mf_1> J

~

e Maticové elementy [, = J(L_ — L)

. i B
(I, mL|l',m’) = 55/,/' (a/7m5m,m’—1 - Oéffm5m,m/+1) J

@ Matice L » jsou blokové diagonalni, bloky uréené hodnotou /
@ Nenulové prvky jen v pasech nad a pod diagonalou
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0
0 1/V2 0
1/vV2 0 1/\/2
0 1/vV2 0
0 1 0 0 0
Ly=nh 10\/§00
043 0o /2o
0 0 /3 o0 1
0 0 0 1 0
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0

0o -1/vV2 0

1/vV2 0 —1/\/2

0 1/V2 0
0 -1 0 0 0
Ly = in 10 —/3 0o o0
0 42 0 /3 0
0 0 5 0 -
0 0 0 10
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Prehled

© Predpovédi vysledki méteni
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Méreni v kvantové mechanice

@ Pokud ¢ neni vlastni vektor A =—> hodnota A neni uréena
@ Hodnoty pozorovatelnych jsou uréené mérenim

@ Méfeni je ndhodny proces, vybere se jedna z moznosti

@ Pravdépodobnost vysledku méfeni A na stavu 1

Wi pg = IBWIP, & € op(A) )

N

P; je ortogonalni projektor na pfislusny vlastni podprostor

@ Po méfeni musime aktualizovat popis stavu podle vysledku
1P
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Vlastni hodnota g ma nasobnost 1

@ Vlastni vektor je urCeny jednoznacné

Alj) = alj) )

@ Ortogonalni projektor na vlastni podprostor

=104l Pilv) = Gl ]

@ Pr. vysledku méfeni <= pr. pfechodu do vlastniho stavu

Wi as, = |GI)E = Wigysiy J
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Konzistence s teorii pravdépodobnosti

@ Pro jednoduchost — A mé prosté &isté bodové spektrum
@ Vlastni vektory A— {|j)} tvoti ON bazi
@ Parsevalova rovnost

IlI2 = wa J

o {[(jlw)|?} tvori pravdépodobnostni rozdéleni

@ Ve stavu |j) ma pozorovatelna A hodnotu a

Ma smysl| postulovat, Ze |(j|«)|? je pravdépodobnost naméfeni hodnoty
a; na Castici ve stavu |¢)
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Vlastni hodnota a ma nasobnost 1 < n < oo

@ V degenerovaném podprostoru zvolime néjakou ON bazi

’2\|a7j> = a|a7j>7 <avj|a7 k> = 6],/(7 .Iak = 17' .o, N J

@ Ortogonalni projektor na vlastni podprostor

=1

Isa:Z|avj><avj|v /ADa|¢> :Z<aaj|w>|avj> J
j=1

@ Pr. vysledku méreni <= soucet pr. prechodu do vlastnich stavu

Wy aa = Z\ a, jly)P Z Wig) 1) J

j=1

@ Pravdépodobnost nezavisi na volbé baze
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A ma spojité spektrum

@ Bodum ze spojitého spekira pfiradime zobecnéné vlastni vektory

(alAlp) = alal¢), (ald) =d(a—4) J

@ Hustota pravdépodobnosti naméreni a ve stavu |1))

wy (@) = |(alw)? )

@ Pravdépodobnost, ze vysledek méfeni lezi v intervalu (a;, ao)

a
Wy ae(ar o) = / \(aly)[2da
a4
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Poloha a hybnost

@ Amplituda pravdépodobnosti —- vinova funkce v x-reprezentaci

Wy (x) = [(x|9)[2 = [1p(x)[?

@ Odpovida Bornové interpretaci vinové funkce

v

@ Amplituda pravdépodobnosti —- vinova funkce v p-reprezentaci

wy(p) = |{pl¥)I? = [$(p)I?

@ ¢ je Fourierova transformace ¢

A\
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Stredni hodnota pozorovatelné

@ A ma ¢isté bodové spektrum

A= aWyaa=>_ allv)P }
j j
@ A ma spojité spektrum
(Ayy = / a wy(a)da— / a|(aly)2da
a(A) a(A)

@ Oba vztahy Ize pfepsat kompaktné

(A)y = (IAR) ]
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Stredni kvadraticka odchylka

@ Definice stiedni kvadratické odchylky A ve stavu v

(842) =\ (A~ (A)p)2)y = [ (BR) — (A2 >0 }

@ Indikuje presnost uréeni hodnoty A ve stavu v
@ ¢ je vlastni vektor = neurcitost je nulova

A

Ap=ay = Ay=a (B)y=& — (8A)=0 J

@ A ma spojité spektrum = neurcitost nem(ize byt nulova

@ Zobecnéné vlastni funkce Ize libovolné presné aproximovat —-
neurcitost kompatibilnich pozorovatelnych muize byt teoreticky
libovolné mala

Martin Stefariak Kvantova mechanika 27. fijna 2020 28/30



Poloha a hybnost

Polohu ¢astice mohu urcit libovolné presné

0 7|X_y’>E
7|X_.y’§€

e = {

1
2¢e

Upel0) = —a—etP L sin ()

<'b>wp,s = P (Awp,g’s) = /3

v

Poloha a hybnost nejsou kompatibilni =- nemohu to udélat sou¢asné J
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Relace neurcitosti

V A a B samosdruzené, V ¢» € D(AB) n D(BA) plati nerovnost

(28) (a08) = 5 <[28])

Rovnost nastava pro 1, ktera jsou reSenim rovnice

[2\ — (A — i B - (Bw)] v=0, acR

Omezeni stavl diky 3 nekompatibilnich pozorovatelnych )

Heisenbergovy relace neurditosti

[é, 15} — ih — Y, (Ad,@) (Aﬁ) > g

Martin Stefariak
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Casovy vyvoj v kvantové mechanice

Martin Stefanak
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Schrddingerova rovnice

@ Uzavieny systém — Castice neinteraguje s okolim
o Castice ma hamiltonian A
@ Stav Céstice v Case fy je [¢)

Postulat 4

Stav Castice v Case t > fy je popsan feSenim Schrédingerovy rovnice

A1) = in o (t)

s pocCatecni podminkou [+(ty)) = |v)

@ Plati az do okamziku méreni
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Zachovani normy vektoru

@ Norma vektoru se Casovym vyvojem nemeéni

G = (el o+ wol (o)
—_———
FW(t)IA — £ HIv(1)
= = (WOIARW) - @@IFI0)) =0

@ Dulezité pro pravdépodobnostni interpretaci kvantové mechaniky

Ag) = ajlep), () = (dlv(1)e))

J

lpOIZ = D Keilw(t)P =" Wypag =1
/. _

J

Martin Stefariak Kvantova mechanika 3. listopadu 2020 3/13



Zachovani normy vinové funkce

@ Hustota pravdépodobnosti

p(%, 1) = (%, DI? = B(F, (X, 1) )

@ Hustota toku pravdépodobnosti

(%.0) = 1 (w(® OB, 1) — B(E HVu(E. 1)

Rovnice kontinuity
5 TVi=0

@ Zachovavajici se naboj — norma vinové funkce

a= [ oF 00 = [u(olF — Z = IR =0
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Stacionarni stavy

@ H nezavisi na ase = vlastni funkce jsou stacionarni stavy

’h wn = Hf/’n Enn = Yn(X,t) = e_iEn(t o) ¥n(X) J

@ Globalni faze e~ #En(t-hb) nem4 fyzikalni vyznam

@ Pravdépodobnosti vysledkl vSech méreni nezavisi na Case

Wo.a=a = (65 Ya()? = (6 n)P |

@ Analogie rovnovaznych stavu v klasické mechanice (x(t) = xp)
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Reseni Schrédingerovy rovnice — bodové spektrum

@ Necht A ma ¢isté bodové spektrum

Hin) = Eqln), (nlm) = bnm, D In)(n| =1 J

@ Pocatecni podminku v Case fp rozlozim do baze

[0y = >~ (nle)|n) J

n

@ Schrddingerova rovnice je linearni — stav v ¢ase t > t

() = (nly)e” nEt-0)|n) J

n

Znam vlastni vektory H = umim vyfesit Schrédingerovu rovnici J
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Superpozice stacionarnich stavu

@ Superpozice stacionarnich stavi s riznou energii neni
stacionarni stav

) = all)+b2), E #E
‘w(t» = a e_%E1(t—t0)‘1> + b e—%Eg(t—to)‘2>
_ e rEi(t-t) (a|1) b ef%(Eszﬂ(tfto)‘Z)) £ |

@ Pravdépodobnosti méfeni pozorovatelnych nekompatibilnich s A
mohou zaviset na Case

Wy ama = 1(0j10(0)
= l|a(g|1)+b e—%(Ez—E1)(f—fo)<¢j|2> 2
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Reseni Schrédingerovy rovnice — volna &astice

@ H ma jen spojité spektrum

p? 1 oipx

Fg = Srivp vp(%) = i (5 ) = (P — )

~—~

@ Pocatecni podminku v Case fy rozlozim do spojité baze

V(%) = [(p 01053 op

R3

@ Stavvaset >ty
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Casovy vyvoj je unitarni

@ Linearita Schrodingerovy rovnice = 3 linearni operator U(t, ty)

Ot 0)9) = (1), Olto, o) =1 J
@ Casovy vyvoj neméni skalarni sougin vektor(
& wDle() = W15 01 (t 6) 0t 1)]6) = O
dt dt 5 (0 5 (0

@ Evoluéni operator U(t, ty) je unitarni

Uit ) 0(t, 1) =1 J
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Evolucni operétor

@ Evoluéni operator je ureny rovnici

At 1) = ih 2 0t 1), Olto, 1) =

@ H nezavisi na ¢ase

U(t, t)) = exp (—%Fl(t — t0)>

@ Pokud A ma gisté bodové spektrum

H=> Enny(n = U(t o) = Ze #En(t=0) | ) ()

Ut o)ly) = e we S
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Integraly pohybu

o Aje integral pohybu < stfedni hodnota nezavisi na éase

VR, S (A =0 J

@ Z definice stfedni hodnoty a Schrédingerovy rovnice Ize odvodit

<2\> (t)=< A, A]+%:\> J
(1)

A je integral pohybu <= L[H,A] + 94 =0 J

Q|q

@ Pokud A nezavisi parametricky na ¢ase

A je integral pohybu <= je kompatibilni s hamiltonianem J
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Ehrenfestovy teorémy

@ Hamiltonian tvaru H = fTZ/, + V(X)-
@ Pohybové rovnice pro stfedni hodnoty slozek polohy a hybnosti

d, . P d . oV
E<Qj>¢(t) = <Mj> : E(”j%p(t) = <_8_x,> = (Fi)y() J
(1) V()

@ Pokud V(X) je max. kvadraticky v x; (F; je max. linearni)

(Fidun = Fi ((@duio) J

@ Stfedni hodnoty pak splfiuji klasické pohybové rovnice

- ,5 - —
g = Mja p; = Fi(a;) }
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Koherentni stavy LHO

@ Vlastni vektory anihilatniho operatoru

a_la)y =ala), a€C J

@ Rozvoj do baze vlastnich vektorti H

2 +00 al
|a>:e—°‘2'n§0m|n> J

e Casovy vyvoj koherentniho stavu

400
la(t)) = e'azzz:—jn_e’”(”*;)’]n) — e wlg— %
n!
n=0

Martin Stefariak Kvantova mechanika 3. listopadu 2020 13/13



Castice v E-M poli, spin

Martin Stefanak

9. listopadu 2020
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Prehled

@ Castice v E-M poli

e Spin elektronu
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Prehled

@ Castice v E-M poli
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Castice v E-M poli - klasicky popis

@ Lorentzova sila - zavisi na rychlosti

F(X,V,t)=q (E‘()?, t)+ v x B(X, t)) J

@ Zobecnény potencial
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Céstice v E-M poli - kvantovy popis

@ Hamiltonian kvantové Castice v E-M poli

~

H = 21/\/1(P qA) +4¢

@ Hybnost a vektorovy potencial obecné nekomutuji

/Dj, A] = —Iha—/

7a] = -

@ Coloumbova kalibrace — V - A = 0
@ Rozepsany hamiltonian
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Homogenni magnetické pole

@ Vektorovy potencidl

Z\:%sz, . A-0 }

@ Diamagneticky ¢len (~ A?) — Ize zanedbat
@ Hamiltonian ¢astice v homogennim magnetickém poli

. DN &
H=Hy— i -B, Ho= oy a0 J
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Naruseni sférické symetrie

@ Sféricky symetricky potenciél ¢(r)
@ Hy je kompatibilni s [2 a 4

Foln,Il,m) = E,ln,I,m), 12|n,1,m)=HK3n,I,m)
Ls|n,l,m) = mhl|n, I, m)

@ Sféricka symetrie Hy — zvolime B = (0,0, B)
@ Celkovy hamiltonian

F/:/ﬁlo—ﬁlzg

@ |n, I, m) je vlastni vektor H, energie zavisi na m

Ain,1,m) = Epmln, 1, m),  Epjm= Enj— ;TZB"’
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Zeemanuv jev

@ Pro elektron — g = —¢€

eh
En,/,m = En,/ +pomB, o = °m

e

~9274.-10724 1! J

@ Vlivem magnetického pole dojde k rozStépeni hladiny £, na
multiplet 2/ + 1 vzdélenych o0 AE = uoB

Enaa

En,l En,l.l)

Eni—t

B=0 B+£0
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Zeemanuv jev na vodiku

@ Degenerace hladin je vétsi nez plyne ze sférické symetrie

R
—

@ Hladina Ey by se méla rozdélit na multiplet 2N — 1 hladin

Ey = N=n+/+1, Dy=N?

Eai1
E, Ey10, Eao0
Eoi1
By Ei00
B=0 B#0

v

Nesouhlas s experimentem

@ Pro N > 2 je v multipletu 2N + 1 hladin
@ Zakladni hladina se rozdéli na dvé
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Sternav-Gerlachlv experiment

@ Svazek Castic prochazi nehomogennim mag. polem
@ Sila pusobici na ¢astice

P‘:ﬁ(ﬁ-é(;)) J

@ Atom stfibra v zakladnim stavu — 1 valenc¢ni elektron v slupce 5s
@ Orbitalni magneticky moment je nulovy — nemélo by se stat nic

@ Svazek se rozdéli na dva

@ Elektron ma vlastni ‘ J
magneticky moment velikosti B
Bohrova magnetonu 1 L

@ Projekce vlastniho
magnetického momentu muize ‘ g
nabyvat hodnot +q

\

.
\
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Prehled

e Spin elektronu
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Vlastni moment hybnosti

@ Vlastni magneticky moment elektronu je disledek nenulového
vlastniho momentu hybnosti — spinu

@ Operatory spinu splnuji komutacéni relace pro moment hybnosti

[Sj, ék} = iﬁ&jklé/ J

@ Projekce spinu do libovolného sméru ma hodnoty i%
@ Hilbertlv prostor spinu elektronu ma dva bazické stavy

Hos = C2 J

@ Standardni baze (2 < vlastni vektory S5

cos@)eos() |
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Pauliho matice

@ Matice operatoru spinu ve standardni bazi

h 0 1 0 —i 10
Si=2% =1 0)2=\i o) =0 1

@ Vlastnosti Pauliho matic

J/J-f = g UUey=0 ddieg==1= A=zl

[Uj,ak] = 2igjoy, {Uj,ak} =0kl = ojox = Sl + igjyoy

@ Projekce spinu do libovolného sméru muze nabyvat hodnot ig
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Spin elektronu

@ Velikost spinu elektronu je s = }

S? = h2§]1 = h2s(s+ 1)I J

@ Obecny stav spinu — spinor

) = alz )+ blz ) = (7). lalf+ 16 = }
@ Odpovida kladné projekci spinu do néjakého sméru n
EA+) = BA ), [ =g, = [ 052
Al —2 ) 7 ) —¢n,+_ ei(psing
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Vlastni magneticky moment elektronu

@ Vztah mezi spinem a vlastnim magnetickym momentem

e = —gs%é, gs = 2.002319 J

@ V priblizeni gs = 2 ma vlastni Cisla +xo

As = —Ho0 J

@ Energie vlastniho magnetického momentu v magnetickém poli

Hs = —jis- B = 105 - B J
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Popis stavu elektronu se spinem

@ Tenzorovy soucin Hilbertovych prostor

H = Hoy ® Hs = [2(R®, 0PX) © €2 J

@ Mozné stavy — |1om) ® |1bs) + linearni kombinace

W) = [11) @ |2, +) + o) ® |2, -) )
@ Obecny stav v x-reprezentaci — popsany dvojici funkci
o (¥1(X) o123 B
vi®) = (189). vye e

@ Skalarni souc¢in — indukovany z ., a s

(WD) = (Y1]p1) + (2lga), (W, @)= /]R3 Wi(X)d(X)d®x J
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Pozorovatelné v prostoru 5, ® s

@ Obecné pozorovatelnd — 2 x 2 matice operéatorti na L?(R3, d®x)

N Ay Apo . A1y + Agata
A= (O Ti2) Ay (4 A
<A21 Azz) <A21 Y1 + Agoto

@ Pozorovatelné nezavislé na spinu — poloha, hybnost, ...

@ Pozorovatelné nezavislé na prostorové Casti - slozky spinu, ...

A A PN h
Sonrb®Sj:§Uj J

Martin Stefariak Kvantova mechanika 9. listopadu 2020 17/22



Elektron v magnetickém poli

@ Pauliho hamiltonian

A S L, a -
F= o (Pt o) +e¢—B.,zs=<H1 °>—H3
———

2M 0 H,
i Hs
@ Bezéasova Pauliho rovnice
AV = Ew ]
e Casova Pauliho rovnice
~ oV
HVY = jh—
5 |
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Zeemanuv jev se spinem

@ Homogenni magnetické pole B

H = Hy + Az, HZZ—ﬁL'é—ﬁ'S'B J
@ Specialné pro elektron
A 5 4 2 i 2, 2, =
fo=—200 fis=-08 — A, = “—h"(uzs)-B J

@ ¢ je sféricky symetricky — Ho, 12 a L3 jsou kompatibilni

Foln,I,m) = E,j|n,1,m), Lg|n,I,m) = mh|n, |, m),...

@ Zvolime B = (0,0, B)

’:IZ = % <Z3 < 293)
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Zeemanuv jev se spinem

@ Vlastni vektory S5 — |+)

Bale) = 1) }

@ Kety |n,/,m) @ |+) = |n,I,m,+) jsou vl. vektory H

~~

En,l,m,:t

Hin, I,m, ) = (Eny+ poB(m = 1)) |n, 1, m, ) J

@ Pro /> 1 se E, rozStépi na multiplet 2/ + 3 hladin
@ Pro /=0 se Ej( rozdéli na dvé hladiny
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Casové Pauliho rovnice v homogennim poli

o Casova Pauliho rovnice, pole nezavisla na ¢ase, B = konst.

Hw:ih%—";, F=Fy+ Hs, [A.As] =0 }

@ Reseni Pauliho rovnice

\I}([’) _ e_éHtW(O) _ e—%l:lste—%f:h t\U(O) — e_%:qst <Z1 (§7 ?) J

@ Reseni Schrodingerovy rovnice s hamiltonianem H;

sy = IR0 — (%, 1) = ety (%, 0) J
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Casové Pauliho rovnice v homogennim poli

@ Evoluc¢ni operator spinu v homogennim poli

@ Specialné - pocate¢ni podminka v separovaném tvaru

¥(%,0) = tir(R.0) @ s(0) = vi(%.0) (1 51(0))

@ Stav zUstane v separovaném tvaruipro t > 0

W()?,t) = worb()?at)(@wS(t)

y ., 0 P _If
Poos = 207 Fys = in0ES = ys(t) = & #5lyg(0)
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Algebraicka teorie momentu hybnosti,

systémy rozliSitelnych ¢astic

Martin Stefanak

18. listopadu 2020
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Prehled

Martin Stefariak Kvantova mechanika 18. listopadu 2020 2/1



Prehled
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Spin a orbitalni moment hybnosti

@ Splnuji stejné komutacni relace

[[k, [,] = ihegmLm, [ékaél] = ifikimSm, J

@ Pusobi na jinych prostorech

" R N . d
Ly e L (LZ(RS, dSX)) : Ly = eimQPm = —Ihsk/mX/aT
m

h

Sk € L(C?), Sk =50k

@ Jde o rizné reprezentace Lieovy algebry su(2)

Reprezentace Lievy algebry su(2)
@ Jaka je mozna velikost spinu kvantové ¢astice?
@ Jaky tvar maji matice operatoru slozek spinu?
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Ireducibilni reprezentace su(2)

@ Lieova algebra g - vektorovy prostor s Lieovou zavorkou
@ Definice Lieovy zavorky v su(2) (mé dimenzi 3)

Uk, Jil = ihe kimjm J

@ Reprezentace Lieovy algebry g na 57

p X e g — ﬁX € E(%% ﬁ[x,y] = [ﬁXﬂﬁ}/]

v

Ireducibilni reprezentace

@ Operatory nemaji spoleCny netrivialni invariantni podprostor
@ Matice operator( nelze soucasné blokové diagonalizovat

@ S, je ireducibilni reprezentace na €2

@ Ly je reducibilni reprezentace na L2(R3, d®x)
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Obecny moment hybnosti

@ Operatory obecného momentu hybnosti jsou reprezentace su(2)
@ Splnuji komutacni relace

[:/k; «A//} = ihexmIm J

@ Moment hybnosti je generator rotaci

Ri() = exp (—i—liaﬁ- j) J

@ Operatory Ry(«) predstavuji reprezentaci Lieovy grupy SO(3) -
grupa rotaci R3
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Algebraicka teorie momentu hybnosti

@ Jy — reprezentace su(2) na .# kone¢né dimenze

[flk,://} = ihemdm, Ik = *A//t J

e Komutaéni relace = Js a J? = J2 + J2 + J2 jsou kompatibilni

P = A0, A =pld ), Ap=? |

@ Posunovaci operatory Jy = J; + ido

[:/3, :/j:] = :Izh:/:t, [:/2, :/j:} =0 J

@ J; mé ekvidistantni spektrum, Ay = & (stejné pro Ji)

Je|A, 1) = o A, £ ) ]
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Algebraicka teorie momentu hybnosti

Vztah mezi A a i
Vi) € A, (| + Be) = |9 ]? + By > 0
0 < (Al B+ J5 N ) = (A pl PN, ) — (A, pl BN, ) = A — i
N——
2
@ Pro dané ) jsou hodnoty 1 omezené — ;2 < X
@ Existuji maximalni a minimalni hodnoty i — pmax @ fmin

Pmumax) # 0, p\a/lmin>750
J—&-’)\:Mmax) = 07 J—’)\ylimin> =0
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Algebraicka teorie momentu hybnosti

A

IR =R S e e 2 S T J

Hodnota 1imax

0 = J+\)\,MmaX> = 3—g+|>\7umax> = (gz - *73? - h33) | As imax)

= (A - ﬂgnax — Ppimax) |\ hmax) = A= N?nax + Apimax

Hodnota rmin

0 = ‘Aj—|)\aﬂmin> = 3+J—|/\7Nmin> = ('-72 - 332 + hg:i) ’)\7,U«min>

= (/\ - ,U?nin -+ hﬂmin)|)\7 ,Umin> = A= N%qin — Nfmin

Kmin = —[Mmax J
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Algebraicka teorie momentu hybnosti

@ Existuje celé nezaporné k takové, ze plati

:/_If_‘)\, Nmin) Y p‘numin + kh> S |/\,Mmax> J

k
Pmax = Hmin + Kb = —fimax + Kh = pimax = §h J

@ Zavedeme | = g — nezaporné polocelé Cislo

Hmax = —pPmin = fR, A= hzj(j+ 1) J

@ Preznacime vlastni vektory pomoci kvantovych Cisel j, m

Pli,m)y = K3j(j+1)lj,m), Jslj,m) = mhlj, m)
,mlj,m)y = émm', m=jj-1,...—j
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Ireducibilni reprezentace su(2)

@ Fixni j — Hilberttiv prostor s#U) dimenze 2 + 1

AV = [[j,m)m=jj—1,...,—f], ~ C¥ )

@ Matice operatortl J; a J2 jsou v této bazi diagonalni

jh 0 ... 0

. G—-1)h 0 0

J3= | {,mldlj,n) | = . . .
e 0 0 ... —jh

J2 = | (j,m|PPlj,n) | = R3j(j + 1)I
N———

R2j(j+1)8mn
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Matice operator(i J; a J»

@ Zkonstruujeme pomoci posunovacich operatord

h= s (Urd), R=f(-3), L=0 J

@ Pusobeni J. nakety |j, m) zname

Jelj,m) = afpliom£ 1), oy = h/fGHT) —m(m=T) |

@ Matice operator(i J..

Jy = ((j, m|J |, ”>> = (O‘fném’”ﬂ) J

@ J ma nenulové prvky v pasu nad diagonalou, J_ pod diagonélou
@ Matice J tvofi ireducibilni reprezentaci su(2) na .#U)
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j= % — odvozeni Pauliho matic

@ Spin-} — reprezentace su(2) na #(2) = [|1,1), 11, -], = C?
@ Matice S; je diagonalni

o (1 0 _h
3= 2\0 —1) " 27

@ Matice posunovacich operatord Sy

0 aj |, 0 1 00
_ T _ _af _ _
Sy = (0 20 2> h (O 0) hoy, $_ =8, =nh <1 0> ho_

e Matice Sy = 3(5: +S5.)a S = 4(5- - §))

g _h(0 1y _n o _h (0 =i\_h
175\1 0) 27" P27 5\ 0) 2%
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Rozlisitelné a nerozliSitelné Castice
V kvantové mechanice nezname trajektorie ¢astice

RozliSitelné Castice
o Castice rtizného typu - li§i se v néjakém parametru nezavislém na

dynamickém stavu (hmotnost, naboj, velikost spinu, . . .)
e Castice mohu oéislovat jako 1., 2. atd.

v

NerozliSitelné ¢astice
@ |dentické castice

@ Oznaceni Castic ztraci vyznam
@ Predpovédi teorie na ocislovani nesmi zaviset
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Slozeny systém N rozliitelnych Castic

@ Rozlisitelné 8astice s Hilbertovymi prostory 72K k =1,...N
@ Hilbertlv prostor slozeného systému .7# — tenzorovy soucin
Hilbertovych prostor jednotlivych &astic 7K

#=xVex?s.. 0a" ]

@ Nemusi nutné jit o rizné Castice, ale obecnéji o rizné stupné
volnosti

Elektron se spinem

@ Orbitalni prostor — 75, = L2(R3, d®x)
@ Spinovy prostor — 7 = C?
@ Popisujeme oba stupné volnosti souCasné — 77 = o @ s
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Tenzorovy soucin dvou Hilbertovych prostort

@ 2 rozlisitelné &astice s Hilbertovymi prostory #) k = 1,2
@ ON béaze v Hilbertovych prostorech

{9} P =6, 3w =1 J

@ Hilbertliv prostor slozeného systému — tenzorovy soucin

A =0 @ 4P ]
@ Mnozina {WJ,O)) ® \1/1,(2)>} tvofi ON bazi 7

(1@ @w@1) (v @ w2)) = @ WS GP1P) = dmdn J

@ Pokud dim 7K = dj, < co = dim# = d; - db
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Separované stavy

o Castice jsou nezavisle na sobé ve stavech |¢(¥))

[©) = [6) ® [¢®) )
@ Rozpis stavii |¢(k)) do bazi
D) = alut™), 162 = by J
i J
@ Separovany stav slozeného systému ma tvar
[®) = aibylef) @ [v?) J
f.f

@ Vysledky méfeni na 1. Castici nezavisi na méfeni na 2. ¢astici
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Priklad — tenzorovy soucin prostort dimenze 2 a 3

H=C®C%~C° |

@ Stavy 1. a 2. Castice

@ Separovany stav slozeného systému

a b1
ai b,
a; bz

o=¢Ved®= | h
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Obecny stav slozeného systému

@ Obecné vektory z .7 Ize zapsat ve tvaru

)= cilpl) @ [P, denwm ® [yP) J

7./

@ Skalarni soucin vektort

(Vo) = Zc,,d,, J

@ Obecny stav |®) nemusi byt separovany — provazany stav

©) # [61) @ [6@) J

@ Vysledky méfeni na jednotlivych ¢asticich mohou byt korelovany

@ Korelace mohou byt silngjSi nez je mozné v klasické fyzice
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Pozorovatelné slozeného systému

@ Jednocasticové pozorovatelné — rozsifime jednotkou

AV =Axl B®=18B )

@ Spekira A a A jsou stejna

Alef") = ajlaf") = AVjaf") @16?) = alo(”) @ 16@) |

o A a B® jsou kompatibilni, spol. vl. vektory oV} & |5/(2))

" 1 2 1 2 7~ 1 2 1 2
AN 2|87 = alal)e|8®),  BM|a{)0|s?) = blal")s|s! ’>J

@ Interakce Castic — pusobi netrivialné v obou prostorech
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Uloha dvou téles

@ Dvé rozlisitelné kvantové &astice bez spinu v R3

A =2 @ #® = 2R3, d®x) ® L2(R3, d®x) ~ L2(RS, d®x) J

@ Obecny stav sloZzeného systému — vinova funkce ¢ (X(1), x(2))

@ Interpretace stavu — amplituda pravdépodobnosti nalezeni 1.
gastice v bodé X(1) a 2. 8astice v bodé x(@)

@ Interakce — potencidl zavisejici jen na rozdilu poloh

V(X1 @) = v — 3(2) J

@ Hamiltonian sloZzeného systému

p)2  p22

_l’_

H=om T o 7V~ 2w
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Uloha dvou téles

Stejné jako v klasické mechanice Ize odseparovat pohyb tézisté )

v v v

@ Souradnice tézisté a relativniho pohybu

My X1 + Mo X(2)
(0 — 71 2 (N — (1) _ 2(2)
x( — X\ =x X
M; + Mo ' J

@ Pfechod k novym proménnym

(X, %) = (XD (xO, (), 3@ (3D x(Y) J

@ Transformace parcialnich derivaci

0 0 n 0 0 1 Iy 0 Iy 0
= ) = 1 — V22— 1y
an(t) aX]_(U 8)(/-(2) 8Xj(r) My + M, 8)(]-(2) 8X-(1)
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Uloha dvou téles

@ Hamiltonian v novych proménnych

A~ h2 2M1+M2 —
- = V(x()

H (v, + ) T e Ar VT
= /:It‘f'l:lr

v ovw

@ Hamiltonian tézisté

p(12
t — 2M Y

M=M; + M,

@ Hamiltonian relativniho pohybu
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Atom vodiku jako systém dvou téles

v v oavNy 7z sz 4
® Nekonegné tézké jadro — Ey = —1%, R= i

@ Jadro vodiku - proton s hmotnosti m, = 1,67 - 10727 kg = 1837m,
@ Uloha dvou téles — v R nahradit m, redukovanou hmotnosti
MeMp 1 Me

—— P _—m ~ 1--"6)=(1-5.10"*
H Mg -+ My e1+%‘j e mp) ( )me

v

|zotopicky jev
@ Spektrum zavisi na hmotnosti jadra
@ Deuterium - v jadfe je proton a neutron, m, = mp

Me2Mp
"= me +2m, el

Mme . . 4
~(1-2,5-1
2mp) ( 75 0 )me

@ Spektralni line deuteria jsou o malinko krat$i nez pro lehky vodik

v
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Hyperjemna struktura vodiku, skladani spind,

singletni stav

Martin Stefanak

24. listopadu 2020
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Prehled

0 Hyperjemna struktura vodiku
@ Skiadani spini

e Singletni stav
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Prehled

0 Hyperjemna struktura vodiku
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Hyperjemna struktura vodiku

@ Energetické hladiny vodiku - Ey = —#, NeN
@ Zakladni hladina E; je nedegenerovana
@ P¥i zapocitani spinu elektronu a spinu protonu ma degeneraci 4

@ Ve skuteCnosti jde o multiplet dvou velmi blizkych hladin

AE=E} —E; ~10%¢V ]

@ Dusledek interakce spinu elektronu a spinu protonu

B ‘
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Spin elektronu a protonu

@ Hilbertovy prostory spinu elektronu a protonu

A =[l+o), |-y, P =[I+p),1-p)],

@ Hilbertiv prostor slozeného systému

T = %(e) & %(p) = [|+e, +p>7 |+67 _p>a |_e7 +p>’ |_87 _P>])\

@ Standardni baze

|+67+p> = (170)070)7-7 ’_'_67 _p> = (0717070)T7
|_€7+p> = (0707170)T7 ’_67 _p> = (0707071)T'
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Operatory spinu elektronu

~ " ~ h
§9=-50] = s}e>:§a,®/

v

Matice slozek spinu elektronu

0 01O 00 —/ O
s _hfo 00 1 g _hfo 0 0 —i
vt 21 000" ™ 2|i 00 O
0100 0O/ 0 O
10 0 O
S(e):720100
s 2100 -1 0
00 0 -1
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Operatory spinu protonu

" A h
5P =108 = 5P =3loqg
Matice slozek spinu protonu

01 00O 0 -i 0 O
g _N|1 000 g _N|i 0 00
[ 210 0 0 1)° 2 210 0 0 —i
0010 0 0 /7 O

1 0 0 O

@ h|0O -1 0 O

= 0O 0 1 O

0O 0 0 -1
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Interakce spinu protonu a elektronu

@ Hamiltonian interakce spint (resp. magnetickych momenta)

B = Afe) . ) — %Ag(e) 80, A= peppA J

@ Matice hamiltonianu ve standardni bazi

A0 0 0
0 -A 24 0
H=A0j®oi=109 24 —a 0
00 0 A
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Hyperjemna struktura vodiku

@ Vlastni Cisla matice jsou E; = Aa E_ = -3A
@ Zakladni hladina vodiku E; — multiplet blizkych hladin Ef

Et=E+E,=-R+A E =E +E =-R—3A J

@ Prechod mezi hladinami — vyzareni mikrovinného fotonu

hy = AE = 4A ]

@ Z experimentalnich dat plyne

v=1420MHz, A=21cm, AE=59.10C¢V J
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Vlastni vektory hamiltonianu

Podprostor E_

_ 1 1

[v™) = = (I+e —p) — |—e,+p)) = —=(0,1,-1,0)7
2
Podprostor E.
|¢1+> = |+e»+p> = (170a070)T
1 1
+ _ T
= = -I_v_ +_a+ :—0,1,1,0

¥3) = (e —p) +l=etp)) = 75(0,1,1,0)
’¢(_3|—> = ‘_97_P>:(0?070?1)T )

Jsou to soucasné vlastni vektory celkového spinu )
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Prehled

© skiadani spina
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Celkovy spin atomu vodiku

@ Operatory celkového spinu atomu vodiku

Jk = é,((e) + S,((p) J

@ Matice operatorll ve standardni bazi

0110 0O —i —i O
K1 0 0 1 Rli 0 0 —i
=311 00 1| 2=3|i 0o o i
0110 0 i i 0
100 0
000 O
S=hlg 00 o
000 —1
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Celkovy spin atomu vodiku

@ Splnuji komutacni relace pro moment hybnosti

ka ://} = iheximIm J

@ J; a J? jsou kompatibilni
@ Navic jsou kompatibilni s 5(¢)2 a $(P)2 (oba operatory jsou 2727)
@ Spole¢né vlastni vektory |1, 1./, m)

a1 1 3,1 1
@zl 1 - 8l 1 _
S ’2727./7m> 4h 2727j7m>7 « e?p
N 11
J3’§7§>.Ivm> - mh|§7§?jam>
rll m) = 712'('+1)\1 1 i, m)
2727.’7 - .Ij 272?/7
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Kvadrat velikosti celkového spinu

o J2 neni kompatibilni s (% a 8, pouze s jejich soustem J

J2 = §e2 o8 . Sr 4 gk
2.87) = 2|8 5] 5 = 2inepy 55
= 2ih (éﬁe) sp _ & éﬁp))

@ J?2 neni ve standardni bazi diagonalni

<

N

I

>t

N
cooN
o~ =0
o~ 20
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Vlastni vektory celkového spinu

Vlastni ¢isla matice J°> — 0 (prosté) a 272 (n4sobnost 3)

Podprostor j = 0 — singlet

3:30:0) = 75 (e =) — =) = V)

D

v

Podprostor j = 1 — triplet

11

‘575’171> = |+e7+P>:|¢r>

11 1

|§a§a 170> = E(H_e: _,D> + |_e»+p>) = ’w2_>
1 1
|§7§717_1> = |_e7_p>:|¢§_>
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Hyperjemna struktura vodiku

@ Interakce spinli pomoci operatort kvadratt velikosti spint

2, X 1 /A A A
@ &p _ 1 (72 _ ae2_ ape
5. 80) = 7 (17 - &2 - 50p2) J

@ Kety \2, 2,j, m) jsou vlastni vektory interakce spinu

3 1 1
3(e) . (p) _ _Sp2
11
(e) . p)_ _ S
SO | ,1, m) 4|2,2,1,m>

@ Jsou to i vlastni vektory hamiltonianu hyperjemné struktury

1
2’

11
2’2

: o1 11
H| 00>:_3A| o>7 H|§7§717m>:A’§a§71am>

l\)l—L
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Prehled

e Singletni stav
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Singletni stav

) = \}2(|+e> ® ) — |—e) ® [ +p)) J

Provazany stav — nelze faktorizovat

[%7) # [ve) ® [¥p)

Méreni spinu jedné Castice

@ Projekce spinu e i p do libovolného sméru jsou zcela nahodné
@ Pravdépodobnost kladné i zaporné projekce je %

Soucasné méreni spinu obou ¢astic

@ Projekce spinu e a p do stejného sméru jsou perfekiné
antikorelované

@ Nameéfime kladnou projekci spinu e do sméru i1 — p ma zapornou
v
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Projekce spinu elektronu v singletnim stavu

@ Projekce spinu je zcela ndhodnéa < stfedni hodnota je nulova
@ Operator projekce spinu elektronu do sméru (6, ¢)

Azl cosd sinfge~»
7= 2 \sinve’® —cosd

@ Stredni hodnota projekce spinu elektronu do sméru ri

N

8 =i.Sel, #-S=

I\JID*‘

Yoo = (|18 = <<+e|n Slve) + (- em-§|—e>)

1 /h h
= 3 (Ecose—écose> =0

@ Stejny vysledek plati i pro projekci spinu protonu
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Projekce spinu jedné samotné ¢astice

Pro jednu Céstici ve stavu |¢)) toto nastat nemuze ]

@ Pro kazdy spinor |¢)) mohu najit smér g, tak, Ze |¢) = |p+)

§ﬁ|,5+> = g|,5+>, P = (sina.cos 3, sin a:sin 3, cos «)
p+) = cos%!+>+sin%e"ﬁy—>

@ Stredni hodnota projekce spinu do sméru 7 ve stavu |p+)

i B J

N =t

(Sh) g+
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Méreni projekce spinu e a p do osy z

) = \l@(|+e> ® =) — |—e) ® [ +p)) J

@ Méfim projekci spinu elektronu do osy z, naméfim kladnou
@ Stav po méreni je popséan ketem

[0) = |+e) @ | —p) ]

@ Proton ma s jistotou zapornou projekci spinu do osy z

@ Analogicky pro naméreni zaporné projekce spinu elektronu ma
proton s jistotou kladnou projekci spinu do osy z

Projekce spinu do osy z jsou perfektné antikorelovany )
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Méreni projekce spinu e a p do libovolného sméru n

@ Vlastni vektory s kladnou a zapornou projekci spinu do sméru 7

- 0 .0
|n+) = cos §\+> +sin §e""\—)
- .0 0
|Ai—) = sin §!+> — COS Ee’ﬂ—)

@ Singletni stav Ize zapsat ve tvaru

) = %(r+e>®|—p>—r—e>®|+p>)

I . ” .
= —e7 " — (|fi+e) ® |i—p) — |i—e) ® |+p))

V2

v

Perfektni antikorelace plati pro projekce do libovolného sméru 7

)
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Provazany stav

@ Singletni stav je pfiklad maximalné provazaného stavu

@ Kvantovy stav — soubor informaci o moznych vysledcich méfeni

@ V singletnim stavu e a p nenesou 2adné informace

@ Jejich individudlni stavy nelze popsat vektorem, musi se pouzit
obecnéjsi popis pomoci matice hustoty

@ Veskeré informace v singletnim stavu jsou v antikorelacich
vysledki méfenina ea p
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Skladani momentud hybnosti, nerozliSitelné castice

Martin Stefanak
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Skladani momentu hybnosti

@ Dva momenty hybnosti velikosti j; a jo

A Ue) = (o M) |Ma = Josjo — 15+, —Jaly,  dim V) = 2o +1 J

@ Popisujeme oba momenty hybnosti dohromady

#Ui2) = Uh) o () = (1, M) @ |jo, M2)|Me = Jus - - - —ja])\ J

@ Vektory standardni baze jsou spole¢né vlastni vektory 1. a 2.
momentu hybnosti

JORr,mu) @ o, M) = Wjalia + 1lit, 1) © |i2, M)
:léa)|j17m1)®\j2,m2) = hMmgljr,m) ® |2, mz), a=1,2
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Celkovy moment hybnosti

@ Operator celkového momentu hybnosti

Ji = *A/;(<1) - [:/k7 ‘Af/} = ihegmdm J

o J2 neni kompatibilni s I a J$?, pouze s jejich soudtem

22,269) = 2in (0242~ 50360 = — [22,20) J

@ J2, J; jsou kompatibilni s J(M)2 g J2 — spole¢né vlastni vektory

JO2)j o jom)y = B2ja(a + Dljtse, s m), a=1,2
Pljijojomy = B2+ 1)l 2, j, m)
JSU1aj2>jam> = hm’j17j27j7m>
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Vlastni vektory celkového momentu hybnosti

Jak rozepsat kety |1, j2,j, m) do standardni baze? ]

Vektor s maximalni hodnotou j = m = j; + j»

Ut jos 1 + Jos 1+ J2) = Uit J1) @ |2, J2)

@ Obecné plati pro vSechna my, mo
Jalj1, M) @ o, m2) = (mn + ma)hljs, 1) @ |jo, me)
@ Pro ovéreni, Zze vektor odpovida j = j; + J», pouzijeme

D2 = IO 4 32 4 )N | N3 | J1 @)
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Vektory s j = j1 + o @ nizSi hodnotou m

@ Pouzijeme posunovaci operatory pro celkovy moment hybnosti

0 — 0 4 92 |

@ Napf. vektors m = j; + jo — 1

C 1 L .
Visfost + sy + o —1) = ——— (04,-1,,-1 Ui, jr = 1) ® iz, o)+
Y +iafi e

+oy, ol 1) @ |2, fo — 1))

@ Vytvotime 2(ji + j2) + 1 vektord |ji, jo, j1 + jo, M)
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Snizeni hodnoty j o jedna

Najdeme vektor |1, jo, /1 +jo —1,j1 +jo — 1) J

@ Musi byt linearni kombinaci vektorli s my + mo = ji + jo — 1

A = [y i — 1) @ o, o), Ui 1) ® Lo fo — 1], )

© |ty Josjr +jos i +Jo — 1) € M= 1R, e k nému OG

L . 1 _ L .
Vol + o=V i+ —1) = —— (0412,/2\/1,/1 — 1) ® 2, f2)—
Y tizi iz

—oy il h) ® iz o — 1>>

@ Pouzitim J_ vytvofime 2(j; + jo) — 1 vektort |ji, jo, j1 + jo — 1, m)
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Minimalni hodnota j

@ Rozklad Hilbertova prostoru na direktni soucet

j :jmin

jmaX
wUk) — p(h) g sple) — @ 0) J

@ Porovnani dimenzi prostoru

dim sz Unk) = (2f; +1)(2) + 1)

jmax
= D @+ =(i+k+1?-jan
j:jmin
jmin = |/1 _j2| J
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Rozklad na ireducibilni reprezentace

o Unk) = ) @ s#(2) je reducibilni reprezentace su(2)
@ Lze ji rozlozit na direktni soucet ireducibilnich reprezentaci

itk
plhoe) — GB U)
J=li =]

@ Operatory Jx a J? jsou v bazi {|ji, jo, j, m)} blokové diagonalni
@ Kety celkového momentu hybnosti jsou vlastni vektory interakce

jm . G@ — % (32 _ M2 3(2)2>

JO - J®y pjomy = BE(G+1) — (G + 1) — joliz + 1)), j2s j M)
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11 1 1 1 1 1 11 1 1
3310 = = (lz-58155)+15.5815.-3))
1 1 1 1 1 1
R Ul i
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Clebschovy-Gordanovy koeficienty

@ V prostoru #U1) @ s#(2) mame dvé ON baze

By = Alj1,m) @ |jo, M) Mo, = joyjo— 1, -, —Ja}
Bo = {lit,josdsmli=ljs —ols s f1 +Jo, m=Jj,...—j}

@ Prechod mezi bazemi — unitarni transformace
@ Prvky matice — Clebschovy-Gordanovy (CG) koeficienty

(it 2 1, malj, m) = (G, M| © (o, mal) s o j> m) )

@ Vybérova pravidla

CGjenenulovy = m=my +moaljy —jo| <j<ji+jo J
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Prechod mezi bazemi

@ Condon-Shortleyova konvence — CG jsou realné

h J2
oo dsm)y = > > (radzs Me, Malj, m) i, my) & |fo, M)
Mm=—j; Mp=—j
h+i ]
) @ o, mz) = > Y (it dzs M1, Malj, M) s o, j, m)
J=li—fe| m=—j

@ Systém ve stavu |ji, my) ® |2, mo) — pravdépodobnost nameéfeni
hodnot celkového momentu hybnosti j a m je rovna

(1, Jo, M1, Malj, m)?
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CG koeficienty pro dva spiny 3
Nenulové CG koeficienty

1111 11 1 1

<27272a2|1’1> - (2’27_27_2“7_1) =1

11 1 1 11 11

PR 7_2|1)0> - (2727_272‘15()) —
1
2

11 11 1
) |070> = - <2727_272‘070> = E

I

11 1 1 1 11 11
22 %172 =75 (7219 +17200)

@ Projekce celkového spinudo osy zjenulova,j=1a;=0s
pravdépodobnosti 0.5
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NerozliSitelné Castice

Stav kvantové ¢astice je popsany vinovou funkci (X, t)

(X, 1)|? je pravdépodobnost nalezeni ¢astice v bodé X

K urCeni polohy ¢astice musime provést mereni

V kvantové mechanice nezname trajektorie Castic

Popisujeme systém vice Castic, jejich vinové funkce se prekryvaji
— pokud jsou identické, tak je nemohu rozlisit

Identické ¢astice jsou v kvantové mechanice nerozliSitelné
Predpovedi teorie nesmi na ocislovani ¢astic zaviset
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Pruzny rozptyl Castic

v v v

@ Pruzny rozptyl dvou Castic, popis v tézistové soustave
@ Detektor D; pod uhlem 6
@ Detektor D; zaznamena dopad Céastice — P4

% /
O—F—00—5—0

Pravdépodobnost detekce bude zaviset na typu Castic J
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Pruzny rozptyl rozliSitelnych ¢astic

@ Pro rozlisitelné ¢astice jsem schopen odlisit, zda doslo k rozptylu
o uhel 8, nebo = — 0

@ Scitaji se pravdépodobnosti téchto dvou jevl
@ Amplituda pravdépodobnosti rozptylu do Uhlu o — f(«)
@ Pravdépodobnost detekce pod thlem 6

P = IHO)F + If(m — ) J

@ Specialné pro 6 = 7

R s
PR = 2f(Z)? J
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Pruzny rozptyl nerozliitelnych Castic

@ Nejsme schopni rozlidit rozptyl o thel 0 a 7 — 6
@ Musi se skladat amplitudy rozptylu

J

@ Amplitudy rozptylu se séitaji — P |f(9) + f(m
@ Pro 6 = 7 je dvojnasobna pr. detekce —

—0)

. R
= 2f(3)? =2P"

@ Amplitudy rozptylu se odecitaji — F) = |f(0) —
@ Rozptyl o § = 7 nelze — P1(F) =0

f(m — 0)/?

\
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Vinové funkce dvojice identickych ¢astic

@ Stav dvou ¢astic je popsany vinovou funkci ¢ (Xq, X2)
@ Identické ¢astice — zmeéna ocislovani nezmeéni fyzikalni stav
@ (X1, X2) = (X2, X1) @ ¥(X1, X2) popisuji stejny stav

U(51,%2) = Cull(, 72) = Chu %) — Co=%1 |

@ VInova funkce dvou nerozliSitelnych ¢astic musi byt symetricka,
nebo antisymetricka vici zaméné argument

@ Princip superpozice — C, nezavisi na v, jen na typu Castic
@ Symetrické vinové funkce — bosony (celoCiselny spin)
@ Antisymetrické vinové funkce — fermiony (polocely spin)
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Vinové funkce n identickych ¢astic

@ Vinové funkce musi byt Uplné symetrické (bosony), nebo Upiné
antisymetrické (fermiony) vic¢i zaméné libovolné dvojice X;, X;

Rt R oo Ko) = Co(Ras e R iy %)

@ Vsechny C; = 1, nebo Cj = —1 (i # j)

@ Cj — 1-dim reprezentaci grupy permutaci n prvka Sp

@ Jsou bud symetrické (C; = 1), nebo antisymetrické (C; = —1)
@ Hilbertlv prostor n bosont — podprostor symetrickych vektor(
@ nfermionl — podprostor antisymetrickych vektoru

B F)  en

Martin Stefariak Kvantova mechanika 1. prosince 2020

21 /1



Stavy dvou identickych ¢astic

@ Zapis pomoci jednocasticovych stavl ¢, € 74
@ Dva bosony v rliznych jednocasticovych stavech ay, a,

WP, (3y, %) = ¢1§ (g (%1 by (%2) + oy (R (51)

J

@ Bosony mohou byt ve stejném jednoCasticovém stavu a; = a» = a

DS (X, X2) = ta(¥r)ta(Xa)

J

@ Dva fermiony v riznych jednocasticovych stavech ay, a,

Lo 1 S S S S
W (Rr, %) = 5 (12, (%), (%) — v, (Rt (1))

@ Fermiony nemohou byt ve stejném jednocCasticovém stavu
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Stavy n bosonu

@ 7 — permutace n prvku

7 {1,2,....n} = {11, 72, ... 70} ]

@ nbosond v jednocasticovych stavech ay, a», ..., an

wg?,)ag,...,an()a ) )_('27 o 7)_(}7) =N Z wa1 (YW1 )¢32 ()_('Wg) o0 wan()_('ﬂn)

7T€Sn

@ V jednocasticovém stavu a muze byt libovolny pocet bosonu
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Stavy n fermioni — Slatertv determinant

@ nfermionl v rlznych jednocasticovych stavech ay, a», ..., an

Uiyt R Kn) = b > sgn T Ya (X, Vo (X ) (Xer)
TESH

Vai(¥1) Ya(X1) ... Ya,(¥1)

wau (XZ) ¢62(X2) ©coo wan (XQ)

¢a1 (Yn) wag (}n) te ¢an(?n)

@ Dva jednocasticové stavy jsou stejné — dostaneme nulu

Pauliho princip

V souboru nerozliSitelnych fermiontd nemohou existovat dvé ¢astice ve
stejném kvantovém stavu
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Stacionarni poruchova teorie

Martin Stefanak
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Prehled

@ Nedegenerovana viastni hodnota

e Oscilator v homogennim poli

© Zzakiadni stav elektronového obalu helia
e Degenerovana vlastni hodnota

@ Linearni Starkav jev na vodiku
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@ Nedegenerovana viastni hodnota
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Stacionarni poruchova teorie

@ Najit pfesné feseni bezCasové Schrédingerovy rovnice je ¢asto
nemozné (nedostatek symetrii)

@ Predpokladame hamiltonian ve tvaru souctu

i'\l=i'\lo+<€l:l'/ J

@ Zname vlastni &isla a vlastni vektory Hy, ma prosté spektrum

Foluy”) = EC1u) (1)

e H' predstavuje poruchu
@ Chceme urdit viastni &isla a vlastni vektory H

Hlyw(e)) = Ex(2)lpx(e)) 2 |
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Stacionarni poruchova teorie

@ Odectenim rovnic (2) a (1) dostaneme

(’:/o - E;((O)> |Avy) = <AEk = 6”) [vk(e)) (3)

@ Oprava vlastniho Cisla a vlastniho vektoru

AEy = Ex(e) — ED,  |Ayk) = [gk(e)) — [¢V)

@ Skalarni soucin (3) s <¢}°)y

(B - ) w5 1awi) = DB o) - eI () @)

@ Specialné pro j = k dostaneme

AEWD [k(e)) = e A i (e)) (5)
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Stacionarni poruchova teorie

@ Dodatecna normaliza¢ni podminka

Wi l(e) =1 = (1 Dp) = 0 J

@ Opravu vlastniho vektoru hledame v OG doplriku

@ [¢k(g)) nemusi mit normu 1, ale to nevadi
@ Rovnice (5) se zjednodusi do tvaru

AE = (O 16x(e)) ©) |
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Poruchovy rozvoj v parametru ¢

@ Rozvoj vlastnich Cisel a vektorl do mocninné fady

Exe) = EQ+eEMN +2EPD 4
AE,
k() = ) + el + 2w + ...
|A%) |

@ Dosadime do (6), ¢len u e — oprava vlastniho Cisla fadu s

EC = O 1H 1) ]
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Oprava 1. fadu pro nedegenerovanou vlastni hodnotu

@ Stfedni hodnota poruchy v ptvodnim vlastnim stavu

E = W) = (H) o |

@ Staci, Ze E,((O) ma nasobnost 1
@ Ostatni vlastni hodnoty mohou byt degenerované
e Hy mize mit i spojité spektrum
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Oprava vlastniho Cisla 2. radu

E® = 1A wy") J

@ Potfebujeme opravu 1. fadu vlastniho vektoru |¢;(<1)>
e Predpokladame, ze Hy ma &isté bodové spektrum
° !1/1,((1)> Ize rozlozit do baze {|¢}0)>}

) = 3 WO @) J

J

® Z podminky (" |A) =0 = (1" |0}”) =0, 5 > 1
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Oprava vlastniho vektoru 1. radu

@ Fourierovy koeficienty <¢f0)|w,((1)> pro j # k ur€ime z rovnice (4)
@ Dosadime do (4) mocninné rozvoje, Cleny u ¢
0)| £yr1,,(0
WA J

(0) (1)

@ Oprava vlastniho vektoru 1. fadu
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Oprava vlastniho Cisla 2. radu

@ Dosazenim rozvoje dostaneme opravu 2. fadu vlastniho Cisla

O 3 (A i) 2
ko — 0 (0)
% EO-E

@ Plati, pokud E,ﬁo) ma nasobnost 1, Fy ma &isté bodové spektrum
@ Ostatni vlastni hodnoty mohou byt degenerované

@ Pokud My ma nedegenerovany zakladni stav — oprava 2. fadu
energie zakladniho stavu je nekladna
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Prehled

e Oscilator v homogennim poli
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Oscilator v homogennim poli

@ Linedrni harmonicky oscilator v homogennim poli

F —E+1M 2%, H=FQ, e=1
O_2M 2 w 9 - 9 €=

@ Vlastni &isla a vektory Ho

Poln) = (n+ 5 ) sl 0 € Zy, (nlm) = dom, S I} (] =T J

n=0

@ Poruchu zapiS$eme pomoci posunovacich operator(

. [h . ..
H = F\ oy (Br +a), &eln) = an£1), af =vVn+1, oy =v/n
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Oprava 1. radu
@ Maticové elementy operatoru poruchy v energetické bazi

& h . . h _
(m|H'|n) = Fy/ m<m|a++a_|n> =Fy/ Mo (o 6m 1 + p Omn—1)

@ Diagonalni maticové elementy H' jsou nulové

@ Oprava 1. fadu je nulova pro vSechny vlastni hodnoty

E" = (f)n = 0 J
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Oprava 2. fadu

@ Opravu 2. fadu urcuji nediagonalni maticové elementy H’

E® - Z'<m'”"”>'2_F2h< P, laal )
1

oy E,(70) . Er(7?) - 2Mw E,(,O) _ E,(73)1 E,(,O) . E,(g)
F2
- T 2Muw2

@ Do 2. fadu poruchového rozvoje plati

_ 0, £2) _ 1 F?
En—En —|—En —(n+§>hw—m J
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Oscilator v homogennim poli

@ Celkovy potencidl Ize upravit na Ctverec

1 5, g FRN R 2
2wa +Fx_2Mw (X—I—sz ~ M2

@ Zménou proménné y = x + -, dostaneme hamiltonian LHO
posunuty o konstantu

@ Presné hodnoty energie jsou

1 F2
E”:(”+§>h“’_m J

@ Poruchova teorie da presny vysledek
@ Opravy vy$Sich fada (s > 2) budou nulové

Martin Stefariak Kvantova mechanika 8. prosince 2020



Prehled

© Zzakiadni stav elektronového obalu helia
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Hamiltonian elektronového obalu helia

@ Celkovy hamiltonian

/:/:/:/o—i-l:/l J

@ Hy — 2 neinteraguijici elektrony v poli jadra

N - e 262
Ho=rh+He, Hi=5r--7, Q=
e I

@ Porucha H' — interakce elektrond

g € 1 J

- 471'60 |)?1 - )?2|
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Zakladni stav Hy

@ Vlastni vektory A; — uréené kvantovymi Cisly N, I/, m

2
Hi!N,/,m>;=—%]N,/,m>,-, R=%554.46V7 azn‘ZQ

@ Dva nerozliSitelné fermiony — stav musi byt antisymetricky
@ Musime uvazovat i spiny elektronu, energie na nich nezavisi
@ Zakladni stav neporugeného hamiltonianu Hy

1

) = 1,0,0)1 ®|1,0,0)2 ® T (11 ® )2 = =) ®+)2)

&I

@ Odpovida energii £ = —2R—= -2 = _108.8 ¢V
@ Experimentalni hodnota — E; = —78.9 eV
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Oprava 1. radu energie zakladniho stavu

@ Zakladni hladina je nedegenerovana

EY = @A) = (), Al J

@ VInova funkce zakladniho stavu v x-reprezentaci

. B} B} N
wﬁo)(xm) = 100(X1)¥100(X2), Y100(X) = e a J

Tas

@ Oprava 1. fadu energie zakladniho stavu je ur€ena integralem

2(ry+ro) 1 1 92
EM — / 3 / o678 ———=-, C=—5 s —
1 © | G | 6PRE Xy — Xo| w280 4reg
R3 R3
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Vypocet integralu

e H'lze rozepsat pomoci Legendreovych polynomt

1 1 /r L.
- = al Po(cos 0), r<r» X{-Xo=rirpcosf
X1 — Xo rp e\

@ Legendreuv polynom Ize rozepsat pomoci kulovych funkci

47
2/ +1

P?(cos6) = Z Yim(01,01)Yim(02, 02),  0i, i <> X;

m=—/

@ Integraly prevedeme do sférickych souradnic
@ Integrdl pfes r, rozdélime na intervaly (0, ry) a (ry,o0)
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Vypocet integralu

@ Integrdl pfes prostorové Ghly 04, @1 (Yoo = \/%)

™

2n
/0'901 /sin 01d601Y im(61, 01) = VAT(Yim, Yoo) = V4m8100mo
0 0

@ Analogicky pro integral pres prostorové Ghly 65, oo
@ Ze sumy zbude pouze ¢len = m =10
@ Zbyva spocitat integraly pres ry a r»

o0 €] (e’e]
2r- 1 2r. 2r.
E1(1) = C(47r)2/dr1r12e‘a1 (r—/drgrzzea2 +/dr2r2ea2)
1
0 0 r
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Vypocet integralu

@ Integraly pfes r, pomoci per partes
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Oprava 1. radu energie zakladniho stavu

@ Celkem pro opravu 1. fadu nalezneme

M _ 25 5 5Q_ 50
B = CUM 1382 =15, = 1abi

@ Do 1. fadu poruchového rozvoje je energie zakladniho stavu rovna

E = EO4+EM_ 1615(0) —74.8 ¢V J
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Prehled

e Degenerovana vlastni hodnota
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Poruchova teorie pro degenerovanou vlastni hodnotu

@ E(© je vlastni hodnota Hy s kone&nou nasobnosti N > 1
@ Celkovy hamiltonian tvaru H = Hy + =H'
@ Porucha muze snizit degeneraci vlastni hodnoty

Ei(c), Ej(e —0)=E© J

@ Hledame vlastni &isla a vlastni vektory H ve tvaru fady

Hlyi(e) = Ej(e)lwy(e)) (7)
Wie)) = 192 +elpiy + ...
Efe) = EQ+eeD 4

° y¢}°)> nejsou rovnici Hoy¢}°)> = E(O)\zp}o)) uréeny jednoznagné
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Poruchova teorie pro degenerovanou vlastni hodnotu

@ Dosadime rozvoje do (7), Clen u ¢

Folu") + Ay = EOJypV) + EMp?) ®)

@ Zvolime si n&jakou bazi v podprostoru s energii £(%)

Folé) = EOlgp,  (dylew) = o )

@ Rovnici (8) skalarné vynasobime s |¢x) - zbavime se |¢}1))

(ol A 1t”) = ED (gul ) ©) |

@ RozepiSeme neznamé \zb}o)) do baze {|¢«)}

) Zaj Kow), i = (el (10)
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Poruchova teorie pro degenerovanou vlastni hodnotu

@ Dosazenim rozvoje (10) do rovnice (9) dostaneme

N

Z<¢k\’:’/’¢/>aj,/ = Ejmaj,k, k=1,...N
I—1

@ Lze prepsat v maticovém tvaru

10 _ £ 4(0)
Hy;™ = B |

@ Matice poruchy zGZeného na podprostor E(©) v bazi {|¢x)}

Hj ;= (ok|H'|¢1) J
° ¢/(°) - vektor W/(O)> vyjadreny v bazi {|¢x)}

wj(O) = (aj,17"'7aj,N)T J
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Poruchova teorie pro degenerovanou vlastni hodnotu

Opravy 1. Fadu degenerované vlastni hodnoty E(©) jsou rovny vlastnim
¢islim matice operatoru poruchy zuzeného na prislusny podprostor

Postup reseni

@ Zvolime si néjakou bazi {|¢x)} v podprostoru s energii E(©)
@ Ur&ime matici zGzeni operatoru poruchy — Hj ; = (¢x|H'|¢))

@ Vlastni ¢isla matice H' — opravy 1. fadu Ej(”

@ Vlastni vektory matice H' — koeficienty spravnych vlastnich
vektord Hy vzhledem k poruse H’

N
W,(O)> = ajklex)
p

@ Na volbé baze {|¢x)} nezavisi
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Prehled

@ Linearni Starkav jev na vodiku
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Linearni Starkuv jev na vodiku

@ Rozstépeni hladin vodiku vlivem homogenniho elektrického pole
@ Dipolovy moment atomu vodiku — d = —e(Xe — Xp) = —ex

@ Energie dip6lu v elektrickém poli E— U = —d - E

@ Hamiltonian po odecteni pohybu tézisté

—

E, H,

Qv

FI:I:I0+e

3 ,’52 B e 1
- 2M 47T80I'

Sféricka symetrie Hy — zvolim osu z ve sméru E — E = (0,0, ¢)

H=FHy+cH, H =eQ;=ercost J

Intenzita elektrického pole — parametr poruchového rozvoje
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Oprava 1. fadu zakladni hladiny Hy

@ Vlastni vektory Ay

Fo|N, 1, m) = E N, 1, m), E}J”:-%, R=136eV J

@ Zakladni stav |1,0,0) je nedegenerovany

E1(1) = (1,0,0|H'|1,0,0) = (v100, H'¥100) J

@ Jeho vinova funkce je sféricky symetricka

1 Amegh?
0 = — a =
P100(r, 6, ©) —5° " Me2

@ Energie zakladniho stavu Hy se do 1. fadu nezméni

0
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Opravy 1. fadu pro excitované hladiny Hy

@ VInové funkce vlastnich stavti Ao

Unim(r, 0, ¢) = Bni(r) Yim(0, ¢) J

@ Degenerace hladiny E,(\?) je Dy = N?
@ Matice z(Zeni operatoru poruchy H' — N2 x N2 matice

,(I,m),(l’,m’) = (N,I,m|H'|N,I',m')

= e (/ r3R_,w(r)RN,/(r)dr) X

0

2 g
X (/ d(p/mY,/m/ sin @ cos ede)
0 0
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Opravy 1. fadu pro excitované hladiny Hy

Integral pfes Uhly Ize vyjadrit obecné

/ dode ... = mm (5/,/’”\/4/27 — O \/Z)

Nenulové maticové elementy jenprom=m'al=1 +1

Radialni integral je komplikované spocitat obecné
Dale se omezime na 1. excitovanou hladinu (N = 2)

Nenulové maticové elementy operatoru poruchy v podprostoru

(2,1,0|/|2,0,0) = (2,0,0/4|2,1,0) = —3ea J

Martin Stefariak Kvantova mechanika 8. prosince 2020 34/36



Opravy 1. fadu pro Eéo)

@ Matice operatoru poruchy zuZeného na podprostor s energii Eéo)

0 0 —3ea 0

- 0 0 0 0
S —3ea 0 0 0
0 0 0 0

@ Vlastni Cisla matice — opravy 1. fadu energie Eéo)

Eéjf = —3ea, Eg)z) =10, ES?? 3ea

@ Vlastni vektory — koeficienty spravnych vlastnich vektort My

1 0 0 1

0 0 1 0 0 0 0
¢£,1) = \/Lg 1| 1/’2 2a— |o|’ @bé,z)b “lol’ wé,g = \Lfg 1
0 0 1 0

Martin Stefariak Kvantova mechanika 8. prosince 2020 35/36



Linearni Starkuav jev pro 1.

excitovanou hladinu vodiku

E2’3<E) = Eéo) + 3eae

%('2707 0> - ‘2’ 170>)

E272 (E) = Eéo)

e=0

2,1,1), [2,1,-1)

Esi(e) = 50) — 3eas

75(12,0,0) +12,1,0))

e#£0

Hladina N = 2 se roz&tépi na multiplet 3 hladin
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Rozptyl na pfimce na potencialu konecného dosahu
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Prehled

0 Rozptyl na potenciélu konecného dosahu

e Rozptyl na pravouhlé potencialové bariére
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Prehled

0 Rozptyl na potenciélu konecného dosahu
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Rozptyl na pfimce na potencialu konecného dosahu

(2, 1) V(x)

@ Potencial V(x) nenulovy jen pro |x| < a
o Castice pripravena daleko pred potencialem s energii E
@ Koeficienty priniku T a odrazu R v zavislosti na E

Martin Stefariak Kvantova mechanika 15. prosince 2020



Koeficienty praniku T a odrazu R

@ Stav Céstice v Case t - feSeni Casové Schrddingerovy rovnice

Y. [ R o
H¢ = Ihﬁ’ H= _WW A V(X)

v

Koeficienty praniku T a odrazu R

oo —a
T = lim /|¢(x, t)2dx, R= lim /|¢(x, t)[2dx
t—o0 t—o0
a —00

@ Nebude nutné fesit Casovou Schrédingerovu rovnici

@ Staci vyresit bezCasovou Schrédingerovu rovnici s okrajovymi
podminkami, tj. najit zobecnénou vlastni funkci celkového
hamiltonianu se spravnym tvarem pro |x| > a
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Pocatecni podminka

o Castice v 8ase t, = 0 dobre lokalizovana v xo < —a
@ Stiedni hodnota hybnosti py, mala neurcitost v hybnosti Ap
@ Gaussovsky vinovy balik, minimalizuje relace neurcitosti

B (x —x0)% i _h
@ Daleko od potencialu — volna ¢astice, Hy = —%;’722

@ Po néjakou dobu se ¢asovy vyvoj neliSi od volné Castice

do(x, 1) = / etP%e~t ' i(p) dp
R
2
xo(t) = X0+ B0t (AX(1)? = (Ax)? + %fz
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Vliv potencialu na ¢asovy vyvoj

e Castice s priblizi k bariéte — vliv potencialu nelze zanedbat

@ Musime v integralu nahradit eP* zobecnénymi vlastnimi funkcemi
celkového hamiltonianu ¢, k = ?

R 232 2

@ Casovy vyvoj vinové funkce je pak dany vztahem

P 2,
M

b(x,t) = / pe(x)et Bl §(p) op

Martin Stefariak Kvantova mechanika 15. prosince 2020



Lippmann-Schwingerova rovnice

@ Prevedeme bez€asovou Schrddingerovu rovnici pro celkovy
hamiltonian na integralni rovnici

br(x) = & + / Gi(x — X') U(X') x(x') ax’ J
R

@ Gi(x) je Greenova funkce (fundamentalni feSeni) bez¢asové
Schrdédingeorvy rovnice pro volnou ¢astici

a? >
W—i_k Gk(x):é(x)
@ Greenova funkce je rovna
eik|x| elkx e tkx
Gi(X) = = O g + O(=X) 75 J
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Zobecnéna vlastni funkce celkového hamiltonianu

@ Dosadime Gk(x) do L-S rovnice, U(x) =0 pro |x| > a

o(x) = €™ (1+ C(k, x)) + Ak, x)e~ ™ )
@ Funkce A(k, x) a C(k, x)

7 glkx’
Alk,x) = o7k U(X" )k (x")dx’

X
efikx’ , . .
C(k,x) = / ik U(x")®k(x")dx

—a
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¢k mimo potencial

@ V oblasti za potencialem — x > a

A(k,x) =0, C(k,x)= C(k,a) |

@ V oblasti pred potencialem — x < —a

A(k, x) = A(k, —a) = A(k), C(k,x)=0 )

@ Mimo potencial je ¢«(x) superpozici zobecnénych vlastnich funkci
hamiltonianu volné ¢astice

x>a = ¢k(x)=B(k)e™, B(k)=1+C(k,a)
X< —a = o¢k(x)=e"™ + Ak)e ™
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Casovy vyvoj vinové funkce

@ ViInova funkce v Case t je rovna souctu tfi funkci

P(x, 1) = o (X, 1) + Yalx, 1) + Ye(x, 1) )
@ p(x, t) — vinova funkce volné Castice, nezanedbatelna jen v
okoli xo(t) = xo + B4t
@ Funkce ¥a(x,t) je nulova pro x > a

i iy~
vax )= [ A(B.x) e ore Hhuti(p)dp
R
@ Funkce ¥¢(x,t) je nulova pro x < —a
P i iy~
volx 0= [ ©(F.x) ete i Eati(p)ap J
R
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Asymptotické chovani vinové funkce

@ Riemann-Lebesgueova véty = 14 a ¥¢ vymizi v oblasti
potencialu v limité t — oo
@ Pro velka t I1ze napsat vinovou funkci jako superpozici dvou vin

(X, 1) = ¥r(x, 1) + ¥a(x, ) )

@ Pred bariérou — odrazena vina ¢ g(x, t)

i

x<-a —v(x)=vaxn= [A(F)e e iEiti(p)ap
R

@ Za bariérou — transmitovand vina ¢ 7(x, t)

x>a —v(x ) = vrlxt) = [ B(E) elore ibati(p)ap
R
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Koeficienty praniku a odrazu

[Gnla, DI M [r(a, D
—a a
@ Koeficient praniku a odrazu
o0 —a
T = lim /WT(X, t)[2dx, R= lim /W,q(x, t)[2dx
t—o0 t—o0
a —00

@ V limité t — oo vinova funkce vymizi v oblasti potencialu

T+R=1 )
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Transmitovana a odrazena vina

@ Dopadajici ¢astice méa dobre uréenou hybnost — Ap je malé
@ (p) je nezanedbatelna jen v Ap okoli po

o A(P)a B(®) se méni pomalu — nahradime hodnotami v py
@ Transmitovand vina

R

vr(x,) = 8(%2) [ etere i &utiipap = B (22 vo(x. 1 J

@ Odrazena vina

va(x,0) = A (%) [ e e tEati(p)ap = A (%) vo(-x. J
R
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Koeficienty praniku a odrazu

@ Koeficient praniku
_ PN [ 2
T o) e [ e
a

~ [a(B)[ pm, | ot oo~ [a (5

@ Koeficient praniku
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Rozptyl na potencialu koneé¢ného dosahu

@ Koeficienty pruniku a odrazu jsou dané funkcemi A(k) a B(k)
@ Tyto funkce Ize urcit feSenim bez¢asové Schrdédingerovy rovnice
pro celkovy hamiltonian s okrajovymi podminkami

N 2 2M
Mop=Eo — T8k =2voge
x>a — o¢k(x)=B(k)e™

X<—a — ox(x)=e™ + Alk)e **

@ Rovnici (1) vyfeSime pro |x| < a, a spojité do 1. derivace
navazeme na feSeni mimo bariéru — podminky na A(k) a B(k)
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Zjednodusené odvozeni koeficientl priniku a odrazu

@ Misto gaussovského vinového baliku budeme uvazovat dopadajici
Castici s pfesné urenou energii a hybnosti

@ ¢x(x) — stacionarni rozptylovy stav

ikx

x>a — ¢k(x)=B(k)e
X< —a — ox(x)=e™+ Alk)e ™

@ A(k) — amplituda odrazené viny

@ B(k) — amplituda transmitované viny

@ Amplituda dopadajici viny je zvolena rovna jedné

@ R = | amplituda odrazené / dopadajici viny |> = |A(k)|?

@ T = | amplituda transmitované / dopadajici viny |2 = |B(k)|?
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Prehled

e Rozptyl na pravouhlé potencialové bariére
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Rozptyl na pravouhlé potencialové bariére

@ Potencial tvaru V(x) = VW, |X| < a

o Hledame stacionarni rozptylovy stav — Hgy = E¢y, E = £

x>a — ¢(x) = B(k)e™

x<-—a — o¢k(x)=e" + Ak)e ™
oo > 2M
B (" _?V")‘bkzo

k2

x| <a —

@ ¢, musi byt spojitd do 1. derivace
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Energie Castice je vétSi nez bariéra

k2h? @
E = o >V, = k?>0 J

@ Reseni uvnitf bariéry

Xl <a — d(x) = Ck)E™ + D(k)e ¥ |

@ Spojitost funkce a 1. derivace v bodech x = +a

X—=a: Qbk(a) — Be ika __ Ce/k ay De—/k a
(@) = ikBe™@ = ik'Ce™'@ — ik’ De~ '
X=—a- ¢k(—a) _ e—lka+Aelka Ce—/k a+ Delka
$i(—a) = ike ™ — kA" = ik'Ce'? — iK' De~'2

@ Soustava 4 rovnic pro A, B, C, D
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Energie Castice je vétSi nez bariéra

@ Vylou€enim C a D dostaneme

B(k) _ eZik’a e—2ika+ k' — kA(k)
K + k

i —1
A(K) = Vpe 2ka (25 ~ Vo + 2i/E(E - vo)cot(zk’a))

Koeficient odrazu

1
4E(E — Vo)
V2 sin?(2k’a)

R = |A(K)|? = (1 +

Koeficient pruniku

-1
V2 sin?(2k'a)
T=1-R= <1 T AE(E- Vo)
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Rezonancni energie

Koeficient pruniku

2 i / —1
T_ <1+ Vg sin (2ka)>

4E(E — Vo)

@ Castice projde bariérou s jistotou < 2k’a = nr

2ka=2\| ———=nn

2M(E — V) J
77,2

@ Castice projde s jistotou jen pro rezonanéni energie Ej,

2, 2%2
En:V0+n7Th J

B2

@ Odpovidaji energiim Castice v oo jamé posunutym o V;
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Energie Castice je mensi nez bariéra

k2h? 12
E—W<Vo — k< <0

@ Reseni uvnitf bariéry

x| <a — ¢k(x) = C(k)el¥'* + D(k)e~IK'Ix

@ Dalsi postup stejny jako pro E > V
@ Ve vysledku nahradime sin(2k’a) za i sinh(2|k’|a)

Koeficient pruniku

2 ainh / —1
_ (1 ~ VZsinh®(2|k ya)>

4E(E — Vo)

15. prosince 2020
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Tunelovy jev

Koeficient pruniku

. —1
_ (1 OV smh2(2|k’|a)>

4E(E — Vo)

@ Castice mlze projit bariérou i pokud ma energii mensi nez Vg
@ Pro V, > E pravdépodobnost pruniku klesa exponencialné

T RS o (52 EMTV - ) |

Vé
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Pravdépodobnost pruniku bariérou

1+

E/Vp
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Energie mensi nez bariera E =09V, = T =~ 0.04
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Energie vétsi nez bariéra, E ~1.6Vy — T ~ 0.81
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2 2 2
Rezonanéni energie E, = Vo + TSM’; — T =1
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