Zkouskové priklady z KVANtotky

Ana Moukova

6. unora 2019



Obsah

1

2

3

Linearni harmonicky oscilator
Izotropni harmonicky oscilator
Volna ¢astice

Potencidlova jama

Céstice v magnetickém poli, spin
Kvantové tuhé téleso

Integraly pohybu

Hamiltonian

12

20

23

25

32

33

35



Uvod

Priiklady, které se casto objevuji u zkousky z 02KVAN a mné letos stacili k tomu, abych
pisemkou bez problému prosla. Jsou v tom chyby, mozna dokonce spousty chyb. Kdyz mi o
nich napiSete, asi je i opravim. Necht vdm pozndmky dobie slouZ.



1 Linearni harmonicky oscilator

Piiklad 1 Linearni harmonicky oscilator s frekvenci w = h/M je v ¢ase t =0

22

P(x,0)=C(1+x)e 2.

ve stavu

Jaké hodnoty energie muzeme naméfit a s jakou pravdépodobnosti? Urcete 9 (z,t) pro t > 0.

Jak se méni stfedni hodnota polohy oscilatoru s ¢asem?

Reseni Nejprve uréime, jaké hodnoty energie muzeme naméfit a s jakou pravdépodob-

nosti.
Y = ay + by
M)l/4 1

Cleny 11 a1, vyjadifme podle obecného vztahu z tahdku v, (z) = (A
kde H,, jsou Hermitovy polynomy

1 22
o () = %6_7
1

1 22
—C
VT2

Dosadime nové cleny do vztahu ¢ = aiby + by:

P () =2z

o2 1 22 1 1 a2
c(l+x)e”2 =a

z2

Tuto rovnici vydélime e” 2 a zavedeme novou konstantu ¢ = ¢{/m a dostaneme
(14 2z) =a+V2ba.
Z toho dostaneme vztahy pro konstanty

¢

F=V2—=b=

3

&

7 toho plyne, ze .
. c

r) = cyy+ —=U;.

¢< ) ¢0 \/§¢1

2

Z podminky na skalarni soucin (¢,v) = 1 plyne, Ze ¢* + % =1,atedy ¢ =,/3.

Dosazenim dostaneme
2 1
P = \/;% + ﬁ%-

Ddle spotteme skaldrnf soutiny (o, 1) = \/3; (r,0) = J5.
To mam 1ikd, ze muzeme naméfit hodnoty energii Fy =

dobnostmi Py, (Eo) = | (v, ) [P = 2, Py (B) = | (s, 0) | = L.

hw _ 3hw
77E1 - 5

s pravdépo-



Nyni se budeme zabyvat stavem oscilatoru v case t > 0.

Y (x,t) = \/ge_é“’two (x) + %e_?’;“t@bl (x).

Stiedni hodnota polohy je ddna vztahem <Q> = <2/J (z,1) |Q|¢(I,t)>, piicemz Q =

QJ\ZM (a++a )

7 toho dostaneme

(0) = (w01 @+ @) -

1 . 1 R
= 75 (6 ()l (2,1)) + 5 {0 )l ()

Ze vztahu ag [n) = o [n+1),a;, =/n,af =+v/n+1, |n) = —=a" dostdvdme

.
i o 0) = | 2 @)

1

(1) = ﬁe—‘?%g ().
Mame tedy
A e 11 3; i 1 21 3.
= 7t , 7t - - _65“‘”5*5“” N __e§wtf§1wt _
(@)= (vi0-00000) = Vivs
= 1em + lefm = cos (wt)
=3 3 -



Piiklad 2 Linedrni harmonicky oscilator je v ¢ase t = 0 v koherentnim stavu |a),a € R.
Jak se méni sttedni hodnota kinetické energie oscilatoru s casem?

Reseni Kinetickd energie je déna jako Hyin = 2]5—1\2/[, takze
- Mhw 1 hw
Hpp = i RG] (ay —a_) = - (a2 —ara_ —a_ay +a*) =
hw

= (a7 —2a,a- —I+a?).

Stredni hodnota je pak rovna

(Ban) = =" [ @@l () = 2(a () fasa-la ) ~ 1+ (a () |a o ()]

(Hkin) @y = —% [@ (1) = 2la () |* — 1+ a? (t)]

Alternativa 1 Existuje i verze s celkovou energii a spoc¢tenim stiedni kvadratické od-
chylky. Tu ale snadno urc¢ime ze vzorce

it = () - ()"

Vysledek by mél byt Ay H = hw|al.

Alternativa 2 Dalsi verze je nikoli s kinetickou, nybrz potencialni. Zde vsak jedinou
zmenou je, ze Hpy = %MwZQQ.



Priiklad 3 Uvazujte linearni harmonicky oscilator ve stavu

) = p |0) + /1 —p2e® 1),

kde |n) jsou vlastni vektory hamiltonidnu. Urcete parametry p a ¢ tak, aby stfedni hodnota
energie byla hw a stfedni hodnota hybnosti byla rovna nule.

Reseni Stfedni hodnota energie oscildtoru je
. A 1 hw
(i), = (wtilo) = (ol (s + 3 ) 19) = ool @) ) + 5 (1o),

Spoétéme, cemu je rovno (a_ |¢))™:

(i 10))" = (04 VI =2 0) = (0 [T~ e,

Proto muzeme stiedni hodnotu energie oscilatoru upravit nasledovné. Déle za stredni
hodnotu zvolime pozadovanou hodnotu hw k vypocteni parametru p

2

1 1
l—-pP+=-=1 — p=—.

2 P=

<ﬁ>w:hw(1—p2)-1+%(p2+1—p2)éhw

Nyni spocteme stiedni hodnotu hybnosti. Vyuzijeme faktu, ze P = /M (ay —a_).
Potom ji dle pozadavku ze zadéni polozime rovnou nule.

(7). = (1216 = iy M2 g~y = iy M (ol ) — (ol le)

Pro zavére¢nou upravu budeme potiebovat vyjadrit, c¢emu se rovnaji ay [¢),a_ [1))

iy [9) = p[1) + /1 - p%*V2]2)
a|)=0-p|=1)+1-/1—p%*V2|0)

To nyni dosadime:

<13> =1—p*%p—p 1— 220 — e ®Ze¥ - po=mmr, meZ
P



Piiklad 4 Lineadrni harmonicky oscilator s hmotnosti M = h/w je v ¢ase t = 0 ve stavu
popsaném vlnovou funkci

w(x,O):C(ﬁ—i—:c—%) e 7.

Urcete, jaké hodnoty energie muzeme naméfit a s jakou pravdépodobnosti. V jakém stavu
je oscilator v c¢ase t > 07 Jak se méni stfedni hodnota hybnosti oscilatoru s casem?

Reseni Nejprve uréime, jaké hodnoty energie muzeme naméfit a s jakou pravdépodob-
nosti.

Y = apy + bihs
Cleny ¢, a 1), vyjadifme podle obecného vztahu z tahdku 1, (z) = (M) V4 H,(r)e 7,

wh Vnl2n
kde H,, jsou Hermitovy polynomy
1 1 .2
T)=20—=—=€ 2
¢1 ( ) \4/%\/5
1 1 o2
=2(22" -1 —e 2
1#2 (x) ( xr ) 4/ \/ge ?
Dosadime nové cleny do vztahu ¢ = ay + b
1 22 1 1 o2 1 1 2
cl2®+x— —> e T =a2r—=—c 7 +b2(22% — 1 —e 2z,
< ; 772 G- 7= 75

€T

Tuto rovnici vydélime e™ 2 a zavedeme novou konstantu ¢ = c— a dostaneme

a2y 1 +2b:172 b
cla"+2—< | =ax .
2 2 2

SIS

Z toho dostaneme vztahy pro konstanty

a=c
c=1b
1 1
= —2p
2" 7 T2
Z toho plyne, ze
Vv =2c(¥r+ ).

Z podminky na skaldrni soucin (1),1) = 1 plyne, ze ¢ +¢* =1, a tedy ¢ =
Dosazenim dostaneme

o

1
V2 f

Déle spocteme skalarni souciny (¢1,v) =1- f +0- f = \Lf (1, 0) = \/LE
3hw E2 5hw
2

Y= —=1 + —=

To mam tikd, ze muzeme naméfit hodnoty energii FE,

dobnostmi Py (Ey) = | (¢1,9) |* = %, Py (Ey) = | (th2,1) |7

= 23 s pravdeépo-

1
5



Nyni se budeme zabyvat stavem oscilatoru v case t > 0.

e_%%hm% (z).

V() = e H @) + %

Stfedni hodnota hybnosti je ddna vztahem <]5> = (w (2,t), Py (x,t)), pricemz P =

i/ M (ay —a-).
=n,af =vn+1,|n) = \/Lﬁ&i dostéavame hodnoty

Ze vztahuax |n) = ot [n£1),a,

af =v2,a; =105 =V3,0; = V2.
Dosadime do vztahu pro P (x,t) a dostaneme

. | h?
P¢ (ZU,t) =1 ? (d+¢ (l‘,t) - 5—7? (l‘,t)) =
R 1 [ _isp i St — L Bt — 1 St
[e 272y + @72/ Bihy — e TRy — e i \/51#1}7

I3

R . B N —_—
P> — ( J7,t ’P x,t ) == [_egzwt—gzwt +e§zwt—§zwti| —
(P, = (0@, Pe@) =i

=iz [ — e ™' = —Rsin (wt)



Piiklad 5 Linearni harmonicky oscilator s hmotnosti M = h/w je v ¢ase t = 0 ve stavu

popsaném vlnovou funkci

22

Y (2,0)=C(1+32%)e 2.
Urcete, jaké hodnoty energie muzeme namérit a s jakou pravdépodobnosti. V jakém stavu

je oscilator v c¢ase t > 07 Jak se méni stfedni hodnota hybnosti oscilatoru s casem?

Reseni Nejprve uréime, jaké hodnoty energie mizeme naméfit a s jakou pravdépodob-
nosti.

Y = avo + by,
Cleny 1y a ¢ vyjadifme podle obecného vztahu 7 tahaku ¢, () = (22)"* A, () %,
kde H,, jsou Hermitovy polynomy '
|
wo (‘r) = % 2
1 1 o2
=2(22%~1 —e 2
o () (2 ) = = \/§e 2
Dosadime nové cleny do vztahu ¢ = ayyy + bis:
c(1+3x2) e 2 =a—=e 2 +2b (2352 — 1) Tz

e \/_\/_

22

Tuto rovnici vydélime e~ 2 a zavedeme novou konstantu ¢ = ¢/m a dostaneme

c(1+32%) =a-— %b—l— V222b.

Z toho dostaneme vztahy pro konstanty

36=+v20 — b:E — a:5

7 toho plyne, ze
5¢ 3¢
T) = o + —=1by.
¢< ) 92 wo \/§w2

Z podminky na skaldrni souc¢in (¢,1) = 1 plyne, ze 25C + % =1, atedy ¢ = \/%.
Dosazenim dostaneme
RS @Do + 3\/ ?/)2
Déle spocteme skaldrni souciny (g, ¢)) = \/%; (2, 0) = 34/ 5.
To mam 1ika, ze muzeme naméfit hodnoty energii Fy = %‘",EQ = 5%’“" s pravdépo-

dobnostmi Py (Ey) = | (40, ¢) |* = 437 Py (Ey) = | (12, 0) > = i_g'

10



Nyni se budeme zabyvat stavem oscilatoru v case t > 0.

5 1 2 51
r,t) = ——e 2N (z +3\/—e_?“‘t x).
Stiedni hodnota hybnosti je ddna vztahem <P> = <¢ (x,t),ﬁw (x,t)), pricemsz P =

z\/m(a+—a ).

Zevztahuax [n) = aFf In£1),a, =/n,af =vn+1,|n) = %& dostavéame hodnoty

ozar =1,ap :O,oz;F = \/g,ozz_A: V2.
Dosadime do vztahu pro P (z,t) a dostaneme

]5¢ (2,1) = Z\/?(&#P (x,t) —a-y (z,t)) =
R? 1

—ilpt 5wt —L13put
- B2t 4 e h 33y Gahy — o 3D ]
SBV/E [ U 613 1

a konecné pak

11



2 Izotropni harmonicky oscilator

Piiklad 1 Izotropni oscilator s vlastni frekvenci w = A/M je ve stavu popsaném vinovou

funkei 5 2 2 2
0@ =@ty (G-ot -y -2 ) (-EELEE).

Jaka je energie castice? Jakou hodnotu kvadratu momentu hybnosti muzeme namérit? Jaké
hodnoty projekce orbitalntho momentu hybnosti ¢astice do osy z muzeme namérit a s jakou
pravdépodobnosti?

Reseni Nejprve si prevedeme tilohu do sférickych soufadnic.

x = rsinflcos
y = rsinfsin g

z=rcosf

W (r,0,0) =C-((2+14)rsinfcosp + rsinfsin p) (g —7"2) —

ip —ip W _ ol 5 2
=C- ((2 + 1) sin 6% + sin 9&) (— - 7“2) re ? =

21 2
- 241 1 , 2+ 1 5 r2
_C’~[Sin9€w< _2’_14—%)4-811196_2(’0( ;_Z—Z):| <§—T2>7”6_2_
2+1 1 21—1+1 241 1 21 —1—-1 2
= 4+ —=—=1, — = =1—-==1+14| =
2 21 21 2 21 21 21

= C' - [sinfe” + sinfe ™% (1 +i)] <— - 7’2) re” z

Budeme se zajimat tim, jaké hodnoty projekce orbitalntho momentu hybnosti do osy z
muzeme nameérit a s jakou pravdépodobnosti.
Nejprve ze vztahu Yy, (6, 0) = Crm B (cos 0) €9 |Cpy|? = EEDEmL ghocteme kulové

4 (m+1)!
funkce
I3 .
Y1 = —{/ —sinfe¥
&r
/3
Yio = y cos
3 )
Yi_1 =14/ —sinfe ",
8

z ¢ehoz dostaneme vztahy pro sou¢in goniometrickych funkei s exponencialou

A /8 18m 1 ~ /8
sin fe*¥ = — ?WYH, cosf = %EYN, sinfe™ = ?ﬂYl_l.

Tyto vztahy dosadime do rovnice vyse, pficemz uvazujeme r = konst.:

U(0,0)=Cl-Yi+ (1+4)Yi4].

12



Daéle pottebujeme urcit konstantu C, coz jako obvykle udélame z rovnosti (U, ¥) = 1,
tedy
L= (e [[1* + [1+4"] = 1@ [1 + 2] = 3|,

takze ¢ = \/ig
Mame tedy
1 .
U (0,0)=—(-Yu+(1+14)Yi1).

&

Muzeme namétit hodnoty m = =1, z ¢ehoz dostaneme hodnoty projekce orbitalniho
momentu hybnosti do osy z L, = 0, &h, pricemz pravdépo-dobnosti jednotlivych stavu jsou

1
P1:|(}/117\Ij)‘2:§7

2
PlZ!(Ylfb‘I’)\Q:g-

Nyni nés bude zajimat hodnota kvadratu momentu hybnosti <ﬁ2> Nebot mame | = 1,
dostavame ze vztahu L2Yy, = h2 (I + 1) Yip,:

L? = 2R

Nyni jesté uréime energie ¢astice. To udélame tak, ze do naseho predpisu vratime zavislost
na r, tedy uvazujeme

Q/} (T797 @) = <g - T2> Teié : % (_}/il -+ (]. —+ Z) Yi—l) .

2
. s vz _r_ ’ ’~ v/
Rozebereme si nyni cast (% — r2) re”z, pomoci niZz uréime hodnoty n,l. Nebot ¢ =

ry/ 22, méme ze zaddni £ = r. Nebot se v obecném vztahu pro vlnovou funkei (viz. tahak)

vyskytuje ! a ve zkoumané ¢asti r' mame, ze [ = 1. Nyni jesté potfebujeme vystihnout ¢len
1
(% — r2) pomoci Lagguerovych polynomu. Nebot je [ = 1 a zajim4 nés L?Q (€?), uvazujeme
L2 (r?). Proto ocividné n = 1.
Hledana hodnota energie ve tvaru £ = hw (271 +1+ %) je tedy zfejmé F = ghw.

13



Piiklad 2 Izotropni oscilator s vlastni frekvenci w = h/M je ve stavu popsaném vinovou
funkci

2 .2 2
Y () =C (ix +y + 3iz) exp <—W) :

Jaké hodnoty projekce orbitalntho momentu hybnosti ¢dstice do osy z muzeme naméfit a s
jakou pravdépodobnosti? Jaka je stiedni hodnota projekce momentu hybnosti do osy x?

Reseni Nejprve si prevedeme tlohu do sférickych soufadnic.

x = rsinflcos
y = rsinfsin g

z=rcosf

mh\,

Y (r,0,p) = C - (irsinf cos ¢ + rsinfsin g + 3ir cosf) e~
e efigo

e +
= . ) Sl 0—
C (Z sin 5

]

. ) 1 A ] 1 2
=C- {Sin fe'? (% + 2—2) + sinfe™ ¥ (% — 2—Z) + 3i cos 9] re” 2z =
=141 o —1—1 2
=C- {Sin fe'¥ ( ;_ ) + sin fe™ ¥ ( 5 ) + 37 cos 9] re” z
7 7

Nejprve ze vztahu Yin, (6, ¢) = Cin P™ (cos 0) €™, |Cpy |2 = EED0m)!

oD spocteme kulové
funkce
/3 .
Y1, = —/ —sinfe*”
8

/3
Yio= y cos 6
I3 .
Yi_1 =4/ —sinfe "%,
8w

z ¢ehoz dostaneme vztahy pro soucin goniometrickych funkei s exponencialou

sin fe’¥ = — 8%)/11, cosf = \/%%Ym, sin fe™ % = \/%TYl_l.

Tyto vztahy dosadime do rovnice vySe, pficemz uvazujeme r = konst.:

el — e 2
+ sin QT + 37 cos 6) re” 2 =

~ 3t
Ul p)=Cli-Yi_1+ —=Y0].
( 80) [Z 1—1 \/§ 10}

Déle potiebujeme uréit konstantu C, coz jako obvykle udéldme z rovnosti (¥, ¥) = 1,
tedy
2
9 11
2 <12
frnd ]_ - e

14

3
V2

1=¢?

|¢|2+‘




0= /2
takze ¢ = e

Mame tedy

[ 2. 31
U (f,p) = ﬁz “Yio+ ﬁylo-

Muzeme namétit hodnoty m = 0, £1, z ¢ehoz dostaneme hodnoty projekce orbitalniho
momentu hybnosti do osy z L, = 0, +h, pticemz pravdépo-dobnosti jednotlivych stavi jsou

2
11’

9

11

P(0) = | (Y10, 9)|* =

P(=h) =|(Y1-1,9)

Stredni hodnotu projekce orbitalniho momentu hybnosti do osy x <E1> urcéime za po-
o

moci vztahu L:r = [:1 + i[jg, L = I:l — i[:Q, z ¢ehoz nam plyne [:1 = % LA+ + LA_> Proto

~ ~ 1 ~ ~
(5), - (o.60) = [(1.59) - (5.5.)
7
Jelikoz platf m = 0, —1 a ai, = A/l (I + 1) —m (m £ 1), dostaneme (nenulové) hodnoty

of_, = V2h, ajy = V2h, ay = V2h

A podle Ly |I,m) = a |I,m + 1) dostaneme
E = 2By + 3iky | 2V
= — VA _
i Vi " 1t

. 2
L_V =0+ 3ih ﬁYiil

Pozadované skaldrni souciny jsou tedy

. 6i
\IfL\Il)z—h
(’+ 11

A 2
U L,\If) e
( ’ 11
7 toho tedy dostavame, ze stfedni hodnota projekce orbitalniho momentu hybnosti do

osy x je
(Li) =o.
P

15



Piiklad 3 Elektron v atomu vodiku je ve stavu popsaném vlnovou funkeci

Y (¥) =C(x+2y+ z)exp (— ¥ $2+y2—|—22).

2a

Jaké hodnoty projekce orbitalnitho momentu hybnosti elektronu do osy z muzeme naméfit a
s jakou pravdépodobnosti? Jaka je stfedni hodnota projekce orbitalniho momentu hybnosti
do osy x?

Reseni Nejprve si pievedeme tlohu do sférickych soufadnic.

x = rsinflcos
y = rsinfsin g

z=rcosf

2

Y (r,0,0) = C - (rsinf cosp + 2rsinfsinp +rcosf) e 2 =

el 4 e

el — 7P 2
=C- (Sine +QSin9T+COSQ) re Z =

7

. 1 1 ) 1 1 -2
=C- {sin fe'? (5 + —,) + sinfe™ % (5 — —,) + cos 9} re” 2

1 ]

Nejprve ze vztahu Yy, (0, ¢) = Cip P (cos ) €™ |Cru|* = CULEm! o o¢teme kulové

4 (m+1)!
funkce
[3 .
Y1 = —{/ —sinfe¥
8
/3
Yio = y cos f
3 )
Yi_1 =14/ —sinfe ",
8w

z ¢ehoz dostaneme vztahy pro soucin goniometrickych funkei s exponencialou

A /8 187 1 , /8
sin fe*¥ = — ?WYH, cosf = %EYN, sinfe™? = ?WYl_l.

Tyto vztahy dosadime do rovnice vyse, pficemz uvazujeme r = konst.:

~ 1+ 2 7 — 2 1
\I’(Q’%p)—cl—yn< 2 >+Y1—1( 2% )+ﬁ)/10:|-

Déle potiebujeme uréit konstantu C, coz jako obvykle udéldme z rovnosti (¥, ¥) = 1,

tedy
2
1 o |5 5 1 012
+_]:|c2|{—+z+—}:|c|2

= |ef*

‘—1+22’

2+ 1+ 2
2

2

2 4 2 4

16



|
takze ¢ = 7
Mame tedy

-1+ -1 -2 1
V0, p) =— Y1+ | —— ) Y1+ —=Y10.
( 90) ( 2\/3 > 11 ( 2\/3 ) 1-1 \/610

Muzeme namérit hodnoty m = 0, £1, z ¢ehoz dostaneme hodnoty projekce orbitalniho
momentu hybnosti do osy z L, = 0, £A, pficemz pravdépo-dobnosti jednotlivych stavu jsou

5
P =Y, U)]P= —
1 |(117 )| 127
, 1
Py = (Y10, V)| =5
Pi=| (Vi W)= 2
1 — 1-1, _12

Stredni hodnotu projekce orbitalntho momentu hybnosti do osy x <ﬁ1> uréime za po-
7

moci vztahu L:r = Zjl + il':g, L = [:1 — iI:Q, z ¢ehoz nam plyne il = % LAJF + Ll) Proto

N N 1 A A
(59, - (0.50) -3 (0520) + (1.59)]
v
Jelikoz plati |m| <1 a aj;, = A/l (I + 1) — m (m £ 1), dostaneme (nenulové) hodnoty

of , =V2h, o7, = V2h,aly = V2h, a5, = V2h

A podle Ly |I,m) = aif, |I,m + 1) dostaneme

. 1+ 26 V2

L.V =0—-—=+"2hY;y + h~=Y;

+ 2\/5 10 \/6 11

. —1+2i h

L V=" \2hY;y+ —=Y,_
2\/5 10 \/g 1-1

Pozadované skaldarni souciny jsou tedy

) ho( 142\ -1-2 h
(r29) = 5 (-58) -2 s
- V2 L, 1426

(@,L,@) - —%%i (—1+2i) + ;—;;% —0

7 toho tedy dostavame, ze stfedni hodnota projekce orbitalniho momentu hybnosti do

oSy « je
(L) =o.
P

17



Piiklad 4 Elektron v atomu vodiku je ve stavu popsaném vlnovou funkeci

Y () =C (2 + 3y + z) exp (— ¥ x2+y2+22>.

v 2a

Jaké hodnoty projekce orbitalnitho momentu hybnosti elektronu do osy z muzeme naméfit a
s jakou pravdépodobnosti? Jaka je stfedni hodnota projekce orbitalniho momentu hybnosti
do osy y?

Reseni Nejprve si pievedeme tlohu do sférickych soufadnic.

x = rsinflcos
y = rsinfsin g

z=rcosf

2

Y (r,0,0) =C - (2rsinfcosy + 3rsinfsing +rcosh) e 2 =

e 4 e

ei<p _ e—iga 2
:C’-(2sin9 +3sin97+0089)re_2a:

]

=C. [sin fe’¥ (1 + %) + sin fe™ % (1 — ;) + cos (9] re_%

?

Nejprve ze vztahu Yy, (0, ¢) = Cip P (cos ) €™ |Cru|* = CULEm! o o¢teme kulové

47 (mA1)!
funkce
3 .
Y1 = —4/ z=sinfe”
&r
3
Yio =1/ y cos
3 .
Yi_1 =14/ —sinfe ",
8w

z ¢ehoz dostaneme vztahy pro soucin goniometrickych funkei s exponencialou

A /8 187 1 , /8
sin fe*¥ = — ?WYH, cosf = %EYN, sinfe™? = ?WYl_l.

Tyto vztahy dosadime do rovnice vyse, pficemz uvazujeme r = konst.:

~ 2143 2t — 3 1
\11<9790)—C[_Y11< 2% >+Y1—1( % )‘FEYH)].

Déle potiebujeme uréit konstantu C, coz jako obvykle udéldme z rovnosti (¥, ¥) = 1,

tedy
1 L [13 13 17,28
ts| =+ 5| =l

2 + 3|

21

21 -3
21

1=|C)?

2 4 "9 4
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|
takze ¢ = i
Mame tedy

% + 3 2% — 3 1
U,0)=— (2 v+ (222 v, + ——Ve
(6:) (2\/71') M (2\/7i) At

Muzeme namérit hodnoty m = 0, £1, z ¢ehoz dostaneme hodnoty projekce orbitalniho
momentu hybnosti do osy z L, = 0, £A, pficemz pravdépo-dobnosti jednotlivych stavu jsou

13
P =|(Yi, U= —
1 |(117 )| 287
Py= | (Yio, W) [* = —
2 — 10, _147
13

P=](Yi_1,9) = —.
1 |(117 )| 28

Stredni hodnotu projekce orbitalntho momentu hybnosti do osy y < > uréime za po-

L
moci vztahu L:r = Zjl + il':g, L = [:1 — iI:Q, z ¢ehoz nam plyne iz zl ( A L ) Proto

(1), = () = (0.6 - (0.9)]

Jelikoz plati |m| <1 a aj, = A/l (I + 1) — m (m £ 1), dostaneme (nenulové) hodnoty

F L =V2h,  ap = V2haf, = V2h, a5, = V2h

A podle Ly |I,m) = aif, |I,m + 1) dostaneme

. % — 3 1
LU =0+ "—SV2hY) + h—Y]
+ 2\/72 10 \/7 11
) % +3 K
Low= 213 v+ My

2/Ti V7

Pozadované skaldrni souciny jsou tedy
A h (2i—3 20+3 h 6h
U L \I/) = — — —_— =
( - V7 <2ﬁz‘> 207 VT 14
- 204+3 h h 2i—3 6h
VIV)|=—rr—t e = ———
< ) 2VTi VT NT 2V 14i

7 toho tedy dostavame, ze stfedni hodnota projekce orbitdlniho momentu hybnosti do

0sy T je
P
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3 Volna castice
Piiklad 1 Volna ¢astice na primce je ve stavu popsaném vlnovou funkci

(x —x) i

x)=Ce ————+ —pox | , xo,P0 € R,0 > 0.
¥ (x) XPp ( 152 + 7P ) 0> Po o
Urcete stiedni hodnotu hybnosti a energie ¢éstice.

Reseni Pro stiedni hodnotu hybnosti plati <]5> = (¢,Pw>, kde P = —ih%. Na
P

zékladé toho muzeme uréit Pi:

(4
_ r—x9 @ (x—x0) i
= —ih (— 552 + #?g) Cexp (—T + ﬁpox> =
LT — I (x —x) i
= (zh 52 —l—po) Cexp (—T + }—ipo:c>

Skaldrni soucin <¢, ﬁ¢> je dan jako fR¢ . P_@Z)dx, takze

(v, Py) =
(x —x0)° i LT — X — (x —x0)° i
= RC’exp _T+ﬁp0x | ik 52 +po | Cexp oz pPo? dx =
B 9 LT — To (w—$0)2 o — -
= |C] ih 5oz TP )exp |~ de=ly=a2—29 — dy =dzx| =
R

2

= |c|2/ (m% —l—po) exp (—y—) dy = 0+ |C|? pyV/2702,
R\ 20 202
Konstantu C' ur¢ime pomoci normalizace, tedy z (¢,1) = 1.
2
1= |C’|2/exp (—%) dy = |C|* V2ro?,
R o

7 ¢ehoz
1
Voro?

Konecné tedy dostavame stifedni hodnotu hybnosti jako

(P), = CF B =
P

C:

20



Nyni spocteme stiedni hodnotu energie castice. Pro tu plati <]fl > = (1#,];%), kde
P

H= —h—— To vsak muzeme vyjadrit jako H = £ Takze mdme

(i), - (wﬁf—ﬂzw) - ﬁ (i) -
—LM]C'E/R {ihx zxo —l—po} exp( M) . [_th—:c —i—po} dx
\C\ /exp( ) [ +p;
/R . 4;0) P ( = 20 7 ’ > dr /ReXp <_ - ;af())?) dx] -

1 h? 2
:‘y:x—woédy:dﬂ:—cy [ /yep( 2y2)dy+po‘/277021:

dx =

\C\

2M 402

1 R 1 1 1 h?
= —|C|° |+ =20°V 27102 omo?| = |C = — 2
i | [4 25 o*V2ra? 4 poV' 701 ’ 55|~ 201 [402—#]90}
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Piiklad 2 Céstice je ve stavu popsaném vlnovou funkef

(Gt Zﬁ-f), J.7ER 0> 0.

Jaka je stfedni hodnota prvnf slozky momentu hybnosti ¢astice?
Pro jednotlivé slozky momentu hybnosti plati L; = €;;Q P}, tedy pro prvni slozku mame

. A A A A A A . 0 . 0
Ly = €193Q2Ps + €132Q3 P = Q2 Ps — Q3P = 2 (—Zh) e I3 (_Zh) O
3 2

Pro stfedni hodnotu slozky momentu hybnosti tedy plati
(L), = (L) = (. @QaPrw) — (v QuPo0)

Prvni ¢len v rozdilu nyni upravime
(MN):lch/ex LT iy [T ] e -
, &2l s p 952 2 952 hps

(79" 3 (F—9)"\ 23—y
/Rgexp (—T p3rod’r — R3exp — 52 1h 52 rod’x | |

pricemz druhy integrdl bude roven 0.
7 normalizace ur¢im konstantu C":

2
— |2 (7 — ¥) 3. 12 2\3/2
1= g exp <_T> &’z = |c|* (2m0%)7",

=|C?

7 ¢ehoz
1

Of = —.
] (2m02)*?

Dostavame tedy

(7% QQJE’:*.ID) = |C\2 ) (27“72)3/2 Y2P3 = YaPs-
Obdobné dostaneme i

(% QSEZD) = ‘0‘2 ) (27“72)3/2 YsP2 = YsP2.

Stredni hodnota prvni slozky momentu hybnosti je tedy rovna

<E1>w = YaP3 — YsPa-
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4 Potencialova jama

Priklad 1 Uvazujte ¢astici s hmotnosti M v nekonec¢né potencidlové jameé sitky 2a. V case
t = 0 je castice ve stavu

U 3m
x,0)=C Siﬂ(—x—a>+28in —(xr—a )
00 =CJsin (T -a L
Jaké hodnot energie muzeme v tomto stav u naméftit a s jakou pravdépodobnosti? Naleznéte
Y (z,t) pro t > 0. Jak se méni s ¢asem pravdépodobnost nalezeni ¢astice v intervalu (0,a)?
Muze se hodit (pro m # n):

T s

/oasin <Z_7T (%’—a)> sin <T;_;T (- G)) de = & (Sin(2 (m—mn)) sin(3 (m+n))) .

a s m—n m-+n

ReSeni Uréeme nejprve hodnoty a pravdépodobnosti energii. Nebot plati 1, (x) =

\/La sin (2= (z — a)), mdme

¥ (2,0) = C [Vas (x) + 2v/ap; (z)] = C [t (v) + 243 (v)]

Provedeme normalizaci . . .
1=C?+4C? = 5C2.

Muzeme naméfit hodnoty energie

1 (7h\?
By=— (™2
? QM(a)’

1 [(37h\?
By=—(=—) .
’ 2M(2a)

Nebot ¢ (z) = \/ngg + \%wg, dostavame pravdépodobnosti naméreni zminénych energii

P (Es) = |(¢2,0)[* =

Y

QU i~ Ol

P (Es) = |(4s,9)]" =
Prubéh pro t > 0 tedy je

b (o,1) = % (e 42y (2) + 04500 () )

Nakonec ur¢ime pravdépodobnost nalezeni ¢astice v intervalu (0,a) v Case ¢, pricemz
/ a 2
platl Pxe(O,a) (t) - fo |'¢ (.T, t)| dz.

Urceme nejprve

[0 (@, 0 = £ (e7H500, (2) + & HB0g (1)) - (8520, (2) + e Bty (2)) =

[03.0) + 03 () e BB 4 chBoBt]

1
)
1
5
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Potom integrél z toho je

[ orar =3 | [ @+ @) art2cos (D7) [Mvavnd] -

“1
:%-1—1—%/0 Esin(%(x—a))sin<;z(:v—a))dx:

a

_a |sin} sin(gw) _a 1_1 _ a4
| 1 5 7r 5| 75
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5 Castice v magnetickém poli, spin

Piiklad 1 Céstice se spinem % je v homogennim magnetickém poli B= (0,0, B). V case
t = 0 byla namérena kladna projekce spinu ¢éastice do osy x. Urcete vektor polarizace ¢astice

F(t) = (o), (1), {02),, (1) (09),, (1)

v case t > 0.

Reseni Nebof v ¢ase t = 0 byla naméfena kladnd projekce spinu ¢éstice do osy .
Vime, ze S; = Eaj a hodnoty o; jsou uvedeny v tahaku. To nam rikd, ze

-0

7 toho dostavame vztah

vol.

takze a =0 =" 1.
Tudiz mame vlnovou funkci vt =10

= 50)

Pro casovy vyvoj vlnové funkce mame obecny vztah v tahdku v sekci Spin, konkrétné
mame

i )= o (i) (1) = 2 oo+ 220 5] (1) =

B ) (0 b 0)-
1 ezwt
= E (e—iwt)

Pro jednotlivé slozky polarizace plati

1
2

(e—iwt7eiwt) (_Ze_zwt) = 1 (_Z'e—int + ieint) — —gin (th)
1e* 2



(02, (6) = (0 (0,000 () = 5 (0 (5 ) () -

. . iwt
(e_Wt,eWt) (_ee—iwt) = % (1 — 1) = 0

N | —

Vektor polarizace méa tedy tvar

p(t) = (cos (2wt) , — sin (2wt) , 0) .
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Piiklad 2 Céstice se spinem 5 je v homogennim magnetickém poli B= (0, B,0). V case
t = 0 byla naméfena kladna projekce spinu ¢astice do osy z. Urcete, jak se s ¢asem méni
stfedni hodnota projekce spinu ¢dstice do obecného sméru 77 = (sin  cos , sin 0 sin p, cos )7

Reseni Nebof v ¢ase t = 0 byla naméfena kladng projekce spinu ¢dstice do osy z.
Vime, ze S; = g”aj a hodnoty o; jsou uvedeny v tahdku. To nam tik4, zZe

()20 2)6) -2 (%)

7 toho dostavame vztah

takie a = a 2 1, b= —b=0.
Tudiz mame vlnovou funkei v¢ =0

@Dz,—&- = ((1))

Pro casovy vyvoj vinové funkce mame obecny vztah v tahaku v sekci Spin, konkrétné mame

psi. 4 (t) = exp (%yoéﬁt) (é) — |:COS (wt)]I_H.Sinj(Bwt)B@} ((1)) _

- [(p COS?@) a5 () -
= (ot ) (0) = (Cakn)

~

Stredni hodnotu projekce spinu ¢astice do obecného sméru <Sﬁ

> uréime ze vztahu
"pz,Jr(t)

pro stiedni hodnotu <Sﬁ> » = (wz,Jr (t) ,Sﬁwz . (t)), takze nejprve potfebujeme urcit
wz,+ t ’
Sy

S—*-*—i—i P sin 0 cos 01 + sin 0 si 0 =i + cosf L0 =
n=M-8§=omnoj =g |sin vy o infsing | . 0 -1)) 7=
_ [ cos®  sinfe %\ h
~ \e¥sinf  —cosf ) 2
Jesté potfebujeme urcit hodnotu S, + (t).

Suthes (1) = ( cosf  sin Heiw) h < cos (wt) ) _

e¥sinf —cosf ) 2 \ —sin (wt)

Na zavér provedeme skalarni soucin a konec¢né dostaneme hledanou stfedni hodnotu
& B & T B cos (wt) B
<Sn>wz’+(t) N (¢Z’+ (8), Stz (t)) a ((— sin (wt)> ’) o
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Piiklad 3 Céstice se spinem 5 je v homogennim magnetickém poli B= (0,0,B). V case
t = 0 byla namérena kladna projekce spinu castice do osy x. Urcete, jak se s ¢asem méni
sttedni hodnota projekce spinu ¢éstice do osy x. Jaka je pravdépodobnost naméteni kladné
projekce spinu castice do osy y v case t?

Reseni Nebof v ¢ase t = 0 byla naméfena kladna projekce spinu ¢éstice do osy .
Vime, ze S; = EO’j a hodnoty o; jsou uvedeny v tahdku. To nam tika, ze

SO0

7 toho dostavame vztah

vol.

takze a = b = 1.
Tudiz mame vlnovou funkci vt =0

1 /1
ver=750)
Pro ¢asovy vyvoj vlnové funkce mame obecny vztah v tahaku v sekci Spin, konkrétné
mame
1 ) N 1 . :
wx;F (t) = E exp (%MOB&t) (1) — E |:COS (wt) ]I + Z'Slnéw )BO'3:| (1) _

_ L [feostwt) 0 ) fisin(wt) 0 N

V2 0 cos(wt) 0 isin(wt))|\1) "
- 1 eiwt
- \/§ efiwt

Nyni uréime stfedni hodnotu projekce spinu do osy .

(80)y = (0 500) =5 (3 ({ 0) () -

—iwt
= ’Z (efiwt’ eiwt) (6 i > _ Z (efzms7 e2iwt) _ gcos (2uwt) .

Jesté urcime pravdépodobnost naméreni kladné projekce spinu ¢astice do osy y. K tomu

potfebujeme 1, ;. Méjme
g (@) _ h (0 =i\ (a) _ (—ib
Y\b) 2\i 0 b)  \ia

,a = \%, proto

e (8) -5 ()

[

Takze mame b =

Sl

2



Dale spoc¢teme potiebny skalarni soucin:
) eiwt
i) () -
h

1 W - —iw
P (Sy = —> = Pytyspy. = | Wy, v () P = |§ (e —ie™™") P =

(Yy4, 0 (1) =

(eiwt - ,iefiwt)

N |
N | —

2

— Z (eiwt o ,l-efiwt) . (efiwt 4 Z-eiwt) —
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Priiklad 4 Uvazujte ¢éstici se spinem 1. Urcete matice operatoru projekce spinu do os
x,y, 2 v bazi vlastnich vektorta operatoru .S,.

Reseni Nejprve uréime vlastn{ vektory operdtoru S.. Protoze spin je 1 am = 0, +1.
Protoze jsme v C3, dostdvdme vektory

1 0 0
L=1{o], |o=1[1], [,-1=1o0
0 0 1

Nyni na tyto vektory nechdme zapusobit operdtor S,. Vime, ze S, |1,m) = mh |1,m).
Dostavame tedy

I
o
&
O =
Il
>t
o
_ o o oo

Z toho dostavame jednotlivé fadky matice operatoru S. a celkem méme

0
0 |h

1
S.=10
0 -1

o O O

Pro S, plat{ obdobné vztahy jako pro L, takze S, = % <§+ + S’_> Musime tedy urcit S’+

a S_, kterd se urci stejné jako ﬁ+ al_. Tyto matice pak nechavame pusobit na m, takze se
nam fadky v matici posouvaji prislusnym smérem (tj. nahoru ¢i dolu).

S, =of,, [1,m+1),
kde of,, = hy/2 — n(n+ 1), takze

af’l =0, aio = /2h, affl = V/2h.

Dostavame tedy
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Stejné pro S

S_ =ap,, |l,m—1),

kde of,, = hy/2 — n(n+ 1), takze

Dostavame tedy

0
S,=1|v2n 0 0
0

Konecné tak ze vztaht S, = % (S'Jr + 5',>, Sy = = (AJF — S,) dostavame kyzené hod-
noty:
0
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6 Kvantové tuhé téleso

Priklad 1 Kvantové tuhé téleso s momentem setrvacnosti I je v case t = 0 ve stavu
¥ (,0) = C (1 4 cos p). Jaké hodnoty energie a s jakou pravdépodobnosti je mozné namérit?
Jak bude vypadat stav v case t > 07 Jak se s casem méni pravdépodobnost nalezeni télesa

ve stavu ¢ (¢,0)?

Reseni
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7 Integraly pohybu
Priklad 1 Uvazujte ¢astici na primce v homogennim poli s hamiltonidnem

A

R 2

P .
H=—+FQ.
2]\/[+ @

Pro jakou funkci g (¢) je pozorovatelna

integralem pohybu?

S~ , s~ 1 . ’ Z > ~ 1 ] A 814 _
Reseni Plati, Ze A je integralem pohybu, prave tehdy kdyz ¢ [H, A} + 5 =0.

1, 4] = ;—AZ,#g(t) +[FQ.P+g1)] =
— (2o + [F0.7] + [Fo.00)] =
ﬁ[P[P,g(t)”—i—[A,g(t)P}—f—F’Lh—Flﬁ
Takze .
L

z ¢ehoz plyne
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Priiklad 2 Ukazte, ze operator I je integralem pohybu (IP) pro linedrni harmonicky os-
cilator (LHO).

Reseni Je tieba ukazat, ze

ot

?

5 0.

p;]+
Hamiltonian linearniho harmonického oscilatoru ma tvar

G P& M., P

. MQAQ
MdZ T oYY Ty T v

Pro upravy plati nésledujici rovnosti (jedna se o operatory, stiisky jsou z lenosti vynechény)

[A, B] = AB — BA,
[AB,C| = A[B,C] + [A,C] B,
[A+ B,C+D]=[AC)+[A, D]+ [B,C|+ |B, D],
[A,B] = —[B, 4].
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8 Hamiltonian

Piiklad 1 Pro H = C ? je Hamiltonidn ddn matic{

; 1 0
H=—e|-1 0 1
V2 0 -1 0

0
V case t = 0 je kvantova castice ve stavu | 1 |. Jaké hodnoty energie je v tomto stavu mozné
0

nameérit a s jakou pravdépodobnosti? Jak vypada stav ¢astice pro t > 07

ResSeni Nejprve nalezneme vlastni vektory. Tedy nejprve vezmeme matici Hamiltonianu

a nalezneme jeji spektrum o (]:I ) To pro pripomenuti provedeme na zdkladé rovnosti

det (H — /\]I) —0.

A 10
1 A 1 === A (M +2) 202 A=0VA=V2iVi=—V2
0 -1 -\

Mame tedy 3 vlastni ¢isla, vSechna o ndsobnosti 1. Spektrum je tedy

. ) 7
o H) = 0,—\/52'- —6,\/§i- —6} ={0,¢,—¢€
( { V2 vyt }
. To nam 7ika, ze muzeme namérit hodnoty energii £ = 0, +e.
Nyni pristoupime k hleddni vlastnich vektoru. Vlastni vektory jsou vektory z jadra (tj.
hledame takovy vektor, ktery pokud nasobime matici operatoru zleva, vysledkem bude nu-
lovy vektor).

0 1 0 a 0
-1 0 1 bl =10] 2b=0ANa—c=0
0 -1 0 0
a 1
0)=(0] =a]|0
a 1

Nyni pouzijeme normalizacni podminku (0]0) =1
1

a(1,0,1) |0 =a2(14+04+1)=2a>=1 > a=
1

-

A dostavame tedy

10)

-

35



-2 1 0 a
-1 V2 1 b| =
0 -1 =2 c
—>—\/§ia+b:0/\—a—\/ﬁib—i—c:O/\—b—\/ﬁic:O
—1

| —€)=c | —V2i
1

o O O

Nyni pouzijeme normalizac¢ni podminku (—¢| — ¢€) =1

1

1

& (—1,—\@',1) V2| = -2 1) =42 L1 c=3
1

A dostavame tedy

-1
|—e)=-[-V2i
1
V2i 1 0 a 0
-1 V2 1 bl =10
0 -1 V2 c 0
—V2%a+b=0A—-a+V2ib+c=0A—b+V2ic=0
-1
le) =c | V2i
1

Nyni pouzijeme normalizacni podminku (e|e) 1
= ! 1
A (-1,v2i1) [ Vai | = (1-2+1) =42 21— =3
1

A dostavame tedy

-1
le) = = 2i
1
Ortonormaln{ baze H m4 tedy podobu
1 —1 -1
1 1
—0|.=[—Vv2i] .2 | V2
V2 1) 2\ 1



Pro stav céstice v ¢ase t > 0 tedy plati
[ (@) =al0)+ble)+cl—e,

kde plati

1 ! 0 1 0 1
b= {ely (0 1\}1’ (1) L N C1)—1 Vai+0) = -2
= (el (0) ( 5 R | ! =5 (-1.-v2i,1) O =5 (0-v2i+0) ==
= 0)) { 2 _12' (1) - L vaein (1)—10 Vai+0) = Y2
o= e O g | V2 {1 ) =g (a1 =5 (0 vaie) =5

Tudiz dostavame

W)=Y | o~ X9,

Zbyva nam dopocitat pravdépodobnosti naméreni danych energii.

PE=¢=|[{(vt)])*= 1 :%’
P(E=—¢)=|(-¢ ()= (\/f) :%'
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