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Úvod

Př́ıklady, které se často objevuj́ı u zkoušky z 02KVAN a mně letos stačili k tomu, abych
ṕısemkou bez problému prošla. Jsou v tom chyby, možná dokonce spousty chyb. Když mi o
nich naṕı̌sete, asi je i oprav́ım. Necht’ vám poznámky dobře slouž́ı.
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1 Lineárńı harmonický oscilátor

Př́ıklad 1 Lineárńı harmonický oscilátor s frekvenćı ω = ~/M je v čase t = 0 ve stavu

ψ (x, 0) = C (1 + x) e−
x2

2 .

Jaké hodnoty energie můžeme naměřit a s jakou pravděpodobnost́ı? Určete ψ (x, t) pro t > 0.
Jak se měńı středńı hodnota polohy oscilátoru s časem?

Řešeńı Nejprve urč́ıme, jaké hodnoty energie můžeme naměřit a s jakou pravděpodob-
nost́ı.

ψ = aψ0 + bψ1

Členy ψ1 a ψ2 vyjádř́ıme podle obecného vztahu z taháku ψn (x) =
(
Mω
π~

)1/4 1√
n!2n

Hn (x) e−
x2

2 ,
kde Hn jsou Hermitovy polynomy

ψ0 (x) =
1
4
√
π

e−
x2

2

ψ1 (x) = 2x
1
4
√
π

1√
2

e−
x2

2

Dosad́ıme nové členy do vztahu ψ = aψ0 + bψ1:

c (1 + x) e−
x2

2 = a
1
4
√
π

e−
x2

2 + 2bx
1
4
√
π

1√
2

e−
x2

2

Tuto rovnici vyděĺıme e−
x2

2 a zavedeme novou konstantu c̃ = c 4
√
π a dostaneme

c̃ (1 + x) = a+
√

2bx.

Z toho dostaneme vztahy pro konstanty

a = c̃

c̃ =
√

2b→ b =
c̃√
2

Z toho plyne, že

ψ (x) = c̃ψ0 +
c̃√
2
ψ1.

Z podmı́nky na skalárńı součin (ψ, ψ) = 1 plyne, že c̃2 + c̃2

2
= 1, a tedy c̃ =

√
2
3
.

Dosazeńım dostaneme

ψ =

√
2

3
ψ0 +

1√
3
ψ1.

Dále spočteme skalárńı součiny (ψ0, ψ) =
√

2
3
; (ψ1, ψ) = 1√

3
.

To mám ř́ıká, že můžeme naměřit hodnoty energíı E0 = ~ω
2
, E1 = 3~ω

2
s pravděpo-

dobnostmi Pψ (E0) = | (ψ0, ψ) |2 = 2
3
, Pψ (E1) = | (ψ1, ψ) |2 = 1

3
.
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Nyńı se budeme zabývat stavem oscilátoru v čase t > 0.

ψ (x, t) =

√
2

3
e−

i
2
ωtψ0 (x) +

1√
3

e−
3i
2
ωtψ1 (x) .

Středńı hodnota polohy je dána vztahem
〈
Q̂
〉

=
〈
ψ (x, t) |Q̂|ψ (x, t)

〉
, přičemž Q̂ =√

~
2Mω

(â+ + â−).

Z toho dostaneme 〈
Q̂
〉

=

〈
ψ (x, t) | 1√

2
(â+ + â−) |ψ (x, t)

〉
=

=
1√
2
〈ψ (x, t) |â+|ψ (x, t)〉+

1√
2
〈ψ (x, t) |â−|ψ (x, t)〉

Ze vztahu â± |n〉 = α±n |n± 1〉 , α−n =
√
n, α+

n =
√
n+ 1, |n〉 = 1√

n!
ân+ dostáváme

â+ |ψ (t)〉 =

√
2

3
e−

i
2
ωtψ1 (x)

â− |ψ (t)〉 =
1√
3

e−
3i
2
ωtψ0 (x) .

Máme tedy〈
Q̂
〉
ψ(t)

=
(
ψ (x, t) , Q̂ψ (x, t)

)
=

1√
2

1√
3

√
2

3
e

3
2
iωt− i

2
ωt +

1√
2

√
2

3

1√
3

e
i
2
ωt− 3

2
iωt =

=
1

3
eiωt +

1

3
e−iωt = cos (ωt)
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Př́ıklad 2 Lineárńı harmonický oscilátor je v čase t = 0 v koherentńım stavu |α〉 , α ∈ R.
Jak se měńı středńı hodnota kinetické energie oscilátoru s časem?

Řešeńı Kinetická energie je dána jako Ĥkin = P̂ 2

2M
, takže

Ĥkin = i2
M~ω

2

1

2M
(â+ − â−) = −~ω

4

(
â2

+ − â+â− − â−â+ + â2
−
)

=

= −~ω
4

(
â2

+ − 2â+â− − I + â2
−
)
.

Středńı hodnota je pak rovna〈
Ĥkin

〉
|α(t)〉

= −~ω
4

[〈
α (t) |â2

+|α (t)
〉
− 2 〈α (t) |â+â−|α (t)〉 − 1 +

〈
α (t) |â2

−|α (t)
〉]
.

Potom

〈Hkin〉α(t) = −~ω
4

[
α2 (t)− 2|α (t) |2 − 1 + α2 (t)

]
Alternativa 1 Existuje i verze s celkovou energíı a spočteńım středńı kvadratické od-

chylky. Tu ale snadno urč́ıme ze vzorce

∆ψĤ =

√〈
Ĥ2
〉
−
〈
Ĥ
〉2

.

Výsledek by měl být ∆ψĤ = ~ω|α|.

Alternativa 2 Daľśı verze je nikoli s kinetickou, nýbrž potenciálńı. Zde však jedinou
změnou je, že Ĥpot = 1

2
Mω2Q̂2.
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Př́ıklad 3 Uvažujte lineárńı harmonický oscilátor ve stavu

|ψ〉 = ρ |0〉+
√

1− ρ2eiϕ |1〉 ,

kde |n〉 jsou vlastńı vektory hamiltoniánu. Určete parametry ρ a ϕ tak, aby středńı hodnota
energie byla ~ω a středńı hodnota hybnosti byla rovna nule.

Řešeńı Středńı hodnota energie oscilátoru je〈
Ĥ
〉
ψ

=
〈
ψ|Ĥ|ψ

〉
=

〈
ψ|~ω

(
â+â− +

1

2

)
|ψ
〉

= ~ω 〈ψ| (â+â−) |ψ〉+
~ω
2
〈ψ|ψ〉 .

Spočtěme, čemu je rovno (â− |ψ〉)+:

(â− |ψ〉)+ =
(

0 +
√

1− ρ2eiϕ |0〉
)+

= 〈0 |
√

1− ρ2e−iϕ.

Proto můžeme středńı hodnotu energie oscilátoru upravit následovně. Dále za středńı
hodnotu zvoĺıme požadovanou hodnotu ~ω k vypočteńı parametru ρ〈

Ĥ
〉
ψ

= ~ω
(
1− ρ2

)
· 1 +

~ω
2

(
ρ2 + 1− ρ2

) !
= ~ω

1− ρ2 +
1

2
!

= 1 → ρ =
1√
2
.

Nyńı spočteme středńı hodnotu hybnosti. Využijeme faktu, že P̂ = i
√

M~ω
2

(â+ − â−).

Potom ji dle požadavk̊u ze zadáńı polož́ıme rovnou nule.〈
P̂
〉
ψ

=
〈
ψ|P̂ |ψ

〉
= i

√
M~ω

2
〈ψ|â+ − â−|ψ〉 = i

√
M~ω

2
(〈ψ|â+|ψ〉 − 〈ψ|â−|ψ〉)

Pro závěrečnou úpravu budeme potřebovat vyjádřit, čemu se rovnaj́ı â+ |ψ〉 , â− |ψ〉

â+ |ψ〉 = ρ |1〉+
√

1− ρ2eiϕ
√

2 |2〉
â− |ψ〉 = 0 · ρ | − 1〉+ 1 ·

√
1− ρ2eiϕ

√
2 |0〉

To nyńı dosad́ıme:〈
P̂
〉
ψ

=
√

1− ρ2e−iϕρ− ρ
√

1− ρ2eiϕ
!

= 0 → e−iϕ
!

= eiϕ → ϕ = mπ, m ∈ Z
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Př́ıklad 4 Lineárńı harmonický oscilátor s hmotnost́ı M = ~/ω je v čase t = 0 ve stavu
popsaném vlnovou funkćı

ψ (x, 0) = C

(
x2 + x− 1

2

)
e−

x2

2 .

Určete, jaké hodnoty energie můžeme naměřit a s jakou pravděpodobnost́ı. V jakém stavu
je oscilátor v čase t > 0? Jak se měńı středńı hodnota hybnosti oscilátoru s časem?

Řešeńı Nejprve urč́ıme, jaké hodnoty energie můžeme naměřit a s jakou pravděpodob-
nost́ı.

ψ = aψ1 + bψ2

Členy ψ1 a ψ2 vyjádř́ıme podle obecného vztahu z taháku ψn (x) =
(
Mω
π~

)1/4 1√
n!2n

Hn (x) e−
x2

2 ,
kde Hn jsou Hermitovy polynomy

ψ1 (x) = 2x
1
4
√
π

1√
2

e−
x2

2

ψ2 (x) = 2
(
2x2 − 1

) 1
4
√
π

1√
8

e−
x2

2

Dosad́ıme nové členy do vztahu ψ = aψ1 + bψ2:

c

(
x2 + x− 1

2

)
e−

x2

2 = a2x
1
4
√
π

1√
2

e−
x2

2 + b2
(
2x2 − 1

) 1
4
√
π

1√
8

e−
x2

2 .

Tuto rovnici vyděĺıme e−
x2

2 a zavedeme novou konstantu c̃ = c
4√π√

2
a dostaneme

c̃

(
x2 + x− 1

2

)
= ax+

2bx2

2
− b

2
.

Z toho dostaneme vztahy pro konstanty

a = c̃

c̃ = b

−1

2
c̃ = −1

2
b

Z toho plyne, že
ψ = c̃ (ψ1 + ψ2) .

Z podmı́nky na skalárńı součin (ψ, ψ) = 1 plyne, že c̃2 + c̃2 = 1, a tedy c̃ = 1√
2
.

Dosazeńım dostaneme

ψ =
1√
2
ψ1 +

1√
2
ψ2.

Dále spočteme skalárńı součiny (ψ1, ψ) = 1 · 1√
2

+ 0 · 1√
2

= 1√
2
; (ψ2, ψ) = 1√

2
.

To mám ř́ıká, že můžeme naměřit hodnoty energíı E1 = 3~ω
2
, E2 = 5~ω

2
s pravděpo-

dobnostmi Pψ (E1) = | (ψ1, ψ) |2 = 1
2
, Pψ (E2) = | (ψ2, ψ) |2 = 1

2
.
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Nyńı se budeme zabývat stavem oscilátoru v čase t > 0.

ψ (x, t) =
1√
2

e−
i
~

3
2
hωtψ1 (x) +

1√
2

e−
i
~

5
2
hωtψ2 (x) .

Středńı hodnota hybnosti je dána vztahem
〈
P̂
〉

=
(
ψ (x, t) , P̂ψ (x, t)

)
, přičemž P̂ =

i
√

M~ω
2

(â+ − â−).

Ze vztahu â± |n〉 = α±n |n± 1〉 , α−n =
√
n, α+

n =
√
n+ 1, |n〉 = 1√

n!
ân+ dostáváme hodnoty

α+
1 =
√

2, α−1 = 1, α+
2 =
√

3, α−2 =
√

2.
Dosad́ıme do vztahu pro P̂ψ (x, t) a dostaneme

P̂ψ (x, t) = i

√
~2

2
(â+ψ (x, t)− â−ψ (x, t)) =

= i

√
~2

2

1√
2

[
e−

i
~

3
2
hωt
√

2ψ2 + e−
i
~

5
2
~ωt
√

3ψ3 − e−
i
~

3
2
~ωtψ0 − e−

i
~

5
2
~ωt
√

2ψ1

]
,

a konečně pak〈
P̂
〉
ψ(t)

=
(
ψ (x, t) , P̂ψ (x, t)

)
= i

~
2

[
−e

3
2
iωt− 5

2
iωt + e

5
2
iωt− 3

2
iωt
]

=

= i
~
2

[
eiωt − e−iωt

]
= −~ sin (ωt)
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Př́ıklad 5 Lineárńı harmonický oscilátor s hmotnost́ı M = ~/ω je v čase t = 0 ve stavu
popsaném vlnovou funkćı

ψ (x, 0) = C
(
1 + 3x2

)
e−

x2

2 .

Určete, jaké hodnoty energie můžeme naměřit a s jakou pravděpodobnost́ı. V jakém stavu
je oscilátor v čase t > 0? Jak se měńı středńı hodnota hybnosti oscilátoru s časem?

Řešeńı Nejprve urč́ıme, jaké hodnoty energie můžeme naměřit a s jakou pravděpodob-
nost́ı.

ψ = aψ0 + bψ2

Členy ψ0 a ψ2 vyjádř́ıme podle obecného vztahu z taháku ψn (x) =
(
Mω
π~

)1/4 1√
n!2n

Hn (x) e−
x2

2 ,
kde Hn jsou Hermitovy polynomy

ψ0 (x) =
1
4
√
π

e−
x2

2

ψ2 (x) = 2
(
2x2 − 1

) 1
4
√
π

1√
8

e−
x2

2

Dosad́ıme nové členy do vztahu ψ = aψ0 + bψ2:

c
(
1 + 3x2

)
e−

x2

2 = a
1
4
√
π

e−
x2

2 + 2b
(
2x2 − 1

) 1
4
√
π

1√
8

e−
x2

2

Tuto rovnici vyděĺıme e−
x2

2 a zavedeme novou konstantu c̃ = c 4
√
π a dostaneme

c̃
(
1 + 3x2

)
= a− 1√

2
b+
√

2x2b.

Z toho dostaneme vztahy pro konstanty

a− 1√
2
b = c̃

3c̃ =
√

2b → b =
3c̃√

2
→ a =

5c̃

2

Z toho plyne, že

ψ (x) =
5c̃

2
ψ0 +

3c̃√
2
ψ2.

Z podmı́nky na skalárńı součin (ψ, ψ) = 1 plyne, že 25c̃2

4
+ 9c̃2

2
= 1, a tedy c̃ = 2√

43
.

Dosazeńım dostaneme

ψ =
5√
43
ψ0 + 3

√
2

43
ψ2.

Dále spočteme skalárńı součiny (ψ0, ψ) = 5√
43

; (ψ2, ψ) = 3
√

2
43

.

To mám ř́ıká, že můžeme naměřit hodnoty energíı E0 = ~ω
2
, E2 = 5~ω

2
s pravděpo-

dobnostmi Pψ (E0) = | (ψ0, ψ) |2 = 25
43

, Pψ (E1) = | (ψ2, ψ) |2 = 18
43

.
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Nyńı se budeme zabývat stavem oscilátoru v čase t > 0.

ψ (x, t) =
5√
43

e−
i
2
ωtψ0 (x) + 3

√
2

43
e−

5i
2
ωtψ2 (x) .

Středńı hodnota hybnosti je dána vztahem
〈
P̂
〉

=
(
ψ (x, t) , P̂ψ (x, t)

)
, přičemž P̂ =

i
√

M~ω
2

(â+ − â−).

Ze vztahu â± |n〉 = α±n |n± 1〉 , α−n =
√
n, α+

n =
√
n+ 1, |n〉 = 1√

n!
ân+ dostáváme hodnoty

α+
0 = 1, α−0 = 0, α+

2 =
√

3, α−2 =
√

2.
Dosad́ıme do vztahu pro P̂ψ (x, t) a dostaneme

P̂ψ (x, t) = i

√
~2

2
(â+ψ (x, t)− â−ψ (x, t)) =

= i

√
~2

2

1√
43

[
e−

i
~

1
2
~ωt5ψ1 + e−

i
~

5
2
~ωt3
√

6ψ3 − e−
i
~

5
2
~ωt12ψ1

]
,

a konečně pak 〈
P̂
〉
ψ(t)

=
(
ψ (x, t) , P̂ψ (x, t)

)
= 0
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2 Izotropńı harmonický oscilátor

Př́ıklad 1 Izotropńı oscilátor s vlastńı frekvenćı ω = ~/M je ve stavu popsaném vlnovou
funkćı

ψ (~x) = C ((2 + i)x+ y)

(
5

2
− x2 − y2 − z2

)
exp

(
−x

2 + y2 + z2

2

)
.

Jaká je energie částice? Jakou hodnotu kvadrátu momentu hybnosti můžeme naměřit? Jaké
hodnoty projekce orbitálńıho momentu hybnosti částice do osy z můžeme naměřit a s jakou
pravděpodobnost́ı?

Řešeńı Nejprve si převedeme úlohu do sférických souřadnic.

ψ (r, θ, ϕ) = C · ((2 + i) r sin θ cosϕ+ r sin θ sinϕ)

(
5

2
− r2

)
e−

r2

2 =

= C ·
(

(2 + i) sin θ
eiϕ + e−iϕ

2
+ sin θ

eiϕ − e−iϕ

2i

)(
5

2
− r2

)
re−

r2

2 =

= C ·
[
sin θeiϕ

(
2 + i

2
+

1

2i

)
+ sin θe−iϕ

(
2 + i

2
− 1

2i

)](
5

2
− r2

)
re−

r2

2 =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣2 + i

2
+

1

2i
=

2i− 1 + 1

2i
= 1,

2 + i

2
− 1

2i
=

2i− 1− 1

2i
= 1− 2

2i
= 1 + i

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= C ·
[
sin θeiϕ + sin θe−iϕ (1 + i)

](5

2
− r2

)
re−

r2

2

Budeme se zaj́ımat t́ım, jaké hodnoty projekce orbitálńıho momentu hybnosti do osy z
můžeme naměřit a s jakou pravděpodobnost́ı.

Nejprve ze vztahu Ylm (θ, ϕ) = ClmP
m
l (cos θ) eimϕ, |Cml|2 = (2l+1)(l−m)!

4π(m+l)!
spočteme kulové

funkce

Y11 = −
√

3

8π
sin θeiϕ

Y10 =

√
3

4π
cos θ

Y1−1 =

√
3

8π
sin θe−iϕ,

z čehož dostaneme vztahy pro součin goniometrických funkćı s exponenciálou

sin θeiϕ = −
√

8π

3
Y11, cos θ =

√
8π

3

1√
2
Y10, sin θe−iϕ =

√
8π

3
Y1−1.

Tyto vztahy dosad́ıme do rovnice výše, přičemž uvažujeme r = konst.:

Ψ (θ, ϕ) = C̃ [−Y11 + (1 + i)Y1−1] .
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Dále potřebujeme určit konstantu C̃, což jako obvykle uděláme z rovnosti (Ψ,Ψ) = 1,
tedy

1 = |c̃|2
[
|1|2 + |1 + i|2

]
= |c̃2| [1 + 2] = 3|c̃|2,

takže c̃ = 1√
3
.

Máme tedy

Ψ (θ, ϕ) =
1√
3

(−Y11 + (1 + i)Y1−1) .

Můžeme naměřit hodnoty m = ±1, z čehož dostaneme hodnoty projekce orbitálńıho
momentu hybnosti do osy z Lz = 0,±~, přičemž pravděpo-dobnosti jednotlivých stav̊u jsou

P1 = | (Y11,Ψ) |2 =
1

3
,

P1 = | (Y1−1,Ψ) |2 =
2

3
.

Nyńı nás bude zaj́ımat hodnota kvadrátu momentu hybnosti
〈
L̂2
〉

. Nebot’ máme l = 1,

dostáváme ze vztahu L̂2Ylm = ~2l (l + 1)Ylm:

L̂2 = 2~2.

Nyńı ještě urč́ıme energie částice. To uděláme tak, že do našeho předpisu vrát́ıme závislost
na r, tedy uvažujeme

ψ (r, θ, ϕ) =

(
5

2
− r2

)
re−

r2

2 · 1√
3

(−Y11 + (1 + i)Y1−1) .

Rozebereme si nyńı část
(

5
2
− r2

)
re−

r2

2 , pomoćı ńıž urč́ıme hodnoty n, l. Nebot’ ξ =

r
√

Mω
~ , máme ze zadáńı ξ = r. Nebot’ se v obecném vztahu pro vlnovou funkci (viz. tahák)

vyskytuje ξl a ve zkoumané části r1 máme, že l = 1. Nyńı ještě potřebujeme vystihnout člen(
5
2
− r2

)
pomoćı Lagguerových polynomů. Nebot’ je l = 1 a zaj́ımá nás L

l+ 1
2

n (ξ2), uvažujeme

L
3
2
n (r2). Proto očividně n = 1.

Hledaná hodnota energie ve tvaru E = ~ω
(
2n+ l + 3

2

)
je tedy zřejmě E = 9

2
~ω.
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Př́ıklad 2 Izotropńı oscilátor s vlastńı frekvenćı ω = ~/M je ve stavu popsaném vlnovou
funkćı

ψ (~x) = C (ix+ y + 3iz) exp

(
−x

2 + y2 + z2

2

)
.

Jaké hodnoty projekce orbitálńıho momentu hybnosti částice do osy z můžeme naměřit a s
jakou pravděpodobnost́ı? Jaká je středńı hodnota projekce momentu hybnosti do osy x?

Řešeńı Nejprve si převedeme úlohu do sférických souřadnic.

ψ (r, θ, ϕ) = C · (ir sin θ cosϕ+ r sin θ sinϕ+ 3ir cos θ) e−
r2

2 =

= C ·
(
i sin θ

eiϕ + e−iϕ

2
+ sin θ

eiϕ − e−iϕ

2i
+ 3i cos θ

)
re−

r2

2 =

= C ·
[
sin θeiϕ

(
i

2
+

1

2i

)
+ sin θe−iϕ

(
i

2
− 1

2i

)
+ 3i cos θ

]
re−

r2

2 =

= C ·
[
sin θeiϕ

(
−1 + 1

2i

)
+ sin θe−iϕ

(
−1− 1

2i

)
+ 3i cos θ

]
re−

r2

2

Nejprve ze vztahu Ylm (θ, ϕ) = ClmP
m
l (cos θ) eimϕ, |Cml|2 = (2l+1)(l−m)!

4π(m+l)!
spočteme kulové

funkce

Y11 = −
√

3

8π
sin θeiϕ

Y10 =

√
3

4π
cos θ

Y1−1 =

√
3

8π
sin θe−iϕ,

z čehož dostaneme vztahy pro součin goniometrických funkćı s exponenciálou

sin θeiϕ = −
√

8π

3
Y11, cos θ =

√
8π

3

1√
2
Y10, sin θe−iϕ =

√
8π

3
Y1−1.

Tyto vztahy dosad́ıme do rovnice výše, přičemž uvažujeme r = konst.:

Ψ (θ, ϕ) = C̃

[
i · Y1−1 +

3i√
2
Y10

]
.

Dále potřebujeme určit konstantu C̃, což jako obvykle uděláme z rovnosti (Ψ,Ψ) = 1,
tedy

1 = |c̃|2
[
|i|2 +

∣∣∣∣ 3i√
2

∣∣∣∣2
]

= |c̃2|
[
1 +

9

2

]
=

11

2
|c̃|2,
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takže c̃ =
√

2
11

.

Máme tedy

Ψ (θ, ϕ) =

√
2

11
i · Y1−1 +

3i√
11
Y10.

Můžeme naměřit hodnoty m = 0,±1, z čehož dostaneme hodnoty projekce orbitálńıho
momentu hybnosti do osy z Lz = 0,±~, přičemž pravděpo-dobnosti jednotlivých stav̊u jsou

P (0) = | (Y10,Ψ) |2 =
2

11
,

P (−~) = | (Y1−1,Ψ) |2 =
9

11
.

Středńı hodnotu projekce orbitálńıho momentu hybnosti do osy x
〈
L̂1

〉
Ψ

urč́ıme za po-

moci vztah̊u L̂+ = L̂1 + iL̂2, L̂− = L̂1 − iL̂2, z čehož nám plyne L̂1 = 1
2

(
L̂+ + L̂−

)
. Proto

〈
L̂1

〉
Ψ

=
(

Ψ, L̂1Ψ
)

=
1

2

[(
Ψ, L̂+Ψ

)
+
(

Ψ, L̂−Ψ
)]

Jelikož plat́ı m = 0,−1 a α±lm = ~
√
l (l + 1)−m (m± 1), dostaneme (nenulové) hodnoty

α+
1−1 =

√
2~, α+

10 =
√

2~, α−10 =
√

2~

A podle L̂± |l,m〉 = α±lm |l,m± 1〉 dostaneme

L̂+Ψ =
2√
11

~Y10 + 3i~
√

2

11
Y11

L̂−Ψ = 0 + 3i~
√

2

11
Y1−1

Požadované skalárńı součiny jsou tedy(
Ψ, L̂+Ψ

)
=

6i

11
~

(
Ψ, L̂−Ψ

)
= −3

2

11
~

Z toho tedy dostáváme, že středńı hodnota projekce orbitálńıho momentu hybnosti do
osy x je 〈

L̂1

〉
ψ

= 0.
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Př́ıklad 3 Elektron v atomu vod́ıku je ve stavu popsaném vlnovou funkćı

ψ (~x) = C (x+ 2y + z) exp

(
−
√
x2 + y2 + z2

2a

)
.

Jaké hodnoty projekce orbitálńıho momentu hybnosti elektronu do osy z můžeme naměřit a
s jakou pravděpodobnost́ı? Jaká je středńı hodnota projekce orbitálńıho momentu hybnosti
do osy x?

Řešeńı Nejprve si převedeme úlohu do sférických souřadnic.

ψ (r, θ, ϕ) = C · (r sin θ cosϕ+ 2r sin θ sinϕ+ r cos θ) e−
r2

2a =

= C ·
(

sin θ
eiϕ + e−iϕ

2
+ 2 sin θ

eiϕ − e−iϕ

2i
+ cos θ

)
re−

r2

2a =

= C ·
[
sin θeiϕ

(
1

2
+

1

i

)
+ sin θe−iϕ

(
1

2
− 1

i

)
+ cos θ

]
re−

r2

2a

Nejprve ze vztahu Ylm (θ, ϕ) = ClmP
m
l (cos θ) eimϕ, |Cml|2 = (2l+1)(l−m)!

4π(m+l)!
spočteme kulové

funkce

Y11 = −
√

3

8π
sin θeiϕ

Y10 =

√
3

4π
cos θ

Y1−1 =

√
3

8π
sin θe−iϕ,

z čehož dostaneme vztahy pro součin goniometrických funkćı s exponenciálou

sin θeiϕ = −
√

8π

3
Y11, cos θ =

√
8π

3

1√
2
Y10, sin θe−iϕ =

√
8π

3
Y1−1.

Tyto vztahy dosad́ıme do rovnice výše, přičemž uvažujeme r = konst.:

Ψ (θ, ϕ) = C̃

[
−Y11

(
i+ 2

2i

)
+ Y1−1

(
i− 2

2i

)
+

1√
2
Y10

]
.

Dále potřebujeme určit konstantu C̃, což jako obvykle uděláme z rovnosti (Ψ,Ψ) = 1,
tedy

1 = |c̃|2
[∣∣∣∣−1 + 2i

2

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣1 + 2i

2

∣∣∣∣2 +
1

2

]
= |c̃2|

[
5

4
+

5

4
+

1

2

]
= |c̃|2 12

4
,
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takže c̃ = 1√
3
.

Máme tedy

Ψ (θ, ϕ) = −
(
−1 + 2i

2
√

3

)
Y11 +

(
−1− 2i

2
√

3

)
Y1−1 +

1√
6
Y10.

Můžeme naměřit hodnoty m = 0,±1, z čehož dostaneme hodnoty projekce orbitálńıho
momentu hybnosti do osy z Lz = 0,±~, přičemž pravděpo-dobnosti jednotlivých stav̊u jsou

P1 = | (Y11,Ψ) |2 =
5

12
,

P2 = | (Y10,Ψ) |2 =
1

6
,

P1 = | (Y1−1,Ψ) |2 =
5

12
.

Středńı hodnotu projekce orbitálńıho momentu hybnosti do osy x
〈
L̂1

〉
Ψ

urč́ıme za po-

moci vztah̊u L̂+ = L̂1 + iL̂2, L̂− = L̂1 − iL̂2, z čehož nám plyne L̂1 = 1
2

(
L̂+ + L̂−

)
. Proto

〈
L̂1

〉
Ψ

=
(

Ψ, L̂1Ψ
)

=
1

2

[(
Ψ, L̂+Ψ

)
+
(

Ψ, L̂−Ψ
)]

Jelikož plat́ı |m| ≤ l a α±lm = ~
√
l (l + 1)−m (m± 1), dostaneme (nenulové) hodnoty

α+
1−1 =

√
2~, α−11 =

√
2~, α+

10 =
√

2~, α−10 =
√

2~

A podle L̂± |l,m〉 = α±lm |l,m± 1〉 dostaneme

L̂+Ψ = 0− 1 + 2i

2
√

3

√
2~Y10 + ~

√
2√
6
Y11

L̂−Ψ = −−1 + 2i

2
√

3

√
2~Y10 +

~√
3
Y1−1

Požadované skalárńı součiny jsou tedy(
Ψ, L̂+Ψ

)
=

~√
3

(
−1 + 2i

2
√

3

)
− −1− 2i

2
√

3

~√
3

= 0

(
Ψ, L̂−Ψ

)
= − 1√

6

√
2~

2
√

3
(−1 + 2i) +

−1 + 2i

2
√

3

~√
3

= 0

Z toho tedy dostáváme, že středńı hodnota projekce orbitálńıho momentu hybnosti do
osy x je 〈

L̂
〉
ψ

= 0.
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Př́ıklad 4 Elektron v atomu vod́ıku je ve stavu popsaném vlnovou funkćı

ψ (~x) = C (2x+ 3y + z) exp

(
−
√
x2 + y2 + z2

2a

)
.

Jaké hodnoty projekce orbitálńıho momentu hybnosti elektronu do osy z můžeme naměřit a
s jakou pravděpodobnost́ı? Jaká je středńı hodnota projekce orbitálńıho momentu hybnosti
do osy y?

Řešeńı Nejprve si převedeme úlohu do sférických souřadnic.

ψ (r, θ, ϕ) = C · (2r sin θ cosϕ+ 3r sin θ sinϕ+ r cos θ) e−
r2

2a =

= C ·
(

2 sin θ
eiϕ + e−iϕ

2
+ 3 sin θ

eiϕ − e−iϕ

2i
+ cos θ

)
re−

r2

2a =

= C ·
[
sin θeiϕ

(
1 +

3

2i

)
+ sin θe−iϕ

(
1− 3

2i

)
+ cos θ

]
re−

r2

2a

Nejprve ze vztahu Ylm (θ, ϕ) = ClmP
m
l (cos θ) eimϕ, |Cml|2 = (2l+1)(l−m)!

4π(m+l)!
spočteme kulové

funkce

Y11 = −
√

3

8π
sin θeiϕ

Y10 =

√
3

4π
cos θ

Y1−1 =

√
3

8π
sin θe−iϕ,

z čehož dostaneme vztahy pro součin goniometrických funkćı s exponenciálou

sin θeiϕ = −
√

8π

3
Y11, cos θ =

√
8π

3

1√
2
Y10, sin θe−iϕ =

√
8π

3
Y1−1.

Tyto vztahy dosad́ıme do rovnice výše, přičemž uvažujeme r = konst.:

Ψ (θ, ϕ) = C̃

[
−Y11

(
2i+ 3

2i

)
+ Y1−1

(
2i− 3

2i

)
+

1√
2
Y10

]
.

Dále potřebujeme určit konstantu C̃, což jako obvykle uděláme z rovnosti (Ψ,Ψ) = 1,
tedy

1 = |C̃|2
[∣∣∣∣2i+ 3

2i

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣2i− 3

2i

∣∣∣∣2 +
1

2

]
= |c̃2|

[
13

4
+

13

4
+

1

2

]
= |c̃|2 28

4
,
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takže c̃ = 1√
7
.

Máme tedy

Ψ (θ, ϕ) = −
(

2i+ 3

2
√

7i

)
Y11 +

(
2i− 3

2
√

7i

)
Y1−1 +

1√
14
Y10.

Můžeme naměřit hodnoty m = 0,±1, z čehož dostaneme hodnoty projekce orbitálńıho
momentu hybnosti do osy z Lz = 0,±~, přičemž pravděpo-dobnosti jednotlivých stav̊u jsou

P1 = | (Y11,Ψ) |2 =
13

28
,

P2 = | (Y10,Ψ) |2 =
1

14
,

P1 = | (Y1−1,Ψ) |2 =
13

28
.

Středńı hodnotu projekce orbitálńıho momentu hybnosti do osy y
〈
L̂2

〉
Ψ

urč́ıme za po-

moci vztah̊u L̂+ = L̂1 + iL̂2, L̂− = L̂1 − iL̂2, z čehož nám plyne L̂2 = 1
2i

(
L̂+ − L̂−

)
. Proto

〈
L̂2

〉
Ψ

=
(

Ψ, L̂2Ψ
)

=
1

2i

[(
Ψ, L̂+Ψ

)
−
(

Ψ, L̂−Ψ
)]

Jelikož plat́ı |m| ≤ l a α±lm = ~
√
l (l + 1)−m (m± 1), dostaneme (nenulové) hodnoty

α+
1−1 =

√
2~, α−11 =

√
2~, α+

10 =
√

2~, α−10 =
√

2~

A podle L̂± |l,m〉 = α±lm |l,m± 1〉 dostaneme

L̂+Ψ = 0 +
2i− 3

2
√

7i

√
2~Y10 + ~

1√
7
Y11

L̂−Ψ = −2i+ 3

2
√

7i

√
2~Y10 +

~√
7
Y1−1

Požadované skalárńı součiny jsou tedy(
Ψ, L̂+Ψ

)
=

~√
7

(
2i− 3

2
√

7i

)
− 2i+ 3

2
√

7i

~√
7

= − 6~
14i(

Ψ, L̂−Ψ
)

= −2i+ 3

2
√

7i

~√
7

+
~√
7

2i− 3

2
√

7i
= − 6~

14i

Z toho tedy dostáváme, že středńı hodnota projekce orbitálńıho momentu hybnosti do
osy x je 〈

L̂2

〉
ψ

= 0.
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3 Volná částice

Př́ıklad 1 Volná částice na př́ımce je ve stavu popsaném vlnovou funkćı

ψ (x) = C exp

(
−(x− x0)2

4σ2
+
i

~
p0x

)
, x0, p0 ∈ R, σ > 0.

Určete středńı hodnotu hybnosti a energie částice.

Řešeńı Pro středńı hodnotu hybnosti plat́ı
〈
P̂
〉
ψ

=
(
ψ, P̂ψ

)
, kde P̂ = −i~ d

dx
. Na

základě toho můžeme určit P̂ψ:

P̂ψ = −i~ d

dx

[
C exp

(
−(x− x0)2

4σ2
+
i

~
p0x

)]
=

= −i~
(
−x− x0

2σ2
+
i

~
p0

)
C exp

(
−(x− x0)2

4σ2
+
i

~
p0x

)
=

=

(
i~
x− x0

2σ2
+ p0

)
C exp

(
−(x− x0)2

4σ2
+
i

~
p0x

)

Skalárńı součin
(
ψ, P̂ψ

)
je dán jako

∫
R ψ · P̂ψdx, takže(
ψ, P̂ψ

)
=

=

∫
R
C exp

(
−(x− x0)2

4σ2
+
i

~
p0x

)
·
(
i~
x− x0

2σ2
+ p0

)
C exp

(
−(x− x0)2

4σ2
− i

~
p0x

)
dx =

= |C|2
∫
R

(
i~
x− x0

2σ2
+ p0

)
exp

(
−(x− x0)2

2σ2

)
dx = |y = x− x0 → dy = dx| =

= |C|2
∫
R

(
i~

y

2σ2
+ p0

)
exp

(
− y2

2σ2

)
dy = 0 + |C|2 p0

√
2πσ2.

Konstantu C urč́ıme pomoćı normalizace, tedy z (ψ, ψ) = 1.

1 = |C|2
∫
R

exp

(
− y2

2σ2

)
dy = |C|2

√
2πσ2,

z čehož

C =
1

4
√

2πσ2
.

Konečně tedy dostáváme středńı hodnotu hybnosti jako〈
P̂
〉
ψ

= |C|2 p0

√
2πσ2 = p0.
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Nyńı spočteme středńı hodnotu energie částice. Pro tu plat́ı
〈
Ĥ
〉
ψ

=
(
ψ, Ĥψ

)
, kde

Ĥ = − ~2
2M

d2

dx2
. To však můžeme vyjádřit jako Ĥ = P̂ 2

2M
. Takže máme

〈
Ĥ
〉
ψ

=

(
ψ,

P̂ 2

2M
ψ

)
=

1

2M

(
P̂ψ, P̂ψ

)
=

=
1

2M
|C|2

∫
R

[
i~
x− x0

2σ2
+ p0

]
· exp

(
−(x− x0)2

2σ2

)
·
[
−i~x− x0

2σ2
+ p0

]
dx =

=
1

2M
|C|2

∫
R

exp

(
−(x− x0)2

2σ2

)
·

[
~2 (x− x0)2

4σ4
+ p2

0

]
dx =

=
1

2M
|C|2

[
~2

∫
R

(x− x0)2

4σ4
exp

(
−(x− x0)2

2σ2

)
dx+ p2

0

∫
R

exp

(
−(x− x0)2

2σ2

)
dx

]
=

= |y = x− x0 → dy = dx| = 1

2M
|C|2

[
~2

4σ2

∫
R
y2 exp

(
− y2

2σ2

)
dy + p0

√
2πσ2

]
=

=
1

2M
|C|2

[
~2

4σ2

1

2
2σ2
√

2πσ2 + p0

√
2πσ2

]
=

∣∣∣∣C =
1

4
√

2πσ2

∣∣∣∣ =
1

2M

[
~2

4σ2
+ p2

0

]
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Př́ıklad 2 Částice je ve stavu popsaném vlnovou funkćı

ψ (~x) = C exp

(
−(~x− ~y)2

4σ2
+
i

~
~p · ~x

)
, ~y, ~p ∈ R3, σ > 0.

Jaká je středńı hodnota prvńı složky momentu hybnosti částice?
Pro jednotlivé složky momentu hybnosti plat́ı L̂j = εjklQ̂kP̂l, tedy pro prvńı složku máme

L̂1 = ε123Q̂2P̂3 + ε132Q̂3P̂2 = Q̂2P̂3 − Q̂3P̂2 = x2 (−i~)
∂

∂x3

− x3 (−i~)
∂

∂x2

Pro středńı hodnotu složky momentu hybnosti tedy plat́ı〈
L̂1

〉
ψ

=
(
ψ, L̂1ψ

)
=
(
ψ, Q̂2P̂3ψ

)
−
(
ψ, Q̂3P̂2ψ

)
.

Prvńı člen v rozd́ılu nyńı uprav́ıme

(
ψ, Q̂2P̂3ψ

)
= |C|2

∫
R3

exp

(
−(~x− ~y)2

2σ2

)
x2 · (−i~)

[
x3 − y3

2σ2
+
i

~
p3

]
d3x =

= |C|2
[∫

R3

exp

(
−(~x− ~y)2

2σ2

)
p3x2d3x−

∫
R3

exp

(
−(~x− ~y)2

2σ2

)
i~
x3 − y3

2σ2
x2d3x

]
,

přičemž druhý integrál bude roven 0.
Z normalizace urč́ım konstantu C:

1 = |c|2
∫
R3

exp

(
−(~x− ~y)2

2σ2

)
d3x = |c|2

(
2πσ2

)3/2
,

z čehož

|C|2 =
1

(2πσ2)3/2
.

Dostáváme tedy (
ψ, Q̂2P̂3ψ

)
= |C|2 ·

(
2πσ2

)3/2
y2p3 = y2p3.

Obdobně dostaneme i(
ψ, Q̂3P̂2ψ

)
= |C|2 ·

(
2πσ2

)3/2
y3p2 = y3p2.

Středńı hodnota prvńı složky momentu hybnosti je tedy rovna〈
L̂1

〉
ψ

= y2p3 − y3p2.
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4 Potenciálová jáma

Př́ıklad 1 Uvažujte částici s hmotnost́ı M v nekonečné potenciálové jámě š́ı̌rky 2a. V čase
t = 0 je částice ve stavu

ψ (x, 0) = C

[
sin
(π
a

(x− a)
)

+ 2 sin

(
3π

2a
(x− a)

)]
.

Jaké hodnot energie můžeme v tomto stav u naměřit a s jakou pravděpodobnost́ı? Nalezněte
ψ (x, t) pro t > 0. Jak se měńı s časem pravděpodobnost nalezeńı částice v intervalu (0, a)?

Může se hodit (pro m 6= n):∫ a

0

sin
(nπ

2a
(x− a)

)
sin
(mπ

2a
(x− a)

)
dx =

a

π

(
sin
(
π
2

(m− n)
)

m− n
−

sin
(
π
2

(m+ n)
)

m+ n

)
.

Řešeńı Určeme nejprve hodnoty a pravděpodobnosti energíı. Nebot’ plat́ı ψn (x) =
1√
a

sin
(
nπ
2a

(x− a)
)
, máme

ψ (x, 0) = C
[√
aψ2 (x) + 2

√
aψ3 (x)

]
= C̃ [ψ2 (x) + 2ψ3 (x)]

Provedeme normalizaci
1 = C̃2 + 4C̃2 = 5C̃2.

Můžeme naměřit hodnoty energie

E2 =
1

2M

(
π~
a

)2

,

E3 =
1

2M

(
3

2

π~
a

)2

.

Nebot’ ψ (x) = 1√
5
ψ2 + 2√

5
ψ3, dostáváme pravděpodobnosti naměřeńı zmı́něných energíı

P (E2) = |(ψ2, ψ)|2 =
1

5
,

P (E3) = |(ψ3, ψ)|2 =
4

5
.

Pr̊uběh pro t > 0 tedy je

ψ (x, t) =
1√
5

(
e−

i
~E2tψ2 (x) + e−

i
~E3tψ3 (x)

)
.

Nakonec urč́ıme pravděpodobnost nalezeńı částice v intervalu (0, a) v čase t, přičemž
plat́ı Px∈(0,a) (t) =

∫ a
0
|ψ (x, t)|2 dx.

Určeme nejprve

|ψ (x, t)|2 =
1

5

(
e−

i
~E2tψ2 (x) + e−

i
~E3tψ3 (x)

)
·
(

e
i
~E2tψ2 (x) + e

i
~E3tψ3 (x)

)
=

=
1

5

[
ψ2

2 (x) + ψ2
3 (x) + e

i
~ (E3−E2)tψ2ψ3 + e

i
~ (E2−E3)tψ3ψ2

]
.
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Potom integrál z toho je∫ a

0

|ψ (x, t)|2 dx =
1

5

[∫ a

0

(
ψ2

2 (x) + ψ2
3 (x)

)
dx+ 2 cos

(
E3 − E2

~
t

)∫ a

0

ψ2ψ3dx

]
=

=
1

5
· 1 +

1

5

∫ a

0

1

a
sin
(π
a

(x− a)
)

sin

(
3

2

π

a
(x− a)

)
dx =

=
a

π

[
sin π

2

1
−

sin
(

5
2
π
)

5

]
=
a

π

[
1− 1

5

]
=
a

π

4

5
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5 Částice v magnetickém poli, spin

Př́ıklad 1 Částice se spinem 1
2

je v homogenńım magnetickém poli ~B = (0, 0, B). V čase
t = 0 byla naměřena kladná projekce spinu částice do osy x. Určete vektor polarizace částice

~p (t) =
(
〈σ1〉ψ (t) , 〈σ2〉ψ (t) , 〈σ3〉ψ (t)

)
v čase t > 0.

Řešeńı Nebot’ v čase t = 0 byla naměřena kladná projekce spinu částice do osy x.
Vı́me, že Ŝj = ~

2
σj a hodnoty σj jsou uvedeny v taháku. To nám ř́ıká, že

Ŝx

(
a
b

)
=

~
2

(
0 1
1 0

)(
a
b

)
=

~
2

(
b
a

)
.

Z toho dostáváme vztah (
a
b

)
=

(
b
a

)
,

takže a = b
vol.
= 1.

Tud́ıž máme vlnovou funkci v t = 0

ψx,+ =
1√
2

(
1
1

)
Pro časový vývoj vlnové funkce máme obecný vztah v taháku v sekci Spin, konkrétně

máme

psix,+ (t) =
1√
2

exp

(
i

~
µ0
~B~σt

)(
1
1

)
=

1√
2

[
cos (ωt) I + i

sin (ωt)

B
Bσ3

](
1
1

)
=

=
1√
2

[(
cos (ωt) 0

0 cos (ωt)

)
+

(
i sin (ωt) 0

0 i sin (ωt)

)](
1
1

)
=

=
1√
2

(
eiωt

e−iωt

)
Pro jednotlivé složky polarizace plat́ı

〈σ1〉ψ (t) = (ψ (t) , σ1ψ (t)) =
1

2

(
e−iωt, eiωt

)(0 1
1 0

)(
eiωt

e−iωt

)
=

=
1

2

(
e−iωt, eiωt

)(e−iωt

eiωt

)
=

1

2

(
e−2iωt + e2iωt

)
= cos (2ωt)

〈σ2〉ψ (t) = (ψ (t) , σ2ψ (t)) =
1

2

(
e−iωt, eiωt

)(0 −i
i 0

)(
eiωt

e−iωt

)
=

=
1

2

(
e−iωt, eiωt

)(−ie−iωt
ieiωt

)
=

1

2

(
−ie−2iωt + ie2iωt

)
= − sin (2ωt)
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〈σ3〉ψ (t) = (ψ (t) , σ3ψ (t)) =
1

2

(
e−iωt, eiωt

)(1 0
0 −1

)(
eiωt

e−iωt

)
=

=
1

2

(
e−iωt, eiωt

)( eiωt

−e−iωt

)
=

1

2
(1− 1) = 0

Vektor polarizace má tedy tvar

~p (t) = (cos (2ωt) ,− sin (2ωt) , 0) .
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Př́ıklad 2 Částice se spinem 1
2

je v homogenńım magnetickém poli ~B = (0, B, 0). V čase
t = 0 byla naměřena kladná projekce spinu částice do osy z. Určete, jak se s časem měńı
středńı hodnota projekce spinu částice do obecného směru ~n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)?

Řešeńı Nebot’ v čase t = 0 byla naměřena kladná projekce spinu částice do osy z.
Vı́me, že Ŝj = ~

2
σj a hodnoty σj jsou uvedeny v taháku. To nám ř́ıká, že

Ŝz

(
a
b

)
=

~
2

(
1 0
0 −1

)(
a
b

)
=

~
2

(
a
−b

)
.

Z toho dostáváme vztah (
a
b

)
=

(
a
−b

)
,

takže a = a
vol.
= 1, b = −b !

= 0.
Tud́ıž máme vlnovou funkci v t = 0

ψz,+ =

(
1
0

)
Pro časový vývoj vlnové funkce máme obecný vztah v taháku v sekci Spin, konkrétně máme

psiz,+ (t) = exp

(
i

~
µ0
~B~σt

)(
1
0

)
=

[
cos (ωt) I + i

sin (ωt)

B
Bσ2

](
1
0

)
=

=

[(
cos (ωt) 0

0 cos (ωt)

)
+

(
0 sin (ωt)

sin (ωt) 0

)](
1
0

)
=

=

(
cos (ωt) sin (ωt)
−sin (ωt) cos (ωt)

)(
1
0

)
=

(
cos (ωt)
− sin (ωt)

)
Středńı hodnotu projekce spinu částice do obecného směru

〈
Ŝ~n

〉
ψz,+(t)

urč́ıme ze vztahu

pro středńı hodnotu
〈
Ŝ~n

〉
ψz,+(t)

=
(
ψz,+ (t) , Ŝ~nψ

T
z,+ (t)

)
, takže nejprve potřebujeme určit

Sn.

Sn = ~n · ~s =
~
2
njσj =

~
2

(
sin θ cosϕ

(
0 1
1 0

)
+ sin θ sinϕ

(
0 −i
i 0

)
+ cos θ

(
1 0
0 −1

))
=

=

(
cos θ sin θe−iϕ

eiϕ sin θ − cos θ

)
~
2

Ještě potřebujeme určit hodnotu Snψz,+ (t).

Snψz,+ (t) =

(
cos θ sin θe−iϕ

eiϕ sin θ − cos θ

)
~
2

(
cos (ωt)
− sin (ωt)

)
=

= . . .

Na závěr provedeme skalárńı součin a konečně dostaneme hledanou středńı hodnotu〈
Ŝ~n

〉
ψz,+(t)

=
(
ψz,+ (t) , Ŝ~nψ

T
z,+ (t)

)
=

((
cos (ωt)
− sin (ωt)

)
,

)
= . . .
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Př́ıklad 3 Částice se spinem 1
2

je v homogenńım magnetickém poli ~B = (0, 0, B). V čase
t = 0 byla naměřena kladná projekce spinu částice do osy x. Určete, jak se s časem měńı
středńı hodnota projekce spinu částice do osy x. Jaká je pravděpodobnost naměřeńı kladné
projekce spinu částice do osy y v čase t?

Řešeńı Nebot’ v čase t = 0 byla naměřena kladná projekce spinu částice do osy x.
Vı́me, že Ŝj = ~

2
σj a hodnoty σj jsou uvedeny v taháku. To nám ř́ıká, že

Ŝx

(
a
b

)
=

~
2

(
0 1
1 0

)(
a
b

)
=

~
2

(
b
a

)
.

Z toho dostáváme vztah (
a
b

)
=

(
b
a

)
,

takže a = b
vol.
= 1.

Tud́ıž máme vlnovou funkci v t = 0

ψx,+ =
1√
2

(
1
1

)
Pro časový vývoj vlnové funkce máme obecný vztah v taháku v sekci Spin, konkrétně

máme

ψx,+ (t) =
1√
2

exp

(
i

~
µ0
~B~σt

)(
1
1

)
=

1√
2

[
cos (ωt) I + i

sin (ωt)

B
Bσ3

](
1
1

)
=

=
1√
2

[(
cos (ωt) 0

0 cos (ωt)

)
+

(
i sin (ωt) 0

0 i sin (ωt)

)](
1
1

)
=

=
1√
2

(
eiωt

e−iωt

)
Nyńı urč́ıme středńı hodnotu projekce spinu do osy x.〈

Ŝx

〉
ψ(t)

=
(
ψ (t) , Ŝxψ (t)

)
=

1

2

(
e−iωt, eiωt

) ~
2

(
0 1
1 0

)(
eiωt

e−iωt

)
=

=
~
4

(
e−iωt, eiωt

)(e−iωt

eiωt

)
=

~
4

(
e−2iωt, e2iωt

)
=

~
2

cos (2ωt) .

Ještě urč́ıme pravděpodobnost naměřeńı kladné projekce spinu částice do osy y. K tomu
potřebujeme ψy,+. Mějme

Sy

(
a
b

)
=

~
2

(
0 −i
i 0

)(
a
b

)
=

(
−ib
ia

)
Takže máme b = i√

2
, a = 1√

2
, proto

φy,+ =

(
1√
2
i√
2

)
=

1√
2

(
1
i

)
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Dále spočteme potřebný skalárńı součin:

(ψy,+, ψ (t)) =
1

2
(1,−i)

(
eiωt

e−iωt

)
=

1

2

(
eiωt − ie−iωt

)

P

(
Sy =

~
2

)
= Pψ(t)→ψy,+ = | (ψy,+, ψ (t)) |2 = |1

2

(
eiωt − ie−iωt

)
|2 =

=
1

4

(
eiωt − ie−iωt

)
·
(
e−iωt + ieiωt

)
=
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Př́ıklad 4 Uvažujte částici se spinem 1. Určete matice operátor̊u projekce spinu do os
x, y, z v bázi vlastńıch vektor̊u operátoru Ŝz.

Řešeńı Nejprve urč́ıme vlastńı vektory operátoru Ŝz. Protože spin je 1 a m = 0,±1.
Protože jsme v C3, dostáváme vektory

|1, 1〉 =

1
0
0

 , |1, 0〉 =

0
1
0

 , |1,−1〉 =

0
0
1

 .

Nyńı na tyto vektory necháme zap̊usobit operátor Ŝz. Vı́me, že Ŝz |1,m〉 = m~ |1,m〉.
Dostáváme tedy

m = 1 : Ŝz

1
0
0

 = ~

1
0
0


m = 0 : Ŝz

0
1
0

 = ~ · 0 ·

0
1
0


m = −1 : Ŝz

0
0
1

 = −~

0
0
1



Z toho dostáváme jednotlivé řádky matice operátoru Ŝz a celkem máme

Sz =

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 ~

Pro Ŝx plat́ı obdobné vztahy jako pro L, takže Ŝx = 1
2

(
Ŝ+ + Ŝ−

)
. Muśıme tedy určit Ŝ+

a Ŝ−, která se urč́ı stejně jako L̂+ a L̂−. Tyto matice pak necháváme p̊usobit na m, takže se
nám řádky v matici posouvaj́ı př́ıslušným směrem (tj. nahoru či dol̊u).

Ŝ+ = α+
1,m |1,m+ 1〉 ,

kde α+
1,n = ~

√
2− n (n+ 1), takže

α+
1,1 = 0, α+

1,0 =
√

2~, α+
1,−1 =

√
2~.

Dostáváme tedy

S+ =

0
√

2~ 0

0 0 −
√

2~
0 0 0


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Stejně pro Ŝ−:

Ŝ− = α−1,m |1,m− 1〉 ,

kde α+
1,n = ~

√
2− n (n+ 1), takže

α+
1,1 = 0, α+

1,0 =
√

2~, α+
1,−1 =

√
2~.

Dostáváme tedy

S+ =

 0 0 0√
2~ 0 0

0
√

2~ 0


Konečně tak ze vztah̊u Ŝx = 1

2

(
Ŝ+ + Ŝ−

)
, Ŝy = 1

2i

(
Ŝ+ − Ŝ−

)
dostáváme kýžené hod-

noty:

Ŝx =
1

2

√
2~

0 1 0
1 0 −1
0 1 0

 ,

Ŝy =
1

2i

√
2~

 0 1 0
−1 0 −1
0 −1 0

 .
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6 Kvantové tuhé těleso

Př́ıklad 1 Kvantové tuhé těleso s momentem setrvačnosti I je v čase t = 0 ve stavu
ψ (ϕ, 0) = C (1 + cosϕ). Jaké hodnoty energie a s jakou pravděpodobnost́ı je možné naměřit?
Jak bude vypadat stav v čase t > 0? Jak se s časem měńı pravděpodobnost nalezeńı tělesa
ve stavu ψ (ϕ, 0)?

Řešeńı
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7 Integrály pohybu

Př́ıklad 1 Uvažujte částici na př́ımce v homogenńım poli s hamiltoniánem

Ĥ =
P̂ 2

2M
+ FQ̂.

Pro jakou funkci g (t) je pozorovatelná

Π̂ (t) = P̂ + g (t)

integrálem pohybu?

Řešeńı Plat́ı, že Â je integrálem pohybu, právě tehdy když i
~

[
Ĥ, Â

]
+ ∂Â

∂t
= 0.

[
Ĥ, Â

]
=

[
P̂ 2

2M
, P̂ + g (t)

]
+
[
FQ̂, P̂ + g (t)

]
=

=

[
P̂ 2

2M
, g (t)

]
+
[
FQ̂, P̂

]
+
[
FQ̂, g (t)

]
=

=
1

2M

[
P̂
[
P̂ , g (t)

]]
+
[
P̂ , g (t) P̂

]
+ Fi~ = Fi~

Takže
i

~

[
Ĥ, Â

]
= −F !

= −∂Â
∂t

= −g (t) ,

z čehož plyne
g (t) = F · t+ C.
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Př́ıklad 2 Ukažte, že operátor Π̂ je integrálem pohybu (IP) pro lineárńı harmonický os-
cilátor (LHO).

Řešeńı Je třeba ukázat, že

i

~

[
Ĥ, Π̂

]
+
∂Π̂

∂t
= 0.

Hamiltonián lineárńıho harmonického oscilátoru má tvar

Ĥ = − ~2

2M

d2

dx2
+
M

2
ω2x2 =

P̂ 2

2M
+
M

2
ω2Q̂2.

Pro úpravy plat́ı následuj́ıćı rovnosti (jedná se o operátory, stř́ı̌sky jsou z lenosti vynechány)

[A,B] = AB −BA,
[AB,C] = A [B,C] + [A,C]B,

[A+B,C +D] = [A,C] + [A,D] + [B,C] + [B,D] ,

[A,B] = − [B,A] .
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8 Hamiltonián

Př́ıklad 1 Pro H = C 3 je Hamiltonián dán matićı

Ĥ =
i√
2
ε

 0 1 0
−1 0 1
0 −1 0


V čase t = 0 je kvantová částice ve stavu

0
1
0

. Jaké hodnoty energie je v tomto stavu možné

naměřit a s jakou pravděpodobnost́ı? Jak vypadá stav částice pro t > 0?

Řešeńı Nejprve nalezneme vlastńı vektory. Tedy nejprve vezmeme matici Hamiltoniánu

a nalezneme jej́ı spektrum σ
(
Ĥ
)

. To pro připomenut́ı provedeme na základě rovnosti

det
(
Ĥ − λI

)
= 0.

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0
−1 −λ 1
0 −1 −λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 − λ− λ = −λ
(
λ2 + 2

) !
= 0⇔ λ = 0 ∨ λ =

√
2i ∨ λ = −

√
2i

Máme tedy 3 vlastńı č́ısla, všechna o násobnosti 1. Spektrum je tedy

σ
(
Ĥ
)

=

{
0,−
√

2i · i√
2
ε,
√

2i · i√
2
ε

}
= {0, ε,−ε}

. To nám ř́ıká, že můžeme naměřit hodnoty energíı E = 0,±ε.
Nyńı přistouṕıme k hledáńı vlastńıch vektor̊u. Vlastńı vektory jsou vektory z jádra (tj.

hledáme takový vektor, který pokud násob́ıme matićı operátoru zleva, výsledkem bude nu-
lový vektor).  0 1 0

−1 0 1
0 −1 0

ab
c

 =

0
0
0

→ b = 0 ∧ a− c = 0

|0〉 =

a0
a

 = a

1
0
1

 .

Nyńı použijeme normalizačńı podmı́nku 〈0|0〉 !
= 1:

a2 (1, 0, 1)

1
0
1

 = a2 (1 + 0 + 1) = 2a2 !
= 1 → a =

1√
2

A dostáváme tedy

|0〉 =
1√
2

1
0
1

 .
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−√2i 1 0

−1 −
√

2i 1

0 −1 −
√

2i

ab
c

 =

0
0
0


→ −

√
2ia+ b = 0 ∧ −a−

√
2ib+ c = 0 ∧ −b−

√
2ic = 0

| − ε〉 = c

 −1

−
√

2i
1

 .

Nyńı použijeme normalizačńı podmı́nku 〈−ε| − ε〉 !
= 1:

c2
(
−1,−

√
2i, 1

) −1

−
√

2i
1

 = c2
(
1− 2i2 + 1

)
= 4c2 !

= 1 → c =
1

2

A dostáváme tedy

| − ε〉 =
1

2

 −1

−
√

2i
1

 .

√2i 1 0

−1
√

2i 1

0 −1
√

2i

ab
c

 =

0
0
0


→
√

2ia+ b = 0 ∧ −a+
√

2ib+ c = 0 ∧ −b+
√

2ic = 0

|ε〉 = c

−1√
2i
1

 .

Nyńı použijeme normalizačńı podmı́nku 〈ε|ε〉 !
= 1:

c2
(
−1,
√

2i, 1
)−1√

2i
1

 = c2
(
1− 2i2 + 1

)
= 4c2 !

= 1 → c =
1

2

A dostáváme tedy

|ε〉 =
1

2

−1√
2i
1

 .

Ortonormálńı báze Ĥ má tedy podobu 1√
2

1
0
1

 ,
1

2

 −1

−
√

2i
1

 ,
1

2

−1√
2i
1

 .
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Pro stav částice v čase t > 0 tedy plat́ı

|ψ (t)〉 = a |0〉+ b |ε〉+ c | − ε〉 ,

kde plat́ı

a = 〈0|ψ (0)〉 =

〈
1√
2

1
0
1

 |
0

1
0

〉 =
1√
2

(1, 0, 1)

0
1
0

 =
1√
2

(0 + 0 + 0) = 0,

b = 〈ε|ψ (0)〉

〈
1

2

−1√
2i
1

 |
0

1
0

〉 =
1

2

(
−1,−

√
2i, 1

)0
1
0

 =
1

2

(
0−
√

2i+ 0
)

= −
√

2i

2
,

c = 〈−ε|ψ (0)〉

〈
1

2

 −1

−
√

2i
1

 |
0

1
0

〉 =
1

2

(
−1,
√

2i, 1
)0

1
0

 =
1

2

(
0 +
√

2i+ 0
)

=

√
2i

2
.

Tud́ıž dostáváme

|ψ (t)〉 =

√
2i

2
| − ε〉 −

√
2i

2
|ε〉 ,

Zbývá nám dopoč́ıtat pravděpodobnosti naměřeńı daných energíı.

P (E = 0) = | 〈0, ψ (t)〉 |2 = 0,

P (E = ε) = | 〈ε, ψ (t)〉 |2 =

(√
2
)2

4
=

1

2
,

P (E = −ε) = | 〈−ε, ψ (t)〉 |2 =

(√
2
)2

4
=

1

2
.
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